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Introduction générale

Dans ce travail, nous étudions le probléme de la théorie de 'estimation paramétrique de
retard d’ans un processus de type diffusion non linéaire

dX, = S(X,_g)dt +edW, 0<t<T
Xs=x29 s<0

ou {W;} est un processus de Wienner standard et S(.) est une fonction réguliére donnée
qui dépend d’un parameétre § € © un intervalle ouvert de R. Le coefficient de diffusion ¢ est
supposé connu. Notre estimation est basée sur les observations trajectorielles complétes X7 =
{X,0 <t < T} avec T fixé dans 'asymptotique ¢ — 0. La méthode d’estimation employée
s’appuie sur des techniques statistiques introduites par J. Hajek , L. Le Cam, Ibragimov, R.
Has’minskii et Y. Kutoyants et d’autres auteurs. En particulier la borne minimax des risques
associés aux estimateurs dans un cadre général est due a J.Hajek et L. Le Cam et la théorie
d’estimation paramétrique en statistique asymptotique est due a I. Ibragimov,R. Has'minskii.

Dans le premier chapitre, nous essayons de donner des rappels de base de probabilités et de
statistiques utiles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons I’hypothése de régularité et nous présentons en
détail la condition de normalité asymptotique locale en suivant [4]. Nous étudions enfin la
construction de I'estimateur de maximum de vraisemblance ainsi que le comportement asymp-
totique de celui ci lorsque € — 0 pour une fonction S(.) quelconque.



Introduction

Dans le troisiéme chapitre, on reprend les mémes calculs que dans le chapitre précédent
pour 'equation differentielle stochastique, suivante :

dXt = —”th,th + Eth 0 S t S T
Xs=z9 s<0

Nous adaptons alors la des techniques de raisonnement et de calculs développés dans le
chapitre 2 a ce cas particulier et nous obtenons, au travers de ces calculs de nouvelles estimations
et constantes de majoration. Ce travail nous permet de bien comprendre et évaluer les techniques
utilisées dans [4] et constitue un apport personnel.




Chapitre 1

Quelques notions de probabilités et
statistiques utiles

Dans ce chapitre nous rapelons quelques notions de base en probabilités et statistiques, nous
rappelons en particulier une définition probabiliste de I'integrale stochastique et nous introdui-
sons des équations différentielles ordinaires perturbées par ce type d’intégrales stochastiges.

1.1 Généralités

Soit (2,.#, (F4)t>0, P) un espace probabilisé filtré complet. (.#;):>0 étant une filtration c¢’est
a dire une suite croissante de sous tribue de .# et P est une loi de probabilité définie sur (2.

Définition 1.1 Un processus stochastique X = (X;)er est une famille de variables aléa-
toires X; indexée par un ensemble T, en général T = R ou RT.

Le processus X = (X;);>0 est dit adapté a la filtration(.%#;);>o si pour tout ¢t > 0, X; est
Z, -mesurable .

Définition 1.2 le processus X = (X;);>0 est dit gaussien si pour tout entier strictement
positif et pour tous ti, ...t,, dans T', (Xy,, ..., X3, ) est un vecteur gaussien(Ses lois de dimensions
finies sont gaussiennes).



CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

Nous rappelons le théoréme de Radon-Nikodym.

1.2 Théoréme de Radon-Nikodym

Soit v une mesure définie positive sur Br (Bg la tribu de Borel sur R). Une mesure de pro-
babilité Py est absolument continue par rapport a la mesure v et on note Py << v si et seulement
si Py admet une densité f par rapport a v (VA € Br, Py <<v <= [v(A)=0= Py(A4)=10])
c’est a dire :

dPy

70 0
P _ )
ouzx = (xy,..x,) € Z (espace des observations).

Nous rappelons également la définition de l'information de Fisher qui est d'un intérét capi-
tal dans les problémes d’estimation statistique de paramétres inconnus (ici 6).

1.3 Information de Fisher

Définition 1.3 Si x = (x1,....x,) est une n observation d'une v.a. X on note f(z,6) la
fonction de vraisemblance associée a la variable X.
On suppose que f est dérivable par rapport a 6 (réel ou vecteur & n composantes inconnues).

dlog f(x,0) 1 Of (x,0)

00 f(z,0) 00

L’information de Fisher notée 1() est définie par I’éspérance mathématique.(voir 1] page
62)

B 1 9f(X.0)\>
I(9>‘E9[(f<x,e>' 90 )]

= 1 af(x,0)\°
N /{%:f(x,9)7£0} f3(x,0) ' ( 96 ) - f(z,0)dx

- JICU\ RS
/{%‘:f(x,e);m}( 00 [ (2, 0)dx

Nous rappelons aussi la propriété de Markov pour un processus.
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CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

1.4 Processus de Markov

Définition 1.4 Un processus est de Markov si son comportement dans le futur ne dépend
pas du passé qu’a travers le présent (voir [2]).
Un processus X est dit de Markov, si pour tout t, pour toute variable aléatoire bornée Y € %
(Zoo = a(Ut21 F;)) légalité
E(Y ops/F:) = E(Y 0 p,/Xy)

ol ¢ est 'opérateur de translation défini sur les applications coordonnées par X, oo, = X, 15 .

En particulier pour toute fonction f borélienne bornée

Vi >s,  E(f(X))).%,) =E(f(X)/X,)

Dans le paragraphe qui suit nous rappelons quelques définitions et propriétés relatives au mou-
vement brownien.

1.5 Mouvement Brownien

Définition 1.5 Un MB standard (ot un processus de Wiener) B = (By);>o est un le
processus stochastique vérifiant :

1. By=0P.ps (ie: P(By=0)=1).
2. (B, t > 0) est a accroissements gaussiens centrés de variance (t — s)
(ie: V0 <s<t,B— Bs — N(0,t —s)).
3. (B:,t > 0) a des accroissements indépendants. (ie :pour tout n entier naturel non nul et

pour toute subdivision 0 < ¢; < .. < t,, les variables aléatoires By, By,_4,, ....., By, —1, _,
sont indépendantes).

1.5.1 MB en tant que processus gaussien

Définition 1.6 Un MB standard réel est un processus gaussien centré (By);>o a trajectoires
continues et de fonction de covariance

K(s,t) =min(s,t) =sAt

Remarque : les deux définitions 1.5 et 1.6 sont équivalentes (voir (voir [2])).




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

Dans tout ce qui suit nous notons un M.B standard par W;. Nous rappelons une propriété
utile dans ce travail dans le lemme suivant.
Lemme 1.1 Pour tout A > 0

Eexp{)\ sup |Wt|} <1+ MW8rTe'z

0<t<T

preuve : notons F'(z) la fonction de répartition de la v.a. supy<;<7 |W;, alors par intégration
par parties on obtient

E exp {)\ sup |Wt\} = /OOO AdF (1) = —/Oo eMd[l — F(x)]

0<t<T 0

=1 +)\/OO (1 — F(x))dx

Nous appliquons le principe de réflexion (il y a une bijection entre les trajectoires brow-
niennes vérifiant {supyc,«p Wi > z, Wy < x} et celles vérifiants {W; > 22 — x} et donc le
principe de réflexion est une formalisation de cette bijection) a la v.a supy;<p |W|, nous obte-
nons o

P(sup Wy >z)=P(sup Wy >z, W, <z)+P(sup W, >z, W, > x)
0<t<T 0<t<T 0<t<T

{Wy > 2} C {supg<scr Wi > '} alors P(supgcycr Wy > 2, Wy > ) = P(W, > ).
ainsi que
P(sup [Wi| > ) <P(sup Wy >z)+P( inf W; < —x)
0<t<T 0<t<T 0<t<T

= P(OzltlgT Wy > x) + P(— Oglsz W, > x)

=P(sup Wy >z)+P(sup (W) > x)

0<t<T 0<t<T

par la symétrie de W; on a alors :

P( sup |[Wi| > z) < 4P(W; > x)

0<t<T
de plus on a (voir [4] p.28)

1 1 a2
P(W: > z) < min( Je 2T,

2" x\2nT




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

alors
Eexp {/\ sup |Wt|} =1+ /\/ (1 — Fx))de <1+ 4/\/ MP(W, > x)da
0<t<T 0 0

oo x2
< 1+2)\/ Mo dy
0
=1+ 2)\6A22T/ e~ ar @ AT gy,
0

2 +oo
<1+ e’ T / e’%dey

(e 9]

2
=14+ AV SnTe s

car f_Jr;o e~V dy = 21T

1.6 Intégrale stochastique

1.6.1 Motivation

Le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations différentielles
de la forme

dXt == Mtdt+0—tth (11)

de sorte que si u; = 1 et 0, = 0, on retrouve une équation différentielle ordinaire (EDO)

(X; = Celo #sds) ot C est une constante non nulle. Si nous voulons ajouter & cette derniére
équation une perturbation stochastique, nous avons un probléme de non différentiabilité du
MB. On commence donc par définir I'intégrale stochastique (intégration par rapport & un MB),
puis nous introduisons et rappelons le concept d’équation différentielle stochastique .

Soit & 'ensemble des processus élémentaires.

Définition 1.8 On appelle intégrale stochastique d’un processus élémentaire 6 € &, le pro-
cessus F(0)o<i<r-

T
I

F(0) = 60;(Wy

7

- Wtz) + ek(Wt - Wtk)a t E]tka tk‘-i—l]

i+1

I
o

Une écriture équivalente serait :

n

Ti(0) = 0;(Wint,r, — Win,)

=0




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

Lemme 1.2 Soit W; un MB et f un processus stochastique, pour tout ¢ € [0, 7] et pour tout
0 >0, A > 0, nous avons :

T
p<sup | fs(w)dWs\>5> < 5P (7P > )

0<t<T 0

On note M = {fi(w),0 <t < T} la classe des processus aléatoires progressivement mesurables
définie pour ¢ € [0,77] .

Lemme 1.3 Soit f € M, pour tout n > 1, si fOTE | fi(w) |*™ dt < oo, alors nous
avons 'inégalité suivante :

= (/OT f(t)th)Qn < (n2n—1)"- T /T Eo(f*"(t))dt.

0

D’autre part, pour tout processus aléatoire f progressivement mesurable sur [0, 7] nous avons

I'estimation
T 1 /7
EeXp {/ ftth — —/ f?dt} S 1.
0 2 Jo

1.6.2 Processus d’'Ito

On appelle processus d’Itd, tout processus {X;,0 <t < T} a valeurs dans R de la forme

t t
X =Xo+ / Lsds + / osd By P.p.s
0 0

ou

1. X, est % ;-mesurable.
2. (:ut)OStST et (Ut)OStST sont ft—mesurables.

3. [ |pslds < 0o Ppus et [y |o|?ds < 0o P.p.s.




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

1.6.3 Formule d’It6

Notre question centrale est : si X satisfait 'EDS (1.1) et Y; = f(¢, X;) ou f est une
fonction déterministe f : [0, +00[xR, quelle est la formule infinitésimale du processus Y = {Y;} 7

Théoréme 1.1

Soit dXt = /J(t, Xt>dt + O'(t, Xt)th et }/t = f(t, Xt)

avec f deux fois continuellement différentiable sur [0, co[x C*(R). Alors le processus {Y;} est
aussi d'Itd et admet une intégrale stochastique par rapport au méme processus de Wiener.

]' / !
dYy = | fi(t, X)) + fx(t, Xo)u(t, X;) + §f§<x(t, X)o?(t, Xy) | dt + fi(t, Xy)o(t, X,)dW,

Exemples :
a/ Soit dX; = u(t, X;)dt + o(t, X;)dW; et Y; = X? par le théoréme (1.1), nous obtenons

dY, = [2u(t, X)) X, + o2(t, X,)]dt + 20(t, X;) X,dB,
= o*(t, X;)dt + 2X,d X,

b/ Soit Y; = W72. En appliquant la partie (a) avec =0 et ¢ = 1 , nous avons

t
1
dY; = dt + 2W;dW; ou encore / WedW, = §(Wt2 —1).
0

1.7 Equations différentielles stochastiques

Dans cette partie nous étudions l'existence et 'unicité de la solution d’équations
différentielles stochastiques (EDS). On appelle EDS toute équation de type

{dXt = pu(t, X,)dt + o (t, X;)dW, 12)

Xo

ou encore

t t
X;=Xo+ / w(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dW; (%)
0 0




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS DE PROBABILITES ET STATISTIQUES UTILES

ou dW, est la différentielle d'un MB standard et u, o deux fonctions mesurables bornées de
R™ x R dans R, et X est une valeur initiale, x de coefficient de dérive et o de coefficient de
diffusion .

Quand les coefficients ne dépendent pas du temps, on dit que ’équation est homogéne .
De plus, le processus qui résout EDS (1.2) est appelé processus de diffusion.

1.7.1 Existence et unicité de solution d’EDS

Définition 1.14 Un processus X est solution de I'EDS (1.2 ) si c’est un processus {.%, }-
adapté satisfaisant :

t t
/ \u(s, X,)|ds +/ o*(s, X,)ds < oo, teRt
0 0

et vérifiant I’équation (x)

Théoréme 1.2 Sous les conditions

(1) condition de Lipschitz : il existe une constante K > 0 telle que pour tout ¢ € R et
pour tout (z,y) € R xR

(2) condition de croissance : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (¢t,z) € R x R
u(t, 2))]* +lo(t, )] < C(1+ |2f*),

(3) Xo est Fy-mesurable et E(XZ) < oo,

I'EDS (%) admet une solution forte unique a trajectoires presque siirement continues.

10



Chapitre 2

Estimation d’un retard dans une petite
diffusion non linéaire

Nous considérons le probléme de I'estimation d’un retard a partir de ’observation trajec-
torielle compléte d’un processus de type diffusion, avec un petit coefficient de diffusion. Nous
étudions sous certaines conditions de régularité le comportement asymptotique de cet estima-
teur lorsque le coefficient de diffusion tend vers 0.

Dans ce qui suit nous adoptons quelques notations.
Notations

— O ’ensemble des valeurs prises par le paramétre de retard inconnu est un intervalle borné
de R

— W, est I'ensemble des fonctions de perte & majorant exponentiel.

— 5" est la dérivée par rapport a = de la fonction S.

2.1 Introduction

Nous nous proposons d’estimer le paramétre du retard 6 € ©, par I'observation trajectorielle
compléte X = {X;,0 <t < T} solution de I'EDS.

{dXt = S(X,_g)dt +edW,, 0<t<T 1)

Xy=x29 s<0.

11



CHAPITRE 2. ESTIMATION D’UN RETARD DANS UNE PETITE DIFFUSION NON
LINEAIRE

Notons par z = {z;,0 <t < T} la solution de 'EDO associée a (2.1)

Zo

{% = S(zg) 0<t<T
o1 § € © C R est un parameétre inconnu et S :0 x R* — R est une fonction connue continue.

2.2 Hypothése de régularité

Nous étudions l'existence et le comportement asymptotique de 'estimateur du maximum
de vraisemblance (EMV) sous I’hypothése

condition de régularité : S(.) est une fonction bornée sur R deux fois contintiment dé-
rivable et non nulle sur un compact [a, 3] C [mingejo 1 @+, MaX4co,r) T4l-

Comme S admet une dérivée bornée sur un compact de la forme

[mingepo,r @+, maxeor) 2] alors elle est lipschitzienne. Le probléme donc admet une solution
unique forte .

2.3 Processus de rapport de vraisemblance

Notons par L(, XT) le processus de rapport de vraisemblance (RV)

r dPY)
Lo, X") = e
ol Péa) est la loi de probabilité de I'observation (X;,t € [0,7]) et P®) la loi de W, s’appelle
aussi la mesure de Wiener sur [0,T].
D’aprés le théoréme de Girsanov pour tout #, les lois Pég) et P() sont équivalentes (Pé‘s) ~ P,
ssi elles sont absolument continues 1'une par rapport a lautre ), et le processus rapport de
vraisemblance pour ce modéle est défini par

T 1 ’ 1 g 2
L(G, X ) = eXp 5_2 S(thg)dXt - —= S (thg)dt
0 0

2e2

En effet, considérons la variable aléatoire

-1 [T 1 (T
Ir = exp {—/ S(Xt_g)th — —2/ SQ(Xt_g)dt}
0 2e* Jo

£

12



CHAPITRE 2. ESTIMATION D’UN RETARD DANS UNE PETITE DIFFUSION NON
LINEAIRE

est strictement positive et E(Z7) = 1 de sorte que P®) = ZTPf;) :

Or dW, = % (dX; — S(X;_g)dt), donc :

I e
ZT = exp {5_2/ S(Xt_g)dXt + — / SQ(Xt_g)dt}
0 0

2e2

Py { 1 /T 1T,
=expy — S(Xi_g)dX; — —/ S Xi—g)dt
dP(©) e2 J, ! b2 !

2.4 Estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)

Ceci démontre que

Le EMV, 8; est défini comme la solution de I’équation
L(6=, XT) = sup L(6, X")
0€6

ot L(A., XT) le RV défini plus haut

Dans notre probléme L(6, XT) est continu en 6, donc la solution existe toujours. Mais en
général, on ne peut pas calculer effectivement cette solution, il faut donc employer des mé-
thodes numériques.

Nous donnons la condition LAN de Hajek voir [4]

2.5 Normalité asymptotique locale

Définition 2.1  ( Condition LAN) Une famille de lois P est dite LAN au point 6 € ©
quand € — 0, 8’1l existe une fonction non identiquement nulle, positive notée ¢.(#) définie pour
0 € O, telle que pour tout u € R, le rapport de vraisemblance normalisée pour deux valeurs du
paramétre 0; = 6 et 0y = 0 + . (0)u, Z.(u) = L(0 + ¢.(0)u,0, X)

admet la représentation

dPy), 1
_ e (0)u _ T2
Z.(u) = dPéf) = exp {uAa,t SU T+ V. (u, 0)} .

ou
Aoy S 4 (0,1) et lim . (u, 6) = 0.
E—>

13



CHAPITRE 2. ESTIMATION D’UN RETARD DANS UNE PETITE DIFFUSION NON
LINEAIRE

Si une famille de lois {Pﬁf),e € O} satisfait la condition LAN en tout point 6 avec une
fonction de normalisation ¢, (), alors pour tout estimateur 6., toute fonction de perte £ € W, 5
et > 0, nous avons l'inégalité de Hajek-Le Cam .

1 o2

limlim sup Egl(p.(60 éE—H > —— [ l(x)e 2dx
il sup Eal(ee(0)(0. —0)) 2 = [ 1@

Les estimateurs qui réalisent cette égalité sont dits estimateurs asymptotiquement efficace.
Ainsi I'inégalité est valable pour tout estimateurs 6. et toute 6 > 0 .

Nous introduisons la quantité suivante comme Information de Fisher :
T
1(6) = / S2(2120) S (2r_o)dt
0

Le théoréme suivant donne la condition LAN uniforme de la famille de lois {P((f), 6 € ©} et la

convergence des lois de dimensions finies.

Théoréme 2.1 :

Sous la condition de régularité la famille {P((f), 0 € ©} est uniformément LAN (ULAN) de

constante de normalisation ¢.(6) = £1~/2() et sous P la variable aléatoire

A0, X) = p.(6) - /0 S(2029) - S'(2r_o) AW,

= l12(p) /0 : S(s-09) - ' (w1_0)[dX, — S(X,p)dH]

admet la loi 47(0,1).

14



CHAPITRE 2. ESTIMATION D’UN RETARD DANS UNE PETITE DIFFUSION NON
LINEAIRE

Nous avons besion d’établir les deux lemmes suivantes, pour démontrer ce théoréeme .

Lemme 2.1 :(lemme de Gronwall )
Soient u, v deux fonctions continues positives telles que, pour tout ¢ € [0, T]

t
u(t) < K+/ v(s)u(s)ds
0
ou K est une constante, alors
t
u(t) < Kexp/ v(s)ds
0
Lemme 2.2 : Sous I’hypothese de régularité, nous avons P((f) p-s les majorations suivantes :

sup |X; — x| < Kie sup |[Wj

0<t<T 0<s<T

Eo| X; — 24]* < Koe® vt € (0,7

Démonstration : on a

t t
Xt:/ S(Xs_g)ds + Wy | xt:/ S(xs_g)ds
0 0
t
X, — 2| = | / S(Xo g) — S(zs )ds + Wi
0

0<t<T

t

< / 1S(Xs 9) = S(a_g)ds + ¢ sup |Wi]
0
t—0

:/ |S(Xs) — S(xs)|ds + e sup |W
—0

0<t<T

t—0
< K/ | X5 — z5|ds +¢ sup |[Wy
i 0<t<T

-9
< K/ | Xs — z5|ds + ¢ sup |W;
0

0<t<T

T
SK/ | Xs — z5|ds + ¢ sup |[Wy
0

0<t<T

T
< e sup |Wt\exp/ Kds =¢ sup |W;|exp{KT}
0 0<t<T

0<t<T

avec K1 = supg<;<p |Wi| exp{ KT}
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Pour la seconde inégalité, en utilisant la forme intégrale de 'EDS et I'inégalité
(a+0)? <24+ 2b* .

t
E9|Xt — :L’t|2 = E9|/ (S(Xs_g) — S(Zts_g))ds + €VVt|2
0

t
< 92E, / (S(Xo_g) — Slaeolds)?| + 262E, W, 2
0

t
< 2K2t'/ E9|Xs_,9 —Is_9|2d8+282t
0

t—0
= 2kt - / Eo| X, — 2,|°ds + 26*T
0

T
< 2K°T - / Eo| X, — x|%ds + 26T
0

T
< 2e*Texp {2TK2/ ds}
0

avec Ky = 2T exp {2K?T?}

Montrons le théoréme

Pour tout # € # C © ,0 + cu € O et (u.) une suite réelle telle que u. — wu.
notons 6., = 0 + ¢.(0)u.
Le rapport de vraisemblance normalisé est

(e)

7 . 0+ (Oue ’ 1 2
nZ:(u) =In——=2== = [ ASdW; - S||AS(u)]
dPy 0 2
(&)
dP0+‘P(5)(9)uE
Py
1 [T 1 (7
= eXp {?/0‘ [S(thes,u) — S(thg)]dXt — 2_52/0 [S2(Xt7957u) — 52(Xt9)]dt}
1 /7 1 (T
_ exp{? /0 S(Xi0..) — SO a))(S(X, o)t + W) — g /O S*(Xio,.) — SQ(Xt_g)]dt}

1 T 1 T 1 T
= eXp {—/ [S(Xt_gs’u) — S(Xt_g)]th + 5_2/ S(Xt—GE,u>S(Xt—9)dt - 5_2/ 52(Xt_9>dt
0 0 0
1

ot [ 18°(Xia) - S Xt )
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— exp {% /0 US(Xua) — S(Xeo)dW,

1 F /OT[s%Xt_es,u) = §7(Xiog) + 257 (Xi-) = 25(X1-.,.)S ““Mdt} }

2 | g2

= o { [ 800 SCGIw 3 [ S, - SO

Donc

ASt = 5_1[S(Xt—0€7u) — S(Xt_g)]

De plus, on a
~1/2

p(0) =l 2(0) =« (/OT Sz(xt—%)slz(ift—e)dt)

Pour le terme ||AS(u)]|*> nous montrons la convergence en probabilité ie :

Py’ — lime*|S(Xi-.,,) — S(Xi—g) = ' (21-0) S (wi-20)p=(O)u)]|* = O

T
JAS@)|? = / e[S (Xig.) — S(Xi_o)]dt
T
= / 725" (Xi—9)(Ximg., — Xi—0)’dt
0

+ /0 e {S(Xizp.,) — S(Xi—g) — S'(Xi—0)(Xsp., — Xt—@))}2 dt

T
+ 2/ eS8 (Xi—0)(Xiop.., — Xi—g) X {S(Xi—g.,) — S(Xi—g) — S'(Xi—0)(Xi—p., — Xi—) } dt
0

(2.2)
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Par le théoréeme des accroissements finis, nous avons :

S(Xiq..) = S(Xi—p) = ' (Xioo...)(Xig., — Xiop)

ePour le second terme, nous avons :

8_2E9 |:/0 {S(Xt_gg’u) — S(Xt_g) — S,(Xt_g)(Xt_ggﬁu — Xt_g))}2 dt:|

T ~ 2
— &2, [ / 2 {5(Ki0.) (Ko, — Xioa) = S'(Xi) (Xia.,, — Xioo)} dt]
0
T
=6 [ (5'(Rin,) — 8 (Xeea) P (Xica,, — Xioo)'d
0

T
= 8_2E9/ (S/(Xt_ggyu) — S/(Xt_9>>2082dt
0

< CT sup sup Ey ‘S’()N(t_ge,u) — S"(X;_9)

e 0<t<T

Le second membre de le majoration précédente tend vers 0, il est donc de méme pour le
premier membre.

e D’autre part, le dernier terme de (2.2) converge aussi vers 0 car :
T ~
eEy / S (Xi-0)(Ximg.0=Xi-0) < { ' (K0, ) (X, = Xeco) = §'(Xe o) (Ko, — X o) }
0
T ~
=B [ S (Xea)(S'(Rema) — S'(Xeca)) (X, — Xica)
0
T
< 5_259/ 19" (Xi—0)] - (8" (Xi...) = S"(Xie-o))[(Ximg.., — Xip)?dt
0

T
< KC Eg/ 1(S"(Xe—o..,) — S"(Xi—0))|dt =
0 e—

e Pour le premier terme de (2.2),

e’ (/OT S?(Xi-0)(Xi—p.., — Xi—g)*dt — /OT (uep(0)S (21-20) S (21-0))” dt)

v ([ (1) (2120)S (21-0)) i)
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En appliquant 'inégalité de Cauchy Schwartz, nous avons :

(/0 [SIQ(XFQ)(XFGE’U — X1 9)? = (uepe(0)S(4-20)S" (21-9))°] dt)

T 1/2
< ( / (5 (Xo0) (Ko, — Xo-0) — sn(0)S(1-20)S (21-0)]? dt)

1/2

- (/o [S"(Xe—p)(Xip.,, — Xi—g) + Ua@e(9)5($t—29)5/($t—9)}2 dt)

Le second terme est borné car S et S’ sont bornées ainsi que . Pour le premier terme, on
utilise la forme intégrale de 'EDS et nous avons

1/2

e ’Ep [/OT [S'(Xe-0)(Xe-,,, — Xi-0) — t=0:(6)S (21-29) S (w1-9)]” dt)

< KeE, [ /O N /}t (X S(:ctgg))ds]th] " + eo(u,)

—0
T  pt—0.. 1/2
< K272 [/ [/ Eo| Xs_0 — xt_29|2dsdt} + eo(ue)
0o Jt-o
Pour I'éspérance
Eo|Xo—o — zi—20|” = Eg|Xs—o — Tog + Ts_g — T1_20|?
sup  Eg|lXsp—mi20)° < sup  2BEg|X g —xso|*+ sup  2Eg|lze_g — z4_9|?
_HSSSt_QE,u _QSSSt_es,u _GSSSt_Gs,u
< Kye? +2Ce* = Ce2.
Donc
T 1/2
. _ 2
lim sup e~ *Ey [/ [S"(Xi—6)(Xi6.,, — Xi-o) — uce(0)S(21-20) S (we-9)]"dt| =0
0

e=0gc x

Nous déduisons que pour toute suite (u.) qui converge vers u

lim sup e °Eg||S(Xi—g. ) — S(Xi—0) — S (21-0)S (@t—20)pc(0)uc|| = 0

e=0gcw

Finalement
T

lintl) (AS;(u))?dt = u?, uniformément en 6
E— 0
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De plus, pour I'intégrale stochastique :

A, = / " A, ()W

D’aprés le lemme (1.2), nous avons également

Pl ( > 5)

A . _ ~ ,
<5+ P (|ASH(I(u)2us) — ul "Y2(6)S(21-20)S" (x1-0) > > )

/0 [AS,(u) — ul~Y%(0) S (24-29) S (24—)] AW,

D’aprés les calculs précédents, nous avons

lim PY) (|AS,(1(w) " ?u) — ul~Y2(8)S (2199) S (21-9)||> > X) = 0
nous choisissons A et § assez petits de sorte que Ad~2 tend vers zero donc :

T
lim ple) < / [AS, (1) — ul " 2(0)S (21-20) S (24-0)]dW; | > 5> =0
E—r 0

alors

T
/ ASt (U)th
0
tend vers

T
ul~1%(9) / S(x4_29)S" (z_g) AW,
0

Soit & = fOT S(x4_29)S"(2_9)dW; un integrale de Wiener, donc % = I'/2(9)¢
ou § — A(0,1)

on peut conclure que A, = .47(0, 1) uniformément en 6.
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2.6 Propiétés de TEMV

Le Théoréme suivant donne la convergence de I'estimateur, la normalité asymptotique,
la convergence des moments et 'efficacité asymptotique de ’estimateur.

Théoréme 2.2 Si 'hypothese de régularité est satisfaite, alors uniformément sur tout compact
J de O, 'estimateur 6, vérifie :

1. P —lim._,0. =0
2. ¢71(0)(6- — 6) = N(0,1)
3. lim._ Eg |- 2(0)(0- — 0) " Ey |A” pour tout p > 0,0u A — N(0,1)

4. Destimateur 0; est localement asymptotiquement efficace, au sens Hajek ie :pour tout
fct de perte £ € W o

lim i Eyl(p. (0 9 —0))
oyl sup Eallee(0)1 > 5= [ toe

Ce théoréeme représente en réalité le principal outil mathématique utilisé dans la démarche de
'article [4] pour établir les résultats de convergence de 'EMV. Cet outil est le fruit des théses
d’Etat de [1] et il est démontré et explicité en détail dans [1] théoréme 1.1 p 174.
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lemme 2.3
Soit © un ouvert convexe de R, pour tout compact £ C © et pour tout R > 0 nous obtenons
la majoration suivante

sup  osup  |up — ug| B9 2 (up) — ZM4(wy)|* < C(1 + RY)
@G%\u1|<R,|u2\<R

ou C est une constante qui dépend de %~

preuve

posons 0; = 0 + ¢ (Q)u;, 1 =1,2 AS; = S(X;_9,) — S(Xi_0,)]

On considére le processus :

t t () 1/4
Y, = L AS,dW. 1 AS,)2ds b = Py, X
Lo Z/o ’ S_g/o( sy = dP§€>( )

1/t 1 [t
V,=InY, = —/ AS, dW, — —/ (AS,)?ds
4 0 8 0

Posons alors

En appliquant la formule d’'Ité & f(V;) = exp V; nous avons

3 ’ 2 1 g 2
32 Jo 4 Jo

Ainsi Yy =1

Bl 22 (us) — 2/ ()| = [ |2/ (wa) — 24wl Py
Q
(©) (&) 1/t
:/ dp9+¢s(9)w . dp9+sos(9)u1 AP,
0 Py’ dP{”
. A\ 1/4 A 1744
_ / Py aP)\ " (apy) P,
a|\dPy) daPy’ dPy)

. A\ 1/4 4
_ / dPy) | (dP\ s
o dPs |\ dP§

1/4
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= Eg, [LY/4(0,601, X) — 1" = Eg, |1 — L*(6,,61, X)|* = E,|1 — Yr|*

En utilisant 'expression de Y7 et I'inégalité (a + b)* < 23(a* + b?)

Eo,|1 — LY*(0,0,, X)|[* = Eg,|1 — Yp|*

4

3 (T 1 (7
Es,|1 — Y7|* = Ey, 3—2/ (ASt)QYtdt—Z/ (AS,)?Y,dW,
0 0
3 (T 4 1 (7 4
< Ey | / (ASYadt| +2°Es, | / (AS)2Y,dW,
0 0

Pour le premier intégrale en utilisant 'inégalité de Holder

<(2) 1 [ euasiyviia

0

4

3

T
e 2
> /0 (AS)2Yidt

et pour le deuxiéme intégrale, par le lemme (1.3) nous avons :

Eo,

1 4

T T
Eg, |~ / (AS)2Y,dW, g8%(2(4—1))27’ / Eg, [(AS,)*Y,*]dt
0

4 0

Finalement
T T
B0l 22 uz) = 22 )l < Cu [ En[(AS)YHdt+ Ca [ Enl(AS)Y i
0 0
Ensuite par un changement des mesures, nous avons :

T T
Eg’Z;/4<U2) — Z§/4(U1)|4 S Cl/ Egl[(ASt)B]dt + CQ/ Egl[(ASt)4]dt
0 0
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Faisons une majoration de Ey, (AS;)®
1
Egl(ASt)S < 6_8E01 (S(thel) - S(Xtﬂ‘)z))g
Par le théoréeme des accroissements finis, nous avons :
1
E91 (ASI?)B < 6_8K8E91 (Xt—91 - Xt—92)8
par la formule intégrale de I’'EDS
t—01
Xio — X0, = / S(Xs—g)ds +e(Wi—o, — Wi_y,)
t—05
donc
5 t—01 8
Egl ’Xt,QI — Xt,92| = Egl / S(Xs,g)ds + €<Wt791 — Wt,92)
t—05
Par I'inégalité de Holder et I'inégalité (a + b)*" < 22"~1(a?" + b®"), nous avons
1 8 K® 7 o 8 8 -8 4
gE@l ‘Xt,91 — Xt,,gQ’ S 06_8 ’92 — 61‘ EQIS (XS,Q)dS + € K |92 — (91’
t—05

Montrons que Ey, S%(X,_g) reste bornée, par le lemme (2.2), nous avons

Eo, [S(X,_g) — S(2s_g) + S(24_9)]® < 2By, [S(Xy_g) — S(24—9)]® + 2755 (25_p)

< 2TKHKBe® + sup S®(24-p)
0<s<t

alors

K8
E9158<XS,9> S 6—80‘02 - 91|7 ('92 — 91|(27K2K8€8 -+ sup SS(LUSQ))) -+ CK8|92 — 01’4

0<s<t

K8
S 027K2k516|02 — 91|8 + ?C|92 — 91|8 sup SS($S_9) + CK8|02 — 91|4 ..... (*)

0<s<t

Or [0y — 1] = ©:(0)|uz — ] et ©e(0) = 171/%0)

K8
(x) <C (KQKI6 + — sup Ss(l’s_g)) O3 (0)uy — wi]® + CK®p2(0)|ug — uy|*

€% 0<s<t

< Otlug — uy [3e® 4 Colug — ug)*e?
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et de la méme fagon
Egl (AS?) < Cg|U2 — U1’4€4 + 04‘162 — U 282
Finalement, nous obtenons

EQ‘Z§/4<U2) — Zel/4(u1)]4 < Ol‘U/Q — U1|8 + CQ‘/U/Q — U1’4 + Cg|u2 — U1’4 + C4|u2 — Uq 2

|51‘1p lug — u1]_2E9|Z§/4(u2) — Zal/4(u1)|4 < Chlug — u1]6 + Colugy — u1]2 + Csluy — u1]4 + Oy
u; | <R

< C1(2R)® + (C1 + Cy)(2R)* + C4

< O(1+ R®

Lemme 2.4 : Si 'hypothése de régularité est satisfaite, alors pour tout p € (0,1) et pour tout
compact . C O, il existe une fonction g € ¢, telle que

sup EpZ%(u) < exp{—g(u)}
oex

ou ¥ = {g:R" = R,limy_, 4" exp{—g(u)}, pour tout N > 0}.

Preuve :
d’aprés U'inégalité élémentaire : a® > b* — 2|b(a — b)|, nous pouvons d’écrire I'inégalité

[S(Xi—g-u) — S(X-)]?
> [S(@i—9-u) = S(@e-0)]" = 2|S(21-9-u) — S(21-0)(S(Xi—p-u) — S(Xi—g) + S(21--0) — S(21-0))

> [S(#1—0-u) — S(@1-0)]” = 2| (z1—p-u) — S(2e—0)|(|S (Xt—t-u) — S(z1—g-u)| + |5 (Xs—0) — (S(l’)t—e)D
2.3

Par un développement de Taylor d’ordre 1 de S(z) au voisinage de ¢ — 6 pour |u| — 0, nous
avons pour le premier terme du majorant
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T T
/ [S(1_9-u) — S(x1_9))%dt = / (S'(z1_9)Ts_gu)*dt + o(u?).
0 0
Or J
. X .
Ty = d_tt = S(.the) Ti—p = S(:EthQ)
et
T
I(@) = / S2<J}'t_29)5/2(1't_9>dt.
0
donc
T
/ [S(@e ) — S(ze_)l2dt = u21(0) + o(u?)
0
S 20 2 _ 2
> u (ee;{%\\ﬂ[(e))\ +0o(1)) =Cru
ou Cy > 0. D’autre part, grace a ’hypothése de régularité
T T
/ S(w16-) — S(ar_o)dt < K / €10 — Tt
0 0
< KT sup |29 — T1—g|’
0<t<T
=~*Tu? sup i , = A*u?
0<t<T
nous obtenons donc la double inégalité :
T
Cynd? < / (S(@r ) — S(zs_g)2dt < A% (2.4)
0

Pour le dernier terme de (2.3), nous appliquons 'inégalité de Cauchy schwartz

2

19 (im-) — S-S (Xegs) — S(rr—goi)ld
(/ )

< ([ 150 = staar) ([ 19000 - Stora-uyiar)

< AWPKPT sup [ Xy gy — Tp—g-u|?
t€[0,T

< A2PKPT sup | X, — a4)?
t€[0,T]

2
< AWPKPK(TE? ( sup |Wt|>

te[0,T
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nous obtenons

/0 1S(24—9-0) — S(1-0)||1S(Xi—g—u) — S(z1-g_0)|dt < Alu| KKV Te < sup |Wt|> (2.5)

t€[0,T]

et de la méme fagon, nous avons la majoration

t€[0,T]

/0 1S (2eg-u) — S(2t-0)||S(Xi—g) — S(xr_o)|dt < Alu|K K1VTe ( sup |Wt|> (2.6)

Enfin, on note AS;(u) = e [S(Xi—g—p.(0)u) — S(Xi—0)] et par I'inégalité de Holder

1 1

E(B¢) < (EIB[™) /P (E[¢)=),  —+—=1, p>1
D1 D2

T 1 T
E¢ZP(u) = Egexp {p/ ASy(u)dW, — ip/ ASt(u)zdt}
0 0

=& [o (<52 [ SN ) — 5,0

T
X exp (p/ 5_1<S<Xt797<p5(0)u) — S(thg))th
0

[ ) = 50|

< [vew (2520 [ (S0 SC0-0 )|

T
X [Ee exp <pp2/ e N (S(Xi—0—p(0)u) — S(Xi—p))dW;
0

o S Krampion) S|

1/p1

1/p2

Si, 'on choisit ¢ et py tels que :

pgz% et donc — =

par le lemme (1.3), nous avons

Eo 2P (u) < [Ee exp (— v o) 2 ; _qp2 /0 =3 (S(Xt—o—p.(0pu) — S(Xt—G))2dt)]

a—p?/q
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posons
yo 4p—a)
2(q —p?)

puis par (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), nous avons

T
Ey exp (—)\/ e 2. (S<Xt—0—<p€(9)u) - S(XtH))th)
0

T
< Egexp (—)\5_2/ (S(T4—9—p.(0)u) — S(xt—e))2dt)
0
x Egexp (4)\5_2\/TAK2K15—:§05(9)|U| sup |Wt|>
0<t<T

<exp {—ACx I (0)u]*} x Egexp (4)\\/TAK2K1]_1/2(9)|U| sup |Wt|>

0<t<T

Par le lemme (1.1), nous obtenons

Eg exp <4A\/TAK2K111/2(9)\U| sup \WJ)

0<t<T
<1+ ANAK?K T7Y2(0) [u|TV8m exp(SN2A%K* K2T?1(6)|ul?)

choisissant :
L
1612 KAK} A2

Finalement
EoZ%(u)

_ a—p*/q
exp { =ACx I (0)|ul’} <1 +ANAK K TY2(0) |u|TV87 exp(%)\C’ngl(ﬁﬂuP))]

IN

_ a—p*/q
= |exp {=ACx I '(0)|ul’} + ANAK? K T7V2(0)|u|TV 87 exp {—%)\CE%/I”(O)\UFH

?/q

IN

- . 1 a—p
exp {—5)\C’f]_1(9)|u|2} +ANAKP KT V2(0) ul TV exp {—5)\01/]_1@”“?}}

_ a—p?/q
= |exp {—%Aojgrl(e))w} (1 + 4AAK2K1]—1/2(9)|U|T\/87T>]

Lgp—9) a—=0 , 1, 2 o a-1?/q
= —= w1710 1+ 4NAK2K T7Y2(0) |u|T
exp {5 A= DI C Ol (14 6TV

2
Sexp{—i(p—q)cjgl_l(ﬁﬂuf}exp {4)\AK2K1]_1/2(9)|u|T\/87rq qp }
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Ot nous appliquons l'inégalité : 1 + z < expx.

Le théoréme suivant donne le comportement asymptotique de l'estimateur du maximum
de vraisemblance.

Théoréme 2.3 Soit I'ensemble des paramétre © C R, les fonctions Z.(u) soient continues
avec une probabilité 1 possédent les propriétés suivantes :

3.

Pour tout compact % C ©

— Il existe a > 1 et m > « tels que pour tout 6 € &

sup sup lug — u1|_°‘E9|Z€1/m(u2) — Zg/m(u1)|m <C(1+ R
OcK |ui|<R,|uz|<R

ou C' et a deux constantes qui dépendentes de K
— Pour tout ue U, et § € &

EgZ}?(u) < exp{—g(u)}

ou ¢(.) est une fonction positive.

Uniformement en 6§ € %, pour € — 0, les distributions & dimension finie des fonctions
aléatoires Z.(u) convergent vers les distributions des fonctions aléatoires Z(u).

Les fonctions limites Z(u) atteignent le maximum en un point unique u(9).

alors uniformement en 6 € %, la distribution de la v.a ¢=1(0)(0. — ) converge vers la distri-
bution de @(6) et pour toute fonction de perte nous avons

lim Ey¢ (2 (9)(6- — 0)) = EC(a(0))

preuve : voir [1] théoréme(10.1) page 103
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Etude d’un cas particulier
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

Dans ce chapitre, on reprend les mémes calculs que dans le chapitre précédent sauf que ici
il y aura quelques simplifications puisque la dérive est un cas particulier.

3.1 Introduction

On considére le processus de type diffusion ou € — 0.

Xs=29 s<0 '
Notons par = {z;,0 < ¢t < T} la solution de EDO.
dry _
{g = —qwy 0<t<T 5.
To

Pour montrer 'existence et 1'unicité d’une solution, il suffit de montrer que la dérive
vérifie les conditions de lipschitz.
Si 6 = 0, on récupére 'EDO simple dont la solution générale, x, = xge™ "

Sio<t<é, & — —yzg

Et donce .
xt:xg—i—/”yxods:xo—'yxot, 0<t<¥d
0

sur 6 <t < 20, nous avons 0 < ¢t — 6 < 0 donc d’aprés(3.2) nous avons

dx
d—tt = —YTi—9p = —7 [:CO - ’}/.CL'U(t - 6)]

Et donc

t
Ty = Ty + / —v [xo — yxo(s — 0)] ds
0

t

= x9 — yxol + [—fya:os + @(s — 9)2]

2 0
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

Plus généralement comme il est expliqué dans le livre [3]

n o k
Ty = To + Z(—l)k’yxo g <kk| 1)f] , (mn—1)0<t<nb, n>1
k=1 )

Nous proposons d’estimer le paramétre du retard 6 par l'observation des trajectoires
complétes X7 = {X;,0 < ¢ < T} et d’etudier dans le cadre des petites diffusion (¢ — 0) les
propriétes asymptotiques de I'estimateurs de maximum du vraisemblance .

Nous motrons finalement que cet estimateurs est consistent, asymptotiquement normal et effi-
cace.

3.2 Hypothése de régularité

Comme la dérive est une fonction deux fois continiiment dérivable de dérivée non nulle
sur l'intervalle [o, 8] C [mingeps 24, maxseor] 2¢) et bornée sur R (ie : la dérive est 2 fois
dérivable par rapport a z et que la dérivée deuxiéme est continue par rapport a x et 6 de plus la
dérivée est une fonction constante, donc elle est bornée sur R ), alors elle vérifie I'hypothése de
régularité indiquée dans le chapitre précédent. De plus, la dérive est une fonction lipschitzienne
alors le probléme admet une solution unique forte.

Nous rappelons que pour 'observation des trajectoires complétes, le rapport de vraisem-
blance est défini pour deux valeurs du paramétre ¢, 6, € © par :

L(6, 65, X) :eXp{g—g /O T(Xt,g_xt,go)dxt_ g /0 T((th)Q—(Xteo)Q)dt}

22
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6. est défini comme solution de ’équation sui-
vante :

: dPy)
L(6., 6y, X) = sup dP?e)
0c© 0o
— T 2 T
= sup exp {—3/ (Xi—g — Xig,)d Xt — %/ (Xi—p)* — (Xt_go)Q)dt}
<o € Jo € Jo

olt © est 'adhérence de O, 6, est une valeur fixée dans ©.

Nous introduisons la quantité suivante comme Information de Fisher dans ce probléme.
T
10) =" [t
0

3.3 Normalité asymptotique locale

Le théoréme suivant accorde la condition LAN uniforme de la famille de lois {Pég), 6 € ©}
et la convergence des lois de dimensions finies.

Théoréme 3.1 : Comme la dérive vérifie la condition de régularité, alors la famille {P((f), VRS
©} est uniformément LAN (ULAN) de constante de normalisation ¢, () et sous Péa) la variable

aléatoire
T
A0, X)=¢" <'y4/ xt2_26dt)
0

T —1/2
=¢7! </ xf_%dt)
0

admet la loi 47(0,1)

ou

-1/2

T
- / g - —AAX; — (—yXo_g)dl]
0

T
. / Tt—20 ° [dXt — (—’)/Xt_9>dﬂ
0
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

De plus pour tous les estimateurs (9;, on a l'inégalité de Hajek Le Cam

T
limlim sup Egﬁ( A4 / a2 odt)'/? 0; — ) / x)exp- T d:r;
i lim sup i | T ) Wor

Pour démontrer ce théoréme, nous suivons les mémes étapes que le chapitre 2 .

Lemme 3.1 : Seulement dans le cas ou la dérive satisfait la condition de régularité, on a
P((f) p-s les majorations suivantes :

sup |X; — 2| < Kqe sup |[Wy

0<t<T 0<s<T
Eo| X; — 1|* < Koe? vt € [0,T]
Démonstration : nous avons
t t
X, :/0 —vXs_gds + W, Xy :/o —YTs_pds
| X} — x| = ]/ — Xg_g)ds + Wy

< 7/ |Xs—9 - $8_9|d8 +¢€ sup |Ws|
0

0<s<t

t—0
:7/ | X — x5]ds + € sup |W|
-0

0<s<t

par le lemme 2.1

t—6
27 o sup Wl expd / ds)
0

0<s<t
t
< e sup |Ws|exp{ yds}

0<s<t
< e sup !Wslexp{vT} Ky = ¢ sup W,
0<s<t 0<s<t
En effet,

t—0 0 t—0 t
/ |Xs—xs\ds:/ |Xs—xs|ds+/ |X5—x5|ds§/ X, —alds (%)
—0 -0 0 0

-

=0
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

Pour la deuxiéme inégalité, en utilisant la forme intégrale de EDS (3.1) et 'inégalité
(a+0)? <2a®+2b* .

t
Eg’Xt — $t|2 = Eg’ / —’y(Xs_g — l's_g)ds + €Wt|2
0

t
< 9, (/ = Al Xap — x5_9|ds)2> 262, | W ?
0

par Holder

t
< 2/)/2E9 (t . / |X5_9 — $S_9|2d8> + 2e2¢
0

par Fatou

t
< 2721& . / Eo| X9 — x8_9|2ds + 2%
0

t—0
= 27%t - / Eo| X, — x,|*ds + 2e%t
—9

par (%)

T
< 29°T. / Eo| X, — x,)%ds + 2T
0

par le lemme 2.1 T
< 2T exp {QT’y2 / ds}
0

pour Ky = 2T exp{27°~*}, nous avons aussi les inégalités suivantes :

sup EoX; — $t|2 < K2527 sup sup Ep|X; — 33t‘2 < Kye?
0<t<T €0 0<t<T
Démonstration(Théoréme 3.1)
Pour tout 0 € # C O, 0+ cu € O et (u.) une suite réelle telle que u. — u.
posons 0., = 0 + p-(0)u.
Le rapport de vraisemblance normalisé est

(e)
dPG'HP(E) (O)ue

Py

T 1 T
— [ N K = X)W = 5 [ 0P (X, — Xic)
0 0

InZ.(u) =1In

2

[\ J/

-~

(#)
et

T
oe(6) = T 2(0) = 2 -4 / 22 pydt) 2
0
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Pour le terme(#) nous montrons la convergence
PyY — lim e[| =7(Xioo., — Xima) = (=7)(=72e-20)=(O)w) > = 0

Nous pouvons écrire

T
/ 5_2(_7)2(Xt—95,u — Xt_e)th =
0

= 52[/0 <_’Y>2(Xt795,u — Xy _g)?dt — /0 (%5171/2(9)(—’71%20)(—’7))26%

n /0 (ueel 7V2(0) (—y2i—20) (—)) dt]

= 5—2[/0 {7 (Ximg.., = Xim0)® = (ueel™2(0) (—y@i—20) (=)}t

+ [ (eI HO) (i) (=) P

= 62/0 {(_'Y)(theg,u — Xi_9) + U55[71/2<9)(_7xt*29)<_7)}dt

N J/
-

X (Xig.., = Ximg) = uee T2 (O)(~yi20)(—) et

-~

(1)

+€_2/0 (uasl_l/Q(Q)(—vzvt_gg)(—7))2dt

Pour le premier terme (1), en appliquant I'inégalité de Cauchy schwartz.

(1) <e? {/OT{(—V)(Xt—ee,u — Xy 9) — 7“55[_1/2<9)(—75&—20)}26175} "

X {/OT{(—W)(Xt—eg,u — X;_9) + 7%51_1/2(9)(—th_ze)pdt} 1/2

Le premier terme est borné car v une constante et —vyx est bornée de plus I(6) est définie
positive et pour le second terme, on utilise la forme intégrale de 'EDS .
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

1/2

8| [ PN~ Xa) = w0 i)V

T, ptben, 2 7Y
< e 24%Ey [/ (/ —vX_ods +e(Wig., — Wi—g) — Uad_l/z(@)(—Wxt—%)) dt]
o \Ji

—0

T pt—0e
< e yEy| / ( / (=7 Xsmp — (=7)T1-20)ds) dt]'/? + co(u.)
o Ji-o

. o 1/2
< e ?y’Ey [/ (—7)2[/ (Xso — ﬂft_ze)ds]zdt] + eo(u)
0 t

—0

T  pt—0e.y 1/2
<e ! [/ [/ Eo| Xs—9 — xt—29|2d3]dt} + co(u,)
0o Ji-o

Pour 'éspérance Eg| X, g — 2y_20]> = Eg| X9 — Ts_9 + Ts_9 — Tt_99|* et d’aprés l'inégalite
(a+ b)* < 2a® 4 2b*, nous avons
2 2 2
sup  Eg|Xeg— w90 < sup  2Bg| X9 —wep|"+  sup  2Epzg — 1490
—0<5<t—0c,u —0<5<t—0c,u —0<5<t—0cu

< Koe? 4 20e? = O

Donc

1/2

T
lim sup ¢ 2Ey [/ (—7)2{(Xt,957u — X 9) — u5€I’1/2(9)(—’y$t,29)}2dt =0
e=09c 0

Nous déduisons que pour toute suite (u.) qui converge vers u.
lim sup Eo(?[[(=7){(Ximo.., — Ximo) — ucel "V*(0)(=71-20)}])) = 0
e=0pcy

— lim sup Eo([le ™ (—=9){(Xi—p.., — Xig) — ul ?(0)(—yai-20)}|) = 0
e=0pecy
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comme

le™ (= {(Xi-p.., — Xi—o) — uel () (—y21—20) }|
< le™ (= (Xizp,.. — Xi—g) — ul " 2(0) (—=yw1-20) H| + [|ue —
nous obtenons :
T

lir% e (=) (Xiq., — Xi_9))2dt = u? uni formement en 6.
e=0 Jo ’

De plus, pour l'intégrale stochastique A, = fOT e (=) (Xi—p.., — Xi—9)dW,, nous utilisons le
lemme (1.2).

P | ) = Xia) = e O (=) (- )W > )
< B PO () ot Xemo) — uL O (o) ()P > )

on choisissant \ et ¢ assez petits de sorte que dA~2 reste petit et par suite A, = N(0,1) la
convergence en loi uniformément en 6 € .

3.4 Propriétés de 'estimateur du maximum de vraisem-
blance

Comme I’hypotheése de régularité est satisfaite, alors ’estimateur est consistant, asymp-
totiquement normal ,convergent en moyenne d’ordre p et localement asymptotiquement efficace.
lemme 3.2
Soit ©® un ouvert convexe de R, pour tout compact # C © et pour tout R > 0 nous avons la
majoration suivante :

sup  sup  |ug — uy|T2Eg|ZY* (ug) — ZMA (uy)|* < C(1 + RY)
OcX |ui|<R,|uz|<R

ou C' est une constante qui dépend de &

preuve
posons 0; = 0 + . (Q)u;, i=1,2
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

On considére le processus :

1/t 1/t
Y, = €xp {Z/ 5_1(_7)<XS—91 - XS—92)dWS - g/ [5_1(_7)()(8—91 - XS—GQ)]2dS}
0 0
(8) 1/4
(B
dPQ‘Z
Posons alors
I I
Vi =InY; = Z/ 5_1(—7)()(5—01 — Xo_g,)dW, — g/ [5_1(_7>(Xs—91 - Xs—(b)PdS
0 0

En appliquant la formule d’'It6 a f(V;) := exp V4, on obtient

—1 1
1% = {exp Vi e (1) (Xaca, = Xoc)) 35 0l ()Xo, — X )

1
+expVi- g (e (=) (Xsmp, — Xs—p,)) AW,

Ainsi Yy =1
Donc
3 [ 1 2 I 1
Yr=1- ﬁ (5 <_7)(Xs—91 - Xs—92)) Yidt + 1 € (_'Y)(Xs—Gl - Xs—ez)Ytth
0 0

(e) 1/4 4
1/4 1/4 4 dP92
ol 24 (w) — 2 = [ (S )  —1] ap,
o |\ dPy,

= Eg,|LY4(6,60,, X) — 1*

= Eg,|1 — LY4(6s, 61, X)|*
= Ep, |1 — Yo |*
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En utilisant 'expression de Yr et I'inégalité (a + b)* < 23(a* + 0?)

Eg,|1 — LY*(6,,0,, X)|* = Eg,|1 — Yr|*

3 4

T 1 T
35 | E DX = X)Wt 5 [ () (X, = Koo, Vil
0 0

4

3 T
55 | X — X)) Vi
0

4

< 2. Ey,

1 T
+ 23 : E92 Z_l/ 5_1(_7) (XS—91 - XS—92)}/1‘,dVVt
0

<2’ (%)4 T /OT Eo,[(e7 (=) (X, — Xs_g,)?YY]dt + 2° <i>4 T
<[ Bl e~ X

pour le premier intégrale nous avons utilisé I'inégalité de holder

Eo, {3—2 /OT(E_l(—V)(Xs—el - Xs—eg))QY%dtr

< <3%) Al e ) (K — e Lk, I ) q

3\ T
= (3_2) T E92/0 (5 1(_7)(Xs—91 _X5—92)>8Y;4dt

et pour le deuxiéme intégrale nous avons utilisé I'inégalité suivante :

3
3.4

N

= (| Tf(t)dwt)% S | B )i

Finalement,

Eo| 22/ (ug) — 22/ (w)|*
T T
<G [ Enl(e (N (Xec — Xco YA+ Co [ Eal(e7 () (Xacy = X))V
0 0
Par un changement des mesures, nous avons :
Eo| 22/ (ug) — ZY* ()|

T
<a- / Eo (e~ (—9)(Xotr — Xo_g,))dt + Cs - / Eo (e~ (=) (Xoor — Xo_g,)) )t
0
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1
on a, E91 (5_1(_7)()(5*91 - XS*92))8 < 578E91 (XS*91 - XS*92)8

4

~~

(%)
puis en utilisant la forme intégrale de 'EDS (3.1)

-0

Xig, = [y " =y X_gds + eWi_g,
t—6

Xt_92 = Jo ? —’}/Xs_gds + EWt_92

t—01
X9, — Xi—p, = / —vXs—pds + e(Wi_g, — Wi_g,)
t—02

et 'inégalité (a + b)*" < 2" 1(a®" + b*") ainsi la propriété du processus de Wiener

E|W; — W,|? = |t — s|, nous déduisons

1 t—01 8
(*) = ’}/85 . E91 </ —’)/XS,QdS + €<Wt,91 — WtQQ))
t—05

1 t—01
<C- gVS {|92 — 0,7 / Eo, (—7X.—9) ds + %[0 — 91|4}
t

—0s

1 t—601
=l - / Ep (=7 X o)%ds + CS|6s — 0,1
t—05

Montrons que Eg, (—yX,_g)® reste bornée :

Eo, (—7Xs—0)® = 7°Eq, (Xs_9)® = 7°Eo, (| Xs—0 — Ts—p + s_g|)°
< (27 Ep (| Xsmg — mog|)® + 2725 )"
< 2TKye®y® 42788,

< 278 + 2748 sup xia
0<s<T
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Alors
1 t—01 8
’}/8—8 . Egl </ —’}/XS,QdS + €<Wt791 — Wt@Z)) S
€ t—02
C%] — 0] {]92 01](27 Kye®y® 4+ 4527 sup a:g_g)} + C8)0y — 61)*
0<s<T
= (C’ylﬁK + 27 sup x?_e) 05 — 01 + C~8|0, — 04
0<s<T
< (C’ymK 8 + 41927 sup 2% 9) IO |ug — ur|® + CH*I2(0)e fug — ug]?
0<s<T
< C Ug — U1| E + CQ’UQ —U1|4 1
En effet, [0 — 61] = ¢-(6)]us — w1 pe(0) = - I712(0)

de la méme facon :

Eo (e (=) (Xsm0, — Xs-6,))"] < Cslug — w|'e" + Culug — wy [*e?
Finalement, pour C; > 0,7 = 1, ...,4 nous obtenons

E9|Z€1/4(U2) - ZEI/4(U1)|4 < Chlug — U1|8 + Colug — U1|4 + Cslug — U1|4 + Cylus — uy 2

sup |U2 — U1’72E9|Z€1/4(U2) — Zsl/4(u1)|4 S Cl|U2 — U1|6 —+ CQ|U2 — UJ1’2 + C3|U2 — U1’4 + C4

|ui\<R
< C1(2R)° + (C1 + Cy)(2R)? + Cy

< C(1+ R
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Lemme 3.3 :Pour tout p € (0,1) et pour tout compact £ C O, il existe une fonction
g € 9, telle que

sup EpZ%(u) < exp{—g(u)}
oex

ou ¥ = {g:R" = R,lim,_,0 y" exp{—g(u)}, pour tout N > 0}.

Preuve :
En suivant [4] page 49, posons :
a=—y(Xt—g-u — Xip), b= —(Tp-u— Tt o)

d’aprés I'inégalité élémentaire : a? > b? — 2|b(a — b)|, nous permet d’écrire I'inégalité :
[_7<Xt—9—u - Xt—G)HQ
> [=y(z—g—u — l‘t—@)]z — 2| = Y(@t—p—u — T1—0) (—7) (Ximpmu — Xio + Tt—g—u — T1—0)|

> (_7)2($t—6—u - fL“t—e)Q - 2|(_7)2||(1’t—9—u - mt—a)|(|Xt—0—u - $t—9—u| + |Xt—9 - xt—0|)
(3.3)

Par un développement de Taylor d’ordre 1 de —vX;_4 au voisinage de t — 6 pour |u| — 0,
nous avons pour le premier terme du majoration

(—vZ1—0—u — (=7)Tt-0) = (T4—9—u — T1—0)(—7) + o(w)
= &y_gu(—7) + o(u)

Donc
T T
/ (=) (24— — T1_g)°dt = / (—vd—gu)?dt + o(u?)
0 0
T
= [ i+ ofu)
° T
= u274/ mf_%dt + o(u2)
0

= u*1(0) + o(u?)

> u2(9€<i}{r}fc@ I(0) + o(1))
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Comme I(0) est défini positive, pour certain constante non nulle C',, nous avons :

T
inf inf — N — Tyg)?dt > C pu?
b |u<61,?+u€@/0 (=) (@0 Tt-0) AU

d’autre part :

T T
/ (=) (@s—p—u — T¢_p)*dt < ’72/ T4 — T1_p|*dt
0 0

<A°T sup [w4g-u — el

0<t<T
= N2 Tu? sup dy_g = A*u?
0<t<T
Ainsi, nous obtenons la double inégalité :
T
Cpu® < / (=) (Tt — Tp_g) dt < A%u? (3.4)
0

Pour le dernier terme de la majoration (3.3), nous appliquons l'inégalité de Cauchy schwartz :

T
(/ |(_7)2H$t—9—u — T_g|| Xi—o — $t0‘dt)
0

T T
<At (/ |Tt——u — 5Ut9|2dt) : (/ [ Xi0 — mte&it)
0 0

T
S 74A2U2/ |Xt,9 — xt,9|2dt
0

2

< VLAZRT sup [Xoop — w1l

0<t<T

< ATARPTCE? sup |W|

0<t<T

Donc

T
/ ()21t — ool | Xoo — oot
0

< AV Alu|VTCe sup |W|

0<t<T

De la méme facon, nous avons la majoration

T
/ (=22 — T 0l | Koo — T ]t
0 (3.6)

< Alu|VTCe sup |W,]

0<t<T
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Enfin, par I'inégalité de Holder, pour tout p; et py tels que pil + piz = 1 nous avons

EoZP(u) =
T 1 /7

= Egexp {p/ b (X (0 — Xi—g) AW, — 5?/ e (=) (X0 (0)u — Xi-0) dt}
0 0

- T
= Eg |:6Xp (— (p B Q) / 5_2(—7)2(Xt_9_¢5(9)u — Xt_g)th)
0
T q T
X exp (p/ e =Y Xio—p.(0)u — Xi— e)th—§/ e =) (Xi-0-p. (0 — X1-0) dt)}

0 0

par Holder — T 1/p
< {Ee exp {—wm / e 2 (=) (Xi-0—pu(o)u — Xt_e)gdt}]
0

T
X {Eo exp {ppz/ e =Y Xico—p (0)u — Xi—0)dW,
0

aps T 1/p2
- e (—=Y)A( X0 (0)u — Xt—0) dt}]
0

Si 'on choisit ¢ et po tels que :

1 2
p2:%>1 et donc S
p D1 q
alors
_ T
EyZ2(u) < {Ee exp{—(p 5 2 q_qp2 /O e (1) (Koo —Xt@>2dt}]

%/q

q T q2 T p
X |:E9 exp {—/ e (Xt 0—pc(0)u Xt Q)th 55 / 5_2( ) (Xt 0—pc(0)u Xt 9) dt}:|
D Jo 2p* Jo

et par la propriétés de U'intégrale stochastique (voir Kutoyants [4|page 15), nous avons

2

T T
Eeexp{§ | e == Xenaw— L ﬂ(—v)?(xte%w)u—Xt_efdt} <1
0
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Alors
_ T
EoZP(u) < {Egexp{—(p 5 9 4 2/ e (=) (X oo (O — Xt—-0) dt}]
q—prJo
posons :
A:q@—?
2(q —p?)
puis, selon (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) nous aurons :
T
Eg exp {—)\ 872 . (—W)Z(Xt_g_sog(,g)u — th)th}
0
T
< Egpexp {—/\5_2/ (=) (@1—b—pe@yu — T-0)" = 2|(=7)*[|Tt—9—p.(0)u — Tt
0
X(‘Xt—G—goE(H)u - xt—G—ApE(Q)u‘ + ‘thQ - xtf@’)]dt}
T
< €xp {_)‘62/ <_7>2(xt—9—<p5(9)u - xt@)Zdt}
0
X Egexp {2/\6 / (=) ?|Tt-0-p. 0y — Ti—0]| Xi—0—p. (0)u — xt—9—¢8(9)u|dt}

X Eg exp {2/\6 / | ||l’t 0—pe(0)u — l‘t_9||Xt_9 — l‘t_gldt}
< exp{—Ae2Crp?(0)u®} x Egexp {2)\5_272A<p5(9)]u|ﬁ05 sup |Wt\}
0<t<T
x Egexp {2A5‘272A@5(6)]u|ﬁ05 sup ]Wt|}
0<t<T
= exp{—AC I *(0)u*}Eg exp {4)\72A[1/2(9)\u|ﬁ0 sup |Wt\}
0<t<T
nous appliquons a ce niveau le lemme (1.1), nous obtenons

EoZP(u) < exp{—ACx I 1 (0)u?} (1 + AN2ATY2(0) |u|TCOV8m exp{8T> N34 A2 11 (0) |u|>*C?})

posons

Cx

AImw¢mm
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CHAPITRE 3. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER

Enfin

EyZ2(u)

IN

_ _ 2 2
Sexp{—l av=q) a=p cff—lw)u?}exp {4)\A721_1/2(9)|U|TC\/87rq b }

exp{—=AC I H(0)u?} (1 + ANAY2 T Y2(0) |u|TCV8T exp{%)\agffl (9)u2})]
i . 2
exp{—AC I H(0)u} + ANAY2TV2(0) |u|TCV/3m exp {7)\01/[_1 (0)u? H

_ B -1
exp {%AC%I_l(Q)uz} +ANAYTV2(0)[u| TOV8r exp {7>\C%I ‘1(9)u2}]

exp {;Aoﬂ—l(e)zﬁ} (1 + 4)\A721_1/2(0)|u|TC\/8_7T)}

2
q9—p

2
9—p

Q*Pz
q

CI*PQ
q

2 2(q—-p*) ¢ q

= exp{—g(—ul)}
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Chapitre 4

Simulation numeérique

Dans ce chapitre nous simulons les trajectoires du processus de type diffusion dans le cas
régulier par la méthode d’Euler-Maruyama pour plusieurs retard, de plus nous nous illustrons
le comportement asymptotique de ’estimateur de maximum du vraisemlbance dans une petite
diffusion, pour cela nous utilisons le langage de programmation Python (Spyder comme interface
de développement).

4.1 Trajectoires d’un mouvement Brownien

Le MB est une limite d’échelle universelle pour les marches chaotiques (aléatoires) a ac-
croissements i.i.d. Notons dW;, 1 := W, 1) — W, représentant des variables aléatoires in-
dépendantes de distribution gaussienne. C’est & dire W1y, — Wi — N(O, h):\/ﬁ x £ ol
& — A(0,1), h est le pas dans 'intervalle |0,T.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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CHAPITRE 4.

SIMULATION NUMERIQUE

N1=10
N2= 100
T=1

t1=np.linspace(0., T, N1)
t2=np.linspace((., T, N2)
h1=t1[1]-t1[0] #le pas
#print(dtl)
h2=t2[1]-t2[0]

dW1=np.sqrt(hl)*np.random.normal(size=(N1-1)) #np.random.randn(n)

WO0=np.zeros(shape=(1,)) /W00
#print(WO0)

W1=np.concatenate((WO0, np.cumsum(dW1))) #La fonction cumsum calcule les sommes
cumulées et permet de générer une trajectoire (integration) la fonction np.concatenate

oncaténe plusieurs tableaux sur un axe spécifié.

#print(W1)

dW2=np.sqrt(h2) *np.random.normal(size=(N2-1,))

W2=np.concatenate((W0, np.cuamsum(dW2)))

plt.plot(t1, W1 )'r’, label="N=10")
plt.plot(t2, W2 ['b’) label="N=100")
plt.title("la trajectoire d'un MB")
plt.xlabel("temps")

plt.ylabel("B;")

plt.legend()
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CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE

B_{t}

la trajectoire d'un MB
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CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE

4.2 Trajectoires du processus cas particulier

Nous simulons la trajectoire du processus de type diffusion défini par I’équation différentielle
stochastique

dXt = —’th_gdt + 5dVVt 0 S t S T
X.=29 s<0

par la méthode d’Euler-Maruyama.

Xn+1 = Xn + (_’”Xn—Ng (tn-i-l - tn) + 5\/ tn—i—l - tht

x0=0.02

T=2

N=100

h=T/N  # step

#print(h)

epsilon=0.1

gamma—>

t=np.arange((,T,h)

4Ny =50

Htheta—Nypero *h +Hretard

#x=np.zeros(len(t))

#print(theta)

def dx(x0,t) :

x=np.zeros(len(t))
for n in range(N-1) :
t,=n*h
if 1 — Nipeta <=0 :

X[’I’L - Ntheta] =x0
Hprint("x; = 20")
x[n+1]=x[n|+h*(-gamma)*x[n — Nipeto]+epsilon*np.sqrt(h)*_

— np.random.normal(0,1,None)
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CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE

else :
X[n-Nipeta|=-gamma™ (n- Nyperq ) “x0+epsilon*np.random.
< normal(0,n- Nyperq,None)
x[n+1]=x[n|+h*(-gamma)*x|[n- Npetq | +-epsilon*np.sqrt(h) *np.random. .
< normal(0,1,None)
return x
Nrheta=[5,10,25,75] #thetal=0.1, #theta2=0.2, #theta3d=0.5, #thetad=1.5
for Ntheta in NTheta :
z=dx;(x0,t)
plt.plot(t,z)
plt.xlabel("temps")
plt.ylabel("z;")
plt.title("euler Maruyama")

Trajectoires du processus cas particulier

* {t}

I I I I ! I I
000 025 050 075 100 125 150 175 200
Emps

-Trajectoires du processus cas particulier pour ¢ = 0.1
-Trajectoires du processus cas particulier pour 6 = 0.2
-Trajectoires du processus cas particulier pour § = 0.5
-Trajectoires du processus cas particulier pour 6 = 1.5
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CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE

4.3 Comportement EMYV

Soit le rapport de vraisemblace pour 'EDS (3.1)

—y T 72 T
L6, X" = — X, pdX; — —— X2 dt
( ) ) eXp{ 22 /0 t—6 t 92 /; t—0 }

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6, est défini comme solution de 1’équation
suivante :

L0, X") =sup L(0, XT)
Se)

T=2

N=100

h=T/N
x0=+0.002, #0.02
print(h)  # step
gamma— |
t=np.arange(0,T,h)
x=np.zeros(len(t))
y=0

def X(s) :
if s<=0:
return x0
else :
y=-gamma*s*x0-+E*np.random.normal(0,s,None)
return y
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CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE

def log-vraisemblance(E,x0) :

s1,52=0,0
for n in range(N-1) :
s1+=X(n-Nipeta) (X(n+1)-X(n))
$2+=(X(n-Nipeta)) 2 *h
y—((-gammay/(E))*s1 - ((gamma**2),/(2%(E**2)))*s2)
return y

Iv—]|
Theta=]]
Ntheta:90
theta=N;je1, *h #retard
#print(theta)
epsilon=[0.02,0.04,0.05,0.06,0.07,0.08,0.09,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1]
for E in epsilon :
z=vraisemblance(E,x0)
lv.append (np.max(z))
Theta.append(Nyper, *h)
plt.plot(epsilon,lv,’b’ label="N=100")
plt.plot(epsilon, Theta, r")
plt.xlabel("epsilon")
plt.ylabel("lv")
plt.title("Consistance de 'emv")
plt.legend()

150 Consistance de I'emv Consistance de l'emv
— N=100 1500 { — N=100
100 4
1000 4
50 B
500 4
0] A /\
v ~J hh
=] = 0
-50
—500
-100
-1000 A
-150
-1500
_200 L T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 02 0.4 06 0.8 10
epsilon epsilon
gamma—0.1, x0=0.02, Nypera=90 gamma=1, x0=0.02, Npe1a=90
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CHAPITRE 4. SIMULATION NUMERIQUE

Consistance de I'emv Consistance de I'emv

15000 A
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— N=100 4000

10000 A
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~10000 1 \-——/\/
~1000 -
~15000 -
~2000 1
~20000
00 02 04 06 08 10 0o 02 04 06 08 10
epsilon epsilon
gamma—=2, x0=0.002, Npera=70 gamma—0.2, x0=0.02, Nypera=70

95



Conclusion

Ce travail consiste a établir les conditions qui nous permet d’utiliser le théoréeme de I.A-

Ibragimov, R. Z-Has’minskii. Yu. Kutoyants le fait dans un cadre général dans I’article, nous
avons établi tous les calculs intermédiaires non établis en détail par Yu. Kutoyants.
Ensuite, en suivant la méme démarche, nous établissons les mémes conditions pour utiliser
le théoréme de I.A-Ibragimov dans un cas pacticulier. ou certaines estimations sont établies
en utilisant des "racourcis" ou d’autres conditions que dans le probléme général. Enfin nous
étayons notre travail par des simulations numériques en utilisant le langage de programmation
Python pour essayer de visualiser les résultats de ce derniér travail.
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