e Si A > 0, il ya trois points d’equilibre z = +vVAetz=0
fo(EVAA) = =24 <0, £(0,A) = A > 0.

alors les points d’equilibres x = /X sont stables et le point fixe = = 0 est instable.
e Si A <0, le point fixe £ = 0 est stable.

Bifurcation de Hopf:

Considérons maintenant le systéme paramétré suivant :

I = f(I,v),1(t) € R",v paramdtre réel (18)
On suppose que [ = [*(v) est un point fixe de (18) et que:
(Hy): la matrice Jacobienne A (v)) = —8%)1=1~ posséde une paire de valeurs propres
complexes conjugées Aj, Az,
A12(v) = a(v) £ iw(v)
telles que:
1/ pour une certaine valeur de v = vg, a(vg) =0 et 56;0‘(1/”:/::/0 #0
2/ Les n — 2 autres valeurs propres de A(vg) ont leur partis réelles strictement négativs.
Au point [ = I*(vg), on a donc une variété centre de dimension deux et une variété stable
de dimension n — 2.
On cherche, par des transformations de coordonnées 4 ramener (18) a la forme (5).
On éffectue tout d’abord dans (18) le changement de coordonnées [ = u +I*,v = vg + .
et ceci pour ramener le point fixe & l'origine et la valeur v 4 0, alors (18) s’écrit sous la
forme
u= A(p)u+ F(u,p) (19)
A
ou F(u, i) est le terme non linéaire.
Soit v () (resp va(p) = T1(x)) le vecteur propre de A(u) correspondant & la valeur propre

A(p) = a(p) +iw(p) (resp A2(u) = a{u) —iw(p)) considérons la base suivante {ey, ez, ...,€n} 0

e; = Rewvy,eq = Imus et {es,...,e,} est une base réelle de I'union des espaces propres associés
prop

a A3, .y Ape
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Soit T la matrice de passage de la base initiale 4 la base {e1,¢3,...,en}, T = {¢

On pose u = T'z, on remplagant dans (19), on obtient:
2= A'(p)e + Flz, )

| a(w) —w(E) 0
A =TAWT = | w(y) ofp) 0
0 0 By

ol B(u) est une matrice (n ~2) x (n—2) et F(z,p) = T“’%(T:z,p).
On pose z = 1 + izg,y = (3, T4, Tn) 7.
(20) s’écrit alors:
z=Mwz+G(z,%,vy, 1) (a)
v=Buy+ H(zzy,n). (b)
avec:
Ap) = alp) + iw(n),G(z,%,y, 1) = F'(a1,22,y,1) + iF*(z1,20,y,) et H
(F*(z1,22,y, 1) - F (21, 22,9, 1))
soit y = w(z,Z) 'équation de la variété centre:

L’étape suivante consiste & transformer (21-a) en:
. ce2 s
§=Ap+a(nés’ + ... +er(u)é €8 + ..ot g (u) € C

et ensuite par une transformation du type = = £+ x/(&, €), 'équation (22) s’écrit en

polaires £ = re®

r=r{a(y) + ayr? + ..
6= w(pe) + byr? + ..

Ot a; = Re ¢;, b; = I'm ¢;, en premiére approximation on a w(y) = w(0)+... et o)

r=cst si &/(0)u + a37? = 0 et on a alors le théoréme suivant:
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Théoréme 0.7 .[1]

/
O)u. .
Si les hypothéses (Hy) sont satisfaites et si ay # 0, f‘i_f_)/i < 0, alors (I*(vg),vo) est un point
L3N

de bifurcation de letat d’équilibre I*(vg) vers un cycle limite de rayon

= :01—(22& avec o/ (0) = da(0)
\/ aj d,u

2
et de periode T = -2 gyec wg = w(0).
v Wo

Commentaire:
-—Q

(24)

On pose § = E’Téi’ (24) montre que les orbites périodiques apparaissent du coté g < 0 si

d<0Oouducoté pu>0sid>0.

Si a1 = 0, le développement d’ordre 1 de (23) donne:

L (@ (O)p + arr+)
Wo

1

dar
d

On a quatre cas possibles :

a) o’(vo) > O et a3 > 0, dans ce cas 'origine est un point d’equilibre instable si g >

0 et est un

point d'equilibre asymptotiquement stable si # < 0 avec une orbite périodique instaple si z < 0

(voir figure 12-a)

b) o/(vo) > 0 et a; < 0, dans ce cas l'origine est un point d’equilibre asymptotiquement

instable si 4 < O et est un point d’equilibre instable si £ > 0 avec une orbite
asymptotiquement stable si u > 0; voir figure (12-b).
c) @(vg) < O et a1 > 0, dans ce cas l'origine est un point d’equilibre instable si p
un point d’equilibre asymptotiquement stable si # > 0 avec une orbite périodique
g > 0); voir figure (12-c).
d) o/(re) < 0Oeta; <0, dans ce cas origine est un point d'equilibre asymptotiqueme

g > 0 et est un point d’equilibre instable si # < 0 avec une orbite périodique asympt
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stable si yu < 0); voir figure (12-d).
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0.3.2 Bifurcation pour les applications

Considérons ’application:
v g(v, A), v(t) e R", AeR"

avec g € CT(r > 5), on suppose (v, A) = (vg, Ao) un point fixe de (25) c’est & dire g(vo, Ag

Soit I’application du linéarisé associé:
& — Dyg(vo, )¢, EeR”

On suppose que (vp, Ag) est non hyperbolique alors on a 3 cas & étudier:

e D,g(vg, Ao) admet une seule valeur propre égale a 1.
e D,g(vo, o) admet une seule valeur propre égale & -1.

e D,g(vo, o) admet deux valeurs propres complexes conjugués de module égale a 1.

De méme que pour les champs de vecteurs continus on définit la variété centre associée a

(25) et dans ce cas’on considére ’application suivante:
T~ f(z,p), avec z(t) e R,p = A - A €R

Le cas 1:(une valeur propre égale 4 1)

Le systéme (26) vérifie:
_0% 00 =

et 3 types de bifurcation peuvent se produire:

(26)

bifurcation noeud-col: Une bifurcation noeud-col au point (z,x) = (0,0) correspond

aux conditions:
0% f

da?

of
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L’équation générique de la bifurcation noeud-col est donnée par:
o f(z,p) =z +pF’

Ona:
of of o*f _

bifurcation transcritique: Une bifurcation transcritique au point (z, 1) = (0,0)

correspond aux conditions:

62f 32f
By 00 £ 0,530,070

9f o o _
5,0:0 =0

et son équation générique est donnée par:

:x»——»f(z,u)=:z:+,uzix2

On a:

of af o2 f 82 f
£(0,0 =0, 55(0,0) = 1222 + w0y = 1, 5:(0,0) =0, 55(0,0) = 0, 5= (0.0) =
of

2
2(0 0) = £2 # 0.

bifurcation fourche: Une bifurcation fourche correspond aux conditions suivant

of _ o°f o%f _ o3 f
‘“ 5/;(0,0)-0,5;5;(070)#0,8 2(0 0) 0’8 3(0)0)#0
i et son équation générique est donnée par :
z— f(z) =g+ puz+ 23
Ona:
g 0%f
f(0,0) =0, ——-—(0 0)=1x3z+ /‘\(0 0) = %(0,0) =0, -6—2:5(0,0) = 6$\(0’0) = 0,
32f o°f

3
3e05 (00 = 1#0,220,0)=6 %0
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Le cas 2: (une valeur propre égale a -1)

Le systeme (26) vérifie :
of
f(0,0) =0, 32}(0,0) =-1

et en ajoutant les conditions suivantes:
32f2 afz 32f2 63f2
A =0, ——= =0, —==(0,0) #0.
axau(070) # 07 au (0!0) 0’ azQ (0’0) 07 6z3 ( ) ?é
La bifurcation apparait, elle est appelée bifurcation flip ou bifurcation de doublem
période.

On considére 'application
T flz,p) =~z +2° - pz

Ona:
00~06f00— 32 = -1
f(v )— ’5;(’ )_—lj: z +/‘L\(o,0)""'

f a deux courbes de point fixe z = 0 et 22 =2+ u tq

instable sip< -2
z =0 est stable si —2<u<0

instable sip>-2

et :

9 instable sip> -2
¢ =2+ pest
n’existe pas si g < —2

On considére la deuxiémme itération de f, alors on a:
z = f2(z,p) = =+ p2+ p)z - 22° + o(4)

Ona:

2 2 2 £2
£0.0)=0,5-0,0 =1,%L0,0 =0 o

62 2 33 2
G2 0.0 =0, 50,0 = -12, 20,0

Donc le point fixe (0,0) est un point de bifurcation fourche pour f2? et une bifurca

doublement de période pour f.
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Le cas 3: (deux valeurs propres conjuguées de module 1)

Considérons l'application :
z— f(z,pn), reR%ueR

telle que :

f(0,0) =0, %(0, 0) a deux valeurs propres conjuguées X(0), X(0) avec |A(0)] = 1;
AM0)#1,n=1,2,3,4

La bifurcation dans ce cas est appellée bifurcation de Naimark-saker (ou bifurcation ¢

pour les applications) et elle est donnée par sa forme normale:
2z Mp)z+c(p)2Z+0(4), z€C
En passant aux coordonnées polaires c’est & dire z = re?™9 (27) s'écrit

e AL+ Be(SEL )8 4 o))

A(p)
0 049l + (G + o)
avec @
p(u) = g;tan"lz—éz—i

et

c(p) = a(p)+iw(u)

et en développant les coefficients de (28) autour de u = 0, on obtient:

d c(0)
ro— (14 @ 1)\(/,L)|\#=0 p)r+ Re(:\—(aj)ra + o(;ﬁr, /,L7‘3,7'4))

¢(0)

1)+ 5 (5 + o4, 120, )

d
0 = 0400+ S0)\ .

#=0

(IA0)] = 1,4(0) # 0)
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pour simplifier on note : d = Zi(i l)\(p,)|\ ,a = Re(f-@),% = ¢(0),¢1 = Ed"¢(//«)
M 4=0 K

A(0)
! Im c_(Q et on trouve :

()

r o o+ (dutart)r+ o(u?r, ur3, )

8 > 8+ o+ pyptbr? 4o, r%)
La dynamique pour 7 et u suffisament petit devient approximativement:

r = 1+ (dp+ard)r
6 = O+dg+ptbr’
r = 0 est un point fixe pour (29) et il est :
o asymtotiquement stable si du < 0.
e instable si dy > 0.
e instable si u =0,a >0
¢ asymtotiquement stable si 4 =0,a < 0.

Lemme 0.1 .

{(r, 8) e R* x St/r = \/:;‘fé} est un cercle invariant par le systéme dynamique (29).

La stabilité du cercle est déterminée par le signe de a (c’est un nouveau type de s

qui s’appelle la stabilité des ensembles invariants ).

Lemme 0.2 .

Le cercle invariante est asymptotiquement stable pour a < 0 et instable pour a > 0.

on a alors 4 possibilité pour un cercle invariant.

u=0

(29)

tabilité

e Cas 1: d > 0; a > 0,alors dans ce cas Dorigine est un point fixe instable pour g > O,et

asymptotiquement stable pour p < 0 avec un cercle invariante instable pour p <

figure 13.a).
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e Cas 2: d > 0; a < 0: lorigine est est un point fixe instable pour & > O:et asympto-
tiquement stable pour 4 < 0 avec un cercle invariante stable pour x > 0 (voir figure
13.b).

® Cas 3: d < 0; a > 0,alors dans ce cas 'origine est un point fixe asymptotiquement stable
pour p > O,et instable pour 4 < 0 avec un cercle invariante instable pour g > 0 (voir

figure 13.c).

Cas 4: d < 0; a < 0,alors dans ce cas Dorigine est asymptotiquement stable pour u>0 et

instable pour £ > 0 avec un cercle invariante asymptotiquement stable pour x < 0 (voir figure




13.d).

" T '
H r N ‘<
. SR\ ;
r o H . K
. Lt ) ) -
l {wtf 2 { o Ul X
. Nt A — _/ | g =
Y S
et U0 wo <0 10 >0
(¢)

Figure 13

Remarque 0.1 On remaryue que les bifurcations de doublement de période et celle de Na
saker sont spécifiques au cas discret.
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Chapitre 1

L’application de Poincaré associé

aux systémes différentiels contin

Henri-Poincaré (1854-1912) est le premier mathématicien qui a utilisé I'idée de
Pétude d’un systéme dynamique en temps continu & un systéme dynamique associ
discret et ceci en étudiant le probléme des trois corps en mécanique [1].

La construction de 1’application de Poincaré permet en particulier I’élimination

e

LS

transporter

é au temps

d’une vari-

able du systéme considéré, d’autre part I’étude de la stabilité orbitale se raméne & ’étude de la

stabilité des points fixes de ’application de Poincaré correspondante. Il n’existe pa
ode générale précise pour construire I’application de Poincaré associée & une certair
différentielle car cette construction nécessite quelques propriétés sur la structure g
du portrait de phase du systeme [13], [].

Il existe cependant trois cas pour les quels une construction spécifique de 1’apjy
Poincaré est possible:

1. Construction au voisinage d’une orbite périodique.

2. Construction lorsque I’espace de phase du systéme est périodique.

3. Construction au voisinage des orbites hétéroclines et homoclines.
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1.1 Construction de P’application de Poincaré:

1.1.1 L’application de Poincaré associée a une orbite périodique:

On considére le systéme autonome suivant:
z = f(z)

avec z(t) ER™ f: U —» R" de classe C",r 2 1,sur U C R"™.
Soit ¢(t,.) le flot associé & (1.1)
On suppose que (1.1) admet une solution périodique de période T notée @(t, o) avec zq
c’est & dire tq:

¢(t + T, 7o) = ¢(¢, z0)

Définition 1.1 [1]

(1.1)

cR"”

On appelle section de Poincaré un thU{PLAn ¥ de dimension (n-1), transverse au champ

de vecteurs f en zg i.e f(zg).n(zo) # 0 ot ”.” désigne le produit scalaire et n(zg) la normale &

Yenxg .

Soit z un point du voisinage V' de zo, application de Poincaré (appelée aussi lapplication

de premier retour) est alors définie par:

P : VoL

z — ¢(r(z),2)

(1.2)

ou 7 = 7(z) est le temps mis par la trajectoire ayant pour point initial z, pour retourger & z

pour la premiere fois, le temps 7(z) doit étre proche de T et par construction on a T(zp) =T
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et P(zo) = zo (Point fixe de P) (voir figure 14)

Figure 14: L’application de premier retour

La stabilité du point fixe o est décrite par la matrice Jacobiénne J = DP(zy) en utilisant le
résultat suivant:

Théoréme 1.1 /1),
- 5t toutes les valeurs propres de J ont leur module < 1; alors le point fize o de (1.2) est
asymptotiquement stable et la solution périodique de (1.1) est aussi stable.
- Si une valeur propre de J a son module > I; alors le point fize z¢ de (1.2)est instable et la
solution périodique de (1.1) est aussi instable. .
- St J n'a pas de valeurs propres de module > 1 mais au moins une des valeurs propre de J
a un module =1; alors le point zy est un point stable ou instable .et la solution périodique de

(1.1) est aussi stable ou instable.

Exemple 1.1 Considérons le systéme sutvant :

T =~y +pz— pay/2 +

| (13)
y=z+py—py/z?+y2
En passant auz coordonnées polaires, le systéme (1.3) devient:
r=pr(l —r
P=prll-1) (1.4)
6=1
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la solution de (1.4) est :

ro — (ro — 1)e~#¢’

bu(r0,80) = ( ro t+oo)

le cercle r = 1 est un cycle limite de période 2.

Comme section de Poincaré, on prend:
T = {(z,y) € R%,y=0;z > 0} = {(r,0) e Rx §'/6 = 0}

avec :
St = {(z,y) e R%, 22+ 42 =1}
L’application de Poincaré est alors définie par:

z
(z — 1)e~ 2

P(z) = p

La linéarisation de P au point xg = 1 est :

P <1 pourp>0
E'z:l =e 2™ ¢ > 1 pour p <0
=1 pour p=0

On en déduit que :
- Sip >0, le point fize xo est stable (donc la solution périodique de (1.4) est aussi stab

- 8i < 0, le point fize o est instable (donc la solution périodique de (1.4) est aussi in.
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- Si p =0, le point fize xo est stable (la solution de (1.4) e: t un cercle)

Q

N\

JT, :

I

Figure 15: Stabilité du cycle limite

1.1.2 L’application de Poincaré associée a un systéme dynamiqu

tonome ayant un portrait de phase périodique:

On considére le systéme dynamique suivant:
z = f(z,t)

z(t) eR™, f: U - R" declasse C", U C ]I{x R, f est une fonction périodique pa
c’ést -a -dire:
f(z,t) = f(z,t + T) avec T = 2% >0

On écrit le systéme (1.5) sous la forme d’une équation autonome en dimension

défini la fonction 8 : R — S!, avec t — 6(t) = wt(mod 27) ,ou:
! = {(z1,32) € R%,2] + 23 =1}

alors I'équation (1.5) devient :

{ z=1(0) . 5 cRrxs!

f=w
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On note ¢(t) = (z(t), wt + Go(mod 27)) le flot associé & (1.6) et

5% = {(z,0) cR"xS",8 =04 € (0, 2a}.

Un vecteur unité normal de £°° dans R"xS! est donné par (0,1); le produit scalaire

(f(z,8);w) - (0,1) est non nul, donc T% est transverse avec le champ de vecteurs

pour tout z(t) € R™ et on défini alors I'application de Poincaré de £% par :

Py 3 o 5%

(x(Oo -—90)_’50) R (z(gﬂ:_ef.j_z"_r)jo +27r§'§0) .

[#9)

ou encore:

W W

(s82)) - alo=ltiy

Nlustrons ceci par un exemple:
Exemple 1.2 On considére léquation différentielle:
T+ 0z + Wit = yocoswt

avec w, 6, wq,y sont des constantes, telle que § > 0.
¢ Résolution de 'équation sans second membre:

on a trois cas possibles suivant le signe de 62 — 4wg

1)
62 — 4w > 0= z(t) = c,eMt 4 cpe™t
avec :
—6 1 /
T1,2 = —2—-:&5 (52—4(«)%
2)

-
2 — 4 =0= z(t) = (q +02t)e—2-t
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Dans les trois cas ¢) et ¢z sont des constantes et . ﬁ?oo z(t) =0.

¢ Résolution de I’équation avec second membre:

=
—t
-4l <0=>z(t) =e 2 (c, coswit + cpsinwyt)

4u? — 87

N |

Wi =

La solution particuliére zyest donnée par:

zp(t) = Acoswt + Bsinwt

avec

Ao @B=")y o Syw
(wh = w?)2 + (dw)?” (w ~ w?)? + (dw)?

Maintenant on passe & la construction de I'application de Poincaré; on con
exemple le cas (62 —4w?) < 0 (les autres cas peuvent se traiter de maniére

I'equation (1.7) s’ecrit:

=y
Y = —wiz — by + ycos b
f=w

$4(z0,y0,60) = (z(t), y(t), wt + 8) est le flot associé & (1.8) avec:

~d0t
x(t) =e 2 (e1 cos wit + cg sinwyt + A coswt + Bsinwt)
y(t) = z(t)

On pose z(0) = zp,yo = y(0), donc:

c = a:o—A

1.6 §
= GRtw-54-uB)
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— On pose 6y =0 et Gy =0 et :
E°=2={'(a:,y,.6)eRxRxS’,H’:OE[O‘,%r.]}
donc l'application de Poincaré est donnée par:

P:L-%

—&r \
—_ p ] % \
P(x)m"f(w%s :1;8 )(”)+ " [“AC’L(“MA—;:B)SJ*A

y —g‘:ls c— ﬁ-s Yy ew [—wBC+(%§-A + i—"‘;—B)S] +wB /

avec ¢ = eos21rgl,s = sin21ru—11.
w w :
Le point (z,y) = (4,wB) est le point fixe de P.

La stabilit¢ de ce point est déterminée par la matrice Jacobienne

Zr [ c+si-s  Lg
B DP(A,wB) = ¢ w e @ )
—;ﬁls C— 508

Les valeurs propres de DP(A,wB) sont:

et donc le‘point fixe est asymptotiquement stable.

Cas particulier; Si w; = w; alors Vapplication de Poincaré s'écrit:

P:¥—%
. s —ér
z /(10 z  All-e w)
—e w + 'L
y 01 v =
wB(l1—e w )
L

le point (z,y) = (A4, wB) reste toujours le point fixe.de P,avec A =e w , donc (4 wB) est
asymptotiquement stable. '
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1.1.3 L'’application de Poincaré associée & une orbite homocline:

Considérons le systéme dynamique suivant :

2 = az + filz,y; p)

i/ = ﬁy + f?(x1yau)

(1.9)

(z,v, 1) e RxRxR, fi, f2 sont quadratiques en T et et de classe C" (r > 2), pest un parameétre

réel et tq les hypothéses suivantes soient vérifiées -
Hi)a<0,>0eta+B8+0
H3) pour p = 0; le systéme posséde une orbite homocline reliant le

point fixe hyperbolique

(z0,%0) = (0,0) a lui méme et orbite est brisée dans les deux régions associées a u > 0 et

# < 0 d’une maniére transverse avec les deux variétés stable et instable et qu’ils possgdent

différente oriontations sur les deux régions (> 0 et g < 0) et pour 7

< 0 la variété stable se

place & I'interieur du variété instable(voir figure 16.a)et pour u > 0 la variété stable se place

a Pexterieur du variété instable (voir figure 16.c) , et finalement pour

comncident{voir figure 16.D).

- T ) e
\ / \

k<Q { j H-0 | | ps0
,{_._____) ) )

a) b)

Figure 16

i =0 les deux variétés

En fait; Phypothese H. 1) caractérise la pature des valeurs propres du flot linéarisé au point

fixe et I’hypothese Hj) suppose Vexistance d’une orbite homocline et décrit la nature de la

dépendance de (1.9) par rapport au parameétre p.

La question qui se pose maintenant est la suivante: quelle est la nature des orbites au

voisinage d'une orbite homocline pour i au voisinage de 0?. pour répondre & cette question, il

faut d’abord construire Papplication de Poincaré autour de I'orbite homocline puis étudier la

structure de 'orbite associée a cette application, ici la construction de I’

44

application de Poin¢aré




est différente du 1°" et du 2™ cas:c’est une composition de deux applications ’une Py construite
au voisinage de 0, et I'autre P; construite en dehors du voisinage du point fixe et dans ce cas
alors I'application de Poincaré P est définie par P = P; o P3. La construction de P se fait en

quatre étapes:

Etape 1: Le domaine de définition de I’application de Poincaré (choix des sectjons):

Pour Py, on considére la section:

o = {(z,y) €eR%,z=¢>0,y >0}

et pour Pj,on considére la section:
21 ={(z,y) eR%,z >0,y =¢ > 0}

avec ¢ suffisament petit (voir figure 17)

Q

o

Figure 17: La construction de ’application de Poincaré P = P, o Py

Etape 2: La construction de P :

Pour calculer P, on utilise le systéme linéarisé du systéme (1.9) autour du point (0,0) donné

par:
T=az

y =By

(1.10)
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le flot associé & (1.10) est alors donné par

z(t) = zge*

y(t) = yoe?*

le temps T nécéssaire pour déplacer le point (g,yp) de Lo & £ est donné par la solutior
I’équation:

e = yoePt

1 .
ceci implique que T = 3 log—;— et pour que T soit bien défini, il faut que yo < € et don|
0
considére P’application :
F,:Ey — 3%
e!
)8
(67y0) — (E(_) ’5)
Yo

Etape 3: La construction deP; :

On prend U un ouvert de ¥; et P; est définie par :

P U Ct21—>20

ouver

Pl(.'L',E',/A) = (Pll(xae)u)7P12(x’€au))

avec P1{0,¢,0) = (¢,0), P11, P12 sont a déterminer.

Le dévelopement de Taylor de P; autour (0,¢,0) & Pordre 1 est donné par
Py(z, €, p) = (g,az + bu) +0(2)

ol o(2) représente la partie non linéaire en (z, u,e) d’ordre superieure ou égale & 2,
z,¢, i suffisament petits on peut négliger ce terme, et donc l'expréssion de P, devient:
P:U C ; ¥y — Xy

ouver

(z,€) = (&, az + bu)
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avec a,b > (
Etape 4: L’application P = PioFy:
P=P10%:ngm20-—->20
E =
(€,90) = (5,6a(—)% + bp)
Yo
f==1 o

avec V = (R) N U) i.e Py, 1) iy — Ay B +bp avec A = ae!t5 > 0,

En prenant U suffisament petit, on aura ;PP U)o
On pose § = I%], comme a + /3 # O par Phypothése § # 1.

Un point fixe de P vérifie Ay® + by = ¥, géométriquement ce point est 'intersection entre le

graphe de P(y, 1) et la droite d’équation ¥y = P(y,p) avec p fixé, alors on a deux cas dis

e 1°" cas:
lo] > 18], i.e 6 > 1,
On a D, P(0,0) = 0, le graphe de P pour je =0, 1 > 0 et p < 0 (i suffisament trés

est donné par la figure 18.

F .

taey Y
[ Pam

el
| T s
i /_.d"--“__,--"’
— i — ¥

}_ e =TT ey

Figure 18 : Le graphe de P pour 6 > 1

on a: DyP <1, et donc le point fixe est stable.
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o l ) Tq____ l : —T

Figure 19 :Le portrait de phase du systéme (1.9) pour 6> 1

o 2™ cag:

laf < |Bl,ied <1,

i 1
Dans ce cas Dy P(0,0) = oo car Ay 3 +bpe — o0 lorsque (y; ) — (0,0)), le grd
P pour p=0,u > 0et u < 0 est donné par la figure 20, et le point fixe est instab

-,

‘\"‘\ /s ~

\ 7

Lo |
Y

Figure 21 :Le portrait de phase du systéme (1.9) pour 6§ > 1
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1.2 Etude de la variation de la section de Poincaré:

On remarque de ce qui précede que la détermination de 1’application de Poincaré dépend

section de Poincaré choisie, analysons alors cet aspect et rappelons pour cela quelques not

Définition 1.2 [13].
Soit f et g deux difféomorphismes de classe C7, f : R* — R", g : R* — R" et soit h u
difféomorphisme h : R™ — R™.
f et g sont dite C* conjugués (k < r), s'il existe un difféomorphisme de classe C*,h: R™ -
telle que goh =ho f.

E{?ﬂ. L l{"
1k J .
R" L. ®"
Sik=0,f et g sont dite topologiquement conjugués.

proposition 1.1 ./13]
Si f et g sont C*¥ conjugués, k > 1,et zo est un point fize de f alors Df(zg) et Dg(h(zp))

les méme valeurs propres.

proposition 1.2 [18]

Si f et g sont C* conjugués, alors h transforme les orbites de f en orbite de g.
Preuve: Soit zp € R™ ) orbite de f en g est donnée par:

O(zo) = {-sf ™ (20),f """ D(20), ., F 7} (20), %0, £(30), -, ™(@o), ..}
f=h"1ogoh. et par réccurence,on a que pour tout n € N :

zg) = \(h,—1 ogoh)o(htogoh)o..o(h ™ ogoh)(zo)

7

n fois

= h™log" o h(z)
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et alors :

ho f*(zo) = g" o h(xo)

fl=h"Yog loh, et pour tout n €N :

ho f™™(@o) = g™" o h(zy).

Alors I'orbite de f en zg est transformée par h en g au point h(zp). =

1.2.1 Variation de la section de Poincaré associée a une orbijte périodique:

Soient zq et z; deux points de la solution périodique de I'equation (1.1) et Tq

et 21 deux

surfaces de dimension (n-1) et 29 € T et z; € T; sont des points pour lesquels le champ de

vectewrs f est transversal & g et X; respectivement. On suppose qu'on a choisi les
Poincaré de tel sorte que T, est 'image de Xy par un difféomorphisme h de classe ¢
2

(voir figure 22)

Figure 22

P'application de Poincaré correspondant 3 la section Xy est donnée par:
FPo: Vo — %

To — ¢(7(Zo), Ty)

EO e‘/ﬂ C 201
ouy
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et I'application de Poincaré correspondant & la section X est donnée par:
P13

Z) — ¢(7(z1), T1),

TyeVi C 5
ouv
On a le résultat suivant reliant BaPp.

proposition 1.3 .[19]

Py et Py sont localement C° conjuguées.

Preuve:
On a h(%) = X4
Po(Vo) CXpet P](V 1) C 3.

et donc P et Fy sont localement conjuguées en éhoisissa.nt LitqVi=h(\). =

1.2.2  Variation de la section de Poincaré associée 4 un systéme périodique:

On considére I'application de Poincaré Pgodéﬁnie sur la section X% tq:
2% = {(x,6) € R™ x $',0 =y € (0,27]}

et on construit une autre application de Po'mca.réP51 définie sur la section £ tq

2% ={(z,0) e B* x 5,0 =5y & (0,2r]}
On a alors le résultat suivant :

proposition 1.4 [13].
Fy et %0 sont C" conjuguées.

Preuve: Soit h : % —, x01 un difféomorphisme de classe C" qui transforme les points de 500

6o — 6y

. g . 7 . . 7 4
en les points sur %, un point sur £% & Iinstant th = atteind £% en ¢t = 2
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Donc h est définit par:

On a:

et

et donc P510h=hoP50. =

1.2.3 Variation de la section de Poincaré associée A une orbite homocline:

Oun considére I'application de Poincaré P définie sur la section:
Lo={(z,y) eR%z=¢>0,y > 0}

et on construit une autre application de Poincaré P* définie sur la section
Ze={(z,y) eR*,z =¢. > 0,y > 0}

De la méme maniére que pour les deux autres cas précédement, on peut montrer le résultat

suivant:

proposition 1.5 .[/15]
P et P* sont C™ conjuguées.




1.3 Quelques méthodes numériques pour déterminer ’application

de Poincaré:

Le calcul analytique de I’application de Poincaré est souvent difficile et on a recours dans ce
cas aux méthodes numériques.
1°% cas:

Considérons d’abord le cas simple od I'application de Poincaré est définie par
P(20) = z(z0,t0,t0 + T)

ol z(zo, to, t) désigne la solution de (1.1) qui passe par le point z¢ au temps ¢t = to, les points
zg, P(zo), P%(zg), ...correspondant aux intersections de la trajectoire z(zg, tg, t) avec les temps

t=1y,% + T, t + 2T respectivement (voir figure 23)

Figure 23

Ces points forment une suite d’images stroboscopiques de la solution & lintervalle de temps
régulier At = T'. Dans ce cas il suffit de choisir le pas de temps d’integration h = 1—%, pour un

certain entier /Ny et on retombe sur la section de Poincaré & tous les intervalles de temps Ngh.
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2°me cas:

Si la section de Poincaré choisie ¥ est définie par:E := {z € R™*/(z ~ z0).f(z0) = 0} ot "."
désigne le produit scalaire pour un zg € IR™ et telle que X soit transverse 4 I'orbite passant par
zg, C’est- 3 -dire ¥ est le plan orthogonal en z¢ 4 P'orbite passant par o, alors on peut calculer

application de Poincaré par 'algorithme suivant:

e On défini la fonction
h:R*" — 1R

z — (:L' - :L'o).f(:ro)
Ainsiz € T & h(z) =0
e L’hyperplan ¥ divise IR"™ en deux parties:
Xt ={z e R"/(z — z0).f(z0) > 0}
et :
E_={z € R"/(z — z0).f(z0) < 0}

avec f(zo) € L+

e A partir de zg, on calcule le flot #:(z) en utilisant un schéma numérique (par exemple,
Runge—Kutté.—Felkberg,...), ce qui produit une suite g, z1, ..., T, qui sont des approximations
de z(0),z(t1),...,z(tx), si on utilise un pas constant At, on obtient des approximations de
2(0), 2(At), £(2A¢), ..., z(kAt). A chaque pas de temps, on calcule:

h(z:) = (z — z:).f(z0)

* On observe un premier changement de signe de +4 -des valeurs de h, on continue jusqu’au
changement de signe de - a +, supposons que ce changement de signe s’est produit entre
zx = z(tk) et Tpyq = Z(tey1)

e On determine le temps ¢ entre £, et ti1 pour lequel = z(£) € © (voir figure 24)
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Figure 24

Voici deux méthodes numériques permettant de déduire ce résultat:
Premiére méthode:Interpolation linéaire

On peut utiliser une interpolation linéaire pour obtenir des approximations de % et  du type ..

~ h(Zk+1) h(zk)

~ ) .z
’ h(zx41) — h(zk) o h(zxk) — h(zkg1) 1
t o~ Azit1) Iy + M=)

h(zk+1) — h(zk) (k) — h(Zre1) Lkt

et si zx et T4 sont assez prés, I'un de 'autre ces approximations convergent rapidement.
Deuxiéme méthode: Méthode de Henon
On introduit la variable u = A(z). Ainsi si 2(t) est une solution de (1, 1) on a: u(t) = A(z(t))

et donc :

W'(t) = Dh(z(t)).z(t)
Dh(z(2)).f(z(t))
= f(z(t)).f(z0)
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Considérons le nouveau systéme:

r dditl = fi(z1, - Zn)

< - (1.10)
‘_i;_T" = fn(:rl, .‘.,fEn)
du

| 5 = f@-F(a0)

Le développement de Taylor de u au voisinage de 0 & I'ordre 1 est donné par:
2 811.
u = ug +uit +o(t*) avec wug=u(0),u1 = —a—t(O) #0

. u
Ceci implique que ¢t ~

On suppose que dans le domaine considéré on ait: f(z).f(zo) # 0, alors la derniére équation

du systérne (1.10) permet d’inverser et d’écrire le nouveau systéme :

((dzy  dzy dt filz1, oy Tn)
du ~ dt du f(z).f(zo)

ﬁ : (1.11)
dzn _ dzn di fr(z1, oy Tn)

du ~ dt du  f(z).f(z0)

dt 1

\ du f(z).f(z0)

Soit xj et zx41 les deux points obtenus pour lesquels h passe de signe — a signe +.

Puisque I’hyperplan ¥ correspond & 'équation u = 0 (car u = h(z)). On intégre numériquement
(1.11) en partant de ug = A(zk+1) en prenant un pas de temps At = —ug. Ainsi; en un seul pas
de temps, on arrive & u = 0 et Z(on pourait aussi utiliser un pas de temps At = =2 et faire N

pas de temps pour arriver & u = 0 et T).

Remarque 1.1 On peut choisir d’une autre fagon Uhyperplan ¥ transverse & l'orbite passant

par xg, par exemple on pourait prendre T := {z € R™/(z — 20)-{ = 0} ou { est un vecteur qui
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nest pas orthogonal & f(xo) (ce qui assure que I’hyperplan T est transverse & Uorbite passant
par o, on prend alors la fonction h définie par h(z) = (z — z0).£ et on procéde de la méme

maniére. Dans la méthode de Henon on aurgit alors:
u = Dh(z).z = Dh(z).f(z) = £.f(z)

et on modifie le systéme (1.11) en conséquence.

1.4 Localisation numérique d’une solution périodique i partir

de Papplication de Poincaré:

1.4.1 Meéthode de Tir :

Soit ¢ : R® x R — IR™ le flot du systéme (1.1) et P(z) = ¢(z,7(x)) une application de
Poincaré par rapport & un hyperplan %. Considérons le systeme d’équations:

H(t _ o(z,t) —z _ 0 (1.12)
T t—7(z) 0

Soit (Z, T') une solution de (1.12), i.e: ¢ (Z) = Z et T = 7(Z), alors Z est un point d'une solution
de période T, il suffit alors d’intégrer numeriquement (1.1) & partir de £ pour obtenir ’orbite
de cette solution périodique.

Pour résoudre (1.12) on peut utiliser la méthode de Newton:

e (z9,to) donné,

e Pour k£ de 134 k—max

e Calcul de la correction (dz, 8t) et résolution de

é _ .
DH(ze-1,t) | F | = —i [ (113)
Sty k-1

Tk =Tk_1+ 0z

e Correction

te = tr_q + Otk
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e Critére d’arrét,.

Remarque 1.2 Si (to, zo) est assez prés d’une solution (Z,T), les (x4, ti) convergent vers cette
solution, mais en général il est difficile de calculer les coefficients de la matrice (n + 1) x (n +
1)DH(z,y),

En effet, on a ;
Dyp(z,t) -1 22 T, t
DH(.’E, t) _ z‘)o( ) ) 8t( )
—D,7(z) 1

et le calcul du terme D,7(z) pose probléme, les autres termes Dyp(z, t) et %t‘ﬁ(:z;, t) peuvent
s’obtenir (comme on le Vverra, par intégration d'un systéme approprié) alors au lieu de résoudre

(1.13), on procéde comme suit pour obtenir une correction (0zk, 8tr) le systéme (1.13) s’écrit :

Dop(y—1, tx-1)0zk — bz + % (1, tey) 0ty = Ti-1 — P(Tp_1,tk_1)
(1.14)

- :,;T(mk_])(szk + th = T(Ik_]) - tk—]

On choisit alors pour simplifier de remplacer la deuxiéme €quation de (1.14) par f(z,_, )0z =0
c’est-a-diré on prend une correction dz orthogonal en Tx-1 & Porbite passant par z_ 1 (voir

figure 25) ' 5
‘ ¥ = 74
e
e K, r
=

K _ 4

Figure 25

Ainsi plutdt que de résoudre (1.13), on résoud

Dep(@p-1,te-1)6z) — o34 + %f(-’l?kq,tk—l)&k =Tp-1— @(Tr_1,tk_1)

f(ze-1).0z, = 0 (1.15)
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Donc h est définit par:

h:xfo o xh

(%) ) - (-(%5%) %)

oF5 2o _, ¥

h
(1(00-00),_0) — (x(————01—00+27r>,_9_1+27r§_51)
w w

et

(x (60_90) ,5()) - <x (Mﬁ) ,51 +27FE§1)
w w

etdoncP; oh=‘hoP§ . =»
1 0

1.2.3 Variation de la section de Poincaré associée & une orbite homocline:

On consideére I'application de Poincaré P définie sur la section:
Zo={(z,y) eR:z=¢>0,y >0}

et on construit une autre application de Poincaré P* définie sur la section
Te={(z,9) eR*z=¢. >0,y >0}

De la méme maniére que pour les deux autres cas précédement, on peut montrer le

suivant:

proposition 1.5 .[19]
P et P* sont C" conjuguées.

résultat



1.3 Quelques méthodes numériques pour déterminer ’application

de Poincaré:

Le calcul analytique de ’application de Poincaré est souvent difficile et on a recours dans ce
cas aux méthodes numeériques.
1°F cas:

Considérons d’abord le cas simple ou ’application de Poincaré est définie par
P(xo) = z(zo, to, o + T)

ol z(zo, to, t) désigne la solution de (1.1) qui passe par le point xp au temps t = &y, les points
o, P(zq), P?(zg), ...correspondant aux intersections de la trajectoire z(zg, &g, t) avec les temps

t=19,to + T, to + 2T respectivement (voir figure 23)

Figure 23

Ces points forment une suite d’images stroboscopiques de la solution & lintervalle de temps
régulier At = T. Dans ce cas il suffit de choisir le pas de temps d’integration h = 7%, pour un

certain entier /Ny et on retombe sur la section de Poincaré & tous les intervalles de temps Nyh.
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2°me ¢as:
Si la section de Poincaré choisie T est définie par:X := {z € R"/(z —z¢).f(z0) =0} on ".*
désigne le produit scalaire pour un zp € IR™ et telle que ¥ soit transverse 4 l'orbite passant par
g, C’est- 4 -dire ¥ est le plan orthogonal en zg & l'orbite passant par zo, alors on peut calculer

I’application de Poincaré par I’algorithme suivant:

¢ On défini la fonction
h:R*" — R

z — (z — z0).f(20)

Ainsiz € & h(z) =0
 L’hyperplan ¥ divise IR™ en deux parties:

Tt = {z € R"/(z — 0).f(z0) > 0}

et :

£- = {z € R*/(z — 0).f(z0) < 0}

avec f(xzg) € Ly
e A partir de zp, on calcule le flot ¢:(z) en utilisant un schéma numérique (par exemple,
Runge—Kutta-Felkberg,...), ce qui produit une suite zg, Z1, ..., Tk, qui sont des approximations

de z(0),z(t1), ..., z(t), si on utilise un pas constant At, on obtient des approximations de

2(0), z(At), 2(2A¢), ..., z(kAt). A chaque pas de temps, on calcule:

h(zi) = (z — z:).f(zo)

¢ On observe un premier changement de signe de 44 -des valeurs de h, on continue jusqu'au
changement de signe de - & +, supposons que ce changement de signe s’est produit entre
Ty = l‘(tk) et zp4) = x(tk.H)

® On determine le temps ¢ entre ¢, et tey1 pour lequel = z(t) € © (voir figure 24
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Figure 24

Voici deux méthodes numériques permettant de déduire ce résultat:

Premiére méthode:Interpolation linéaire

On peut utiliser une interpolation linéaire pour obtenir des approximations de 7 et £ du type :.

~ h(zk41) h(zk)

T2 T + .z
h(zke1) —h(ze) """ hlzk) — h(zea) o

Pew _ PEht1) b+ h(zk)

tet1
)

A(zx41) — h(zk) h(zk) ~ M@kt

et si Tk et T4 sont assez pres, 'un de 'autre ces approximations convergent rapidement.

Deuxiéme méthode: Méthode de Henon
On introduit la variable u = h(z). Ainsi si z(t) est une solution de (1,1) on a: u(t

et donc :

W(t) = Dh(z(t)-2(t)
= Dh(z(t)).f(z(t))
= f(z(t)).f(zo)
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Considérons le nouveau systéme:

[ fi@y )
)

Z = a1, )
| 5 = 1(@)-5@)

Le développement de Taylor de u au voisinage de 0 & 'ordre 1 est donné par:

u=ug +urt + o(t?) avec wup=u(0),u = %1;(0) #0

- t 1
Y=Y et donc _3_ = —
U du Uy

Ceci implique que ¢ ~

(1.10)

On suppose que dans le domaine considéré on ait: f(z).f(xg) # 0, alors la derni¢re équation

du systéme (1.10) permet d’inverser et d’écrire le nouveau systéme :

(day dxp dt _ fl(iL‘l,...,.'L‘n)

du  dt ‘du f(z).f(zo)

de, dz, dt _ fn(z1, oy Tn)

du T dt du f(z)-f(zo)
dt 1

 du f(z).f(z0)

Soit zx et Tk les deux points obtenus pour lesquels b passe de signe — a signe +.

(1.11)

Puisque '’hyperplan £ correspond & I’équation u = 0 (car u = h(z)). On intégre numériquement

(1.11) en partant de ug = h(zk4+1) en prenant un pas de temps At = —ug. Ainsi; en un s

eul pas

de temps, on arrive & u = 0 et Z(on pourait aussi utiliser un pas de temps At = 2 et faire N

pas de temps pour arriver & u = 0 et ).

Remarque 1.1 On peut choisir d’une autre fagon l’hyperplan X transverse & l'orbite )

par xo, par exemple on pourait prendre T := {z € R"/(x — x¢).§ = 0} ou { est un vect,
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n'est pas orthogonal & f(zo) (ce qui assure que Uhyperplan T est transverse & Uorbite passant
par To, on prend alors la fonction h définie par h(z) = (z — z0).£ et on procéde de la méme

maniére. Dans la méthode de Henon on aurait alors:
u = Dh(z).z = Dh(z).f(z) = £.f(=)

et on modifie le systéme (1.11) en conséquence.

1.4 Localisation numérique d’une solution périodique a partir

de P'application de Poincaré:

1.41 Méthode de Tir :

Soit o : R™ x R — IR™ le flot du systéme (1.1) et P(z) = ¢(z,7(z)) une application de
Poincaré par rapport & un hyperplan %. Considérons le systeme d’équations:

H(t o o(z,t) —z _ 0) (1.12)

z t—7(z) 0

Soit (Z, T') une solution de (1.12), i.e: ¢r(Z) = Z et T = (%), alors Z est un point d’une solution
de période T, il suffit alors d’intégrer numeriquement (1.1) & partir de Z pour obtenir 'orbite
de cette solution périodique.

Pour résoudre (1.12) on peut utiliser la méthode de Newton:

® (z9,%) donné.

e Pour k£ de 148 k~max

e Calcul de la correction (dzk, 6t;) et résolution de

5 _
DH(zi_y,te_y) | ¥ ) = — g [ 55! (1.13)
7% k-1

Tk =Tk—1 + Oz

e Correction

b =ty + 0t
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o Critére d’arrét.

Remarque 1.2 Si (to, Zo) est assez prés d'une solution (Z,T), les (Tk, tk) convergent vers cette
solution, mais en général il est difficile de calculer les coefficients de lo matrice (n + 1) X (n +
1)DH(z,y),

En effet, on a :
Drp(z,t) = I 22(z, ¢
Dy < D@ -1 %,y
—D,7(z) 1

et le caleul du terme D,7(z) pose probléme, les autres termes Dyp(z,t) et %%(:r,, t) peuvent

s'obtenir (comme on le verra, par intégration d’un systéme approprié) alors au lieu de résoudre

(1.13), on procede comme suit pour obtenir une correction (0zk, 8tr) le systéme (1.13) s’écrit :

Dop(zg—y, ti—1)dz — 8z + % (i1, thy) 0t = Ti-1 — (T, t5_y)
(1.14)

- IT(.’E;;_])(SSL’]; + th = T(Ik..l) e tk—l

On choisit alors pour simplifier de remplacer la deuxieme €quation de (1.14) par f(z_, )6z =0

c’est-a-diré on prend une correction dzy orthogonal en Tx-1 & lorbite passant par z,_; (voir
1 p 1

figure 25)

< .
&b K,

=

R {xic-AY

Figure 25

Ainsi plutét que de résoudre (1.13), on résoud

Dep(zp-1,tk-1)6z — 6z, + %f(wk—ht::—l)fstk = ZTro1 — Q(Th-1, k1)

f(xk_l).éxk =0 (115)
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Clest- &- dire :

(sto(xk—l,tk-l) -1 %%(ink—lytk—l)) (&Ek) - (m"'l —So(xk—l’tk—l)) (1.16)
(f(zeo1))! 0 St 0

Et pour obtenir Dyp(zk—_1,tk-1), %%(a:k_l,tk_l) et o(zk-1,tk-1) lorsque zx_; et tx_; sont

connus, on procéde comme suit:

1o,
5 =flol,t), Vvt
et donc /
%i(g;k_l,tk_l) = f(e(zk-1,tk-1))

Ainsi, puisque f est connu pour obtenir %%(a:k_l,tk_l), il suffit de connaitre ¢(zgx_1,t5-1) =
T(Tk-1,t5-1) O T(Tk_y, 1) est la solution de (1.1) telle que z(0, zx_;) = zx_;, par conséquent

P(Tk-1,te-1) = £(Tk—1, tx—1) S'obtient en intégrant numériquement entre 0 et t;_y, le systéme

2 = f()
(1.17)
LE(O) =TL-1

I reste & calculer Dyp(zk—_1,tk-1), on a:
3]
E‘P(ta x) = f(‘P(t) x))

d'ot Dz(&¢(z,y)) = Df(e(z, t))Dzp(z,t); en permutant 'ordre de dérivation & gauche, on

obtient:

%(Dz‘P(x: t)lx:xk_l) = Df(Sa(xk—lyt))Dz‘P(x1 t)

Ainsi Dyo(z, t)|z=2,_, est solution de Péquation différentielle matricielle :

X = Df(p(zi-1,£)X

X(0)=1I
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qui s’écrit aussi :
X = Df(p(t, 7e-1))X
(1.18)
X(0) =1
Ou z(t, k1) est la solution de (1.17).
Ainsi pour obtenir Dz¢(zk_1,tk—1), il suffit d’integrer (1.18) entre 0 et ¢x_; ( il n’est pas néces-
saire d’integrer (1.17) en premier puis (1.18) ensuite). En pratique, on integre simultanément

les deux systémes c’est & dire on integre le systéme:

(2= f(z)

X =Df(z)X
{ (1.19)
2:(0) = Tk-1

| X(0)=1

qui est un systéme de n + n? équations différentielles et alors z(tk—1) = @(Tk-1,tk-1) €t
X(tk-1) = Dz@(zk-1,tk-1). Cette méthode converge si g est choisi prés de la solution péri-

odique et si tg est prés de la période de la solution périodique.

1.4.2 Méthode de recherche d’un point fixe de 'application de Poincaré

Ici, on suppose que Pon sait calculer une application de Poincaré par rapport & un hyperplan
¥ donné par £ = {z € R"/(z — 0).£ = 0} ol € est un vecteur convenablement choisi.

L’application de Poincaré P est donnée par:

P(z) = p(z, 7(x))

Ou 7 est définie implicitement par G(z,t) = 0 avec G(z,t) = h(p(z,t)), il s’agit de calculer un

point fixe de P c’est- a- dire résoudre I’¢quation :

plz)—z=0
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Utilisons I'une des méthodes les plus connus pour effectuer ceci la méthode de Newton :

® 2o donné
ePourk>0:

o Calcul de la correction c’est- & dire résoudre:

DP(:z:k)dxk.,_l - 5:1:k+1 =Tk — P(.’Ek)

o Correction :

Tk4l = Tk + 0Tky1

o Critére d’arrét.

Remarque 1.3 .
1/ Sizg est assez prés du point fize cherché, cette méthode converge rapidement.

2/Pour le calcul de la correction, il faut déterminer DP(zy) connaissant xx, la procedure est la

suivante: ayant P(z) = p(z,7(z)), on a DP(z) = Dyp(z, 7(z)) + $&(z, 7(z)). D7 () et donc

DP(s) = Daplan, m(zx)) + Ak, (z)) Dr(zs)

On a vu comment obtenir Dyp(z, T(zk)) et %te(xk,T(xk)) = f(p(zk, T(zk)) au
précédent et puisque 'on sait ici calculer 7(zy), il reste & calculer Dr(zy) .

Puisque G(z,7(z)) = h(p(z,7(z)) =0, on a :

oG
DGz, 7(z)) + E(z, 7(z))D71(z) =0

0
et en supposant que —ag(:v,'r(a:) # 0 pour (z, 7(z)) dans un voisinage de (zx, T(z)) :

—D.G(z,(z))
Dr(z) =
)= 52 ra)

Et comme G(z,t) = h(p(z,t)), donc :

D,G(z,t) = Dh(p(z, t)) Dap(z, t)
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et :

52 = Dhlele ) 22z, 1

= Dh{p(z, t))f(p(z, 1))

Car 2 (z,0) = f(p(a,0).
h) = (z — 20).£ = &.(z - o)

On a : Yz, Dh(z) = &; il en découle donc que D,G(z,t) = £ Dyop(z, t),
o (e t) = €1 (p(a, 1)
En supposant qu’a V'itération k,on ait £'f (e(zk, T(zx))) £ 0 et (1.20) devient :

Dl ()
D7) = oo )

Comme précedement, pour obtenir simultanément oz, 7(xk)) et Dyo(zy, T(zk)), si

déja T(zx), on integre entre 0 et 7(zk), le systéme:
(3= ()

X = Df(z)X

:IZ(O) =Ty

| X (0)=1
Remarque 1.4 .

* Le méme raisonnement se fait pour les systémes non autonome, T-périodique en
sissant ¥ = IR™.

e Nous avons présenté le principe de calcul de lapplication de Poincaré et les solu

odiques en se basent sur la méthode de Newton mais il existe des méthodes plus élg

on connait

t en choi-

tions péri-

borées per-

mettent de faire converger le systéme de maniére plus rapide, pour plus de détail Voir 2.




Chapitre 2

L’application de Poincaré pour les

systemes continus par morcgeaux

(p.w.s)

Dans ce chapitre, on détermine les formes normales de 'application de Poincaré pour
temes continus par morgeaux (piecewise smooth systemes notés p.w.s) dans deux cas:

Le premier cas correspond aux systémes présentant un point de frolement ou de "g

F4d

les sys-

razing"

& la frentiere, le deuxi®me cas correspond aux systemes présentant des surfaces en corne ou

"corner-collision"(g], 3], @] , [9:]-

2.1 Application de Poincaré pour les systémes p.w.s préser

un point de frélement ou point de "grazing"
Considérons le systéme suivant:
Fi(e),  si H(z) >0,
Fy(z), si H(z)<0

Avecz(t)e D C R",Fj,Fy € C(R™).

ouver!

H:IR"™ - IR une fonction au moins de classe C4.
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S={z € R" H(z) = 0}.
Posons :
S* = {z € R", H(z) > 0}
S ={reR" H(z) <0}

On note ¢;(z,t),i =1,2 les flots associé & (2.1) dans S+ et S~ respectivement
(e di(z,t) = Fi(4;(z, t)) avec ¢;(z,0) =z et i =1,2)

L’ensemble des points z € S, ont des normales de méme signe est défini par :

Se={z € 8S,0(z) >0}

Ot o(z) =< H(z), Fi(z) >< H,(z), Fy(z) > et <,> désigne le produit scalaire dans R™

L’ensemble complémentaire de S, noté Sy est :
Ss = {z € S,0(z) <0}

rappelons que les points z € Ss pour lesquels Fi(z), F5(z) sont tangents &

S sont dits

"sliding singular point". La méthode de convexité de Filipov définie la fonction convexe g(z)

par:

9(z) = AFi(z) + (1 — A) Fy(z) pour z € S, avec :

_ < Hy(z), Fo(z) > |
T < Hy(z),Fy(z) - R(z) >

et < Hy(z),9(z) >= 0 c’est- &- dire g(z) est tangente & S, (voir figure 26) et dan:

définit le nouveau systéme comme:

z = g(z)
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Figure 26

Les solutions de P’équation (2.2) sont dites "sliding solutions".

Si < Hz(z), Fi(z) >> 0, < Hy(z), Fa(z) >< 0, ces solutions sont stables.

St < He(z), Fi(z) >< 0, < Hy(), Fy(z) >> 0, ces solutions sont instables{15].

Pour notre part, on s'interesse au cas o il n'existe pas de "sliding solution" mais un frélement

est possible.

Définition 2.1 On dit que le point T = x4 (on prendra zg = 0 pour simplifier) est un point de

"grazing bifurcation” si pouri =12 ona:

(m).  H@©O) =0
H)  VH(0) 0

Hz) < VH(0), %(0, 0) >=< VH(0), F;(0) >=0

H) dQH(jt,'Q(O, t)?;o =< VH(0), %l;-"(o)ﬂ(o) >4 < %{(O)F}(O),E(O) >>0

N

Les deux premieres conditions impliquent que H est bien choisie.

La troisiéme condition signifie que le champ de vecteurs (F(z), Fy(z))T est tangent 4 S en

zo = 0.

La quatriéme condition signifie que les courbes trajectoires dans St et S— sont de méme signe
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respectivement & H

Rrogsy wine

AN

Figure 27
On définit les ensembles des points de "grazing" par :

Gi={z €S/ <VH(z),F(z) >=0} i=1,2

une trajectoire associé & un flot ¢;(¢, z) vérifie les conditions Hy), Hy), H3), Hy) en t = 0 s’appelle
trajectoire de frélement ou "grazing trajectory".

On suppose donc que le systéme (2.1) posséde un point de frolement zg = 0, et que dans un
voisinage de ce point, S n’est pas simultanément attractive ou répulsive pour les deux régions

S* et S~ cest- a- dire :
<VH(z),Fi(z) ><VH(z),F(z) >>0 VYzeuv, CS. (2.3)

et dans ce cas il n’existe pas de solution au sens de Filippov.

Remarquons que (2.3) implique que :
G] = Gg = G (HS)
En effet si on suppose que Gy # Gy cest- - dire 3z € S tel que :

par exemple zg € G| et zg € G9 Clest- 3- dire < VH(zo), Fi(zo) >=0 et
< VH(z9), F5(zo) >7 0 Dans ce cas :

< VH(zy), Fi(zg) >< VH(Z()),FQ(:BQ) >=0
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contradiction avec (2.3) alors (2.3)=> (Hs).

Ceci implique que Gy et G coincident en P'absence de "sliding solution", on définit la

variété invariante par le flot ¢, correspondant aux trajectoires qui passent par G ensemble Ggp

(Pensemble des trajectoires de frélement), on note G'p* la région au dessus de Gp et Gp~ la

région au dessous de Gp
(voir figure 28)

Figure 28

En effectuant le changement de variables suivant:

F —~ 0°H VH(O) =~ _

k = - - Tl : = ‘F -

’ 2 42 Owi0z; Orees G 1@ = H@), F@) = F@)

o~ -1 = PH ~~a~ VHO) =~ - = -
- : 6 —_———() gl e ——— ) = z), T = F(%

T T+ GUEk:] ':riaij@:'fk (0)x IJIkIVH(O)IZ H(Z) = H(Z), F(Z) (%)

On aura: (en se débarassant des™ pour simplifier)

OH .
—(;)F(O)=O, 1—2,..,N.

pour un certain N et donc la condition {H4) devient :

{2 H (40, OF:
E—Sﬁtg—))l';o =< VH(0), 77 (OF(0)>> 0
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D’autre part, soit L le vecteur normal de G au point = = 0 (vecteur unité) perpendiculaire &

VH(0), alors on peut simplifier (2.3) en considérant la condition suivante au point de "grazing"
< L,F(0) >< L, F»(0) >>0 (Hsg)

c’est- 4- dire G n’est pas attractive au point de "grazing".

Pour étudier la dynamique autour du point de "grazing", on considére une trajectoire qui
coupe deux sections de Poincaré notées respectivement ©; et L3 en t; < Q et ty > 0. En fait
'application discontinue (discontinuty map) notée D.M est définie en prenant les deux sections
Iy et Zp — II pour plus de clarté (voir figure 29). On introduit une variable ¢ sur X; (¢ assez
petit) telle que:

Pour € = 0 l'orbite de frolement passant par le point (0,0), est contenue dans S¥, et pour & # 0
l'orbite coupe S si € > 0 ou bien reste dans S* si e < 0.

On a alors trois étapes différentes a étudier:

¢ Déplacement des trajectoires avant 'intersection avec S en z = 7 4 l'instant t; <

¢ Déplacement des trajectoires dans S~ avant la deuxi®me intersection avec Senz =T &

Iinstant to > 0

o Déplacement des trajectoires dans ST aprés la deuxiéme intersection avec S

(voir figure 29).
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Discontinnity Map

=

w1

Figure 29
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Etapel

Soit Ty = ¢,(0,¢); la trajectoire de frolement (correspondant & € = 0), considérons une

perturbations de zg(;): z(t) = ¢;(exq, t), avec zg € S ie
<VH,zy ><0

En t = -4, z(t) coupe S en T c'est- 3~ dire T = &, (ezp, —9)

Déterminons § :

Pour F, Fy € C*(IR"), le développement de Taylor sutour du point (0,0) pour les deux flots
#i(z,t) est donné par :

altld)i(x) t)
li]=0 i]!‘izl..in.i.l !823111..33}:{' Otin+1

?éi(xr t) =

t1 Tnsintl
l=n=00) 7.zt

avec [¢| =4 + 143 + ... + inq1 Cest- &- dire

¢° 3¢,t+ 162¢, 182¢‘t2

$i(z,t) = ¢+ z+ ot 2 622 2 o2
82¢z 33¢1 3 83¢1 63¢1 83¢
5z’ 6( 8t3 i3 b 35555t + 35570 +
1 8%y 4 84514 &7 3 847 z2 o7 s [
7 G Tt Gt g t+63z2at2 E g maet) +

La notation "o” désigne la valeur de 'application aui point (0.0); aveci=1,2 et
8¢,
?a—t'(x) t) = E(¢z(x; t))1 ¢i(m) 0) =z ¢i(0) 0) =0

En (z,t) = (0,0) on a:

8 f 82 1 d4 1 8 —_t

ai = af? =0, aﬁt =0, ¢ - (@ t)i(oo>—F(0) =K

5¢° OF?

3‘?2 = -éy—t(ﬁ(¢‘(m,t)))l(g,o)= [—(9—x-(¢(x, )2 (x Moo = = F
et---
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L’indice ” o™ étant ignoré (pour simplifier) donc:

¢i(z,t) = x+Ft+;%FFt2+%€1ﬁ+ s Gz aF
1,0%F; z, 18°F; 22 L 331'1
E(WF“L o+ Sttt 24[6x3F3+
o°F. _OF, aF 82F, OF, OF. 3°F:
P vttt Gt e e
163P; 1, 3F, 8F. PF, 4 1331«1 2,
sttt i GE Rt e T+ g [32:3F

F.0F, , &F, OF, ,0°F, O8F. OF,®F B 4
7 5Pt gl TG B + g g B (Gt
c’est- &- dire :

-

bz, 1) = 3:+E}t+a,-t2+bi:t:t+cit3+dgz:2t+811:t2+ﬁt“+giz3t+h,'z*2t2+j,;:r:t3+o(5)

19F; OF; 1,6°F,
wee s m=ggh k=G a=glGaR (G R
18°F; 1, 8°F; 8F; ,
4= 3 e"‘i(a?fp‘*(ax) )
1 &F; JF; 6F 8%F; OF;  OF; OF? OF; 4
i = glazF+ 82(F o T Gm 5 t e g B (5 R
18°F; 1,83 OF; 8%F;
9 = go ¢ M= iGEh g )
. 1.6%F; , &%F;OF; &’F; OF;, ,0F; 4 .
.= 22 i= 2.
o= SgE Pt om g B2 R + (5 =12, (2.6)
et o(5) comporte touts les bindme (z, ) d’ordre superieur ou égal a 5.
On a: T = ¢,(czq, —9), utilisons (2.6), alors T s’écrit:
T=exg—6F1 + 520.1 — edbyzg — (5361 - ’?‘5d1zg -+ 65261ro+
&* fi — 36123 + 282 haxE — 83130 + of5). (2.7)

En fait, on cherche le temps § tel que: H(Z) = 0 puisque H(0) = 0 et H vérifie (2.5), alors

< VH,Z >=o(|Z]%). (2.8)
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On remplace T par son expression (2.7) dans (2.8), on obtient::

(ezo)rr — (6F1)a + (8%a1) i — (€8(brzo)) i — (6%c1) i — €26(drzl) i + (29)
e8*(e1za)r + 8*(f1)n — 28(q1zd) i + 8 (haxh)m — €8 (fizo)y + of5)
= 0

avec :(y)y =< VH,y >

Remarquons que (—8F1)y = —0 < VH, F; >= 0 (d’aprés la condition (Hg)).

Maintenant on résoud I'équation (2.9), pour § en fonction de /e ie.de la forme :§ = 716‘% +
o€ + 1357 + 0(€2) o *7,, 7, et 3 sont des coefficients 4 determiner, les calculs donnent :

3 3
& = (ve L Vo€ +73£2)? = e + 27,7982 + (2137 + Y2)E2 +0(E%)
8 = (1167 +vee +71361) = ded + 3me? + o(e%)

& = (715% '*"7‘255‘"’7:35%)4 =1 + ofe®)
En remplacant dans (2.9), on obtient :

(ezo)ar + (1le +2v1m6%) + (219m +72)E" + - Y(@1)u — (B120) (7,3
+128% +79e2) ~ () (3e? + 3137582 +..) — (did)m(yied
+726% + 7367 +.) + (e1z0) i (R + 2mmaed +.) + ()mlrie® +.) ~
(@7 (nie? +.) + (M) (B + ) — (rzo)a (1ie? +..)
= el(zo)n + (1) nl + 227 1a(@1)m — Yo (Brzo)m —¥i(c1)m] +
(2371 + BN e1)m — (B1z0)ars — 3(c)mrive + (e1z0)a 73 + (1) il +
=0

et donc:

(zo)u +Yi(a1)n =0
2(1)gve — (1zo)y — V3(c1)w =0
21371(a1)m + 275 (a1)m — (Buzo) e — 3(cL)myive + (e120)m7E + (fL)ui =0
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Alors:

(a1)u < VH, %FlFl >
A

Et donc :

2
o = (bxxo);( :;);(CI)H' (2.11)
_ Aler)n — (rzo)ays — 3(e1) et + (ermo)u] + (f)at (212)
= 27, (GI)H )
d= ’716% + y9€ + ’735‘% (2.13)

avec vy, 72,73 sont données par (2.10}, (2.11),(2.12) respectivement.
En remplagant ~;,7,,73 par leurs expressions (2.10), (2.11),(2.12) respectivement dans (2.7),

on obtient :

3
Exp — (715% + v9€ +’73€% + ..)F1 + (ﬁg -+ 271725,'?) +

8l
i

(27571 +12)E? + )ar — ebrza(ryed +mpE +758? +-) —

(et + 372me? + Jor — Edai(mel +vae + et +.) +
e(vie + 2’71’725% +.)Jerzo + it + 4"7':1;’7’26’% +.)fi-
53911-3(715% + Vo€ + 736%) + 62(’}’16% + Yo£ + 7353 +..)2hyzo —

e(v3e? + 377,120 + 0(5)

_ 1 3,
et donc : T = ~Fiyie? + (zo — 12 F1 + a17d)e + (—bizoyy + 201%372 — v3Fy —and)e? + o(€?)

Posons:
x1 = —F1m- (2.14)
X2 =To — YoF1 + @177 (2.15)
X3 = —bizor; + 201m172 — 73 F1 — ai- (2.16)
et alors T g’écrit:
T =Xae? + Xof + Xge? + 0(e?) (217)

O X1, X2, X3 sont données par (2.14),(2.15),(2.16) respectivement, et vy, ¥z, 73 sout données par
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(2.10), (2.11), (2.12) respectivement .
Etape 2
La trajectoire définie dans S~ commence en Z et arrive an point T aprés un temps ¢z = ¢ + &

tel que:
H(Z) = H($:(Z,8))

De la méme maniére que pour calculer §, en utilisant le fait que H vérifie (H;) et (2.5) on &
< VH.7 >=< VH, ¢(7, A) >= o(jzl*). (2.18)

Remplacons ¢,(T, A) par son développement de Taylor dans Péquation (2.18), on obtient:

@i + (F)ud + (@) n A% + (T)r A + (c2)nd® + (deZ)n A (2.19)
+{eoT) A2 + (fo)n A + (02T + (hoT?) g A% + (JoT)A®

= of5)

On a:(Fy)g =< VH, Fy > (d’aprés la condition (Hz) de "ovazimg”, (T)g = o{3) car
TeS. '

On cherche une solution A en fonction de /£ du type

! 3 :
A = v1e? + g +V3ET + o(e?)

} i ik
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v i =1,2,3 & déterminer.En remplagant T par I'expression (2.17) dans (2.19), on obtient:

(a1)mlle + 21!11126% + (2vgvy + ve)e +..] + (uleé +voe + V3€%) + (dae + 2X1X26%)
+(2x3x1 + X)) (viet +vae + vaed) + (e2(xa€? +xa8 + x2€7))u(vie + w1vae’
+(2vavn + 1)) + (f)m(vie” + 4Av0e?) + (g2(03e? + 3xFe” + ) (wrietvee + vse?)
+(ha(xPe + 2)(1)(26% +3e + u(Vie + 21111/26% +v2e2 + )
et +xae +xaen(vied + 3l + )

= e((a2)gv} +vilbaxa)n) +ed[(ag)g2vive + vilbaxe)w +va(baxa)s
Hen)uA + (daxd + (e2xy) Vi) + ¥ {(02)n(2vavs +v2) + va(baxa)H
+ua(baxy) i + vr(baxs)a + 3(e2)rvive + (d2xd)ave + 2d2(x1x2)EV1 +
(e2xa)t? + (e2x ) m2vive + Vi(fa)n + (g2x3)avs + (hex)wid +
(jox1) Vi) + of€®)

= 0

(eax2) Vs + (e2x) ) H2v1ve + {fa)m +(gaxd)pv + (hax3)mvi+

Ceci hr;pﬁque:
- (a2)p + vi{baxa)m =0.
2az)rvrve + vi(baxa) i +valbaxa)n + vildaxi)u + (c2)md + (ezxa)mvi = 0.
{a9) 5 (2vavy + v2) + valbaxo)m +va(bax)u +vilbaxa)n + 3(e2)Hrive
Hdax?) a2 + (XX vy + (eax)uv? + 2eaxa)avive + vilfan
o) + (haxv} + (axa)uvi =0

et done :

_ —(baxa)m _ (VH,b2F1) Y
1= (az);l ~ (VH,a2) : (2:20)

—v1[(dax®) i + () v} + (baxa)m + (e2xa) v
2Aaz)gr1 + (baxi)m

ve = (2.21)
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C —(Gaxy)gA + (baxz)uvs + (a2)mvg + 2(bpxaxe)ava + (baxg)uve + (f2)uvt 2.22)

' 9(az)avs + G2x1)H
(daxz)b'"? +(g23) v1 + 2(e2x1 ) v1ve + 3(co)gvive + (eaxa) s + (haxa)uvi
2(ag) vy + (b2x1)H
Donc
A =viet +vpe+ v;;s% (2.23)

avec v;,1 = 1,2,3 sont donnés par (2.20),(2.21),(2.22) respectivement.

Etape 3:

A Vinstant ¢ = A — 6 la trajectoire coupe S une deuxi¢me fois au point %, et on a trois
maniéres pour construire application discontinue:

1ére possibilité

On compare Ia.trajectoire z(t) qui coupeS en % avec la trajectoire donnée par I'expression

du flot ¢y : zu(t) = ¢4(T, t) dans le méme intervalle du temps cest- &- dire :
§= :L'(tz) - :Eu(tz) = %(E? A) —'él(fv A)

d’apres Pexpression (2.6), £ s’ecrit -

o _on

1 0F; OF;
§ = (R-FR)A+; -(,,—"’Fz—«-(.a—lFL)A"‘ (57— 3z %2 (2.24)
1 0°F JF: FF OF;
+3(Gom B + 25 PR — (g +2(81)2F>1A3
L EE o L E B, By - TR G e+

I'application discontinue peut &tre considéré comme une approximation de § douné par Pexpression
(2.24).

SIF#F:

En remplacant T et A par leurs expréssions donnés en (2.17) et (2.23), uue approximation
linéaire d’ordre 1 de ¢; donne:

£ = (Fp—F)vie? +o(e)

= wn- R emar o
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"SI =F:=F
Dans ce cas le terme linéaire dans (2.24) est nul, et le terme quadratique noté

1,05 OF 9 6F2 6F1 _
0: =55 P~ SN + (52 — S )za
et donc :
1, 0F 15)3 OF; OF: 3
= (——ZF2 ~ ‘Fl)u2 +( l} L - 5 2 F)riyy)e + ofe)?.
et puisque FY = F := F,on a
-Q&FzzanF 8F2F
dz
F>
sV = 24—k
VH, —B—;F>
Donc 8 devient :
F;
0 = G2 -S0n a0 iy oo
3
= 0+0(e)5

On rema-rque alors que dans ce css les deux termes linéaire et quadratique de (2.24) disparais-
sent, et alors I'expression de € dans (2.24) varic en fonction de e? ie £E= o(e)% + ...

2éme possibilité:

On définit 'application ZDM & P'instant —t» = § — A, Papplication qui pennet de déplacer
le point ez & z; tq zy = @'1(-.,73.5 - A).

Utilisons (2.6), s s’écrit:
A . 9 | A . 3 A2 A 2 o =
Ty = TR (0-A)+a1 (6~ A +0, 26— A)+c (- AP +dy T (5~A)+erd(6—A2)+o(4) (2.25)
avec :
T=o(F.A) =T+ oA +apA2 + BaTA + e + e9A3 + doT2A + eaTA? +o(4)  (2.26)

En remplacant 4, %, A et S par leurs expressions (2.13),(2.17),(2.23),(2.26) respectivement dans

‘ : kil



(2:25) on a:

S FP AR
LA 1 3
Ty = 12T+ (Fy —~ Fi)vie? + Fyype2 + ofe)
= (Fy— F)ne? +ofe)
SiF=F=F
Ty = Os% + zpe + [(8cz — &1 + (€1 — deg)F

+(2d2 — d1)Fy} + [(2b2 — b1)x + 2(a2 — a1)va)yy + Fiv + xsle?

et donc on obtient : 0(5%) = Oe‘%, o(e) = z¢e et

o(e?) = [(8ez— 1) + (€3 — des)F + (2dz — di)F?y3

+[(2b2 — b1)xy + 2(az — a1)va)y; + Fivs + xgled

On note :

3 3
o(e?) = Ezpar = (m3 + nayy + n3)e

avec :
1y =82 —c1 + (e1 — 4e2)F + (2dy — d) ) F2.
" 72 = (2bz — bi)xs + 2(a2 — a1)vs.
“n3 = Fyz; + x3.
Puisque F? = FJ; on a aussi:
1

1
eiF = &;F? + bjaiic; = §diF2 + gbiai

Utilisons (2.11),(2.14),(2.15),(2.16),(2.21) on a:

8 ; 1 2 2
= §d2F2 + gbzaz - '3‘le2 - ‘:l;blax +biag + d1F2 —4da F~ — 4bsas + 2([2F2 —dy Fe.
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Alors :

22 Y, e 4 2
Th= 3d2F 3d1F 3b2(l2 + 3b1(11 (2.27)

m = (262—bn(xo—F“’”‘““);‘(;)(:‘)”"l+am

)= 271 ((d2F*) 73 + 4e2) i — 2e2F73)
' 4(a2)myy — 2(a2)u

_bzo)y _ (a)uvi | (2F)n (Bizo)n + (Cx)lﬂf]

+2(az —a

(e2)u (a2} {a2)H 2(01)11
= {(260 ~b1)(a - gc(l)HF) 2(az —01)[( Ny (4(c2)n — 2(b2a2)y
+(ba1)y ~ (F%)y )— (CI)H }’72 + (2by — by )z - (26(13510))HF )
—2(ay — g3 2%0)H (blxo)n
o2 =) n ™ Sam
Si on note:
. ( F
“ = (sz"’"‘(ﬂl‘(zc(fﬁﬁ 2(ar—0) = (4(ex) ~2(ba) +{baa ) don)H)-'é(%l%%i
2.28
blxo (Bazo)n  (bizo)y Py
= (262 — by )(z - Py T EYF — 2(ag — ar)( (en S, ) (2.29)
Alors :
My =Y +a (2.30)
avec a1y, a donnés par (2.28) et (2.29) respectivement :
2
13 = Fy+2am (b}m)?fz;)(;i)mx — bizomy — 13 F - i
= a—(lézc;%:i ~a)vi+ ((“(%;(blﬂlo)ﬂ — bizo) vy
Si on note:
8 = (a(l (C;L —e1) (2.31)
= (( n (bizo) H — brz0) (2.32)
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Alors :

N3 = B17s + By,

(2.33)
avec By, 8, sont donnés par (2.31) et (2.32) respectivement.
Donc:
box 3
Eznm = (&7} +2(b2 — by)zoy, ~ 2(as — @) Ty )
(a2)m
avec;
G = mtar+8 (2.34)
2 : 2
= §(¢2 —d\)I? 4 2bya, — 3(brar +2byas)

3
4

(@2 — a1)(4(c2)w) + (brar) st — 2boa) yy — (d2F?) gy
(a2)u
et d’aprés (2.10), on a:

1 § 2 1 2 1, 2
E M= —m—— [ 2+ 2(b2 — by)xo|(x T——(ag—a T To) | Z]e?
ZDA (a,)y[(al)yl( 0)rl % + 2(by — by)xo| (zo) 5| (az)H( 2 — a1)(b2zo) | (o) ] 2]
(2.35)
, n0
Remarquons que si FO = F0 o o _ o

5o alors ap = ag, i = by et (2.35) gecrit *
T Ox ' :
; 2 ¢ )'_3 21/ \ ;%
Ezpar = 5((@)5, 2 (dz — d1) F?{(emo) |2

Les expressions de d; et dy dans (2.6) donnent que le terme o(s%) est non nul si on a:
OF)  OFY FR R
F = Ffet =L = 22 1o L,
! 2 o B Br O BgR *
proposition suivante:

a—_;. Ces résultats sont alors regroupés dans la
22
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proposition 2.1 .

Sous les hypotheses (H),(Ha),(Hs)'\(Hs ).(Hg) Uapplication discontinue notéc Nzpy autour

du point de "grazing "est définie par:

- Si FY £ FY
o (VH, ba 1) ( () ?
Hypm:z (F2 — Fy) (VH asz) <(al)ﬂ)
- 8i FR = FY tago # :
Or 8’5 2
lizpa iz — V enr [(m) (=) x! +2(b2 _bl)a'l(t)HP B (02)”(42

avec &1 donné par (£.34)
OF} 8[0 aZF*’ O F)
0 1
SiF =F t&z: , 02 8:1:2#8:1:2'
Ozpm 20 %((a1)g)® (d2 — dy) F?|(z) |2

Avec & donné per (2.34) et a;, bi d; sont donnés dans (2.6).
3eme possibilité:

~ a1)(b2) el () ] 2]

Maintenant, on considére que ez appartient & une section de Poincaré IT définie par son vecteur

normal « i.e.ezg € [l avec Il = {z/ < 7, T >= (0} transverse au champ de vecteurs c’est- a- dire

<m Fi>#£0,1=1,2

On notelY, :=< m,y > la projection de y selon 7 (voir figure 29). Considérons z FeN au

temps £ c’est- &- dire 77 = ¢,(Z,1*) avec la condition

T = ¢1(Z,7)r =0

(2.36)

Cherchons les solutions ¢* de (2.36) de la forme: t* = 'r]s% 4+ Tog + T3S%

Le développement de Taylor de &; au voisinage de 0 & 'ordre 4 donne:

vp = (Z,87) =% + Fi* + a1 (t*)? + b1 Tt" + ¢ e

012" + 1 B(t") + o(4)



et comme z; = 0, alors:
(Z+ Ft + a1 () + Zt). +0(3) =0 (2.37)

En remplacant 6, T, A, T par lews expressions (2.13),(2.17),(2.23),(2.26) respectiveinent dans
’équation (2.37), on obtient:
. Si FP £ Fy

[ + A 4 aA2 + WTIA + Fy (-rls"-’-L + T9¢) + (@173

+b1(f’f + FzA)Tl)],‘—S + 0(3) = [(-—-Fl‘)’l + Iy + FlTl)E% + (X‘_)

-

+ Py + Fymg 4 agtt — b Fimus +a17m% + by ( By — Fl'Yl))E}"

N

+o(e2) =0

Ceci implique:

F

o 71 =7 — #F (Fix #0)

—~Zgr — FizYe — a1x72 — Fayg — agv3 + baFiyivy — ay7? — by (Favy — Fiyy)
F]!r

® Ty =
On a xg; = 0 donc:

To = vy — A= (@127} + Fanvg + aget} — (00F1)smyvs + 61273 + (B F2)avsmy = (1 F3)en ).

Bt alors:

Fore | 3 ,
s =v1(F3 - —2T)et + ofe)
Fix

Si FY =F5 :=F:

v1 =270 Fy=0F = 20571 =7 — VT2 =T — 2
Le méme type de calculs que pour le paragraphe précédent permet de trouver que:
o(e%) =0, ofe) =wxoe
o(e¥) = Eppus = [(802 — e+ (e1 — dea) F + (2dg — di)FP)vi+

(2(ag — ay)ve + (2by = by)x2)vy + Fra+ x3 + FV;;]E%
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Avec T3 vérifie (Eppa)r = 0 Cest- a- dire :

l v
ms = w3~ {80 — o1 + (1 — deo) F + (22 — &) F)y
+2(a2 — a1)va + (262 — b1)xo)x 11 + X3x }
1
T3 = —v3-— F{ISOZ -c; + (el — 462)F + (2(12 - d])F2 +2(b‘2 - bl)“l]vr
x

M+ [2(ag — ay)vg + 2(an ~ a1 )¥e + (262 — b1)Xolw vy + X3}

Et alors :

. ; 3
£ =(v; - 1/1)5% + (79 — v2)e + o(c?)
D’apres (2.27),(2.30), Eppas s'écrit :
) 2
Eppum = (M7 +1em1 + Frs + X3 + Fua)e?

avec:

F
Frs+ Fus = —"Z—;{Thw”/? +M2e 1 + Xan + Frys — F*""Ii}
kg

= F 3 - F—n'F
“E (Thw’)'l +MoxY1 + Xar + Fw"/s) + JolRE

Et alors Eppy = (1, “/"13 + 797y + X3 + Fryy — ;«i—(f/mﬁ +M2x71 + Xar + Frys))e?

Donc :

. o
Eppa = Ezpar — F(EZD.M)W

d’aprés (2.27), (2.30),(2.33),(2.34) on remarque que :
- .\ 2 b -
Eppm = Ezpa + n4et. (2.38)

avec 1 g = FE (€03 + 2((52 ~ 1))y, - 5 (a2r — a1e) (bazo) 5 my)

0
w
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et ol :

& = 32— d)F)e + 2bran)e — 2(bror + 2nar)s — (239)

@jﬁ(azn — a1a)(4{ea)r + (baa1 — 2ba0)gr — (dF%)z)

Dans le cas ol le champ de vecteurs est de classe C! i.e: a1 = ag,b; = by Papplication s'écrit

de maniére plus simple:
2 =3 2 F 2 %
Eppy = 3((01)m) 7 ((dz ~ dy) F? - 7 ((d2 — d1)F*)x)lezol

32F1 295 3F,
Bz 7 9z2
-Ces résultats sont regroupés.dans la proposition suivante:

et Eppas est non nul si ;

proposition 2.2 .
Sous les hypotheses Hy),Hy),Hy ), Hs), Hg), Vapplication discontinu Tlppy au voisinage de

point de "grazing” est donnée par

SSiFO AR,
For <VH b2F1 > |5E)H]
HPDM IH(F2—F1”) <VH,a2_> (al) )
0 0
-SiF=F)=F t@Fx#BF'

1 1 F 3
Oppym iz m[m(&l - EEW)'(:‘E)H| + {2<b2 - bl)m

@ = b))l -

oy (2 = a0) = (020 — 010) )l @)

avec §; donné par (2.34).
BFO <9F° 32F1° 0%Fy
-8 F) =F) et = 3. 0:1:2 2

Meon :2 = 2((@1)) P (s ~ ) P2 — £ (dg = dy) )| (o)
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Les a;,b; d; sont donnés dans (2.6).
On en déduit alors :

proposition 2.3 .
Sous les hypothéses H, ),H,),Hys)’,Hs),Hg) lapplication discontinue locale définie au voisinage
du point de "grazing" posséde:

0F1° . 0°FY | O%FQ
7&—— bien Oz? # 0z? -’

- Une singularité de type F‘l’
si F

.QES%

#

- Une singularité de type

2.1.1 Application de Poincaré pour les systémes p.w.S autonomes dépendant

d’un parameétre et présentant un point de frélement ou point de grazing

Supposons maintenant que le systéme (2.1) dépend d’un parameétre y, tel que pour =0, le
systéme (2.1) admet une orbite périodique z(t) = p(t) possédent un point de "grazing"

z = p(0) = 0 et supposons de plus que p(t) est hyperbolique et isolé et en particulier pour
p =0, p(t) coupe une section de Poincaré Il transversalement (c’est- 4- dire £ = 0 est un point
fixe hyperbolique pour I’application de Poincaré P : V W& ” I — II).

Les hypothéses qu’on a supposé sur p(t) donnent une approximation de I’application de Poincaré

exacte notée Il au voisinage du point z = 0, u = 0 i.e.
Oper : z — Nz + Mp + o(|z|, w). (2.40)

La dimension de cette application se réduit a (n—1).Pour simplifier, on suppose que I’application
lIppm ne dépend pas de i alors on obtient 'application de Poincaré globale en composant [Iper
avec [Ipppsr on a deux cas:

e Si F} # F3, alors pour < VH,z >< 0,o0n a:

For < VH,boF1 > |(z)H|

1
24+ M
11r) < VH,az > ((a1)H)2 M+ offzl, 1)

Hper ollppnm (117) N(F2

(10

OF,
Fy, < VH, ——F1 > VH
= oN (R - 1 gz~ 2RI 4 aut ofjal
Im «VH == 22>\ VH, 5-F
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Notons :

o <vEn.
we = 2(Fy — Py S T 5 )3
" Fix oF )

oF,
<VH,8—I-F’2> <VH B-:L‘—F'l
Alors:

Nz + Mu+o(x|, ), si < VH,z>>0
Hper ollppry 12z —

Nux| <VH,z > |2 + My +o(|zl, ), si < VH z><0

e Si FP = F3 == F,Alors :

Uper o M ppas(z) = N(z +

o e €~ R @l 42— o

—Fi:r@(b? —b1)z)]|(z) |7 -

i (=00 e = s E s

+Mp+ o(|zf?, u)

=N+ ((@)F &, -;f";(a])?f,,u(zm%+<z<b-z—blxa])f?’x—%f«bz—b])

+(~2(az — a1)(az) 5 (er) T +—(a2 a1)e(@2)7 (@) (=) alt < VA, S

+Mu + o(|z)?, 1)

Avec §1,£, sont données par les expressions (2.34), (2.39) respectivement. Notons :

=3

(2.41)

2)x(a1) 7 )l(@) s |H

v = ()7 €, (2.42)

F 52 '
Uir =) = (m) g3 &, (2.43)
ki
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v = 2(b — bi)(e1) (2.44)

waez = w7 — (6 — b)a)a(e)F (245)
vg = —2(ag — a1)(az) g’ (a]);;TI (2.46)
V3 = V3 + -2F,—1:(a-z — o )x(@2) ' (ax);:f—‘ (247)
Donc :
o [ Nz + Mu+ o(jz|, ), si <VH,z>>0

Tperollppas 12 = { N(z + 1] < VH,z > |¥ +vanz| < VH,z > |

| Fvsr < VH, %I—;l'z' >|<VH,z> I%) + My +o(lz, i), si<VH,z><0
Le théoréme suivant regroupe ces résultats :

Théoréme 2.1 .

Sous les hypothéses Hy ),Hy),Hy)' Hs),Hs),si la trajectoire de "grazing” est une partie d’une
orbite périodigue hyperpoligue p(t) pour u = 0: alors Uapplication globale de Poincaré défini
dans un voisinage de p(t) s’écrit de lu maniére suivante:

-SiFP £ FY

. Nz + My + o(|z], p), st <VH,z>>0
P:z—
Nuwg| <VH,z > |¥ + Mp+o(lz|,p),  si<VH,z><0
Avec N, M sont données par (2.40), et wy par (2.41).
-5 FP = F§ .= F,

Nz + Mp+ oz}, p), si <VH,z>>0

P:z—<{ Nz +'U11,-’ <VH,z > l% +'U2:n'xl <VH,z > '%

| tvar < VH, %’-—21‘ >|<VH,z > |% + My + o(|z)?, ), si<VH,z ><0

T
) avec Uir, U2r, U3y sONt données par les expressions (2.43),(2.45),(2.47) respectivement.
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2.1.2 Application de Poincaré pour les systémes p.w.s non autonomes dépen-
dant d’un paramétre et présentant un point de frélement ou point de

grazing

Maintenant, on considére que le systéme (2.1) est non autonome dépandant d’un parameétre

avec des coefficients périodiques de période T c’est- a- dire :

. Fl(x:t’u)a si H(.’E)>0
&= (2.48)

Fy(z,t,p),  siH(z) <0

Et supposons que (2.48) adme.t une orbite périodique hyperbolique p(t) de période mT avec
m > 0 pour p = 0, dans ce cas une approximation de I’application de Poincaré exacte est donnée
aussi par la méme forme (2.40) mais N une matrice n X n, et M un vecteur de dimension 7, et
pour simplifier on suppose que l'application IIzpps ne dépend pas de p, alors I'application de
Poincaré globale est obtenue en composant Ilzpys avec Ilper alors on a

*) Si FY # F9 et <VH,z><0, ona

OF,
<VH,2=F1> (9| < VH,z > |)

Tper 0 zpa(z) = 2N(Fy — Fy) + Mp + of|z|, 1)

0F, 0F 1
VH, —E;Z_Fb > (< VH, —8;F1 >)2
Notons:
VH, %EgFl > 9 .
w=2(F, - F) 5F$ ( 5 )2 (2.49)
<VH,Z:F> <VH,Z>F >
Oz oz
Donc:
Nz + My + o(|z|, ), si < VH,z>>0

Hper ollzpm iz —
Nuw| < VH,z > |3 + Mp+o(jz|%,p), si<VHz><0
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%) S FY = F§ :==Fet <VH,z2><0;0ona:

1§ [ 61
V(e)n (a1)r

3
Hpe,.onng\,[———N(l"*' K:C)le

2

(02 = a1)(ba2) ) (2) | 2]) + M+ of|[?, 1)
(02)11

+2(b — by )| (2)m|? -

Avec &, donnée par (2.34), et dans ce cas:

( Nz + Mpu + o[zl u), si <VH,z>>0

erollzpm :®— ¢ N(z +wun| < VH,z > l% +uz| < VH,z > |3

| +vs <VH, 585> | <VH,z > |3) + Mp+o(jzf%,p), si < VH,z><0

avec vy, vz, v3 sont données respectivement par (2.42),(2.44),(2.46).

Regroupons maintenant ces résultats dans le théoréme suivant

Théoréme 2.2 .

Sous les hypothéses Hy),Hy),Hy)' Hs), H) ,si la trajectoire de "Grazing" est une partie d’une
orbite périodique hyperbolique p(t) de période mT.m > 0; pour y = 0, Alors | ‘application de
Poincaré globale s’écrit localement de la maniére suivante :

¥)Si FY # F3

Nz + My + o|zf, y1), si <VH,z>>0
P:z— ‘

Nw| < VH,z > l%-{-M;L—{—o(le,/,o), st < VH,z >< 0

Avec w est donnée par (55).
¥) SiFP=Fy:=F

;

Nz + Mp+ o]z, 1), st <VH,z>>0

P:z— J N(z+v)| < VH,z > |} +wz| < VH,z > |}

| tvs < VA, 8hr > | <VH,z> B + Mu + o(|z|?, 1), st < VH,z><0
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Avec !

2\/— 1,8%F, 32F1 o  OF 8F1 3F1 BFQ
e AEh_Fhy F-3(G2P + 202 )F
< VA, 8F1F> 3 oz 8z 8r Ox
oz
1 or, BFl 8% F 8F dF]
- 3 ( )F[“ < VH, a0 -F' >
< VH, O(;ip ox Ox 3 Ox *8r Ox
2 8%F
-3 < vE(C2pEs)
PE
+<vr 208 ——«VH( 2)2F >}
dr Oz 3
vy = 2v2 oF, 9H,
cvg,Bp yos o
Ox
et
-2v2 an oF,
v B 9F; 5 ox )k
<VH,—F><VH,—F>

8z Ix

Exemple 2.1 Considérons le systéme autonome suivant

F(z,p), sizo <0

(2.50)

FI(SC,,LL), st T2 > 0

—(z2+1 3 D24 —1)~
Avec F](il?,/.t): (1‘2+ )+6(J?l+(:z;-z+ ) + )( 931)
zy + ez + (22 +1)2 4+ p— 1)(—z2 — 1)
Pz, ) = —2z2 + 3) + el + (m2 + 12 + p ~ 1) (~11)

o\ el @ - D - )

Choisissons S := {(z1,z2) € R?, H(z1,79) = 0} avec H(z1,23) = —2y
* = {(z1,22) € R?, 25 < 0},5™ = {(z1,72) € R% 25 > 0}.
1/ Vérifions les hypothéses Hi),Hy),H,)' Hs),He) de "Grazing" au point (0,0) :
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. H(0,0)=0

0 0)
. VH(0,0) = (_1> # (0)

-1
. < VH(0,0), F;(0,0) >= 0, avec Fi(0,0) = ( )
0

d®H(¢:(0,1))
dt?

. 0 -1 0 -2
On a :Q—FA(O,O) = | , 2%;—;"1(0,0)_ =
9z 1 —2) 9= 2 —Fle

5 0
'dé%(o’ O)FI(O:O) = (-f)l) ) %(0’0)F2(070) = <_2)

‘{ZH(¢2(O’ t))
dt?

. PH
P00 50,00 > + < S Fl0.0, (0,0 >

P H($,(0,1))

dit? li=o =1>0,

,t=0=2>0

@

Alors le point (0,0) est un point de "Grazing", les conditions permettant d'éviter les solu-

tions de "sliding" sont aussi vérifiés en effet:

1
Soit L = ( ) , < L,VH(0,0) >= 0 et
0

< L, F1(0,0) > . < L, F5(0,0) >=< L, F;(0,0) >*=(-1)*=1> 0.

2/ Determinons 1'application de Poincaré associé au systeme (2.50) :

- Calculons tout d'abord une solution du systéme (2.50) dans S™:

On a
z = Fy(z, 1) (2.51)

passons aux coordonnées polaires et posons :
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Ty =1cos6, r3 +1 = rsind, alors le systdme (2.51) s*écrit:

— r=re(l —p—r2)

(2.52)
0=1

Une solution de ce systéme est :

1
1—pn

1 1 —9e(1— )ty =L
¢t,;;(7‘0) 90) = ((l——_/.t- + (13 - )6 2:(1 ‘)t) 2,4+ 90)
0

D’autre part, pour u = 0, le systéme (2.50) devient:

. F(z,0), size <0
z= (2.53)
Fy(z,0), sizg >0

et la solution de (2.53) est

) 1 ~2ety 3L
9e0(10,80) = (1 + (55 = De™) T £ + 05) = (r(1), 6(2))
0 .
- Caleulons maintenant M et N pour le systéme (2.51):

Le systéme (2.51) possede pour 4 = 0 un cycle limite r = 1 stable si ¢ > 0.

Pour ry = T30+ 1,0 =0et t = 2%, r(t) doit définir Papplication de Poincaré éxacte notée

P'donnée par:
o 1 1 1 -1
P N _ —4ne(1-pu) 5
- On a
oF —dms .
Bp |=0m=0 = €74 = N

oP 1, _
Wlmu,#zu =5 -1)=M

¢
r4

- Calculons alors les coefficients Uiy Virr; 0 = 1,2, 3, défini dans le théoréme 2.2 on a

- 0 —-2¢) 52 0 -
_ %2-%(0, 0) = ,ig(o, 0) = €
z 0 —6c) 92 0 —3s
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6F1 2 —1 2—¢ aFZOO 2 _ —4 €
) ( 7 (0.0 = (—25 —1+4s2) ( (©.0" = (—e ~4 + e

520, 0)‘9F1 (0,0).F(0,0) = (f)

75

0F2

-2 4e
%(0 O)aF1 (0,0) =
Oz e —2+¢?

(2002 0,0) - (1) 0 9y2p0,) - (4)
p 92 €

sl 20 F1

62

avec: f{ =-1,f2=0

62F‘ ——(0,0)F%(0,0) = ( 0 ) %?(0 0)F2(0,0) = (O>

—€

S B
(- ) v2 2 3 -1

1 .
On choisit la section de poincaré IT = {(z1,22)/z1 = 0} avec 7 = ( ) c'est- a- dire
0

32F1 )2 ok F]_

(0,0)F2(0,0) = 22 12 oy & 0) + (D)

(o 0) + (f7 (0 0)

et donc :

(< }r,ﬂ" > Q)

Alors:
—6v2+3 (1 - 2v2)z, 0
Vin = y U2nT = yUse =
(3e - V2 3vV2z, -V2

et donc l'application de Poincaré globale est :

e™4 e + §(e74™ — V)i + o(|z|, w), siz <0
P:z—

e (2 + V2(2e + Po?) + L™ = 1) + 0|z, 1), siz >0

93



2.2 L’application de Poincaré pour les systémes p.w.s définis

de part et d’autre de surface en corne ou "corner-collision"

Considérons le systéme suivant:

Fy(x), si Hi(z) <0, Hy(z) < 0 (région S,)
T = (2.54

Fiz), ailleurs i.e (région S,)

Avec z(t) € D C R R, F, sont deux fonctions véctorielles (au moins C2),H;, Hy sont

ouvert
deux fonctions définissant les ensembles 21, s telle que:

Ly ={z ¢ R"/H:(z) = 0}

et :

X2 = {z € R"/Hy(z) = 0}

L'intersection entre ¥, et L, forme une corne noté C telle que I'angle entre ¥; et 9 est

différent de 0 c¢'est- a- dire tel que :

>
VHiAVHy #0 (H7)

L et By sont deux surfaces de codimension 1, et C est de codimension 2 (Voir figure 30)
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Figure 30

Le passage des trajectoires entre les deux régions Sy et S, se fait de deux manidres: extérieur

et intérieur par rapport & C, Ces trajectoires sont donc topologiquement distinctes, ce qui veut
dire qu’en réalité on a deux types de collision: collision interne et collision externe.

Supposons que le systéme (2.54) possede une orbite Périodique notée p(t) dans S, qui coupe C

en un point c, et telle que leg champs de vecteurs F1, F sont tangents a C (ietangents a T; et

22 au point d’intersection c).

Calculons aintenant I'application de Poincaré dans ces deux cas :
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2.2.1 Application de Poincaré pour les systémes P.W.S correspondant a

une collision éxterne (ou "External corner collision")

Etudions la dynamique du systéme (2.54) autour du point d'intersection ¢ (Voir figure 31)

(on rameéne pour simplifier le point ¢ en 0; enéffectuant un changement de variables).

Figure 31

Pour éviter les solutions ou il se produit un glissement sur la surface on immpose les conditions

<VHi(z),F(z) ><0, <VH, (), Fi(z) >>0, i=1,2 Vzew.CC (Hg)

/

Et en appliquant le méme raisonnement que pour le cas du "Grazing", on calcule les
applications ZDM et PDM.

1°7¢ étape: Calcul dc Papplication ZDM:
Utilisons alors une approximation du flot ¢i(z,t) associé au systéme (2.54) au voisinage du
point = 0,c’est- a- dire :

Zi;)o(rt-*-ﬁ—?)-*"o(“x'lz”thtz),Z = 1’2 (SI)

@i(z,t) =z + FPt+ ( 5

telle que : ¢;(z,0) =z

alors la construction de la ZDM qui permet de déplacer le point zg & z3 ( illustré sur figure 32),
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se fait en 3 étapes :

{ay

Figure 32

* Résoudre le systéme (S1): en partant de zo pour arriver & z; pendant un temps (—t;) avec
Hi(z1) =0

* Résoudre le systeme (S2): en partant de z; pour arriver z2 pendant un temps sy avec
Hy(z9) = 0.

¢ Résoudre le systéme (S1): en partant de x5 pour arriver & z3 en un temps t; — so.

Par construction, ¢; est solution de I’équation:
Hl(:zsl) =0 ie. H(@l (o, —t (Io))) =0. (2.55)
le développement de Taylor d’ordre 1 de H 1 autour du point z = 0,f = 0 est donné par:

SH. OH
—t (xo)gll(% (%0, —£1(20))) (zo,t1)=(0,0) + 3—x;‘(¢1 (o, =t1(%0)))(z0.21)=(0.,0)T0

OHy 8¢
+o(lol, t1) = ~t1(zo) -8}5152]—1(%, —1(%0)))(0, 0)+
OH, 0
By \P1(70, ~t1(0))) (0, 0)o + o(fol, t1) = ~ty(wo) < VHY, FY > +

< VHY, 2o > +o(|zo, £1). (2.56)
< VH}, zp > .

2.56) = t;(xp) = —2 212 %0 > _ 2.
(2.56) = t;(xo) SVEL TS + o(|xol) (2.57)
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D’autre part, & partir de (S}), z; s’écrit:
z1 = ¢1(Z0, —t1(x0)) = To — FTt1(Z0) + o(|zo|).

De la méme maniére, déterminons le temps sy solution de I’équation:

Ha(z2) = Ha(dy(z1,52(21))) =0,

On trouve:
s (:17 )_ < VH3z1 >
VT T CVHS Fe S
Ty s’écrit aussi:

Ty = ¢p(T1, 52(T1)) = 71 + F'52(71) + 0(|21]).

et finalernent, on obtient:

3 = ¢1(z2,t) — 52)
= 23+ I7(ti(z0) — s2(x1)) + o|z2])
= I1+ F3sa(z1) + FY(t1(z0) — sa(z1)) + of|z1))
= o — FTt1(zo) + Fysa(z1) + F{t1(z0) — FPs2(z1) + o(|zo))

- ot ———*<<é§{;’g)> < VHS, 21 > +0(|0])
= zo+ LD v o - B Ss) > +olla)
= 1o+ ?(%——%};K VHS 2o > — < v%,ﬁ{’—j—i%%’% >) + of|xof)
= 19+ %K VHS 79 > — < VHS, F? > (:—“%%é >)) + o(|zol)
On note :
- VH?

i = W,i=l,2,02=J2’- <J2,F?>J1
[ A |
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alors (2.61)devient:

I3 = Io+(Ff—Fg)(<J2,xo>—<J2,E‘]o >< Jl,xo >)+0(l:110|)
= zq+ (Ff —F‘;) < Jo— < J2,F? > J1, %o > +0([$Uo|)
= 2o+ (F? - F3) < ag, 79 > +o(|xo|)

Alors on a:

proposition 2.4 Sous les hypothéses (Hy) et (Hg), Uapplication ZDM notée llzprs au voisi-

nage du point de frolement est définie localement par:

T, avant l'intersection
Ozpm iz —
x + (FY — F3) < az,z > 40o(|zol), aprés lintersection

avec ag est donnée par (2.62).

2¢me¢ gtape: Calcul de I'application PDM:
Posons 2. = (y,2) avecy € R",z ¢ R""1.

On choisi une section de Poincaré notée T, telle que :

transverse au champ de vecteurs( /7. /)7, la construction de I'application PDM qui permet de
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déplacer le point zg & z3 (voir figure 33) se fait de la maniére suivante:

Y
0 '
Xy
—
H =0
Figure 33

¢ Résoudre le systéme (1), en partant de zo = (0, z9) pour arriver & r; = {¥1,21) en un temps
(—t1) avec Hi(z,) = 0.

* Résoudre le systéme (S2), en partant de x; pour arriver & 3 en un temps sy avec Ho(ry) =0
¢ Résoudre le systéme (S)), en partant de x5 pour arriver 4 z3 en un temps (—ts).

On fait les mémes calculs que le cas de ZDM et pour simplifier on note F; = (f;, ¢;)

Ou f; est la 1°™® composente dely et g; regroupe les (n — 1) autre composentes de Fy et on

obtient :

¢1ﬁ((y)z)’t) = (y + fzot + 0(3’1 Izl); z+ gt")t + O(ya lzl))

ff #0,i=1,2 par la condition de transversalité.

En particulier:y; = — f{1(0, 29) + o(zq) et :

23 = (0, 2) = ¢1(z2, ~t3(22)) = (y2 — fPt3(x2) + o(ya, |22]); 22 — gta(x2) + (e, |2]))
ceci immplique:

0= yp — fta(z2) + oly2, |22]) = t3(z2) = L + o(ys, |2a))
1
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et :

73 = 73 — gyt3(x2) + o(ya, |2]). (2.63)
Utilisons (2.57),(2.58),(2.59),(2.60), alors (2.63) s*écrit;
zy = 21+ g3s2(y1,21) — 97ta(y2, 22) + o(y1, |21])

= 20— g7t1(0, 20) + ¢352(y1, 21) — g3t (y2, 22) + o(yo, |z0])

= 20— g:‘l)tl(or ZO) + t3(y2r Z-)) + 9352(:‘/] 1 Z]),+ 0(?/0, IZO,)

o SVHY, zog > —f21(0, 20) + f352(y1,21) o < VH; 7 >
= 20— + @=L
= 2 —g;%sxyl,zl) + g852(y1, 21) + oy, |ol)

1

_ o oS < VHS i >

(-9 + 0 %) < VH 2o >
= z +m—,§—>(< VHS, 2o > — < VHS, F? > W) + (| 20])

1S VHS VHS < VHS, 2o >

_ o —_° J4 —_— 2 - —_— s — AN - >,
T et AR g s < Sm s B Sy s) o)
alors on a:

proposition 2.5 Sous les hypothéses (Hy) et (Hsg). Vapplication PDM, notée Tippp au voisi-

nage du point de frollement est définie localement par:

z, avant lintersection
[Ipprr iz —

Z+ (%f&’ - g%) < a3,z > +o(|2]), aprés lintersection

Ot a3 € R™ ! est le vecteur composé de (n — 1) composantes de ay donné par lezpression
(2.62).
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Application de Poincaré pour les systémes P.W.S autonomes dépendant d’'un paramaétre

correspondant a une collision externe

On suppose maintenant que le systéme (2.54) dépend d'un paramétre u et que pour g = 0.
Ce systéme posséde une orbite périodique z(t) = p(t) telle que z = 0 = p(0) est le point
d’intersection de p(t) avec C et supposons de plus que p(t) est hyperbolique et isolé. Dans
ce cas, on utilise la section de Poincaré I" et on donne une approximation de I’application de

Poincaré éxacte notée ., pé,r :
er : 2= p*z + ¢ u +0(|2], 1) (2.64)

avec p" une matrice (n —1)(n ~ 1) et ¢* un vecteur non nul de dim (n — 1).
Pour simplifier on suppose que I’application I1pp s ne dépend pas de p,alors on obtient Papplication

de Poincaré globale, en composant ITppy,s avec 115, et alors on a:

p*z+q*n+o(|2),u), avant Iintersection
f3

H;crOHPD-’W P2 p*(z + (g?.'f—é' - gg) <ayz >)
1

+q*1 +o(lz], 1), aprés lintersection

Regroupons ces résultats dans le théoréme suivant:

Théoréme 2.3 .
Sous les hypothéses Hy) et Hg);si la trajectoire de frélement ou "corner-colliding trajectory” est
une partie d’une orbite périodique hyperbolique p(t), pour u =0, alors Uapplication de Poincaré

globale associée dans un voisinage de p(t) s’écrit localement pour le systeme (2.54):

(

P z+q'u+o(|z, ), avant lintersection

2= P+ (@ - 68) <af,z>)

+q*u+o(lzl. 1), apres Vintersection
\

avec p* et ¢* sont donnés par (2.64) et aj est le vecteur composé de (n—1) premicre composante

de ay donnée en (2.62).



Application de Poincaré pour les systdmes P,W.S non autonomes dépendant d'un

parametre correspondant & une collision &xtérne

Maintenant, on considére que le systéme (2.54) dépend d’un paramétre u et est non autonome

avec des coeflicients périodiques de période T i.e

Fo(z,t, p) si Hy(z) < 0, Hy(z) <0 (région S)
&= (2.65)

Fi(z,t, 1) ailleurs (région Si)

On suppose que (2.65) admet une orbite périodique et hyperbolique p(t) de période mT, avec
m > 0 pour g = 0 telle que le point de frélement z = 0 = p(0) est unique dans un voisinage
de p(t), et donc une approximation locale de Y'application de Poincaré exacte notée per au

voisinage du point = = 0, z = 0 est donnée par:
Uper : 2 — px + g + o(|z]. p). (2.66)

avec p une matrice n X n et ¢ un vecteur non nul de dim n.
Pour simplifier, on suppose que I'application I1zpa; ne dépend pas de u. Alors I'application de

Poincaré globale est obtenue en composant Iz py; avec Ilper et alors on a:

7
pT +qu + o(|z|, ), avant Vintersection

Hperollpppr : z — J oz + (F? - F3) < as.z >)

| +ar+o(jz|, ),  apres intersection
Et donc on a le résultat suivant:

Théoré&me 2.4 .
Sous les hypothéses Hy) et Hg) ;si la trajectoire de frélement est une partie d’une orbite péri-
odique et hyperbolique p(t) de période mT avec m > 0 pour i = 0, alors lapplication de Poincaré

globale dans un voisinage de p(t) pour le systeme (2.65) s’écrit localement de la maniere suiv-
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ante:
pz+qu+o(|z|, 1), avant Uintersection

2= { b+ (B —F3) <ap,z>)

| Far+o(l2l,p),  apres Vintersection

avec p,q donnés par (2.66),a; est donnée par (2.62).

2.2.2 Application de Poincaré pour les systémes P.W.S correspondant a

une collision intérne (ou "Internal corner collision")

Pour étudier la dynamique du systéme (2.54) dans ce cas (voir figure 34), les conditions pour

éviter les solutions de glissement sont:
<VHi(z),F(2) >>0,< VHy (2), Fi (2) >> 0,i=1,2.Vz € v, C C (Hy)

Ces conditions sont choisie de maniere que les champs de vecteurs Fy, Fy sont choisis de la

maniére illustré sur la figure suivante:

(@} oA AF 4

Figure 34

Les mémes type de calculs sont faits que pour le paragraphe précédent, mais en éffectuant cette

fois une rotation de —gﬁ ce qui se rameéne 4 remplacer -V H, par VH; et VH; par VH,.
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(Voir figure 35)

(b] . A; ' (C) A 4z ;‘:.,

Figure 35

Et donc on a pour le systéme non autonome (2.65) le résultat suivant:

Théoréme 2.5 .
Sous les hypothésesHy) et Hg);si la trajectoire de frolement du systéme (2.65) est une par-

tie d’une orbite périodique hyperbolique p(t) de période mT' avec m > Q0 pour p = 0, alors

Uapplication de Poincaré est donnée localement par:

pz + qu + o|z|, 1), avant lintersection

z— ¢ plz+ (F§ - FY) <ay,z>)
+qu + of|z|, p), aprés Uintersection

Avec ay = J1— < J1, F§ > Jp telle que J; = 2—%1—},7; et p et q sont donnés en (2.66).

Et pour le systéme autonome (2.54) on a:
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Théoréme 2.6 .
Sous les hypotheses Hy),Hy );si la trajectoire de frélement du systéme (2-54) est une partie d’une
orbite périodique et hyperbolique p(t) pour p = 0, alors 'application de Poincaré globale 8’écrit

localement :
p*z+q¢*u+o(|z],u),  avant Uintersection
2§ pr(z+ (930 — o) <al,z>)
+q*u+o(|z|, ),  aprés lintersection

avec a} est le vecteur composé de (n — 1) composantes de a1, et p*,¢* sont donnés en (2.64).

Illustrons ceci par un exemple:
Exemple.
Considérons le systéme suivant:
z=17,
si 2>0,y>0,y<z tanf (région Sp)
=6
v (2.67)
r=e¢(a—r),
ailleurs (région S;)

9 =1,

Avec z + 1 =rcosf,y =rsinb,y,4, B, ¢ et a sont des contantes réelles telle que :

0<ﬁ<g, §>~ tanf

1. Vérifions les hypotheses de corner collision:

Ecrivant le 2®™¢ sous systéme de (2.67) en fonction de X = (z,y)T, on a:

{ g=¢e(z+1)(a— V(@ +1)?+y?) -y

y=ceyla—/E+ 12 +yD)+(z+1)

On choisit: Hy(z,y) = -y, Ha(z,y) = ycosp — zsinf
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De plus:

0 —sinf

VH, = yVHy =
-1 cosf
>

e<VH,F >=-1<0 e <VH,F)>=-6<0
o <VH3, F} >=cosf3 >0 ® < VHy, F§ >={dcosB > 0.

Pour a = 1 le systéme (2.67) posséde un cycle limite stable si € > 0, ce qui donne une

"External corner-collision" (Voir figure 36).

131 o o fly=U )
B ..J;,'
Sia
4
/) v
i s N X
E:‘ ur\gn\'f.qw-uu’;\h‘fr' e
7 8y o)
Figure 36

2. Calculons Papplication de Poincaré:
On choisit la section de Poincaré I = {(z,y) € R%/y = 0,z > —1} et alors l'application de
Poincaré associée est :

zo — P(zo)
Une solution du systeme (2.67) dans la région (S) s’écrit:

arget

t) =
T‘( ) CL'I‘QCEat +a— 7.0-‘

0(t) =0p +t

avec g < O(rg < 1).
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Pourrg =294 1,0 =0et ¢t = 2m, r(t) défini P'application de Poincaré C’est-a-dire :

(].(’.Co+ 1)62507
a(wo + 1)e?o™ o (o + 1)

o — P(Zo) =

Alors pour z4 > 0, on a:

zotanf -~ rotanf
=0+ = —_—_— = {7 — =
fh=0+0(z)), s Ytanf — §’ b=ti—s 8 —~tanj3

Et en coordonnées polaire au temps %, on a:

Feosh = zg + vt +1; Fsind =t

et (ro,6o) par (7, a) dans 7(t), on a alors:

a.;:e~sa(21r—a

= Ig >0

Ty —
fe~ea(2r-8) 4 o _ 7

avec T, ¢ sont en fonction de zg.

Cette application exacte, nous donne 'application globale PDM, on prend lk=a—1, et on note

v u+1 e2s(p+1)m
Pu(r) = (u+1)

re2s(u+)w
OP,(r 96 AP, (r e
%lr:l,ﬂﬂ»‘ =€ 2T =~ ‘N’ ';1' ),7'=1,#=0 =l-e %72 M

Ainsi, on a f¢ = L9, 95 =718 =6.

Calculons a3, on utilise (2.62), alors on a:

—ging T
a9 = . y 0
—rsin8 + dcos3

tans
Ytans3 — §

et donc a; =
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Alors V'application de Poincaré globale du systeme (2.67) est donnée par

- e~ 27y + (1 - 6—257’)(0, ~1), sizg<0

Zg — e—2e7r
_ p—2em -1 H 0
6(——————5 — 7tanﬁxo) +(1-e%")a—-1), sizo>
Conclution :

Dans ce chapitre,on a présenté,une classe spéciale d’application de Poincaré associées a des

systémes hybrides continus par morgeaus,ces résultas seront utilisés dans le chapitre suivant

pour étudier des bifurcations spécifiques correspondant a ce type de systémes
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Chapitre 3

C_bifurcations et Controle d’un

cycle limite

Dans la preumiére partie de ce chapitre,les C_bifurcations concernants les orbites associées
aux systémes continus par morgeaus(appelés C_ bifurcations) sont présentées .Dans la dexiéme

partie ,un controle de cette bifurcation est proposé pour les systémes définis dans R?.[& ], [#].

3.1 C_bifurcations

Considérons le systéme paramétré suivant :

&= f(z,t, 1) (3.1)

avec z(t) € R", f: R™! — IR™ une fonction continue par morceaux, u € IR” un vecteur
parametre.
On suppose que 'espace de phase de (3.1) est séparé par plusieurs régions G; pour lesquelles f

est continue.

Définition 3.1 Si une partie des trajectoires de (3.1) est continue et non dérivable sur lun
des bords de G; noté ¢, et que pour une certaine valeur de p il existe une trajectoire tangente

a ce bord, alors on appelle cet évenement la C-bifurcation ou "border-collision bifurcation”
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(Voir figure 37).

Figure 37

Soit Ly une orbite périodique tangente & ¢ pour u = py (powr simplifier on prend pg = 0).
Soit D une section de Poincaré convenablement choisie transverse au champ de vecteurs
dans un coté de ¢ et soit My le point fixe sur D correspondant au cycle limite Lo, on note par
S une droite ;UI‘ D qui passe par Mg et on suppose qu’elle comporte aussi les points des autres
trajectoires tangents & ¢.S divise 'espace de phase en deux régions D~ et D7 telle que les

trajectoires qui émergent de D~ coupent ¢, mais les trajectoires qui passent par D* ne coupent
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