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Chapitre 1

Introduction

1.1 Un peu d’histoire

Pour qui veut avoir un apercu sur I’histoire des perturbations singuliéres, on
recommande I’annexe du livre Singular Perturbation Methods for Ordinary
Differential Equations de O’Malley, Jr [43]. Cela dit, nous tenons a sig-
naler quelques dates importantes. La premiére est celle du début historique
des perturbations singulidres qui remonterait 4 1904, quand L. Prandtl [46]
a présenté un travail dans le domaine de la dynamique des fluides lors du
Troisitme Congrés des Mathématiciens & Heidelberg. La deuxiéme est celle
de lutilisation pour la premiére fois du terme “perturbation singuliére” par
K. Friedrichs et son étudiant W. Wasow, en 1946, dans [17]. La troisiéme
est en rapport avec les travaux de Tykhonov [54] et de ses étudiants [56]
et a Papparition du trés recommandé¢ livre Asymptotic Ezpansions for Or-
dinary Differential Equations de Wasow [58]. Puis, & peu prés & la méme
époque, dans les années 70, s’est développée d’une part I’approche non stan-
dard et d’autre part la théorie géométrique. L’approche non standard de
la théorie des perturbations d’équations différentielles ordinaires a mis le
doigt sur 1’existence de solutions canard et a donné un éclairage nouveau aux
problémes de retard a la bifurcation (voir par exemple [57], {32], [3]). L’idée
d’utiliser I’Analyse Non Standard dans la théorie des perturbations des équa-
tions différentielles s’est développée au sein de I’école Reebienne. L’Analyse
Non Standard est aujourd’hui devenue un outil bien établi dans la théorie
asymptotique. On peut s’en assurer en regardant la classification mathé-
matique (34E18 2000 MSC). Le fondateur reconnu de la théorie géométrique
des perturbations singuliéres, basée sur la théorie des variétés invariantes, est
N. Fenichel [14]. Signalons enfin le développent relativement récent des per-
turbations singuliéres dans la théorie de la commande et surtout les travaux
de Kokotovic et Khalil [27], [25]. Entre problémes a valeurs initiales et prob-
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

lémes aux limites, équations différentielles ordinaires, aux dérivées partielles
ou stochastiques, la variété des problémes singuli¢rement perturbés est tres
étendue.

1.2 Un peu d’exemples

Quel sens donne-t-on aux perturbations 7 Un probléme (P.), une équation
différentielle ou aux dérivées partielles par exemple, dépendant du parametre
e, peut s’avérer difficile & résoudre. Supposons que I'on est plus & Paise de-
vant le probléme (P.,) obtenu pour une certaine valeur & de €. On peut
alors espérer en déduire des informations sur d’éventuelles solutions de (F.)
pour des valeurs de ¢ voisines de €. Soit en effet Z,(t) une (ou la) solution
de (P.,) de variable indépendante . Existe-t-il une solution z.(t) de (P:) qui
soit proche de Z, (t) pour € proche de g ? Si oui, cette approximation a-t-
elle lieu pour toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles T, (t) est définie ? Pour
¢ proche de o, on dit que le probléme (F;) est une perturbation du probléme
(P.,). Ce dernier est appelé probléme réduit ou non perturbé. Dans la théorie
des perturbations d’équations différentielles, le probléme (P.) est une famille

d
d’équations différentielles Z_F (z,€) on z est dans un ouvert de R" et ¢
est dans un sous-ensemble de R¥. La famille (P.) est alors une déformation

a k parameétres de (P.,), i.e. de Z—i = F(z,¢&). Nous dirons un mot dans le

chapitre 2 sur cette approche des perturbations en termes de déformation et
sur V’introduction d’une topologie permettant de récupérer le sens que le mot
perturbation devrait avoir. Lorsque (P.) dépend agréablement du parametre
g, de sorte que l'on peut appliquer la théorie de dépendance continue par
rapport aux paramétres (et éventuellement aux conditions initiales), la lit-
térature parle de perturbation réguliére : si Ze,(t) est définie pour t € {0,T]
avec Z,(0) = o, il existe une solution z.(t) de (F.) définie au moins sur
[0, T}, de condition initiale a(¢) telle que Elmsl T (t) = Teo (t) €t Ehr? ale) = a,
—€0 —£0

la convergence étant uniforme par rapport & ¢ dans [0,T]. Nous donnons
quelques résultats classiques dans le premier paragraphe du chapitre 2 et
nous parlerons du Lemme dit de I’Ombre Courte dans ce méme paragraphe
mais plus en détail dans le chapitre 5. Ce lemme est un résultat de la théorie
non standard des perturbations d’équations différentielles. Comme exemple
simple, ou le point sur la variable dénote la dérivation par rapport a ¢, on
perturbe I’équation différentielle

t+x=0,

TR 1R Y TR | 1
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1.2. UN PEU D’EXEMPLES )

de condition initiale 1, donc de solution Z,(t) = ™%, pour obtenir ’équation
t+z+ex® =0,

de condition initiale cose. On sait calculer dans cet exemple la solution
exacte du probléme perturbé, en 'occurrence

cos€
ecose —et(1+ecose)

Ze (t) =

On a bien

lim z.(t) = Zo(t) et lim cose =1
e—0 e—0

pour tout ¢ > 0. Quand on veut aller au dela de la premiére approximation,
on cherche une solution du probléme perturbé sous forme d’un développement
asymptotique formel de puissances de €. Le premier terme sera bien sir
la. solution du probléme réduit. Pour cette approche, il faut ajouter des
conditions de régularité par rapport aux arguments (voir chapitre 2 et [42]).
En pratique, le parameétre ¢ représente une quantité physique que le fait de
négliger n’influe pas beaucoup sur les résultats.

Si la solution z.(t) du probléme perturbé (P.) ne dépend pas contindment
du parametre €, on parle de perturbation singuliére. La convergence de z.(t)
vers une solution du probléme réduit (P.,) n’est pas uniforme par rapport
a t. Cette “cassure” se voit généralement sur de trés petits intervalles de la
variable indépendante t. Ces intervalles sont appelés couches limites ou libres
selon qu’ils se trouvent aux limites de U'intervalle de définition de la solution
du probléme réduit (P.,) ou & l'intérieur. Voici encore ’exemple simple de
I’équation linéaire

et+z=1, z.(0) = zo

dont la solution exacte est
Te(t) = 1+ (zo — 1)e~"/e,

pour t > 0. Le probléme réduit, obtenu pour € = 0, est I’équation algébrique
z = 1. Plus généralement, la présence d’un petit parameétre ¢ devant la
dérivée du plus grand ordre d’une équation différentielle est un signe probable
de perturbation singuliere. En posant ¢ = 0, on perd en effet au moins
un ordre de dérivation et la définition du probléme réduit devient parfois
ambigué vis-a-vis de la condition initiale. Dans ’exemple, la solution du
probléme réduit ne vérifie la condition initiale que si zo = 1. Si zg # 1, la
solution exacte ne converge pas uniformément vers la solution du probléme
réduit quand € — 0 puisqu’elle tend vers la fonction discontinue valant zg
ent=0et 1 pourt> 0. Notez que la solution exacte s’écrit comme somme

AT 0 | W TR
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

d’une fonction de t (ici la fonction constante 1) et d’une fonction du temps
dit rapide (streched time) 7 = £ (ici (zo — 1)e™™). Cette derniére tend
vers 0 quand 7 — +o00. Nous traftons uniquement les cas de perturbations
singulieres dits de type couche. Mais il faut savoir qu’un autre type, dit
séculaire, concerne le cas ou la solution du probléme réduit est définie pour
tous les temps positifs, mais n’est une bonne approximation d’une solution du
probléme perturbé que sur un intervalle de temps de longueur de Pordre de
k/e, ot k est une constante non nulle. Le principal outil d’investigation de ce
genre de problémes est la méthode de moyennisation de Krylov-Bogolyubov-
Mitropolsky [28]. Par exemple la solution explicite du probléme & valeur
initiale
&= (z+¢)? z(0,6) =0,

est donnée par
z(t,e) =

_s,
1—et

pour tout ¢ € [0, 1/¢[ tandis que la solution du probléme réduit est la solution

nulle pour tout ¢ > 0. Certains auteurs ne rangent pas ces problémes dans
la classe des perturbations singuliéres.

1.3 Ce que nous développerons

Précisons dés maintenant qu’une annexe en page 93 est consacrée & quelques
définitions et théorémes classiques se rapportant & la stabilité en général.

Nous portons notre intérét & une forme particuliére de systémes qui est
parfois qualifiée par les théoriciens de la commande de modeéle standard des
perturbations singuliéres. Ils sont du type

dz |
A F(z,y,¢), 2(0) = a, (11)
- = G(z,y,¢), y(0) = B.,

ol z et y sont des vecteurs et ¢ est un réel positif suffisamment petit. Les
fonctions F, G et les conditions initiales o, et 3, sont continues par rap-
port & leurs arguments. La multiplication de la dérivée par € met en défaut
l'utilisation de la théorie de dépendance continue des solutions par rapport
aux parameétres. En effet, en remplagant ¢ par 0, la premiére équation du
systéme dégénére en une équation algébrique. Le probléeme obtenu ne peut
pas satisfaire les conditions initiales (ag, 8,). Notons au passage que de tels
systémes dits algébro-différentiels ont donné lieu & des études indépendantes
et intéressantes en soit comme dans [5], [8] et [9]. IIs sont justement résolus

MW T T Wm0
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comme limites de systémes obtenus en introduisant artificiellement un petit
paramétre qu’on fait tendre vers zéro. On ne peut espérer qu’une solution
éventuelle du probléme (1.1) converge uniformément vers celle supposée con-
nue du probléme obtenu pour & = 0. C’est bien un probléme de perturbation
singuliére. L’approche classique pour la description du comportement des
solutions de (1.1) quand ¢ — 0 pour 0 < ¢t < L, ou L peut &tre infini, est
celle des échelles de temps multiples. Nous adoptons naturellement le vo-
cabulaire de la cinématique ou la variable indépendante ¢ est désormais le
temps et (z(t), y(t)) la position d’un mobile dans I’espace de phases a l'instant
t. Dans ce cas, 1'échelle est double et on parle de champs ou de systémes
lents-rapides. On effectue généralement le changement de 1’échelle du temps
T = t/¢ (temps rapide) qui transforme le systéme en

dr

— = F(z,y,¢), z(0) = a,

g (z,9,€), z(0) 12)

E_' = €G($,y, 5)7 y(O) = /Bs’

et o nous conservons les mémes notations pour les variables. Ce probléme
est une déformation 4 un parameétre du systéme

dz

— = F(z,9,0), z(0) = ay,

(% (2,9,0), z(0) = o 13)
E,; =0’ y(O)=IBO

Relativement & la composante y qui demeure d’abord proche de sa valeur
initiale B,, la composante z varie trés vite et est approchée par la solution
de P’équation dite de la couche limite

dz
d_'r = F(.’L’, :307 0)7 x(O) = Qp-.

C’est la phase rapide du mouvement. On définit alors I’équation rapide' par

d_a:
dr

ou la composante y est considérée comme un parameétre. La théorie des
perturbations réguliéres donne, sous des hypothéses convenables, une ap-
proximation des solutions de (1.2) par une solution de (1.3) pour des temps
7 de Vordre de 1 seulement, correspondant donc & des temps ¢ de I'ordre

= F(IL‘, Y 0)’ (14)

1C’est cette équation qui est appelée parfois équation de la couche limite, mais nous
réservons cette derniére appellation & I’équation rapide assujettie & une condition initiale
(voir aussi la note au bas de la page 9).

0 O ) w0 e
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de . Tl s’agit de décrire alors la phase lente du systéme d’origine (1.1) et
nous allons voir qu'elle dépend du comportement des solutions de 1’équation
rapide (1.4).

Une solution de (1.4) pourrait ne pas étre bornée quand 7 — +00, ou
tendre vers un point d’équilibre, ou vers un autre type d’attracteur. Ce
comportement dépend naturellement des données initiales. Le Théoréme de
Tykhonov [54], [59] décrit le comportement limite (quand € — 0) du systéme
(1.1) quand les solutions de (1.4) tendent vers un point d’équilibre £(y), ot
z = £(y) est une solution de I’équation

F(z,y,0)=0

définissant ce qu’on appelle la variété lente de (1.1). Aprés une transition
rapide prés de la variété lente, la solution supposée unique du systéme (1.1)
est approchée par la solution supposée unique du probléme réduit défini par
W _ 6(e(s),1.0), ¥0) = B
En fait, Tykhonov ne fait dépendre de ¢ ni le second membre du systéme ni
les conditions initiales. Ce résultat était obtenu pour F, G et & continues et
avec 'hypothése de stabilité asymptotique de I'équilibre &(y) uniformément
par rapport & y. Les approximations y sont données sur des intervalles de
temps finis.

Quand les trajectoires de I'équation rapide tendent vers un cycle T'y de
période T(y), le Théoréme de Pontryagin-Rodygin [44] décrit le comporte-
ment limite du systéme (1.1). Aprés une transition rapide prés des cycles,
Ia solution supposée unique du probléme (1.1) est approchée par la solution
supposée unique du systéme moyennisé

dy B 1 T(y) . _
Et- = F(—y—)/(; G(CL' (T,y)vya 0) dT, y(O) - 'BO’

o z*(7,y) est une solution périodique de 'équation rapide (1.4) d’orbite ['y.
Ce résultat était obtenu pour des champs de vecteurs F' et G au moins deux
fois continfment différentiables, avec ’hypothése de stabilité asymptotique
des cycles pour ’approximation linéaire. Ici aussi, les approximations sont
données pour des temps finis.

Une discussion sur I’idée de perturbation comparée & celle de déformation
[51] a conduit C. Lobry et al. [33] & étendre le résultat du Theoréme de
Tykhonov aux systémes qui se trouvent dans un petit voisinage du probléme
perturbé. Les auteurs ont considéré pour cela la famille de problémes de
Cauchy

EL = f(x’y)v $(0) =

g = g(z,y), ¥(0) = 6, (1.5)

N L w0 e
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définis sur ’ensemble

T ={(%, f,9,a,8) : Q ouvert de R**™ (a, B) € Q,
f: Q=R g:0Q— R™ continues}

muni d’une topologie convenable. Le probléme (1.5) est étudié pour € assez
petit et (2, f, g, o, B) suffisamment proche d’un élément (€, fo, go, ayg, By) de
T dans le sens de la topologie définie. Lorsque I’équation rapide

' = fo(z,y) (1.6)

admet pour tout y dans un sous-ensemble compact de R™ un point d’équilibre
z = £(y) asymptotiquement stable uniformément par rapport & y (£ est une
fonction continue sur le compact en question), on définit I’ équation lente? de
(1.5) par

¥ =90(£(¥),v),

et le probléme réduit par

y= gO(f(y)’y)v y(O) = BO' (17)

Ce dernier est supposé admettre une solution unique §(t) définie sur un in-
tervalle [0, 7). Il est montré principalement dans [33] (voir aussi dans le
chapitre 3 ’énoncé du théoréme 3.1.1, page 25) que, sous des hypothéses
convenables, toute solution (z(¢), y(t)) du probléme (1.5) est définie au moins
sur [0,T)] et est approchée par (£(3(t)), §(t)) pour tout ¢t €]0,T], cette ap-
proximation pouvant étre prolongée a t = 0 uniquement pour la composante
y(t). Un phénomeéne de couche limite s’observe en effet pour z(¢) en ¢t = 0.
L’approximation de la phase rapide est donnée justement par la solution de
I’équation de la couche limite

' = folz, By), z(0) = ap.

Nous proposons de donner une preuve topologique du Théoréme de
Pontryagin—Rodygin dans le méme esprit que [33]. Supposons que ’équation
rapide (1.6) du probléme (1.5) admet pour tout y dans un compact une so-
lution T (y)-périodique z*(7,y) non triviale orbitalement asymptotiquement
stable (i.e. d’orbite un cycle I', asymptotiquement stable) uniformément par
rapport 4 y. Le probléme réduit est défini par

) T(y)
y = —f(l—y—) / golz"(7,),9) dr, 4(0) = fo. (18)

20n distinguera ainsi le probléme réduit de 1'équation lente méme si plus souvent dans
la littérature la premiére expression est utilisée pour les deux.

R UL A | N | TRAE T | 11
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Si g(t) est la solution unique de (1.8), définie sur [0,7], nous montrons
(Théoréme 3.1.3, page 26, mais aussi [52]) que, sous certaines hypothéses,
toute solution (z(t),y(t)) du probléme (1.5) est définie au moins sur [0, 7).
La composante y(t) est approchée par §(¢) pour tout 0 < ¢t < T et la com-
posante z(t) est trés proche du cycle 'y mais pour 0 < ¢t < T, puisqu’une
couche limite est visible en ¢ = 0. Plus encore (voir remarque 6.1.6, page
64), la trajectoire de (1.5) oscille autour de I'yy) pour 0 < ¢ < T avec une
période proche de eT'(7(t)). La solution supposée unique de 1’équation de la
couche limite approxime la phase rapide.

En ajoutant une hypothése d’existence d'un équilibre asymptotiquement
stable des problémes réduits (1.7) et (1.8), une extension des résultats de
Tykhonov et de Pontryagin—Rodygin & un intervalle de temps non borné est
obtenue respectivement dans [33] (voir aussi ’énoncé du théoréme 3.2.1, page
29) et dans le présent travail (théoréme 3.2.2, page 30 ; voir aussi [52]). Si, &
la place des équilibres, il existait un autre type d’attracteur ou simplement un
ensemble invariant asymptotiquement stable pour (1.7) et (1.8), les solutions
du probléme perturbé continueraient & “vivre tout le temps”. Néanmoins,
les approximations précédentes ne seront généralement plus vérifiées pour des
temps trés grands. C’est le cas dans le paragraphe 4.2.2 ou nous donnons les
approximations des solutions de (1.5) quand l’équation lente (1.7) ou (1.8)
admet un cycle limite stable (théorémes 3.3.1, page 30 et 3.3.2, page 31).

Considérons le systéme suivant (exemple 4.1.1, page 33)

ET = —T+ Yy,
y=~y’z +ey. (1.9)

Les équilibres z = y de I’équation rapide 2’ = —z + y sont (gobalement)
asymptotiquement stables. L’origine de ’équation lente y = —y3 est aussi
(globalement) asymptotiquement stable. Le théoréme 3.2.1 affirme que les
solutions de (1.9) tendent vers lorigine quand £ — 0 et ¢ — +o00. Ceci ne
signifie pas que 'origine de (1.9) est asymptotiquement stable. En effet, on
établit par linéarisation que c’est un point selle pour toute valeur positive de
. De méme, soit le systéme () (exemple 4.1.3, page 34)

ETy = —Tg + Iy («/:r%—f—x%—l—i—e) (\/x%-{-x%—l—s) (1-z2 - 12),
€Ty = Ty + T2 (\/x§+:v§—1+s) (\/:c%-}-z%—l—s) (1 - z2 — 22),
. Y
y=-yzr.
On montre que ’équation rapide
2
)= -z + 1y (\/:E% + 2% — 1) (1-z2 — ),
Th =T, + T2 (\/:r% + 3 — 1) (1— 22— z2),

U7 L O | 8 [ U 111" (Y
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admet un cycle non trivial I' asymptotiquement stable. On montre que
’équation lente s’écrit

.

¥y=""%5"

Son origine est asymptotiquement stable. D’aprés le théoréme 3.2.2, les
solutions de () tendent vers Ty x {0} quand ¢ — 0 et ¢ — +oo. Cette
courbe est pourtant répulsive pour le systéme (X) comme on peut le voir en
passant aux coordonnés cylindriques.

Une question naturelle se laisse poser : quelle notion peut-on déduire des
limites des deux exemples précédents ? On rappelle dans le paragraphe 4.1,
sous des hypotheses de régularité C' (champ continiment différentiable), le
résultat qui dit que la stabilité exponentielle des équilibres des équations
lente et rapide assure la stabilité exponentielle de 1’équilibre correspondant
du probléme singuliérement perturbé. La seule stabilité asymptotique ne
suffit pas, & cause de sa non robustesse sous U'effet d’une perturbation. Nous
verrons cependant que le la stabilité exponentielle des équilibres des dy-
namiques lente et rapide n’est pas une condition nécessaire pour la stabilité
asymptotique de celui correspondant du probléme d’origine. Toutefois, dans
le sous-paragraphe 4.1.4, nous introduisons la notion de stabilité pratique en
nous référant d’une part a [34], [35] pour la notion elle méme et d’autre part
a [6], [53] pour la terminologie adoptée, initialement, & des problémes de
stabilisabilité des systémes. Cela consiste & dire grosso modo que si la stabil-
ité de lorigine de I’équation lente et des équilibres de I'équation rapide est
asymptotique, I'origine du probléme lent-rapide “semble asymptotiquement
stable” quand € — 0. Nous donnerons dans le paragraphe 4.1.4 les définitions
exactes mais pas uniquement pour des sytémes & deux échelles de temps.

Les théorémes 4.2.1, page 43 et 4.2.2, page 44, sont alors des résultats de
stabilité pratique, conséquences des théorémes 3.2.1 et 3.2.2. Ils affirment &
partir de ces derniers que le probléme (1.5) admet un point (respectivement
une courbe fermée) dans 1’espace de phases qui est Pratiquement Asympto-
tiquement Stable (PAS) quand ¢ — 0 dans un sens qu’on aura défini. Nous
affirmons dans le théoréme 4.2.3, page 45, que (1.5) admet une courbe fer-
mée dans lespace de phases qui est PAS quand ¢ — 0, en nous basant sur le
résultat du théoréme 3.3.1. Enfin, comme conséquence du théoréme 3.3.2, le
théoréme 4.2.5, page 46, met en évidence un tore PAS quand ¢ — 0.

La présentation et les énoncés des résultats sont faits dans le cadre des
mathématiques classiques ZFC (Zermelo-Fraenkel, plus axiome du choix).
Les preuves seront toutefois données dans le langage IST (Internal Set
Theory) qui est une approche axiomatique de I’Analyse Non Standard de
A. Robinson [47] due a E. Nelson [41]. Nous consacrons pour ce faire le
chapitre 5 & une bréve introduction a l'univers non standard et nous y car-
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actériserons les principales notions utilisées dans nos énoncés. De telles nou-
velles formulations sont dites externes. Le chapitre 6 contient les versions
externes de nos résultats qui se réduisent, par un procédé algorithmique
élaboré par Nelson, en les résultats énoncés classiquement, dits internes. Les
preuves y sont intégrées. Nous y établissons en plus des résultats externes de
stabilité d’on découleront les théorémes de stabilité pratique du chapitre 4.
En plus des quelques exemples émaillant ce travail, nous étudions en
derniére partie (chapitre 7) un modele issu de ’écologie des populations, en
I’occurrence une chaine alimentaire & trois niveaux trophiques : la proie, le
prédateur et le superprédateur. Les multiplications de la proie et du préda-
teur y sont du méme ordre mais nettement plus élevées que la croissance du
superprédateur. Nous obtenons ainsi un systéme & deux échelles de temps et
nous en étudions la dynamique rapide. Nous utilisons enfin la théorie précé-
dente pour décrire I’évolution du superprédateur. Nous justifions au passage
des travaux antérieurs [30] ou la dynamique du superprédateur n’avait été
décrite qu’heuristiquement lorsque le sous-systéme proie-prédateur présente
des oscillations rapides. Des détails supplémentaires sont donnés dans [60].

0 Ly w0 IR
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Chapitre 2

Perturbations

2.1 Perturbations réguliéres

Considérons les problémes 4 valeurs initiales (problémes de Cauchy) suivants
& = f(t,z,€), z(to) = ale), (2.1)

ol f est une fonction définie et continue sur [to, t1] X U X [—€0,€0] & valeurs
dans R™ et U est un ouvert connexe non vide de R™. Le résultat de dépen-
dance continue des solutions par rapport aux parameétres et aux conditions
initiales affirme ceci : si f est localement lipschitzienne en uniformément
par rapport & t et ¢ et si la fonction a(e) est continue, alors la solution
z(t,€) de (2.1) “vit au moins aussi longtemps et prés” de la solution zo(t) du
probléme

& = f(t,z,0), z(to) = a(0), (2.2)

obtenu en remplagant € par 0, pourvu que € soit suffisamment petit. En
pratique, il s’agit donc de donner une approximation de la solution inconnue
z(t,€) de (2.1) par la solution zo(t) connue de (2.2), du type convergence
uniforme de la premiére vers la deuxi¢me quand ¢ — 0 ou, mieux encore,
différence des deux d’un certain ordre dépendant de . L’équation d’origine
est ce qu'on appelle le probléme perturbé et la deuxiéme le probléme non
perturbé ou réduit. Dans ce cadre, (2.1) est une perturbation réguliére de (2.2).
Un résultat aussi connu et englobant le précédent donne des approximations
de z(t,€) par des développements de Taylor en €. Plus précisément, nous
avons :

Théoréme 2.1.1 [25] Supposons que :

1) f est continue et posséde des dérivées partielles jusqu ‘a l'ordre N + 1
continues en (z,€),

13
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14 CHAPITRE 2. PERTURBATIONS

2) a et ses dérivées partielles jusqu’a lordre N sont continues dans
[—80, 60];

8) La solution unique zo(t) du probléme (2.2) est définie dans l'intervalle
[to, t1] et zo(t) € U pour tout t € [to, ta].
Alors, il eziste €* €]0,¢0] tel que pour tout |e| < ", le probléme (2.1) admet
une unique solution z(t,€), définie sur [to, 1] et satisfaisant

N-1

z(t,e) — 3 zk(t)e* = O(eY).

k=0

Les coefficients ), sont obtenus en résolvant les équations

&0 = f(t,70,0), To(to) = a0 := (0),
(f}k = A(t)l‘k + gk(t, .’Eo(t), ...,:Bk_l(t)), (Ek(to) = Qf, k= ]., ceny N — 1,

o A(t) est la jacobienne O0f /O évaluée en T = zo(t) et e = 0, le terme gk
est un polynéme en Ty,...,Tk—1 4 coefficients dépendant contindment det et
de zo(t) et les oy sont les coefficients du développement de Taylor de a(e).

1l est clair que pour N = 1 on retrouve le théoréme de dépendance con-
tinue par rapport aux parameétres et aux conditions initiales. Lorsque f est
analytique par rapport & chacune de ses variables, le théoréme dit de Poincaré

[e o]
donne, pour ¢ assez petit, z(t,e) = Y zx(t)e* avec convergence uniforme de
k=0
la série sur [to, t1]. Toutes ces approximations sont données sur un intervalle
de temps fini. En ajoutant une hypothése de stabilité exponentielle de la
solution zo(t) de (2.2) définie cette fois pour tout ¢ > o, on peut obtenir une
approximation sur [to, +oo[. Plus exactement, nous avons:

Théoréme 2.1.2 [25] Supposons que :

1) f : [to, +oo[xU x [—€0,€0] — R" est continue et bornée et qu’elle
posséde des dérivées partielles jusqu’a Uordre N +1 continues et bornées par
rapport & (z,€),

2) a et ses dérivées partielles jusqu’a Uordre N sont continues dans
[_60,60];

3) Le probléme (2.2) posséde un point d’équilibre =* exponentiellement
stable,

Alors, il existe €* €]0,q] et p > 0 tels que pour tout |e| < e* et tout l|la(e) —

z*|| < p, le probléme (2.1) admet une unique solution z(t, &), uniformément
N-1
bornée sur [to, +0o| et z(t,€) — 3 k(t)e* est de l'ordre de eV uniformément

par rapport &t > to > 0.
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2.2 Perturbations singuliéres

2.2.1 Théorie de Tykhonov

Dans son célébre papier de 1952, A. N. Tykhonov [54] présente sa théorie sur
les systémes d’équations différentielles contenant de petits paramétres dans
la dérivée. Ce sont en occurrence des problémes de Cauchy non linéaires du
type lent-rapide comme le systéme (1.1) mais ot les fonctions F et G ainsi
que les conditions initiales ne dépendent pas explicitement du parametre €.
Nous rappelons ce résultat repris dans le chapitre X du livre de W. Wa-
sow [59], Asymptotic Expansions for Ordinary Differential Equations. Nous
considérons le probléme

dz
£ —? = F(.’IJ, y), .’17(0,5) =&, (23)
_d-% = G(IE, y), y(O,E) = ﬂ’ .

otz € R* et y € R™. Avec les mémes notations que dans le sous-
paragraphe 1.3 du chapitre 1, on définit I’équation rapide

dz

- = F(z,y). (2.4)

Le Théoréme de Tykhonov sera énoncé moyennant les hypothéses suivantes:
Hypothese A : Les fonctions F et G sont continues sur une région ouverte
Q de R*™.

Hypothese B : Il eriste une fonction continue ¢ : R™ — R" définie pour
y dans un compact K de R™ d’intérieur non vide et telle que les points
(£(y), y)yex sont dans @ et F({(y),y) =0

Hypothese C : La racine = = £(y) de Uéquation F(z,y) = 0 est isolée, i.e.
il existe un réel § > 0 tel que les relations y € K, |z —E(y)| <d et = # £(y)
impliquent F(z,y) # 0.

Tl est clair que les points z = £(y) sont des positions d’équilibre de
I'équation rapide (2.4). Les deux hypothéses suivantes sont essentielles :
Hypothése D : Pour tout y dans K, le point d’équilibre x = £(y) de l’équation
rapide (2.4) est asymptotiquement stable.

Hypothese E : La stabilité asymptotique du point d’équilibre © = £(y) est
uniforme par rapport & y dans K.
On définit alors le probléme réduit associé & (2.3) par

W — Glew).y), 90 =4, 25)
z = £(y)-

0D A w1 I
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Hypothése F : Le probléme d’origine (2.3), ainsi que le probléme réduit (2.5 ),
admet une solution unique sur Uintervalle 0 < ¢t < T.

Théoréme 2.2.1 (Tykhonov) [5/] Supposons satisfaites les hypothéses A
4 F et soit (a, 8) dans le domaine d’attraction de la racine z — &(y). Alors
la solution (z(t,€),y(t,e)) du probléme a valeur initiale (2.3) est liée a la
solution (zo(t) = &(yo(t)), wo(t)) du probleme réduit (2.5) par les limites

IIII(I) .'E(t, 5) = l'o(t) = £(y0(t))7 0<t < TO;
lim y(2,€) = o), 0<t<To.

Ici, Ty est n’importe quel nombre tel que = £(yo(t)) satisfait les hypothéses
CetD pour0<t<T,. La convergence est uniforme dans [0, To] pour y(t, )
et dans tout intervalle 0 < t, < t < Tp pour z(t,€).

Nous avons dans la présentation de ce résultat intentionnellement adopté
la rédaction de W. Wasow pour insister sur Papproche historique méme si,
pour des raisons pratiques, ce dernier a pris n =2 et m = 1. Pour étre plus
précis, il est intéressant de noter que la version originale (en russe) comporte
une erreur reprise par Wasow dans I'édition de son livre ([58], 1965) mais
corrigée par la suite ([59], 1976). Tykhonov, en effet, a formulé son résultat
en n’imposant pas la propriété d’uniformité 3 Ia stabilité asymptotique de
Péquilibre z = £(y) de (2.4). Llerreur résidait dans I’énoncé et la preuve d’un
lemme assurant que le module de stabilité n intervenant dans la définition de
la stabilité asymptotique (voir en annexe la définition A.2.1) admet sous les
hypothéses du probléme une borne inférieure non nulle dans le compact K.
L’exemple simple suivant montre que cela est faux. L’ajout de ’hypothese
E s’est donc imposé (voir la discussion sur ce point par le découvreur de
Perreur, F. Hoppensteadt [20]).

Exemple 2.2.2 L’origine du systéme qui s’écrit, en coordonnées polaires,
comme suit

7= —r(A—r)?

6=1,
est un équilibre asymptotiquement stable pour toute valeur du parameétre \
dans le compact [0, 1]. Pour tout \ dans 10,1], Vorigine est le centre du cercle
de rayon X. Ce cerle est l'unique cycle limite de I’équation et il est instable
de Uintérieur et stable de lextérieur. Le bassin d’attraction de (0,0) est le
disque ouvert Dy formé par ces cycles. Si on suppose qu’il existe un module
de stabilité 1 indépendant de \ qui réalise la définition A.2.1, le disque centré
en Uorigine et de rayon n devrait se trouver dans tous les disques D). Ceci
est absurde quand on sait que les D, tendent vers | ‘origine quand \ — 0.

I ) O w0 mW
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Figure 2.1: Schématisation du résultat du Théoréme de Tykhonov dans le cas
n=1etm=2.

L’équation de la couche limite est donnée par

2 = Fap) 20 o (26)
Le théoréme dit principalement que la trajectoire C, dans 'espace (z,y) du
probléme d’origine tend uniformément, quand £ — 0, vers une courbe Co
formée de deux arcs contigus Cp; et Cos correspondant respectivement &
la trajectoire de 1’équation de la couche limite (2.6) (phase rapide) et a la
trajectoire du probleme réduit (2.5) (phase lente). Cette derniére est relevée
sur la variété A décrite par les points (£(y),y) pour y dans K, que nous
appellerons variété lente du probléme (voir figure 2.1).

Il existe des versions ultérieures du théoréme cité, utilisant des techniques
différentes, comme les fonctions de Lyapounov, demandant donc plus de
régularité pour les seconds membres du systéme étudié (voir [20], [25]). Dans
cette derniére référence, par exemple, 1'auteur impose en plus la stabilité
exponentielle des équilibres de la dynamique rapide (Théoréme 9.1, page
361).

AT D T win.. 0 s



18 CHAPITRE 2. PERTURBATIONS

Remarque 2.2.3 Ni le papier de Tykhonov, ni le livre de Wasow ne traitent
le cas de la convergence des solutions du probléme d’origine sur un intervalle
de temps infini. Hoppensteadt s’y attela dans une série de papiers (/19], [21],
[22], [23]) et établit, sous des conditions de réqularité plus restrictives, que
les résultats du Théoreme de Tykhonov sont valables pour tous les tempst >0
sous Uhypothése que le probléme réduit admet un équilibre asymptotiquement
stable. Hoppensteadt a traité aussi le cas non autonome. Nous trouvons un
résultat analogue dans le livre de Khalil (25], Théoreme 9.4, page 384) usant
la aussi de fonctions de Lyapounov mais imposant 4 la stabilité des équilibres
des deux dynamiques lente et rapide d’étre exponentielle. Nous rappellerons
un résultat plus ‘topologique’ dans le chapitre 3.

2.2.2 Théorie de Pontryagin—Rodygin

Les trajectoires de I’équation rapide peuvent aussi tendre vers des cycles.
Cette configuration a été examinée par L. S. Pontryagin et L. V. Rodygin
dans [44]. Nous reportons ici leur résultat en reconsidérant le systéme (2.3).
Hypothése 1: F et G sont deuz fonctions deuz fois contintment différen-
tiables sur une région ouverte Q) de | ‘espace R™™,

Soit K la projection de Q sur R™.
Hypothése 2 : Pour tout y dans K, Uéquation rapide (2.4) admet une solution
périodique z*(T,y), de période T(y), telle que les multiplicateurs de léquation
variationnelle correspondante sont de modules inférieurs a | unité, avec une
seule exception.

L’orbite Iy de la solution périodique est donc un cycle exponentiellement
stable. En notant par £(y) son bassin d’attraction, la région ) est identifice

a la réunion U (E(y) x {y}).
YyEK

Hypothése 3 : IT existe T} et T tels que 0 < Ty < T(y) < Ty pour tout y
dans K.
Les auteurs définissent alors le systéme moyennisé

dy

1 T(y) \ 1
it~ T(y) /0 G(z*(7,y), y)dr = /0 G(X(¢,y),y)de,  (2.7)

ou X(¢,y) = z*(T(y)¢,y). Ce sera Péquation qui régira la phase lente
du mouvement. C’est une moyenne sur les cycles. La solution de (2.7) de
condition initiale 3 est notée y(t). Cette derniére est supposée rester dans K
pour tout ¢ tel que 0 < ¢t < L < 0o. Plus précisément, on travaille dans une
sous-région compacte D de K contenant {3(t),0 < ¢t < L} entiérement dans
son intérieur.

Hypothése4: € D et a € E£(B).

Ly T w1 I
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X

(@.p)

Figure 2.2: Schéma représentant 'enroulement d’une trajectoire autour du cylin-
dre engendré par les cycles selon le Théoréme de Pontryagin-Rodygin, pour n = 2
et m=1.

Théoréme 2.2.4 (Pontryagin-Rodygin) [44] Soit (z(t,€),y(t,€)) la so-
lution du probléme d’origine (2.3) et supposons que les hypothéses 1 ¢ 4 sont
satisfaites. Il existe alors une fonction é(t,€) (“phase”), dépendant réguliére-
ment de t, telle que si § > 0, alors pour§ <t < L

do 1
& ~ T | =0
|z(t,€) — X(¢(¢,€), 4(1)| = O(e),
ly(t,€) — (1) = O(e),

uniformément par rapport 4 t.

Le papier de Pontryagin-Rodygin montre que la trajectoire du probléme
d’origine arrive en un temps de I'ordre de ¢ dans un petit voisinage de la
courbe fermée I'g x {3}, la premiére composante étant approchée par la solu-
tion de I’équation de la couche limite (2.6). Ensuite la deuxiéme composante
est proche de la solution (¢) de I’équation moyennisée (2.7) tandis que (¢, )
reste pres de Iy en oscillant rapidement autour, avec une période d’environ
€T (g(¢))- Les techniques de la preuve sont basées sur les méthodes de Lya-
pounov et sur existence d’un systéme de coordonnées le long de 'orbite de
z*(1,y) [18]. Géométriquement, la trajectoire du probléme arrive trés vite
prés de la variété (S) engendrée par les cycles I'y puis se met & s’enrouler
rapidement autour avec une lente déviation de y (voir figure 2.2).

Nous nous donnons pour but la reformulation de ce résultat dans le cas
seulement continu et son extension au cas d’un intervalle de temps non borné
(chapitre 3).
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20 CHAPITRE 2. PERTURBATIONS

2.2.3 Sur le retard i la bifurcation

La variable lente y du systéme lent-rapide (2.3) peut étre considérée comme
un parametre dynamique de bifurcation, si on imagine que le point d’équilibre
ou le cycle limite de I’équation rapide change de stabilité quand une certaine
valeur de y est atteinte. Dans son papier devenu une référence, A. I. Neish-
tadt [40] suppose d’abord que les seconds membres de (2.3), qu’il fait en fait
dépendre réguliérement de €, sont au moins deux fois contintiment différen-
tiables sur un domaine  de R**™. 1] se met dans I'une des deux situations
ol I’équation rapide (2.4) admet un point d’équilibre z, ou un cycle limite r,
non dégénérés, dépendant continfment de y- Désignons comme lui ces équili-
bres et ces cycles par la notation unique L,. Les équations lentes respectives

sont données par
dy

% - ﬁ /P Oz, y)de (2.9)

Soit §(t) la solution de P’équation régissant le mouvement lent (2.8) ou (2.9)
définie sur [to,t;] et telle que §(to) = yo. Supposons qu’il existe ¢, dans
Jto, t1[ tel que, pour tout ¢ € [to, t.[, Ly est asymptotiquement stable pour
I'approximation linéaire et perd sa stabilité pour ¢t = ¢,. Supposons aussi
que pour tout ¢ dans [to, t,[ et pour ¢ assez petit, la trajectoire vy du systeme
(2.3) se trouve dans un petit voisinage de Ly« x {3(t)}. Ainsi, & I'instant
t«, dans le cas de I’équilibre, il existe une paire de valeurs propres conjuguées
imaginaires et 0 n’est pas une valeur propre et, dans le cas du cycle, soit il
existe une paire de multiplicateurs conjugués sur le cercle unité, soit —1 est un
multiplicateur mais pas 1. Le Théoréme de Neishtadt, que nous n’énoncons
pas ici, dit que si les seconds membres du systéme (2.3) sont analytiquement
prolongeables & un voisinage de Ly, indépendant de ¢, il y a retard a la
bifurcation. Cela signifie que la trajectoire v continue & évoluer dans un
petit voisinage de Ly« x {7(t)} au dela de I'instant ¢, avant de s’en éloigner.
L’auteur donne méme une estimation du retard. Nous reviendrons sur ce
phénomeéne au sous-paragraphe 3.1.2.

2.3 Perturbations ou déformations ?

Intuitivement, lorsqu’on parle de perturbation d’un champ de vecteurs as-
socié & une équation différentielle, on pense a tout autre champ de vecteurs
“proche” du champ considéré. Cependant, comme relevé par T. Sari dans
[51], dans la terminologie classique, le but de la théorie des perturbations
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d’équations différentielles est d’étudier le comportement d’un champ dépen-
dant d'un paramétre, disons ¢, lorsque celui-ci tend vers une valeur don-
née, disons 0. II serait plus approprié de parler de théorie des déformations
d’équations différentielles (ici, déformation & un paramétre). Dans une note
en bas de page ([2], page 157), V. L. Arnold avait justement écrit : “(the
behaviour of the perturbed problem solutions) takes place in all systems
that are close to the original unperturbed system. Consequently, one should
simply study neighbourhoods of the unperturbed problem in a suitable func-
tion space. However, here and in other problems of perturbation theory,
for the sake of mathematical convenience, in the statements of the results
of an investigation such as an asymptotic result, we introduce (more or less
artificially) a small parameter ¢ and, instead of neighborhoods, we consider
one-parameter deformations of the perturbed systems”.

L’Analyse Non Standard permet de définir une notion proprement dite
de perturbations qui s’interpréte classiquement par des “petits” voisinages
dans une topologie adéquate de I’espace des champs continus sur un ouvert.
Le lemme dit de ’Ombre Courte y est un résultat basique de la théorie
des perturbations régulieres. Nous en énongons & titre indicatif une version
standard [51]. Nous le faisons pour le cas autonome bien que ce résultat
inclue le cas non autonome. Considérons 'ensemble C(U,R™) des champs
de vecteurs f : U — R™ continus, muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts.

Théoréme 2.3.1 (Lemme de ’Ombre Courte) Soit U un ouvert de R"
et fo € C(U,R™). Supposons que le probléme de Cauchy

= f()(.’l)), .’L‘(to) = Qy,

posséde la propriété d’unicité de la solution pour ag € U. Soit zp : I — U
sa solution mazimale. Alors, pour tout u > 0 et toutl € I, il existen >0 et
un voisinage V de fy tels que, pour tout a € U et tout f € C(U,R™) vérifiant
lla — aol] < et f €V, toute solution mazimale z(t) du probléme

z = f(z), z(to) = a,

est définie au moins sur lintervalle [to,l] sur lequel elle satisfait ||z(t) —
zo(B)l| < p.

Nous reviendrons sur un énoncé non standard plus général du Lemme
de I’Ombre Courte, ou [ et f; ne sont pas nécessairement définis sur un
méme ouvert. Le premier probléme du lemme est dit non perturbé (ou ré-
duit) tandis que le deuxiéme en est une perturbation. Notez dés & présent

T L R

w0 I



<u.mnninln.mumnyl . R

22 CHAPITRE 2. PERTURBATIONS

que les conditions de régularité y sont moins fortes que celles du théoréme
classique de dépendance continue par rapport aux conditions initiales et aux
barametres et que la propriété d’unicité des solutions n’est pas imposée au
probléme perturbé. Ainsi, une solution z(t) du probléme perturbé suit la
solution zy(t) du probléme non perturbé jusqu’a atteinte, par cette derniére,
de ses ensembles limites. Supposons que zy(t) tende vers un équilibre z*
asymptotiquement stable. Un résultat affirme alors que I'approximation du
lemme de ’ombre courte demeure valide pour tous les temps (on parle du
lemme de ’ombre longue). Retenons que ce résultat est, topologiquement
parlant, similaire & celui du théoréme 2.1.2 pour N = 1, mais ses hypothéses
sont moins fortes.
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Chapitre 3

Approche topologique

3.1 Approximation pour les temps finis

3.1.1 Autour de la théorie de Tykhonov

Comme dans [51], C. Lobry, T. Sari et S. Touhami introduisirent dans [33]
une topologie sur ’ensemble des problémes de Cauchy pour étudier un petit
voisinage du probléme non perturbé. Plus précisément, ils considérérent les
systémes lents-rapides de la forme

et = f(z,y), z(0) = o,
¥ = g(z,y), y(0) =5, (3.1)

o (‘) = d/dt, f : @ — R et g : @ — R™ sont continues, {2 est un ouvert de
R™™ et (o, ) € Q. L’ensemble

T = {(®, f,9,a,B) : Q@ ouvert de R**™ (o, B) € &,
f:Q—=R" g:Q— R™ continues}

est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, que
nous définissons comme étant la topologie pour laquelle un systéme de voisi-
nages d’un élément (Qq, fo, go, o, 3) est engendré par les ensembles

V(D7a) = {(Qvf’gva’ﬂ) €T: DCQ, ”f - f0||D <a, Hg’_gO“D <a,
|l = anl| < @, |18 = Boll < a},
ot D est un sous-ensemble compact de £y et a un nombre réel strictement
positif. Ici ||h|lp = supuep |lh(w)]|, ou h est définie sur le compact D &

valeurs dans un espace normé. Il s’agit donc d’étudier le systéme (3.1)
avec ¢ suffisamment petit et (2, £, g, @, 3) suffisamment proche d’un élément
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24 CHAPITRE 3. APPROCHE TOPOLOGIQUE

(R0, fo, 9o, @, By) de T dans le sens de la topologie définie. L’équation rapide
est alors définie par _

z = f0($’ y)’ (32)
ol y est un parameétre et (') = d/dr, avec 7 = t/e. On notera par la lettre T
les hypothéses des deux prochains théorémes.

T1 : L’équation rapide (3.2) posséde la propriété d’unicité des solutions
pour toute condition initiale préalablement fixée et pour tout y dans la région
d’intérét.

La variété lente du systéme est définie par I’ensemble des points de R™ x
R™ vérifiant

fO(xay) =0. (33)
Elle est constituée des points d’équilibre de ’équation rapide (3.2). On sup-
pose alors qu’il existe une variété N de dimension m qui soit contenue dans
la variété lente et qui soit le graphe d’une fonction continue sur un compact
d’intérieur non vide de R™. Plus précisément :

T2 : Il existe une application continue £ : Y — R, Y étant un compact
dans R™ d’intérieur non vide, telle que (£(y),y) € Qo pour tout y € Y et
N ={(z,y) : z = &(y), y € Y}. De plus, pour tout y € Y, z = £(y) est
une racine isolée de l’équation (3.3), dans le sens ot fo(€(y),y) =0 et qu’il
eriste un réel § > 0 tel que les relations y € Y, ||z — E(y)|| < § et = # &(y)
impliquent fo(z,y) # 0.

La troisieme hypothése est :

T3 : Pour tout y dans Y, Uéquilibre = = £(y) de l’équation rapide (3.2)
est asymptotiquement stable et son bassin d’attraction est uniforme sur Y.

Nous discuterons plus bas le lien existant entre les deux notions de stabil-
ité asymptotique uniforme et de bassin d’attraction uniforme (voir ’annexe).
En substituant £(y) & z dans la deuxiéme équation du probléme de départ
(3.1) on obtient I’équation lente

¥ =90(£(®), ), (3.4)

qui sera définie dans l'intérieur Y du compact Y.

T4 : L’équation lente (3.4) posséde la propriété d’unicité des solutions
pour toute condition initiale donnée.

En adjoignant 4 ’équation rapide (3.2), de paramétre y = 3,, la condition
initiale £(0) = ay, on obtient I’équation de la couche limite

T’ = fo(z,Bp), z(0) = ao. (3.5)

De méme que le probléme réduit consiste en 1’équation lente (3.4) avec la
condition initiale y(0) = 8, :

¥ = g0(&(y),y), y(0) = By. (3.6)
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TS : Le point B, est dans Y et o est dans le bassin d’attraction du point
d’équilibre = = £(B,).

Le premier théoréme est alors un résultat de convergence des solutions
du probléme (3.1) sur un intervalle de temps compact :

Théoréme 3.1.1 [33] Soit (Q, fo, go, @, By) un élément de T et : Y — R™
une fonction continue. Supposons vérifiées les hypothéses T1 & T5. Soit
Z(7) la solution de I’équation de la couche limite (3.5). Soit §(t) la solution
du probléme réduit (3.6) et T un nombre réel dans son intervalle positif de
définition. Alors, pour tout n > 0, il eziste =* > 0 et un voisinage V de
élément (Qo, fo, go, a0, By) de T (dans le sens de la topologie définie sur T )
tels que, pour tout e < €* et tout (Q, f,g.a,8) € V, toute solution (z(t), y(t))
du probléme (3.1) est définie au moins sur [0.T] et il existe w > 0 tel que :

Ew < 7,

lz(eT) = 2(r)l| <n pour 0 < 7 < w,
=(t) = &Il <n pour zw <t < T,
ly(t) =gl <n pour 0 <t < T.

Remarque 3.1.2 Formuler le Théoréme de Tykhonov sous I’hypothése de
stabilité asymptotique de r = &(y) uniformément par rapport ¢ y dans Y
comme dans le livre de Wasow [59], équivaut a le formuler sous [’hypothése
de stabilité asymptotique de x = £(y) pour tout y € Y avec bassin d’attraction
uniforme sur Y. En effet, on peut montrer d’une part que si x = £(y) est
uniformément asymptotiquement stable sur Y. le bassin d’attraction est uni-
forme surY. D’autre part, Hoppensteadt [20] a prouvé que si Y est compact,
alors la stabilité asymptotique de © = £(y) pour tout y € Y, avec existence
d’un bassin d’attraction uniforme sur Y, implique la stabilité asymptotique
uniforme surY.

3.1.2 Autour de la théorie de Pontryagin—Rodygin

Lorsque I’équation rapide admet un cycle limite, la théorie de Tykhonov ne
convient plus. Le théoréme qui suivra “dépouille” le théoréme de Pontryagin—
Rodygin de certaines hypothéses de différentiabilité et de stabilité exponen-
tielle pour récupérer topologiquement 1’essentiel de leur résultat.

Nous conservons sur 1’équation rapide 'hypothése 71 que nous renom-
mons P1 et les autres hypothéses seront dénotées par la lettre P.

P1 : Pour tout y, ’équation rapide (3.2) posséde la propriété d’unicité
des solutions pour toute condition initiale préalablement fizée.

P2 : 1l existe une famille de solutions z*(7,y) dépendant continiment de
y € G, ou G CR™ est un compact d’intérieur non vide, telle que :
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26 CHAPITRE 3. APPROCHE TOPOLOGIQUE

- (7, y) est une solution périodique de | ‘équation rapide (5.2) de période
T(y) > 0.

- L’application y — T(y) est continue.

- Le cycle Ty correspondant a la solution périodique =*(7,y) est asymp-
totiquement stable et son bassin d’attraction est uniforme sur G.

De I’hypothése P2, on déduit que le cycle I', dépend continfiment de yet
est localement unique, i.e. il existe un voisinage W de T, tel que I’équation
rapide (3.2) n’admet pas d’autre cycle dans W. La solution z* (T,y) est dite
orbitalement asymptotiquement stable (voir annexe).

Nous définissons I’équation lente dans Pintérieur ¢¢ de G par le systéme
moyennisé

T(y)
i = Goly) = %y) / gola*(7,9), y) dr. (3.7)

Supposons ce qui suit :
P3 : L’équation lente (3.7) posséde la propriété d’unicité des solutions
pour toute condition initiale préalablement fizée.
P4 : Le point B, est dans G et o est dans le bassin d’attraction de Lg,.
Nous nous référons a I’équation de la couche limite comme étant

' = fo(z, By), z(0) = 0y, (3.8)

et au probléme réduit comme étant

y = 90(y), y(0) = By (3.9)
Nous sommes alors en mesure d’énoncer le premier résultat.

Théoréme 3.1.3 [52] Soit (20, fo, 90, @0, By) un élément de T. Supposons
vérifiées les hypothéses P1 ¢ P4. Soit Z(7) et §(t) les solutions respectives de
(3.8) et (3.9) et L € I, ou I est lintervalle positif de définition de §(t). Alors,
pour tout n > 0, il existe un c* > 0 et un voisinage V de (Qo, fo, go, o, B,)
dans T tel que pour tout & < &* et tout (0, f,9,a,8) dans V, toute solution
((t),y(t)) de (8.1) est définie au moins sur [0, L] et il existe w > 0 tel que

Ew < 7,

|lz(eT) = Z(7)|| < n pour 0 < 7 < w,
ly(t) — gl < n pour 0 <t < L,
dis(z(t), L) < n pour ew < ¢ <L

La distance mentionnée est la distance usuelle dans R™. Pour prouver
ce théoréme, il s’agira d’établir notamment trois faits. Le premier est que
la trajectoire du probléme (3.1) atteint quasi-instantanément & l’échelle du

I TREE
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temps lent ¢ la variété engendrée par les cycles de I'équation rapide (3.2)
paramétrés par y. Le deuxiéme est qu’ensuite, tant que y est assez loin du
bord de G, la trajectoire restera prés de cette variété. Le troisiéme concerne
'approximation de ces deux phases par les solutions respectives des équations
rapide et lente. La preuve du théoréme 3.1.3 est reportée au chapitre 6.

Exemple 3.1.4 [52] L’ezemple suivant illustrera le résultat du théoréme
3.1.3 mais aussi un phénoméne de retard 4 la bifurcation qui n’est pas couvert
par la théorie de Neishtadt. Considérons le systéme lent-rapide tridimension-
nel

€Ty = Ty — yz1(1 — 22 — 23)3,

€Ty = =Ty — yzo(1 — 22 — 22)3, (3.10)
y' = x%’
d’équation rapide

Ty = x5 —yz1(1 — 22 — 22)3,

2

Ty = —1 — yza(l — 22 — £3)P, (3:11)

ou y est un paramétre. En coordonnées polaires (z; = rcos@,z, = rsin 8),
Véquation (8.11) s’écrit

—_ — +2\3
Z; _’l't‘/(l )% (3.12)

De (3.12) nous voyons que l’équation rapide (3.11 ) posséde un cycle unique
non trivial 'y pour toute valeur non nulle de Y, qui n’est autre que le cercle
de centre (0,0) et de rayon 1. Soit z*(1,y) = (cos T, — sin 7) une solution 27-
periodique d’orbite [y. Ces cycles sont asymptotiquement stables pour tout
Y <0 et instables pour y > 0. Siy = 0, Uorigine de (3.11) est un centre. Le
théoréme de Pontryagin-Rodygin ne s’applique pas car les cycles Iy ne sont
pas exponentiellement stables. Notons aussi que pour tout y < 0, le bassin
d’attraction de Ly est le plan (z1,z3) tout entier privé de lorigine, si bien
que la stabilité est uniforme sur tout intervalle G de ] = 00,0[. Soit (S) le
probléme de Cauchy consistant en le systéme (3.10) avec la condition initiale
(29,29, 4°) telle que y° < 0. Le probléme réduit est défini par

j = /2Trcosz7'd7—1 (0) = ¢/°
y—-27r ; =9 Yy =Y.

Sa solution est §(t) = y° + t/2. D’apres le théoreme 3.1.3, la solution de
(3.10) satisfait Iin(l)y(t, €) = g(t) tant que 0 < t < L < ~240. Lg remarque

0.1.6 qui sera donnée dans le chapitre 6 assurera que (z1(t,€), z2(t, €)) reste
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Figure 3.1: Une solution de (3.10) avec & = 0.1, 9= 2, 29= 2, %= —1 dans
Pespace de phase (z,, Z,,y). Les fonctions T(t,€) et y(t,€) sont respectivement
approchées par les fonctions 7(¢) et §(¢) méme aprés t = 2 on les cycles deviennent
instables.

prés du cycle Ly, en oscillant rapidement autour, avec une période approzi-
mative de 2me, c’est & dire que (t) est approchée par la solution de Véquation
moyennisée

er = —rg(t)(1 —r?)3, r(0)= (29)? + (x9)2. (3.13)

La solution de (3.13) est notée par #(t). Elle vérifie la propriété 7(—4y°—t) =
7(t), d’o 7(~4y°) = 7(0). Puisque §(—4y°) = —4°, si une trajectoire du sys-
téme moyennisée s’approche des cycles de rayon 1 pour une valeur y° < 0,
elle demeure alors proche des cycles tant que y° < g(t) < —y°. Rappelons
que, pour 0 < §(t) < —y°, les cycles sont instables - il Yy a retard 4 la bifurca-
tion pour le systéme moyennisé. La relation entrée-sortie prés des cycles est
définie par y° — —y°. D’apres le théoreme 3.1.3, la solution de (3.10) est
approché par la solution moyennisée tant que 0 <t < =290, c’est & dire tant
que ¥° < §(t) < 0. Les figures 3.1 et 3.2 sont des simulations numériques
(MAPPLE) montrant que la solution (r(t,€),y(t,€)) est approchée par la so-
lution moyennisée (7(t),§(t)) méme au-dela du temps t = —2y° o les cycles
deviennent instables. Cette approzimation a lieu asymptotiquement Jusqu’au
temps de sortie t = —4yy du systéme moyennisé. L’enroulement de la trajec-
toire de (z1(t,€), z2(t,€), y(t,€)) autour des cycles Ty se poursuit pour des
valeurs strictement positives de y, bien que les cycles soient devenus instables.
Ainsi, siy est considéré comme un paramétre dynamique de bifurcation, le
phénoméne de retard a la bifurcation relevé par Neishtadt [40] demeure val-
able quand la stabilité des cycles est asymptotique mais non exponentielle.
Cette question mérite d’étre examinée de plus pres.
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Figure 3.2: Une solution de (3.10) avec £ = 0.01, z9= 2, z9=2, y°= —1 dans
I’espace de phase (z,,Z,,y). Les fonctions T(t,€) et y(t,€) sont respectivement
approchées par les fonctions 7(¢) et §(t) asymptotiquement jusqu’au temps de
sortie t = 4 du systéme moyennisé.

3.2 Equilibre de la dynamique lente

3.2.1 Extension de la théorie de Tykhonov

Revenons aux données du paragraphe 3.1.1. Pour que les solutions de (3.1)
“vivent” pour tout ¢ € [0, 400), il suffit que I’équation lente (3.4) admette
dans ¥ un ensemble invariant asymptotiquement stable (voir ’annexe). Pour
que les approximations du théoreéme 3.1.1 soient étendues a tous les temps
t > 0, il suffit que ’équation lente admette un équilibre asymptotiquement
stable. Ajoutons donc cette autre hypothése avant d’énoncer le résultat :
T6 : Il existe un point d’équilibre yo, de I’équation lente (3.4) dans Y. Cet
équilibre est asymptotiquement stable et By est dans son bassin d’attraction.

Théoréme 3.2.1 /33] Soit (R, fo, go, o, By) un élément de T et : Y — R™
une fonction continue. Soit y., dans Y. Supposons vérifiées les hypothéses
T1 aT6. Soit Z(t) et §(t) les solutions respectives de Péquation de la couche
limite (3.5) et du probléme réduit (3. 6). Alors, pour tout n > 0, il eriste
e* > 0 et un voisinage V de I’élément (Q0, fo, 90, @0, By) de T tels que, pour
tout € < e et tout (Q, f,g,a,8) € V, toute solution (z(t),y(¢)) du probleme
(3.1) est définie pour tout t > 0 et il existe w > 0 tel que :

Ew < 7,

lz(e) = Z(7)|| < pour 0 < 7 < w,
ll=(t) — &G < n pour t > ew,
ly(t) — 5@)|l < n pourt > 0.
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3.2.2 [Extension de la théorie de Pontryagin—Rodygin

Les approximations du théoréme 3.1.3 peuvent étre obtenues également pour
tout ¢ > 0 en supposant par exemple qu’il existe dans G un point d’équilibre
Yoo de 'équation lente moyennisée (i.e. go(o) = 0) qui soit asymptotique-
ment stable. .

P5 : L’équation lente (3.7) admet un point d’équilibre 7o, dans G qui est
asymplotiquement stable et (3, est dans son bassin d’attraction.

Théoréme 3.2.2 [52] Soit (Qo, fo, go, 20, By) un élément de T. Soit §o, €
G. Supposons vérifiées les hypothéses P1 & P5. Soit #(7) et §(t) les solutions
respectives de (3.8) et (3.9). Alors, pour tout n > 0, il existe un &* > 0 et
un voisinage V de (g, fo, 9o, @0, By) dans T tels que pour tout € < e* et tout
(Q, f,9,a,8) dans V, toute solution (z(t),y(t)) de (3.1) est définie pour tout
t >0 et il existe w > 0 tel que

Ew < 7,

llz(e7) — Z(7)[] <n pour 0 < 7 < w,
|ly(t) = 5(¢)I| < n pourt >0,
dis(z(t), I'ye)) < n pour t > ew.

Le théoréme 3.2.2 sera démontré dans le chapitre 6.

3.3 Cycle de la dynamique lente

Quand I’équation lente (3.4) ou (3.7) posséde un attracteur ou un ensemble
invariant asymptotiquement stable autre qu’un point d’équilibre, on peut
établir que des solutions du probléme perturbé (3.1) existent pour tous les
temps positifs. Dans ce cas, les approximations des théorémes 3.2.1 et 3.2.2
ne sont généralement plus valables pour des temps trés grands. Les deux
résultats suivants sont aussi établis dans le chapitre 6.

3.3.1 Cas de la théorie de Tykhonov

Nous donnons ici la description des solutions de (3.1) quand ’équation lente
(3.4) admet une solution périodique orbitalement asymptotiquement stable.

Théoréme 3.3.1 Soit (Q, fo, go, @, By) un élément de T et€ : Y — R™ une
fonction continue. Supposons vemﬁees les hypothéses T1 a T5. Supposons
que Uéguation lente (3.4) admet dans Y un cycle I' asymptotiquement stable
et que B est dans son bassin d’attraction. Soit Z(T) et §(t) les solutions
respectives de I’équation de la couche limite (3.5) et du probléme réduit (3.6).
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Alors, pour tout n > 0, 4l existe e* > 0 et un voisinage V de l’élément
(Qo,fo,go,ao,ﬂo) de T tels que, pour tout e < &* et tout 2, f,9,0,8) €V,

toute solution (z(t),y(t)) du probleme (3.1) est définie pour tout t > 0 et il
existe w > 0 et w’' > 0 tels que :

fw <, 1/w < q,

ll#(e) = Z(r)| < n pour 0 < 7 < w,
12(2) — £FO) < n pour t € [ew, w’]
I¥(8) = 5@ < 7 pour ¢ € [0,w),
dis(y(t),T') < n pourt > W,
dis(z(t), &(T')) < n pourt > W

La méme notation dis est utilisée ici et dans la suite pour désigner la
distance usuelle dans R*, R™ oy R™+™, L’ensemble £(T") est bien sir I'image
de I par 'application continue £.

3.3.2 Cas de la théorie de Pontryagin

L’équation moyennisée (3.7) peut aussi avoir un cycle limite. Nous avons
alors le résultat suivant :

Théoréme 3.3.2 Soit (Q0, fo, 90, 0, By) un élément de T. Supposons véri-
fiées les hypothéses P1 & P4. Supposons que léquation lente (3.7) admet
un cycle A dans G qui soit asymptotiquement stable et que By est dans son
bassin d’attraction. Soit Z(T) et §(t) les solutions respectives de (3.8) et
(3.9). Alors, pour tout n > 0, i existe un €* > 0 et un voisinage V de
(R0, fo, g0, ao, By) dans T tel que pour tout e < * et tout (Q, f,9,a,3) dans
V, toute solution (z(t),y(t)) de (3.1) est définie pour tout t > 0 et il eziste
w>0etw >0 tels que

Ew <1/ <,

llz(em) - Z(r)|l < pour 0 < 7 < w,
ly(2) - 3(2)]] < n pour t € [0,u],
dis(z(t), T5)) < 1 pour t € lew, ],
dis(y(t), A) < n pour ¢t > o/,
dis(z(t), Ty)) < 1 pourt > o',

On peut obtenir des résultats analogues quand la dynamique lente admet
un ensemble invariant asymptotiquement stable (voir chapitre 6).
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Chapitre 4

Stabilité et stabilité pratique

4.1 Sur la stabilité

4.1.1 Tykhonov, Pontryagin et la stabilité

1l est connu que la stabilité asymptotique n’est pas robuste sous l'effet de pe-
tites perturbations. La stabilité asymptotique, disons de Porigine d’un prob-
léme perturbé réguliérement, n’est pas assurée par la stabilité asymptotique
de Vorigine du probléme réduit. Dans [25], cette question est agréablement
traitée dans le cas oi Porigine est un équilibre des deux problémes et dans
celui ou elle est un équilibre du probléme réduit uniquement. Qu’en est-il
des systémes lents-rapides 7

Avant de discuter ce point, commencons par examiner les exemples suiv-
ants :

Exemple 4.1.1 Le systéme lent-rapide planaire

€T = —T+Y,
§=—y*z +ey,

ot € est un petit paramétre positif a pour équation rapide
¥ =-z+y.

La variété lente est définie par la bissectrice © = §(y) :=y. Elle est formée
d’équilibres (globalement) asymptotiquement stables de l’équation rapide pour
toute valeur de y. En substituant, dans la deuziéme équation du systéme, £(y)
az et 0 ae, on obtient l’équation lente

y=-y.
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34 CHAPITRE 4. STABILITE ET STABILITE PRATIQUE

L’origine y = 0 de l’équation lente est (globalement) asymptotiquement sta-
ble. Le théoreme 3.2.1 est applicable au probléme pour toute condition initiale
(z0,%0) # (0,0). On a alors

: - |90l
vt > 0, lim y(t,e) = §(t) = —(———>
>0, lim y(te) =3(t) = 7 7=
; s "!JO‘
vt > 0, lim z(t,€) = ) = ———,
lim z(t,€) = £(7(*) T
Y1 >0, lin(l) z(eT,€) = Z(1) = (To — wo)e™™ + Yo,

ot (x(t,€),y(t,€)) est la solution du systéme tout entier de condition initiale
(z0,yo) et H(t) est la solution de I’équation réduite. Nous donnons la solution
#(t) de l’équation de la couche limite & titre indicatif. Sachant qu’enfin §(t)
tend vers 0 lorsque t tend vers linfini, on obtient la limite suivante pour la
solution du probléme d’origine
E*O%ltrfl&m (z(t,€),y(t,€)) = (0,0).

Cette derniére limite ne signifie pourtant pas que Uorigine du systéme, qui
est ici un point d’équilibre, est asymptotiquement stable, i méme attractive.
On vérifie d’ailleurs, par une simple linéarisation, que c’est un point selle
pour toute valeur de €.

Exemple 4.1.2 [35] Le systéme lent-rapide découplé suivant

et = —x3 + ez,
y=-y.
a pour équation rapide T’ = —x3 et pour équation lente y = —y. L’origine

de ces deuz équations est asymptotiquement stable et le théoréme 3.2.1 nous
permet d’écrire que toute solution du probléme perturbé tend vers (0,0) quand
e — 0 et t — +0o. Pourtant, Uorigine (0,0) est instable pour toute valeur
de € > 0 (linéariser ou examiner juste le signe de t).

Exemple 4.1.3 Le systéme tridimensionnel lent-rapide (¥) suivant

EL = —T2 + T1 (\/m—l-i-s) (\/—m—l—a) (1-z%-1z3),
£y = L1 + T2 (m—lﬁ-s) (m—l—s) (122 — 13),
y=—y’zi,

se transforme en coordonnées cylindriques (zy = rcosf, o = rsind, y) en

ef=r(r—1+e)(r—1-¢)(1- r?),
gd =1,
g = —r2y®cos® 6.
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L’équation rapide
r=r(r—1)%1- r?),
¢ =1,
admet un cycle limite stable Ty correspondant ¢ r = 1 (cercle de centre
Porigine et de rayon 1). Son bassin d ‘attraction est uniforme par rapport g
, Puisque c’est tout le plan (z1,73) excepté l'origine. Ce cycle correspond
par exemple & la solution 27 -périodique z*(7,y) = (cos T,sin7). L’éguation
régissant le mouvement lent est donc donnée par

(4.1)

1 27 y3

y=—-—— ¥ cos? rdr = -5 (4.2)-

271'0

L’origine y = 0 en est un équilibre asymptotiquement stable mais sq stabilité
nest pas exponentielle. On peut affirmer grice au théoréme 9.2.2 que pour
toute condition initiale (9,23, 1°) de (E) autre que | ‘origine, on a

Vt> o0, 2_{21) y(t.e) = g(t), Vt> 0, liné dis((z4(¢,¢), z,(t, €)),Ty)) =0,

ot (z1(t,£), zo(t, €),y(t,€)) est la solution dy systéme () de condition ini-
tiale (29, 23, 4°) et J(t) est la solution de (4-2) de condition initiale ¥°. Enfin,
puisque §(t) tend vers 0 quand t tend vers linfini, on obtient
e—»O}itI£1>+oo dIS((.’L'l(t, 5)7 $2(ta E)a y(t))v PO X {0}) =0.

Cette limite ne dit pas que la courbe fermée Lo x {0} dans Uespace de phases
R3 est un ensemble asymptotiquement stable. D’ailleurs, pour toute valeur de
€ >0, le cylindre formé par les cycles T, est “répulsif’ pour le systeme (%),
étant compris entre deug cylindres “attractifs” correspondant 4 r = 1 — ¢
etr = 1+e¢. Nous voulons dire par la que la dynamique rapide réelle duy,
probléme, c’est-a-dire le systéme

r=rr—1l+4+e)(r-1 —e)(1-r?),
¢ =1,

qut est une perturbation réguliére de ({.1), admet pour tout y et pour tout
€ > 0 deux cycles limites r = 1 — € et =1+ ¢ stables entourant le cycle
limite T, instable.

4.1.2 Robustesse de Ia stabilité exponentielle

En vue d’utiliser les théorémes de Tykhonov ou de Pontryagin-Rodygin pour
des fins de stabilité, on a besoin de résultats plus forts. Dans le théoréme
qui suit, nous ne faisons dépendre les seconds membres du probléme ni du
temps ¢ ni du parameétre €, et ce par souci de simplification. Le cas général
se trouve dans la littérature (voir encore [25]).

FITER

I

C T iy



LAl

MIIRTE T T mik |

36 CHAPITRE 4. STABILITE ET STABILITE PRATIQUE

Théoréme 4.1.4 Considérons le systéme

ET = f(:c,y),
g =g(z,9), (43)

ot ¢ et y sont des vecteurs, et supposons que Uorigine en est un point
d’équilibre. Supposons que équation f(z,y) =0 admette une racine isolée
z = £(y) telle que £(0) = 0. Supposons qu 51 existe des constantes positives T,
p et go telles que pour tout (y,€) € B,x]0, &), ot Br dénote la boule centrée
a Vorigine et de Tayon 7, les hypothéses suivantes sont satisfaites :

. Les fonctions f, g €t & sont de classe C' pour T — £(y) € B,

. L’origine de ‘équation lente

g = 9(&(),y),

est erponentiellement stable.
. Le point d’équilibre T = £(y) de léquation rapide

= f(:L', y)’

est exponentiellement stable uniformément en Y.
Alors il existe * > 0 tel que, pour tout 0 < € < €, lorigine du systéme (4-3)
est exponentiellement stable.

Grandes lignes de la preuve. Il s’agit d’utiliser les théorémes réciproques
de Lyapounov énoncés en annexe. Ramenons d’abord I'équilibre z = £(y) de
P’équation rapide & l'origine, en posant z =2 —§ (y). Le systéme (4.3) s’écrit
alors

d€

i = fle+ €))L + €0 (44

Y= g(z + €(y),y),
tandis que ’équation rapide devient

7 = fz+£1)y)-

Concernant la stabilité exponentielle de Porigine de l’équation lente, le
théoreme A.6.4 assure l'existence d’une fonction de Lyapounov V(y) et de
constantes strictement positives ¢y, €2, €3, C4 et g < r telles que pour tout
y € By,

%pWSVMHSQMW,
-;v@@%MS—meR (4.5)

|

< eaflyll-

i



S

r;

|
|
i

|

a i

|

4.1. SUR LA STABILITE 37

z = 0 pour ’équation rapide impliquent Pexistence, sous les hypothéses du
théoréme, d’une fonction de Lyapounov Wz, y) et de constantes strictement
positives by, by, b, by, bs et p, < p telles que pour tout z € B,,

bijlzl[* < W(z,y) < byl P2,

agf(z +§(y),y;§/ —bs||2]P?, (4.6)
Ia < b2, ”% < bs|[2] 2.

Une fonction de Lyapounov candidate pour établir la stabilité exponentielle
de I'origine de (4.4) est

Ulz,y) = V(y) + W(z, y).

En ajoutant et retranchant certains termes, on montre que la dérivée de U
le long des trajectoires de (4.4) vaut

0 = G+ 2% ey
+‘%<g<z+5<y>,y>—g@(w,y))

+%—V;(g<z+s<y>,y> — 9(6@), v)) + %"g(&(y),y)

_ W dg(y)

6= ay €0~ 9(€w).v) - Wotey), ).

En utilisant les relations (4.5) et (4.6) et le fait que g(&(y),y) et £(y)

s’annulent en y = 0, on aboutit I'inégalité
U < —allyll® = 22 + aglf2|
Faallyllllzl] + asllyll| 22 + agl| 2|2,

Sachant que ||z|| < Po, Cette inégalité se simplifie en

U s —allyll = Z P + arlf2] + 2ag] gl 2]

L Ilyl] )
= — a .
Uyl 1) ( e ) (1
£
Le membre de droite de I'inégalité est une forme quadratique en ([|yl/, ||z]]).
Elle est définie négative si les mineurs principaux sont positifs, i.e.
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38 CHAPITRE 4. STABILITE ET STABILITE PRATIQUE
a; (@ —a7) > a2, ce qui est vrai pour £ < &* = —Zala—2. Ainsi, pour
£ ag + a1ar

0 < e < ¢*, il existe une constante positive & telle que
U < —2kU.

Il s’ensuit que
U(2(t),y(t)) < e7**U(2(0),3(0)),
pour un certain réel k > 0 et donc que, d’aprés (4.5) et (4.6), il existe L; > 0

tel que
1(z(8), y@)II < L1~ (2(0), y(0))]I.

Finalement, étant donné que z = z — £(y) et que ||¢(y)]|/] lyl| est borne, il
existe Ly > 0 tel que

1(2(2), yEDII < Lae™™]|(z(0), y(0))]]-

Ce qui signifie que l'origine du systéme (4.3) est exponentiellement stable
pour tout € €]0,&*[. m

Le théoréme assure la stabilité exponentielle de Porigine du systéme
pourvu que la phase rapide a négliger soit justement tres rapide. Dans la
majorité des applications, il est raisonnable d’imposer la condition de sta-
bilité de type exponentiel, ou de type exponentiel uniforme en place de la
simple stabilité asymptotique (on dira que la stabilité asymptotique est cri-
tique lorsqu’elle n’est pas exponentielle). Les exemples 4.1.2, 4.1.1 et 4.1.3
montrent justement que la stabilité asymptotique n’est pas robuste.

4.1.3 Cas des fonctions de Lyapounov quadratiques

Nous empruntons le raisonnement qui suit 4 H. Khalil [25] pour montrer que
la stabilité exponentielle des origines des équations lente et rapide du prob-
léme (4.4) n’est pas une condition nécessaire pour la stabilité asymptotique
de Porigine du systéme (4.4). Reprenons en effet les données du théoréme
précédent mais au lieu de la stabilité exponentielle, supposons qu’il existe
une fonction de Lyapounov V(y) pour équation lente telle que

av
2y 9C€W),Y) < —nyi(y), (4.7)
pour tout y dans B,,, ot 19 < 7 et 1, est une fonction définie positive, i.e.

$1(0) = 0 et ¥,(y) > 0 pour tout y dans B.,\{0}. Supposons aussi qu'il
existe une fonction de Lyapounov W (z, y) pour I’équation rapide telle que

2 e+ 6W)0) < —anbi(a), (48)
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pour tout (z,y) dans B, x B,,, ou Po < p et 1, est une fonction définie
positive. Ces deux conditions assurent la stabilité asymptotique de l'origine
des équations lente et rapide. Pour que la stabilité asymptotique de Porigine
de I’équation rapide soit uniforme en Yy, on ajoute la condition

Wl(z) S W(z,y) S W2(Z)7 (49)

pour tout (z,y) dans B,, x B,,, ou W, et W, sont des fonctions continues
définies positives. La fonction de Lyapounov candidate pour le systéme (4.4)
sera

U(z,y) = (1-ad)V(y) + dW(z,y), 0 < d < 1,
ol d est & déterminer. La dérivée de U le long des trajectoires de (4.4) vaut
. av dow
= (1-9%L Eaid
U = ( )dy 9(€W)v) + -5~ Flz+£(),y)

+(1- d)%[gu +£).5) - 9(£(y), ¥)]

+d [%‘Z - %2/ di;y) J 9(z+ &), y)-

Les deux premiers termes de U sont les dérivées de V et W le long des trajec-
toires des problémes lent et rapide, le troisiéme et le quatriéme représentent
Peffet de I'interconnexion entre les deux dynamiques. Nous supposons enfin
qu’il existe des constantes positives B1, By et v telles que

%{g(z +E),9) ~ 9(EW), )] < Brr (1) (2) (4.10)

et

[%V; R4 dfl;y)J 96 +E(),y) < Bty (W)al(=) + E().  (411)

Les inégalités (4.7), (4.8), (4.10) et (4.11) permettent d’aboutir 4 la majora-
tion

U< - (1Y), ¥2(2)) .A. ( z:gg )

ol A est la matrice

(1-dar  —2(1-d)B, - Lds,
A = 1 1 2 Qo 2
—5-d)B—zds,  d(Z-4)
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La forme quadratique qui majore U est définie négative si

4d(1 - d)a1a2
4d(1 - d)ayy + (((1 - d)B; + dB,)?

On peut alors montrer que la valeur maximale de €q est donnée par £* =
aray/(@ry + B18,). 1l sen suit que D'origine du probléme (4.3) est asympto-
tiquement stable pour tout £ < &*.

Les fonctions précédentes de Lyapounov V et W sont dites de type quadra-
tique. Elles n’impliquent pas toujours une stabilité exponentielle qui en est
un cas particulier. L’exemple suivant le montre.

EK gy =

Exemple 4.1.5 [25] L’origine du systéme

EL = —y — T,

; 4.12
y=y-v’+z, t.12)

est un point d’équilibre. Effectuons le changement de variable z = z + Y qui
transforme (4.12) en
ez=—z+¢e(z—y?)
. ’ 4.13
Y= —y3 + z. ( )
L’équation lente est donnée par
y=-y.

Son origine est asymptotiquement stable mais pas exponentiellement.
L’équation rapide est
Z =z,

et lorigine en est un équilibre exponentiellement stable. On peut choisir
4

pour I’équation lente la fonction de Lyapounov V(y) = yz qui vérifie la con-

dition (4.7) avec %, (y) = |y|® et oy = 1. Pour Uéquation rapide, on prend
2

Wiz, y) = 52— qui satisfait la condition (4.8) avec ,(2) = |2| et ap = 1 ainsi

que la condition (4.9) puisque elle ne dépend pas de y. De méme que les con-

ditions d’interconnexion (4.10) et (4.11) sont vérifiées avec Bi=PF,=v=1.

Ainsi, Uorigine du probleme (4.12) est asymptotiquement stable (voire méme

globalement) pour tout € < e* = 0.5.

4.1.4 Stabilité pratique

Les limites des exemples 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3, bien que n’impliquant pas une
stabilité asymptotique, renferment un certain intérét. Elles traduisent une
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sorte de stabilité “apparente” des équilibres ol des cycles des systémes en
question. Un résultat affirme que 'attractivité uniforme, disons de l'origine
d’un systéme, par rapport aux conditions initiales implique sa stabilité
asymptotique (voir [18], Théoréme 38.1). Si 'uniformité de I'attractivité est
assurée pour toute condition initiale dans une boule arbitrairement grande
centrée & 'origine, nous obtenons la stabilité asymptotique globale. Etant
donné le systéme différentiel dépendant d’un parametre

= f(z,¢), (4.14)

ou f: R* x Ry — R" est une fonction continue, notons par z(t, g, €) ses
solutions telles que (0, zo,£) = zo. Nous ne supposerons pas que la limite
de f est définie lorsque £ tend vers 0. Le systéme (4.14) peut donc étre sin-
guliérement perturbé. Les deux définitions suivantes sont extraites du cours
donné par Lobry et Sari lors de I’école CIMPA 2003 de Tlemcen, Controle
Non Linéaire et Applications [35] (voir aussi des mémes auteurs le rapport
de recherche [34]). La terminologie est néanmoins empruntée & A. R. Teel et
L. Praly dans [53]. Ces derniers en font usage dans la théorie de la commande
en termes de stabilisation pratique des systémes.

Définition 4.1.6 On dit que [l'origine est semiglobalement pratiquement
asymptotiquement stable (SGPAS) pour le systéme (4.14) quand ¢ — 0 s,
pour tout R > 0 et tout r > 0, #l existegg > 0 et T > 0 tels que pour tout
e €]0,&0], tout t > T et tout zy tel que ||zo|| < R, toute solution z(t,zo,¢€)
de (4.14) satisfait ||z(t, zo,€)|| < 7.

La définition dit que toute solution vérifie lim z(t,zo,e) = 0 quand
t — +00 et £ — 0 et que la convergence est uniforme par rapport a
zo dans la boule de R™ de rayon R et de centre 0 (ie. limg,icoe—o
Sup|jzo|<rl|Z(t, To,€)|| = 0). En d’autres termes, si By et B, sont les boules
de R™ de centre 'origine et de rayons respectifs R et r, toute trajectoire par-
tant d’une boule arbitrairement grande By atteint une boule arbitrairement
petite B, en un temps fini et pour ¢ assez petit. Ceci n’est pas une attractiv-
ité uniforme par rapport aux conditions initiales comme nous le verrons dans
les exemples qui suivent. Notons par ailleurs que s’il n’était pas requis que 7'
et o soient les mémes pour tout zg, un tel 7" fini ou un tel ¢ auraient pu ne
pas exister, méme si zy varie dans un compact (voir ’exemple de Vinograd
dans (18], page 191).

Exemples : Ces exemples, vus presque tous dans [34], montrent que la
propriété de stabilité asymptotique semiglobale pratique quand € — 0 signifie
en quelque sorte que l'origine “semble” globalement asymptotiquement stable
quand € — 0.
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1. C’est le caractére de globalité de la stabilité asymptotique de Porigine
qui est “apparent” pour 1’équation & = z(ex — 1) quand ¢ — 0. En fait,
T = 0 est localement stable, mais le bassin d’attraction ] — 00,1/ peut étre
rendu aussi grand qu’on le veut.

2. Clest le statut de point d’équilibre qui est apparent pour 'origine de
I'équation & = ¢ — z quand ¢ — 0 puisque ce n’est pas un équilibre. Clest
toutefois un équilibre globalement asymptotiquement stable pour 1’équation
réduite £ = —z.

3. Pour l'équation & = z%(¢ — z), Vattractivité, sa globalité mais aussi
la stabilité sont apparentes quand £ — 0, puisque lorigine est un équili-
bre instable pour toutes les valeurs de € > 0. Clest 14 aussi un équilibre
globalement asymptotiquement stable de I'équation réduite & = —z3.

4. Dans l'équation z = —z + ¢/z, bien que l'origine soit un péle répulsif
(dans le sens ou c’est un point compris entre deux équilibres —./z et /e
attractifs) on pourait dire qu’elle est SGPAS quand & — 0.

Evidemment, 'attractivité uniforme par rapport aux données initiales
peut ne pas étre globale. Le nombre réel R n’est plus arbitraire et nous
avons la définition suivante :

Définition 4.1.7 On dit que Uorigine est pratiquement asymptotiquement
stable (PAS) pour le systéme (4.14) quand e — 0 s’il eziste R > 0 tel que
pour tout v > 0, i existe gy > 0 et T > 0 tels que pour tout € €0, o], pour
tout t > T et tout zo tel que ||zo]| < R, toute solution z(t, zo,€) de (4.14)
satisfait ||z(t, zo,€)|| < 7.

Considérons le systéme lent-rapide

€T = f(](-T, y)v
y= gO("L‘7y)7 (415)

ou fo : o — R" et go : Q9 — R™ sont continues sur un ouvert Qg de R*t™
contenant ’origine. Donnons la définition de stabilité pratique sous la forme
suivante :

Définition 4.1.8 On dit que lorigine est SGPAS pour le systéme (4.15)
quand € — 0 si, pour tout voisinage compact K C Qo de Uorigine et tout
voisinage O C Qq de Uorigine, il existe ¢g > 0 et un réel T > 0 tels que, pour
tout € €]0,&0], tout t > T et tout (o, B) € K, toute solution (z(t),y(t)) de
(4-15) de condition initiale (o, 8) est dans O.

Si K n'est pas arbitraire, Vorigine est dite PAS pour le systéme (4.15)
gquand € — 0.
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Ces définitions sont aussi formulables pour différents sous-ensembles de
P’espace des phases.

Définition 4.1.9 Un sous-ensemble M de Qg est dit SGPAS pour le systéme
(4.15) quand € — 0 si, pour tout voisinage compact K C o de M et tout
voisinage O C Qo de M, il existe g9 > 0 et un réel T > 0 tels que, pour tout
€ €]0,), tout t > T et tout (o, B) € K, toute solution (z(t),y(t)) de (4.15)
de condition initiale (o, 8) est dans O.

Si K n’est pas arbitraire, le sous-ensemble M est dit PAS pour le systéme
(4.15) quand € — 0.

4.2 Résultats de stabilité pratique

L’intérét de la notion de stabilité pratique est de pouvoir répondre a la ques-
tion naturelle suivante : “si '’équation lente (3.4) admet, disons, un équilibre
Yoo @Symptotiquement stable ou un cycle limite I, quel réle peut avoir pour
le probléme tout entier (3.1) le point (£(Yeo), Yoo) O le sous-ensemble {(I') x T
correspondants de la variété lente 7 Il n’ y a aucune raison qu’ils en soient
respectivement un équilibre ou un cycle, mais pour des valeurs trés petites
du paramétre ¢, ils peuvent en avoir l’air. Vu le caractére asymptotique de
cette propriété, un ingénieur, un biologiste,...se satisferait d’un modéle qui
semble tendre vers un état stationnaire ou oscillatoire permanent, faute d’une
stabilité somme toute idéale.

4.2.1 Cas de la dynamique lente stationnaire

A la lumiére des définitions 4.1.8 et 4.1.9, nous sommes en mesure de formuler
quelques nouveaux résultats. Le théoréme 3.2.1 nous permet d’énoncer un ré-
sultat de stabilité asymptotique pratique d’un point de la variété lente. Nous
supposons que f; satisfait les hypothéses T'1 a T'3 du sous-paragraphe 3.1.1
et que go satisfait ’hypothése T4. En reprenant les notations et appellations
du chapitre 3, on a :

Théoréme 4.2.1 Soit fo: Qo — R™ et go : o — R™ continues sur un ou-
vert Qp de R™™ et vérifiant les hypothéses T1 a T4. Supposons qu %l existe
un point d’équilibre Yy, € Y de l’équation lente (3.4) qui soit asymptotique-
ment stable. Alors le point (£(Yoo),Yoo) de la variété lente est PAS pour le
systéme (4.15) quand € — 0.

De méme, le théoréme 3.2.2 induit une stabilité asymptotique pratique
de la courbe fermée I'y,, X {J} de I'espace de phase du probléme (4.15).
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Figure 4.1: Simulations numériques de quelques trajectoires de I’exemple 4.1.1
pour € = .05 et .005 sur lintervalle de temps [0, 100].

Théoréme 4.2.2 Soit fy: Qy — R™ et 90 : 0 — R™ continues sur un ou-
vert g de R**™ et vérifiant les hypothéses Pla P3. Supposons que ’équation
lente (3.7) admet dans G un point d’équilibre §j, asymptotiquement stable.
Alors le sous-ensemble L X {Joo} de Qo est PAS pour le systéme (4.15)
quand e — 0.

La figure 4.1 montre l'effet de la diminution de la valeur de ¢ sur
Iapparente attractivité de lorigine du systéme de Pexemple 4.1.1. Au pas-
sage, elle met en évidence la nature lente-rapide du systéme puisque, en
dehors de la variété lente z = Y, les trajectoires sont quasi-horizontales. La
figure 4.2 montre que pour € = (.04, le cercle unité sur le plan y = 0 semble
attractif pour les solutions du systeme de exemple 4.1.3. Pour une valeur de
€ & peine plus grande, les deux tra Jectoires représentées semblent tendre vers
deux cercles distincts. Ce sont ceux- 14 mémes qui correspondent 4 r = 1 — ¢
etr=1+e¢.

Concernant le théoréme 4.2.2, il faut relever que Pontryagin et Rodygin
[45] ont pu obtenir un résultat d’existence et d’unicité d’un cycle d’un systéme
lent rapide pour ¢ assez petit, sous les conditions d’existence et d’unicité d’un
cycle de ’équation rapide et d’un point d’équilibre de I’équation moyennisée
tous deux hyperboliques.

4.2.2 Cas de la dynamique lente oscillante

Si I' est un cycle asymptotiquement stable de Ia dynamique lente comme
dans le théoréme 3.3.1, la courbe fermée §(T') x T contenue dans la variété
lente possede la propriété de stabilité asymptotique pratique quand ¢ — 0.
Plus précisément :
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spulene 06 apadow=04

Figure 4.2: Simulations numériques de quelques trajectoires de l’exemple 4.1.3
pour & = .05 et .04 sur Iintervalle de temps [0, 100].

Théoréme 4.2.3 Soit fo : Qo — R™ et go : Qo — R™ continues sur un
ouvert Qo de R™™ vérifiant les hypothéses T1 a T4. Supposons que l’équation
lente (3.4) admet dans Y un cycle T asymptotiquement stable. Alors le sous-
ensemble £(T') x T' de la variété lente est PAS pour le systéme (4.15) quand
e—0. '

Si M est un sous-ensemble invariant de Y asymptotiquement stable pour
I’équation lente (3.4), on peut montrer de méme que le sous-ensemble £(M) x
M de la variété lente posséde la propriété de stabilité asymptotique pratique
quand € — 0 (voir chapitre 6).

La question s’est posée dans le cas des champs suffisamment réguliers de
savoir si le probléme d’origine posséde une solution périodique d’orbite I
prés de I' pour de petites valeurs de . Certains auteurs se sont penchés sur
la question comme K. O. Friedrichs et W. Wasow [17], L. Flatto et N. Levin-
son [15], N. D. V. Anosov [1] et N. Fenichel [14]. Dans les deux derniéres
références, il a été démontré que Dorbite I' peut étre prolongée & une famille
T. si (i) T', comme orbite périodique de l’équation réduite, admet 1 comme
multiplicateur simple de Floguet, (ii) pour tout y € T, ’équation de la couche
limite correspondante admet le point T = § (y) comme un équilibre hyper-
bolique. Ce genre de conditions requiert des conditions de différentiabilité
qui peuvent assurer jusqu’a l'unicité des I'. pour ¢ suffisamment petit, une
période qui tend vers celle de I' quand € — 0 et méme la propriété de phase
asymptotique (voir sur cette derniére notion le sous-paragraphe 4.2.3).
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Exemple 4.2.4 La dynamique lente associée au systéme lent rapide suivant,
écrit en coordonnées cylindriques,

ET = —1I.
F=r(r—1+e)(r—1-¢)(1-r2), (4.16)
0=1,

est approchée par ’équation lente

qui admet donc le cercle unité I' comme unique cycle asymptotiquement sta-
ble. L’origine de Uéquation rapide, =’ = —z, est (globalement) asymptotique-
ment stable et la variété lente est le plan z = 0. On peut affirmer que pour
toute condition initiale différente de l'origine, le sous-ensemble {0} x T est
PAS quand e — 0. Mais méme si {0} x T devait étre un cycle limite propre-
ment dit du probléme d’origine, il ne serait pas stable. En effet, pour le sous
systéme

r=r(r—1+4e)(r—1-¢)(1-1r?,

=1,

de (4.16), pour toute valeur de € > 0, le cercle T est un cycle limite instable
compris entre deuz cycles limitest =1 —¢ etr = 1 + ¢ stables.

Si I'équation moyennisée (3.7) admet un cycle limite A, a chaque point
y de A correspond un cycle I, de 1’équation rapide. L’ensemble formé par
tous les cycles I'y quand y décrit A est un tore qui a la propriété de stabilité
pratique quand ¢ — 0.

Théoréme 4.2.5 Soit fy : Qy — R™ et go : o — R™ continues sur un
ouvert (g de R™™ et vérifiant les hypothéses P1 4 P3. Supposons que
Véquation lente (3.7) admet un cycle A dans G qui soit asymptotiquement
stable. Alors le tore yLéJA(Fy x {y}) dans Qo est PAS pour le systéme (4.15)

quand € — 0.

Le théoréme précédent est généralisable au cas ou il existe un sous-
ensemble M de G invariant pour ’équation lente (3.7), asymptotiquement
stable. La stabilité pratique se rapporte alors au sous-ensemble LjM(Fy x{y})

IS

de (Yo (voir chapitre 6). Notons aussi que si les équilibres ou les cycles des
équations rapide et lente étaient supposés globalement asymptotiquement
stables, il serait possible d’en déduire des résultats de stabilité semiglobale
asymptotique pratique.
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4.2.3 Sur la phase asymptotique

Dans le cas d’un systéme autonome possédant une solution périodique non
triviale, il est connu qu’on ne peut parler de stabilité asymptotique de cette
solution. C’est la raison pour laquelle les derniers résultats s’expriment en ter-
mes d’orbites. II existe une autre notion attachée aux solutions périodiques,
celle de la phase asymptotique.

Définition 4.2.6 Supposons que le systéme

i = f(z)

admette une solution périodique z*(t) d’orbite I'. On dit que la solution z*(t)
a la propriété de phase asymptotique s’il existe b > 0 tel qu’a tout point xg
vérifiant dis(zo,I') < b il correspond un réel a(z,) (phase asymptotique) tel
que la solution z(t, o) de condition initiale x, vérifie

Jim [la(t,20) - (¢ — afz)) | = 0.

La stabilité asymptotique orbitale avec phase asymptotique signifie que
pour toute condition initiale =, suffisamment proche de I', on peut choisir
une solution d’orbite T' telle que sa différence avec z(t, o) tende vers zéro
quand ¢ tend vers l'infini. C’est une sorte de synchronisation a I’infini avec
une “translatée” de la solution périodique.

Revenons au probléme traité par le théoréme 4.2.2. Quand bien méme on
supposerait, comme cela est naturel d’y penser, que la solution périodique de
'équation rapide 2’ = fy(z, Joo) de parameétre y = §, et de condition initiale
@ est orbitalement asymptotiquement stable avec phase asymptotique, nous
ne pouvons espérer obtenir, en plus de la stabilité asymptotique pratique de
I3 X {Joo}, une sorte de phase asymptotique “apparente”.

Exemple 4.2.7 Ezraminons le systéme suivant écrit en en coordonnées cylin-
driques :

er = (1~ r2)3/r, r(0) = 7o,
ed =1+¢(1-7r2)2 6(0)=6,, (4.17)
y ==Y y(O) = Yo-

L’équation de la couche limite

= (1-r2)3/r, r(0)=ry,
01 = 1, 0(0) = 907

admet le cercle unité I’y comme cycle asymptotiquement stable pour toute
valeur dey. De plus, puisque 6(t)—t = 8y, la solution périodique associée pos-
séde la propriété de phase asymptotique. L’équation réduite est simplement
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48 CHAPITRE 4. STABILITE ET STABILITE PRATIQUE

la troisiéme équation de (4.17), pour laquelle Uorigine est asymptotiquement
stable. En vertu du théoréme 4.2.2, Uensemble T'yx {0} est PAS quand e — 0.
Cependant, on sait que la soluton ezplicite de (4.17) est donnée par

2
1—T0

4 ?
\/1 + (1 - r)?

t ¢ 4
O(t) = 90 + g + Z ln(l + gt(l — 7‘3)2),

y(t) = yoet.

r(t)= |1-

On voit alors que pour tout ¢ fizé, la quantité 6(t) —t tend vers l'infini avec t.
Mieuz encore (ou pire puisque cela dte tout espoir d’une propriété de phase
asymptotique pratique), 0(t) — t tend vers l'infini quand t — +oco et ¢ — 0.
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Chapitre 5

Notions d’Analyse Non
Standard

5.1 Ce qu’est IST

5.1.1 TUn peu d’axiomatique

La théorie IST (Internal Set Theory) est une extension des mathématiques
ordinaires donnant une approche axiomatique & I’Analyse Non Standard de
A. Robinson [47]. Elle est due & E. Nelson [41]. Le point de départ en
est Paxiomatique classique de la théorie des ensembles ZFC (pour Zermelo-
Fraenkel et I'axiome du choix). Au prédicat binaire indéfini € de la théorie
des ensembles est joint un nouveau prédicat unaire standard (st) qui sera
manipulé & P'aide de trois nouveaux axiomes ajoutés a ZFC : Transfert, Idéal-
isation et Standardisation. Tous les théorémes de ZFC restent valides dans
IST. Ce qui est nouveau dans IST c’est un ajout et non un changement. Une
formule de IST est dite interne dans le cas ot elle ne fait pas intervenir le
nouveau prédicat “st” ; autrement, elle est dite externe. Voici a titre indi-
catif 1a formulation des trois axiomes ajoutés. Pour plus de détails, on peut
consulter [10] et [41]. On adopte les notations suivantes ot A et V désignent
respectivement les opérateurs logiques conjonction et disjonction :

vtz pour Vz, z standard =, 3%z pour 3z, T standard A,
viny pour Vz, z fini =, Jfing pour 3z, z fini A,
vet fng pour Votz,  fini=, 3% finy pour Iz, z fini A.

Transfert : Pour toute formule interne F(z,v1,...,Vs) Sans autres vari-
ables libres que z,v1, ..., Un, OD & :

Vo, Vo, (Viz F(z,v1, ..., Un) = VT F(z,01, ey ).

49
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Le principe de transfert dit que si la formule interne F(z, vy, ..., v,,) est vraie
pour tout standard z, elle le sera pour tous les z, pourvu que les autres
variables soient standard. Par contraposée, s’il existe un z pour lequel la
formule n’est pas vraie, il en existera un standard pour lequel la formule n’est
pas vérifiée. En particulier, si un tel r est unique, il sera nécessairement
standard. Tl découle de ceci que tout objet spécifique des mathématiques
conventionnelles comme 0, 1, 2, sin, In, 7, C[0,1], L?,... est standard, parce
que caractérisé de maniére unique. Une autre conséquence importante est
que toute fonction standard prend des valeurs standard aux points standard.

Idéalisation : Pour toute formule interne B(z,y) ol z et y sont des
variables libres mais peut-étre pas les seules, on a :

vetfny 3¢ Yy € 2 B(z,y) © 3z V*y B(z,y).

Ce principe, plus délicat & comprendre, dit que la relation interne B (z,y)ouzx
et y sont des variables libres, mais peut-étre pas les seules, est simultanément
vérifiable pour tout standard y si et seulement si elle est simultanément
vérifiable dans tout ensemble fini standard. Le principe d’idéalisation permet
notamment de démontrer que tout élément d’un ensemble E est standard si
et seulement E est un ensemble standard fini. Par conséquent, tout ensemble
infini contient un élément non standard. Il existe donc un entier naturel non
standard. Enfin, une des conséquences importantes de cet axiome est qu’il
existe un ensemble fini A qui contient tous les objets standard.

Standardisation : Pour toute formule F(z), interne ou externe, ou z
n’est peut-étre pas la seule variable libre, on a :

vz Ity vtz (z €y & 2z €z A F(2)).

Nous devons remarquer a ce niveau que seules les formules internes peuvent
définir des sous-ensembles, comme nous le reverrons plus bas. Le principe
de standardisation fournit un substitut. Il assure que pour tout ensemble
standard z, il existe un sous-ensemble standard y dont les éléments standard
sont ceux qui vérifient F. L’ensemble y est unique. En effet, deux ensem-
bles sont égaux s’ils ont les mémes éléments. Par transfert, deux ensembles
standard sont égaux s’ils ont les mémes éléments standard. L’ensemble y est
noté 3{z € z : F(2)}.

La théorie IST est une extension conservative de ZFC : tout théoréme
interne de IST est un théoréme de ZFC. Certains théorémes prouvés dans
IST sont externes et peuvent &tre reformulés de maniére a les rendre internes.
On doit en effet & E. Nelson [41] un algorithme de réduction ramenant toute
formule externe F(z,...,z,) de IST sans autres variables libres que 1,...,Zn
a une formule interne F'(z,...,Z») avec les mémes variables libres, telle que
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F = F', clest-a-dire F < F' pour toutes les valeurs standard des variables
libres. Voici la réduction des formules les plus rencontreées :

Vzr (V'y A = V*z B) =¥z 3y Vo (Vy €y A= B),
Vz (Fw Vy A = ¥tz B) =Vw Vz I/ Vo (Vy ey’ A= B),
Vz (Fw Yoty A = Fz B) = Vw 37 Jbny/ vz (Vy €y A= 3z € 2 B),
(5.1)
ot A (respectivement B) est une formule interne de variable libre y (respec-
tivement 2) et de parameétres standard.

5.1.2 Quelques définitions externes

Un nombre réel  est dit infinitésimal si |z| < a pour tout réel a stricte-
ment positif standard, limité si |z] < a pour un certain nombre standard
a, appréciable s’il est limité et non infinitésimal, et illimité s’il n’est pas
limité. Nous notons z =~ 0 pour z infinitésimal, r ~ *oo pour T illimité
positif ou négatif et = > 0 pour z non infinitésimal positif. Nous avons donc

r~0& V' >0|z| <a,
r>0& Fta>0zx > a,
z limité & 3%a > 0 |z] < a,
T~ o0& V¥ >0|z| > a.

Soit (E,d) un espace métrique standard. Deux points z et y dans F sont
dits infiniment proches, et on note T ~ y, si d(z,y) ~ 0. Un élément z
est dit presque standard dans E s'il existe dans cet espace un standard
To tel que z =~ 7. Le point zo est appelé la partie standard de z (elle
est unique) et est notée °z. Notons qu'un nombre réel est presque standard
dans R si et seulement si il est limité. Un vecteur dans R™ (n standard) est
dit infinitésimal (respectivement limité, illimité) si ||z|| est infinitésimal
(respectivement limité, illimité) ou ||.|| est une norme standard de R™.

Soit X un espace topologique standard. Un point x de X est dit infini-
ment proche d’un point standard zo, et on note aussi z =~ Zo, s1 z est dans
tout voisinage standard de xzp. Soit A un sous-ensemble standard de X. Un
point z € X est dit presque standard dans A s’il existe un standard z € A
tel que z ~ z,. Le sous-ensemble standard A est compact si et seulement si
tout point z € A est presque standard dans A. Le sous-ensemble standard A
est ouvert si et seulement si tout point € X qui est presque standard dans
A, appartient a A.

Une fonction standard f est continue en en point standard zo de son
ensemble de définition D si et seulement si f(z) ~ f(zo) pour tout z de D
tel que z ~ z,. Elle est continue sur D si et seulement si elle est continue en
tout point standard de D.
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Nous pouvons continuer & caractériser de fagon externe d’autres notions
comme la continuité uniforme, la différentiabilité, 'intégration,... mais nous
ne donnons que les notions dont nous avons besoin dans ce travail.

5.1.3 Principes de permanence

On ne peut pas utiliser des prédicats externes pour définir des sous-ensembles
(on parle de formation illégale d’ensembles). Par exemple, on peut prouver
qu’il n’existe pas de sous-ensembles L et T de R tels que, pour tout x dans R,
r est dans L si et seulement si T est limité, ou z est dans I si et seulement
si T est infinitésimal. Ce résultat sert parfois & prouver la validité d’une
propriété au-dela du domaine ou elle a été établie. Par exemple, supposons
qu’une certaine propriété interne A a été établie pour tout z limité. Si
nous admettions que A n’est vraie pour aucun z illimité, nous aurions alors
caractérisé les nombres limités par ensemble L = {z € R : A}, ce qui
est illégal. C’est un principe de permanence, dit de Cauchy. Une des plus
importantes conséquences de ce principe est le fameux Lemme de Robinson,
dont voici une des versions :

Lemme 5.1.1 (Robinson) [4{7] Soit f une fonction réelle telle que f(z) =~
0 pour tout & limité positif, alors il existe un réel illimité w tel que f(x) ~0
pour tout T dans [0, w).

Preuve. L'ensemble de tous les s tels que |f(z)| < 1/s pour tout z € [0, 3]
contient tous les limités s > 1. D’apres le principe de Cauchy, il doit contenir
un illimité w. =

A ce stade nous devons souligner toutefois qu’une collection d’éléments
d’un ensemble £ vérifiant une propriété externe F est parfois appelée, par
commodité, ensemble externe. On s’autorisera méme & la noter par un sym-
bole et & pratiquer sur elle les opérations booléennes binaires telles que la
réunion, l'intersection, le complémentaire, etc.... Néanmoins, il ne faut pas
perdre de vue que ce n’est pas un ensemble & proprement parler. Un ensemble
externe en tant que tel met en défaut au moins un axiome de la théorie clas-
sique des ensembles. Nous adopterons quant & nous 1’expression de collection
externe. Par exemple, la collection externe définie par hal(0) = {z € R: z
infinitésimal}, appelée halo de 0, n’est pas un ensemble car on ne peut pas lui
appliquer ’axiome de la borne supérieure. En effet, tout réel standard r est
plus grand que tout élément de hal(0). Supposons alors que s est une borne
supérieure de halo(0) et soit € > 0 infinitésimal. Si s > 0, alors s+& ~ 0, ce
qui est absurde car s est la borne supérieure du halo de 0. Si s est appréciable,
alors s — & Pest aussi est c’est un majorant de hal(0). Ce qui es impossible.
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