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Notations

2]

[{|ul > t}|
Cs ()

Ci° ()
D(Q)

Cy(RY)
G5 (%)

=HANVIA TV NI

Un ouvert de RV,

Le bord du €.

Pour z € RY désigne \/2? + a3 +--- + 2.

La mesure de Lebesgue de la dimension N.

La distance entre le point z € Q et 9€. Plus précisément, c’est

d(z) = inf{|x —y| : y € 002}

mesure de €); par rapport a la mesure de Lebesgue de la dimension N, plus
précisément Q| = [, dz.

Pour u € M(Q2) et t € R, c’est |[{z : |u(x)| > t}|.

Les fonctions a support compact dans €2 et k fois dérivables sur €2

(i.e.de classe C¥).

Les fonctions infiniment dérivables a support compact dans 2.
est espace C§°(12).

L’ensemble des fonctions continues et bornées de RY dans R.

est I'espace C2(Q) N {¢p € C(Q)/ ¢ =0, sur IN}.

Pour deux fonctions f et g, on écrit f = g si pour tout z; f(z) =
Pour deux fonctions f et g, on écrit f ## g si on n’a pas la relatlo
Pour deux fonctions f et g, on écrit f > g si pour tout z; on a f
f<gsig=>f.

Pour deux fonctions f et g, on écrit f = g si f > g mais f # g.
fsgsigzf.

f et g sont deux fonctions équivalentes,il existe deux constantes
¢ > 0et ey >0, tel que : (Vo) ¢1.9(z) < f(x) < co.9(x).

Si X est un espace vectoriel normé, alors | - ||x désigne la norme dans X.
L’ensemble des fonctions mesurables de 2 dans R.

L’ensemble des fonctions mesurables positives de €2 dans R, .

Injection continu.

Injection compact.

La convergence faible.

La convergence uniforme.

La boule de centre z et de rayon r.

La mesure superficielle de la sphere unité de RV, i.e. [ 9B(0.1) dx.

9.

z).
(z) > g(x).

La fonction caractéristique d’un ensemble A.
Si a € R, c’est la partie entiere de a.
Sia=(ag,- - ,a,) € N" cest la longueur du multi indice a, donné par

E?:o QG -
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Désigne x7" - 5% - - 2", pour x € R" et a € N".
olal
). 0n "
Une sous suite de la suite {u, }nen, ot 0; N — N est une application
Strictement croissante. Ainsi, {Uyox(n) fnen une sous suite de {ug(n)}n-
Les éléments qui sont dans A et ne sont pas dans B.
C’est a dire.
Presque par tout dans 2.
La premiere fonction propre du laplacien Dirichlet.
La premiere valeur propre du laplacien Dirichlet.
Désigne le vecteur normal extérieur en un point x € 9f).

La dérivée mixte de u et elle est donnée par

La dérivée normale extérieure de la fonction £ en un point x € 0.

f € L' avec f > 0.






Introduction

Les équations elliptiques & donnée L' ou plus généralement des mesures jouent un
role crucial que ¢a soit de point de vue théorique ou dans les applications.

Quitte a rappeler que le noyau de Green G(z,y) et le noyau de Poisson P(z,y) sont
les solutions respectives de (x,y € Q, z € 90Q)

-AG(z,:) = 4, dans Q,
G(x,r) = 0 sur 09,

—AyP(z,-) = 0 dans Q,
P(z,-) = 4, sur 0N,

La premiere difficulté rencontrée avec ce type d’équations est le sens pour lequel on
cherche une solution. L’équation peut étre toujours considéré au sens des distributions
mais l'espace de distributions est tellement grand qu’il est pauvre de méthodes de
résolutions.

L’étude de ces équations remontent aux fameux travaux de Stampacchia. Ensuite,
plusieurs contributions majeurs ont été suivi, on peut citer Boccardo, W.Strauss,
H.Brezis, P.Benilan, T.Gallouet, F.Murat, M.F.B.Véron, L.Véron, A.C.Ponce,
J.M.Rakotoson, J.I.Diaz, J.L.Vasquez, ...

Une question naturelle qui s’impose est la régularité maximale qu’on peut espérer
du Vu de I'équation

{ —Au = f dans Q, (1)
u = 0 sur 011,

ol  est un ouvert régulier borné de RY | f € L% ou plus généralement une mesure.

Dans cet esprit, L.Vivier et M.F.B.Véron [4] montrent que si f € L'(€,d§%) ou
a € [0,1] alors |Vu| € L(£,§7) pour certains v = v(N,a) > 0 et ¢ = ¢(N,v, ) > 1.

J.M.Rakotoson et J.I.Diaz [7] ont montré que u € W,? si et seulement si f €
L'(6%) pour a € [0,1]. En plus, dans [6] ; ils ont montré que u € W, & chaque fois
feLY(o(1+|logdl)).

J.M.Rakotoson et F.Abergel[10] montrent une explosion du Vu dans certaines
échelles lorsque la donnée f appartient & certains espaces intermédiaires entre L(§) et
LY6(1 + |logdl)).

Plus précisément, J.M.Rakotoson et F.Abergel [10] montrent d’abord que si la fonc-
tion positive f appartient & I'espace pondéré L'(,d) et elle n’est pas dans l'espace
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LY(2,6(1 + |Indl)), alors la solution u associée est dans L'(2), et son gradient explose
dans l'espace de Zygmund L(LnL). Dans la deuxiéme partie, il montre 1'existence d’un
domaine Q de classe C*™ et une fonction positive f € L'(Q,d) \ L'(Q,(1 + |Ind|)),
telle que la solution tres faible associée ait un gradient non intégrable.

Le présent mémoire vise a détailler et a analyser en profondeur ces résultats. Nous
allons explorer les différentes notions utilisées, examiner les techniques analytiques et
fonctionnelles employées, ainsi de discuter les conséquences et les applications poten-
tielles de ces résultats. Notre mémoire sera organisée en cinqg chapitres.

Chapitre 1 : On rappelle quelques notions élémentaires; les espaces de Le-
besgue avec poids, et on définit les espaces pondérés les quels nous travaillons avec
LY 1+ [Ind]), LY(Q,6(1 + |Ind])) et L(,5) 7, et on montre les inclusions 1'un
dans l'autre. On définit ensuite les espaces de Sobolev, les espaces de Lorentz, les
espaces de Marcinkiewicz ainsi que les espaces de Zygmund.

Chapitre 2 : On vas étudier I'existence et 'unicité de la solution du probléeme
pour f € LY(Q), puis f € LY(Q,6(1+|1Ind|)) et finalement pour f € L'(£,4), avec des

estimations sur Vu dans chaque cas.

Chapitre 3 : On montre que pour f € L} (Q,4) tels que f ¢ L*(Q,6(1 + |1nd])),
alors Vu explose au moins dans 'espace de Zygmund L(LnL).

Chapitre 4 : On présente un ouvert borné régulier Q de R, N > 2, et une fonction
positive f € L (2,8)\ L'(Q2, 6(1+|1n4|)), telle que la solution tres faible du (T]), vérifie
que |Vu| ¢ L*(9Q).

Appendices : Ce chapitre contient la démonstration de deux Lemmes techniques
utilisés dans les chapitres précédents.



Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Espaces de Lebesgue L”

Définition 1.1 On considére (E, %, u) un espace mesuré positif.

— Pour 1 < p < oo ; on définit :
LP(E, %, p) = {f E —- R mesumble;/ |f(z)Pdu(x) < oo},
E

munt de la norme :

Il = | [ |f<x>|pdu<x>}1/p.

— Pour p=+o00 ; on définit :

L>¥(E, % p) = {f : E — R mesurable; 3K > 0 t.q. |f(x)| < K ,p. p.p. x € E},
muni de la norme :
£ oo :inf{K >0;|f(z)] < K, p. p.p. sur E}

Si Q est un ouvert de RY. Un cas particulierement important est lorsque
du(x) = g(x) dx ou g est une fonction mesurable positive.

Définition 1.2 (Espaces de Lebesgue a poids) Lorsque du(x) = g(x)dx ; ot g est
une fonction mesurable positive, 1 < p < oo. On définit :

LP(Q,9) = {f : Q — R mesurable : / |f(z)[Pg(x)dx < oo},
Q
L>®(Q,9) = {f e M(Q);3K >0 tq |f(x)| < K ,p. pp.x€ Q}

9



10 Préliminaires.

Definition 1.1.1 (La distance au bord 4(+))
Considérons Q0 un ouvert régulier borné de RY. Si x € Q on note par §(z) la
distance de x par rapport au 0S2. Plus précisément,

d(z) = inf{|x — y| : y € 00}.
Les espaces suivants jouent un role important dans I’étude du probleme .

Définition 1.3 Soit Q un ouvert borné régulier de RY, on définit les espaces de Le-
besque L' avec poids suivants

1. LYQ,6(1+|In(d)])) = {f : Q — R mesurable ; /Q |f(2)|0(z)(1 + |In(d(x))])dz < oo} .
2. LY(Q,0) = {f : Q0 — R mesurable; /Q\f(:c)|5(:v)d:c < oo} :

3. LYQ,1+|In(d)]) = {f : Q — R mesurable ; /Q|f(a:)| (1+ [In(6(x))])dz < oo} :

4. LY(9,6|In(d)]) = {f : 2 — R mesurable ; /Q |f(2)|0(z) In(d(z))|dx < oo} :

Sl n’y a pas de confusion on note respectivement ces espaces par

LY6(1 4| In(0)]), L*(8), LY (1 + | In(d)|) et L* (8| In(4)]).

On a les inclusions suivantes.
Lemme 1.1 Soit Q un ouvert borné régulier de R, on a :
LML+ [O)) € LMQ) ¢ LAQ(1+ I@)) & LNQ.6).

Preuve :

1) Soit f € L'(Q,1+ |In(d)|). Puisque pour tout € Q on a :

1< 1+ |In(s)],

alors,

/ (@) dr < / (@) (1 + | (8)]) de < +oc.
Q Q

Ainsi, f € LY(Q).



1.1 Espaces de Lebesgue L 11

Sans perte de généralité, on peut considérer 0 € 02 et on définit pour € > 0 tres
1
petit la fonction f(z) = 5 XB(0,)(T).
2V (~ In Jo])

Noter que lorsque z est treés proche du 0 alors §(x) < |z| < 1, donc on a :

1
)| (1 +[In(d)]) dx = 5 XB(0,g) () (1 + |In(d)]) du,
LUl O o de = [ e a0 a) (1 160

> / ! (—In(8)) d,

0ere |z|N (- In|z|)®

1
— In(|z])) dz,
/Bwfm Ix!N(—lnm)?( (1)

_ : 1 N-1
= CN/O m(—hﬁ)r dr,

v

€ 1
B CN/O T(—lnr) dr = oc.

Ce qui entraine que :
fé LN 1+ [In(d)]).

D’autre part :

1
f:cdx:/ XB(0,e) () dz,
JAC e o)
) 1 N-1
= Cy . 5T dr,
or (—lnr)

= CN/ %dr<+oo,
0 r(—lnr)

alors f € L'(9).

Conclusion :L'(Q2,1+ |In(d)]) & L'(9).

2) Soit f € L'(). Il existe M > 0, tel que : 0 < |6(1 + |In(6)[)| < M.

Ensuite,

/yfy 5(1+ [ In(5))) dng/m dr < +o0,
Q Q

ce qui montre que f € L'(Q,d(1 + |In(d)])).



Préliminaires.

Sans perte de généralité, on peut considérer 0 € 02 et on définit pour € > 0 tres

petit la fonction f(z) = T  XB(0,e) (), il est clair que f ¢ L'(Q).

Noter que lorsque x est tres proche du 0 alors 6(z) < |z| < 1, donc on a :

. 6(z)(—Ind(x))
|| —0 d(z)~

=0, Vo<a<l1.

Alors on aura :

§(z)(—Ind(x))

0< 5z

<1, Vo< a<l,

ce qui implique que :
0<d(z)(—Ind(z)) <d(2)* < |z,

ce qui nous donne,

/Qlf(fv)!5(1+|1n(5)|)d$ = /Qﬁxmo,e)(xﬁ(lﬂln@)l) da,
1

IN

CN/OET—N(T+TC“) rN = dr,
= (Cy /6(1 + 77 dr,
0
= Cy (5+§5°‘) < 400.
Alors f € LY(Q,6(1 + |1In(9)])).

Conclusion : L'(Q2) & LYQ,6(1+ |In(d)])).

Soit f € LY(Q, 6(1 + | In(5)])) :
Comme § < §(1+ |In(d)]), alors pour toute f € L'(Q, (1 + |In(d)|)), on a :
/\f\(Sdm < / |f16(1 + [In(8)]) dz < +oo.
0 0

On a ainsi, f € LY(Q,0).

Sans perte de généralité, on peut considérer 0 € OS2 et on définit pour ¢ > 0



1.2 Quelques Théoremes de convergences 13

1
tres petit la fonction f(x) = - XB0,) ().

2|V 3(2) ( — In|a])®

Noter que lorsque z est tres proche du 0 alors §(x) < |z| < 1, donc on a :

1
)| 6(1+ |In(d)])dz = B(0,e) (@ 50 (1 + [1In(d)|)dz,
[ ir@1a -+ me) AXH”MWPMW (1 +] ()

¢ 1
> C / ——— (= Inr) PN ar,
N 0 TN(—lnT)2( )

€ 1
N CN/O T(—lnr)dr - e

Alors f ¢ LY(Q,6(1 + |1In(d)])).

D’autre part on a :

1
Sdr = ) 5 de,
/Q|f(x)| ) /QXB(O’ @) Vo (—lnfal)

= C’N/%dr<+oo.
0 r(—lnr)

Alors f € L'(Q,0).

Conclusion : L'(Q,6(1 + |In(d)|)) & L'(Q,9).

1.2 Quelques Théoremes de convergences

Théoréme 1.1 (Convergence monotone) Soient (E,X, ) un espace mesuré, et

{fu}nen C M croissante p.p.p.
(c.a.d. pour p.p.px € B, 0< fo(z) < fu(z) VneN)

AZO’I'S,
=
/ lim ?n( 1m /?n

Théoréme 1.2 (Lemme de Fatou) Soient (E,%, 1) un espace mesuré, et { fu}n, C
M. Pour p.p.p.x € Q, on pose f(x) = hminf fu(z), alors :

[ 46wy du < timint [ fu(a) d



14 Préliminaires.

Théoréme 1.3 (Convergence dominée) : Soit (E, X, 1) un espace mesuré. Etant
donnée { fntnen C M, tels que :

1. fo—> f p.p.p.
2. Il existe g € L' intégrable tel que : ‘fn(x)‘ <g(z) p.p.p.

Alors :
n—oo
Hf”_f“Ll(E,E,u) 0.

En particulier :

[t ) = i [ 1)

1.3 Les espaces de Sobolev

Soient Q un ouvert de RY ;1 < p < 400 .

WP (Q) = {u € LP(Q) ;5 Fg1,92,...,9n8 € LP(Q2) tel que

/u&p:—/gigo Vo € Cy° (2) Vi:1,2,...,N},

ou

X

Pour v € W?(£2), on note

ou Ou ou )

Oxy Oxy’ " Oxn

=g, et Vu:<

WHP(Q) est muni de la norme :

lullws@) = lull oo +Z |2

ou de la norme équivalente :

oy = ([l +Z =

Pour p = oo, Wh*°(Q) est muni de la norme :

Lp(Q

) st 1 <p<oo.

|l wieo () == (Su%ess]ul +su%ess]Vu]>,

avec : supess(u) = inf {k € R; |u(z)| < k p.p sur Q}.
Q



1.3 Les espaces de Sobolev 15

On pose H'(Q) := W12(Q).

L’espace H'(€2) est muni du produit scalaire :

N ou Ov
(t, 0) vy = (1, ) ey + (—,—) ,

=1
la norme associée est :

1
2

el oy = (lulaga + I VulEa@))

elle est équivalente a la norme de W'2(Q).

Proposition 1.3.1 L’espace W'P(Q) est un espace :
e de Banach pour 1 < p < o0.

o réflexif que pour 1 < p < oo.

e séparable pour 1 < p < oo.

L’espace H'(2) est un espace de Hilbert séparable.

Pour 1 < p < oo, on définit,

W()LP(Q) _ Cgo(Q)II-HWLp(Q)_

o W, 7(Q) muni de la norme induite de () est un espace de Banach séparable,
il est réflexif pour 1 < p < oo.

e Notons :
Hy () = Wy™(Q).
H}(Q) est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire de H'((2).

Théoréme 1.4 (Inégalité de Poincaré) Soient 2 un domaine borné et 1 < p < oc.
Alors il existe une constante positive C := C(Q, p) telle que :

(Vu S Wol’p<Q)> ||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q).

En particulier la quantité || Vul| Lr(q) représente une norme sur l’espace WyP(Q) équivalente
a la norme induite par WhP(Q).



16 Préliminaires.

Théoréme 1.5 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Soit 1 <p < N. I
existe une constante C := C(p, N) > 0, telle que :

[ull o (mvy < C [Vl poryy  Vu € WP (IRY),

o PN
avec : p* 1= ——.
p N—p
Théoréme 1.6 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un domaine bornée de classe C*, on
a:
; 1 . 1 1 1
e Sip< N alors W™P(Q)—=— LYQ), Vq € [1,p"[ avec — = - — v
p p

e Sip=N alors W (Q) < L1(Q),Yq € [1,+o0].

e Sip>N alors W' (Q) —=— C(Q).

Remarque 1.1 : Si {u,} désigne une suite bornée dans W'*(Q) (1 <p < N ), alors
on peut extraire une sous suite {uy, } de {u,} tel que {u,, } converge fortement dans
L9(QY) pour tout q € [1,p*| et elle converge presque partout.

Théoréme 1.7 (Théoréme de Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert réel, a(-,-) une forme bilinéaire sur H et L(-) une forme
linéaire sur H.
On suppose que :

1. a(-,-) est continue,c.a.d : Il existe M > 0 telle que pour tout u,v € H on a :
|a(u, v)] < Mllullzllv]a-

2. a(-,-) est coercive, c.a.d : 1l existe > 0 telle que pour tout u € H on a :
a(u, u) > Blulf3.

3. L(-) est continue, c.a.d : Il existe K > 0 telle que pour tout v € H on a :
|L(v)| < Kl[v]|a-

Alors il existe un unique uw € H tel que pour tout v € H on a :

a(u,v) = L(v).

Si de plus a(-,-) est symétrique, alors u est 'unique solution du probléme de
manimasation globale :

J(u) =min J(v); ot : J(v) = %a(v,v) — L(v).

veH



1.4 Le réarrangement décroissant 17

Théoréme 1.8 (Théoréme de Banach-Steinhaus) [5, Théoréme II.1.]
On considére A et B deux espaces de Banach. Soit (Ty),.,; une famille d’opérateurs
linéaires continues de A dans B (i.e : (Ty),c; € L(A, B) ). Supposons que :

(Ve € A)  sup||Tpx|p < +oc.
kel

Alors :

sup || Tl £(a,5) < +00.
kel

Autrement dit, il existe une constante positive M telle que :

Théoréme 1.9 (Théoréeme de Banach) [5, Corollaire I11.6.] On considére X et'Y
deux espaces de Banach. Soit'T : X — Y un opérateur linéaire bijective. SiT : X —
Y est borné alors T~': Y — X est borné.

1.4 Le réarrangement décroissant

Dans toute la suite on considere Q un ouvert régulier borné de RY. Pour un ensemble
mesurable £ de RY, on note par |E| sa mesure de Lebesgue.
Soit u : 2 — R une fonction mesurable, pour £ € R on définit la fonction de distribution
de u par :
mu(t) = {lu| >t} = {2 € Q; |u(z)| > t}],

noter que m,(-) est décroissante.

Définition 1.4 (réarrangement décroissant) [12] Soit u : Q@ — R une fonction
mesurable. Le réarrangement décroissant de u est définie par :

ue Q. =]0,1Q — R
s > ug(s) = inf{t € R; m,(t) < s}.

Avec :
u.(0) = su%ess(u),
() = inf ess(u),
et rappelons que :
su%ess(u) =inf{k € R; |u(z)| <k pp sur Q},

ianess(u) =sup{k € R; |u(x)| >k pp sur Q}.
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Définition 1.5 Deuz fonctions u et w sont équimesurables si elles ont la méme fonc-
tion de distribution, i.e :

(Vt€R) mu(t) = mu(?).

Autrement dit,
(vieR)  [lul >t} = [{lw] > t}].

Proposition 1.1 On a :
1. u, est une fonction décroissante et continue a gauche.

2. L’application u — u, est croissante, i.e. Siu: Q) — R etw:Q — R
lu] < |w| = u, < w.
3. Les fonctions u : Q@ — R et u, : Q. =]0,|Q|[— R sont équimesurables, i.e :
(Vt € R)  my(t) = my.(1).

Pour plus de propriétés des réarrangements, le lecteur est invité a consulter |2, [12].

1.4.1 L’espace de Marcinkiewicz

Définition 1.6 Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Soit 0 < p < 400, l’espace de
Marcinkiewicz est défini par :

MP(Q) = {g e M(Q)/(3C > 0)(Vk > 0) my(k) < C’k;p},
muni de la "norme” :

19/l me(e) = inf {C >0; my(k) <Ck™? Vke Ri}.

Proposition 1.2 Pourl < g < +o0, on a :

LYQ) C MYQ) C LI=(Q) C---C LY(Q),  Vee€lo,g—1].

Pour la preuve voir [I].
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Définition 1.7 (L’espace de Marcinkiewicz avec poids) [13] Soient Q un ouvert
borné régulier de RY, et g une fonction mesurable positive, pour p > 1, on définit
l’espace de Marcinkiewicz avec poids g par :

M(@g)i= { £ € L0 [l < o0}

ou :

HfHMP(Qg) = inf {C > 0; (VA C Q, A est mesurable) / |flgdz < C (/ g dx) P }7
7 A A

avec :  p=——.

Proposition 1.3 Pour 1 < ¢ < +o00, on a :

Lq(Q>g) C _/\/lq(Q’g) C qus(Q’g) c---C Ll(Q,g), Ve €]0>q - 1[

Pour plus de détails, veuillez consulter [13].

1.4.2 Les espaces de Lorentz

Pour introduire les espaces de Lorentz, on définit pour toute fonction mesurable
g:Q—>R,

1 Yy
mwwrzg/’mxmda VyeQ.
0

avec : Q, =|0, |Q|], ol |g|.« est appelée la fonction moyenne de |g|..

Définition 1.8 ([2, 12]) (Les espaces de Lorentz)
— Pourp € [1,00[ et q € [1,00[; on définit :

1 dt
LP(Q) :== {g Q=R mesumble;/ [tﬂg\**(t)}q 7 < oo}.
Q*

muni de la norme :

ol = ([P 0]" %)
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— Pour q = o,

LP>(Q) = {g : Q — R mesurable; sup t%|g|**(t) < oo},

e

muni de la norme : 1
HgHmw(Q) 1= sup t7]gl..(t).
teQ.

Noter que :
— LPP(Q) = LP(Q).
— LP(Q) := MP(Q) (voir [T}, Définition I-63]).

1.4.3 Les espaces de Zygmund

Définition 1.9 ([2]) Soit Q un ouvert borné. Nous définissons les deuzr espaces de
Zygmund L(Ln L) et Leyy, par :

L @) = { g e L@ [ ool lo@)] do < oo,
et,
Leyp(Q) = { g€ LYQ); IN>0  tel que: /Qekg(x) dr < +oo}.
Ces définitions sont équivalentes a (voir les démonstrations par exemple dans [Z]) :
20 D@ ={ 0 O ol = [ lolte) at <00,

ensuzite,

gl (t) }
=sup — 5 < 400 .
Lean(€2) teﬂlz 1+1In (IQI)

T

Lenp(2) = { g€ L' (Q); |l

Proposition 1.4 Soit Q un ouvert borné régulier de RY , on a les inclusions suivantes :
L®(Q) C Lep() C LP(Q) C L(Ln L)(Q) C L'(Q), Vp € |1,400[. (1.4.1)
Preuve : Voir [2| Theorem 6.5].

Proposition 1.5 ([2]) Les espaces Ley,(S2) et L(Ln L)(S2) sont deuz espaces de Ba-
nach associés l'un a Uautre. Comme conséquence, si f € Leyp(S2), g € L(Ln L)(S2)
alors f-ge€ LY (Q) et on a :

/Q|f.g| dr < | f| (1.4.2)

Leap(Q) HgHL(Ln L))’
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1.5 La premiere fonction propre de opérateur (—A)
Définition 1.10 On définit la premiére valeur propre Ay > 0 et la premiere fonction
propre associée du laplacien-Dirichlet ; comme étant la solution @1 du probleme :

—Ap; = A1 dans Q,
w1 = 0 sur  0€, (1.5.1)
w1 > 0 dans Q.

Le résultat suivant sera utilisé systématiquement dans la suite.

Lemme 1.2 [7, Lemma 2.] On a @1 = §. Ceci signifie qu’il existe deux constantes
strictement positives oy et aq tel que :

(Ve e Q) apd(x) < pi(x) < ard(z).

1.6 Principe du maximum

Théoréme 1.10 (Principe du maximum faible) [/ :
Soit u une solution du probleme :

—Au = f dans Q,
u = 0 sur 011,

alors on a :
1. Si f >0 alors u > 0.

2. 5 f <0 alors u <0.

Preuve :
ut = max(0,u) >

0
Rappelons que u = ut — u™ avec : ’
PP 4 {u‘ = max(0, —u) > 0,

et Vu = Vut — Vu .

1. En prenant u~ comme une fonction test, on obtient,

/Vu~Vu_dx:/fu_dx20,

Q 0

—/!Vu_‘zdx:/fu_deO.
0 0

/ ‘Vu_|2dx =0,
Q

d’ou u~ = 0 c’est a dire u > 0.

alors,

Ceci implique,
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2. De méme, prenons u™ comme une fonction test et utilisons le fait que f < 0, on

déduit ut = 0 donc u < 0.

Théoréme 1.11 (Principe du maximum fort) [§/
Soit u la solution unique du probleme :

—Au = f dans Q,
u = 0 sur 09,
donc on a :
1. Si f >0 alors u > 0 ou bien u = 0.
2. 81 f <0 alors u <0 ou bien u = 0.
Théoréme 1.12 (Lemme de Hopf) [§/
Soit u la solution unique du probleme :
—Au = f dans Q,
u = 0 sur 011,

donc on a :

1. Si f 20 tel que :
(Vo € Q) 0 < u(x),

alors :

(\V/LL’Q S 69) —(Io) < 0.

2. 81 f <0 tel que :
(Vo € Q) u(z) <0,
alors :

ou

oun = ﬁ(xo) désigne le vecteur normal extérieur au point xg.

([L’()) > 0.



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution
du probléme linéaire avec donnée L'

2.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous allons étudier le probleme linéaire suivant :

—Au

u

Dans toute la suite on considere 2 est un ouvert régulier borné de R™ et f > 0. On
suppose f € L' avec un certain poids qu’on fixera selon le cas, et on montre 1’existence

et 1'unicité de la solution du probleme (2.1.1) dans chaque cas; pour f € L),
fe LY 56(1+|Ind]) et fe L1(D,0).

f dans Q,

0 sur of). (2.1.1)

Signalons que lorsque le second membre est L!, la fonctionnelle d’énergie n’est pas bien
définie, et les méthodes de résolutions reviennent a approximer le second membre.

Commentaire : Les méthodes de résolutions des problémes & donnée L! consistent
grosso modo a d’abord donner un sens a I’équation, puis montrer ’existence de solution
pour des problemes approximés, et finalement montrer que la limite (modulo une sous
suite) des solutions approximées convergent vers une solution du probléme .

(voir [3, 9] 13], et voir [I, Appendices| pour une présentation de la méthode entro-
pique pour le cas général de 'opérateur A,u).

On est ainsi ramené a définir le sens pour lequel u est solution du probleme .

Définition 2.1 On dit que u : 2 — R est une solution faible du probléme (2.1.1) si :

u € Wy'(Q),

Yo € WLo(0) Vi Vdr — dr. (2.12)
(V6 € W () /QUd)w/Qfd):v
23
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Une version plus faible de la définition précédente est parfois nécessaire. On dit que
u: Q2 — R est une solution faible du probleme (2.1.1)) si :

u e L),
Vo € C2(Q) —/ ulA¢dr = / fodz.
Q 0
Noter que si u vérifie (2.1.3)) alors la condition u = 0 sur 92 est encodée dans le

choix de fonctions tests Cg (Q). Noter que si ¢ € C(09) alors il existe une et une seule
¢ € C2(Q) telle que :

(2.1.3)

9¢

on

Ainsi, si u est suffisamment réguliere alors :

u=0 sur 00 <= Vwng‘”(@Q):/ w=0 = /
)

o

o0

u&b =

Q on N

Pour plus de rigueur et de détails sur le sujet voir [9], consulter aussi la méme
référence pour ’équivalence entre (2.1.3) et (2.1.2)).

0.

En prenant en compte les inclusions du Lemme [1.1] nous avons besoin de mon-
trer I'existence et 1'unicité de la solution du probleme (2.1.1) pour f € LY(Q), f €
LY, 6(1+ [In(d)])) et f € L*(£,4), ainsi des estimations sur Vu pour chaque cas.

2.2 Cas1: felLYQ)

2.2.1 Le cadre fonctionnel

On définit d’abord la fonction de troncature suivante, pour tout k£ > 0 on pose :

To(v) = v si v <k,
Tk sign(v) si |v] > k.

Remarque : D’apres la définition de la troncature on a :

T(u) = u si |u|l <k,
Uk sign(u) si |u| >k,

Vu si |u] <k,
0 si |ul >k

Ce qui nous donne que si u € Wy (Q), alors Ty(u) € W, *(Q).

Nous avons maintenant la possibilité de donner le cadre fonctionnel ou on va traiter
(2.1.1) (avec f € L1 (Q)) et qui est donné par la définition suivante.
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Definition 2.2.1 ([3]) 1. On dit que u € 7. () si pour tout k > 0, Ti(u) €
Wioe (€0).
2. Pour p > 1, on note 7,.°(Q) le sous ensemble de 1,52 (Q) est défini par u telles
que |V (Ti(u))] € Li(2).
3. THP(Q) est le sous ensemble de T () est défini par u , telles que |VTi(u)| €
LP(Q) VkE>0etp>1.

2.2.2 Estimations apriori

Les deux Lemmes suivants jouent un role clé dans 'obtention d’estimations a priori

pour le probleme (2.1.1)).

Lemme 2.1 [3, Lemma 4.1] Soit 1 < p < N, et u € 7,7(Q) telle que :
/ |Vul|P de < kM (Vk > 0), (2.2.1)
{lul<k}
N (p—1)

N—p
Autrement dit, il existe C > 0 tel que :

alors w € MP(Q)) , avec p; =
{Ju] > k}| < CM ™5k,

Lemme 2.2 [3, Lemma 4.2] Soit 1 < p < N. Siu € 7,7(Q) satisfait [2.2.1)) ; alors il
existe C' > 0 tel que pour tout h >0 on a :

{|Vu| > h} < CM~=1RP2, (2.2.2)
avec : py = —N(p —1)
Autrement dit :
|Vu| € MP2(Q).
Pour k£ > 0 on note :
| ksign(f) si|f| >k
Comme f > 0 alors on a bien :
fosif <k,
Je=TilJ) {k si f > k.

Noter que fi € L>(Q2). En effet, on a :
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|ful = fr = Te(f) < min{k, f} < C.
Alors :

sug Ifr(@)] < C <= | fellL=@ <C.
S

Ce qui montre que f € L®(Q).
Lemme 2.3 f, 2= [ fortement dans LY(Q).

. Preuve : Nous avons bien les conditions suivantes :

(i) fo—= f pp

(it) fu = Te(f) < min{k, f} < f,
ot f € LYN).

Alors d’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a :

Ife = fllr) — 0,

i.e : fi. converge fortement vers f dans L'(Q).

|
Maintenant nous définissons le probleme approximé suivant :
—Auk = fk dans Q,
{ u, = 0 sur 09. (2.2.3)

Puisque f, € L>=(2) donc f;, € L?(Q), alors par application du Théoreme du Lax-
Milgram (ou Théoréme de représentation de Riesz) dans I'espace de Hilbert H} (), le
probléme (2.2.3)) admet une solution unique uy, € Hg(£2). Ceci fait I'objectif du Lemme
suivant

Lemme 2.4 Pour tout k > 0; le probleme (2.2.3) admet une solution unique uj, €
Hi ().

Preuve : La formulation variationnelle associée au probleme ([2.2.3)) est donnée par
/ Vuy - Vo dr = / fr¢ d, Vo € Hy(Q).
Q Q

Noter qu’elle est de la forme :

(Vo € Hy())  aluk,¢) = L(9).
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Ou :

a(ug, @) :/Q Vuy - Vodr, et L(¢) = /kaqbdx.

e a(-,-) est bilinéaire symétrique;

a(ug, @) = /Q Vu, - Vodr = /Q V¢ - Vudr = a(o, uy,).

Donc af(-, ) est symétrique.
La bilinéarité de a(-,-) découle de la linéarité de I'intégrale et le gradient.

Ce qui donne que a(-, ) est bilinéaire symétrique.
e La continuité de a(-,-);

la(ug, @) =

/ Vg - Vo dr
Q

S/ |Vuy - Vol dx,
Q
par l'inégalité de Holder on obtient,

la(ug, @) < |[Vurl 2 IVOl2@),

= ||Uk||H5(Q) ||¢||H3(Q)vv uy, ¢ € H&(Q)~
On a bien :
a(ur ) < Mgy 9l ¥ uné € HQ) (o :M > 1)

Donc af(.,.) est continue.
e La coercivité de a(-,-);
a(ug,u) = / \Vuy,|? dr,
Q

> M ||uk||fqé(m, Y uy, € Hy (), (ot M < 1).

Donc af(-, -) est coercive.
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e La continuité de L(-);

L@ =| [ sods| < [ | fiol ds
Q Q
par l'inégalité de Holder on aura :

IL(@)] < N fell2 110l L2

d’apres I'inégalité de Poincaré on a :
[L(o)| < C) [[fllz2 91l m20)-
Alorsona: IL(o)| < M |[9] g2(e) Vo e Hy(Q) (ot:M=C9Q)fullrze) )-

Donc L(-) est continue.

Toute les conditions de Lax-Milgram sont vérifiées, alors le probleme (2.2.3]) admet une
solution unique uy, € Hg ().

On arrive maintenant au Théoreme principal de cette partie.
Théoreme 2.1 On considére f € L'(Q), f > 0 . Alors le probléeme (2.1.1)) admet une
solution, faible unique u € W, P(Q), pour tout p € [1, %[
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :
el < C 1 3. (2.2.4)

Preuve :
Multiplions I'équation ([2.2.3) par la fonction test Tj(ug) € Wy() N L>®°(£2), on

aura :
Q Q

Alors on obtient :

{luk|<k} Q

Sk/nm
Q

< kLVMkaWMm»

Ce qui implique,
V> < || flleio & (Vk > 0).
{lur| <k}
D’apres Lemme [2.1| et Lemme , on a les résultats suivants :
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o u, € MP avec py :%:>UEL‘1(Q), Vg < %
P2 — N s N
o Vu € MP? avec py = 5 = |Vui| € L*(9), Vs < 575

e En plus, {ug}x est bornée dans W, (), Vp < 2.

Par réflexivité et injection compacte (Théoreme de Rellich-Kondrachov (1.1))); il
existe une sous suite de {uy}r qu’on note aussi par ug (pour simplifier les notations)
telle que :

o UL — U faiblement dans W, ?(Q), Vp < 5.
o U, —ru fortement dans L9(€2), Vg < (F5) =5 -

® U, — U p-p-

Noter que la convergence faible dans W?(£2) implique :
o U, — U faiblement dans LP(€2).

e Vu, = Vu faiblement dans LP(£2).

Conclusion : Maintenant nous pouvons passer a la limite quand k& — oo pour

I’équation ([2.2.3)).

n—-+o0o

lim ukAgbdx:/uAgbda:,
Q

Q
im_ /Q fudd = /Q fods.

Ce qui montre que le probleme linéaire de Dirichlet (2.1.1]) admet une solution dis-
tributionnelle u dans Wy (Q) (Vp < 5.

L’unicité : Pour montrer l'unicité on suppose que le probleme (2.1.1)) a deux
solutions u; et us, et on trouve que u; = us.

En effet, si u; et up sont deux solutions du probleme (2.1.1]) alors :
—/ wA¢pdr = / fode,
Q Q

—/ ugAgbdw:/fqbdx, Vo € C3(Q).
Q Q



30 Existence et unicité de la solution du probléme linéaire avec donnée L'

On pose v = u; — ug, alors on a :
/ vA¢dr =0, Vo € C5(Q).
Q

Pour toute fonction ¢ dans D(12), il existe ¢ € D(2) solution du :

—-Ap = ¢ dans Q,
o = 0 sur 0,

on a ainsi :

/ v.&dr =0 (‘v’ﬁ € D(Q)),
Q
ce qui implique v = 0, donc u; = us.

On a ainsi montré que pour toute f € L'(Q), f > 0; le probleme linéaire (2.1.1])
admet une solution unique u € Wy(Q)  (¥p < 25).

2.3 Cas2: feLYQ46(1+]|Ind)]))
On énonce le théoreme suivant qui affirme 'existence et 'unicité de solution du

probleme olt f € LL(,(1+ |In(d)])).

Théoréme 2.2 On considére f € LY(Q,6(1+ |In(d)])),f >0 .
Alors le probléeme admet une solution unique v € W-1(Q), telle que :

(Vo € CF(Q0)) /Vu-ngﬁdm = / fod. (2.3.1)
Q Q
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :
lullzi@) < C I fllzr@sa+m@)): (2.3.2)
et,
[Vullzi) < Cllfllei@satm@)))- (2.3.3)
Preuve :

Tout d’abord on signale que le terme a droite de (2.3.1]) est bien défini seulement s’il
existe une constante 5 > 0 telle que :

(Ve e Q)  [o(z)] < Bd(x)(1+[In(d(z))])).
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On procede comme pour le cas 1, soit donc le probleme approximé,

{—Auk = fk: dans Q,
0

up = sur 09. (2.34)

Ou :
[ostf<k,
fie=TilF) {k si f > k.
Noter que fy ~=2% f fortement dans L(Q, §(1+ |In(9)])).

En effet, puisque

i) fi— f pp.
(i) fe=Ti(f) <min{k, f} < f € LH(Q,6(1 +[In(5)]))-
Alors d’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a

k—o0

fe — fllzr @04 me)) > 0

i.e : fp converge fortement vers f dans L'(€Q, (1 + |In(9)])).

Notons que u; € H} () la solution unique de telle que :
/Q Vuy, - Vo dr = /kaqbdx Yo € Hy(Q) (2.3.5)
Par densité de C5°(2) dans H} () donc on a bien que uy, vérifie :
(Vo € C3(Q)) — /Q upAd de = /Q frd dx. (2.3.6)

On définit £ par :

-A¢ =1 dans Q,
E =0 sur o).

Rappelons que & ~ 6(z) et que £ € C2(Q).

Si on prend ¢ =&, on a :

—/QukAgdx—/kafdx,
/Qukda::/gfkfdx.

donc,
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Ensuite,
/Qlukldw < /ka;|§|dx,
< C od
>~ /ka &£,
< C’/fkéd:r + /fk5|ln(5)|da:,
Q Q
< C’/fk5(1+|1n(5)])dx, (C' = max(C, 1)).
Q
Comme :
/|uk|dx§C’/fk5(1+|ln(6)|)da:. (2.3.7)
Q Q

Alors : 3 M € N;V p,q € N telle que p,q > M on a :

/|up—uq|dx§0/pr—fq|5(1+|1n(5)l)dx§8>
Q Q

donc {ug }ren est une suite de Cauchy dans L'(), et comme ce dernier est un espace
de Banach, alors u;, — u dans L'(Q).

Apres le passage a la limite quand k — oo dans ([2.3.6]) et (2.3.11) on obtient :

n—-+4o0o

lim ukAgbdx:/qude,
Q Q

et,

lim / frode = / fodx.
n——+00 Q Q
On conclut que le probléme (2.1.1) admet une solution u € L'(2), telle que :

(Vo e C5(0))  — / ulA¢dr = / fodr.
Q Q
Et qu’il existe une constante C' > 0, telle que :

lull L@y < Ol fllzr st m@))- (2.3.8)

L’unicité : Pour montrer I'unicité on suppose que le probleme ([2.1.1)) admet deux
solutions u; et us, et on trouve que u; = us.
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En effet, si u; et up sont deux solution du probleme (2.1.1]) alors :

—/Q ulAd)d:v:/Qfd)dx,

—/ uQA¢da::/f¢da:, Vo € C2(Q).
Q Q

et,

On pose v = u; — us, alors on a :

/ vA¢pdr =0, Vo € C(Q).
Q

Pour toute fonction £ dans D(12), il existe ¢ € D(Q2) solution du :

—-Ap = ¢ dans Q,
o = 0 sur 09,

on a ainsi :
/ véder =0 (V€ e D).
Q
Ce qui implique v = 0, donc u; = ug, d’ou 'unicité de la solution.

Concernant Iestimation sur Vu, on utilise [0, Proof of Theorem 3.12.] (voir aussi la
méthode dans [7, Theorem 3]). Il existe une fonction ¢ € W L., (Q) qui vérifie :

/ Vi.Vodr = / B, No¢dx, Yo € Hy(Q), (2.3.9)
Q Q
avec :
ﬂ si Vuk 7é 0,
Bk(l‘) =
0 sinon,

ol 1 Wi Lep() = {tp € Wy (Q) 1 VY| € Leyy(Q) }.

Maintenant on utilise 1) comme une fonction test dans (2.3.5]), on aura :

/ Vug - Vi dr = / fe v dx. (2.3.10)
Q Q
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On combine entre (2.3.9) et (2.3.10]), donc on trouve :

/fkwdx:/Vuk-V¢dx = /Vuk~Bkdx,
Q Q Q

Vuk
= Vu
/ b V]
|V |?
= dx,
o |Vug|

= / |Vug| de.
Q
Donc on a :

/Q|Vuk|d:c:/gfwdx _ /fk (14 () - (1—|—|1n( )Ddx,

o

D’apres [6, Theorem 3.10], on a :

FeEsimen M

Leap(€)’

ce qui entraine,

/\Vuk]dxgC/fk5(1+]1n(5)])dx
0 0

(2.3.11)

Apres le passage a la limite quand £k — +o0o dans l'inégalité (2.3.11f), on aura alors

pour toute f € LY(2,8(1 + |In(d)|)), il existe une constante C' > 0 telle que :

[VullLie) < C | fllLr s+ )

2.4 Cas3: fe LYQ,0)

Avant d’annoncer et monter le théoreme principal de cette section, on énonce le

théoreme suivant qui sera utilisé dans la démonstration.

Théoréme 2.3 [/, Theorem 2.6] Pour tout f € M(Q) tel que / |f| 0% dz < oo, avec
Q

a € [0,1]. Soit u la solution du probléme (2.1.1)), alors ona :
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(i) — Si N >3 alors :
u e M7 5 (Q, 6%,

—N a.N _
pourtoutﬁe<N+a_1,N_2),sza7é0,
t tout € o], sia=0
et pour tou v 10 sta=0

— Si N =2, et a€(0,1] alors :

24B8—¢

ue M o (Q,0%),

—2
pour tout 5 € <—, +oo> , avec € assez petit,
l+a

et st a =0 alors :
u € MP(Q,0°),
pour tout B € (—2,0], et p € (max(l, —05), —|—oo).
(ii) Pour tout N > 2 on a :
Vu| € M™155(Q,87),

tteoa'N e (0,1)
pour tout y "N 1 St , 1),

N
et pour tout v € (0, m) sta=1,
et pour v =10 st a = 0.
Preuve : Voir [4, Theorem 2.6].

On annonce maintenant le théoreme principal suivant qui nous donne 'affirmation

de l'existence et 'unicité de solution du probleme (2.1.1]) lorsque f € L'(Q, ).

Théoréme 2.4 Soient f € LY(Q,0), f > 0. Alors le probléme (2.1.1)) admet une
solution unique u € LY(Q), telle que :

(Vo € CF(Q)) —/ ulA¢ dr = / fod. (2.4.1)
Q Q
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :
lullzsey < Cllf o, (2.42)
et,
[Vullios < Cllfllz .- (2.4.3)
Preuve :

Nous signalons que le terme a droite de (2.4.1]) est bien défini seulement s’il existe une
constante v > 0 telle que :
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(Ve e Q) |o(x)| < ad(z).

On suit les mémes étapes données pour le cas 1 et cas 2. Soit uy la solution unique du
probleme approximé :

—Au, = fi dans Q,
{ u, = 0 sur 09, (2.44)
ou :
fosif <k,
fi=Tilf) {k si f > k.
Noter que u; € H}(Q) est la solution unique de (2.4.4)) qui vérifie :
/ Vuk-V¢dx—/fk¢dx, Yo € Hy(Q).
Q Q
On a fj LN [ fortement dans L'(€,4).
En effet, puisque
@ fr—= f pp.
(i) fu =Te(f) = min{k, f} < f € L}(Q,0).
Alors d’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a :
k—oo
I1fr = fllzios) — 0
i.e : fp converge fortement vers f dans L'(Q,9).
Par densité de C5°(€) dans H}(Q) donc on a bien que uy, vérifie :
(Vo € C2Q) — / wp A — / fr . (2.4.5)
Q Q

On définit £ par :
A =1 dans Q,
E =0 sur 09,

Rappelons que & ~ §(x).
Considérons £ comme une fonction test dans (2.4.5) donc , on a :

—/QukAfdx:/kafdx,
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/Qukda::/gfkéda:.

ce qui nous donne,

Alors on a :
/!ukldx < /fklﬁ\daﬁ,
Q 0
< C/fkédx.
0
Comme :
/|uk|dx§0/fk5dx. (2.4.6)
Q Q

Alors : 3 M € N;V p,q € N telle que p,q > M on a :

/lup_uq’dxgc/|fp_fq|§d37§57
Q Q

donc {uy}ren est une suite de Cauchy dans L'(€), et comme L'(Q) est un espace de
Banach, alors uy — u  dans L'(Q).

Apres le passage a la limite quand k — oo dans (2.4.5)) et (2.4.6) tel que :

lim ukA¢dx—/uA¢dx
Q

n—-4o0o

lim / frode = / fodx,
n—-+0o00
on conclut que le probleme ([2.1.1)) admet une solution u € L(Q), telle que :

(‘v’gbe C’g(ﬁ)) —/ quzde:/fqbdx,
Q Q
et qu’il existe une constante C' > 0, telle que :

[ullzr@) < Cllf 2.6 (2.4.7)

L’unicité : Pour montrer I'unicité on suppose que le probleme (2.1.1)) a deux so-
lution uy et uq, et on trouve que u; = us.

En effet, si u; et up sont deux solutions du probleme (2.1.1]) alors :

—/Q ulAgbd:E:/Qfgbdx,
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et :
—/ u2A¢dx:/f¢dx, Vo € C3(0Q).
) Q

On pose v = u; — ugy, alors on a :
/ vApdr =0, Vo€ Ci(Q).
Q
Pour toute fonction & dans D(€2), il existe ¢ € D(2) solution du :

—Ap = ¢ dans Q,
o = 0 sur 09,

on a ainsi :
/ véde =0,  (VEeD(Q)).
Q
Ce qui implique v = 0, donc u; = ug, d’ou 'unicité de la solution.

Pour montrer I'estimation (2.4.3)), on utilise le résultat (i7) du Théoréme 2.3 Pour

a =1, on aura :

IVu| € M~ (Q,57),

), alors pour v = 1. Ce qui entraine que :

tout vy € (0 —N
our tou
p f}/ ’ N 1

N+1

Vu| € M~ (,9).
Comme M~ (Q,8) = M~ (Q,8) C L1(Q,0), alors :
Vu| € L'(9,6).
Alors pour toute f € L*(€,0), il existe une constante C' > 0 telle que :

IVullLi s < Cllfllzr e

Ce qui montre I'estimation ([2.4.3)).



Chapitre 3

Explosion du Vu dans L(LnL)
lorsque f & LY(5(1+ |1In(d)]))

3.1 Introduction

Dans toute la suite on considere {2 est un ouvert régulier borné de RY | f € LL(Q,0)
et u est solution du probleme

{—Au = f dans (3.1.1)

u = 0 sur 011,

Dans le chapitre précédent on a montré que si f € LY(Q,5(1 + |In(d)|)) alors la
solution tres faible de u € LYQ) et |Vu| € LY, ). Mais dans ce chapitre
on montre que si f € L'(Q2,0) \ L*(Q,6(1 + [In(d)])) alors u € L'(2) et son gradient
explose dans l'espace de Zygmund L(In L).

3.2 Explosion du gradient dans l’espace de Zyg-
mund

Avant de commencer a démontrer le Théoreme principal, on énonce la proposition
ainsi les lemmes suivants lesquelles nous les avons besoin dans la démonstration du
Théoreme principal.

Proposition 3.1 [5,[11] Pour ¢ € Wh>(Q)NH (), il existe une suite {P, fnen dans
C3(2) telle que :

130> 0V6,ln <a (V6 10l ), o toutn e

39
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2. ¢ — ¢ dans C(9).
3. Vo, = V¢ * faiblement dans LOO(Q)N.

Lemme 3.1 Soit u la solution trés faible de (3.1.1) cwec/ |Vu|dz < 400 <i.e [ Vul €
Q

Ll(Q)>. Alors u vérifie :

/ Vu-qudx:/fqbdx, Vo € Wh=(Q) N HL(Q).
Q Q

Preuve :
Rappelons que u est une solution tres faible de (3.1.1)) si

(Vo € C2(@)) /Q Vu-Vods — /Q fodz. (3.2.1)

Comme C2(Q) est dense dans C} (), alors il existe une suite {@, },en C CZ(Q), tel
que ¢, — ¢ dans C3(Q), cela veut dire que :

[én = Sllcye)

n—oo

— 0,

c’est a dire,
lim (sup |, — @| + sup |V, — V¢|) =0,
n—r00 Q Q

ce qui donne,

On = O,
et,
Vo, = Vo,
alors on a :
lim | Vu-V¢,dr = / Vu-Vodz,
et,

li o dr = dx.
im Qf¢$ /Qf¢a:

n—oo

Donc on obtient,

(Vo € CL(Q)) /QVu-Vcﬁdx—/Qf¢dm.

Considérons ¢ € Wh>°(Q) N H} (), on note par ¢,, € C3(€2) une approximation de
¢ qui satisfait les conditions du Proposition [3.1} Noter que

lim /Vu-qun dr = / Vu-Vodz. (3.2.2)
Q Q

n—-4o0o
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D’apres l'inégalité du Lemme [£.4] on a :
@] <[V, ).
Posons 7v(z) = ¢,(z) — ¢(x), alors on aura :

|On(@) = d(x)] < [[Von = V|| d(x),

IN

(IVéallo + [IVéll.) 6(2).
Ceci combiné avec le résultat(1) de la Proposition donnera :

|dn(z) — ¢(2)| < C (). (3.2.3)
e D’apres le résultat(2) de la proposition on a:

Jon—fo—0 pp.

e D’apres 'inégalité on a:
|f(@)n(2) = f(2)o(2)| = f(z)|pn(z) - d(2)

Y

IN

C f(z)o(z),
ou: f.0 € L'(Q) car f € LY(Q,9).

Donc d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue nous avons :

lim /Qfgbndx:/gf(bdx (3.2.4)

n—-+o0o

En combinant (3.2.2)) et (3.2.4)), alors on conclut :

/ Vu-ngaM:/fgbda:, Vo € Whe(Q) N H ().
Q Q

|
Lemme 3.2 On considére f € L (Q,0). Soit u une solution du (3.1.1)) telle que |Vu| €

LY Q). Si |Vu| € LY(Q,1+ |Ind|) alors il existe une constante C' = C(Q) > 0 telle
que :

/Qfa(1+|1na|> dac§C</9|Vu|(1+|1n5|)dx+/ﬂf(5 dx>. (3.2.5)



42 Explosion du Vu dans L(LnL) lorsque f ¢ L*(6(1 + |In(d)|))

Preuve : ]
Fixons 0 < € < 5 et prenons ¢ = @i|In(yp; + €)| comme une fonction test dans

I'équation (2.3.4]). Noter que cette fonction test est admissible puisque p; € C*®(Q) et
1 ~ 0(-)(voir Lemme |1.2]).

Donc nous avons :

/ Foulln(gr + &) do = / Vu- V(1 In(gr +2)]) d,
Q Q

¢1.sign(In(pr +€)) i

= Vu-V 1 +sd+/V-V
/Q u 901|H(901 )|1’ o u ¥1 ot e

Comme f|In(p; +€)| > 0, alors :

] | fenlnen +o)ias

< [ reilnge +2)do
Q

< / V| [Ver| | In(pr + )] de
Q

+ [ 1vul 190 \9”1 AGIG RO P
Q p1+¢€
Comme,
o1 sign(ln(gol + 5)) ' __f
o1 +¢€ o te 7
alors on a :

/ Forlln(py +2)de < / V| V| | (s + )] do + / V| [V d,
Q Q Q

IN

HWHW/QIWI n(gs + &) do + leum/ﬂ V| dz.

Comme HVgolHoo < 400, donc nous avons :

/fgol|ln(g01—|—e)|d$ <C (/ |Vu| |In(¢1 +¢)| dz + / |Vu|da:>.
Q Q Q
D’apres Lemme 2.3 on a :

|In(e1 + )] < M (|Ing| +1).
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/yw ()| + 1) dr + / \Vu\da:)

(o
< ( Vul (|In(ey)| + 1) dz + /Q |Vu|dx>, (C, = max(C M, C)),
o

Ceci nous donne :

/f901!1n(801+5)’d1‘ <
Q

IN

/ 1Vl (2]n(e1)] +2) d:zc)

IN

Cy (/Q|Vu| (yln(gol)|+1)dx>, (Ou Cy =20C)).

Alors il existe une constante A > 0 tel que :

[ et el <a ([ 9l (ol + 1) )

faisons ¢ — 0 , et on applique lemme de Fatou, on trouve :

[ rermntenlar <a( [ 19 (el + 1 ar).

Comme ¢; & §(voir Lemme [1.2)), alors on obtient :

/Qfélln(é)! <K (/Q|Vu| (| ()| +1) dx),

Finalement, on obtient

/Qf5(1—|—|ln(5)|) gc(/ﬁmy (| 1n()] + 1)dz +/Qf5 dx).

On arrive maintenant au Théoreme principal dans ce Chapitre.

Théoréme 3.1 Si f € L'(Q,6), \L'(Q,6(1+|1In(8)])), alors toute solution u de (3.1.1)
telle que avec |Vu| € L*(Q) vérifie :

1. / |Vu| [ Ind| dx = +o0.
Q

2. / |Vt dx = 400, i.e : |Vu| ¢ L(LnL).
Q*
Démonstration du Théoréeme [3.1] :

Comme on a f € L'(Q,0) \ L'(2,6(1 + |In(d)])), f > 0, alors :
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/fédx < +oo et /f6(1+|1n(5)]) dr = +o00.
Q Q
D’apres le lemme 3.2, nous constatons que :

/|Vu| (1+[Ind|) dz = +oo,
Q

alors,
/ |Vu| |Ind| dz = +o0.
Q
Autrement dit, |Vu| ¢ L*(Q,|1Ind]) .
Ino i0>1
On sait que : |Ind| = " S% -
—Ind si 0<d6 <1,
donc :
e Sid>1:
/ealn(6)| de = / <eln(5)> dz,
Q Q
= /éad:c<—|—oo, Va>0.
Q
e Sid<1:

/ ol gy
Q

S~

< lné))

(0]

1

5—adx<+oo VOo<a<l.

S—~— 55—

Ceci montre que |Ind| € Le,,y(€2).

Puisque Le,,(2) et L(LnL) sont deux espaces associés 'un a 'autre (voir (1.4.2))),
alors :

/ Vu| [Iné]de < ||Inéd
Q

Leap () [VUl L(znr)- (3.2.6)
Le fait que / |Vu| |Iné| de = +oo et ||Indlz,,,(2) < +oo entraine que :
Q

IVull(znry = +o0.
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Autrement dit,
IVullp(nr) = / |Vt]or dz = +00.
Q*
D’ou |Vu| ¢ L(LnL).
[

Conclusion : Lorsque f € L (©,§)) \ L*(©, (1 + |In(d)]) alors le gradient de la
solution du probleme (3.1.1)) explose en moins dans 'espace de Zygmund (L(LnL)).
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Chapitre 4

Explosion L' du Vu quand f € L(¥)

4.1 Introduction

Etant donnée une fonction positive f € L*(€,6) \ LY(Q,5(1 + |1n(8)])) ol € est
un ouvert régulier borné de RV, N > 2. Dans le Chapitre précédent on a vu que le
gradient de la solution du probleme :

{—Au = f dans Q,
0

u = sur 09, (4.1.1)

explose dans l'espace de Zygmund L(In L) (en moins). Par contre, d’aprés Théoreme

2.4; |Vu| € L*(£,6). En tenant compte des inclusions L'(Q,1 + |In(d)]) € L'(2) et

L(ln L) C L*(Q2), on pose la question de la régularité optimale du |[Vu| dans L'(€2).
Le but de ce chapitre est de répondre négativement a la question posée.

4.2 Existence de domaine et une fonction f € L'(Q, )
pour lequel ||[Vul|1 ) explose

Lemme 4.1 [Is existent un domaine Q2 de classe C*, et une fonction avec h € LN (),
h 2 0, tel que la solution unique & > 0 de :

—-A¢ =h dans Q,
{ E=0 sur 011, (4.2.1)
vérifie :
§(@) _
sup {5(3:) cx € = +o0. (4.2.2)
Preuve :

Commencons par le cas N = 2. Si z = (x1, 23) € R? alors en coordonnées polaires :

47
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ry =1 . cosf
To =1 . sinf,
olt r = |z| = /2?2 + 22

On considere :
~ 1
Q= {:L- = (z1,22) \ 2% <22, J2]* < E}

La figure suivante nous montre la représentation du domaine 2.

FIGURE 4.1 —

On définit la fonction v dans Q par :

v (1, 32) = (22 — 22) In (m (ﬁ))

La fonction v sera écrite :
1
v(r,0) = (rsin(6) — r* cos®(9)) In <ln (ﬁ)) : (4.2.3)

Elle a les propriétés suivantes :

1. v > 0 dans Q.
Jeriye
e

2. v(x,22) =0 pour —7; <1 <T; ,0UT| =

et v(r1,29) =0 pour 2% + 13 = .
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3. vec=(Q)nm(Q).

v 0*v
Pour vérifier le dernier point, il suffit de calculer —— et —— et de démontrer que

Av e L*(Q).

1
On a : 1/(1’1,302):(_x%""x?)ln(ln(M))'

2
a@u == 221 ( x1+x21) — 2z, 1n (ln <—2i 2)) .
o (212 +22) In ( ) 1T

2 2
T+ 75

.2
a&u _ 215 ( I1+$i) +ln(ln( 21 2))
To (22 + 22)In (_) x] + a3

3+ a3

92 B 4.1.% (_x% + .1'2) n 41‘% (—$12 + .1'2) n 2 (51‘% — 1’2)

012 s o2 1 2 2 2 1 2 | 2 1
wtead (n () e (grg) Gt (Gag
1
.1'1 +£L‘2

0*v 423 (—2? + x9) 42 (—2? + x9) N 2 (22 — 31y)

- + -
3 1 2 2 1 1
9 | 9y2 2 4 422 2 0 [ ——
(21 +3) (m (:v% + :c%)) (i + o) i xi + 23 (71 +3) In r] + 23

1
4 (m12 — Zo + (222 — 29) In (

Ay x%+x%)) —2ln(ln<%)>.

1 ’ T+ 3
2 2 1
et oot (n (i)

En utilisant les cordonnées polfaires (4.2.3)), on aura :

Av e L*(Q).
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En effet ;

1 2
16 (x% + a3 — 2xixy + (da] + x5 — datws) <1n (IQ T x2)> )
‘AV|2 1 2

1 T
2 22 (]
e de=)
2 1 ) )
2 2 1
I 1 .3614+ Ty + 41n (ln (m2 - xz))
(23 + 23)2 (ln (—)) ! 2

1
161 <1 ( L >) (x%_xﬁm%_mﬂn(m»
— n n .
2+CU2 ( 2+ 2) 1 1 2
A x? + 22

Comme on a 3 < T, alors :

1 2
16 <x§+x% —256%332 + (41’% ‘H’?% _4-73%552) (ln <x2+x2)> )
1 2
1 4
2 2)\2 1 P
oty (v (7))

1
16 <(4x1—6x1$2+2x2)ln( P )) 1 2
1 + 41n (ln( 5 2>)
oty (n (7))
! 2 x1+x2

1
161 (1 ( 1 )) <x2_x2+(2x2_x2)ln(w%+w%>)
— n n .
2+IE§ ( 2+ 2) | 1 2
)\ 23 + a3

|Av|”

_|_

Ty

1
Comme 2% 4+ r3 < —, alors on a :
e

1 1
1n<—)>1 — T <L

o In b
v} + 73
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Ce qui nous donne :

16(2x3 — 223w, + 5x3 — dains + 4af — 623, + 223)

(z7 + 23)?

1 2 1
+41In (ln (ﬁ>) —161n (ln< 5 2)) 2 )
i + T3 7 + x5 (22 + 23) In ( 1 )

2 2
T+ 75

AP <

1 1
Commeln | 5—=|>1 <= In|lh|—5—— >0, et x5 > 0 alors on a :
T+ 5 T+ 75

1
—161n (ln( - 2)) = - <0.
SR (x%%—x%)ln( >

2 2
i

Ce qui entraine ;

16(1322 — 1222 1 2
A < 108D, — L2nim) (m <ﬁ)> . (4.2.4)
(331 + 5172) ) Ty + x5

On integre (4.2.4]) en utilisant les cordonnées polaires (4.2.3), on aura :

[ |Av|*dz < drdf
0

6 /’T /f 13r2sin% 6 — 1213 cos? O sin 6
0 0

r

T 1 2
+4/ /f rln <ln (1)> drdf.
o Jo r
T 1 1 2
= 16/ / 13rsin? 0 — 12r% cos® O sin 0 drdf + 47r/ rln (ln (—)) drdf.
o Jo 0 r

< —4o00.

<

Ce qui montre que Av € L2(Q), alors v € H}(Q) N H(Q).
On consideére 0 < A < 77, et I'ensemble 2 de classe C*! (au moins), tel que :

. - 1
QC[—21+ N7 — A x [O,%] :

et la frontiere de Q (99Q) contient I' avec :

R 1
I' = {(ml,xg) LT A< T < T1—\, Tg = x%}u{(xl,mg) =T A< < Ty — N\, T4 a3 = g}

Le domaine €2 est inclus dans la partie colorée en gris sur la figure suivante.
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L

FIGURE 4.2 —
Pour s > 0 tel que 2s < £1 — A, nous définissons la fonction réguliere p tel que :
0<p<1,
peCT(R*),p>0 et p(ri,20) =1 si || <s,
plz,20) =0 si o] > 2.
Donc en particulier, la fonction p.v = 0 sur 0f2.

Maintenant nous montrons que &, = p.v vérifie les propriétés suivantes :

(i) —A& = fo € L*9Q).

(ii) Max{%, x € Q} = +o0.

Comme :

—A¢ = —A(p.y).
—(Ap.v + 2Vv.Vp + Av.p) € L*(),

alors on a bien la propriété (i), et on a aussi que & € H} ().

Pour prouver la propriété (ii), on considere = = (ml, ’Y%), ou 0 <y <1, tel que x;
est assez petit pour que z € €2, alors on a :
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So() _ o (1, 721)
o(x) o(x)
(y—z)In(=(n (1 +1*)2?)) 10

> \/T’VQ — 4o00.

mm{%g?: er}=+m.

Prenons g = ‘f0|, et nous considérons ¢ > 0 la solution de —A¢ =g, &€ H}(Q)N
H?(Q).
D’apres le principe de maximum on a &y < &, ce qui entraine :

am{%g: er}:+m.

Ce qui nous donne :

Maintenant nous généraliserons la construction ci-dessus dans R .
= N o
Pour x = (x,xN) = (ml,...,N_l,xN) € R et soit :

Z]* =224 ...+ 2%,

n(xr)=at+... +a2%.
On considere ’ensemble ouvert :

~ 1

0= {x = (3,2n5), |7 < zv, n(z) < g}-

Soit v une fonction positive définie sur Q par :

v(r) = (zx —|7)*) In (m (%)) ,

Noter que v a les mémes propriétés comme le cas pour N = 2.

Pour s > 0 petit , on considere p € Co(RY) tel que :

(0<p<1,

p(Z,xy)=1 s |Z]<s,

\ p(Z,zny)=0 si |Z]>—



54 Explosion L' du Vu quand f € L*(6)

et un ouvert Q de classe C2! | avec supp pNQ C Q, et pr = 0 sur ON.
Soit & = p.v, comme Av € LY(Q), alors —A&, € LY(Q).
On pose :

Ty =an(7,...,7,1) € Q, ~v > 0.

Pour x5 > 0 assez petit, on a :

S (xy) o (L= levafan) (1 ( 1 )) o
50 " e tenaf VAR RN 1) o

Ce qui implique :

On considere £ la solution de :
—AL = |A&| =h e LY(Q),
£ € WHN(Q) NN (),

sup { £} = 0

z€Q (l’)

ce qui nous donne :

|
On considere 'opérateur :
T . LYQ,6) — LYY
f — Tf=Vu
ol u est la solution unique du probleme
—Au = f dans Q,
{ u = 0 sur 011, (4.25)

alors on a le lemme suivant.

Lemme 4.2 Si T est défini pour toute f € L'(2,0) alors T est borné.
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Preuve :

On prend 0 < € < « ( « assez petit ), et soit . = {z €O\ i(x) > 5}.

1 siz e,
On définit 7. f = yo. Vu, avec 1 xaq.(z) = { Shre

0 sinon.
Noter que :
o I.f =0 Tf p-p.
[ J |T5f| - XQEVU S |VU/‘ € Ll(Q>, (Ca]’_‘ : XQg(l’) S 1) .

Donc d’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a :

HTsf o TfHLl(Q)N

e—0

— 0.

D’autre part nous avons :

r€e), <= 1zl 1<%$),
donc :
L R\
Q
= ‘Vu’ dx,
Qe
< /Q‘Vu’ dx,
Q¢

< 1/‘Vu’5 dzx.
€ Ja

D’apres lestimation (2.4.3) du Théoreme on a :

/\vu\adxgc/uwdm,
Q Q

C
HTEfHLl(Q)N < e /Q‘f‘(Sd:E

ce qui implique

Ce qui montre que 7. est un opérateur linéaire continue de L'(2,4) dans L'(Q)V,

le:

T. € L(L'(,6), L'(Q)N).
Donc d’apres le Théoréme de Banach-Steinhaus (voir Théoréme [L.8)), on a :
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sup || 1| oz, < 400,
e>0
ot E = LY(, ), et F := L}(Q)".

Autrement dit, il existe une constante C' telle que :
HTEfHLl(Q)N <C Hf||L1(Q,5)-

Apres le passage a la limite ¢ — 0, on a :

T f ] 1 qyr = 1Vl < Cllflles (4.2.6)

Le résultat principal dans ce Chapitre est donné par le prochain Théoreme.

Théoréme 4.1 [l existe un domaine régulier Q@ de RN, et une fonction f € LY(Q,0),
tel que la solution u de (4.1.1)) vérifiée

/ \Vu|(z) do = +o0.
Q
Démonstration du Théoréeme [4.1] :

Nous considérons 2 construit dans le Lemme 4.1 Supposons que pour toute fonc-
tion f € L'(€,0) le gradient de la solution u du probleme (4.2.8) est intégrable.

On note par ¢ la solution du probleme (4.2.1)). Rappelons que & vérifie (4.2.2)), i.e :

ig{%%\xeﬁ}z+m.

Montrons qu’il existe un fonction f € L'(€2,6), f > 0, tel que :
/ f()&(x) do = +oo. (e : f ¢ LYD,9)).

D’apres le principe de maximum de Hopf (voir Théoreme|l.12)), il existe une constante
a > 0 tel que :

(Vz € Q) ) > ad(x).
Noter que / lg(x)| 6 do < — / lg(x)| € dx,
cela veut dire que :  LY(Q, &) — LY(Q, ).

Maintenant on montre que : L'(9,&) # L'(Q, ). La démonstration sera faite par
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I'absurde ; on suppose que L'(€,£) = L'(£,d), et puisque les deux espaces sont des
espaces Banach, alors d’apres le Théoreme de Banach (voir Théoreme ; il existe
une constante 5 > 0 tel que :

(Vg € L}(2,6)) /Q l9(2)| é(2) dz < B /Q (@) 6(x)de.  (4.2.7)
E2T) =  £(z) < Bo(@).

1

En effet ; soient y € Q et g(z) = — - XB(y,) (7), alors d’apres la formule de la moyenne,
£

il existe z; |z — y| < € tel que :

1
[ ls@is@ar = [ S xmo@a

<)

= — &(x) dex,
N JB(y.e) @)
1

- e /B o
1
= S_N‘B(ng)‘g(z)a

1
—  [BOD|V€)

= 7 &R)

En passant a la limite e — 0, on obtient

ti [ o) o) do = 53 €l

De méme, on aura pour y € € :
tim [ |g()8(x) de = tim [ - () 6(z) dx = Y 5(y)
lim g g(x)|o(x) dv = lim =y XB(.e) () 0(z) dr = —+0(y).

Alors d’apres l'inégalité (4.2.7)), on aura :
ce qui implique que,

contradiction!, car on a :
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{5}

Donc on conclut que L'(, &) & L'(€, ), alors il existe ainsi une fonction fe LY (Q,0)(f >
0), tel que :f ¢ L'(Q,¢).

f Slfgkv

Soit :fy := Te(f) := {k G Fot

et soit 1y la solution du : )
~Adiy, = fr. (4.2.8)
On utilise £ comme fonction test dans (4.2.8)), alors :

os/fkfda: N
Q

Q
= —/&kAgd:c,
Q

Q

/Q b do < [[igll gy - 1l o,

ensuite par I'inégalité de Holder,

) N
et comme N = N 1= 1*, alors :

[kl v ) = Nl 1 -
En appliquant I'inégalité de Sobolev,
[kl ) < SNVl 1),
d’apres I'inégalité (4.2.6) on aura :
ikl ey < C Il fellpr.0)-
Nous avons bien : f, = min(f, k), cela veut dire que : 0 < f;, < f,

ce qui entraine, .
[kl v ) < C Nl llLr -

Donc finalement on a :



4.2 Existence de domaine et une fonction f € L'(Q,0) avec || Vu| 11(q) explose

59

/Q Jo€ dz < C | Flias Ihllv.

D’autre part, on a :

o f —=f pp.

R G
S O

Si fi < fo alors on a fi1 < fro,
ce qui montre que fk est une fonction croissante positive.
D’apres le Théoreme de convergence monotone, on a :
/ fé€dr = lim / fi € dz.
Q k—+o00 Jq

< C Hf”Ll(Q,é) 2|l v ) < 400,

c’est une contradiction ; car nous avons déja : / f & dr = +o0.
Q

Donc, il existe une fonction f € L'(€2,6) telle que la solution tres faible associée @

son gradient explose dans L*(Q), i.e :

Vil ¢ L'(Q).

Ce qui termine la démonstration du Théoremd4.1]
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Appendices

4.3 A

Lemme 4.3 Soit ¢, la premiere fonction propre de lopérateur —A, il existe une

constante M > 0 tel que pour 0 < € < o on a :

|In(p1 +¢)] < M (JIng| +1).

Preuve

Supposons par l'absurde que ceci est incorrecte, donc :
1 —
(VM > 0)(d e € (0, 5) Bz e Q) |In(pr1(z) +e)| > M (| In(p(z))] + 1).

Si M = M, — oo (par exemple M,, = n) alors ceci donne :

(Vn e N) (3e, € [0, %} (B € Q) [In(pr(zn) + en)| > M, (| In(r(20))] + 1).

Puisque [O, %} est compact, il existe une sous suite e5(,) — € € {O, %} .
De méme, € est compact, il existe une sous suite Zyog(n) = T € Q.
On déduit,

(V1) [10(01(200(m)) + Eq00(m))| > Mioony (| 10(01(2100(m))| +1).

En faisant tendre n vers Uinfini, et par continuité de y — ¢1(y) et la fonction loga-

rithme, on conclut,
| In(1(Z) + )| > oc.

Ce qui est impossible.

Alors on conclut qu’il existe une constante M > 0 tel que, pour 0 < € < gona:

|In(e1 +¢)] < M (JIng| +1).

61
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4.4 B

Lemme 4.4 :Soit v € C}(Q), alors on a :

[v(2)] < ||V7HOO(5(33). (4.4.1)
Preuve :
Soient # € Q et € > 0 tel que B(z,e) C Q. Prenons h € RY tel que |h| < . On

définit :
k(t) = y(x + th), t € R;.

Noter que :

K'(t) = hVy(z + th),

ensuite,

(@ +th) —r(x) = k() - k(0),

Ce qui entraine,

Y

[v(z) = v(@+th)| = ‘/OthV’y(x+sh)ds
< /t‘hVW(x—i-sh){ds,

t
< [l [ s

< |9l tin

Soit t > 0 tel que = +th € 0S). Si on note x +th =y € OS2, alors :

(@) = ()| < ||[VA]| 1z =yl
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Si le vecteur h est tel que y € 99 alors |x — y| = d(x), donc on a :

v(@)| < ||Vl d(x).
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