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Introduction

Dans ce travail on s�intéresse à l�existence et l�unicité des solutions anti périodique d�un

problème aux limites pour les équations di¤érentielles fonctionnelles du deuxième ordre , de la

forme:

x00(t) + f
�
t; x0(t); x(t); x(t� �(t))

�
= 0 (1)

avec f : R4 �! R est continue ; � : R �! R continue et T � periodique .

On s�intéresse aux conditions su¢ santes sur la fonction f pour assurer l�existence et l�unicité

d�une solution anti-périodique du problème précédent.

Les problèmes anti-périodiques à valeur limite ont été discutés au cours des vingt dernières

années.Okochi H.[1] [2] a lancé l�étude de solutions anti-périodiques de l�équation d�évolution

dans les espaces de Hilbert. Chen et Al. [3];[4], ont étudié en utilisant le théorème du point

�xe l�éxistance de la solution anti-périodique pour les équations d�évolution de premier ordre

dans un espace de Hilbert séparable.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres:

Dans le premier chapitre , on présente quelques dé�nitions et résultats préliminaires utiles

pour la suite du travail. Le chapitre deux est réservé à l�existence et l�unicité des solutions anti-

périodique du problème di¤érentielle fonctionnelle aux limite du deuxième ordre . Le dernier
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est consacré aux exemples d�application.
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Chapitre 1

Dé�nitions et préliminaires:

1.1 Dé�nitions

1.1.1 Fonction périodique :

Dé�nition 1.1 Une fonction f :
D � R �! R
x 7�! f(x)

est dite périodique de période T 2 R�(ou

T � p�eriodique) si et seulement si:

8t 2 D; t+ T 2 D et f(t+ T ) = f(t) .

Exemple:
La fonction sinus est périodique de période égale à 2�

f :
D � R �! R

x 7�! f(x) = sinx

6
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1.1.2 Fonction anti-périodique :

Dé�nition 1.2 Soit u : R �! R continue ; u est dite anti-périodique si :

elles est périodique 8t 2 R et:

u(t+
T

2
) = �u(t) 8t 2 R

7



Remarque 1.1 La fonction anti-périodique est entièrement déterminée par son graph sur
�
0; T2

�
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1.1.3 Série de Fourier:

Dé�nition 1.3 Soit g : R �! R une fonctione ;

on appelle coe¢ cients de Fourier reélles:

an =
1

�

�Z
��

g(x) cos(nx)dx

a0 =
1

�

�Z
��

g(x)dx

bn =
1

�

�Z
��

f(x) sin(nx)dx

et on a

f(x) = a0(f) +

+1X
n=1

�
an(f): cos

�
nx
2�

T

�
+ bn(f): sin

�
nx
2�

T

��

Remarque :

Si la fonction et pair alors bn = 0:

Si la fonction et impair alors an = 0:

On appelle coe¢ cients de Fourier complexe :

Cn(g) =
1

T

Z T
2

�T
2

g(t)e�i
2n�
T
tdt:

La série Sn(g) =
nP
�n
Ck(g)e

i 2n�
T
tdt s�appelle série de Fourier.

Remarque :

�
Cn =

1
2 (an � ibn)

C�n =
1
2 (an + ibn)

Si la série est convergente alors on a lim
n�!+1

Sn(g) = g(x)

9



1.1.4 Existence de série de Fourier :

Le théorème suivant en nous donne la decomposition d�une fonction periodique en série de

Fourier :

Théorème 1.1 ( Dirichlet) [5]:

Soit f de période T , continue en un réel x, et dérivable à droite et à gauche en x,alors :

f(x) =
+1X
�1

Cn(f):e
inx 2�

T

Si f est à valeurs réelles, l�égalité ci-dessus se réécrit avec les coe¢ cients de Fourier réels :

f(x) = a0(f) +
+1X
n=1

�
an(f): cos

�
nx
2�

T

�
+ bn(f): sin

�
nx
2�

T

��

1.1.5 Espace précompact :

Dé�nition 1.4 Soit (E; d) un espace métrique, K une partie de X .On dit que K est précom-

pact si pour tout " > 0, on peut recouvrir K par un nombre �ni de boules de rayon ";

Les notions suivantes sont utilisées dans la suit :

CkT = fx 2 Ck; x est T � p�eriodiqueg; k = f0; 1; 2; : : :g

est l�ensemble des fonctions de classe Ck et T � p�eriodique .

10



jjxjjp =
�Z T

0
jx(t)jpdt

� 1
p

;8p � 1; jxj0 = max
t2[0;T ]

jx(t)j:

C
k; 1
2

T = fx 2 CkT ; x
�
t+

T

2

�
= �x (t) ;8t 2 Rg

est l�ensemble des fonctions de CkT et anti� p�eriodique .

jjxjj
C
k; 12
T

= max
n
jxj0; jx0j0; :::; jx(k)j0

o
8x 2 Ck;

1
2

T

l�ensemble C
k; 1
2

T muni de la norme jjxjj
C
k; 12
T

est un espace de Banach.

1.1.6 Inégalité de Cauchy Schwarz:

Lemme 1.1 [6]

Soient p et q deux nombres positifs tels que :

1

p
+
1

q
= 1

Si jjf(x)jjp et jjg(x)jjq sont Riemann intégrable sur [a; b] ; avec jjf(x)jjp =
�R b
a jf(x)j

pdx
� 1
p

et jjg(x)jjq =
�R b
a jg(x)j

qdx
� 1
q
.

Alors:
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j
Z b

a
f(x):g(x)dxj �

�Z b

a
jf(x)jpdx

� 1
p

:

�Z b

a
jg(x)jqdx

� 1
q

:

Remarque 1.2 Dans le cas de l�espace euclidien Rn muni du produit scalaire canonique,

l�inégalité de Cauchy-Schwarz s�écrit :

nX
i=1

xi:yi �
 

nX
i=1

x2i

! 1
2

:

 
nX
i=1

y2i

! 1
2

1.2 préliminaires:

proposition 1.1 on a:

+1X
k=1

1

k2
=
�2

6
.

Preuve: La fonction h :
R �! R
x 7�! jxj véri�er les hypotheses du théorème 1.1 et elle a les coe¢ -

cients suivantes :

a0 =
1

�

�Z
��

h(x)dx

=
1

�

24 0Z
��

h(x)dx+

�Z
0

h(x)dx

35
=

2

�

�Z
0

xdx

=
2

�
� �

2

2

= �

12



an =
1

�

�Z
��

h(x) cos(nx)dx

=
2

�

�Z
0

x cos(nx)dx

=
2

�

0@hx
n
sin(nx)

i�
0
� 1

n

�Z
0

sin(nx)dx

1A
= � 2

n�

0@ �Z
0

sin(nx)dx

1A
= � 2

n2�
[� cos(nx)]�0

=

� 2
n2�

(1� 1) si n est pair
2
n2�

(�1� 1) si n est impair

=

�
0 si n est pair
� 4
n2�

si n est impair

Donc on a:

f(x) =
�

2
� 4

�

+1X
k=1

cos (2k + 1)x

(2k + 1)2
.

Pour x = 0 on a: f(0) = 0:

C�est à dire :
�

2
=
4

�

+1X
k=1

1

(2k + 1)2

D�où :
�2

8
=
+1X
k=1

1

(2k + 1)2

D�autre parte pour s =
+1X
n=1

1
n2
on a:

13



s =

+1X
k=1

1

(2k)2
+

+1X
k=1

1

(2k + 1)2

C�est à dire :

s =
s

4
+
+1X
k=1

1

(2k + 1)2

C�est à dire :
3s

4
=
�2

8

D�oú

s =
�2

6

C�est à dire :
+1X
k=1

1

k2
=
�2

6
.

Pour l�étude de l�existence et l�unicité ; nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.2 (Inégalité de Wirtinger et Inégalité de Sobolev ) [7]

si x 2 C1T et
R T
0 x(t)dt = 0 alors:
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1) Inégalité de Wirtinger:

Z T

0
jx(t)j2dt � T 2

4�2

Z T

0
jx0(t)j2dt

2) Inégalité de Sobolev :

jx(t)j20 �
T

12

Z T

0
jx0(t)j2dt

Preuve: 1) L�inégalité de Wirtinger:

Soit x 2 C1T en utilisant le développement en sérié de Fourier on a

x(t) =

+1X
k=�1
k 6=0

xke
2i�kt
T .

d�où

x0(t) =
+1X
k=�1
k 6=0

2i�k

T
:xk:e

2i�kt
T

15



ceci implique :

Z T

0

��x0(t)�� 2dt =

Z T

0

��������
+1X
k=�1
k 6=0

2i�k

T
:xk:e

2i�kt
T

��������
2

dt

=

+1X
k=�1
k 6=0

4�2k2

T 2
jxkj2T

� 4�2

T 2
:
+1X
k=�1
k 6=0

jxkj2:T

� 4�2

T 2

+1X
k=�1
k 6=0

Z T

0
jxkj2:je

2i�kt
T j2dt

=
4�2

T 2

+1X
k=�1
k 6=0

Z T

0

���xk:e 2i�ktT

���2 dt

ce qui implique :

Z T

0
jx(t)j2dt � T 2

4�2

Z T

0
jx0(t)j2dt

2 ) L�inégalité de Sobolev :

Soit x 2 C1T en utilisant le développement en sérié de Fourier on a

x(t) =

+1X
k=�1
k 6=0

xke
2i�kt
T .

16



Donc :

jx(t)j2 �

0BB@ +1X
k=�1
k 6=0

jxkj2

1CCA

�

0BB@ +1X
k=�1
k 6=0

T

4�2k2
� 4�

2k2

T
jxkj2

1CCA

�

0BB@ +1X
k=�1
k 6=0

T

4�2k2

1CCA :
0BB@ +1X
k=�1
k 6=0

4�2k2

T 2
� T jxkj2

1CCA (Cauchy Schwrz)

�

0BB@ +1X
k=�1
k 6=0

T

4�2k2

1CCA� Z T

0
jx0(t)j2dt

on a:

+1X
k=1

1

k2
=
�2

6
.

Donc :

jx(t)j2 � T � 1

4�2
� 2�

2

6
�
Z T

0
jx0(t)j2dt

� T

12
�
Z T

0
jx0(t)j2dt

Lemme 1.3 [8]

17



soit � > 0 et �(t) 2 C0;
1
2

T et soit le probleme anti-periodique aux limites :

�
(x00(t)� �2x(t) = �(t)

x(T2 ) = �x(0);x0(
T
2 ) = �x0(0)

(2:1)

x(t) est une solution de notre problème ssi :

x(t) =

Z T
2

0
G(t; s)�(s)ds

avec

G(t; s) =

� e�(t�s)�e�(T2 �t+s)
2�

�
1+e

�(T2 )
� 0 � s � t � T

2

e�(s�t)�e�(
T
2 +t�s)

2�

�
1+e

�(T2 )
� 0 � t � s � T

2

Preuve: supposons que x(t) est solution de (2:1) et D = d
dt

donc l�équation de(2.1) écrite de la forme:

(D � �)(D + �)x(t) = �(t)

on pose :

(D + �)x(t) = y(t)

c�est à dire

y(t) = x0(t) + �x(t)

donc:

(D � �)y(t) = �(t)

on multiple par e��t et on intègre entre 0 et t , on trouve :

y(t) = e�t
�
y(0) +

Z t

0
�(s)e��sds

�

comme:

(D + �)x(t) = y(t)

18



en remplaçant et multipliant les deux coté par e�tet en intégrant entre 0 et t

on obtient:

x(t) = e��t
�
x(0) +

Z t

0
e�sy(s)ds

�
on a : Z t

0
e�sy(s)ds =

1

2�

�
y(0)(e2�t � 1) +

Z t

0
(e2�t � e2�s)�(s)e��sds

�
comme

y(t) = e�t
�
y(0) +

Z t

0
�(s)e��sds

�
on a :

Z t

0
e�sy(s)ds =

Z t

0
e2�s

�
y(0) +

Z s

0
�(u)e��udu

�
ds

=

Z t

0
e2�sy(0)ds+

Z t

0

�
e2�s

Z s

0
�(u)e��udu

�
ds

= I1 + I2

avec

I1 =
1

2�

h
e2�sy(0)

it
0

=
1

2�

h
y(0)(e2�t � 1)

i
et

I2 =

Z t

0

�
e2�s

Z s

0
�(u)e��udu

�
ds

On pose :

F (s) =

Z s

0
�(u)e��udu et G0(s) = e2�sds

19



par intégration par partie on obtient :

I2 =

Z t

0
F (s):G0(s)ds

= [F (s):G(s)]t0 �
Z t

0
F 0(s):G(s)ds

=

�
1

2�
e2�s

Z s

0
�(u)e��udu

�t
0

�
Z t

0

1

2�
e2�s�(s)e��sds

=
1

2�

�
e2�t

Z t

0
�(s)e��sds� 0�

Z t

0
e2�s�(s)e��sds

�
=

1

2�

�Z t

0
(e2�t � e2�s)�(s)e��sds

�
.

Donc on a :

I1 + I2 =

Z t

0
e�sy(s)ds

=
1

2�

�
y(0)(e2�t � 1) +

Z t

0
(e2�t � e2�s)�(s)e��sds

�

et :

x(t) = e��t
�
x(0) +

Z t

0
e�sy(s)ds

�
= e��tx(0) + e��t

1

2�

�
y(0)(e2�t � 1) +

Z t

0
(e2�t � e2�s)�(s)e��sds

�
= e��tx(0) + e��t

1

2�

�
(x0(0) + �(x(0))(e2�t � 1) +

Z t

0
(e2�t � e2�s)�(s)e��sds

�

20



Or :

y(0) = (x0(0) + �x(0))

x(t) =
1

2�

��
x0(0) + �x(0)

�
e��t +

�
�x(0)� x0(0)

�
e��t �

Z t

0
(e��(t�s) � e�(t�s))�(s)ds

�
Donc pour x(t) on a :

x(t) =
1

2�

��
x0(0) + �x(0)

�
e�t +

�
�x(0)� x0(0)

�
e��t �

Z t

0
(e��(t�s) � e�(t�s))�(s)ds

�
:

Pour t = 0

x(0) =
1

2�
f(x0(0) + �x(0)) + (�x(0)� x0(0))g

pour t = T
2

x(
T

2
) =

1

2�

n
(x0(0) + �x(0))e�

T
2 + (�x(0)� x0(0))e��

T
2

�
Z T

2

0

�
e��(

T
2
�s) � e�(

T
2
�s)
�
�(s)ds

)
:

Et pour x�(t) on a :

x0(t) =
1

2�

n
(x0(0) + �x(0))�e�t + (�x(0)� x0(0))(��)e��t

�
Z t

0
(��e�(t�s) � �e�(t�s))�(s)ds

�
=

1

2

n
(x0(0) + �x(0))e�t � (�x(0)� x0(0))e��t

+

Z t

0
(e��(t�s) + e�(t�s))�(s)ds

�
:

Pour t = 0

x0(0) =
1

2
f(x0(0) + �x(0))� (�x(0)� x0(0))g:
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Pour t = T
2

x0
�
T

2

�
=

1

2

n
(x0(0) + �x(0))e�

T
2 � (�x(0)� x0(0))e��

T
2

+

Z T
2

0
(e��(

T
2
�s) + e�(

T
2
�s))�(s)ds

)
:

Comme

0 = x(
T

2
) + x(0)

=
1

2�

hn
(x0(0) + �x(0))e�

T
2 + (�x(0)� x0(0))e��

T
2

�
Z T

2

0

�
e��(

T
2
�s) � e�(

T
2
�s)
�
�(s)ds

)
:+ f(x0(0) + �x(0)) + (�x(0)� x0(0))g

#
=

n�
x0 (0) + �x(0)

� �
1 + e�

T
2

�
+
�
�x(0)� x0(0)

� �
1 + e��

T
2

�
�
Z T

2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds+

Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)

=

(�
x0 (0) + �x(0)

� �
1 + e�

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)

+

(�
�x(0)� x0(0)

� �
1 + e��

T
2

�
�
Z T

2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)
:

Donc (�
x0 (0) + �x(0)

� �
1 + e�

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)
= 0

et (�
�x(0)� x0(0)

� �
1 + e��

T
2

�
�
Z T

2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)
= 0

C�est à dire

�
x0 (0) + �x(0)

�
=

�1�
1 + e�

T
2

� Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds
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et

�
�x(0)� x0(0)

�
=

1�
1 + e��

T
2

� Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

D�autre parte on a :

0 = x0
�
T

2

�
+ x0 (0)

=
1

2

n
(x0(0) + �x(0))e�

T
2 � (�x(0)� x0(0))e��

T
2

+

Z T
2

0
(e��(

T
2
�s) + e�(

T
2
�s))�(s)ds

)
+
1

2
f(x0(0) + �x(0))� (�x(0)� x0(0))g

=
1

2

n
(x0(0) + �x(0))

�
1 + e�

T
2

�
� (�x(0)� x0(0))

�
1 + e��

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds+

Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)

C�est à dire

0 =

(
�(�x(0)� x0(0))

�
1 + e��

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)

+

(
(x0(0) + �x(0))

�
1 + e�

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)

D�où

(
�(�x(0)� x0(0))

�
1 + e��

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)
= 0
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et (
(x0(0) + �x(0))

�
1 + e�

T
2

�
+

Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

)
= 0

C�est à dire

(�x(0)� x0(0)) = 1�
1 + e��

T
2

� Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

et

(x0(0) + �x(0)) =
�1�

1 + e�
T
2

� Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

en remplaçant dans (2.2) on trouve:
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x(t) =
1

2�

8<: �1�
1 + e�

T
2

�e�t Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds

+
1�

1 + e��
T
2

�e��t Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds�

Z t

0
(e��(t�s) � e�(t�s))�(s)ds

9=;
=

1

2�

8<: �1�
1 + e�

T
2

�e�t Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds+

1�
1 + e��

T
2

�e��t Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

�

�
1 + e�

T
2

�
�
1 + e�

T
2

� Z t

0
(e��(t�s) � e�(t�s))�(s)ds

9=; :
=

1

2�

8<: �1�
1 + e�

T
2

�e�t Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s)�(s)

�
ds+

1�
1 + e��

T
2

�e��t Z T
2

0

�
e��(

T
2
�s)�(s)

�
ds

� 1�
1 + e�

T
2

� Z t

0
(e��(t�s) � e�(t�s) + e��(t�s�

T
2
) � e�(t�s+

T
2
))�(s)ds

9=;
=

1

2�
�
1 + e�

T
2

� (�Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s+t)�(s)

�
ds+

Z T
2

0

�
e��(�s+t)�(s)

�
ds

�
Z t

0
(e��(t�s) � e�(t�s) + e��(t�s�

T
2
) � e�(t�s+

T
2
))�(s)ds

�
=

1

2�
�
1 + e�

T
2

� (Z T
2

0

��
e��(�s+t) � e�(

T
2
�s+t)

�
�(s)

�
ds

+

Z t

0
(�e��(t�s) + e�(t�s) � e��(t�s�

T
2
) + e�(t�s+

T
2
))�(s)ds

�
=

1

2�
�
1 + e�

T
2

� (Z T
2

0

��
e��(�s+t) � e�(

T
2
�s+t)

�
�(s)

�
ds

+

Z t

0
(�e��(t�s) + e�(t�s) � e�(s�t+

T
2
) + e�(t�s+

T
2
))�(s)ds

�
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=
1

2�
�
1 + e�

T
2

� (Z T
2

0

��
e��(�s+t) � e�(

T
2
�s+t)

�
�(s)

�
ds

�
Z t

0
(e�(s�t) � e�(t�s+

T
2
))�(s)ds+

Z t

0

�
e�(t�s) � e�(s�t+

T
2
)
�
�(s)ds

�
=

1

2�
�
1 + e�

T
2

� (Z T
2

0

��
e�(s�t) � e�(t�s+

T
2
)
�
�(s)

�
ds+

Z 0

t
(e�(s�t) � e�(t�s+

T
2
))�(s)ds

+

Z t

0

�
e�(t�s) � e�(s�t+

T
2
)
�
�(s)ds

�
=

1

2�
�
1 + e�

T
2

� (Z t

0

�
e�(t�s) � e�(s�t+

T
2
)
�
�(s)ds+

Z T
2

t

��
e�(s�t) � e�(t�s+

T
2
)
�
�(s)

�
ds

)

C�est à dire :

x(t) =

Z T
2

0
G(t; s)�(s)ds

�

Pour la demonstration de la reciproque :

supposons que :

x(t) =

Z T
2

0
G(t; s)�(s)ds

x0(t) =

Z T
2

0

@G

@t
(t; s)�(s)ds

Comme
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@G

@t
(t; s) =

� �e�(t�s)+�e
�(T2 �t+s)

2�

�
1+e

�(T2 )
� 0 � s � t � T

2

��e�(s�t)��e�(
T
2 +t�s)

2�

�
1+e

�(T2 )
� 0 � t � s � T

2

=

� e�(t�s)+e
�(T2 �t+s)

2

�
1+e

�(T2 )
� 0 � s � t � T

2

�e�(s�t)�e�(
T
2 +t�s)

2

�
1+e

�(T2 )
� 0 � t � s � T

2

On a

x0(t) =
1

2(1 + e�
T
2 )

�Z t

0
(e�(t�s) + e�(

T
2
�t+s))�(s)ds

+

Z T
2

0

�
�e��(t�s) � e�(

T
2
+t�s)

�
�(s)ds

#

donc
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x00 (t) =
1

2
�
e�

T
2 + 1

� �Z t

0
�e�(t�s) � �e�(

T
2
�t+s)�(s)ds +

�
1 + e�

T
2

�
�(t)

+

Z T
2

t

�
�e�(s�t) � �e�(

T
2
+t�s)

�
�(s)ds�

�
�1� e�

T
2

�
�(t)

#

= �2

24 1

2�
�
e�

T
2 + 1

�
8<:
Z t

0

�
e�(t�s) � e�(

T
2
�t+s)

�
�(s)ds+

�
1 + e�

T
2

�
�

�(t)

+

Z T
2

t

�
e�(s�t) � e�(

T
2
+t�s)

�
�(s)ds+

�
1 + e�

T
2

�
�

�(t)

9=;
35

= �2

24 1

2�
�
e�

T
2 + 1

� (Z t

0

�
e�(t�s) � e�(

T
2
�t+s)

�
�(s)ds+

Z T
2

t

�
e�(s�t) � e�(

T
2
+t�s)

�
�(s)ds

)35+ �(t)
= �2

Z T
2

0
G(t; s)�(s)ds+ �(t)

C�est à dire : x00(t)� �2x(t) = �(t)

Il reste a montré que :

x(0) + x

�
T

2

�
= 0;x0(0) + x0

�
T

2

�
= 0

En e¤et :

on a par

G(t; s) =

� e�(t�s)�e�(T2 �t+s)
2�

�
1+e

�(T2 )
� 0 � s � t � T

2

e�(s�t)�e�(
T
2 +t�s)

2�

�
1+e

�(T2 )
� 0 � t � s � T

2
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x(t) =

Z T
2

0
G(t; s)�(s)ds

=

Z t

0

e�(t�s) � e�(
T
2
�t+s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� �(s)ds

+

Z T
2

t

e�(s�t) � e�(
T
2
+t�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� �(s)ds

Donc

x(0) =

Z 0

0

e�(0�s) � e�(
T
2
�0+s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� �(s)ds

+

Z T
2

0

e�(s�0) � e�(
T
2
+0�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� �(s)ds

=

Z T
2

0

e�(s) � e�(
T
2
�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
��(s)ds

et

x

�
T

2

�
=

Z T
2

0

e�(
T
2
�s) � e�(s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
��(s)ds

+

Z T
2

T
2

e�(s�
T
2 ) � e�(�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� �(s)ds

=

Z T
2

0

e�(
T
2
�s) � e�(s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
��(s)ds

= �
Z T

2

0

e�(s) � e�(
T
2
�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
��(s)ds

= �x(0)

donc

x(0) + x

�
T

2

�
= 0
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d�autre part

x0(t) =
1

2
�
1 + e�

T
2

� �Z t

0

�
e�(t�s) + e�(

T
2
�t+s)

�
�(s)ds

+

Z T
2

t

h
�e��(t�s) � e�(

T
2
+t�s)

i
�(s)ds

#

pour t = 0 on a :

x0(0) =
1

2
�
1 + e�

T
2

� �Z 0

0

�
e�(t�s) + e�(

T
2
�t+s)

�
�(s)ds

+

Z T
2

0

h
�e��(0�s) � e�(

T
2
+0�s)

i
�(s)ds

#

c�est à dire

x0(0) =
1

2
�
1 + e�

T
2

� Z T
2

0

h
�e�s � e�(

T
2
�s)
i
�(s)ds

et

x0
�
T

2

�
=

1

2
�
1 + e�

T
2

� "Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s) + e�s

�
�(s)ds

+

Z T
2

T
2

�
�e��(t�s) � e�(

T
2
+t�s)

�
�(s)ds

#

=
1

2
�
1 + e�

T
2

� Z T
2

0

�
e�(

T
2
�s) + e�s

�
�(s)ds

=
1

2
�
1 + e�

T
2

� "�Z T
2

0

�
�e�(

T
2
�s) � e�s

�
�(s)ds

#
= �x0(0)
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donc

x0
�
T

2

�
+ x0(0) = 0

Lemme 1.4 [10]

Soit E un espace convexe , fermé d�un espace de Banach et soit A une application continue de

E dans lui même et AE est pré compacte

alors A admet un point �xe

Lemme 1.5 [11]

Soit A une application continue et compacte d�un espace de Banach B dans lui même ,et sup-

posent qu�il existe un constante M tel que kxkB < M

8x 2 B et � 2 [0; 1] satisfait x = �Ax alors A admet un point �xe

Preuve: On peut supposer son perdre la généralité que M = 1

supposons

A�x =

�
Ax kAxk � 1
Ax
kAxk kAxk � 1

A�x et continue de D � B (D = fx 2 B; kxkB �Mg) dans luis même .

donc le lemme 1.4 a¢ rme que

A� admet un point �xe

supposent que kAxk � 1 on a donc :
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x = A�x =

�
1

kAxk

�
Ax = �Ax

donc

kxk = kA�xk = 1

contradiction avec kxk < 1

donc kAxk � 1

c�est a dire A�x = Ax

ce qui implique

x = Ax (ie A admet un point �xe )
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Chapitre 2

Éxistence et unicité du solution anti-

périodique:

Dans ce qui suit, on s�intéressé au problème di¤érentielle fonctionnelle aux limite suivent :

�
x00(t) + f (t; x0(t); x(t); x(t� �(t))) = 0
x (0) = �x

�
T
2

�
; x0 (0) = �x0

�
T
2

� (1.1)

On suppose que f satisfait les hypothèses suivantes:

(H1) :soient f dans C(R4;R) et � dans C(R;R) telle que : quelque soit t;x; y; z dans R

f

�
t+

T

2
;�x;�y;�z

�
= f(t; x; y; z) ; �

�
t+

T

2

�
= �(t)

(H2) Il existe a; b; c des constantes positives ou nulles telles que :

a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�
< 1;

et

8t; x1; x2; y1; y2; z1; z2 2 R

jf(t; x1; y1; z1)� f(t; x2; y2; z2)j � ajx1 � x2j+ bjy1 � y2j+ cjz1 � z2j

33



(H2) Il existe a; b; c des constantes positives ou nulle stelles que

b

2�
+

c

2
p
3
<
a

T

et

(f(t; x1; y; z)� f(t; x2; y; z))(x1 � x2) � �ajx1 � x2j2;

jf(t; x; y1; z1)� f(t; x; y2; z2)j � �bjy1 � y2j+ cjz1 � z2j8t; x; y; z; x1; x2; y1; y2; z1; z2 2 R

(H3) Il existe deux fonctions continue positives ou nulles p(t); q(t) et une constante L positive

ou nulle telle que

jf(t; u; 0; 0)j � p(t)juj+ q(t)8t 2 [0; T ]; juj > L

2.1 Unicité :

Théorème 2.1 [12]

On suppose que la condition (H1) et l�une des deux conditions (H2), (H2) soient satisfaites.

Alors l�équation (1:1) possède au plus une solution anti-périodique.

Preuve: Supposons que x1(t) et x2(t) sont deux solutions anti-périodiques de l�Equation

(1:1):

Alors, nous avons

34



x001(t) + f(t; x
0
1(t); x1(t);x1(t� �(t))) = 0

et

x002(t) + f(t; x
0
2(t); x2(t);x2(t� �(t))) = 0

donc on a:

(x1(t)� x2(t))00 + f(t; x01(t); x1(t);x1(t� �(t)))� f(t; x02(t); x2(t);x2(t� �(t))) = 0

On a¢ rme que la fonction X(t) = x1(t)� x2(t) est une fonction anti-périodique .

En e¤et :

d�une part :

X

�
t+

T

2

�
= x1

�
t+

T

2

�
� x2

�
t+

T

2

�
= �(x1(t)� x2(t))

= �X(t)

et d�autre part

X(t+ T ) = x1(t+ T )� x2(t+ T )

= (x1(t)� x2(t))

= X(t):
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Dans la suite on montre que X est identiquement nulle .

On a:

Z T

0
X(t)dt =

Z T
2

0
X(t)dt+

Z T

T
2

X(t)dt

par le changement du variable s = t� T
2 ie ds = dt on trouve :

Z T

T
2

X(t)dt =

Z T
2

0
X(t+

T

2
)dt

=

Z T
2

0
�X(t)dt

ce qui implique :

Z T

0
X(t)dt =

Z T
2

0
X(t)dt�

Z T

2

0
X(t)dt

= 0

Comme X 2 C1T et en utilisant l�inégalité de Sobolev (lemme 1.2), nous obtenons:

jXj0 �
r
T

12
jX 0j2

Supposons maintenant que (H2) ou (H2) est véri�ée . On distingue les deux cas

i) Si (H2) est satisfaite

on a:
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��X 0��2
2
=

Z T

0
jX 0(t)j2dt =

Z T

0
X 0(t):X 0(t)dt

une intégration par partie nous donne

jX 0j22 = [X(t):X 0(t)]T0 �
Z T

0
X 00 (t):X(t)dt

= (X(T ):X 0(T ))� (X(0):X 0(0))�
Z T

0
X 00 (t):X(t)dt

= �
Z T

0
X 00 (t):X(t)dt

=

Z T

0
[f(t; x01(t); x1(t);x1(t� �(t)))� f(t; x02(t); x2(t);x2(t� �(t)))]X(t)dt

Par (H2) on a :

jX 0j22 �
Z T

0
fajX 0(t)jjX(t)j+ bjX(t)j2 + cjX(t� �(t))jjX(t)jgdt

c�est à dire

jX0j22 � ajX 0j2jXj2 + bjXj22 + cjXj
Z T

0
jX(t)jdt (2.3)

Or on a par l�inégalité de Sobolev:
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jXj2 �
T

2�
jX 0j2

et

jXj22 �
T 2

4�2
jX 0j22

par l�inegalite du Sobolev

jXj0 �
r
T

12
jX 0j2

Et d�après l�inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

Z T

0
jX(t)jdt �

�Z T

0
12dt

� 1
2

:

�Z T

0
jX(t)j2dt

� 1
2

�
p
T :jX(t)j2

En remplaçant dans (2:3) on obtient l�inégalité suivant :

jX 0j22 � a
T

2�
jX 0j22 + b

T 2

4�2
jX 0j22 + c

T 2

4
p
3�
jX 0j22

�
�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

�
jX 0j22
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D�au :

�
1�

�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

��
jX 0j22 � 0

par (H2) on a
�
1�

h
a T2� + b

T 2

4�2
+ c T 2

4
p
3�

i�
> 0 et donc on a :

jX 0j22 � 0

C�est à dire :

X 0(t) � 0

D�ou

X(t) � C ; C étant une constante

Or

X(t) = �X
�
t+

T

2

�

C�est à dire :

C = �C

ce qui donne:

2C = 0
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C�est à dire :

C = 0

Donc

X(t) � 0

ce qui donne :

x1(t) = x2(t)

ii) : (H2) est satisfaite:

on a

Z T

0

�
(x1 (t)� x2 (t))00 + f

�
t; x01 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

��
(x1 (t)� x2 (t))0 dt = 0

c�est à dire

Z T

0

�
X 00(t) + f

�
t; x01 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

��
X 0(t)dt = 0

c�est à dire

Z T

0
X 00(t)X 0(t)dt+

Z T

0

�
f
�
t; x01 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

��
X 0(t)dt = 0
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d�où :

Z T

0

�
f
�
t; x01 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

��
X 0(t)dt = �

Z T

0
X 00(t)X 0(t)dt

= �
Z T

0
X 0(t)X 00(t)dt

= �
Z T

0
X 0(t)d(X 0(t))

= �
Z T

0
d

�
(X 0(t))2

2

�
= �

�
(X 0(T ))2

2
� (X

0(0))2

2

�
= 0

c�est à dire

Z T

0

�
f
�
t; x01 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

��
X 0(t)dt =

Z T

0

�
f
�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

��
X 0(t)dt

(2.4)

d�un autre côté d�après H2Z T

0

�
f
�
t; x01 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

��
X 0(t)dt � a

Z T

0
X 0(t)X 0(t)dt

� a

Z T

0

��X 0(t)
��2 dt

� a
��X 0��2

2
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et d�après (2:4)

a
��X 0��2

2
�

Z T

0

�
f
�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

��
X 0(t)dt

�
Z T

0

��f �t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))�� f �t; x02 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))��� � ��X 0(t)
�� dt

�
Z T

0

�
b jX(t)j+ c jX(t� � (t))j

�
�
��X 0(t)

�� dt
�

Z T

0

�
b jX(t)j �

��X 0(t)
��+ c jX(t� � (t))j � ��X 0(t)

��� dt
� b

Z T

0
jX(t)j �

��X 0(t)
�� dt+ cZ T

0
jX(t� � (t))j �

��X 0(t)
�� dt

par l�inégalité de cauchy-schwartz on obtient

Z T

0

�
f
�
t; x02 (t) ; x2 (t) ; x2 (t� � (t))

�
� f

�
t; x02 (t) ; x1 (t) ; x1 (t� � (t))

��
X 0(t)dt � b jXj2

��X 0��
2

+c jXj0
Z T

0

��X 0(t)
�� dt

par les équations Sobolev et Wirtinger on obtient

a
��X 0��2

2
� b

��X 0��
2

T

2�

��X 0��
2
+ c jXj0

Z T

0

��X 0(t)
�� dt

� b
��X 0��

2

T

2�

��X 0��
2
+ c

r
T

12

��X 0��
2

p
T
��X 0��

2
dt

�
�
bT

2�
+ c

Tp
12

� ��X 0��2
2

�
�
b

2�
+

c

2
p
3

�
T
��X 0��2

2
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d�où

�a

T
jX 0j22 �

� �b
2�
+

�c

2
p
3

�
jX 0j22

c�est à dire

0 �
�
�a

T
�
�b

2�
� �c

2
p
3

�
jX 0j22

Par
�
H2

�
on a

h
�a
T �

�b
2� �

�c
2
p
3

i
> 0 donc on a :

jX 0j2 = 0

c�est à dire

d�ou

X 0(t) � 0

c�est à dire

X(t) � C ; C : constant

Or

X(t) = �X
�
t+

T

2

�
c�est à dire

C = �C
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ce qui donne

2C = 0

c�est à dire

C = 0

Donc :

X(t) � 0

ce qui implique :

x1(t) = x2(t)

conclusion :

la solution anti -périodique de notre problème si elle existe elle est unique .

2.2 Existence :

Théorème 2.2 [13]

Supposons que (H1) est satisfaite et que soit la condition (H2) soient les conditions
�
�H2
�
, (H3)

sont satisfaits. Alors l�équation. (1.1) admet au moins une solution anti-périodique.

Preuve: On dé�ni l�application A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T par :

Ax(t) =

Z T
2

0
G(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds ; 8t 2

�
0;
T

2

�
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si Ax(t) = �Ax
�
t� T

2

�
8t 2

�
T
2 ; T

�
. le lemme 1.3 implique que la résolution du problème

1 est équivalent à trouver x 2 C1;
1
2

T veri�ant x = Ax c�est à dire x est un point �xe de A

i) A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T est continue :

soit xn un suite de C
1; 1
2

T telle que xn ! x lorsque n! +1 .On a f 2 C(R4;R)

donc:

lim
n!+1

�
f(t; x0n(t); xn(t); xn(t� �(t)))� �2xn(t)

�
= f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t)

D�autre part on a

jAxn(t)�Ax(t)j �
Z T

2

0
jG(t; s)jjf(s; x0n(s); xn(s); xn(s��(s)))-f(s,x

0(s),x(s),x(s-�(s)))-�2(xn(t)-x(s))jds

et

jG(t; s)j � 1 + e�
T
2

2�
�
1 + e�

T
2

�
� 1

2�

d�où

jAxn(t)�Ax(t)j �
1

2�

Z T
2

0
j(f(s; x0n(s); xn(s); xn (s� �(s)))�f(s; x0(s); x(s); x(s��(s))))��2(xn(t)�x(s))jds
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et donc

lim
n!+1

jAxn �Axj0 = 0

d�un autre côté

8t 2
�
0; T2

�
on a:

Ax(t) =

Z t

0

e�(t�s) � e�(
T
2
�t+s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

+

Z T
2

t

e�(s�t) � e�(
T
2
+t�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

d�où

A0(t) =

Z t

0
(
e�(t�s) + e�(

T
2
�t+s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

+
1 + e�(

T
2 )

2
�
1 + e�(

T
2 )
�(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

�
Z T

2

t
(
e�(t�s) + e�(

T
2
+t�s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� )(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

�

�
1 + e�(

T
2 )
�

2
�
1 + e�(

T
2 )
�(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

donc
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A0(t) =

Z t

0
(
e�(t�s) + e�(

T
2
�t+s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

�
Z T

2

t
(
e�(t�s) + e�(

T
2
+t�s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� )(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

il suit que

jA0xn(t)�A0x(t)j � 1 + e�(
T
2 )�

1 + e�(
T
2 )
� �Z t

0

���f(s; x0n(s); xn(s); xn(s� �(s))� f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s))��
+�2 jxn(s)� x(s)j ds

	
+

Z T
2

t

���f(s; x0n(s); xn(s); xn(s� �(s))� f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s))��
+�2 jxn(s)� x(s)j ds

	�
�

"Z T
2

0

���f(s; x0n(s); xn(s); xn(s� �(s))� f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s))��
+�2 jxn(s)� x(s)j ds

	�

d�où

lim
n!+1

jA0xn �A0xj0 = 0

on a ainsi demontrer que

A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T est continue .

ii) Montrons que A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T est borné
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Soit D sous ensemble bornée dans C
1; 1
2

T , autrement dit, il existe un constante d > 0 telle

que pur tout x dans D on a jxj0 < d et jx0j0 < d

alors

jAxj0 = max
t2[0;T2 ]

�����
Z T

2

0
G(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

�����
� max

t2[0;T2 ]

Z T
2

0
jG(t; s)jjf(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s)jds

� 1 + e�
T
2

2�
�
1 + e�

T
2

� :T
2
max
t2[0;T2 ]

jf(s; u1; u2; u3)j+ �2ju2j : s 2
�
0;
T

2

�
; juij < d ; i = f1; 2; 3g

� T + Te�
T
2

4�
�
1 + e�

T
2

� max
t2[0;T2 ]

�
jf(s; u1; u2; u3)j+ �2ju2j : s 2

�
0;
T

2

�
; juij < d ; i = f1; 2; 3g

�
: =M1

D�autre part :

jA0xj0 = max
t2[0;T2 ]

j
Z T

2

0

@G

@t
(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))dsj

� max
t2[0;T2 ]

Z T
2

0

����@G@t (t; s)
���� ��f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))�� ds

� 1

2
:
T

2
max
t2[0;T2 ]

fjf(s; u1; u2; u3)j+ �2ju2j : s 2
�
0;
T

2

�
; juij < d; i = f1; 2; 3gg

� T

4
max
t2[0;T2 ]

fjf(s; u1; u2; u3)j+ �2ju2j : s 2
�
0;
T

2

�
; juij < d; i = f1; 2; 3gg

: =M2
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et

@2G

@t2
(t; s) =

��e�(t�s)��e�(T2 �t+s)
2

�
1+e

�(T2 )
� 0 � s � t � T

2

�e�(s�t)��e�(
T
2 +t�s)

2

�
1+e

�(T2 )
� 0 � t � s � T

2

d�où

@2G

@t2
(t; s) �

�
�
1 + e�(

T
2 )
�

2
�
1 + e�(

T
2 )
�

� �

2

ainsi

jA00xj0 = max
t2[0;T2 ]

j
Z T

2

0

@2G

@t2
(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))dsj

� max
t2[0;T2 ]

Z T
2

0
j@
2G

@t2
(t; s)jjf(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s)jds

� �

2
:
T

2
max
t2[0;T2 ]

fjf(s; u1; u2; u3)j+ �2ju2j : s 2
�
0;
T

2

�
; juij < d; i = f1; 2; 3gg

� �
T

4
max
t2[0;T2 ]

fjf(s; u1; u2; u3)j+ �2ju2j : s 2
�
0;
T

2

�
; juij < d; i = f1; 2; 3gg

: =M3
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ce qui implique :

A : C
1; 1
2

T ! C
2; 1
2

T

�
� C1;

1
2

T

�
est bornée .

iii)A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T est compacte .

soit (xn)n une suite borné de D
�
� C1;

1
2

T

�
par théorème de Rellich[9] (Axn)n admet une sous

suite converge

ce qui implique :

A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T est compacte .

Donc nous avons montré que A : C
1; 1
2

T ! C
1; 1
2

T est une application continue et compacte, pour

pouvoir applique le lemme 1.5 on a demontre qu�il existe une canctanta M telle que tout x (ver-

i�ant x = �Ax avec � 2 [0; 1] ) est borné par M

donc

x(t) = �Ax(t) = �

Z T
2

0
G(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

d�où

x0(t) = �

Z T
2

0

@G

@t
(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

avec:

@G

@t
(t; s) =

� e�(t�s)+e
�(T2 �t+s)

2

�
1+e

�(T2 )
� 0 � s � t � T

2

�e�(s�t)�e�(
T
2 +t�s)

2

�
1+e

�(T2 )
� 0 � t � s � T

2
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x0(t) = �

0@Z t

0

e�(t�s) + e�(
T
2
�t+s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

+

Z T
2

t

�e�(s�t) � e�(
T
2
+t�s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

1A

x00(t) = �

0@� Z t

0

e�(t�s) � e�(
T
2
�t+s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

+
1 + e�(

T
2 )

2
�
1 + e�(

T
2 )
�(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t)))

+�

Z T
2

t

e�(s�t) � e�(
T
2
+t�s)

2
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

�

0@ �1� e�(
T
2 )

2
�
1 + e�(

T
2 )
�(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

1A1A
= �

0@�2 Z t

0

e�(t�s) � e�(
T
2
�t+s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

+
1

2
(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t)))

+�2
Z T

2

t

e�(s�t) � e�(
T
2
+t�s)

2�
�
1 + e�(

T
2 )
� (f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds

+

�
1

2
(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

��
= �

 
�2
Z T

2

0
G(t; s)(f(s; x0(s); x(s); x(s� �(s)))� �2x(s))ds)

+(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

donc
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x00(t) = �2�Ax(t) + �(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

= �2x(t) + �(f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� �2x(t))

= �[�2(� � 1)x(t)� �f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))]

i) Si (H2) est satisfaite :

on a

jx0j22 =
Z T

0
jx0(t)j2dt

par intégration par partie on a

jx0j22 = �
Z T

0
x00(t):x(t)dt = �

Z T

0
�[�2(� � 1)x(t)� �f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))]x(t)dt

= �2
Z T

0
((� � 1)x2(t)dt+ �

Z T

0
f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x(t)dt

� �

Z T

0
f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x(t)dt

jx0j22 =
��jx0j22�� � 1Z T

0

��f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x(t)�� dt

donc

jx0j22 �
Z T

0

��f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x(t)�� dt
�

Z T

0

��f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� f(t; 0; 0; 0)�� jx(t)j dt
+

Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j jx(t)jdt

comme (H2) est satisfaite
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jx0j22 �
Z T

0
(ajx0(t)j+ bjx(t)j+ cjx(t� �(t))j)jx(t)jdt+

Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j jx(t)jdt

par l�inégalité de Sobolev et d�après l�inégalité de Cauchy-Schwarz

jx0j22 � ajx0j2 + bjxj2 + cjxj0
Z T

0
jx(t)jdt+

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

:jxj2

�
�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

�
jx0j22 +

T

2�

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

jx0j2

pour jx0j2 6= 0 on a :

jx0j2 �
�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

�
jx0j2 +

T

2�

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

c�est à dire :

�
1�

�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

��
jx0j2 �

T

2�

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

donc:

jx0j2 �
T
2�

�R T
0 jf(t; 0; 0; 0)j

2dt
� 1
2�

1�
h
a T2� + b

T 2

4�2
+ c T 2

4
p
3�

i�
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car par H2 on a:

�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

�
< 1

d�où jx0j2 est bornée par C1 =
T
2�

0@Z T

0
max
t2[0;T ]

fjf(t;0;0;0)j2gdt
1A
1
2

�
1�
h
a T
2�
+b T

2

4�2
+c T2

4
p
3�

i�
c�est à dire :

jx0j2 � C1;C1 : constant positive

par l�inégalité de Sobolev on a

jxj0 �
p
T

2
p
3
jx0j2

�
p
T

2
p
3
C1

dans le cas jx0j2 = 0 il n y a rien a montrer.

d�autre part:
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jx00j22 =

Z T

0
jx00 (t)j2dt

= �
Z T

0

�
�2(� � 1)x(t)� �f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))

�
x00 (t)dt

= ��2(� � 1)
Z T

0
x(t)x00 (t)dt+ �

Z T

0
f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x00 (t)dt

= �2(� � 1)
Z T

0
x0(t)2dt+ �

Z T

0
f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x00 (t)dt

�
Z T

0

��f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))x00(t)�� dt
�

Z T

0

��f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))�� ��x00(t)�� dt
�

Z T

0

���f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� f(t; 0; 0; 0)��+ jf(t; 0; 0; 0)j� ��x00(t)�� dt
�

Z T

0

��f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� f(t; 0; 0; 0)�� ��x00(t)�� dt+ Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j

��x00(t)�� dt

par H2 on a:

jx00j22 �
Z T

0
(ajx0(t)j+ bjx(t)j+ cjx(t� �(t))j)jx00 (t)jdt+

Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)jjx00(t)jdt

donc

jx00j22 �

24a T
2�
jx0j2 + bjxj2 + c

p
T jxj0 +

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

35 jx00j2

pour jx00 j2 6= 0 on a:

jx00j2 �

24a T
2�
jx0j2 + bjxj2 + c

p
T jxj0 +

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

35
�

24a T
2�
jx0j2 + b

T 2

4�2
jxj2 + c

T

2
p
3
jx0j2 +

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

35
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d�où

jx00j2
�
1�

�
a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T

2
p
3

��
�

24�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

35

c�est à dire

jx00j2 �

��R T
0 jf(t; 0; 0; 0)j

2dt
� 1
2

�
h
1�

�
a T2� + b

T 2

4�2
+ c T

2
p
3

�i
� max

t2[0;T ]
fjf(t; 0; 0; 0)jg Th

1�
�
a T2� + b

T 2

4�2
+ c T

2
p
3

�i

ce qui implique que jx00j2 est bornée par C2 = max
t2[0;T ]

fjf(t; 0; 0; 0)jg Th
1�
�
a T
2�
+b T

2

4�2
+c T

2
p
3

�i
c�est à dire il existe une constante positive C2 telle que:

jx0j0 �
p
T

2
p
3
jx00j2 � C2

pour jx00j2 = 0 il est claire que jx00j2 est bornée .

donc

kxk
C
1; 12
T

= max
�
jxj0 + jx0j0

	
< max

(p
T

2
p
3
C1; C2

)
+ 1

: =M
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c�est à dire il existe un constant positive M telle que:

kxk
C
1; 12
T

< M

ii) Si ( �H2) et H3 sont satisfaites:

on a

Z T

0
[(f(t; x0; x(t); x(t� �(t)))x0(t)]dt = �

Z T

0
x00(t)x0(t)dt

= �
Z T

0
d
�
x0(t)

�
dt

= �
�
x0(t)

�T
0

= 0 (2.5)

par �H2 on a pour x1 = x0 et x2 = 0

ajx0(t)j22 �
Z T

0
[(f(t; x0; x(t); x(t� �(t)))� f(t; 0; x(t); x(t� �(t)))x0(t)]dt
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par (2:5) on a

ajx0(t)j22 �
Z T

0
jf(t; 0; x(t); x(t� �(t)))jjx0(t)jdt

�
Z T

0
jf(t; 0; x(t); x(t� �(t)))� f(t; 0; 0; 0)jjx0(t)jdt+

Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)jjx0(t)jdt

�
Z T

0
[bjx(t)j+ cj(t� �(t))j]jx0(t)jdt+

Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)jjx0(t)jdt

� bjxj2jx0j2 + cjxj0
Z T

0
jx0(t)jdt+

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

jx0j2

�
�
b
T

2�
+ c

T

2
p
3

�
jx0(t)j22 +

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

jx0j2

pour jx0j2 6= 0 on a:

jx0j2 �
�
b
T

2�
+ c

T

2
p
3

�
jx0j2 +

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

c�est à dire : �
1�

�
b
T

2�
+ c

T

2
p
3

��
jx0j2 �

�Z T

0
jf(t; 0; 0; 0)j2dt

� 1
2

donc

jx0j2 �

�R T
0 jf(t; 0; 0; 0)j

2dt
� 1
2n

1�
h
b T2� + c

T
2
p
3

io
ce qui implique que :

jx0j2 � C1

donc

jxj0 �
p
T

2
p
3
C1
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d�autre part

jx00j22 =

Z T

0
jx00(t)j2dt

=

Z T

0
x00(t)2dt

=

Z T

0
x00(t):x00(t)dt

c�est à dire

jx00j22 = �
Z T

0
[�2(� � 1)x(t)� �f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))]x00 (t)dt

� �2
Z T

0
j(� � 1)x(t)jjx00(t)jdt+ �

Z T

0
jf(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))jjx00 (t)jdt

�
Z T

0
jf(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))jjx00(t)jdt+ �2T T

2

4�2
jx00j22

� �2
T 3

4�2
jx00j22 +

Z T

0
jf(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))� f(t; x0(t); 0; 0)jjx0(t)jdt+

Z T

0
jf(t; x0(t); 0; 0)jjx00(t)jdt

� �2
T 3

4�2
jx00j22 +

Z T

0
[bjx(t)j+ cjx(t� �(t))j]jx00(t)jdt+

Z T

0
jf(t; x0(t); 0; 0)jjx00(t)jdt

�

24[�2 T 3
4�2

+ bjxj2 + c
p
T jxj0]jx00j22 +

�Z T

0
jf(t; x0(t); 0; 0)j2dt

� 1
2

jx00j2

35
�

24[�2 T 3
4�2

+ bjxj2 + c
p
T jxj0]jx00j22 +

�Z T

0
max ff(t; u; 0; 0) : juj � Lg2 dt

� 1
2

jx00j2

+

Z T

0
p(t)jx0(t)j+ q(t)jx00(t)jdt

�

�

8<:�2 T 34�2 + bjxj2 + cpT jxj0 +
�Z T

0
max ff(t; u; 0; 0) : juj � Lg2 dt

� 1
2

+ jpj0
T 2

4�2
+ jqj2

9=; jx00j2

donc

jx00j2 �

8<:�2 T 34�2 + bjxj2 + cpT jxj0 +
�Z T

0
max ff(t; u; 0; 0) : juj � Lg2 dt

� 1
2

+ jpj0
T 2

4�2
+ jqj2

9=;
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donc jx00j2 est bornée.

ce qui implique:

jx0j0 �
p
T

2
p
3
jx00j2 � C2

donc

kxk
C
1; 12
T

< max

(p
T

2
p
3
C1; C2

)
+ 1

c�est à dire il existe un constant positive M telle que:

kxk
C
1; 12
T

< M

Ainsi l�operatuer A admet un point �xe par le lemme 1.5.
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Chapitre 3

Exemples

3.1 Exemple1

considérons l�équation di¤érentielle non linéaire du second degré

x00(t) +
1

2
sin2 t:x0(t) +

1

7
x(t) +

1 + sin4 t

2
p
3�

x(t� sin2 t)� cos t = 0 (Ex1)

Notre problème s�écrit sous la forme

x"(t) = f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))

avec

f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t))) = 1

2
sin2 t:x0(t) +

1

7
x(t) +

1 + sin4 t

2
p
3�

x(t� sin2 t)� cos t

ainsi

f(t; x; y; z) =
1

2
sin2 t:x+

1

7
y +

1 + sin4 t

2
p
3�

z � cos t
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et

f(t+ �;�x;�y;�z) =
1

2
sin2 (t+ �) : (�x) + 1

7
(�y) + 1 + sin

4 (t+ �)

2
p
3�

(�z)� cos (t+ �)

= �1
2
sin2 t:x� 1

7
y � 1 + sin

4 t

2
p
3�

z + cos t

= �
�
1

2
sin2 t:x+

1

7
y +

1 + sin4 t

2
p
3�

z � cos t
�

= �f(t; x; y; z)

et

�(t) = sin2 t

veri�é

�(t+ �) = sin2 (t+ �)

= sin2 t

= �(t)

on conclu que(H1)est satisfaite

d�autre part :

par

a =
1

2
; b =

1

7
; c =

1p
3�

on a

a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

=
1� �
4�

+
�2

28�2
+
1� �2
3�2

=
1

4
+
1

28
+
1

3

=
84 + 12 + 112

336

� 0:62
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c�est à dire

a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�
< 1

et d�autre part :

jf(t; x1; y1; z1)� f(t; x2; y2; z2)j =

�����12 sin2 t:x1 + 17y1 + 1 + sin4 t2
p
3�

: sin z1

�
�
�
1

2
sin2 t:x2 +

1

7
y2 +

1 + sin4 t

2
p
3�

: sin z2

�����
=

����12 sin2 t: (x1 � x2) + 17 (y1 � y2) + 1 + sin4 t2
p
3�

: (sin z1 � sin z2)
����

� 1

2
jx1 � x2j+

1

7
jy1 � y2j+

1 + 1

2
p
3�
: jz1 � z2j

� 1

2
jx1 � x2j+

1

7
jy1 � y2j+

1p
3�
: jz1 � z2j

� a jx1 � x2j+ b jy1 � y2j+ c jz1 � z2j

donc f satisfait (H2)

d�où d�apres les théorèmes 2.1 et 2.2 l�équation (Ex1) admet une unique solution anti-

périodique .

�

3.2 Exemple2

concéderons l�équation di¤érentielle non linéaire de second degré

x00(t) +
1

4
cos2 t:x(t) +

1

8
x0(t) +

3 cos4 t

8
p
3�
x(t� sin2 t)� cos t = 0 (Ex2)

Notre problème s�écrit sous la forme

x"(t) = f(t; x0(t); x(t); x(t� �(t)))

avec
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f(t; x; y; z) =
1

4
cos2 t:y +

1

8
x+

3 cos4 t

8
p
3�
z � cos t

ainsi

f(t; x; y; z) =
1

4
cos2 t:y +

1

8
x+

3 cos4 t

8
p
3�
z � cos t

et

f(t+ �;�x;�y;�z) =
1

4
cos2 (t+ �) : (�y) + 1

8
(�x) + 3 cos

4 (t+ �)

8
p
3�

(�z)� cos (t+ �)

= �1
4
cos2 t:y � 1

8
x� 3 cos

4 t

8
p
3�
z + cos t

= �
�
1

4
cos2 t:y +

1

8
x+

3 cos4 t

8
p
3�
z � cos t

�
= �f(t; x; y; z)

et

�(t) = sin2 t

veri�e

�(t+ �) = sin2 (t+ �)

= sin2 t

= �(t)

on conclu que (H1)est satisfait.

d�autre part :

par

a =
1

8
; b =

1

4
; c =

3

8
p
3�

on a
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a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�

=
1

8
:
2�

2�
+
1

4
:
4�2

4�2
+

3

8
p
3�
:
4�2

4
p
3�

=
1

8
+
1

4
+
1

8

=
1 + 2 + 1

8

=
4

8

=
1

2

c�est à dire

a
T

2�
+ b

T 2

4�2
+ c

T 2

4
p
3�
< 1

et d�autre part :

jf(t; x1; y1; z1)� f(t; x2; y2; z2)j =

�����14 cos2 t:y1 + 18x1 + 3 cos4 t8
p
3�
z1 � cos t

�
�
�
1

4
cos2 t:y2 +

1

8
x2 +

3 cos4 t

8
p
3�
z2 � cos t

�����
=

����18 : (x1 � x2) + 14 cos2 t (y1 � y2) + 3 cos4 t8
p
3�
: (sin z1 � sin z2)

����
� 1

8
jx1 � x2j+

1

4
jy1 � y2j+

3

8
p
3�
: jz1 � z2j

� a jx1 � x2j+ b jy1 � y2j+ c jz1 � z2j

donc f satisfait (H2)

d�où d�apres les théorèmes 2.1 et 2.2 l�équation (Ex2) admet une unique solution anti-

périodique .

�
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