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Introduction

Dans ce travail on s’intéresse a l’existence et 'unicité des solutions anti périodique d’un
probléme aux limites pour les équations différentielles fonctionnelles du deuxiéme ordre , de la

forme:

2" (t) + f (t,2'(t),z(t),z(t—7(t))) =0 (1)

avec f : R* — R est continue ; 7 : R — R continue et T' — periodique .

On s’intéresse aux conditions suffisantes sur la fonction f pour assurer I'existence et 'unicité

d’une solution anti-périodique du probléme précédent.

Les problémes anti-périodiques & valeur limite ont été discutés au cours des vingt derniéres
années.Okochi H.[1] [2] a lancé I’étude de solutions anti-périodiques de I’équation d’évolution
dans les espaces de Hilbert. Chen et Al. [3];[4], ont étudié en utilisant le théoréme du point
fixe I’éxistance de la solution anti-périodique pour les équations d’évolution de premier ordre

dans un espace de Hilbert séparable.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres:
Dans le premier chapitre , on présente quelques définitions et résultats préliminaires utiles
pour la suite du travail. Le chapitre deux est réservé a ’existence et 'unicité des solutions anti-

périodique du probléme différentielle fonctionnelle aux limite du deuxiéme ordre . Le dernier
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est consacré aux exemples d’application.



Chapitre 1

Définitions et préliminaires:

1.1 Définitions

1.1.1 Fonction périodique :

DCR—R

est dite périodique de période T € R*(ou
z+— f(z)

Définition 1.1 Une fonction f :

T — périodique) si et seulement si:

Vte D,t+TeDet f(t+T)=f(t) .

Exemple:

La fonction sinus est périodique de période égale & 27

DCR—R

x+— f(z) =sinzx

f:
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1.1.2 Fonction anti-périodique :

Définition 1.2 Soit u: R — R continue ; u est dite anti-périodique si :

elles est périodique ¥t € R et:

u(t + g) =—u(t) VteR

[Tl
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1.1.3 Série de Fourier:

Définition 1.3 Soit g : R — R une fonctione ;

on appelle coefficients de Fourier reélles:

™

ap, = i/g(:c) cos(nx)dx
ap = i/g(m)dx
by, = ;/f(x) sin(nz)dx
et on a
= 27
f(z) =ao(f)+ Z (an(f).cos (n:z:T> + by (f). sin (
n=1
Remarque :

Si la fonction et pair alors b, = 0.
Si la fonction et impair alors a, = 0.

On appelle coefficients de Fourier complexe :

n ;24N T
La série S, (g9) = > C’k(g)e’%tdt s’appelle série de Fourier.
-n

Remarque :

{ C, = %(an — iby)
C_, = % (an + iby)

Si la série est convergente alors on a liHi Sn(g) = g(x)
n—-m oo



1.1.4 Existence de série de Fourier :

Le théoréme suivant en nous donne la decomposition d’une fonction periodique en série de

Fourier :

Théoréme 1.1 ( Dirichlet) /5/:

Soit f de période T, continue en un réel x, et dérivable a droite et o gauche en x,alors :

Si f est a valeurs réelles, I’égalité ci-dessus se réécrit avec les coefficients de Fourier réels :

f(z) = ao(f) +:z: <an(f).cos <nx2;> + bn(f). sin <nm2;>>

1.1.5 Espace précompact :

Définition 1.4 Soit (E,d) un espace métrique, K une partie de X .On dit que K est précom-

pact si pour tout € > 0, on peut recovvrir K par un nombre fini de boules de rayon &;

Les notions suivantes sont utilisées dans la suit :

Ck ={x e C*, xest T — périodique}; k = {0;1;2;...}

est I’ensemble des fonctions de classe C* et T — périodique .

10



B =

T
= t)|Pdt > 1; = t)|.
lelly = ([ tet0pae) " v > 1k = (o)

)

C;’§ ={zeChx <t+€> =—z(t);Vt € R}

est I’ensemble des fonctions de C’éﬂ et anti — périodique .

kL
el .y = masx{[zlo. la'lo, .. [«]o | ¥ € O
T

k,% .
ensemble C7'* muni de la norme |[z]| , 1 est un espace de Banach.
o
T

1.1.6 Inégalité de Cauchy Schwarz:

Lemme 1.1 [6]

Soient p et q deux nombres positifs tels que :

Si ||f(x)||p et ||g(x)||lq sont Riemann intégrable sur [a,b] , avec ||f(x)||, = (ff|f(x)|pd:n>

et llg(@)ll, = (J; lg@) )" .
Alors:

11
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| ’ fla) gla)da] < (/ b |f<a:>|pdx)’1’ (/ b \g(m)ﬁdsc)é |

Remarque 1.2 Dans le cas de l’espace euclidien R™ muni du produit scalaire canonique,

l'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

[un
[un

=1

1.2 préliminaires:

proposition 1.1 on a:

R—R

Preuve: La fonction h : o] vérifier les hypotheses du théoréme 1.1 et elle a les coeffi-
x— |z

cients sutvantes :

12



™

1
a, = — [ h(x)cos(nz)dx
T
—T
= — [xcos(nz)dx
T
0
™
2 x ™ 1
g —_ —_ _ 1 d
- [n sm(nm)}o n/sm(naﬁ) x
0
2 ™
- -2 i d
e /sm(nw) x
0
= o [— cos(nx)];
{ﬂgﬁ (1-1) si n est pair
n2 (=1—1)  sin est impair
_J0 st n est pair
N —% si n est impair
Donc on a:
T 4 Z cos (2k + 1
T (2k 4 1)
Pour x =0 on a: f(0) =0.
C’est a dire :
T 4 *f 1
T_= —
2 T (2k41)
D’ou :
+0o0
= (o1 1 1\2
2 @)
+o0
D’autre parte pour s = Z #on a:
n=1



C’est ¢ dire :
s = 1
s=-+)y ———
4 ; (2k+1)
C’est ¢ dire :
B _
4 8
D’o1
2
§=—
6
C’est ¢ dire :
==
k:lk 6

Pour I’étude de 'existence et 'unicité ; nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.2 (Inégalité de Wirtinger et Inégalité de Sobolev ) [7]
sixz € C} et fOT x(t)dt =0 alors:

14



1) Inégalité de Wirtinger:

T 9 T2 T , )
t)|°dt < — t)|“dt
| ewpd< 5 [ o)

2) Inégalité de Sobolev :

Preuve: 1) L’inégalité de Wirtinger:

Soit x € C;lp en utilisant le développement en sérié de Fourier on a

= 2imkt
z(t) = xpe T
k=—o00
k40
d’ot N
o0
2imk 2imkt
") = =T
x'(t) Z T -Tk-e
k=—o00
k40

15



cect implique :

2
T T —+o0 .
2k ikt
2] %dt = / Zpe T | dt
JEl] | e
k40
+o00o 2
47k
- Z T2 ‘xk‘QT
k=—00
k0
47T2 +o00
=z T2 Z |ij’2T
k=—00
k40
4 2 = T i
> Z/O k257 Pt
k=—
T
472 = /T‘ 2inkt |2
= — rp.e T | dt
T2 k—z—oo 0
k0

ce qui implique :

T T2 T
| letoPar< 5 [l Pa
0 4 Jo

2 ) L’inégalité de Sobolev :

Soit x € C’;lp en utilisant le développement en sérié de Fourier on a

“+o00

16



Donec :

+oo
L@ < [ D |l
k=—o00
k#£0
+o0 9,9
T A7k 9
<
k=—o00
k£0
+OO +OO 279
T A7k
= An2k2 |- 7;2 x Tlxp|? | (Cauchy Schwrz)
k=—00 k=—o00
k#0 k0
+oo T T
10g\|2
< | X g | ol
k=—o00
k40
on a:
+oo 1 B 7T2
k2 6
k=1
Donc :
1 27T2 T
O < Tx 5 x— ') |2 dt
sOf < Tx g x o x [ )
T T o
S 12></0 |' (t)|*dt
]

Lemme 1.3 /8]

17



R 0;l . . . . ..
s0it A > 0 et 6(t) € C;? et soit le probleme anti-periodique aux limites :

{ ("(t) — Na(t) = 6(t) (2.1)

2(3) = —2(0);2'(3) = —2/(0)

x(t) est une solution de notre probléme ssi :

() = /O 7 G(t: 5)5(s)ds

avec
A=) _ M F-t+s)

2/\(l+e>\(%)>
ex(s—t),eA(%“*S)

2)\(1+e)‘(%)>

o
IA
Va)
IA
~
IA
(Sl

G(tis) = {

o
IN
IN
VA
IN
rolN

Preuve: supposons que x(t) est solution de (2.1) et D = %

donc ’équation de(2.1) écrite de la forme:
(D —=X)(D + Nz(t) = d(t)

on pose :

(D + A)z(t) = y(t)

c’est a dire

y(t) = 2/ (t) + Ax(t)

donc:

(D — Ny(t) = 5()

on multiple par e M et on intégre entre 0 et t , on trouve :

y(t) = eM [y(()) + /Oté(s)e—“ds]

comme:

(D + A)z(t) = y(t)

18



en remplagant et multipliant les deux coté par eMet en intégrant entre 0 et t

on obtient:
t
z(t) = e M [$(0) —I—/ eksy(s)ds]
0
on a :
/ eASy(S)dS — ﬁ |:y(0)(62)\t o 1) +/ (62)\15 . 62)\3)5(5) —Asd8:|
0 0
comme
t
y(t) = et [y(()) —i—/o 5(8)6’\Sd5]
on a:
t t s
[ vsas = [ s+ [ ae vl as
0 0 0
t t s
= /0 ey (0)ds + ; [62’\5/0 5(u)e_’\“du} ds
= L+
avec
— 1 2)As t
ho= g5 0],
_ L oxt
= o5 O 1)
et
t s
P :/ |:€2)‘S/ 6(u)e)‘“du] ds
0 0
On pose :

F(s) = / S(uw)e Mdu et G'(s) = e**¥ds
0

19



par intégration par partie on obtient :

IQI/F ).G'(s

_ F(s).GE) - /0 F/(s).G(s)ds

— i / 5 —)\udu _/t 1 2)\36( ) —)\sds
2\ ° 0 2\
— i)\ |: 2)\t/ 5 —)\sds / 2)\55(5)6—/\st:|
t
= i}\ [/ (e 208 62/\8)5(5)6_)\sd5:| .

Donc on a :
t
L+, = / e y(s)ds
0
1 t
- |:y(0)( 2Xt 1)+/ (62)\t 2A3)6(8)6A3d8:|

2A 0

et :

20



y(0) = (¢'(0) + Az(0))
x(t) = % { [2(0) + Az(0)] e N+ [Az(0) — 2'(0)] e M — /0 (e*)‘(t*‘g) - e)‘(ts))é(s)ds}

Donc pour z(t) on a :

- _ 1 o (0] M 2(0) — /(0Y] &= _ te—/\(t—s)_eA(t—s) $\ds
(0 {[ 0+ Xe(0)] ¥ + [ra(0) - (O] e - [ )6 >d}.

2\
Pourt=20
#(0) = 5 1(@'(0) + Xa(0)) + (ha(0) — 2/(0))}
pour t = %
05) = 55 {0+ A0 + (a(0) - (0

Et pour z’(t) on a :

Z'(t) = % {(w'(O) + 2z(0))AeM + (Az(0) — 2/(0))(=N)e ™

_ /t(_)\e)\(t—s) - )\ex(t—s))d(s)ds}
0
= % {(:L"(O) + Az(0))eM — (Az(0) — 2/(0))e™ M
t
e—k(t—s) e)\(t—s) ds b
+ /0 ( + NE9)5(s)d }
Pourt=20
2'(0) = %{(13/(0) + Ax(0)) — (Az(0) — 2'(0))}.

21



_ T
Pourt_§

Comme
0 = 5’9(%) + z(0)
= o5 [{@©) + 20 + (x(0) — o/ (0) %

Donc
{(x’ (0) + Az(0)) (1 + 6)\%) + /02 (e/\(g_ )5(5)) ds} =0
et r
{(m(o) — 2'(0)) <1+6_A5) - /0 <e Az- >6(s)) ds} —0
C’est a dire

22



et

D’autre parte on a :

T

{($/(0) + )\x(O))eA% — (Az(0) — /(0))e_>‘5

C’est o dire

D’on

23



et

C’est a dire

et

en remplagant dans (2.2) on trouve:

24



T T

o {<1 ;;g) N /D *(HG05(s) ds + (1+1A>A /0 " (G 5(5)) ds

1 t T T
1+e*2) J0

T

M {/Og (6)‘(%_5“)5(5)) ds+/02 <€_A(—s+t)6(5)> ds

t T T
_/ (67)\@78) _ 6)\(1‘,75) + ef)\(tfsfg) _ e)\(terz))(')"(s)dS}
0

s (e
+et2 0

t
+/ (_e—A(t—s) + eA(t—s) o e—)\(t—s—%) + e)‘(t_5+€))(5(8)d8}
0

e U (=)
+er2 0

t
_|_/ (_e—/\(t—s) + eA(t—s) - eA(s—t—i—%) +€A(t—s+€))5(s)ds}
0

25



t t
—/ (e — e)‘(t78+%))5(8)d3 —i—/ (e)‘(tfs) - e)‘(s’H%)) 5(s)d3}
0 0

r 0
N / 2 ((GA(H) _ek(tfswtg)) 5(5)) ds + / (D — M=+5))5(5)ds
22 (1+62%) Lo '

t
+/ <e>\(t—s) N eA(s—H—%)) 5(3)d3}
0
3

— M {/Ot (ex(tfs) _ e)\(sftJr%)) 5(s)ds +/t ((e’\(s*t) _ e,\(t,ﬁg)) 6(3)) ds}

C’est ¢ dire :

z(t) = /02 G(t,s)o(s)ds

|
Pour la demonstration de la reciproque :

SUPPOSONSs que :

Comme

26



aaf(t;S) = {

donc

_|_

0

AerME=3) { \e T
(o) 0<s<t<}]
22 [ 1+e"\ 2
T
7Ae)\(5*t)—)\ek(7+tis) T
NES) 0<t<s< 35
2,\(1+e 2 )

ek(t—s)_;'_e)‘(%_t_‘_s)

2(1+€/\(%))

1

t
2(1+F) [ /0 (X179 4 AETH9)5(s)ds
e’ 2
T

(_e—)\(t—s) _ ez\(%thfs)) 5(s)ds]

27



1l reste a montré que :

En effet :

on a par

Gltis) = {

ex(tfs)_ek(%—t“)

o (102 (F) ’
ex(s—t),e*(%H*S) 0
2)\(1+e)‘(%)>

28
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Donc

et

donc

N

z(t) = ; G(t,s)d(s)ds

/t At—s) _ A(F—t+s)
o o <1 + e)‘g))

+/:2F eMs—t) _ e)\(%thfs)
E2) (1 +e*<%))

d(s)ds

d(s)ds

0  A(0—5) _ A(5—0+s)
z(0) = /0 o (1 +e}\(%)) d(s)ds

/g Ns=0) _ eA(§+0—s)
0o 2) (1 + e’\(%))

B %ek(s)_eA(%*S)(s ;
-/ (1 2@y

_l’_

29



d’autre part

pourt =0 ona:

c’est a dire

et

2(1 +1€AT) [/o (Y7 +e) d(apas
. /5 (_e_m—s) _ e)x(%-&-t—s)) 5(5)d8]

30



donc

Lemme 1.4 [10]

Soit E un espace convexe , fermé d’un espace de Banach et soit A une application continue de
E dans lui méme et AE est pré compacte

alors A admet un point fize

Lemme 1.5 [11]

Soit A une application continue et compacte d’un espace de Banach B dans lui méme ,et sup-
posent qu’il existe un constante M tel que ||z| g < M

Vz € B et o € [0;1] satisfait x = 0 Az alors A admet un point fize

Preuve: On peut supposer son perdre la généralité que M = 1

SUPpPosons
e [Az Jasl <1
iy Az >

[[ A]|
A*x et continue de D C B (D = {z € B;||z||z < M}) dans luis méme .
donc le lemme 1.4 affirme que
A* admet un point fixe

supposent que ||Az|| > 1 on a donc :

31



donc

le]l = [[A%z[] =1

contradiction avec ||z|| < 1
donc ||Az| <1

c’est a dire A*x = Ax

ce qui implique

x = Az (ie A admet un point fize )

32



Chapitre 2

Existence et unicité du solution anti-

périodique:

Dans ce qui suit, on s’intéressé au probléme différentielle fonctionnelle aux limite suivent :

(1.1)

On suppose que f satisfait les hypothéses suivantes:

(Hy) :soient f dans C'(R*; R) et 7 dans C(R;R) telle que : quelque soit t; z;y; z dans R

T T
f <t+ 20~ =Y, —z) = f(t,z,y,2), T <t+ 2> =7(t)
(H2) 1l existe a, b, ¢ des constantes positives ou nulles telles que :

T 2 T2
b te—— <1
a27r + o + 04 e <1,

et

Vt,$1,l‘2,y1,y2, 21,22 € R

|f(t, 1,91, 21) — f(t, 22,92, 22)| < alzy — w2| + blyr — y2| +cfz1 — 22

33



(H>) 1l existe @, b, ¢ des constantes positives ou nulle stelles que

b,c _a
2r 23 T

et
(f(tvxlayv Z) - f(t7$27y7 Z))(.’L‘l - $2) > (_L|CL‘1 - $2|2,

‘f(tvxayhzl) - f(tvxay%ZQ)‘ < B|y1 - y2| +E|Zl - ZQIVtaxvya27$17x27y17y27z1722 eR

(H3) 1l existe deux fonctions continue positives ou nulles p(t), ¢(t) et une constante L positive

ou nulle telle que

|f(t,u,0,0)] < p(t)|u|l + q(t)vt € [0,T],|u| > L

2.1 Unicité :

Théoréme 2.1 [12]

On suppose que la condition (Hy) et I’ une des deux conditions (Hs), (Hs) soient satisfaites.

Alors 'équation (1.1) posséde au plus une solution anti-périodique.

Preuve: Supposons que x1(t) et xo(t) sont deux solutions anti-périodiques de I’Equation

(1.1).

Alors, nous avons

34



21 (t) + f(t, 21 (1), 21(t); 21 (t — 7(8))) = 0

et

2 (t) + f(t, w5 (t), 22(t); 22(t — 7(2))) = 0

donc on a:

(@1(t) = 22(t))" + f(t. 21 (£), w1 (1) 21(t — 7(2))) — f(t, 25(1), w2(t); 22(t — 7(2)) =0

On affirme que la fonction X (t) = x1(t) — z2(t) est une fonction anti-périodique .
En effet :

d’une part :

(+8) - a(+3)-w(+)

= —(@(t) — 22(0))
= -X()

et d’autre part

Xt+T) = z1(t+T)—a2(t+1T)

= (z1(t) — 22(2))
= X(1).

35



Dans la suite on montre que X est identiqguement nulle .

On a:
/OTX(t)dt:/f X(t)dt+/;X(t)dt

par le changement du variable s =1 — % ie ds = dt on trouve :
T % T

/ X(tydt = / X(t+ =)dt
z 0 2

- /OT _X(t)dt

ce qui implique :

vlN

/OTX(t)dt _ /0 X(t)dt—/fX(t)dt
=0

Comme X € Ck. et en utilisant I’inégalité de Sobolev (lemme 1.2), nous obtenons:

[T
|X’0 < E’le

Supposons maintenant que (Hz) ou (Hs) est vérifiée . On distingue les deux cas
i) Si (Ha) est satisfaite

on a:
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T T
12 / 27 / !
| X |2_/0 | X' (1) dt_/o X'(t). X' (t)dt

une intégration par partie nous donne

IX')3 = [X@O).X'®)F - [ X" (t).X(t)dt

Par (Hz) on a :

T
X3 S/O {alX'OIX @) + DX O + | X (¢ — ()] X (£)[}dt

c’est a dire

T
|[X1[3 < a!X'b!X\2+b!X!3+C\X\/ | X (t)|dt (2.3)
0
Or on a par linégalité de Sobolev:
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T
| X2 < §|X'|2

et

T2
X3 < mpﬂ%

par linegalite du Sobolev

T
Xlo <4/ 751X

Et d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz on a :

/OT |IX(t)|dt < </()T12dt); . </UT ]X(t)\%lt)é

VT |X(t)]2

IA

En remplagant dans (2.3) on obtient l'inégalité suivant :

T T2 T2
X/ 2 < o X/ 2 bi XI 2
X5 a%] |5 + 47T2’ |2"‘C4\/3—7r

T T2 T2 )
a

< lo=—4b— +e——||x’
- 27r+ 47T2+C4\/37T X7l

X3
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D’au :

T T2 T2
1—la—4+b—s+c——| || X2 <
( |:(127r + 47‘(‘2 + 04 %37r:|> | |2 ~ 0

472

par (Hz) on a (1— [a%—l—sz +C%D > 0 et donc on a :

X3<0
C’est a dire :

X'(t)=0
D’ ou

X(t)=C ; C étant une constante
Or
X(t)=-X <t+ 2)

C’est o dire :

C=-C
ce qui donne:

2C=0
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C’est a dire :

Donc

ce qui donne :

ii) : (Hg) est satisfaite:

/0 U () =2 (0 £ (52 (1)1 (1) 21 (6= 7 () — £ (b2 (6,2 (8), 2 (¢ — 7 ()] 1 6) — 2 (0)' e
c’est a dire

/ X0 7 (65 (0,1 (1)1 = 7 (0) — F (655 (0), 2 (8), 0 (¢ — 7 ()] X'(0)ds = 0

c’est a dire

T T
/0 X”(t)X’(t)dt+/0 [f (&2 (), 21 (), 21 (¢ — 7 (8)) — f (¢, (), @2 (t) 2 (t — 7 (2))] X' (t)dt =0
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d’ou :

T
/0 [f (t21 (), 20 ()21 (E =7 (1) = f (£25(8) 22 (1) 22 (E— 7 (1)) X' (W)dt = — [ X"(t)X'(t)dt

c’est a dire

T T
/0 [f(t,x'l(t),xl(t),xl(t—T(t)))]X’(t)dt:/o [ (8, (£) 2 (1) o (¢ — 7 (2)))] X' (8)dt

(2.4)
d’un autre coté d’aprés Ho
T T
/0 [f (t2h (t), 21 (), a1 (t =7 (¢)) — f(t, a5 (1), 1 (t) 21 (t—7 (1)) X'(t)dt > @ i X'(t) X' (t)dt
N xo P
> a !
> a [P
> alx'|;
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et d’aprés (2.4)

T
E‘X,‘z < /0 [f (t7$,2 (t) » L2 (t) » L2 (t - T(t))) - f (t)xé (t) » L1 (t) » L1 (t - T(t)))] X,(t)dt

IN

T
/O ‘f (t7x,2 (t) y L2 (t) y L2 (t - T(t))) - f (t7$,2 (t) y L1 (t) y L1 (t - T(t)))‘ ’ ‘X,(t” dt

IN

T
| @@ +epxe - @) - |x'0)] d

IN

T
/0 b|X@O)] | X)) +e|XE—7@)]- X)) dt

IN

T T )
b/0 |X(t)\-‘X(t)]dt+c/0 (X (t—7 ()] |X'(t)| dt

par linégalité de cauchy-schwartz on obtient

T
/0 [f (t733,2 (t) y L2 (t) y L2 (t *T(t))) - f (tvx,Q (t) » L1 (t) y L1 (t - T(t)))] X,(t)dt < B|X|2 ‘X/‘z

T
+C|X|0/ IX(8)] dt
0
par les équations Sobolev et Wirtinger on obtient

2

_ T T
< Bl X el [ X de
0

< B|Xy 5 Xy oy o5 | X, VT Xt
vr T 2
<%+cm)\x\2
b c /2
(35 + 205) T
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d’ou

c’est a dire

Par (Hz) on a [

c’est a dire

d’ou

c’est a dire

c’est o dire

_c_

a b
Sixn2 < |2
T| |2_[27r
a b
|2 _ 0
[

}>0doncona:

| X'la=0

X(t)=C ; C: constant

43



ce qui donne

2C =0
c’est a dire
=0
Donc :
X(t)=0

ce qui implique :

conclusion :

la solution anti -périodique de notre probléme si elle existe elle est unique .

2.2 Existence :

Théoréme 2.2 [13]
Supposons que (Hy) est satisfaite et que soit la condition (Ha) soient les conditions (Hs), (Hs)

sont satisfaits. Alors l’équation. (1.1) admet au moins une solution anti-périodique.

. L 1,1 1,2
Preuve: On défini 'application A : Cp? — Cp? par :

Az(t) = /02 G(t,8)(f(s,2'(s), z(s), x(s — 7(s))) — N2x(s))ds ; Vt € [O, Cg}
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si Az(t) = —Ax (t — %) vVt € [%,T] . le lemme 1.8 implique que la résolution du probléme
1
1 est équivalent o trouver x € ley verifiant x = Az c’est a dire x est un point fize de A

. 1,1 1,i .
i) A:Cp? — Cp? est continue :
1

. . 1,5
s0it z, un suite de Cp? telle que x,, — x lorsque n — +o00 .On a f € C(R%4R)

donc:

Hm  (f(t 2, (1), zn(t), zn(t — 7(2)) — N2xn(t)) = f(t, 2 (t),z(t), z(t — 7(£)) — Nz(t)

n—-+00

D’autre part on a

S

| Az () - Az(t)| < /02 |Gt )11 (5,20 (5), @n(s), wn(s—T7(5)))-f(s.2 (5).2(s).a(5-7 (5)))-N? (x, (t)-(s) | ds

et
1+e'2
G(t;s)] < +—62T
2\ <1—|—e)‘5>
1
< -
- 2A
d’ot
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et donc

lim |Az, —Az|, =0

n—-4oo

d’un autre coté

Vit € [0, %] on a:

(s te)\(t—s)_e)\<€—t+s) / 2 .
o) = | (s o) (f(s,2'(s), 2(s), 2(s — 7(s))) — A2u(s))ds

/g 6)\(sft) _ e/\(ngtfs)
+
t 2\ (1 + e)‘(%))

(f(s.2'(s),2(s), (s = 7(s))) — Na(s))ds

d’ot
/ B t e)\(t—s)_i_e)\(%ftJrS) / )
) = [ (1 ST 10000l ~ Xt
AME)
(! (1), (), (t — (1)) — A2 (1))
2 (1 +e)‘<2)>
/Cg e/\(t—s)_Fe/\(%thfs) . )
- ( )\(Z) )(f(S,.CL‘(S),I(S),ﬁ(S—T(S))) - A LL’(S))dS)
t 2 (1 + e\ 2 )
<1 + e’\(%)) .
- L (f(t, T (&), 2(t), x(t — T(t))) — N°=(t
2(1+€A(§))(f( (), z(t), x( () (t))
donc
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, B t e)\(t—s) +6A(%7t+5) . )
) = [ (17 ST U0l o —rtol) = (o)
% ek(t—s) +€>\(%+t_s) , )
- ) (5.2 (5), (). 2(s — () — Na(s))ds)
t 2 (1 +e (3 >>
il suit que

|A'z, (t) — A'z(t)] <

N
N~—
N—
u—|
\
—~
g
—
)
8
3
—
)
N~—
8
3
—
»
~—
8
3
—
»
|
\]
—~
)
N~—
N—
|
g
—~
»
a\
—
)
N~—
8
—~
)
N~—
8
—~
»

[
\]
—
»
~—
N~—

IN

d’ou

lim |A'z, — A'z]o =0
n—-+00

on a ainsi demontrer que
1,1 1,1
A:Cp? — Cp?est continue .

g L3 13 ;
it) Montrons que A : C;? — C* est borné
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. 1,2 L .
Soit D sous ensemble bornée dans Cp* , autrement dit, il existe un constante d > 0 telle

que pur tout x dans D on a |x|o < d et |2'|p < d

alors

|Az|op = max

/ Gt 5)(F (5,2 (5), 2(s5), 2(5 — 7(5))) — X2 (s))ds

< max / Gt )1 (5,2 (5), 2(5), (s — 7(5))) — Noa(s)ds
te[0;Z] Jo
1 T T
< +—€T = max |f(s,u1, uz, uz)| + NJug| : s € [0} gl < d ;0= {1,2,3)
2/\( +e 2)2 €[0; %] 2
T+ Te s T
< DR ma {If )+ Vs (05 |iul <dsi= 01,25 )
A\ 1—}—6’\5) te[0;Z] 2

D’autre part :

7 0G
|A'zlp = max | o (138)(f(s,2°(s), 2(s), 2(s — 7(s))) Nz (s))ds|
tef0,2] Jo Ot
7]8G , e a2
< s | |G 59| ') s)nts = 69 = (o)) s
< ;gte[oé]{ws s, ug)| + NJug| : s € [0, ﬂ il < dii = {1,2,3})
T , T |
< = max {|f(s,u1,us, uz)| + X\usz| : s € [O, ] suil < dji={1,2,3}}
4 tef0,2] 2
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et

I—t s
*ew*s)‘kekgz “) o gcsct<t
#a, f a(ue)
oz (8) = s
2(1+eA(%)) -T2
d’ot
920 A (1 + e)‘(%)>
5z (& s) £ — %
t 2 (1 + ek(f))
< 2
- 2
ainst
|A"z)g = max |/ 82&2 (s,2'(s),z(s), 2(s — 7(s))) — \2x(s))ds|
T
< max [7 |‘3’2G<t I F(s.2/(5),a(s). (s — 7(s))) — Na(s)]ds
X , — —
T tefo,2] o OF2
< é Z max {‘f(s u17u27u’3)’ + )\2|u2‘ s € Oa Z 7‘u1| < d7Z = {1>2>3}}
2°2 te[0,Z] 2
T ) T .
< A— max {|f(s,u1,u2,u3)| + ANuz| : s € [0, = | ;|wi| < d;i={1,2,3}}
4 tef0,2] 2
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ce qui implique :

1,1 2,1 1,1
A:Cp? — Cp2 | CCp? | est bornée .

1,3 1,3
i19)A : Cp? — Cp* est compacte .

. ) 1,1 L .

soit (xy,),, une suite borné de D <C Cr 2) par théoréme de Rellich[9] (Axy,), admet une sous
suite converge
ce qui implique :

1.1 1.1
A:Cp? — Cp?est compacte .

1, 1, . .

Donc nous avons montré que A : C;* — Cr° est une application continue et compacte, pour

pouvoir applique le lemme 1.5 on a demontre qu’il existe une canctanta M telle que tout x (ver-

ifiant © = 0 Az avec o € [0;1] ) est borné par M

donc
z(t) = cAx(t) = 0/2 G(t;8)(f(s,2'(s), z(s),z(s — 7(s))) — N2z(s))ds
0
d’ot N
1) =0 [ * 90 8)(f(5,0'(5),a(s), (s — 7(s)) — Noas))ds
0

ws| s
—
o
IN
VA
IN
<~
IN
2N
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donc

x// (t)

2 (1+ e)‘(%))
A7)
- NEAY a!(8), 2 (t), x(t — 7(t))) — N*x(t)))
p (1 + 5 ))
T As—t) _ MG Ht—s) / 2
’ /t 2 (1 + eA(%)) (f(s,2'(s),2(s),2(s — 7(s))) — Az(s))ds

Le® 2
Sy (f(t,2'(t), z(t), z(t — 7(t))) — A"x(t))
2 (1 1 M3 )

t A(t—s) _ e)x(%—t—i-s)
o[ N\ s,2'(s), z(s), (s — 7(5))) — N2xz(s))ds
/ (13 )00 slo o))~ et
%(f(f, 2'(8), 2(t), x(t — 7(1))) — Nx(1)))
z eMs—t) _ e)\(%+tfs)
)2
T (1+®)

- @(f(t,:v’(t),w(t),w(t —7(t))) - AQ””“))))

_|_

(f(s,2'(s),x(s), 2(s = 7(s))) — Aa(s))ds

o ()\2 /2 G(t,s)(f(s,2'(s), z(s),z(s — 7(s))) — \2z(s))ds)
0
+(f (2 (1), 2(t), x(t — (1)) — Aa(t))
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2'(t) = )\20Am(t) +o(f(t,2'(t),z(t),z(t —7(t))) — )\2x(t))

= Nz(t)+o(f(t, 2/ (t), z(t),z(t — (1)) — N2z(t))

= —[\(o - Da(t) — o f(t,2' (1), 2(t), 2(t — 7(t)))]

i) Si (Hz) est satisfaite :

on a

rx|2—/\ H|2dt

par intégration par partie on a

T T
|m/|§ = —/0 2 (t).x(t)dt = —/0 —[)\2(0 —Da(t) —of(t,2'(t), z(t), z(t — 7(¢)))]x(t)dt

T
= A2/ (o — 1)2? dt+a/ ft,2' (), x(t), z(t — 7(t))x(t)dt

< / (2 w(t— 7(1))z(t)dt
25 = |l2'3] < 1/0 |f(t, ' (), z(t), x(t — 7(t)))x(t)| dt
donc
R < / (1,2 ot — 7(0)e ()] de
< / |f(t,2'(t) z(t—7(t))) — f(t,0,0,0)| |z(t

+/0 1£(£,0,0,0)] [a(#)|dt

comme (Ha) est satisfaite
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T

T
W\%S/O (a!w’(t)Hb!m(t)!+C!w(t—7(t)))!w(t)\dtJr/O |£(£,0,0,0)| [(t)|dt

par 'inégalité de Sobolev et d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1=

T T 2
W < ale'la+blela+ clal [ w<t>|dt+(/ If(t707070)2dt> Izl
0 0

N

T T2 T2 T T
< b e/ | |a)P+ = t 2dt !
< [eE s Dves ?A ””2*%(/0 £(£,0.0,0) ) 12l

pour |x'|a £0 on a :

=

T T2 T2 T T 2
o < la— +b—s + c—— | |2/|s + — t,0,0,0)[2dt
ol < [ag 0 e ot o ([ 15@0.0.00%t)

c’est a dire :

=

T T2 T? T 1 2
1— R R R / < — 2
< [a2 +b4 5 +c4\/37]> |'|2 5 </0 |f(¢,0,0,0)] dt>

donc:

() |f<7s,o,o,0)|2dt)é

(1= [od + o+ e

\x/b S
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car par Hy on a:

! +b s + r <1
a— — 4+ c—
2 472 4371

Nl

T
T 2
- ( /0 tgg(%]{lf(t,O,O,O)l }dt)

e )

d’ou |z'|2 est bornée par Cy =

c’est a dire :

|zt]y < C1; C = constant positive

par linégalité de Sobolev on a

o < YL
JT

Mo
2v3 !

VAN

IN

dans le cas |2'|2 =0 il n y a rien a montrer.

d’autre part:
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m2 r ”tht
2"z = ; =" (¢)]

= —/OT [(N(o = Da(t) —of(t.2' (1), 2(t),z(t — 7(t)))] 2" (t)dt

_ —)\2(0—1)/0Tx(t)x" ¢ dt+a/Tf b2 (1), 2(t), 2t — r(£))2" (£)dt
= \(o— 1)/T dt+a/ ft, 2 (t),z(t), z(t — 7(t)))z" (t)dt

< / | f(t,2(t) z(t —7(t))a" (t)| dt

< /0 (2 (1), (), (e — 7(2))] |2 (0)] it

< [ 15000, 0) - 7(0:0,0,0)]  11.0,0,0)] [0

T T
< / }f(tm’(t)w(t)w(t—T<t))>—f(t,0,0,0>|\x”(t)}dt+/ | £(¢,0,0,0)| |2 (t)| dt
0 0

par Hy on a:

T T
!w"§§/0 (ala(®)] + blz ()] + cla(t — 7())])|2" (t)ldtJr/0 |£(2,0,0,0)[]" (¢)|dt

donc

=

T T 2
2|3 < {azﬂ%% + blz|s + VT |z|o + (/ \f(t,07070)!2dt> ] E4P
0

pour |z” |2 # 0 on a:

r 1
T T 2
2"y < a%!w'b + blz|s + VT |z|o + </ |f(t7070,0)\2dt> ]
0

IN

B 1
T2 9 2
a—]m|2+b4 2‘&3|2+C \/>|$|2+</ |ft000)‘ dt) ]
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d’ou

1

" T T2 T T 5 2
12”5 {1— (a2+b4 re 2\/3)} < (/0 £(£,0,0,0)| dt)

c’est a dire

[(fOT]f(t,O,O,O)Pdt);]

i~ (o v o)

max, {1/(#,0,0,0)[}

‘$/I‘2

IN

IN

ce qui implique que |z"|o est bornée par Cy = Hfa)T(] {1f(¢,0,0,0)|}
telo

)

c’est a dire il existe une constante positive Co telle que:

\/> /l‘

|2’lo < \f!@"

pour |z"|2 = 0 il est claire que |z"|2 est bornée .

donc

_ /
HxHC;,% = max {|zfo +[2|o}

VT
< 20,0y % +1
max{z\/g 1 2

=M
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c’est a dire il existe un constant positive M telle que:

el vy <M
Cr

ii) Si (Ha) et Hz sont satisfaites:

on a

T
[l 06 - o) = -

= 0 (2.5)

par Hy on a pour 1 = x' et 29 =0

T
alfﬁ'(t)§</0 [(f(t,2",2(8), 2(t — 7(2))) — f(t,0,2(¢), x(t — 7(t)))2"(t)]dt

o7



par (2.5) on a

T
al'(t)f < / |f(t,0,2(t), 2(t — 7(1)))||2"(£)|dt
0
T T
< / If(t,O,fE(t),fv(t—T(t)))—f(t,0,070)|:r’(t)dt+/ |£(£,0,0,0)||2"()|dt
0 0
T

T
< /0[b\fb‘(t)!+C!(t—7(t))\]!w(t)!dt+/0 [£(2,0,0,0)[|2"(¢)[dt

1
T T 3
elalels + lelo [ |x'<t>|dt+</ If(t,0,0,0)|2dt> @/l
0 0

1
< [bT + T ] |z’ ()3 + (/T|f(t 0,0 0)\2dt>2| d
C X ,U, U, X
B A AVE 2 0 2

IN

pour |2'|2 # 0 on a:

1

T T T 2
e < o+ s e Wl ([ 150.0.0.0)Pa0)
0

{1 - [b; —1—02\1;3} } 2]y < (/OTwt,o,o,m\?dt)é

(fOT I£(2,0,0, O)Pdt)é

{1 [pae +eaial}

c’est a dire :

donc

2] <

ce qui implique que :

|z’ < Ch

donc
VT

2V/3

lz|o < Cy
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d’autre part

o =

c’est a dire

T
"3 = —/ V(o = Da(t) — o f(t,2'(t), 2(t), a(t — 7(t)]2" (t)dt

IN
>
no
\
=)
|
|_|

()" (2) Idt+0/ (2 (t), (), x(t — 7(1)))[|=" (t)|dt

2
(), x(t — 7(t))ll2"(t)|dt + AQT%WI%

IA
s~
=
&

IN

3 T g
v%wm / |F(t 2 (8), w(t), w(t — 7(t)) — F(£2/(£),0,0)[|2/ ()|t + / |£(t,2/(£),0,0)[[2" (£)|d
0 0

IN

T3 " T " T / "
Nl |3+/0 [blz(®)] + clz(t — (0)) )]« (t)!dt+/ [f(t,2(2),0,0)[[27(¢)|dt

o 1
< | el + VTl B+ ([ 150, 0.000a) ]

T 1
< |\ 2 +b|l‘|2+6\/>|$’0”1‘"|2+ (/ max { f(t,u,0,0) : |u| < L} dt) |2” |2

v )] + (01" 0]

IN

1
T3
{)\ ) + blz)2 + VT |z]o + </ max { f (£, u,0,0) : |u| < L}? dt> + ]p\o + qg} |22

donc

Nl=

T 2
22 < {A 13 T blala + VT |:c|o+( max {f(t,,0,0) : [u] < L}? dt) +lplo +q2}
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donc |x"|9 est bornée.

ce qui implique:
VT

[2'lo < —=

2v/3

12"|2 < Cy

donc

VT
lz|| ;1 <max{ —=C1,Cq p +1
fong 23

c’est a dire il existe un constant positive M telle que:

Il sy < M

T

Ainsi operatuer A admet un point fize par le lemme 1.5.
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Chapitre 3

Exemples

3.1 Exemplel

considérons I’équation différentielle non linéaire du second degré

1 1+ sin*t
*.Cl?t +7

1
2 (t) + 5 sin?t.2/(t) + x(t —sin®t) — cost = 0

Notre probléme s’écrit sous la forme

a”(t) = f(t,2'(t), z(t), z(t — 7(t)))

avec
1 1 1+ sint¢
t,x'(t), z(t), x(t — 7(t = —sin®t.2/(t) + =2(t) + ———a(t — sin®t) — cost
(0,30, 2(0), 2(t = 7(0))) = 5 5in? £0/(0) + () + = T2 a(t — sin® )
ainsi
1., 1 1+sintt
t,x,y,z) = ssin“t.x + sy + ———=——2z — cost
ft2,y,2) =5 R
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et

1., 1 1+ sin? (¢ 4 )
t+m,—x,—y,—2) = s (t+7).(—x)+=-(—y) + ——F=(—2) —cos(t+m
b Y, —2) 5 sin” (t+ 7). (=2) + = (=y) Wi (—2) (t+m)
Lo, 1 1+sintt ¢ cost
= ——sin“tx — -y — ———2 + cos
2 7y 2\/§7r
L2 ot +1+Sin4t .
= —|z-sin“tx+ - ————2 —cos
2 7T o3
= _f(tawvyaz)
et
7(t) = sin?¢
verifié
r(t+7) = sin®(t+n)
= sin®t¢
= ()
on conclu que(Hj)est satisfaite
d’autre part :
par
1 b 1 1
azf; :7;027
2 7 V3r
on a
T+bT2+ 1?2 Lxm 2 +1><7r2
a—+b—+c =
o 472 437 A 2872 32
1 n 1 n 1
4 28 3
844124112
B 336
~ 0.62
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c’est a dire

2 IQ
1%§'+'64444* <1

4+/37

54-

et d’autre part :

1., 1 1 +sintt |
tv ) ) - t7 ) 9 = a t. - - =
|f(t, 21,91, 21) — f(t, 72, Y2, 22)| ‘(28111 1 + 73/1 + 3n SlH21>

1., 1 1 +sintt
— §sm t.x9 + —yYg + ———=—.sIn 29

7 2371

1, 1
= ‘2sm2t. (1 —22)+ = (11 —y2) +

1+ sin*t
23
1+1

1 1
§|951 — @9 +?|y1—y2|+%.\z1—z2|

- . (sin z; — sin z3)

IN

IA

1 1 1
§|~’E1 —$2\+§|yl _y2|+ﬁ-|zl — 23|

< alry — x|+ by — ye| +clz — 2

donc f satisfait (Ha)
d’ou d’apres les théoremes 2.1 et 2.2 I'équation (Ex;) admet une unique solution anti-
périodique .

3.2 Exemple2

concéderons ’équation différentielle non linéaire de second degré

3cos*t

8371

x(t —sin®t) — cost = 0 (Exs)

1 1
2" (t) + 1 cos® t.x(t) + gm’(t) +
Notre probléme s’écrit sous la forme

a”(t) = f(t,2'(t), z(t), z(t — 7(t)))

avec
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£t ) 1 2, +1 +3cos4t y
,T,Y,2) = —cos” L. -z Z — COoS
b e Y R S B
ainsi
1t ) 1 2, +1 +3cos4t y
,T,Y,2) = —cos” L. -z Z — COS
et
1 3cost (t + )
t+m —x,—y,—z) = —cos?(t+m) . (—y)+ = (—z) + ————L(—2) —cos(t+7
I Yy, —z) g cos (E+m). (=y) + 2 (~2) W (—2) (t+m)
1 2, 1 3costt 4 cost
= ——cos“t.y— —x — ——=—2z+cos
17 Y TR S B
1 2404+ 1 n 3costt ;
= —|-cos”t. -z Z — COoS
1 °F TR S 3
= _f(taxvyaz)
et
7(t) = sin t
verifie
(t+7m) = sin®(t+7)
= sin®¢
= 7(t)
on conclu que (Hj)est satisfait.
d’autre part :
par
1 b 1 3
a=—;b=—-;c= ———
8 4 8v/3m
on a
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c’est a dire

et d’autre part :

|f(t7x17ylazl) - f(t):)j?vy?a'z?)’

donc f satisfait (Ha)

a—-l—b—-i—c

IN

1 27 147r2+ 3 42
82  4'4n?2 831 431
1 1+1
8 4 8
14241

8
4
8
1
2

2

<1

\fw

1 1 3costt
= cos? t.yr + 9:1+ 21 —cost

8v/3m

I, 1 3costt
—cos“t.ys + —x9 + ——=—29 — cost

8 8v/3m

1( )+1 2t( )+3cos4t(_ . )
—.\r1 — X — COS — ——.(SINn 271 — SINn 2
1 2 4 Y1 Y2 8\/37’[' 1 2
1 1

§|x1—xz\+1|y1 y2|+8\f 2z — 2

a|x1—x2|+b|y1—y2|+c]z1—z2]

d’ou d’apres les théorémes 2.1 et 2.2 I’équation (Fz2) admet une unique solution anti-

périodique .
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