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Résumé

Des recherches récentes sur la transmission du protozoaire parasite Trypanosoma cruzi, l’agent
causal de la maladie de Chagas, ont mis en évidence l’importance de la transmission congénitale,
c’est-à-dire de la mère à l’enfant pendant la grossesse. L’objectif principal de ce mémoire est
d’approfondir notre compréhension de ce mode de transmission verticale en développant un
modèle mathématique dédié. Une analyse mathématique détaillée de ce modèle a été réalisée.
Celle-ci inclut la démonstration de l’existence et de l’unicité des solutions, ainsi que leur posi-
tivité et leur bornitude. Les différents états d’équilibre du système ont également été étudiés.
Ensuite, la stabilité locale et globale du point d’équilibre. Enfin, une étude de sensibilité ap-
profondie du taux de reproduction de base a été menée par rapport aux paramètres biologiques
clés liés spécifiquement à la transmission de la mère à l’enfant. Cette analyse permet d’identifier
les domaines d’intervention prioritaires pour réduire efficacement la propagation congénitale de
la maladie. Les résultats théoriques ont également été validés numériquement.
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Abstract

Recent research on the transmission of the parasitic protozoan Trypanosoma cruzi, the causative
agent of Chagas disease, has highlighted the importance of congenital transmission, that is to say
from mother to child during pregnancy. The main objective of this dissertation is to deepen our
understanding of this mode of vertical transmission by developing a dedicated mathematical
model. A detailed mathematical analysis of this model was carried out. This includes the
demonstration of the existence and uniqueness of solutions, as well as their positivity and
boundedness. The different equilibrium states of the system were also studied. Then, the local
and global stability of the equilibrium point. Finally, an in-depth sensitivity study of the basic
reproduction rate was conducted in relation to key biological parameters linked specifically
to mother-to-child transmission. This analysis helps identify priority areas of intervention to
effectively reduce the congenital spread of the disease. The theoretical results were also validated
numerically.
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2.2 Existence et unicité d’une solution locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Introduction

La maladie de Chagas, également connue sous le nom de trypanosomiase américaine, est
une maladie parasitaire tropicale négligée causée par le protozoaire Trypanosoma cruzi. Bien
que principalement endémique en Amérique latine, cette affection représente un défi de santé
publique mondial en raison des flux migratoires croissants. L’un des modes de transmission les
plus préoccupants de cette maladie est la voie congénitale, où le parasite est transmis de la mère
infectée au fœtus pendant la grossesse ou l’accouchement.

La transmission congénitale de la maladie de Chagas est particulièrement alarmante en rai-
son de son impact sur la santé du nouveau-né et du risque de développer des complications
graves à long terme. Malgré les efforts déployés pour contrôler cette maladie, elle demeure
endémique dans de nombreuses régions d’Amérique latine, où les conditions de vie précaires,
le manque d’accès aux soins de santé et la méconnaissance de cette problématique contribuent
à sa persistance.

Cette recherche vise à développer un modèle mathématique pour étudier la dynamique de trans-
mission congénitale de la maladie de Chagas.
Dans le chapitre 1 nous faisons la lumière sur la maladie de Chagas (trypanosome américain)
et passons en revue ses symptômes, ses méthodes de transmission et comment la prévenir. Enfin,
nous mentionnerons quelques modèles mathématiques qui prennent en compte la transmission
congénitale.

Dans le chapitre 2 nous considérons un modèle mathématique décrit la dynamique de trans-
mission verticale de l’infection par T.cruzi. Nous démontrons tout d’abord, l’existence globale
et l’unicité de solution positives. Puis, nous étudions l’existence des points d’équilibres et leur
stabilité.

Chapitre 3 Une analyse de l’effet des paramètres du modèle sur le R0 est fâıte afin d’avoir une
idée sur les mesures de contrôle de la maladie, en particulier sur la transmission congénitale
avant une mise en œuvre sur le terrain.

Finalement, pour faciliter la compréhension de notre problématique et permettre au lecteur
d’assimiler la modélisation mathématique en épidémiologie, nous présenterons dans le dernier
chapitre ”le chapitre 4” quelques notions de base liées à notre étude.

7
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Chapitre 1

La maladie de Chagas(ou
trypanosomiase américaine)

Figure 1.1 – Insecte Traitome

1.1 La maladie de Chagas

La maladie de Chagas([3] )est une pathologie infectieuse provoquée par un protozoaire pa-
rasite appelé Trypanosoma cruzi. Elle représente un problème de santé publique complexe,
caractéristique des maladies tropicales négligées et des affections liées aux déterminants so-
ciaux. Faute d’un diagnostic précoce et d’une prise en charge thérapeutique et de suivi adaptés,
cette infection peut rapidement évoluer vers une maladie au potentiel létal.

Selon les estimations, entre 6 et 7 millions de personnes à travers le monde sont porteuses du
parasite T. cruzi, entrâınant environ 12 000 décès annuels([3]). Bien que sa prévalence augmente
partout sur la planète, la maladie de Chagas sévit principalement dans les zones d’endémie de 21

9



10 CHAPITRE 1. LA MALADIE DE CHAGAS(OU TRYPANOSOMIASE AMÉRICAINE)

pays d’Amérique latine continentale, où la transmission est largement vectorielle. On estime au-
jourd’hui que près de 75 millions d’individus sont exposés au risque de contracter cette infection.

C’est le médecin et chercheur brésilien Carlos Chagas qui, le 14 avril 1909, a identifié et décrit
pour la première fois ce qu’on appelle désormais la maladie de Chagas chez l’être humain. La
date du 14 avril a été instituée Journée mondiale dédiée à cette pathologie.

Figure 1.2 – Carlos Chagas (1879-1934) Médecin brésilien qui a découvert et décrit pour
la première fois en 1909 la maladie parasitaire de Chagas, révolutionnant la connaissance des
maladies négligées en Amérique latine

1.2 Physiopathologie de la maladie de Chagas

La transmission de la maladie de Chagas se produit généralement lorsqu’un insecte vecteur
de la famille des Triatominae, communément appelé ”punaise kiss”, pique une personne ou un
animal déjà infecté par le parasite Trypanosoma cruzi. Lors de sa piqûre, l’insecte contaminé
dépose sur la peau ses déjections contenant la forme infectieuse du parasite, les trypomasti-
gotes métacycliques. Ces formes infectantes pénètrent alors dans l’organisme à travers la plaie
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de morsure ou les muqueuses. Une fois à l’intérieur de l’hôte, les parasites envahissent les ma-
crophages au point d’entrée et se transforment en amastigotes qui se multiplient par division
binaire. Ces amastigotes se re-différencient ensuite en trypomastigotes sanguicoles, gagnent la
circulation sanguine et les espaces interstitiels, et infectent d’autres types cellulaires. Les cel-
lules du système immunitaire, du muscle cardiaque, des muscles squelettiques et du système
nerveux sont les plus couramment touchées([5]).

1.3 la répartition géographique de la maladie de Cha-

gas :

La maladie de Chagas est endémique dans 21 pays d’Amérique latine continentale, du
Mexique au sud de l’Argentine. Les zones les plus touchées se situent dans les régions pauvres
et rurales d’Amérique centrale, d’Amérique du Sud et du sous-continent amazonien.
Les pays ayant les taux d’infection les plus élevés sont([3]) :

Bolivie ,Argentine ,Brésil ,Mexique,Colombie ,Équateur ,Pérou

On estime que 6 à 7 millions de personnes sont infectées par le parasite Trypanosoma cruzi,
l’agent responsable de la maladie, principalement en Amérique latine.
Cependant, en raison des mouvements de population, la maladie de Chagas est désormais
présente dans de nombreux autres pays non-endémiques, avec des cas diagnostiqués enAmérique
du Nord, en Europe, en Australie et au Japon notamment.

Figure 1.3 – Nombre estimé d’immigrants infectés par Trypanosoma cruzi vivant dans des
pays non endémiques([4])

La transmission est liée à la présence des insectes vecteurs (punaises Triatomes) dans les
habitats précaires en zones rurales ou les bidonvilles urbains. La maladie sévit surtout dans les
régions aux conditions socio-économiques défavorables.
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1.4 Cycle de vie de Trypanosoma cruzi

Figure 1.4 – Cycle de Trypanosoma cruzi ([5])

1.5 Modes de transmission

En Amérique latine, la principale voie de transmission du parasite T. cruzi se fait par
contact avec les déjections (selles ou urines) d’insectes vecteurs infectés appartenant à la fa-
mille des Triatominae, aussi appelés ”punaises kissing bugs”. Ces insectes hématophages, qui
se nourrissent de sang, vivent généralement dans les interstices des murs ou des toitures des
habitations précaires en milieu rural ou dans les bidonvilles. Ils se cachent durant la journée
et sortent la nuit pour se nourrir sur les humains ou les animaux domestiques. Ils ont alors
tendance à piquer des zones exposées comme le visage, puis à déféquer ou uriner à proximité
immédiate de la plaie de morsure. Lorsque la personne piquée, par réflexe, se gratte ou se
frotte, les déjections contaminées pénètrent dans l’organisme via la lésion cutanée, les yeux, la
bouche ou une autre plaie ouverte, permettant l’entrée du parasite. Il est intéressant de noter
que T. cruzi peut également infecter les animaux, les opossums étant considérés comme l’un
des principaux réservoirs naturels du parasite.
Au-delà de cette transmission vectorielle classique, d’autres modes de contamination par T.
cruzi existent([3]) :

— Par ingestion d’aliments ou boissons souillés par les déjections/urines d’insectes ou ani-
maux infectés, pouvant entrâıner des flambées épidémiques
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— Par transmission congénitale de la mère au fœtus pendant la grossesse

— Par transfusions de produits sanguins contaminés

— Par greffe d’organes solides provenant de donneurs infectés

— Accidentellement en milieu de laboratoire

1.6 Les phases

La maladie de Chagas provoquée par le parasite Trypanosoma cruzi évolue généralement en
deux phases distinctes aux manifestations cliniques variées :

1. Phase aiguë initiale :

Souvent asymptomatique, en particulier chez les jeunes enfants.
Peut se manifester par de la fièvre, des maux de tête, de la fatigue, des gonflements au
site d’inoculation (œdème bilatéral des paupières appelé signe de Romaña), des douleurs
musculaires, des nausées/vomissements
Peut entrâıner une myocardite aiguë et un dysfonctionnement cardiaque sévère chez les
nouveau-nés
Dure généralement 4 à 8 semaines([16])

Figure 1.5 – signe de Romãna

2. Phase chronique [16] :

60 à 70% des patients restent asymptomatiques durant des années
30 à 40% développent après 10 à 30 ans des complications touchant principalement :

— Le cœur - cardiomyopathie Chagasique :arythmies, palpitations, douleurs thora-
ciques, insuffisance cardiaque progressive

— Le tube digestif : mégaœsophage (dysphagie), mégacôlon (constipation sévère), dou-
leurs abdominales
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— Le système nerveux : troubles du sommeil, parésies, déficits sensitifs et parfois
cognitivo-moteurs sévères

— La grossesse : transmission materno-fœtale possible entrâınant pathologies congénitales
graves

Les manifestations dépendent de la charge parasitaire, de la zone géographique et de la
souche de T.cruzi impliquée. Un dépistage et un traitement précoces sont cruciaux pour
prévenir les complications potentiellement fatales

Figure 1.6 – Résultats courants dans la maladie de Chagas chronique

1.7 Traitement

La prise en charge thérapeutique de l’infection à Trypanosoma cruzi, responsable de la
maladie de Chagas, repose actuellement sur deux médicaments antiparasitaires : le benz-
nidazole et le nifurtimox([3] ). Ces molécules ont la capacité d’éliminer le protozoaire de
l’organisme. Leur efficacité est maximale lorsqu’elles sont administrées précocement durant la
phase aiguë initiale, permettant alors une guérison complète, y compris dans les cas de trans-
mission materno-fœtale.
Cependant, plus l’infection est ancienne et évolue vers les phases chroniques, moins ces traite-
ments parviennent à éradiquer totalement le parasite. Des effets indésirables peuvent également
survenir, plus fréquemment chez les patients âgés. Le traitement antiparasitaire reste néanmoins
indiqué en cas de réactivation de l’infection (comme lors d’une immunodépression) ou à l’entrée
dans la phase chronique asymptomatique. Il est conseillé, notamment chez les femmes en âge de
procréer avant ou après une grossesse, afin de prévenir tout risque de transmission congénitale.
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Chez les adultes infectés, même asymptomatiques, l’instauration d’un traitement antiparasi-
taire permet de stopper ou du moins ralentir la progression de la maladie vers les complications
redoutées. La balance bénéfices/risques doit cependant être évaluée, en prenant en compte la
durée relativement longue du traitement (jusqu’à 2 mois) ainsi que la survenue possible d’ef-
fets secondaires chez jusqu’à 40% des patients adultes. Ces médicaments sont contre-indiqués
pendant la grossesse, en cas d’insuffisance rénale ou hépatique. Le nifurtimox est également
déconseillé chez les patients avec des antécédents neuropsychiatriques. Enfin, la prise en charge
des complications cardiaques, digestives ou neurologiques repose sur des traitements sympto-
matiques au long cours associés à une surveillance régulière.

1.8 La transmission congénitale

La transmission materno-fœtale de T. cruzi, le parasite responsable de la maladie de Cha-
gas, varie considérablement selon les régions géographiques, de moins de 0,1% au Brésil ([11])
à 2-12% en Argentine ([8]), Bolivie ([10]), Chili et Paraguay ([7]).
Cependant, la plupart des cas d’infection congénitale proviennent de mères infectées de manière
chronique, ayant été infectées depuis l’enfance par des insectes vecteurs en résidant dans des
zones endémiques d’Amérique latine . On estime qu’environ 2 millions de femmes en âge de
procréer sont infectées par T. cruzi dans les Amériques ([13]).
La migration de femmes latino-américaines, particulièrement au cours de la dernière décennie,
a également propagé le risque de transmission congénitale dans des zones non endémiques, en
particulier aux États-Unis, au Canada, en Australie, au Japon et en Europe . Des cas de ma-
ladie congénitale de Chagas ont été signalés aux États-Unis et plus récemment, en Espagne
([12])et en Suisse.
Le développement de programmes nationaux de lutte anti-vectorielle et de dépistage des don-
neurs de sang dans de nombreux pays d’endémie a limité l’apparition de nouveaux cas d’in-
fection. Par conséquent, la prévalence de l’infection chez les femmes enceintes diminue, ainsi
que l’incidence de la transmission congénitale. Cependant, les possibilités de répétition de la
transmission congénitale à chaque grossesse dans le pool de femmes actuellement infectées, et
d’une génération à l’autre ([9]), suggèrent un risque à long terme de transmission de la mère à
la progéniture même en l’absence de transmission vectorielle, dans les zones endémiques comme
non endémiques ([6]).

1.9 Quelques modèles mathématique qui prennent en

compte la transmission congénitale

1.9.1 Modélisation de la maladie de Chagas au Chili du vecteur au
transmission congénitale :

Le modèle est basé sur l’intégration de deux modèles de la maladie de Chagas transmission ;
le premier pour la transmission vectorielle (Canals Cattan, 1992) et le second pour transmis-
sion congénitale ([14]). Trois populations en interaction ont été considérées : la population
humaine (mâles et femelles), les populations d’animaux domestiques et sauvages
qui constituent le réservoir et le population de T. infestans ,( car les vecteurs sau-
vages ont peu d’importance au Chili).
La population humaine féminine a été divisée en les compartiments suivant :
adultes sensibles (SF ), enfants sensibles (Sf), filles infectées nés de mères Chagasiques (If1),
de filles non traitées et infectées (If2) et infectées femmes (IF ). Les compartiments équivalents
chez les mâles étaient :SM , Sm, Im1, Im2 et IM . Pour Les populations animales (A) et vectorielles
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(V ), les compartiments infectés (IA et IV . respectivement) et sensibles (A− IA et V − IV , res-
pectivement) ont été considérés
Le modèle mathématique est donné comme suit([15]) :



dIF
dt

= (mσ)If2 − (µ+ α1) +
bhIV Sf1

N

dIf1
dt

= λk̀pIF − (µ+ ζ)If1

dIf2
dt

= ζ(1− q)If1 − (mσ + µ+ α2) If2 +
bhfIV Sf1

N

dSf

dt
= λ̀k(1− p)IF + λkSF + ζqIf1 − (µ+ σ)Sf − bhfIV Sf1

N

dSF

dt
= σSf − µSF − bhfIV SF

N

dIM
dt

= (mσ̀)Im2 − (µ+ α1) IM + bhfIV SM

N

dIm1

dt
= λ̀(1− k)pIF − (µ+ ζ)Im1

dIm2

dt
= ζ(1− r)Im1 − (mσ̀ + µ+ α2) Im2 +

bhfIV Sm1

N

dSm

dt
= λ̀(1− k)(1− p)IF + λ(1− k)SF + ζrIm1 − (µ+ σ̀)Sm − bhfIV Sm

N

dSM

dt
= σ̀Sm − µSM − bhfIV SM

N

(1.1)

Pour la fraction infectée d’insectes et d’animaux, les équations sont :
dIA
dt

= baf̀ IV (A−IA)
A

− µaIA

dIV
dt

= ( bhf̀ Ih
N

+ baf̀ IV
A

)(V − IV )− µV IV

(1.2)

Les paramètres sont donné par le tableau suivant :
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paramètre interpritation
m La probabilité qu’un individu Chagasique atteigne et se reproduise en âge de procréer.

σ Le taux de transfert des filles vers l’âge de procréer.

σ̀ Le taux de transfert des enfants mâles à l’âge de reproduction.

µ, µv, µa Le taux de mortalité des humains, des vecteurs et des animaux.

λ̀, λ Le taux de natalité des humains sensibles et infectés .

k La proportion de les femmes dans la population.

p La probabilité d’enfants Chagasiques nés de mères Chagasiques.

ζ Le taux de traitement.

r, q La proportion d’enfants de sexe masculin et féminin traités.

α1 La mortalité spécifique taux de maladie de Chagas chez les adultes .

α2 Le taux de mortalité spécifique chez les enfants .

bh Le taux de morsure dans humains.

ba Le taux de morsure dans animaux.

f La proportion de piqûres infectieuses par un vecteur infecté .

f̀ La proportion de piqûres potentiellement infectieuses qu’un vecteur sensible fait sur un hôte infecté.

Table 1.1 – Interprétation des paramétrées .

1.9.2 Modélisation de la transmission congénitale en Brésil

Cette étude a développé un modèle mathématique pour évaluer l’impact de la transmis-
sion congénitale du Trypanosoma cruzi sur la dynamique de l’infection à long terme, dans
les régions endémiques et non-endémiques.
Le modèle divise la population en différents compartiments ([14]) :

— Gi :les femmes atteintes de la maladie de Chagas,

— Bwi :les filles infectées nées de mères Chagasiques (verticalement enfants infectés),

— Bwint :les filles non traitées et infectées,

— Gun :femmes enceintes non infectées,

— Bwun : filles non infectées né de mères Chagasiques,

— Bmi :enfants mâles infectés nés de mères Chagasiques,

— Bmint :enfants de sexe masculin non traités et infectés,
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— Bmun :enfants mâles non infectés nés de mères Chagasiques,

Le modèle mathématique est donné comme suit :

dGi
dt

= mσBwint − (µ+ α1)Gi

dBwi

dt
= ϕ′kpGi − (µ+ ξ)Bwi

dBwint

dt
= ξ(1− q)Bwi − (mσ + µ+ α2)Bwint

dGun

dt
= σBwun − µGun

dBwun

dt
= ϕ′k(1− p)Gi + ϕkGun + ξqBwi − (µ+ σ)Bwun

dBmi

dt
= ϕ′(1− k)pGi− (µ+ ξ)Bmi

dBmint

dt
= ξ(1− r)Bmi − (µ+ α2)Bmint

dBmun

dt
= ϕ′(1− k)(1− p)Gi+ ϕ(1− k)Gun + ξrBmi − µBmun,

(1.3)

L’organigramme du modèle (1.3) est présenté à la figure (1.7)

Figure 1.7 – L’organigramme de la transmission de la maladie de Chagas.([14] )

Les paramètres sont donné par le tableau suivant :
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paramètre interprétation
µ Le taux de mortalité .

α1 Le taux de mortalité liée à la maladie chez les Chagasiques femmes enceinte.

α2 Le taux de mortalité liée à la maladie chez les personnes non traitées enfants.

ξ Le taux de traitement.

p proportion d’enfants Chagasiques nés de mères Chagasiques .

k La proportion de filles parmi l’ensemble nouveau-nés.

m La probabilité de Chagasic sexuellement immature les filles tombent enceintes.

q, r La proportion d’enfants de sexe féminin et masculin traités .

ϕ = ϕ′ Le taux de natalité.

σ Le taux de prédation maximal .

Table 1.2 – Interprétation des paramètres
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Chapitre 2

Analyse mathématique du modèle

2.1 Présentation du modèle mathématique

Afin de mieux comprendre la dynamique de cette transmission congénitale et d’évaluer
l’impact potentiel des interventions, un modèle mathématique a été développé. Ce modèle
épidémiologique décrit l’évolution de la maladie dans une population domestique ou sylvatique,
en tenant compte de différents compartiments :
Sh :représente les individus susceptibles, qui sont les hôtes indemnes à la maladie de Chagas
mais capables d’être infectées .
Ih : représente les hôtes infectés.
Avec Nh est la population totale des hôtes tel que ,

Nh = Sh + Ih.

Sv : représente les triatomes susceptibles qui sont aptes à être infectés par la maladie de
Chagas.
Iv : sont les triatomes infectés en suçant le sang de l’hôte .
Avec Nv est la population totale des triatomes tel que ,

Nv = Sv + Iv.

À ces quatre états nous pouvons associer le système dynamique des EDOs suivant :

dSh

dt
= r1Nh − b1

Iv
Nv

Sh − r1Sh − pr1Ih,

dIh
dt

= b1
Iv
Nv

Sh + pr1Ih − r1Ih,

dSv

dt
= r2Nv − b2

Ih
Nh

Sv − r2Sv,

dIv
dt

= b2
Ih
Nh

Sv − r2Iv.

(2.1)

Les paramètres sont définies dans le tableau suivant :

21
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paramètre interprétation
r1 Le taux de naissance/ mortalité des hôtes.

r2 Le taux de naissance / mortalité des vecteurs.

b1 Le taux de transmission de la maladie hôtes→vecteurs.

b2 Le taux de transmission de la maladie vecteurs→hôtes.

p Proportion d’enfants Chagasiques nés de mères Chagasiques

Table 2.1 – Interprétation des paramétrées .

2.2 Existence et unicité d’une solution locale

Preuve
Pour prouver l’existence et unicité de la solution du système (2.1) , on pose Y = (Sh, Ih, Sv, Iv)

T ∈
R4 , le système (2.1) s’écrit :

dY

dt
(t) = G(Y (t)). (2.2)

Ou la fonction G : R× R4 → R4 est donnée par :

G(Y ) =



r1Nh − b1
Iv
Nv

Sh − r1Sh − pr1Ih

b1
Iv
Nv

Sh + pr1Ih − r1Ih,

r2Nv − b2
Ih
Nh

Sv − r2Sv

b2
Ih
Nh

Sv − r2Iv


Il est facile de voir que la fonction G est de classe C1 , Alors elle est localement lipschitzienne
par rapport à Y .
d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz , le système (2.1) avec la condition initiale Y (t0) =
(S0

h, I
0
h, S

0
v , I

0
v ) , admet une solution locale .

2.2.1 Positivité et globalité

Théorème 2.1 (positivité) Supposons que Sh(0), Ih(0), Sv(0), Iv(0) ≥ 0 . Alors , pour tout t
∈ [0, T+(t0)[ on a Sh(t), Ih(t), Sv(t), Iv(t) ≥ 0 de plus on a que :

Ω =
{
(Sh, Ih, Sv, Iv) ∈ R4, 0 ≤ Sh ≤ Nh, 0 ≤ Ih ≤ Nh, 0 ≤ Sv ≤ Nv, 0 ≤ Iv ≤ Nv

}
.

est un ensemble positivement invariant.



2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ D’UNE SOLUTION LOCALE 23

Démonstration Considérons le système suivant :

Ṡh = G1 (Sh(t), Ih(t), Sv(t), Iv(t)) ,

İh = G2 (Sh(t), Ih(t), Sv(t), Iv(t)) ,

Ṡv = G3 (Sh(t), Ih(t), Sv(t), Iv(t)) ,

İv = G4 (Sh(t), Ih(t), Sv(t), Iv(t)) .

On a

— G1 (0, Ih(t), Sv(t), Iv(t)) = Nhr1(1− p) ≥ 0,∀ (Sv(t), Ih(t), Iv(t)) ∈ R3
+. Ceci implique ,

Sh(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0.

— G2 (Sh(t), 0, Sv(t), Iv(t)) = b1
Iv(t)
Nv

Sh(t) ≥ 0, ∀ (Sh(t), Sv(t), Iv(t)) ∈ R3
+ , Ceci implique ,

Ih(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0.

— G3 (Sh(t), Ih(t), 0, Iv(t)) = r2Nv ≥ 0,∀ (Sh(t), Ih(t), Iv(t)) ∈ R3
+ , implique que ,

Sv(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0.

— G4 (Sh(t), Ih(t), Sv(t), 0) = b2
Ih(t)
Nh

Sv(t) ≥ 0,∀ (Sh(t), Sv(t), Ih(t)) ∈ R3
+ , Ceci implique ,

Iv(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0.

Alors, en utilisant la proposition 4.1, on déduit que le système (2.1) admet une solution unique
positive dans R4

+,∀t ≥ 0.

Théorème 2.2 (Solution globale)
La solution associée au problème de Cauchy (2.1) avec condition initiale (Sh, Ih, Sv, Iv)(0) =
(S0

h, I
0
h, S

0
v , I

0
v ) est globale .

Démonstration .
Pour démontrer que la solution est globale , il suffit de montrer que la solution de système est
bornée .
On sait que Sh + Ih = Nh alors ,

0 ≤ Sh ≤ Nh.

0 ≤ Ih ≤ Nh.

On a aussi , Sv + Iv = Nv donc ,

0 ≤ Sv ≤ Nv.

Et

0 ≤ IV ≤ Nv.

Ceci implique que la solution est bornée , alors elle est définie sur [0,+∞[ .
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2.2.2 L’équilibre sans maladie DFE et le nombre de reproduction
de base R0

Le DFE désigne la solution constante du système (2.1) en l’absence de la maladie i.e
Ih = Iv = 0. En remplaçant ces valeurs nulles dans les équations d’équilibre cela nous permet
d’aboutir aux équations suivantes : 

r1Nh − r1Sh = 0

r2Nv − r2Sv = 0

Le système (2.1) possède un unique équilibre sans maladie (Disease-free equilibrium) (DFE)
qui sera noté par :

E0 = (S∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ) = (Nh, 0, Nv, 0).

En utilisant la méthode Van Driessche et Watmough décrite dans le chapitre 4 , nous pouvons
réécrire notre système principal sous la forme suivante :

ẋi = Fi(x, y)− Vi(x, y) 1 ≤ i ≤ 2

ẏj = −Vj(x, y) 3 ≤ j ≤ 4
(2.3)

Avec x = (x1, x2) = (Ih, Iv) et y = (y1, y2) = (Sh, Sv) .C’est à dire :

dIh
dt

= b1
Iv
Nv

Sh + pr1Ih − r1Ih,

dIv
dt

= b2
Ih
Nh

Sv − r2Iv,

dSh

dt
= r1Nh − b1

Iv
Nv

Sh − r1Sh − pr1Ih,

dSv

dt
= r2Nv − b2

Ih
Nh

Sv − r2Sv.

(2.4)

Où F(x, y) est donnée par :

F =

(
b1

Iv
Nv

Sh, b2
Ih
Nh

Sv, 0, 0

)T

.

Et V est donnée par :

V =


Ihr1(1− p)

r2Iv
−r1Nh + r1Sh + pr1Ih

−r2Nv + r2Sv

 .

Nous calculons DF|E0 et DV|E0 les matrices Jacobienne des applications F et V évaluées
au point d’équilibre sans maladie E0.

DF|E0 =


0 b1Nh

Nv
0 0

b2Nv

Nh
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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DV|E0 =


r1(1− p) 0 0 0

0 r2 0 0
pr1 0 r1 0
0 0 0 r2

 .

Donc :

F =

(
0 b1Sh

Nv
b2Nv

Nh
0

)
.

Et

V =

(
r1(1− p) 0

0 r2

)
.

Alors ,

V −1 =

( 1
r1(1−p)

0

0 1
r2

)
.

Le nombre de reproduction de base R0 est le rayon spectral de la matrice de prochaine
génération i.e :

FV −1 =

(
0 b1Sh

Nv
b2Nv

Nh
0

)
×
( 1

r1(1−p)
0

0 1
r2

)
=

(
0 b1Nh

Nvr2
b2Nv

r1Nh(1−p)
0

)
Nous obtenons :

R0 = ρ(FV −1) =

√
b1b2

r1r2(1− p)
(2.5)

2.3 Étude de la stabilité de l’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous allons montrer la stabilité asymptotique locale de l’équilibre sans
maladie DFE, ainsi que sa stabilité globale.

2.3.1 Stabilité asymptotique locale

Théorème 2.3 1. Si R0 > 1 ,alors le point d’équilibreE0 est instable.

2. Si R0 < 1 , alors le point d’équilibre E0 est localement stable.

Démonstration. La méthode est basée sur la linéarisation du système (2.1). On considère la
matrice jacobienne suivante :

J =

 ∂G2

∂Ih

∂G2

∂Iv

∂G4

∂Ih

∂G4

∂Iv

 =

 −b1
Iv
Nv

+ r1(p− 1) b1
Nh−Ih
Nv

b2
Nv−Iv
Nh

−b2
Ih
Nh

− r2


La matrice jacobienne au E0 est la suivante :

J (0, 0) =

 r1(p− 1) b1
Nh

Nv

b2
Nv

Nh
−r2


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Nous avons,

Tr(J (0, 0)) = −r1(1− p)− r2γ < 0

Det(J (0, 0)) = r1r2(1− p)− b1b2 > 0 si
b1b2

r1r2(1− p)
< 1

Alors E0 est localement stable si R0 < 1

2.3.2 Stabilité globale

Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante pour le système (2.1)

U(Ih, Iv) = c1Ih + c2Iv, U(Ih, Iv) > 0,∀Ih, Iv ∈ R∗
+et c1, c2 > 0

La dérivée de Uest donné par :

U̇(Ih, Iv) = c1İh + c2İv = c1

(
b1

Iv
Nv

Sh + r1Ih(p− 1)

)
+ c2

(
b2

Ih
Nh

Sv − r2Iv

)
= c1b1

Iv
Nv

Nh − c1b1
Iv
Nv

Ih + c1r1Ih(p− 1) + c2b2
Ih
Nh

Nv − c2b2
Ih
Nh

Iv − c2r2Iv

On pose :

c1 =
Nv

r1
; c2 =

Nh(1− p)

b2

Et donc :

U̇(Ih, Iv) =
b1
r1
IvNh −

b1
r1
IvIh +NvIh(p− 1) + (1− p)IhNv −Nh(1− p)

Ih
Nh

Iv −
r2
b2
Nh(1− p)Iv

=
b1
r1
IvNh −

b1
r1
IvIh −Nh(1− p)

Ih
Nh

Iv −
r2
b2
Nh(1− p)Iv

=
b1b2IvNh − r1r2Nh(1− p)Iv

r1b2
− b1

r1
IvIh −Nh(1− p)

Ih
Nh

Iv

= [b1b2 − r1r2(1− p)]
NhIv
r1b1

− b1
r1
IvIh −Nh(1− p)

Ih
Nh

Iv

= (R2
0 − 1)(r1r2(1− p))

NhIv
r1b1

− b1
r1
IvIh −Nh(1− p)

Ih
Nh

Iv

≤ 0 si R0 ≤ 1

On remarque que

lim
∥(Ih,Iv)∥→+∞

U(Ih, Iv) = +∞.

Alors U est radialement non-bornée
En conclusion , le point d’équilibre E0 est globalement asymptotiquement stable pour le
système(2.1)
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2.4 L’équilibre endémique

Théorème 2.4 Si R0 > 1 alors il existe un unique équilibre endémique(Endemic equilibrium)
DEE .

Preuve

Notation : Le point d’équilibre E∗ = (S∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ) est appelé un point d’équilibre endémique

DEE
Le système 

Ṡh = G1 (Sh, Ih, Sv, Iv) ,

İh = G2 (Sh, Ih, Sv, Iv) ,

Ṡv = G3 (Sh, Ih, Sv, Iv) ,

İv = G4 (Sh, Ih, Sv, Iv) .

Admet un point d’équilibre S∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ,si

G1 (S
∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ) = 0,

G2 (S
∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ) = 0,

G3 (S
∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ) = 0,

G4 (S
∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v ) = 0.

Alors , on a 

r1Nh − b1
I∗v
Nv

S∗
h − r1S

∗
h − pr1I

∗
h = 0.......(1)

b1
I∗v
Nv

S∗
h + pr1Ih − r1I

∗
h = 0......(2)

r2Nv − b2
I∗h
Nh

S∗
v − r2S

∗
v = 0......(3)

b2
I∗h
Nh

S∗
v − r2I

∗
v = 0......(4)

(2.6)

On remarque que : D’après (4) :

— Si Ih = 0 ⇒ Iv = 0( Impossible)

— Si Iv = 0 ⇒ Ih = 0 (Impossible ) ou bien Sv = 0. (Impossible car : si Sv = 0 d’après
l’équation (3) ⇒ r2Nv = 0 (Impossible )) donc Ih ̸= 0 et Iv ̸= 0.

On a
S∗
h + I∗h = Nh et S∗

v + I∗v = Nv

le système (2.6) implique
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
b1

I∗v
Nv

S∗
h + pr1I

∗
h − r1I

∗
h = 0

b2
I∗h
Nh

Sv − r2I
∗
v = 0

(2.7)

Alors, on a 
b1

I∗v
Nv

(Nh − I∗h) + pr1I
∗
h − r1I

∗
h = 0

b2
I∗h
Nh

(Nv − I∗v )− r2I
∗
v = 0

(2.8)

C’est -à-dire : 
b1

I∗v
Nv

(Nh − I∗h) = r1I
∗
h(1− p)....(5)

b2
I∗h
Nh

(Nv − I∗v ) = r2I
∗
v ....(6)

(2.9)

D’après (5) :

I∗v =
r1I

∗
h(1− p)Nv

b1(Nh − I∗h)
(2.10)

On remplace l’équation (2.10)dans (6) , On obtient

b2
Nh

I∗h(Nv −
r1I

∗
h(1− p)Nv

b1(Nh − I∗h)
) =

r2r1I
∗
h(1− p)Nv

b1(Nh − I∗h)

C’est -à-dire :

b2
Nh

I∗h(
b1Nv(Nh − I∗h)− r1I

∗
h(1− p)Nv

b1(Nh − I∗h)
) =

r2r1I
∗
h(1− p)Nv

b1(Nh − I∗h)

Implique que
b2
Nh

(b1(Nh − I∗h)− r1I
∗
h(1− p)) = r1r2(1− p)

C’est -à-dire

b1Nh − b1I
∗
h − r1I

∗
h + r1pI

∗
h =

r1r2(1− p)Nh

b2

C’est -à-dire

I∗h(−b1 − r1 + r1p) =
r1r2(1− p)Nh

b2
− b1Nh

Donc

I∗h =
[r1r2(1− p)− b1b2]Nh

b2(−b1 − r1 + r1p)

Ce qui donne :

I∗h =
(b1b2 − r1r2(1− p))Nh

b1b2 + r1b2(1− p)
(2.11)

On obtient ainsi :

I∗h =

(
b1b2

r1r2(1−p)
− 1
)
Nh

b1b2
r1r2(1−p)

+ b2
r2

=
(R2

0 − 1)Nh

R2
0 +

b2
r2

> 0 si R0 > 1
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Pour I∗v , on remplace (2.11) dans (2.10) ,on obtient

I∗v =
r1 (b1b2 − r1r2(1− p)) (1− p)NhNv

b1 (b1b2Nh + r1b2Nh(1− p)− b1b2Nh + r1r2(1− p)Nh)

Alors,

I∗v =
r1 (b1b2 − r1r2(1− p))Nh(1− p)Nv

r1b1Nh(1− p)(b2 + r2)

C’est -à-dire

I∗v =
(b1b2 − r1r2(1− p))Nv

b1b2 + b1r2

Finalement

I∗v =

(
b1b2

r1r2(1−p)
− 1
)
Nv

b1b2
r1r2(1−p)

+ b1
r1(1−p)

=
(R2

0 − 1)Nv

R2
0 +

b1
r1(1−p)

> 0 si R0 > 1

Le système (2.1) possède un unique équilibre endémique (DEE) qui sera noté par :

E∗ = (S∗
h, I

∗
h, S

∗
v , I

∗
v )

où :

S∗
h = Nh − (R2

0−1)Nh

R2
0+

b2
r2

, I∗h =
(R2

0−1)Nh

R2
0+

b2
r2

, S∗
v = Nv − (R2

0−1)Nv

R2
0+

b1
r1(1−p)

, I∗v =
(R2

0−1)Nv

R2
0+

b1
r1(1−p)

Remarque : Le problème admet toujours deux équilibres si R0 ̸= 1. Sinon il y a un seul
équilibre DEE

2.4.1 Stabilité local

Proposition 2.1 L’équilibre endémique E∗ est localement stable s’il existe, c’est à dire
si R0 > 1.

Preuve : La matrice Jacobienne en E∗ est :

J (I∗h, I
∗
v ) =

 −b1
I∗v
Nv

− r1(1− p) b1
Nh−I∗h
Nv

b2
Nv−I∗v
Nh

−b2
I∗h
Nh

− r2



comme (I∗h, I
∗
v ) est un point d’équilibre on peut se servir des équations du la forme suivante de

la matrice Jacobienne :

J (I∗h, I
∗
v ) =

 −b1
I∗v
Nv

− r1(1− p) r1(1− p)
I∗h
I∗v

r2
I∗v
I∗h

−b2
I∗h
Nh

− r2


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Nous avons trJ (I∗h, I
∗
v ) < 0 et

det(J (I∗h, I
∗
v )) = b1b2

I∗v I
∗
h

NvNh
+ r2b1

I∗v
Nv

+ r1b2(1− p)
I∗h
Nh

+ r1r2(1− p)− r1r2(1− p)

= b1b2
I∗v I

∗
h

NvNh
+ r2b1

I∗v
Nv

+ r1b2(1− p)
I∗h
Nh

> 0

Ceci implique que le point d’équilibre DEE est localement stable.

2.4.2 Stabilité globale

Proposition 2.2 Le point d’équilibre E∗ est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration Nous proposons la fonction de Lyapunov suivante :

V (Sh, Sv, Ih, Iv) = a(Sh − S∗
h − S∗

hln
Sh

S∗
h
)

+b(Ih − I∗h − I∗hln
Ih
I∗h
)

+c(Sv − S∗
v − S∗

v ln
Sv

S∗
v
)

+d(Iv − I∗v − I∗v ln
Iv
I∗v
)

(2.12)

La dérivée de V est donnée par :

V̇ (Sh, Ih, SV , IV ) =a

(
1− S∗

h

Sh

)(
r1Nh − b1

Iv
NV

Sh − r1Sh − p1Ih

)
+

b

(
1− I∗h

Ih

)(
b1

Iv
Nv

Sh + p1Ih − r1Ih

)
+

c

(
1− S∗

v

Sv

)(
r2Nv − b2

Ih
Nh

Sv − r2Sv

)
+

d

(
1− I∗v

Iv

)(
b2

Ih
Nh

Sv − r2Iv

)
(2.13)

Le point d’équilibre vérifie les équations suivantes :

— r1Nh = b1
I∗v
Nv

S∗
h + r1Sh ∗+pr1I

∗
h

— (1− p)r1 = b1
I∗v

NvI∗h
S∗
h

— r2Nv = b2
I∗h
Nh

S∗
v + r2S

∗
v

— r2 = b1
I∗hS

∗
v

NhI∗v
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On remplace dans (2.13) on trouve

V̇ (Sh, Ih, Sv, Iv) =a

(
1− S∗

h

Sh

)(
b1

I∗v
Nv

S∗
h + r1S

∗
h + pr1I

∗
h − b1

Iv
Nv

Sh − r1Sh − prIIh

)
+ b

(
1− I∗h

Ih

)(
b1

Iv
Nv

Sh − Ih
b1I

∗
vS

∗
h

NvI∗h

)
+ c

(
1− S∗

v

Sv

)(
b2

I∗h
Nh

S∗
v + r2S

∗
v −

b2Ih
Nh

Sv − r2Sv

)
+ d

(
1− I∗v

Iv

)(
b2

Ih
Nh

Sv − Iv
b2I

∗
hS

∗
v

NhI∗v

)

V̇ (Sh, Ih, Sv, Iv) =ab1
I∗v
Nv

S∗
h + ar1S

∗
h + apr1I

∗
h − b1a

Iv
Nv

Sh − ar1Sh

− pr1aIh − ab1
I∗v

NvSh

S∗2
h − ar1

S∗2
h

Sh

− apr1I
∗
h

S∗
h

Sh

+ ab1
Ivs

∗
h

Nv

+ ar1S
∗
h + pr1a

IhS
∗
h

Sh

+ bb1
Iv
Nv

Sh

− bb1
IhI

∗
NS

∗
h

NNI∗h
− bb1

IvI
∗
hSh

IhNv

+
bb1I

∗
vS

∗
h

NvIh

+ cb2
I∗h
Nh

S∗
v + cr2S

∗
v − cb2

Ih
Nh

Sv − cr2Sv

− cb2
S∗2
v I∗h

NhSv

− cr2
S2
v

S∗
v

+ cb2
IhS

∗
v

Nh

+ cr2S
∗
v + db2

Ih
Nh

Sv − db2
IvI

∗
hS

∗
v

NhI∗v

− db2
I∗vIh
IvNh

Sv + db2
I∗hS

∗
v

Nh

On pose :

a = b =
Nv

b1S∗
hI

∗
v

(2.14)

et

c = d =
Nh

b2S∗
vI

∗
h

. (2.15)

On a

⇒ V̇ (Sh, Ih, Sv, Iv) = −ar1
(Sh − S∗

h)
2

Sh

− cr2
(Sv − S∗

v)
2

Sv

−

S∗
h

Sh

+
S∗
v

Sv

+
IvShI

∗
h

IhS∗
hI

∗
v

+
I∗vSvIh
IvSvI∗h

− 4︸ ︷︷ ︸
X



− pNvr1I
∗
h

b1S∗
hI

∗
v

S∗
h

Sh

− IhS
∗
h

I∗hSh

+
Ih
I∗h

− 1︸ ︷︷ ︸
Y


(2.16)

Pour Y :
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Y =
S∗
h

Sh

− IhS
∗
h

I∗hSh

+
Ih
I∗h

− 1 =
Ih
I∗h

[
S∗
hI

∗
h

ShIh
− S∗

h

Sh

− I∗h
Ih

+ 1

]
=

Ih
I∗h

[
I∗h
Ih
(
S∗
h

Sh

− 1)− (
S∗
h

Sh

− 1)

]

=
Ih
I∗h

[
(
S∗
h

Sh

− 1)(
I∗h
Ih

− 1)

]
=

Ih
I∗h

[
(
S∗
h − Sh

Sh

)(
I∗h − Ih

Ih
)

]
On sait que : Sh + Ih = Nh et S∗

h + I∗h = Nh

donc :Y =
1

I∗hSh

[(S∗
h − Sh)(I

∗
h − Ih)] =

1

I∗hSh

[(S∗
h − Sh)(Sh − S∗

h)] = − 1

I∗hSh

(S∗
h − Sh)

2

Et pourX on pose :

x1 =
S∗
h

Sh

;x2 =
S∗
v

Sv

;x3 =
I∗h
Ih

et x4 =
I∗v
Iv

Donc : X = x1 + x2 +
x3

x1x4

+
x4

x2x3

− 4

On remplace X et Y dans (2.16) on obtient

⇔ V̇ (Sh, Ih, Sv, Iv) = −ar1
(Sh − S∗

h)
2

Sh

− cr2
(Sv − S∗

v)
2

Sv

−
[
x1 + x2 +

x3

x1x4

+
x4

x2x3

− 4

]

+
pNvr1I

∗
h

b1S∗
hI

∗
v

[
1

I∗hSh

(S∗
h − Sh)

2

]
⇔ V̇ (Sh, Ih, Sv, Iv) =

(
−ar1
Sh

+
pNvr1

b1S∗
hI

∗
vSh

)
(Sh − S∗

h)
2 − cr2

(Sv − S∗
v)

2

Sv

−
[
x1 + x2 +

x3

x1x4

+
x4

x2x3

− 4

]
on remplace a par sa valeur (2.14) on obtient :

⇔ V̇ (Sh, Ih, Sv, Iv) =

(
r1Nv(p− 1)

b1S∗
hI

∗
vSh

)
(Sh − S∗

h)
2 − cr2

(Sv − S∗
v)

2

Sv

−

x1 + x2 +
x3

x1x4

+
x4

x2x3

− 4︸ ︷︷ ︸
S


Il est facile de voir que le premier et le deuxième terme de la fonction de Lyaponov sont
négatifs.
Pour le troisième terme, on utilise le fait que la moyenne géométrique est inférieure ou
égale à la moyenne arithmétique, c’est -à-dire, si on pose :

y1 = x1, y2 = x2, y3 =
x3

x1x4

, y4 =
x4

x2x3

alors on a : (
4∏

i=1

yi

) 1
4

≤ 1

4

4∑
i=1

yi.

C’est -à-dire que (
x1x2

x3

x1x4

x4

x2x3

) 1
4

≤ 1

4

(
x1 + x2 +

x3

x1x4

+
x4

x2x3

)
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d’où

1 ≤ 1

4

(
x1 + x2 +

x3

x1x4

+
x4

x2x3

)
qui donne

0 ≤ x1 + x2 +
x3

x1x4

+
x4

x2x3

− 4

et donc
⇒ S ≥ 0.

Alors V̇ est définie négative.
On remarque que :

lim
∥(Sh,Ih,Sv ,Iv)∥→+∞

V (Sh, Ih, Sv, Iv) = +∞.

alors V est radialement non-bornée.

En conclusion, le point d’équilibre E∗ est globalement asymptotiquement stable pour le
système (2.1).



34 CHAPITRE 2. ANALYSE MATHÉMATIQUE DU MODÈLE



Chapitre 3

Analyse de sensibilité du R0 et
simulation numérique

3.1 Analyse de sensibilité du R0

Dans cette section, nous examinons l’analyse de sensibilité du taux de reproduction de base
R0 afin d’identifier l’influence de certains paramètres d’entrée sur la transmission de la maladie.
Rappelons que le taux de reproduction de base est calculé selon l’équation suivante :

R0 =

√
b1b2

r1r2(1− p)
. (3.1)

On remarque que R0 est sensible de la même façon par rapport à b1 et b2. Aussi de la même
façon, par rapport à r1, r2 et q = 1− p qui est le pourcentage des nouveaux nés sains de mères
malades.

Pour étudier la sensibilité de R0 par rapport à un paramètre on le perturbe en le multipliant
par un nombre θ > 0. Si on veut faire augmenter le paramètre on prend θ > 1 et si on veut le
diminuer on prend θ < 1. Par exemple on a le R0 > 1 et on veut le faire baisser de la moitié.
Alors, d’après (3.1), on fait diminuer le b1 (ou b2) jusqu’à θ = 0.25 = 25% de sa valeur. Une
autre alternative est de quadrupler (prendre θ = 4) le r1 ou r2, ou le q. On peut aussi combiner,
c’est à dire faire diminuer b1 et b2 de la moitié en même temps pour avoir une baisse de 50%
du R0.

Théoriquement, d’après (3.1), les paramètres b1, b2 et p ont un effet positif sur le R0. C’est-
à-dire que le R0 est croissant par rapport à ces paramètres, qui peut être vérifier par la dérivée
positive. De même, les paramètres r1, r2 et q ont un effet négatif sur leR0. C’est-à-dire que leR0

est décroissant par rapport à ces paramètres, qui peut être vérifier par la dérivée négative. Par
la suite, quelques exemples numériques sont examinés comme illustration. On prendra(voir[21])
b1 = 4× 10−3, b2 = 0.0012, r1 = 0.000042, r2 = 0.005 et p = 0.2 on a R0 = 5.34.

3.1.1 Sensibilité de R0 par rapport à b1

Dans ce cas on a :

R0(θb1) =

√
θb1b2

r1r2(1− p)
= 5.34

√
θ.

Pour avoir le R0(θb1) = 5.34
√
θ < 1, il faut prendre θ < 0.035. Voir figure 3.1.

35
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3.1.2 Sensibilité de R0 par rapport à r1

Le R0 à la forme

R0(θr1) =

√
b1b2

θr1r2(1− p)
=

5.34√
θ

Pour avoir le R0(θr1) =
5.34√

θ
< 1, il faut prendre θ > (5.34)2 = 28.52. Voir figure 3.2.

3.1.3 Sensibilité deR0 par rapport à p

On a :

R0(θp) =

√
b1b2

r1r2(1− θp)
=

4.78√
1− 0.2θ

Ici la diminution du R0(θp) en dessous du 1, c’est-à-dire R0(θp) = 4.78√
1−0.2θ

< 1, nécessite un

θ < 0. Le cas limite c’est pour θ = 0 (biologiquement ne pas avoir des naissances malades) qui
donne R0 = 4.78. Ceci montre que la lute contre la transmission congénitale seule ne suffit pas
pour éradiquer la maladie. Voir figure 3.3.

Figure 3.1 – Évolution du nombre de reproduction de base R0(θb1) en fonction de θ lorsque
b1 = 4× 10−3, b2 = 0.0012, r1 = 0.000042, r2 = 0.005, p = 0.2,R0 = 5.34.
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Figure 3.2 – Évolution du nombre de reproduction de base R0(θr1) en fonction de θ lorsque
b1 = 4× 10−3, b2 = 0.0012, r1 = 0.000042, r2 = 0.005, p = 0.2,R0 = 5.34.

Figure 3.3 – Évolution du nombre de reproduction de base R0(θp) en fonction de θ lorsque
θp < 1, b1 = 4× 10−3, b2 = 0.0012, r1 = 0.000042, r2 = 0.005, p = 0.2,R0 = 5.34. Pour θ = 0 on
a R0 = 4.78.
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3.2 Simulations numériques

Dans cette partie on va faire des simulations numériques des résultats théoriques de la sta-
bilité des points d’équilibre sans maladie et endémique en utilisant le logiciel MATLAB.

— Le cas où le DEE est stable : On pose(voir [21]) : Ih(0) = 5, Iv(0) = 5, Nv =
500000, Nh = 5000, b1 = 4 × 10−3, p = 0.1, r1 = 0.000042, b2 = 0.0012, r2 = 0.005. D’où
R0 = 5.04. Dans ce cas les trajectoires du système converge asymptotiquement vers le
point d’équilibre endémique E∗ = (Sh, Ih, Sv, Iv) = (241.84, 4.76× 103, 4.07× 105, 9.29×
104). Voir les figures 3.4, 3.5,3.6,3.7.

Figure 3.4 – Représentation graphique pour les hôtes susceptible lorsque Ih(0) = 5, Iv(0) =
5, Nv = 500000, Nh = 5000, b1 = 4× 10−3, p = 0.1, r1 = 0.000042, b2 = 0.0012, r2 = 0.005,R0 =
5.04, E∗ = (241.84, 4.76× 103, 4.07× 105, 9.29× 104).
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Figure 3.5 – Représentation graphique pour les hôtes infectés lorsque Ih(0) = 5, Iv(0) =
5, Nv = 500000, Nh = 5000, b1 = 4× 10−3, p = 0.1, r1 = 0.000042, b2 = 0.0012, r2 = 0.005,R0 =
5.04, E∗ = (241.84, 4.76× 103, 4.07× 105, 9.29× 104).
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Figure 3.6 – Représentation graphique pour les vecteurs susceptibles lorsque Ih(0) =
5, Iv(0) = 5, Nv = 500000, Nh = 5000, b1 = 4 × 10−3, p = 0.1, r1 = 0.000042, b2 = 0.0012, r2 =
0.005,R0 = 5.04, E∗ = (241.84, 4.76× 103, 4.07× 105, 9.29× 104).

Figure 3.7 – Représentation graphique pour les vecteurs infectés lorsque Ih(0) = 5, Iv(0) =
5, Nv = 500000, Nh = 5000, b1 = 4× 10−3, p = 0.1, r1 = 0.000042, b2 = 0.0012, r2 = 0.005,R0 =
5.04, E∗ = (241.84, 4.76× 103, 4.07× 105, 9.29× 104).

— Le cas où le DFE est stable : on pose Nv = 100000, Nh = 1000, Ih(0) = 5, Iv(0) =
5, b1 = 3.6 × 10−5, p = 0.05, r1 = 0.000042, b2 = 0.0012, r2 = 0.005, d’où R0 = 0.42.
On constate clairement des figures 3.8 et 3.9) que la solution (Sh(t), Ih(t), Sv(t), Iv(t))
converge, lorsque t devient très grand, vers E0 = (1000, 0, 100000, 0) .
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Figure 3.8 – Représentation graphique pour les classes des animaux lorsque Nv =
100000, Nh = 1000, Ih(0) = 5, Iv(0) = 5, b1 = 3.6 × 10−5, p = 0.05, r1 = 0.000042, b2 =
0.0012, r2 = 0.005,R0 = 0.42, E1 = (Nh, 0, Nv, 0).

Figure 3.9 – Représentation graphique pour les classes des triatomes lorsque Nv =
100000, Nh = 1000, Ih(0) = 5, Iv(0) = 5, b1 = 3.6 × 10−5, p = 0.05, r1 = 0.000042, b2 =
0.0012, r2 = 0.005,R0 = 0.42, E1 = (Nh, 0, Nv, 0).
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Chapitre 4

Outils Mathématiques Fondamentaux

Cette annexe est consacré à la présentation des définitions et outils mathématiques utilisés
dans notre travail.

4.1 Rappel sur les équation différentielles ordinaires (EDO)

En général, un système d’équations différentielles s’écrit sous la forme{
ẏ(t) = G(t, y(t)), t ≥ t0 ≥ 0,
y (t0) = y0,

(4.1)

avec y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)) pour tout t ≥ 0, et (t, y(t)) ∈ U où U est un ouvert de
R+ × Rn. De plus G : U 7−→ Rn avec :

G(t, y(t)) = (G1(t, y(t)), G2(t, y(t)), . . . , Gn(t, y(t))) .

et (t0, y0) ∈ U est la condition initiale de système. Si la fonction G ne dépend pas explicitement
de t, alors (4.1) est un système autonome, dans le cas contraire, le système (4.1) est non
autonome.

Si on suppose G(t, y(t)) ∈ C(U), la solution y(t) de (4.1) est une fonction dérivable où
y : I 7−→ Rn, telle que pour tout t de I ⊂ R+, (t, y(t)) appartient à U , et y(t) vérifier le système
d’équations différentielle (4.1) avec

y(t) = y0 +

∫ t

t0

G(s, y(s))ds.

4.2 Existence et unicité de la solution

Définition 4.1 (Fonction localement lipschitzienne) Soit I un intervalle ouvert de R,Ω
un ouvert de Rn et G une fonction définie sur I×Ω. On dit que G est localement lipschitzienne
par rapport à sa deuxième variable si pour tout (t, y) ∈ I × Ω, il existe K > 0 et un voisinage
de (t, y), ]t− a, t+ a [×B2(y, α) , avec a > 0, α > 0, tels que :

∀s ∈]t− a, t+ a[,∀(y1, y2) ∈ B(y, α), ∥G(s, y1)−G(s, y2) |≤ K∥y1 − y2∥
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Définition 4.2 (Fonctions globalement lipschitziennes) Soit I un intervalle ouvert de R,
un ouvert de Rn et f une fonction définie sur I×Ω. On dit que G est globalement lipschitzienne
par rapport à la seconde variable s’il existe K > 0 tel que :

∥G (t, y1)−G (t, y2) |≤ K∥ y1 − y2∥,∀ (t, y1, y2) ∈ I × Ω× Ω

.

Théorème 4.1 (Existence locale : Cauchy-Lipschitz)[19]. Soient G ∈ C([0, T [×R,R), 0 <
T ⩽ +∞ et y0 ∈ R. On suppose que f est localement lipschitzienne par rapport à son deuxième
argument . Alors il existe α, 0 < α ⩽ T et y ∈ C1([0, α[,R) solution du problème de Cauchy
(4.1). Il y a donc existence locale de la solution de ce problème.

Théorème 4.2 (Existence globale : Cauchy-Lipschitz)[17]. si la fonction G est conti-
nue et globalement Lipschitzienne par rapport à y ,alors pour tout y0 ∈ Rn il existe une unique
solution globale au problème de Cauchy.

Proposition 4.1 (Positivitè)[18] On considère le système d’équations différentielle (1.1),
où G(t, y(t)) est définie pour tout t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Rn. Supposons que G a la propriété tel
que les solutions des problèmes a valeur initiale y (t0) = y0 existent et sont uniques pour tous
y0 ∈ [0,+∞)n, t0 ≥ 0. De plus, supposons que pour tout j = 1, . . . , n, t ≥ 0, on a :

Gj(t, x) ≥ 0 pour tout y ∈ [0,+∞)n : yj = 0, t ≥ 0.

Alors y(t) ∈ [0,+∞)n pour tout t ≥ t0 ≥ 0 pour lequel elle est défini pour tout y (t0) ∈
[0,+∞)n.

4.3 Étude qualitative

4.3.1 Stabilité des points d’èquilibre

Soit l’équation différentielle

ẏ(t) = G(y(t)) et y (t0) = y0, (4.2)

pour t > 0 et où G : Rn → Rn est une fonction vérifiant au moins les conditions de Cauchy-
Lipschitz et y est une fonction de R+dans Rn, solution de l’équation (4.2).

Définition 4.3 [20] On dit que y∗ appartenant à Rn est un point d’équilibre si G (y∗) = 0,
ainsi y ≡ y∗ est l’unique solution de (4.2) avec la condition initiale y (t0) = y∗.

Notation : Φ (t, y0) est la solution de (4.2) telle que Φ (t0, y0) = y0. où Φ est le flot associé
à l’équation différentielle de (4.2)

Définition 4.4 [20]

1. y∗ est dit stable si :

∀ε > 0∃η > 0 ∥y0 − y∗∥ ≤ η ⇒ ∥Φ (t, y0)− y∗∥ ≤ ε,∀t ≥ t0.
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2. y∗ est dit asymptotiquement stable si y∗ est stable et si :

∃ρ > 0 ∥y0 − y∗∥ ≤ ρ ⇒ lim
t→+∞

∥Φ (t, y0)− y∗∥ = 0.

3. un équilibre qui n’est pas stable est dit instable.

4. y∗ est dit globalement asymptotiquement stable si la stabilité asymptotique définie dans
(2) est valable pour tout état initial dans Rn

4.3.2 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

La forme générale d’un système de deux équations différentielles ordinaires autonomes est
la suivante (voir [1] ). {

ẋ = f(x, y)
ẏ = g(x, y)

(4.3)

1. Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

Un point d’équilibre (x∗, y∗) du système (4.3) vérifie{
f (x∗, y∗) = 0
g (x∗, y∗) = 0

(4.4)

Soient (u(t), v(t)) les coordonnées locales au voisinage du point d’équilibre (x∗, y∗) données
par

u(t) = x(t)− x∗

v(t) = y(t)− y∗

Si les variables locales u(t) et v(t) tendent vers 0 , alors la trajectoire tend vers l’équilibre
(x∗, y∗). Pour linéariser, on recherche le système d’équations qui gouverne les variables (u, v)
en faisant une approximation du premier ordre au voisinage du point d’équilibre :

u̇ = f (x∗, y∗) +
∂f

∂x
(x∗, y∗) (x− x∗) +

∂f

∂y
(x∗, y∗) (y − y∗) + . . .

v̇ = g (x∗, y∗) +
∂g

∂x
(x∗, y∗) (x− x∗) +

∂g

∂y
(x∗, y∗) (y − y∗) + . . .

En utilisant les relations définissant le point d’équilibre, c’est-à-dire f (x∗, y∗) = g (x∗, y∗) =
0, après substitution des coordonnées locales dans les équations précédentes et en négligeant
les termes d’ordre supérieurs à 1 dans le développement de Taylor, nous obtenons le système
linéarisé suivant :

u̇ =
∂f

∂x
(x∗, y∗)u+

∂f

∂y
(x∗, y∗) v

v̇ =
∂g

∂x
(x∗, y∗)u+

∂g

∂y
(x∗, y∗) v

qu’il est possible de réécrire sous une forme matricielle,(
u̇
v̇

)
= A

(
u
v

)
avec

A =

(
∂f
∂x

(x∗, y∗) ∂f
∂y

(x∗, y∗)
∂g
∂x

(x∗, y∗) ∂g
∂y

(x∗, y∗)

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)
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La matrice des dérivées partielles que nous notons A, s’appelle la matrice jacobienne.

4.4 Nature des points d’équilibre selon la trace et le

déterminant de la matrice A (cas linéaire)

Nous allons voir ici que la nature des points stationnaires d’un système linéaire homogène
à coefficients constants de dimension deux ne dépend que de la trace et du déterminant de la
matrice associée à ce système. où

tr(A) = a11 + a22

et

det(A) = a11a22 − a21a12

Les valeurs propres λ1 et λ2 sont les racines du polynôme caractéristique de la matrice A

λ2 − tr(A)λ+ det(A) = 0

Notons

disc = tr(A)2 − 4 det(A)

le discriminant de ce polynôme. La classification des points stationnaires du système différentiel
Ẋ = AX tel que X = (x, y) s’exprime comme ceci :

1. Si disc > 0 (c’est-à-dire si les valeurs propres λ1 et λ2 sont réelles), alors :

— si det(A) > 0, l’origine est un noeud, attractif si tr(A) < 0 et répulsif si tr(A) > 0.

— si det(A) < 0, l’origine est un col.

2. Si disc < 0 (c’est-à-dire si les valeurs propres λ1 et λ2 sont complexes conjuguées), alors :

— si tr(A) < 0, l’origine est un foyer attractif.

— si tr(A) = 0 (c’est-à-dire si les valeurs propres λ1 et λ2 sont imaginnaires pures),
l’origine est un centre.

— si tr(A) > 0, l’origine est un foyer répulsif.
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Figure 4.1 – Typographie des systèmes plannaires en dimension 2 en fonction de la trace et
du déterminent de la matrice A dans le cas detA ̸= 0

4.5 Méthode de Lyapunov

Définition ([[2]]). Soient Ω un ouvert de Rn contenant 0 , et soit V : Ω → R une fonction
de classe C1,

1. V est dite définie positive si :

(a) V (0) = 0, et

(b) V (u) > 0 pour u ∈ Ω/{0}

2. V est dite définie négative, si −V est définie positive.

3. V est dite semi-définie positive si :

(a) V (0) = 0, et

(b) V (u) ≥ 0 pour tout u ∈ Ω

4. V est dite semi-définie négative si-V est semi-définie positive.

Théorème . (Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe)([[2]]).

Soit y(t) solution de ẏ = G(y) et soit V une fonction de classe C1 définie positive sur Ω
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un voisinage de y∗ = 0 (sans perte de généralité on prend l’équilibre exactement l’origine)

1. Si dV
dt

est semi-définie négative alors y∗ est stable.

2. Si dV
dt

est définie négative alors y∗ est asymptotiquement stable.

Définition ( Fonction radialement non-bornée) :
On dit qu’une fonction V définie positive est radialement non-bornée si

lim
∥x∥→+∞

V (x) = +∞.

Théorème (Théorème de stabilité de Lyapunov) :
Supposons qu’il existe une fonction V tel que :

1. V est définie positive.

2. V̇ est définie négative.

3. V est radialement non-bornée.

alors le point d’équilibre y∗ est globalement asymptotiquement stable pour le système
ẏ = G(y) .

4.6 Le nombre de reproduction de base R0

Définition (rayon spectral) .
On appelle rayon spectral d’une matrice A, la valeur maximum du module des valeurs

propres de A
ρ(A) = max

λ∈Sp(A)
|λ|

Définition(matrice de Metzler) La matrice de Metzlerest est une matrice dont les termes hors
de la daigonale sont positifs,i.e. si i ̸= j alors aij ≥ 0.
La méthode de la matrice de nouvelle génération :

Cette méthode proposée par P. Van Den Drissche et J. Watmough( voir [1] )vise à rendre
explicite la détermination de la valeur propre dominante de l’opérateur de nouvelle génération,
en considérant le cas spécifique des modèles épidémiques compartimentaux. En raison de la
dimension finie elle est appelée méthode de la matrice de la nouvelle génération, et elle est très
utile à mettre en pratique. Dans cette méthode, il est important de distinguer les nouvelles
infections de tous les autres changement dans la population. Les auteurs proposent d’écrire
le système épidémique des EDO en séparant les variables d’états et les flux liés au processus
infectieux des autres.

On considère le système suivant :

ẏ(t) = f(y(t)) (4.5)

avec f : Rn → Rn, une fonction, et soit

y = (y1, . . . , ym︸ ︷︷ ︸
infectés

, ym+1, . . . , yn︸ ︷︷ ︸
non infectés

) (4.6)
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où yi ≥ 0 représente le nombre des individus dans chaque compartiment. On pose

f(y) = F(y)− V(y) (4.7)

avec V(y) = V+(y)− V−(y)

Figure 4.2 – Les flux des entrée et sorties du compartiment

Soit le compartiment i, on note par : Fi(y) : le taux d’apparition de nouvelles infections
dans le compartiment i. V+

i (y) : le taux de transfert des individus dans le compartiment i par
tous les autre moyens. V−

i (y) : le taux de transfert des individus hors du compartiment i.
Considérons le point d’équilibre sans maladie (DFE) noté y∗. Puisque il y a absence de

maladie, les composantes y∗i sont nulles pour tout i > m. Alors y∗ est donné par

y∗ = (0, . . . , 0, ym+1, . . . , yn, )

La nature des caractéristiques épidémiologiques implique les propriétés suivantes pour les
fonctions introduites
H1 : Comme chaque fonction représente un transfert dirigé de personnes, elles sont toutes
positives, en d’autres termes

si y ≥ 0 alors V+
i (y) ≥ 0,V−

i (y) ≥ 0,F(y) ≥ 0 pour i = 1, n.

H2 : Si un compartiment est vide, il ne peut pas y avoir de transfert d’individus de ce compar-
timent par la mort, l’infection ou tout autre moyen.

si yi = 0 alors V−
i (y) = 0.

H3 : les compartiments ayant un indice supérieur à m sont non infectés par définition, alors il
ne peut pas apparâıtre dans ces compartiments des infectés. Alors

Fi(y) = 0 pour i = m+ 1, n.

H4 : Si on suppose qu’il n-y-a pas d’immigration d’agent infectieux, V+
i et Fi sont des quantités

infectieuses provenant des autres compartiments. Alors si y∗ est un point DFE alors Fi (y
∗) = 0

et V+
i (y∗) = 0 pour i = 1,m.

H5 : Si F ≡ 0(F = 0 pour tout y) cela veut dire qu’il n’y a plus de nouvelles infections, et
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donc la maladie tend à disparâıtre. Par conséquent les solutions du système (4.5) vont tendre
vers le point d’équilibre sans maladie DFE et la matrice jacobienne du système en ce point est
stable.

En utilisant les propriétés H1, ..,H5, la matrice jacobienne de f au point d’équilibre sans
maladies y∗ s’écrit comme suite :

Df (y∗) = DF (y∗)−DV (y∗)

où

DF (y∗) =

(
F 0
0 0

)
DV (y∗) =

(
V 0
J1 J2

)
avec

F =
[
∂Fi(y

∗)
∂yj

]
1≤i,j≤m

V =
[
∂Vi(y

∗)
∂yj

]
1≤i,j≤m

où F ≥ 0 est une matrice définie positive, V est une matrice de Metzler stable et J1 est une
matrice stable.

Définition 4.5 Le taux de reproduction de base R0, associé au point d’équilibre sans maladie
y∗ du système (4.5) est défini comme suit :

R0 = ρ(FV −1)



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modèle épidémiologique qui d’écrit la dynamique
de transmission du T.cruzi par contact hôte-vecteur et verticale mère-enfant dans un milieu
domestique où l’hôte est l’humain ou sylvatique où l’hôte est l’animale. Tout d’abord, on a
étudié l’existence et l’unicité, la positivité et la bornitude de la solution. Puis, on a montré la
stabilité locale des points d’équilibre sans maladie et endémique et on a établi leur stabilité
globale en utilisant des fonctions de Lyapunov. Finalement, on a fait des simulations numériques
pour illustrer les résultats théoriques.

On a aussi étudié la sensibilité du nombre de reproduction de base R0 par rapport aux
paramètres du système. On a vu que le R0 est croissant par rapport aux taux d’infections
hôte→vecteur (b1), vecteur→hôte (b2) et mère malade→enfant (p). Par contre il est décroissant
par rapport au taux de naissance/mortalité, r1 et r2, et du q = 1− p.
Dans le cas domestique, on a constaté que le traitement pour diminuer le nombre des nouveaux
nés chagasiques de mères chagasiques ne suffit pas pour éliminer la maladie. Ceci suggère
des traitement combinés, interrompre les transmissions hôtes↔vecteurs comme à été fait en
Urugway, Brazil et Chilie [15].
Dans le sylvatique, vu sa complexité, l’éradication de T. cruzi n’est pas encore à portée de
mains. Ceci rend rend cette maladie endémique dans ces zones.
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