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Introduction
En abordant le cours des Systémes Dynamiques Hybrides (SDH), la premiére question qui
vient a I'esprit c’est qu’est-ce qu’un Systeme Dynamique Hybride ?

Le mot hybride signifie « résultat d’'un mélange » ou « hétérogéne de composition », mais
pour les systemes dynamiques hybrides, il n’y a pas encore une définition claire et unifiée entre les
communautés des automaticiens, des informaticiens et récemment des mathématiciens pour ce type
de systemes ! D’autre part, le besoin d’'une bonne connaissance et la nécessité d’'une analyse
rigoureuse des systemes modélisant des phénomeénes en cours, poussent les scientifiques a élaborer
de nouvelles méthodes bien adaptées aux systemes en investigation, pour éviter tout danger de
manipulation pouvant avoir des conséquences désastreuses.

Commencons par le commencement ; les systémes technologiques de nos jours sont souvent
composés d’éléments physiques a dynamique continue, controlés par des programmes informatisés
implémentés qui répondent mieux a une modélisation par des systemes a événements discrets.

Quand ces deux dynamiques sont en interaction importante, le comportement du systéeme peut étre
extraordinairement complexe, méme pour des systémes tres simples. Ce comportement ne peut pas
étre analysé par des méthodes propres au mode continu, ni par celles propres au mode discret,
(comme démontré dans (Engell, 2002)). En dépit du manque d’outils de simulation et d’études des
SDH, les ingénieurs ont réussi a les traiter au cas par cas, par des méthodes de tatonnement : « essai
et erreurs », « séparation des éléments » ou une combinaison entre les deux, mais le prix a payer
était des tests longs a ne plus en finir, des itérations fréquentes et couteuses dans le processus de
design et un manque de fiabilité, une chose totalement impensable en industrie de I'automobile par
exemple.

Une autre difficulté spécifique a ce genre de systemes se traduit par la non uniformité du
langage que les chercheurs des différentes disciplines exercent et le besoin d’unifier la terminologie
et les concepts se fait de plus en plus urgent.

Revenons a la question de savoir ce qu’est un systeme hybride.

On définit un systéme comme étant hybride si et seulement si on ne peut pas I'analyser, le traiter, le
simuler, ni par les méthodes propres au mode continu, ni par celles propres au mode discret. Mais
cela ne clarifie pas ce qu’est un hybride, d’ailleurs, la plus part des articles dans ce domaine
commencent par considérer un systéme « hybride » et I'étudier, sans jamais dire pourquoi il a été
considéré comme tel ! Cette situation est due au fait que les théories du continu et du discret on été
élaborées séparément jusqu’a lors et que les hybrides prennent une place sur la frontiére séparant
les deux mondes...mais voila qui est en train de changer.

Le présent tapuscrit ce décompose en quatre chapitres. Le premier rassemble les notions
fondamentales de la théorie des systémes dynamiques continus et quelques rappels sur les algébres
de Lie, qui sont utiles pour la suite du document. Nous ne donnons pas de démonstration dans ce
chapitre et nous ne attardons pas sur les détails, le lecteur intéressé pourra consulter des références
spécialisées en la matiére.



Le deuxiéme chapitre introduit les systemes dynamiques hybrides pour que le lecteur se familiarise
avec la terminologie correspondante. On vy introduit plusieurs exemples et on y présente les notions
de dynamique hybride et d’exécution hybride.

Le troisieme chapitre traite des systemes commutés, un cas particulier des systemes hybrides. Aprés
les définitions nécessaires et les exemples illustratifs, on y présente les différences avec les systémes
(continus) classiques ainsi que les problémes particuliers engendrés par les commutations.

Enfin, le chapitre quatrieme a pour objet I'étude de stabilité des systemes commutés. Le tour de la
qguestion est fait en présentant des exemples et des contre exemples a chaque fois pour fixer les
idées et les démonstrations des théorémes sont données en détails des que c’est possible.

Des figures et des simulations numériques remplissent ce polycopié car, de mon point de vue, le
visuel est un moyen pédagogique extrémement efficace pour « faire apprendre une notion » ou
pour « digérer une information ». Elles ont été effectuées a I'aide de Matlab, puis retouchées poury
insérer des textes explicatifs. J’espére que cette approche plaira au lecteur car elle a nécessité
d’innombrables heures de travail !

Dans ce cours, j'ai essayé de présenter ce que jai appris de mes lectures et de mes
recherches dans ce domaine, de la maniére la plus simple et la plus pédagogique possible.

Mon but était de créer un document qui soit lisible par une personne de formation plut6t
théorique et qui voudrait s’aventurer dans la recherche sur ce theme.

Le présent document rassemble donc les connaissances absolument fondamentales sur le sujet
des systemes dynamiques hybrides et commutés, en attente d’'un deuxiéme volet qui sera consacré
aux résultats avancés de la recherche dans ce domaine.



Chapitre 1 Notions
fondamentales

1 Concept de stabilité au sens de Lyapunov

Dans cette partie on rappelle brievement quelques
résultats de la théorie de stabilité de Lyapunov, en considérant
les systémes autonomes :

x=f(x), xeR" (A.1)

ou f: R®™ > R" est une fonction localement Lipschitz. On
suppose aussi que l'origine est un point d’équilibre du systeme

(A.l), C'est'é'dlre que f(O) == 0 et qu'il est ISO|é. Figure 1: Alexender Lyapunov

1.1 Définitions
Puisque le systeme (A.1) est stationnaire, considérons I'instant initial t, = 0 sans perte
de généralités.

1.1.1 Equilibre stable
L'origine est dite un équilibre stable de
(A.1) dans le sens de Lyapunov si

Ve >0 36 > 0tels que |x(0)] < 8§ = |x(t)|
<e VvVt=0

Dans ce cas, nous allons simplement dire que le

systeme (A.1) est stable. ] —
115i la solution démarre proche de 0, elle va
1.1.2 Equilibre asymptotiquement stable rester proche de O pour toujours.

LUorigine est dite asymptotiquement 21 € peut Etre choisi arhitrairement petit, en

. R choisissant & assez petit.
stable si elle est stable et le § peut étre
Figure 2: Trajectoire stable

choisi tel que :

x(0)]| <6 =x(t) » 0quandt - oo.



1.1.3

1.1.4

1.1.5

Si cette estimation de la décroissance exponentielle est vraie pour tous les

Bassin d’attraction

L'ensemble de tous les états initiaux a partir desquels les trajectoires
convergent vers |'origine est appelé le basin d’attraction. Si la condition plus haut est
vérifiée pour tout &, c'est-a-dire que l'origine est un équilibre stable et que son
bassin d’attraction est I'espace d’état tout entier alors I'origine est dite globalement
asymptotiqguement stable.

Equilibre attractif

Si l'origine n’est pas nécessairement stable mais qu’elle a la propriété que
toutes les solutions qui démarrent de ses voisinages convergent vers elle, alors elle
est dite (localement) attractive. On dit que le systéme est globalement attractif si ses
solutions convergent vers I’équilibre a partir de toutes les conditions initiales.

Equilibre exponentiellement stable
L'origine est dite exponentiellement stable s’il existe des constantes §,c et 1

strictement positives telles que

x(0)| <6 = [x@)| <clx(0)]e™* vt=>0 (A.2)

, le

systeme est alors globalement exponentiellement stable. La constante A dans (A.2) est

occasionnellement appelée « marge de la stabilité ».

Résumons quelques cas possibles dans le plan:

|

=
el

Figure 3: Résumé des cas possibles de stabilité.



1.2 Fonctions de classe i, K, et KX L:
e Une fonction a : [0,00) — [0, ) est dite de classe o)
K si elle est continue strictement croissante et
a(0) = 0. Si de plus a est non bornée, elle est dite
de classe K.

-

Figure 4 : Fonction de classe K_oo

(s.7)

e Une fonction 8 : [0, ) X [0,0) = [0, o) est
dite de classe KL si (. ,t) est de classe K
pour tout t >0 et B(s,t) est décroissante
vers 0 quandt = oo pour chaques = 0.

{ pour chaguet fixé

B(s.7)

pour chague s fixé

Figure 5: Fonction de classe KL

1.2.1 Quelques faits a propos des fonctions K ¥, et K L:
Voir (Khallil, 2002) par exemple pour plus de détails.

Lemme 1

Sia,a, €K alors a(s) = a;(ay(s)) € K. (de méme pour K,)

ais) € K
Lemme 2 t /
v=afs)

Si @ € K, alors a est inversible et ™! € K.

s=alyv) s

Lemme 3
Figure 6: Représentation du lemme 2

Si V: R" >R une fonction définie positive et
radialement non bornée alors

Ja;,a, € K tellesque a,(||x]]) < V(x) < a,(l|x]]).

e N

A < o ) ) o, (M) ) < |x



Une application immédiate de ces classes de fonctions est de réécrire les définitions
de stabilité comme suit :

1.2.2 Définitions de stabilité a I'aide des fonctions KL :
e Stabilité :
Le systéeme (A.1) est stable si et seulement si, il existe § > 0 et une fonction a de
classe XK telles que toutes les solutions avec |x(0)| < & vérifient

Ix(@®] < a(x(@) vt=0

e Stabilité asymptotique

La stabilité asymptotique devient
équivalente a l'existence d’une constante \

&8 > 0 et d’'une fonction B de classe KL ¢ '\_//'_\_d_,f- — b;

telles que toutes les solutions avec
|x(0)] < & vérifient e

Figure 7: Stabilité asymptotique
lx(O < B(x(0),t)  vE=0
e Stabilité asymptotique globale
La stabilité asymptotique globale requiert I'existence d’une fonction 8 de classe KL
telle que l'inégalité :
lx(®] < B(x(0),t) vt=0

est vraie pour toutes les conditions initiales.

F 1
~ P(lxter[.r)
P ---\.--"\.__.--
e Stabilité exponentielle globale 1(;\
- . 0 \ P —
La Stabilité exponentielle globale " —
veut dire que la fonction S prend la forme T
B(r,s) = cre™ pour certains A, et ¢ > 0.
1.3 Méthode directe de Lyapunov Figure 8: Stabilité Exponentielle

(Dite aussi deuxieme méthode de Lyapunov)
Définition
Considérons une fonction continiiment dérivable (de classe C* )V : R"™ - R.

e Elle est dite définie positive si V(0) = 0 et V(x) > 0 pour tout x # 0.

e SilV(x) = 4o quand |x| = 400, alors V est dite radialement non bornée.

e SilV est en méme temps définie positive et radialement non bornée alors il existe
deux fonctions de classe K, a4, @, telles que V vérifie :



a|x] < V(x) < aylx| vx  (A.3)

On note par V la dérivée de V lelong des solutions du systéme (A.1), c’est-a-dire

. av
Vix)=—/f(x
() =5 f&)
Le résultat le plus remarquable de la théorie de stabilité de Lyapunov est alors le suivant :
Théoreme A.1 (dit théoréme de Lyapunov)

> Supposons qu’il existe une fonction définie positive de classe C*,V : R™ = R pour
laquelle la dérivée lelong des solutions du systéeme (A.1) vérifie :

V<0 vx, V(0)=0 (A.4)
alors le systeme (A.1) est stable.
» Sila dérivée de V vérifie
V<0 Vx#0, V(0)=0 (A.5)
Alors le systeme est asymptotiquement stable.

» Si dans le dernier cas V est aussi radialement non bornée alors le systéme (A.1) est

globalement asymptotiquement stable. O

Définition

Une fonction V définie positive de classe C! est appelée fonction faible de Lyapunov
si elle satisfait I’équation (A.4) et fonction de Lyapunov si elle satisfait (A.5). Les conclusions
du théoréme restent vraies si IV est continue et pas nécessairement C! mais quand les
inégalités (A.4) et (A.5) sont remplacées par le fait que V soit décroissante, et striccement
décroissante sur les solutions non nulles respectivement.

Preuve du théoréme de Lyapunov le) =z

Premiérement supposons (A.4) vérifiée.
Considérons la boule centrée a I'origine de rayon
e >0 donné; prenons un nombre positif
< minj, =, V(x) . Notons par § le rayon d'une
boule centrée a l'origine qui soit incluse dans
I'ensemble {x :V(x) < b} (voir la figure ci-
contre). puisque V est décroissante lelongs des
solutions, chaque solution qui démarre dans la
petite boule de rayon &§ vérifie V(x(t)) < b,
donc elle reste a I'intérieur de la grande boule de

Figure 9: lllustration de la preuve du théoréme de Lyapunov.

m



rayon &, ce qui prouve la stabilité.

Maintenant, prenons une condition initiale arbitraire vérifiant |x(0)| < § ol § est
défini comme précédemment (c'est-a-dire pour un certain &). Puisque V est positive, et
décroissante le long de la solution correspondante, elle va avoir une limite ¢ = 0 quandt —
. Si nous pouvons montrer que ¢ = 0 alors on aura la stabilité asymptotique (puisque V
est définie positive et que x reste borné en norme par ). Supposons que c est strictement
positive, alors la solution ne pourra pas rentrer dans I'ensemble {x : V(x) < c}. Dans ce cas
la solution évolue dans un compact qui ne contient pas |'origine, par exemple on peut
prendre I'ensemble S :={x:r <x <&} pour un certain r assez petit. Posons d =
max,.cs V(X) ; ce nombre est bien défini et négatif par (A.5) et la compacité de .onaV <
d donc V(t) < V(0) + dt. Mais alors V sera éventuellement plus petite que c, ce qui est une
contradiction.

L'argument plus haut est valide localement au voisinage de l'origine parce que
I’ensemble a niveaux de V' n’est pas forcément borné, et donc § risque de rester borné
guand on fait croitre € a l'infini. Si V est radialement non bornée, alors tous ses ensembles a
niveaux seront bornés, on aura § — 0 quand € — co. La stabilité asymptotique globale s’en

suit. O

1.4 Théoreme réciproque de Lyapunov

Il y a beaucoup de théorémes réciproques de Lyapunov qui démontrent que les
conditions du théoréme A.1 sont aussi nécessaires. Par exemple si le systeme est
asymptotiquement stable alors il existe une fonction V de classe C!, définie positive qui
vérifie I'inégalité (A.5).

Il est aussi bien connu que pour les systémes stationnaires
x = Ax (A.6)

la stabilité asymptotique, exponentielle, et leurs versions globales sont équivalentes et
s’expriment par le fait que la matrice A soit de Hurwitz (a valeurs propres de parties réelles
strictement négatives).

Si on fixe une matrice (arbitraire) symétrique et définie positive , et qu’on trouve la solution
de I’équation de Lyapunov unique, symétrique et définie positive P

ATP + PA=—Q

alors la fonction définie par V(x) = xT Px est une fonction de Lyapunov quadratique dont la
dérivée le long des solutions du systéme s’écrit V = —x7 Qx.

La formule explicite pour P est P = fooo eAtQeAt dt, en effet, on aura



o)

d
ATP + PA = f a(eATthAt) dt = —Q
0

car 4 est Hurwitz.

1.5 Principe d’'invariance de LaSalle

Avec quelques connaissances additionnelles sur le comportement de la solution, il est
possible de prouver la stabilité asymptotique en utilisant une fonction faible de Lyapunov
qui satisfait I'inégalité (A.4). Cela est facilité par le principe d’invariance de LaSalle : un
ensemble M est dit positivement invariant par rapport au systéme donné si toutes les
solutions qui démarrent dans M restent dans M pour tous les temps futur. En voici une
version qui est la plus utile dans notre contexte.

Théoréme A.2 (dit théoreme de LaSalle)

Supposons qu’il existe une fonction C1, définie positive V: R™ — R dont la dérivée le long des
solutions du systéme (A.1) satisfait I'inégalité (A.4).

Soit M le plus grand ensemble invariant contenu dans I'ensemble {x : V(x) = 0}, alors le
systéeme (A.1) est stable et toute solution qui reste bornée pour t = 0 s’approche de M quand
t — oo. En particulier si toutes les solutions restent bornées et M = {0}, alors le systéme (A.1)

est globalement asymptotiquement stable. 0

Pour déduire la stabilité asymptotique globale avec I'aide de ce résultat, nous avons
besoin de vérifier deux conditions. D’abord que les solutions du systeme sont toutes
bornées ; cette propriété découle automatiquement de l'inégalité (A.4) si V' est choisie
radialement non bornée. Cela étant, la non bornétude radiale de V n’est pas nécessaire
qguand la bornétude des solutions peut étre prouvée d’une autre fagon. La deuxiéme
condition c’est que V n’est pas identiquement nulle le long de n’importe qu’elle solution non
nulle du systeme. On remarque aussi que si on veut prouver seulement la convergence
asymptotique des solutions bornées vers zéro et qu’on ne s’intéresse pas a la stabilité au
sens de Lyapunov de l'origine, alors le fait que V' soit définie positive n’est pas requis (ce qui
est en contraste avec le théoreme A.1).

1.5.1 Exemple 1
Voici I'exemple du pendule pour résumer les définitions plus haut :

On considére un pendule accroché en haut par un point fixe k = Coéfficient de friction

comme dans I'image.
& .]"] —_— Ir} .!'."_r -_ Iq

Les équations du mouvement vont s’écrire :

X =%, m

k Figure 10: Le pendule simple



Il est facile de vérifier que nous avons deux points d’équilibre : (0,0) et (m, 0).

Considérons la fonction suivante ot x = (xq, x3)

2

X
V(ix) = %(1 — c0SX1) +% >0

e Pourx=(0,0)ona:

4 g . *2 I
7y (O~ %) f@) = [Jsinn xp] = iy — L,

k 2
=——x,"<0 Vx€elIR"
m

C’est pour cela que x = (0,0) est stable au sens de Lyapunov.

e Pourx = (m,0),ona:

v 9 L, k
o (- xe)f () = [psinCa—m) w]|zo g, K

qui peut étre positive, négative ou nulle.
C’est pour cela qu’on ne peut rien conclure sur la stabilité de I'équilibre x = (m, 0).

e Quand k > 0, I'équilibre (0,0) est asymptotiquement stable et I'équilibre (7, 0) est
instable, comme le montre la figure suivante :



o
)
=

) Figure No, 1
Bl fdt Sew Inset Tcob Wwindow Help

IDE@a&/rvAr/|BED

Figure 11: Stabilité des points d'équilibre du pendule quand k>0

e Quand =0 , I'équilibre (0,0) est stable mais pas asymptotiquement, et (m,0) est
instable comme le montre la figure suivante :

} Figure Mo 1
Ele e Wew frsent ook Wndow Heb
D& kA~ 2o

Figure 12: Stabilité des points d'équilibre du pendule quand k=0

1.5.2 Exemple 2
Voici le systeme

.X:l = xlz + x22
‘X:Z = lexZ

qui a le point (0,0) comme point d’équilibre, (facile a vérifier).



Toutes les solutions convergent vers le point d’équilibre pourtant, il n’est pas stable.

La convergence n’implique pas la stabilité, comme nous pouvons le constater sur la figure
suivante :

) Figure No, 1 E'Elz

Bz Edt Yow st Jocks Wndow Helo
DFEHS A/ BP0

3o -

Figure 13: La convergence n'implique pas la stabilité !

2 Rappels sur les Algebres de Lie

2.1 Définition
Une Algebre de Lie est un espace vectoriel g sur un corps K muni d’'une opération
binaire qu’on appelle le crochet de Lie [.,.] : g X ¢ — g vérifiantVx,y,z €g , Va,b €K

e Labilinéarité [ax + by, z] = a[x,z] + bly, z], et [x,ay + bz] = a[x,y] + b[x, z].
e L’anti symétrie [x, y] = —[y, x].
e L’identité de Jacobi [x, Ly, Z]] + [y, [z, x]] + [Z, [x, y]] = 0.

2.2 Exemples
e glL,(R) I'algébre de Lie des matrices réelles (n X n).

e sl,(R) sous algébre de gl,,(R) formée des matrices réelles (n X n) de trace nulle.
Remarques

e Chaque groupe de Lie donne naissance a une algebre de Lie canonique qui est
I’espace tangent a ce groupe en son identité.

e Inversement, chaque algebre de Lie donne pas un, mais plusieurs groupes de Lie qui
lui son correspondants, avec la propriété que si deux groupes de Lie s’associent a la
méme algébre de Lie alors ils sont localement isomorphes.



2.3 C(lassification des algebres de Lie
Une Algebre de Lie est dite :

e AbéliennesiVx,y €g [x,y] =0.

e Nilpotente d’ordre de nilpotence p si les crochets de Lie d’ordre p et plus s’annulent,

par exemple si I'ordre de nilpotence est 2 on aura [x, [x, y]] = [y, [x, y]] = 0.
g Nilpotente=l'opérateur ad(x)est nilpotent Vx € g

Dans ce cas, on aura ¢ > [g, ¢] > [g,[g.¢]] > -

Par exemple I'algébre de Lie gl,(R, C) des matrices (n X n) strictement triangulaires
supérieures est nilpotente d’ordre (n — 1).

e Solvable si

g > [g.91 > [lg.91.19.91] > -~

Par exemple I'algebre de Lie gl,,(R, C) des matrices (n X n) triangulaires supérieures
est solvable.

Lemme
g est solvable & [g, g] est nilpotent.

2.4 Critere de Cartan basé sur la forme de Killing
La forme de Killing associée a deux opérateurs linéaires u et v est définie par :

K(u,v) = tr(ad(u)ad(v)).
Ou ad(u) est 'opérateur adjoint de u et tr représente la trace d’un opérateur linéaire.
Le critere de Cartan :

g solvable & K(g,[g,9]) =0



Chapitre 2

Les systemes Dynamiques
Hybrides

Voir (Zaytoon, 2001) ou (Broucke, 2004)pour plus de détails.

1 Introduction

Les SDH sont des systémes qui font interagir explicitement et simultanément des
phénoménes ou des modeéles de types dynamiques continues et dynamiques
événementielles.

Les systemes réels font intervenir généralement deux variables, le temps (t) et I'état (x).

Le temps peut étre continu, discret, ou symbolique. Un temps « symbolique », cela veut dire
gu’on ne considere qu’une chronologie des événements sans jamais savoir I'instant auquel
arrive un évenement, nila durée écoulée entre deux évenements successifs.

L’état peut aussi étre continu, discret, ou symbolique. Un état « symbolique » cela
veut dire que la variable (x) prend ses valeurs dans un ensemble non structuré du genre :
mon portable peut étre {ouvert, fermé, en panne, hors champs,...}.

Quand le temps est continu et que I'état est continu, on est en théorie du « continu »
modélisée par des équations différentielles (complétées éventuellement par des contraintes
Algébriques), mais quand le temps est symbolique et que I'état est symbolique on est en
théorie des SED (systéemes a évenements discrets) modélisée (entre autres) par des
« automates a états finis » :

Exemple :

/
/I\/Iviracle !

Figure 14: Automate a état fini modélisant une machine
simple.



Une machine simple peut étre en trois états (symboliques) : A : arrét, M : marche,
P : en panne.

On pose Q = {4, M, P}

Le passage d’un état a un autre se fait grace a un événement, I'ensemble des évenements
est noté ),

¥ ={a,p,8, Miracle !, ...}.

L’état initial de I'automate est noté par une fleche rentrante. Dans ce cas q, = A est I'état
initial de notre exemple.

Une transition du SED est un triplé (sommet départ, évenement, sommet but). Par
exemple (arrét, a, marche) ol a peut étre : « appuyer sur le bouton de démarrage ».

L'ensemble de toutes les transitions possibles du systéme est noté : T.

Maintenant, une exécution de I’'SED est une suite des transitions possibles du
systeme, par exemple {(4,a,M),(M,$6,A),(4,pB,P), (P, miracle, M)}. Cest un sous
ensemble de I'ensemble des transitions T.

Un SED est donc définicomme : S = (Q,q0, 2, T).

Pour des raisons pratiques les automaticiens ont eu besoin de calculer le temps que
reste un SED dans un état donné ; ils ont donc inclus des variables horloges qui mesurent le
temps (comme x,y, et z dans la Fig.15); on est passé alors aux automates temporisés :

/In:ervention mécanique

Figure 15: Automates temporisé modélisant une machine simple.

Il était alors naturel de passer aux « automates hybrides », ce sont des automates
temporisés a la base, mais au lieu d’ajouter une variable horloge, on ajoute une EDO
(générale) qui modélise la dynamique continue dans un état discret donné.



Les automates hybrides sont un moyen trés naturel pour modéliser les SDH, et qui
met tout le monde d’accord ! Les théoriciens, les automaticiens et les informaticiens y voient
une bonne représentation des SDH.

Les automates hybrides sont donc le croisement entre un automate a état fini et une
famille d’équations différentielles, ou a chaque état discret son équation différentielle !

Mais inclure une EDO n’est pas aussi simple que d’inclure une variable horloge ; nous devons
connaitre un peu plus d’informations , par exemple le domaine de la variable continue (i.e.
celle de I'équation différentielle) associée a chaque état discret noté D(q) et puis, pour qu’il
y ait réellement interaction MUTUELLE entre dynamique continue et dynamique discréte
(I'influence du discret sur le continu est claire: I'équation différentielle dépend de la
situation discréte, reste l'influence du continu sur le discret), nous imposons alors des
conditions sur I'état continu pour permettre un saut discret, ce sont les conditions Guard .

Si xeGuard(q, q’) alors le passage de q a q’ est permis et ce fait instantanément.

Reste une derniere information légitime: ou se trouve la variable continue aprées un
saut discret ? La réponse a cette question est donnée par la fonction « Reset map », qui —
pour chaque x- nous donne la région (ou la valeur) de I"état continu aprés avoir accompli un
saut discret.

Récapitulons tout ¢a d’'une maniere plus technique (nous suivons la méthodologie
de (Sastry, 2003)). Un SDH est une famille d’éléments :

H=(Q,X, f,Init,D,E,G,Rest) ou:
* (@ I'ensemble des variables discretes (supposé fini).

e X I'ensemble des variables continues.

*  f:Q XX - TX une famille de champs de vecteurs.

* Init : 'ensemble des états hybrides initiaux.

* D:Q - P(X) undomaine de variables continues pour chaque état discret.

 E :unsous ensemble de Q X Q représentant les transitions possibles ou effectives
du systéeme.

* G:E - P(X) I'ensemble des conditions qui doivent étres remplies par I'état continu
pour pouvoir faire une transition discrete.

* Reset :E XX — P(X)nousinforme sur la région de I'espace d’état continu ou on se
retrouve aprés avoir effectué une transition discrete.



Ty

x € Gag/x' 1= Raa(x) T

(1) (2)

Figure 16: Représentation de la dynamique d’un SDH.

pompe
2 Quelques Exemples T
débit entrant
2.1 Exemple 1:le bac a eau (Fig.17) git)

Nous savons que le modele adéquat
dépend de 'objectif de I'étude :

I hit)

Si on s’intéresse au niveau d’eau dans le bassin

vanne

on se tournera vers une modélisation continue :
Figure 17: Le bac  eau
h(t) = sq(t)—«< h(t) si lavanne est ouverte
h(t) = sq(t)+x h(t) si la vanne est fermée.
ou s et a sont deux parametres du systeme.

Si on s’intéresse seulement au remplissage et soutirage du bac on se tournera ver un modele
SED comme suit, (Fig.18) :



fermer la vanne

/““—_ T __-::'-':-F -\--\--\--\""‘--\.5‘._{_‘_ - __--""ﬂ-
/ . \ /' remplissage \
| soutirage | | |
I| I|._ III|
\h-_ _-F--/ \___H___ _-f../
— S

— o

ouvrir la vanne

Figure 18: Automate a états finis décrivant le bac a eau.

Maintenant, si on s’intéresse au remplissage/soutirage ainsi qu’au niveau d’eau dans
le bac on se tournera vers un modele hybride ; les événements du SED peuvent étre traduits
en variables continues si on considére par exemple que le soutirage arrive quand le niveau
d’eau atteint ou descend plus qu’un seuil petit h, et que le remplissage arrive des que le
niveau d’au atteint ou dépasse un grand H, ces h et H peuvent étre vu comme des seuils de
sureté pour éviter la sécheresse ou I'inondation du bassin :

h{t)sh
= T S
%nutirage \ / \
[ b {E)=scr{t)-shit) ) [ remplissage "|
\ / y b {E)=sq{t}Hh(t)
hitizh
\5_ ,// N hwsH S
— _d—;t_---,____h_ _d:m____ e
T hiyzH
Figure 19: Automate hybride décrivant le bac a eau.
2.2 Exemple 2 : le thermostat (Fig.20)
Considérons une chambre chauffée par un
] chamhbre
appareil contenant un thermostat. Le but est de Figure 20: Le thermostat

régulariser la température autours de 75° . v

x représente la température. Quand le chauffage

est en mode OFF, elle évolue suivant I'équation chauffage



différentielle: x = —x + 50 et quand il est en mode ON, elle évolue suivant I'’équation
x = —x + 100.

allumer le chauffage < * éteindre le chauffage

-

Figure 21: Le fonctionnement du thermostat.

Voici une modélisation hybride de ce systeme, (Fig.22) :

Condition
pe {_ 73 GUARD
_F___,F--"”'____"'----HHE pas de RESET
e T
;o \ /o R
| x~ —x+ 50 | Vo —ae 4+ 1000 |
— ___g_x e o R

+ = 77 Condition
- GUARD
Figure 22: Automate hybride modélisant un thermostat.

gu’on peut aussi écrire de cette facon :

_ (—x+50 q =off
f(q,x) = {—x+ 100 g=on

La variable x(t) € R représente I'état continu, et gq(t) € {ON,OFF} représente I'état discret,
ou les modes discrets. Les champs de vecteurs sont :

{fl(q,x) =—-x+50
f2(q,x) = —x + 100

Et les transitions discretes sont

on, q=off,x<73.

of f, q=off,x>73.
off, q=onx<77.
on, q=onx<77.



Nous représentons la solution continue x ainsi que les changements des états discrets sur la
figure suivante, (Fig.23) :

77 mettre le chauffage ON
73 mettre le chauffage OFF
= S 2
_ off off . _off _ |
g = on on on on
r

Figure 23: La solution continue et les transitions discrétes du thermostat.

3 Les types de SDH

Nous avons plusieurs types de SDH :

e Systémes a structures variables (multi modeles)

e Systéemes de complémentarité

e Systemes dynamiques et logiques mixtes

e Systémes a commutations, qui eux-mémes regroupent :
» Les sauts autonomes

Les sauts controlés

Les commutations autonomes

YV V V

Les commutations controlées.

Nous nous intéressons particulierement dans ce cours aux systémes commutés car ce sont
les plus connus et les plus étudiés dans la littérature concernant les systemes dynamiques
hybrides.

3.1 Les sauts autonomes
Lorsque I’état atteint certains seuils ou Certaines régions de I'espace d’état il effectue un
saut brusque discontinu.

, @

gy

Exemple : /a balle bondissante (Fig.24, 25)

On laisse tomber une balle sur le sol d’une hauteur

connue et on s’intéresse a son comportement.

Figure 24: La balle bondissante.



o (5

Figure 25: (a)Automate hybride modélisant la balle bondissante (b) Représentation des solutions continues.

X, représente la position tandis que x; représente la vitesse de la balle.

Nous pouvons constater que x, fait régulierement des sauts brusques, discontinus et
instantanés.

3.2 Les sauts controlés
L’état fait un saut brusque discontinu en réponse a une commande,

Exemple : stockage de matiere
On dépose des quantités d’une matiére a;, a; .... a, aux instants : ty, t, ...,t, dans un stock.
L’équation d’évolution de la matiére s’écrit: y(t) = —Q(t) + Xi=, 5(t — t;)
ou: y:Niveau de la matiere dans le stock.
Q : Fonction de dégradation ou d’utilisation.
6 : Impulsion de Dirac.

Nous constatons que I'état (c’est-a-dire le niveau de la matiére dans le stock), fait un saut a
chaque fois qu’on dépose une nouvelle quantité de matiére. L'action de I’"humain ici est la
commande.

3.3 Commutations autonomes
C’est le champ de vecteur qui subit un saut brusque discontinu lorsque I'état atteint
certains Seuils, certaines régions de I'espace d’état.

Exemple :

. (fitx) si h(x) <0
x= {fz(x) si h(x)>0



3.4 Commutations controlées
Le méme phénomene que les commutations autonomes arrive mais en réponse a une
commande:

Par exemple le systeme
x = Ax + By,
ou u, est constant sur chaque intervalle temporel [t;, tis1].

Voici un autre exemple plus pratique, soit le systeme contrélé :

{J'c(t) =1-y*’M)+@w—-1Du+1)
y(t) =u

et supposons qu’on voudrait aller du point (0,0) au point (1,0) le plus vite possible.

Si on prend u = 0, on aura la solution triviale ce qui ne convient pas. Pour aller du point (0,0)
au point (1,0) le plus vite possible, il convient de s’éloigner le moins possible de I'axe des
abscisses, il faudra donc prendre :

{u=—1 siy>0
u=1 sty <o’

Notre systéme devient:

-1 si y>0
avec u = {indéterminé siy=0

{J'C(t)zl—yz
1 si y<o0

y(t) =u

4 Etude qualitative

Nous avons déja introduit quelques éléments importants pour I'étude qualitative des
SDH, a savoir la définition des composantes d’un tel systeme ainsi que sa dynamique. Nous
allons maintenant introduire d’autres concepts tout aussi importants.

4.1 Trajectoire temporelle hybride
C’est une suite finie (ou infinie) d’intervalles fermés de la forme:

! ! ! .
T= {[TifTi ]:Ti STLT = Tyl = 1,2, }
Si T est une suite finie, il est permis au dernier intervalle d’étre fermé ou ouvert.

On note par (1) = {1,2,... N} 'ensemble des indices de 7, et par |t| = Yem(T; — ;) sa

longueur.



4.2 Suite de champs de vecteurs (signal hybride)
Pour une trajectoire temporelle hybride donnée t, un signal hybride défini sur t est
une suite de fonctions :

X = {xi: [Ti,Ti’] - X, i = 1,2, }
Chaque fonction va d’un intervalle temporel qui lui correspond vers 'espace des états .

4.3 Exécution hybride
C’est une collection X = (7,q,x) ou :

= T est une trajectoire temporelle hybride.
= g est une application g: (1) = Q.
= X une suite de champs de vecteurs vérifiant :
A (q(0),x,(0)) est un point initial.
R vt e [r, 7] x; = f(q(), x:(D) et x,(t) € D(q().
X vie@M\{N} e=(q,qi+1) €E x(1)) € G(e) et x141(Ti41) E
Reset(e, xi(‘ri )

En voici un exemple :

ri= {[0.1]. [L1]. [1.1]. [1400) }. = { /2. 1/4 . 3/4. 1/t )
. e,
3de . 1t
7 -. . T —
14 I
L .
e o une exécution hybride peut
[0.1] [1.1] prendre des valeurs multiples
pour le méme instant !
| 1.1 [1.+20)
o F0o0)

Figure 26: Exemple d'une exécution hybride.

A présent, quels sont les probléemes qui peuvent apparaitre ?
En dynamique continue:
» Existence
» Unicité
» Solution qui s’échappe a l'infini en un temps fini

» Non continuité par rapport aux conditions initiales



En dynamigue discrete :

Oscillations (dit phénomeéne de chattering)

Blocage

YV V V

Zénon
» Non déterminisme.
Nous allons donner des exemples de chaque probléeme.

4.3.1 Existence
Soit le systéme suivant :

A f{-\)\
1 e ™ 0 discontinue

d=f) =9, | C

Figure 27: Graphe de la fonction discontinue considérée.

f(x) est un champ de vecteur discontinu. Dés qu’on integre, on se rend compte que I'état
ne peut plus quitter I'axe des abscisses. Il n’y a aucune solution de cette équation qui
démarrea (0) # 0.

x (1)
| ¥

1 ¢

Figure 28: La solution ne quitte plus I'axe des abscisses.

Théoreme d’existence (classique)

Si f:R™ - R"est continue alors, pour tout x, € R", il existe au moins une solution avec
x(0) = x, définie sur un certain intervalle [0, €).

Donc pour le SDH suivant, I'exécution ne pourra plus passer I'axe des abscisses :



t={[0.1].]1.2]}
x=1 g={g(N=1.q(=2}

/ q_=_1 f—yq 5 x={=rt.nH=2-t}
. -1 >0

[ —_ | =
r=1 r = v, (7)
RS ;
\ / ] D> i lz(r}
1 2 f
Figure 29: Automate hybride présentant un probléeme d'existence de I'exécution.

Pour remédier a ce probléme, il faut supposer que f est continue.
4.3.2 L'unicité

Soit la fonction :

fx)

~c derivée en 0

S
-

Figure 30: EDO admettant deux solutions.

. . . . . . t?
qui admet deux solutions démarrant a 0, la solution triviale x(t) =0 et x(t) =5

.;I.’{f} =)

W

t T

Figure 31: Graphe des deux solutions possibles de I'EDO considérée.

Théoreme d’unicité classique :

Si f:R™ - R"est (localement) Lipschitzienne alors, Vx, € R™ il existe une solution
unique avec x(0) = x, définie sur un certain intervalle [0, €).



Rappelons qu’une fonction f : R™ — R" est dite (localement) Lipschitzienne si, sur n’importe
quel sous ensemble borné S de R", il existe une constante ¢ > 0 telle que :

IfG)—fll<cllx=yll  vx,yeSs

f est alors différentiable presque partout et sa dérivée est bornée sur chaque ensemble
borné.

Lintervalle maximal de I'existence de la solution [ty, Tynex) PeUt Ne pas étre le semi-axe
entier [t,, ©) .

Pour remédier a ce probléme il faut supposer f Lipcschitz (localement).

4.3.3 Solution qui s’échappe a l'infini en un
temps fini 1 f(*r) — ;2

La solution tend vers l'infini quand le

temps tend vers une limite finie, exemple : * >
X = x? I

Figure 32: Graphe de la fonction considérée.
. 1
La solution x(t) = 7 avec te[0,T] :

x(t) >oquand t > T _—

b
T

Figure 33: Solution qui s'échappe a l'infini en un temps
fini.

Théoréme d’existence et d’unicité (classique)

Si f:R™ - R"est globalement Lipschitzienne alors, Vx, € R™ il existe une solution unique
avec x(0) = x, définie sur un certain intervalle [0, ).

Nous pouvons construire un SDH qui « souffre » du méme probléme :



t={[0.1].[1.2)}
g=1{g,(N=1.q,()=2}
.

y={xO=t.x,(H=12- 1)} -
L /{}:]\

x,(#)

*

Figure 34: SDH avec solution qui s'échappe a l'infini.

Pour remédier a ce probléme il faut supposer f globalement Lipschitzienne.

Rappelons qu’une fonction f : R™ — R™ est dite globalement Lipschitzienne si, il existe une
constante ¢ > 0 telle que :

IfC)—fll <cllx—yll  Vx,y€eSs
On dit que f ne croit pas plus rapidement qu’une croissance linéaire.

4.3.4 Non continuité par rapport aux conditions initiales
Exemple 1:

La non continuité de la fonction Reset implique une non continuité par rapport aux
conditions initiales.

X =2 0&x,=0

. F'_H-_F_F_ﬂ_—'_ -_\-HR._‘-& L T - -y "
ﬁode a4 ﬁlﬂde m non continuité de
. | . la fonction Reset
| rq — 1 ] { ry = [:I ||
Nz=0 / g =0 S
I T— . ___)_/’:; _ ——
ANy =

N> 0&x,<0 >

Figure 35: SDH de I'exemple 1.

Prenons deux exécutions qui démarrent trés proche I'une de l'autre :

x? =—1 xd=-1
0 ety o
X, =€ x, =0



]

-1 Xy -1 Yy

Figure 36: Deux exécutions du SDH de I'exemple 1.

Elles vont énormément s’éloigner apres un seul saut discret.
En voici un deuxiéme exemple...

Exemple 2

! 1 =1
I &2 = y
mode g, o ﬁﬂdeh
o — 0 _

e | r1 =1
Nm= o/ =1/

Figure 37: SDH de I'exemple 2.

Méme si, encore une fois nous démarrons trés proche de 0, aprés un seul saut
discret, les deux exécutions vont s’éloigner énormément:

L]

X1

Figure 38: Deux exécutions du SDH de I'exemple 2.



Pour pallier ce probleme il faut imposer la continuité de la fonction Reset.
Théoréeme : (Sastry, 2003)

H est continu par rapport aux conditions initiales si :

1/H est déterministe.

2/Ve €EE G(e)ND(q) est un ouvert du bord de D(q), (on dit qu’on aplatie le guard sur le
bord du domaine de q ).

3/Ve € E Rest(e, .) est continue.

4/ Si d’un point on peut aller par évolution continue a un point a partir duquel une transition
discrete est possible, alors on peut faire la méme chose de tous ses états voisins.

bord

—~

Evolution continue

Figure 39: lllustration des conditions du théoréme.

Ces conditions imposées dans le théoreme ci-haut nous ramenent aux systemes
commutés sans discontinuité de la fonction Reset ce qui est fort dommage parce que les
hybrides perdent leur intérét : explication ... petit exemple académique :

Exemple académique (Zaytoon, 2001):

Supposons que c’est la la trajectoire d’un systéme autonome du premier ordre :

Figure 40: Trajectoire d'un exemple académique.



On ne peut pas modéliser ce systeme par du continu a cause de la rupture de la
condition Lipschitza = ¢ .

On ne peut pas (ou en tous cas ¢a ne serait pas trés intelligent) de modéliser ¢ca par du
discret parce que ¢a serait perdre beaucoup d’informations sur I’état.

Les équations différentielles a second membre discontinue nous menent aux solutions de
Fillipov, un concept ni familier ni pratique pour les automaticiens par exemple, une
alternative est donc de modéliser par des SDH :

x=3—>

Figure 41: SDH modélisant I'exemple académique.

Nous avons grandement besoin des hybrides particulierement quand la fonction
Reset est discontinue.

4.3.5 Chattering
Reprenons notre exemple de I'existence, nous allons voir que s’il n’y a pas de
solution dans le sens classique, il y a quand méme une exécution sur cet exemple:

o x=0
T N T — 7 considérons une modélisation hyhride
I'// ¢=1 \\\'al // = \ de notre exemple
Gl e AF=1)
T x=<0

t={[0.1]. 1) 1. 1] .. §

Lo a0 0- {02,601 a2}
g, (1) a1 x={n=1-1.5(N=0.x(5)=0. ...}

Xy (1) e qop (1) k21

Chattering veut dire que : T ast infinie, maiz aprés un
‘ . *'.“.Ir(ﬂ' k=2 certaint tamps, tous les
‘ 1 ' p inervalles se réduisent i des
singletons.

Figure 42: SDH présentant un chattering, son exécution et sa représentation graphique.



Ce phénomene est souvent indésirable et on suppose la plus part du temps que
dans le systeme étudié, les sauts discrets sont séparés par des intervalles de temps de
longueur strictement positive.

4.3.6 Blocage
Il y a deux moyens de renter dans le blocage :

= Aprés une transition discrete I'état continu ne se trouve pas dans D(q’) (mais dans
OUTy car il n’y a plus d’évolution continue possible non plus)

Pour lutter contre ce probleme il faut prendre des Guards minimaux i.e

G'(q,9):= G(q,q) NReset 1(D(q")) avec Reset '(D(q’)) I'image réciproque du
domaine D(q’) par la fonction Reset = {x/3x' € D(q’) x' € Reset (q,x)}.

= On ne peut pas faire une transition discrete pourtant, il n’y a plus d’évolution
continue possible. Cela veut dire que I'état continu quitte le domaine sans atteindre
aucun Guard.

Pour pallier ce probleme, on va créer une nouvelle localisation ou le systéeme va a chaque
fois qu’il sort d’un quelconque domaine D(q).

Comme exemple du blocage, nous pouvons revenir a notre thermostat et supposer que —par
maladresse- |'utilisateur le programme de facon que M<m et le met en (On), le chauffage va
fonctionner sans jamais détecter M, donc il va bloquer (on est dans la deuxieme facon de
blocage ici).

4.3.7 Non déterminisme
Etre déterministe c’est : si le passé est connu alors, le future est déja fixé !

Pour les hybrides cela signifie que si on est face a 'une des situations suivantes :

1- On arrive a un point ou on a le choix entre évolution continue et transition discrete.

2- On arrive a un point ou on a le choix entre deux transitions discretes différentes.

3- On arrive a un point, on fait une transition discrete, mais on a le choix entre des
destinations multiples.

Alors notre SDH n’est pas déterministe.
Prenons comme exemple un thermostat non déterministe :

Nous savons que —malheureusement- un thermostat ne peut pas détecter « exactement » le
moment ou la température atteint un certain seuil a cause des incertitudes des capteurs de
chaleur, donc on ne peut pas garantir le switch (i.e. la commutation) « exactement » au
moment ou la température touche le seuil, mais dans un voisinage de ce dernier.

Pour refléter cette incertitude on modifie les conditions comme suit :



Passer a (Off)sifOy —e < x <0y + cetpassera(On)si O, —c<x<6,, +¢

r

Our + ¢ b
Bar
f;Mr — e

0 t

Figure 43: Thermostat non déterministe.

Quand x €[0,,-¢, 6,,+€] par exemple, le thermostat peut soit continuer sur (On) ou passer a
(Off), nous avons donc deux exécutions possibles pour un méme état initial, c’est du non
déterminisme.

Pour arranger la premiére situation de non déterminisme (et celle de notre exemple) il faut
« aplatir » le Guard sur le bord du domaine de la situation discrete.

4.3.8 Comportement Zénon
C’est quand le systeme fait une infinité de transitions discretes dans un intervalle de
temps fini.

Exemple :

Dans notre thermostat non déterministe, il suffit de prendre les intervalles [0),-€,
0y +€] et [0,,-€, O,,+€] d’intersection non vide, quand x atteint cette intersection, il va y étre
« coincé ».

Ir = |I‘r:‘|_1; — £, I'r:"_u - F|

0;1 // I_E'f\
( fi(z) r\j fy'
€ B

£ = |Hm —€,0m +

Figure 44: Thermostat présentant un comportement Zéno.



Chapitre 3
Les systemes commutes

1 Introduction
Rappelons que les systéemes dynamiques décrits par une interaction entre des

dynamiques discrétes et des dynamiques continues sont appelés « systéemes dynamiques
hybrides » (SDH).

La dynamique continue peut étre représentée par un systeme contr6lé linéaire, par
exemple: x = Ax + Bu, x € R™, u le controle ('entrée) u € R™.

Pour la dynamique discréte, on peut penser a un automate a état « g » qui prend ses
valeurs dans un ensemble discret fini , ou les transitions entre les differents états discrets
sont amenées par un controle approprié v .

Quand I'entrée u de la dynamique continue est en fonction de I'état discret g, et la
valeur de I'entrée v est en fonction de I’état continu x, un systéme hybride apparait *.

x . g
il
u
Trajectoire continue Intéraction Transitions discrates

Figure 45: Représentation de l'interaction hybride.

Traditionnellement, la théorie du controle s’est focalisée sur 'un ou l'autre des
comportements continus ou discrets. Pourtant, beaucoup - sinon la plupart- des systemes
dynamiques rencontrés dans la pratique sont de nature hybride.

Exemple :

Un modeéle trés simplifié du mouvement d’une voiture par exemple peut prendre la
forme suivante :

{X:l == xZ

X, = f(a,q)

! Ce n’est pas le seul cas d’apparition d’un SDH, d’autres formes d’interactions sont possibles.



ou x; représente la position, x, la vitesse, a = 0 est I'accélération (c’est une entrée du
systeme), et puis g € {1,2,3,4,5,—1,0} représente la position du levier de vitesse, (-1
représente la marche arriére, 0 le point mort, 1 pour premiére, 2 pour deuxiéme ...etc.)

La fonction f doit étre négative décroissante en a quand g = -1, indépendante de a quand
q= 0, positive croissante par rapport a a quand g > 0.

Dans ce systeme, x; et x, représentent |'état continu et g I'état discret. Il est clair que les
transitions discretes influent sur la trajectoire continue.

Dans le cas d’'une transmission automatique, I'évolution de I’'état x, est en retour utilisée
pour déterminer la transition discrete. Pour une transmission manuelle, les transitions
discretes sont contrbélées par le chauffeur.

Il est tout a fait naturel dans ce cas de considérer des variables de sorties qui dépendent
des états continus et discrets en méme temps, comme « le taux de rotation du moteur » par
exemple, qui est une fonction de x, et g.

2 Les systemes commutés
Le domaine des systemes hybrides a une saveur largement interdisciplinaire. Les
différentes communautés ont développé différents points de vue.

L'approche favorite par les informaticiens consiste a concentrer la recherche sur la
partie discrete du systeme pendant que les dynamiques continues sont supposées étre
extrémement simples, ils traitent alors de la simulation, la vérification, I'approximation de
I'ensemble d’états atteignables,...etc. Alors que les chercheurs du domaine de la théorie du
contréle -d’un autre coté- tendent a regarder les SDH comme des systémes continus avec
des « commutations » ; les sujets de recherches se focalisent alors sur les propriétés de I’état
continu, I'existence et 'unicité de la solution, la stabilité, stabilisation et/ou contrdole. Et
c’est cet angle gu’on va adopter ici.

Donc, les systemes qui nous intéresse, sont continus présentant des événements de
commutations, on les appelle les «systemes commutés» ou «les systemes a
commutations ». Un systeme commuté peut étre obtenu a partir d’un systéeme hybride en
négligeant les détails sur le comportement discret, et a la place, considérer tous les modeles
de commutations possibles pour une certaine classe. Cela peut étre un point de départ
significatif pour I’étude des hybrides spécialement au stade de I'analyse.

Les évenements de commutation dans les systemes commutés peuvent étre classés en :

e Dépendants de I’état ou bien dépendants du temps.

e Autonomes (ou non contrdlés) ou bien contrélés.
Bien sdr, nous pouvons avoir une combinaison de plusieurs types de commutations dans un
méme systeme, nous allons discuter brievement toutes ces possibilités :



a. Commutations dépendantes de I'état
Supposons que I'espace d’état (en I'occurrence R"™) est partitionné en un nombre
(fini ou infini) de régions par le moyen d’une famille (finie ou infinie) de « surfaces de
commutations » (dites aussi « Guards »).

Dans chacune de ces régions, un systéme dynamique continu, décrit par une
équation différentielle (avec ou sans contréle) est donné. Des que la trajectoire de ce
systeme touche une surface de commutation (un Guard), I’état continu fait instantanément
un saut a une autre valeur spécifiée par une fonction appelée « fonction de réinitialisation »
(Reset Map).

Dans les cas les plus simples, cette fonction a pour ensemble de départ la réunion des
surfaces de commutations et va vers tout I'ensemble d’état (en excluant les surfaces de
commutations éventuellement), mais d’autre formes de la « Reset Map » peuvent étre
considérées.

Le systéme est alors spécifié par la donnée de :

e Une famille de surfaces de commutations et les régions opérantes associées.
e Une famille de sous-systémes continus, un pour chaque région opérante.

e La « Reste Map ».

Saut
III
IlIII
‘\ Surface de commutations
lIIIII
¥ Trajectoire continue

Figure 46: Une représentation des sauts autonomes.

Sur la figure 46, les traits gras violets représentent les surfaces de commutations, les
traits moins gras rouges représentent la partie continue de la trajectoire, et les traits
discontinus symbolisent les sauts.

Les sauts instantanés de I'état sont des fois appelés « impulsions ».



Quand justement ces effets « impulsions» sont absents, la « Reset Map » se réduit
alors a l'identité, cela veut dire que la trajectoire d’état est continue partout, bien qu’elle
perd la différentiabilité en général au moment du saut.

Comme exemple pratique, nous pouvons penser a une balle qui bondit sur le sol ; sa
hauteur par rapport a ce dernier constitue la premiére composante de I'état continu du
systeme, sa vitesse constitue la deuxiéme. Les commutations ici sont un changement
brusque de la vitesse, qui subit un saut et change instantanément de signe des que la balle
touche le sol, c'est-a-dire lorsque la hauteur s’annule, les commutations sont donc
dépendantes de I'état, nous explorerons cet exemple de plus prés un peu plus loin dans
cette partie.

Nous allons nous restreindre dans la suite aux systemes sans effets impulsion, on
évite aussi la situation ou la solution « reste coincée » sur une des surfaces de commutations
(modes glissants).

b. Commutations dépendantes du temps
Supposons qu’on ait une famille de fonctions: f,, p € P de R" vers R" ol P est un
ensemble d’indices (typiquement P est un sous ensemble d’un espace vectoriel de
dimension finie). Cela donne la famille de sous-systemes :
x=f,(x) ,pEP (1.1) x € R™.
Les fonctions f, sont supposées étre suffisamment régulieres (au moins localement

Lipschitziennes).
Le cas le plus simple serait le cas linéaire qui s’écrit alors :

x=Ax, A, €ER™ | pep (1.2)
avec P un ensemble d’indices finide laforme P ={1,2,...,m}.

Pour définir un systeme commuté généré par la famille décrite plus haut, nous avons
besoin d’introduire la notion de « signal de commutations ». C’est une fonction constante
par morceaux o : [0,) = P qui a un nombre fini de discontinuités - qu’on appelle les
instants de commutations - sur chaque intervalle temporel borné, et prend une valeur
constante sur chaque intervalle entre deux instants de commutation successifs.

Le réle de o est de spécifier a chaque instant t I'indexe o(t) € P du sous systeme « actif »
(c'est-a-dire qui est actuellement en cours) de la famille (1.1).

On suppose que o est partout continue a droite: i.e o(t) = lim,_,+ o () pour tout:7 > 0

Voici un exemple d’une telle fonction dans le cas P = {1,2}, (Fig.47):
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Figure 47: Un signal de commutations.

Donc, un systeme avec des commutations dépendantes du temps peut s’écrire :

x(0) = foro (x(©).
Un cas particulier est le cas linéaire qui s’écrit alors :
x(t) = Agyx(0),
et qui apparait quand tous les sous-systemes sont linéaires (comme dans (1.2)).

Pour simplifier les notations nous allons souvent négliger le temps et écrire simplement :

X = fz(x), (1.3)

et
%= A,x. (1.4)

Notons qu’en général, il est difficile de faire une distinction formelle entre les
commutations dépendantes de I'état et celles dépendantes du temps. En effet si les
éléments de I'ensemble des indices P sont en bijection avec les régions opérantes de la
section précédente, et si les systémes dans ces régions sont ceux qui apparaissent dans (1.1),
alors toute trajectoire possible du systéme a commutations dépendantes de I'état est aussi
une solution du systéme a commutations dépendantes du temps donné en (1.3) et cela pour
un signal de commutations approprié. En vue de cette observation le dernier systéme peut
étre considéré comme un modeéle plus grossier du premier qu’on pourra utiliser si les
localisations des surfaces de commutations sont méconnues. Cela souligne aussi
I'importance de développer des outils d’analyse pour les systemes commutés comme dans
(1.3).

Comme exemple pratique, nous pouvons citer le fonctionnement d’'une machine a
laver qui passe des modes discrets « lavage », « rincage », « essorage ». Elle doit passer assez
de temps dans chacun des modes, généralement 30min au lavage, 17 min au ringage et
environs 7min a I'essorage. Nous remarquons que le tambour de la machine fonctionne a



des dynamiques différentes dans chaque mode: a I'étape du lavage, il alterne tours
complets, demi tours et doubles tours tant6t a droite tantét a gauche, avec une vitesse
moyenne. Dans le mode ringage, il effectue plusieurs tours a droite puis s’arréte
brusquement et reprend le méme nombre de tours a gauche avec une vitesse un peu plus
rapide qu’au moment du lavage. Ensuite, au moment de I'essorage, il effectue des tours
nombreux et extrémement rapides. Mais notons que ce n’est pas sa dynamique qui impose
les commutations, c’est le temps.

c. Commutations autonomes et controlées

Par commutations autonomes nous entendons une situation ou nous n’avons aucun
contréble direct sur le mécanisme de commutations qui crée les sauts, cette catégorie inclue
les systémes a commutations dépendantes de I'état ou les surfaces de commutations sont
prédéterminées ainsi que les systemes a commutations dépendantes du temps pour qui la
loi qui définit le signal de commutation est inconnue (ou a été ignorée au moment de la
modélisation). Par exemple, des changements brusques dans la dynamique d’un systeme
peuvent étre provoqués par des facteurs environnementaux imprévisibles ou de
défaillances de certaines composantes du systeme.

En contraste avec les commutations autonomes, dans plusieurs cas, les
commutations sont imposées par un « designer » pour achever un comportement désiré du
systéme. Dans ce cas nous avons un contrdle direct sur le mécanisme de commutations (qui
peut dépendre de I'état ou du temps), qu’on peut aussi ajuster avec I’évolution du systéeme.
Pour des raisons variées, il est naturel d’appliquer des actions de controle discretes ce qui
meéne a un systeme a commutations controlées.

Dans I'exemple de I'automobile donné auparavant, la transmission automatique
correspond a des commutations autonomes dépendantes de I’état, alors que la transmission
manuelle correspond a des commutations contrélées par le chauffeur, ce qui est interprété
comme des commutations dépendantes de I'état (changement de la position du levier de
vitesse a I'atteinte d’une valeur de la vitesse) plutét que des commutations dépendantes du
temps.

Malheureusement il n’est pas aussi facile que ¢a de distinguer entre les
commutations autonomes et contrélées, dépendantes de I'état ou dépendantes du temps,
car dans un systeme, ces différents types de commutations peuvent coexister. Par exemple
si un processus donnée est sujet a des influences environnementales imprévues ou a des
échecs de certaines composantes (commutations autonomes), il sera peut étre nécessaire
de considérer un mécanisme pour détecter de tels évenements et imposer des actions de
corrections d’erreurs (commutations controlées).

Les systemes a commutations dépendantes du temps peuvent étre décrits dans un
langage plus standard en théorie du controéle :



Supposons que P est un ensemble fini, par exemple P = {1,2,...,m} alors le systéme
commuté (1.3) peut étre écrit sous la forme :

=) filou (15)
i=1

ou les contrdles admissibles sont de la forme u; = 1,u; = 0 pourtout i # k

(Ceci correspond a o = k). En particulier le systeme commuté linéaire (1.4) donne naissance
au systeme bilinéaire :

m
X = z Aixui
i=1

Ce fait va étre utilisé plus tard.

3 A propos des Solutions des systemes commutés
Nous allons commencer par quelques remarques sur |'existence et l'unicité des
solutions pour les systémes décrits par une équation différentielle ordinaire.

3.1 Equations différentielles Ordinaires
Considérons le systéeme :

x = f(t,x), x € R" (1.6)

Nous cherchons une solution x(.) de ce systéeme pour un temps initial donné t, et un état
initial (tg) = x¢ . Il est commun de supposer que f est continue en t et localement Lipschitz
en x uniformément par rapport a t. Cette derniére condition veut dire que pour toute paire
(to, xo), il existe une constante L>0 telle que I'inégalité

lf (&, x) = f&, | < Llx -yl (1.7)
soit vraie pour tout (t, x) et (t,y) dans un certain voisinage de (tg, xo) dans [ty, 00) XR",

Sous ces conditions, il est connu que le systeme (1.6) admet une solution unique pour toute
condition initiale (ty, xo) définie sur un intervalle maximal [tg, Trnax)-

Pour comprendre pourquoi la condition de continuité est importante, nous allons
considérer le systéme stationnaire scalaire suivant :

. -1 six=0
x=f(x)= .
f() {1 six <0
f(x) est un champ de vecteur discontinu. Dés qu’on intégre, on se rend compte qu’on ne
peut plus quitter I'axe des abscisses, Il n’y a aucune solution (forte) de cette équation qui
démarrea (0) # 0.



Pour comprendre pourquoi la condition /ocalement Lipschitz est nécessaire, nous
allons considérer le systéme stationnaire scalaire suivant :

x=f(x)=+x, Xo =0 (1.8)

Les fonctions x(t) = 0 et x(t) = t?/4 vérifient toutes les deux I'équation (1.8) pour la
condition initiale (0) = 0.

Nous n’avons pas l'unicité parce que la fonction f(x)=\/§ n‘est pas localement
Lipchitzienne en 0.

L’exemple suivant illustre comment une solution peut « s’échapper vers 'infini en
un temps fini» ce qui ne va pas arriver si la fonction est globalement Lipschitz en x
uniformément par rapport a t, c'est-a-dire la condition de Lipschitz (1.7) est vérifiée pour
une constante de Lipschitz L définie pour tout x,y € R™ et toutt > ¢, .

Considérons le systéme scalaire stationnaire suivant :
x = f(x) = x?, xo > 0

Il est facile de vérifier que la solution (unique) qui satisfait x(0) = x, est donnée par la
formule :

(t) = —2
x _1—th

P . - 1 . - .
et est définie seulement sur I'intervalle temporel fini : [O,x— [ ceci est dO a la croissance
o

non linéaire rapide a l'infinie de la fonction (x) = x2.

Revenons donc a la situation générale décrite par le systéme (1.6), puisque nous
nous intéressons aux systémes commutés, I’hypothese que la fonction f soit continue en ¢t
est trop restrictive, en réalité, pour que le résultat d’existence et d’unicité reste valable, il est
suffisant de demander a la fonction f d’étre « continue par morceaux » en t, dans ce cas,
nous avons besoin de travailler un concept de solutions plus « faibles » en occurrence, une
fonction x(.) qui vérifie I'équation intégrale correspondante :

x(t) = xo +J f(r,x(r))dr

Une fonction qui a ces propriétés est différentiable par morceaux et satisfait I’équation (1.6)
presque partout. Elles sont dites « absolument continues » et elles représentent les
solutions de (1.6) dans le sens de Carathéodory. Les solutions des systemes commutés (1.3)
seront interprétées de la méme maniére.



3.2 Le comportement Zénon

Le nom du comportement Zénon nous vient du philosophe grec
Zénon d’Elée né aux alentours de 490 A.J a Elée, il ne nous est pas
parvenu beaucoup de son travail, seulement 200 mots environs,
mais sa plus grande contribution fut un nombre de paradoxes
comme celui d’Achille et la tortue, ou celui du mouvement. Zénon
démontrait qu’on ne pouvait pas marcher ! Puisque, pour
traverser une distance donnée, il fallait d’abord traverser sa
moitié, mais il fallait d’abord traverser la moitié de cette moitié et
ainsi de suite, donc le mouvement ne peut jamais commencer !
Pour le ridiculiser ses contemporains faisaient un pas en avant,
voila ...nous pouvons marcher ! Bien sur, leur geste ne révélait pas
ou se trouve l'erreur du raisonnement de Zénon, bien que ses
démonstrations semblent illogiques, elles n’en demeurent pas

moins ardues a réfuter, elles ont posé de sérieux probléemes

mathématiques. Pour les mathématiciens grecs qui n’avaient Z én on D 1 El é e

aucune notion de convergence ou d’infinité ces raisonnements

étaient incompréhensibles, il était I'un des premiers a avoir pensé a la continuité des choses qui nous parait si
simple maintenant, mais qui n’était pas aussi évidente dans son temps !

Nous allons maintenant illustrer avec I'aide de I'exemple de la balle bondissante, un
type de comportement qui peut arriver dans les systemes commutés.

Considérons une balle qui bondit sur le sol, on note h sa hauteur par rapport au sol,
et v sa vitesse (en prenant comme vitesse positive la direction de bas en haut).

En normalisant par la constante gravitationnelle on obtient les équations de mouvement
suivantes, valides entre les moments de I'impact :

{ﬁh:_’fl (1.9)

Au moment de l'impact c'est-a-dire quand la balle touche le sol, sa vitesse change
brusquement suivant la loi :

v(t) = —rv(t7), (1.10)

ou v(t™) est la vitesse de la balle juste avant I'impact, et r € ]0,1[ est un coefficient de
restitution. (La vitesse décroit a cause de I'énergie perdue du systéme aprés un impact).

Ce modele peut étre considéré comme un systeme a commutations dépendantes
de I'état avec un effet pulsionnel.

Les commutations (switch) ici sont les impacts avec le sol, et sont le résultat de la
situation ou h = 0. Elles causent des sauts instantanés dans la valeur de la vitesse qui est en
fait une des deux composantes de I'état continu du systeme.



L'intégration de (1.9) donne :

v(t) = —(t — to) + v(¢ty)

wo =-E - rre Y

Prenons pour condition initiale t, = 0, h(0) =0 et v(0) = 1.

Par (1.11), jusqu’au moment du premier switch, on aura :

v(t) =—-t+1
£2
h(t) =——=+t
GEES
Le premier switch va arriver a l'instant t = 2 puisque h(2) = 0. On a v(27) = —1, donc

v(2) = r en vue de (1.10).

En utilisant (1.11) encore avec t, = 2,h(2) = 0 et v(2) = r on obtient :

,
v(it) =—-t+2+r Y
t —2)*
h(t) = —% + (t = 2)r -__;,f”\_
De 13 il est facile de déduire que le prochain _ ‘; W Mo,
-V 1 W AN 7

switch va arriver a t =2+ 2r et que la
vitesse aprés ce switch sera v(2 + 2r) = r2.

En continuant cette analyse, nous voyons que

les instants de commutations forment la suite  Figure 48:Représentation des solutions du systeme (1.11).

2,24+2r,2+2r+2r?% 2+2r+2r?2+2r3, ... et que les vitesses correspondantes
forment la suite : 1,7,72,73,r%, ... . Ce qui est particulierement intéressant a conclure ici,
c’est que la suite des instants de commutation admet un point d’accumulation, qui est la
somme de la série géométrique :

¢ 2
2rk =

Z r 1—r

k=0

A ce moment-13, les commutations « s’entassent » et la balle fait une infinité de
transitions discretes juste avant cet instant, comme |'explique la figure suivante :



point d'accumulation
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Figure 49: Point d'accumulation d'une exécution.

Puisque h(t) et v(t) obtenus par le raisonnement plus haut convergent tous les deux vers

. 2 . . . .
zéroquandt — — il est naturel d’étendre la solution au-dela de ce temps en posant :

ht),v) =0, t>

Figure 50: La solution réelle du systeme (1.11).

Et donc la balle arréte de bondir, ce qui est une fin raisonnable, mais bien slr dans la réalité,
elle va s’arréter aprées un nombre fini de sauts.

Sur les systemes hybrides plus compliqués, la tache de détecter une trajectoire
possiblement Zénon et de I'étendre au-dela de son point d’accumulation est loin d’étre
triviale !

Dans ce qui va suivre, nous allons volontairement exclure ce type de comportement de
nos systémes, c'est-a-dire que dans ce qui va suivre, nous allons supposer que la suite des
instants de commutations va toujours tendre vers l'infini.

3.3 Les modes glissants
Soit un systéme commuté, a commutations dépendantes de |'état, décrit par une seule
surface de commutation S et deux sous systemes :

x=fi(x) , i=1,2 undechaque cotédesS.

Supposons gu’il n'y ait pas d’effet d’impulsion, de facon a ce que I'état ne fasse pas de saut
au moment du switch.

Nous avions auparavant supposé que, quand I'état touche la surface S, il passe a
I'autre coté, cela sera vrai en effet si au point de passage correspondant x € S les deux



champs de vecteurs f;(x) et f,(x) pointent dans la méme direction relativement a §,
comme montré sur la figure 51(a) ci-dessous.

Figure 51: (a) Solution qui traverse la surface de commutation. (b) Un mode glissant.

Dans le cas contraire, c'est-a-dire, si les deux champs de vecteurs pointent tout les
deux vers S, (figure 51(b)) nous ne pouvons plus décrire le comportement du systéme
comme avant.

Une fagon de résoudre cette difficulté est de définir un nouveau concept de
solutions introduit par Fillipov, justement pour contrer ce genre de problemes.

D’apres la définition de Fillipov, on enrichit 'ensemble des vitesses admissibles pour
les points x € S en incluant toutes les combinaisons convexes des vecteurs f;(x) et f,(x).
Donc une fonction absolument continue x(.) est une solution du systéme commuté dans le
sens de Fillipov si elle satisfait I'inclusion différentielle :

x € F(x) (1.12)
ou F est une fonction a plusieurs variables définie comme suit, pour x € S on pose :

F(x) = co{fi(x), ()} = {afi(x) + A —a)fo(x) , a€[01]}
Tant que x € S on pose simplement F(x) = f;(x) ou bien F(x) = f,(x) suivant la région
de S surlaquelle se trouve le point x.

Ce n’est pas difficile de voir a quoi ressemblent les solutions de Fillipov dans la
situation de la figure 51(b) : une fois que la trajectoire touche la surface S, elle ne peut plus
la quitter( a cause des deux champs de vecteurs pointant tout les deux vers S). C'est
pourquoi le seul comportement possible de la solution c’est de glisser le long de la surface
de commutations S. On obtient alors ce qui est connu sous le nom de modes glissants.

Pour tout x, € S, la solution correspondante x(.) est I'unique fonction absolument
continue qui satisfait I'inclusion différentielle (1.12).

Du point de vue des systemes commutés, un mode glissant peut étre interprété
comme un switch infiniment rapide, qu’on appelle aussi le « chattering » ; ce phénomeéne est



souvent indésirable dans la modélisation mathématique des systemes réels, mais d’un autre
coté, on remarque de la discussion plus haut qu’un mode glissant engendre un
comportement radicalement différent du comportement de chaque sous systeme. C'est
pourquoi, les modes glissants sont parfois créés intentionnellement pour résoudre certains
probléemes de contrble qui peuvent étre difficiles, ou impossibles a résoudre autrement.

Exemple

Considérons le systeme a commutations dépendantes de I'état, linéaire a deux dimensions
suivant :

. Aix si x,=>2x .
_{1 2 1 ou

T Ay,x si ox, <xyq

G P e BN e I

On peut montrer qu’un mode glissant arrive dans le premier quadrant si A < 1.

Pour A > —1 la trajectoire correspondante approche |'‘origine suivant une ligne de
commutations (ce qu’on appelle un mode glissant stable), mais pour < —1 , elle s’éloigne
de l'origine (ce qu’on appelle un mode glissant instable).

3.4 Commutations par hystérésis

Nous nous intéresserons dans ce qui suit a I'approximation du comportement d’'un mode
glissant, tout en évitant le chattering, et maintenir la propriété que deux commutations
successives soient toujours séparées par un laps de temps strictement positif.

Considérons encore I'exemple de la figure 51(b). Nous allons construire deux régions (), et
Q, quiisolent la surface de commutations S, comme montré sur la figure 52(a).

Sur cette figure, la surface de commutation originelle est dessinée par une ligne en
pointillés, les nouvelles surfaces de commutations obtenues S; et S, sont dessinées par des

lignes continues, la région (), se trouve sur la gauche de S, et la région (), se trouve sur la
droite de S.

Leur intersection est la bande comprise entre les deux nouvelles surfaces de commutations,
en excluant ces surfaces elles-mémes.

L
24 \ 11. / ﬂz

Sy = Sa (a)

Figure 52: Hystérésis : (a) Les régions de commutations (b) Une trajectoire typique.



Nous voulons suivre le sous systeme x = f;(x) dans Q, et le sous systéme x = f,(x) dans
Q,, les switch arrivent quand la trajectoire touche une des surfaces de commutations S; ou
S,.

Cela peut étre formalisé en introduisant un état discret g, qui évolue de la facon suivante :
0(0)=1 six(0)€Q,eta(0)=2autrement.

Pourchaquet >0 si o(t™) =i € {1,2} et x(t) € Q; alorsao(t) =i

D’un autre cété, si o(t™) =1 mais x(t) &€ Q, alors a(t) = 2, de maniére similaire, si
o(t™) =2 mais x(t) ¢ Q, alorsa(t) = 1.

En répétant cette procédure, on génére un signal constant par morceaux oqui est continu
partout a droite.

Puisque o ne change de valeur que si la trajectoire continue passe a travers
I'intersection entre (), et (),, le chattering est évité.

Un exemple de trajectoire solution est représenté en figure 51(b).

Cette idée standard, connue sous le nom de « commutations par hystérésis» est
trés utile pour le design d’'un contréle, et le systeme a boucle fermée résultant est un
systéme hybride ol o est son état discret.

Ce systéme est véritablement hybride car nous devons remarquer que cette partie
discréte a une « mémoire », en effet la valeur de o ne dépend pas de la valeur courante de x
seulement, mais aussi de la valeur précédente de o.

Le changement instantané de , en retour, dépend non seulement de la valeur de x,
mais aussi de celle de g.



Chapitre 4

Stabilité des systéemes commutés

1 Introduction

Nous allons traiter la stabilité des systémes de la forme (1.3). Pour le moment nous
nous contentons de la stabilité asymptotique, bien que d’autres formes de stabilité soient
tout aussi intéressantes (voir (Laubry, 1995) pour un cours complet la-dessus).

Pour comprendre les questions basiques qui se posent, nous allons considérer la
situation ot P = {1,2} et x € R? de fagon & commuter entre deux sous systémes dans le
plan :

x = f1(x) et x = fr(x).

Premierement, supposons que les deux sous systemes (individuellement) sont
asymptotiquement stables, avec des trajectoires comme montré sur la gauche de la figure
53 ci-dessous.

Pour des choix différents du signal de commutation, le systéme commuté global
peut étre asymptotiquement stable, ou instable (ces deux possibilités sont montrées sur la
droite de la figure 53)

T / -
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Figure 53: Switch entre des sous-systémes stables.
1.1 Exemples

1.1.1 Exemple 1
Soit les systémes linéaires :

. . -0.5 —-0.4 -05 -3

X 1X et x X avec Ay ( 3 _0.5) e 2 ( 0.4 _0.5),
qui sont tous les deux asymptotiquement stables. Considérons les deux signaux de commutations
suivants:

1 six;x; =20

_ 1 sixx; <0
o1(t) = {2 Six1%, <0

et oy(t) = {2 Six;%, =0



et le systeme commuté: x =A,x

Avec ce signal de
commutations, le
systéme commuté
globale est instable.

Figure 54: Commuter entre des sous-systémes stables donne un systéme instable.

Avec ce signal de
commutations, le
systéme commuté
globale est stable.

Figure 55: Commuter entre des sous-systémes stables donne un systéme stable.



La simulation numérique montre que le systéme commuté global avec le premier

signal est instable, alors qu’avec le deuxieme signal est stable.

De la méme maniere, la figure suivante illustre le cas ou les deux sous systemes
sont instables ; la encore, le systeme commuté global peut étre asymptotiquement stable,
ou instable, suivant le signal de commutations choisi.

Figure 56: Switch entre des sous-systémes instables.

1.1.2 Exemple 2
Soit les systemes linéaires :

x=A;x et x=A,x avec A, = (130 _110) et Ay = (110 _1100)

qui sont tous les deux instables. Considérons le signal de commutation défini par :

(1 six;x; 20
o(t) = {2 Si X%, < 0

Et le systeme commuté: x =A,x
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La simulation numérique montre que

asymptotiquement.

1.1.3 Exemple 3

1 xyx: > 10
2 LiLe < ]
ln-r

Stable mais pas asymptotiguement

Figure 57: Simulation numérique de I'exemple 2

Soit les systemes linéaires :

x=A;x et x =A,x avec A; =(

1(1)0 _110) et Ay =

le systeme commuté global

1
10

est stable mais pas

o

qui sont tous les deux instables. Puis considérons le signal de commutation défini par :

et le systeme commuté :

(1 sixgx, <0
o(t) = {2 Six1%, 20"
x =Asx

La simulation numérique montre que le systeme commuté global est instable.
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Figure 58: Simulation numérique de I'exemple 3.

De ces trois exemples, les faits suivants peuvent étre déduits :

e Un switch (non contrélé) peut déstabiliser un systeme commuté, méme si tous les
sous systémes sont stables (pris chacun individuellement).
e On peut stabiliser un systéme commuté par le moyen d’un switch contélé approprié
méme si tous les sous systémes (pris séparément) sont instables.
C’est pour cela que nous allons étudier les deux problémes suivants :

X Probleme N°1 : trouver les conditions qui garantissent la stabilité asymptotique d’un
systeme commuté pour un signal de commutation arbitraire (c'est-a-dire, pour
n‘importe quel signal de commutations).

X Probleme N° 2 : si un systéme n’est pas asymptotiquement stable pour n’importe
guel signal de commutations, identifier les signaux de commutations possibles pour
lesquels il sera asymptotiquement stable.

Le premier probléeme est particulierement intéressant quand le mécanisme de
commutation est inconnu, ou trop compliqué pour étre utile dans une analyse de stabilité.



En étudiant le premier probleme, nous sommes amenés a chercher les sources probables
d’instabilité, ce qui peut étre un bon début pour I'investigation du second probléme.

Dans le contexte du deuxieme probléme, il est naturel de faire la distinction entre
deux situations : si quelques ou tous les sous-systémes sont asymptotiquement stables, il
serait particulierement intéressant de caractériser- de la facon la plus compléte possible- la
classe des signaux de commutations qui préservent cette stabilité asymptotique. Des signaux
comme cela existent forcément, il suffit de poser o(t) = p ou p représente I'indice d’un
sous-systeme asymptotiquement stable.

D’un autre cOté, si tous les sous-systémes sont instables, notre tache est de construire
au moins un signal de commutations stabilisant le systeme commuté global; cela peut étre
difficile ou tout simplement impossible.

2 Stabilité sous n'importe quelle suite de commutations

2.1 Concepts de stabilité uniforme
Nous supposons le lecteur familier avec la théorie générale de stabilité au sens de
Lyapunov (voir le premier chapitre ou bien (Khallil, 2002)).

Etant donnée une famille de systémes (1.1), nous voulons étudier la question
suivante : quand-est ce que le systeme (1.3) est asymptotiquement stable pour toute suite
(signal) de commutations o ?

On suppose ici que les sous-systémes (pris individuellement) ont I'origine pour point
d’équilibre commun, i.e. f,,(0) = 0 pour toutp € P .

Il est évident qu’une condition nécessaire pour la stabilité asymptotique sous
n‘importe quelle suite de commutations, est que tous les sous-systemes soient stables

ieme

asymptotiquement. En effet, sile p est instable pour un p € P alors le systeme commuté

est instable pour o(t) =p .

C’est pourquoi, nous allons dans cette partie supposer que tous les sous-systemes sont
asymptotiguement stables.

D’aprés les exemples précédents, nous savons que cette condition n’est pas
suffisante ; nous devons donc déterminer quels sont les autres conditions a imposer pour
aboutir a la stabilité (éventuellement asymptotique) des systémes de la forme (1.1).

Rappelons que d’aprés I'équivalence entre le systtme commuté (1.3) pour
P ={1,2,..,m} et le systtme contrblé (1.5), la stabilité asymptotique de (1.3) pour
n‘importe quelle suite de commutations correspond a un « domaine » de contrélabilité,
c'est-a-dire que pour n‘importe quel controle admissible, la trajectoire de la solution doit
s’approcher de |'origine.



Au lieu de la stabilité asymptotique pour une suite de commutations particuliére,
une propriété plus forte est désirée: la stabilité asymptotique ou exponentielle uniforme par
rapport a I'’ensemble des suites de commutations. Voici maintenant les concepts de stabilité
modifiés pour s’adapter aux systemes commutés :

2.2 Les concepts de stabilité élargis aux systemes commutés

Définitions

On dit que le systeme commuté (1.3) est uniformément asymptotiquement stable
s’il existe une constante positive § et une fonction S de classe KL 2 telles que pour toute
suite de commutations o la solution de (1.3) avec |x(0)| < 6 vérifie I'inégalité :

lx(@®)] < B(x(0)],¢) vt =0 (2.1)

Si la fonction B prend la forme : B(r,s) = cre™ pour ¢, A > 0 I'inégalité plus haut prend
alors la forme :

lx(t)] < c|x(0)|e~* VE>0 (2.2)
et le systeme (1.3) est dit uniformément exponentiellement stable.

Si les deux inégalités (2.1) et (2.2) sont valides pour toutes les suites de commutations et
toutes les conditions initiales, on obtient la stabilité uniforme asymptotique globale (GUAS)
et la stabilité uniforme exponentielle globale (GUES), respectivement.

Des définitions équivalentes peuvent étre exprimées en ¢ et 6.

Le terme « uniforme » ici est utilisé pour décrire 'uniformité par rapport aux signaux de
commutations et non pas par rapport au temps initial comme c’est souvent le cas dans la
théorie des systémes évolutifs continus classique.

2.3 Les fonctions de Lyapunov communes

Le théoreme de stabilité de Lyapunov (connu dans la théorie classique) admet une
extension directe qui est un outil de base pour étudier la stabilité uniforme des systémes
commutés (1.3).

Cette extension est obtenue en exigeant I'existence d’une fonction de Lyapunov
pour laquelle les dérivées le long des solutions de tous les systemes de la famille (1.1)
vérifient quelques inégalités appropriées.

Définition

Etant donnée la fonction continiment dérivable (C'), définie positive notée :

2 Voir la définition et certaines propriétés des fonctions K, K, et XL dans le chapitre 1.



V:R" - R

On dit que V est une fonction commune de Lyapunov pour la famille du systeme (1.1) s'il

existe une fonction continue définie positive W : R™ — R telle que I'inégalité suivante soit
vérifiée :

av
35 () = -W(x) Vx, VpEZP (2.3)
Nous allons énoncer un théoréme qui sera utile pour le reste du document :

Théoreme 1 (Liberzon, 2003)

Si tous les systemes dans la famille (1.1) partagent une fonction de Lyapunov commune radialement
non bornée, alors le systéme commuté (1.3) est (GUAS).

Ce théoréme peut étre prouvé de la méme facon que pour son analogue dans la
théorie classique de stabilité de Lyapunov (voir la preuve en chapitre 1). Ce qui est important
a retenir c’est que le taux de décroissance de V ne doit pas étre affecté par les
commutations et donc la stabilité asymptotique est uniforme par rapporta p.

Remarque 1

Dans le cas particulier ot V et W sont quadratiques (ou plus généralement bornées
par le haut et par le bas par des monémes du méme degré en |x| ) le systéeme sera GUES.

Remarque 2

Si nous remplacons I'inégalité (2.3) par la condition plus faible

v
afp(x) <0 Vx#0, VpeP (2.4)

alors, le résultat ne tient plus, voici un exemple explicatif :
Exemple :

Soit ];,(x) = —pxet P =(0,1] , cela donne une famille de systemes ou chacun

2
est globalement asymptotiquement stable, eta V(x) = x? comme fonction de Lyapunov.

Le systéme commuté résultant :

admet les solutions

x(t) = e~ h 7@y (@),

Ainsi, tout signal de commutations o € L, produit une trajectoire qui ne tend pas vers 0.



Cela arrive a cause du taux de décroissance de V le long du p “™ sous systéme qui est donné

par:

av
— f,(x) = —px? 2.5
—fp(X) = —p (25)
qui devient de plus en plus petit avec des valeurs de plus en plus petites de p, on n’aura

donc pas la stabilité asymptotique si o va vers 0 trop rapidement.

Notons aussi que V n’est pas une fonction commune de Lyapunov en vue de la
définition plus haut, puisque les fonctions du membre droit de (2.5) pour 0 <p <1 ne
peuvent pas étre toutes bornées par une seule fonction définie négative.

La propriété énoncée en (2.4) sera suffisante pour la GUAS si 'ensemble P est
compact, et f, dépend continlment de p pour chaque x fixé. (Sous ces conditions nous

pouvons construire W en prenant le maximum du second membre de (2.4) sur P qui est
bien défini).

Ce résultat devient trivial si P est un ensemble fini, et si dans la suite il est infini,
nous supposerons qu’il est compact.

Exemple 1:

Soient deux systemes asymptotiquement stables définis par les matrices suivantes :

X =A1x et x=Ax avec Ay = (_1 0-25) et A, = ( -1 —1)

-1 -1 025 —1
) Fipre . 1 M
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Figure 59: Simulation numérique des deux systémes de I'exemple 1.

On considere le systeme commuté x = A,x o = 1,2.

La fonction V(x) = x;2 + x,2 est une fonction commune de Lyapunov, en effet :



av
aAl(x) = —x;2 — 1.4374x,% — (x; +.75x,)2 < 0

av
aAz(x) = —x12 - 1.4374x22 - (xl + .75x2)2 <0

ce qui permet de conclure la stabilité uniforme asymptotique.

Voici un autre exemple :

Exemple 2
1 Figure Ho. 1 _|O] x| 1 Figure Ho. 1 _|0] x| |
Fie Edi Mew lest Ivob Widw Help Fie Edi Miew wst Irok Wi Help
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Figure 60: Simulation numérique des deux systémes de I'exemple 2.

Et on considere le systeme commuté x = A,x o=12.
La fonction V(x) = x;2 + x,2 est une fonction commune de Lyapunov, en effet :

5)4

aAl(x) = —4x,2<0
av .
aAz(x) = _4x2 <0.

Ce qui permet de conclure la stabilité uniforme mais non asymptotique.

Remarque 3

Si P n’est pas un ensemble discret, on peut considérer les systémes évolutifs décrits par la
formule (1.3) avec des signaux de commutations continus par morceaux (au lieu de constants
par morceaux). L’existence d’une fonction de Lyapunov commune implique aussi la SUAG.

Dans la suite, si P est infini, nous supposerons (raisonnablement) qu’il est compact.



2.4 Le théoreme réciproque de Lyapunov

Nous nous intéresserons maintenant a l'identification des classes de systéemes
commutés qui sont GUAS. L’approche la plus classique pour résoudre ce probléme consiste a
chercher une fonction de Lyapunov qui soit partagée par tous les sous-systémes.

La question se pose alors de savoir si I'existence de cette fonction de Lyapunov
commune est une condition plus sévere que la GUAS elle-méme !

Une réponse négative a cette question - et par la méme occasion - une justification de
I'approche des fonctions communes de Lyapunov- nous vient du théoreme inverse de
Lyapunov pour les systemes commutés, qui dit que la SUAG d’un systéme commuté implique
I’existence d’une fonction commune de Lyapunov dés que la famille des sous-systeme (1.1)
vérifie des conditions de régularité et de bornétude uniforme (par rapport a ).

Il est facile de voir, et important a savoir, que ces conditions sont automatiquement

vérifiées si I'ensemble des indices P est fini (rappelons que tous les champs de vecteurs f,
sont supposés étre localement Lipschitz en x).

Théoreme 2

Si le systeme commuté (1.3) est (GUAS), si I'ensemble {f,(x) , p € P} est borné pour
chaque x et si la fonction (x,p) — f,(x) est localement Lipschitz en x uniformément par
rapport a p, alors tous les systemes de la famille (1.1) partagent une fonction de Lyapunov
commune radialement non bornée.

Il y a un résultat tres utile que nous trouvons particulierement intéressant de citer
ici comme corollaire. Il dit que sous les hypothéses du théoréme 2, toutes les combinaisons
convexes des sous-systemes de la famille (1.1) sont aussi asymptotiguement stables, ces
combinaisons (convexes) sont définies par le champ de vecteurs :

frae@ = afy+A-f;(0),  pgeP, ae(ol]
Corollaire 1
Sous les hypothéses du théoréme 2, pour tout a € [0,1] et tout p,q € P le systeme
% = frqa(®) (2.6)
est globalement asymptotiquement stable.

Cela peut étre prouvé en observant que la fonction commune de Lyapunov V du théoreme 2
décroit le long des solutions de (2.6). En effet, de I'inégalité (2.3) on obtient aisément :

av _ av av
afp,q,a(x) = aafi)(x) +(1- a)afq(x) < -W(x) Vx (2.7)



Remarque 3

La formule (2.7) veut dire méme plus ; elle veut dire que la fonction V est une fonction de
Lyapunov commune pour la famille élargie de systéemes :

*=foga®) + pgeP ac[01]} (2.8).
Par le théoréme 2, le systéme commuté généré par cette famille est aussi GUAS.

Une combinaison convexe de deux champs de vecteur asymptotiguement stables
n’est pas forcément asymptotiquement stable, en voici un exemple démonstratif :

Considérons les deux matrices de Hurwitz suivantes:

A= (_2'1 —_0?1)' Az = (_—Oil —3.1)

Leur moyenne (4; + A,)/2 n’est pas de Hurwitz.

La stabilité des combinaisons convexes nous offre un moyen facile de vérifier la GUAS, pour
voir que cette condition n’est pas suffisante. Considérons I’exemple suivant :

a=(73" 09 4=(or o)

Il est facile de vérifier que toutes les combinaisons convexes de ces deux matrices sont de
Hurwitz, les trajectoires des systéemes x = A;x et x = A,x sont tres similaires mais par la
commutation, il est possible d’obtenir une trajectoire non bornée.

2.5 Stabilité des systemes commutés linéaires
Nous allons voir dans la suite comment se traduisent les résultats qu’on a vu
précédemment dans le cas linéaire de la forme (1.4) ou tous les sous-systémes sont linéaires.

Rappelons d’abord que pour un systéeme linéaire x = Ax, la stabilité exponentielle
globale est équivalente a la condition (plus faible) d’attractivité locale, ce qui peut aussi étre
formulé par une matrice A de Hurwitz®>, ou I'existence d’une fonction guadratique de
Lyapunov :

V(x) = x"Px (2.9)
ou P est une matrice symétrique définie positive.

Considérons maintenant le systeme commuté (1.4), supposons que {4, ,p € P} est un
ensemble compact (par rapport a la topologie usuelle de R™ ") de matrices de Hurwitz.

Comme dans le cas des systémes linéaires sans commutations ce qui va suivre est vrai :

® C’est-a-dire qui admet des valeurs propres se trouvant toutes dans le demi-plan complexe gauche et ouvert.



Théoréme 3

Le systeme commuté (1.4) est GUES ssi il est localement attractif pour toute suite de
commutations.

Pour les systémes commutés linéaires, il est naturel de considérer des fonctions
communes de Lyapunov qui soient quadratiques, c'est-a-dire des fonctions qui soient de la
forme (2.9) de facon a ce que pour une certaine matrice symétrique définie positive Q on
ait :

ALP+PA,<—-Q VpEZP (2.10)

(L'inégalité M < N ou M < N pour deux matrices symétriques M et N veut dire que la
matrice M — N est semi définie négative ou définie négative respectivement).

En vue de I'hypothése de compacité faite auparavant, I'inégalité (2.10) est équivalente a la
suivante, qui est plus simple :

ATP+PA, <0 VpeP (2.11)

L'inégalité (2.11) est un systeme d’Inégalités Matricielles Linéaires, appelé couramment LMI
(Linear Matrix Inequalities). Une raison qui rend l'approche des fonctions quadratiques
communes de Lyapunov attractive, c’est que et qu’il y a des moyens numériques trés
efficaces pour résoudre les LMI, et qu’on dispose de moyens (algébriques) pour juger
I'infaisabilité de (2.11) :

Proposition

Pour P = {1,2, ..., m} une fonction quadratique commune de Lyapunov n’existe pas ssi, il
existe des matrices Ry, ..., R,; non toutes nulles, symétriques, définies positives vérifiant
I’équation :

m
Z(AiRi +R,AT) > 0 (2.12)
i=1

Esquisse de démonstration :

Remarquons que :

z tr[R;(ATP + PA))] = Z tr[(R,ATP + R;PA))]

i=1 =1

m
= Z tr[(PR,AT + PA;R))]

i=1



m
_ tr[Z(PRiAiT +PAR) |
i=1

m
i=1

Rappelons que si M et N sont deux matrices définies positives alors :

tr(MN) = tr(NM) >0
=tr[P ) (A;R; + RA]) ]
2

Une question se pose alors, est-il suffisant de travailler seulement avec des
fonctions communes de Lyapunov qui soient quadratiques ? En d’autres termes, si le
systéme commuté linéaire (1.4) est GUES et donc tous les systemes de la famille :

X = Apx, peEP (2.13)
partagent une fonction commune de Lyapunov (par les vertus du théoréeme 2), est-il vrai que
nous pourrons toujours trouver une fonction de Lyapunov commune qui soit quadratique ?

L'exemple suivant montre que la réponse a cette question est négative, c'est-a-dire que
méme un systeme commuté linéaire qui soit GUES, n’implique pas |’existence d’une fonction
de Lyapunov commune qui soit quadratique.

Prenons P = {1,2} et soient les deux matrices de Hurwitz suivantes :

4= ) 4= )

X Fait numéro 1: les systémes % = A;x etx = A,x ne partagent pas une fonction

commune de Lyapunov qui soit quadratique (i.e de la forme (2.9))
Pour montrer cela, et sans perte de généralités, nous pouvons chercher une matrice
symétrique définie positive P de la forme :

-

qui vérifie I'inégalité (2.11). On a

2—2q 2q+1-r
—ATp — =
AP = P4, (2q+1—r 2q+2r)
qui sera positif seulement si :
r —3)?
q* + % <1 (2.14)

De méme



q T
2 — 3 2q + 10— 10
2q+10—E 20q + 2r
sera positive si :
) (r — 300)2
q- +——< 100 (2.15)

800

Nous pouvons aisément vérifier que les deux ellipsoides d’équations (2.14) et (2.15)
sont d’intersection vide, comme montré sur la figure suivante :

-3
i

o 100{(3—/8)=:17

()-— 3485283

Figure 61: Les ellipses de ’exemple.

X Fait numéro 2 e systéme commuté de I'exemple est bien GUES.
Ce fait peut étre montré en étudiant le comportement du systéme par la technique du « pire
cas de commutations », qui sera défini comme suit :

Les vecteurs A;x et A,x sont colinéaires sur deux lignes qui passent par |'origine, dans tous
les autres points de R?, un des deux vecteurs pointe vers I'extérieur par rapport a l'autre
(c'est-a-dire qu’il forme un petit angle avec la direction radiale en cours). La stratégie du
« pire cas de commutations » consiste a suivre le vecteur qui pointe a I'extérieur. Comme les
commutations arrivent sur les deux lignes, la trajectoire qui en résulte va tendre vers 0, car
la distance de I'origine va décroitre aprés une rotation (Fig.62 suivante) :



Figure 62: Le pire cas de commutations de I’exemple.

Les trajectoires de tout autre signal de commutations convergent aussi vers
I'origine, et le pire cas de commutations décrit plus haut représente une borne inférieure
uniforme des taux de convergence, c’est pour cela que le systeme commuté est GUES.

3 Commutativité et stabilité des systemes commutés

La stabilité des systemes commutés peut étre étudiée sous des angles différents.
Dans la suite, nous allons nous intéresser a I'influence de la relation de commutativité sur la
stabilité des systemes commutés.

3.1 Les systemes commutant:

3.1.1 Le caslinéaire

Considérons le systeme commuté linéaire (1.4) et supposons pour le moment que
P ={1,2} et que les deux matrices A; et A, commutent, c'est-a-dire, A;4, = A,A;. Ou
alors [4;,A,] = 00U [.,.] représente le crochet de Lie défini par :

[A1;A2] =A14;, — AA, (2.16)

Il est bien connu que dans ce cas, nous allons avoir e41e4z = e42¢41 (cela peut &tre déduit
de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff) :

eAeB = eA+B+%[A,B]+%([A,[A,B]]+[B,[A,B]])+...
Ou plus généralement :
eAlteAzT — eAzTeAlt Vt,T > 0 (217)

Cela veut dire que les flux des deux systemes x = A;x et x = A,x commutent.



Maintenant, considérons un signal de switch arbitraire o et notons par t; et t; les longueurs
des intervalles temporaux sur les quels ¢ prend la valeur 1, puis 2 respectivement (voir
figure 12).

Figure 63: Commuter entre deux sous-systémes.

La solution engendrée par ce switch va s’écrire :
x(t) = - ed2lzeMtzeAzTigMtix(0),
Qui, envue de (2 .17) est égale a :
x(t) = - ed2T2e42T1  edrt2plitiy(() (2.18)
Un autre fait qu’on peut déduire de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff c’est que :
[A,B] =0 = e“ef =e4tE
Les multiples scalaires par la méme matrice évidemment commutent, on aura alors :
x(t) — eAz(T1+T2+'“)eA1(t1+f2+'“)x(0) (2_19)

Puisqu’au moins une des deux série t; +t, + -+ ou 1, + T, + -+ converge vers oo quand
t — oo, la matrice exponentielle correspondante converge vers zéro (a cause de la stabilité
des deux matrices A; et A,). Nous avons donc prouvé que x(t) = 0 pour un signal de
commutations arbitraires .

La généralisation a P contenant plus de deux éléments (mais fini) est directe, nous avons le
résultat suivant :

Théoreme 4

Si{Ay,,p € P} est un ensemble fini de matrices de Hurwitz qui commutent deux a deux, alors
le systeme commuté (linéaire) correspondant est GUES.

L'argument plus haut ne démontre que I'attractivité globale, indépendamment du
signal de commutations. Pour montrer le théoréme 4, nous pouvons invoquer le théoreme
3, ou utiliser une méthode plus directe qui consiste a construire une fonction de Lyapunov
commune de maniére itérative :

Voyons d’abord cette construction quand P = {1,2}.

On aura deux sous-systémes avec les équations de Lyapunov suivantes :



ATP, + PJA; = —1  équation 1

(bien sar, n’importe quelle autre matrice symétrique définie négative peut étre utilisée a la

place de - 1).

Montrons que V(x) = xTP,x est une fonction de Lyapunov commune pour les deux sous-
systémes.

Pour le deuxiéme sous-systéme on aura :
V(x) = xTP,x + xTP,x
= xT[ATP,x + xTP,A,]x
= —xTPx <0
Pour le premier sous-systéeme on aura
V(x) = xTP,x + xTP,x
=xT(ATP, + P,A))x
En utilisant I'’équation 1 et I'équation 2, et le fait que les deux matrices commutent on aura :
AT(=ALP, — P Ay ) + (—ALP, — PyAy YAy = —1
AL(ATP, + PAy ) + (ATPy + PAL )Ay =1

I est définie positive, A, est stable alors, cette derniere équation est une équation de
Lyapunov admettant une solution unique symétrique définie négative, ce qui veut dire que

ATP, + P,A,

est définie négative comme désiré.

Nous pouvons généraliser ce résultat comme suit :

Soit {44, 4,, ... Ay} un ensemble de matrices de Hurwitz qui commutent deux a deux, soit P;
I"'unique solution (symétrique et définie positive) de I'inégalité de Lyapunov :

ATP, + PJA; < -1

Pouri = 1,...,m, soit P; les solutions (uniques symétriques définies positives) des inégalités
de Lyapunov ATP, + P,A; < —P;_,, et P, = I alors la fonction :

V(x) = xTB,x (2.20)



est la fonction de Lyapunov quadratique commune désirée pour le systeme commuté (1.4).

Pour voir pourquoi cela est vrai, observons que la matrice P, est donnée par la formule :

o o0
T T
Pm = f edmtm <f eAltleAltldtl > ...eAmtmdtm
0 0

Fixonsun i € {1,2, ..., m}, puisque les matrices exponentielles commutent, nous pouvons les
regrouper et avoir :

P, = f eAltiQ,e4itidt, (2.21)
0

Ou Q; est donnée par une expression qui fait intervenir (m — 1) intégrales.

Cette matrice Q; peut donc étre obtenue en appliquant (m — 1) étapes de |'algorithme
précédant (sauf la i°™ étape), elle est donc définie positive.

Puisque (2.22) implique ATP,, + B, A; < —Q; , on conclut que V donnée par (2.20) est une
fonction de Lyapunov pour le ieme systéme.

Il est clair aussi qu’en changeant I'ordre des matrices {4, A4, ... A, } 1a matrice résultat B,
n’est pas affectée.

Exemple

Soit le systeme commuté linéaire engendré par les deux matrices qui commutent
suivantes:

A, = (‘01 _01) et A, = (_02 _01)

L'équation ATP, + P,A; = —I donne P, == 1.

N |-

En substituant P; dans

10
AYP, + P,A, = —P,, onaura P, = <8 )

1

4
Et V(x) = xT P,x est une fonction de Lyapunov commune pour les deux sous systémes.
Remarque

La commutativité est une condition suffisante mais pas nécessaire pour avoir une
fonction de Lyapunov commune.

Nous pouvons le constater grace a I’'exemple suivant :

Exemple



=2 1 -1 1
Al_(1 _2) et AZ_(1 _2)
ne commutent pas pourtant on peut vérifier que VV(x) = xTx est une fonction de Lyapunov
commune.

3.1.2 Le cas non linéaire

Pour étendre les résultats précédent aux systemes non linéaires, nous avons besoin
de rappeler la notion de crochets de Lie (ou commutateur de Lie) pour des champs de
vecteurs C' . C'est donc le champ de vecteurs défini par la formule :

af, af,
il = 20 o 20D

Pour des champs de vecteurs linéaires, f;(x) = A1x et f,(x) = A,x le second membre de
I'égalité devient :(A;4, — A,A;)x ce qui consistant avec la définition (2.16) du crochet de
Lie pour deux matrices qu’on a donné précédemment a part pour la différence de signe.

Si le crochet de Lie de deux champs de vecteurs est identiquement nul, on dira que ces deux
champs de vecteurs commutent, le résultat suivant est une généralisation directe du
théoreme 4.

Théoreme 5

Si. {fp,p € P} est un ensemble fini de champs de vecteurs de classe c! qui
commutent deux a deux, et que [lorigine est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable pour tous les sous-systemes de la famille (1.1) alors le systeme
commuté correspondant (1.3) est GUAS.

La preuve de ce théoréme établie la propriété GUAS directement sans construire
explicitement une fonction commune de Lyapunov .

Nous avons deux alternatives qui nous permettent de construire cette fonction de Lyapunov
commune mais malheureusement, elles requierent une hypothése plus forte, que tous les
sous-systemes de la famille (1.1) soient exponentiellement stables, et puis, elles nous
donnent une fonction de Lyapunov commune valable seulement localement, c'est-a-dire
dans un voisinage de |'origine, nous allons les résumer par la suite.

La premiere s’appelle la méthode indirecte de Lyapunov (extension de celle qui existe déja
en théorie des systemes continus classique).

Considérons les linéarisations des sous-systemes :

)
A, = 6—2(0), pEP (2.22)

Remarque 4



Si les champs de vecteurs commutent, alors leurs Linéarisations commutent, l'inverse n’est
pas forcément vrai.

Les matrices Apsont Hurwitz ssi les champs de vecteurs f, sont (localement)
exponentiellement stables, donc une fonction quadratique commune de Lyapunov pour les
linéarisations construite comme expliqué précédemment sert comme fonction de Lyapunov
commune locale a la famille originelle finie de systémes non linéaires (1.1).

La deuxieme méthode est une procédure de construction itérative, paralléle a celle
pour les systemes Linéaires (vue précédemment) mais en travaillant directement avec les
champs de vecteurs, (sa praticité reste a I'appréciation du lecteur !)

Considérons toujours que P = {1,2, ..., m} et supposons que les systemes dans (1.1) sont
exponentiellement stables, pour chaque p € P notons par ¢,(t,z) la solution du systeme
X = f,(x) avec la condition initiale (0) = z, nous allons définir les fonctions suivantes :

Vi) = [, 1o (z,%)|2dr

T
VL(X) = f Vi_l((pi(T,X))dT , i= 2, e, m
0
Ou T est une constante positive suffisamment large, alors V},, est une fonction de Lyapunov
commune locale pour la famille (1.1).

De plus, si les fonctions fp,p € P sont globalement Lipschitz, alors nous obtenons une
fonction de Lyapunov commune globale.

Pour le cas des systemes linéaires ﬁ,(x) =Ap,x , p€P on retrouve lalgorithme de
construction déja vu en posant T = co.

3.2 Algebres de Lie solvables et Nilpotentes

3.2.1 Systémes linéaires

Considérons encore le systéeme commuté de (1.4), en vue des anciens résultats il est
raisonnable de penser que si les matrices A, ,p € P ne commutent pas, la stabilité va
dépendre toujours de la relation de commutativité entre elles. Un objet puissant pour
révéler la nature de cette relation c’est I'Algebre de Lie g = {4, ,p € P}, engendrée par
les matrices A, ,p € P par rapport au crochet de Lie standard (2.16). C'est un espace
vectoriel linéaire de dimension au plus n? engendré par les matrices données et tous leurs
crochets de Lie (itératifs).

Remarque 5

Le crochet de Lie de deux matrices de Hurwitz n’est plus Hurwitz, comme nous
pouvons le constater de la formule suivante :



tr[A,B] = tr(AB) —tr(BA) =0

Au-dela du cas de commutativité, les classes les plus simples d’Algebre de Lie sont les
Algebres nilpotentes et solvables.

Une Algebre de Lie est dite nilpotente, si tous ses crochets de Lie a partir d’'un ordre
suffisamment grand sont nuls, la classe des Algébres de Lie solvables est plus large, c’est
celle ol tous les crochets de Lie a partir d’un certain ordre (suffisamment grand) d’une
certaine structure sont nuls.

Le premier cas non trivial, c’est lorsqu’ona P = {1,2}, [4;,4,] # 0 et

[A1, [A1, A;]] = [A2, [A4, Az]] = 0. Cela veut dire que g est une Algébre de Lie nilpotente de
degré 2 de et dimension 3, (comme une base nous pouvons choisir{A;,4,, [41,4,]}), la
stabilité du systeme commuté correspondant a cette situation a été étudiée, mais en
imposant que les instants de commutations soient des entiers multiples d’'un nombre entier
positif, dans I'esprit de la formule (2.19), la solution du systeme commuté peut s’écrire :

X(t) — eAleeAltleAszeAltzeA2T3x(O)
Ou au moins I'une des quantités 7,t,7,t,73 converge vers © quand t — 0.
Cette expression est une conséquence de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

Comme pour le cas de commutativité, il s’en suit que le systeme commuté est GUES, pour vu
que les matrices A; et A, soient de Huwitz.

Le résultat général suivant —dont la preuve est résumée un peu plus bas- inclus le
théoréme 4 comme cas spéciale :

Théoréeme 6

Si A, ,p € P est un ensemble compact de matrices de Hurwitz et que I'algébre de
Lie g = {Ap, ,p € P} 4 est solvable, alors le systeme commuté (1.4) est GUES.

Un exemple standard d’algébre de Lie solvable est celui généré par les matrices (non
strictement) triangulaires supérieures, c'est-a-dire avec des zéros partout sous la diagonale
principale. Nous allons exploiter le fait que - grace a un changement de coordonnées - toutes
les algébres de Lie solvables se caractérisent de cette facon. (C'est une conséquence du
théoréme de Lie bien connu en théorie d’algebre de Lie).

Proposition1 (de Lie)

Si g est une algébre de Lie solvable, alors il existe un changement de coordonnées
linéaire (pouvant étre complexe) grdce au quel, toutes les matrices de g seront
simultanément transformées a la forme triangulaire supérieure.



En vue de ce résultat, on peut supposer sans perte de généralité, que toutes les
matrices

Ay, ,p € P sont triangulaires supérieures, le fait suivant peut alors étre utilisé pour finir la
preuve du théoréeme 6.

Proposition2

Si A,

supérieures, alors le systéme commuté linéaire (1.4) est GUES.

, P € Pest un ensemble compact de matrices de Hurwitz triangulaires

Pour voir pourquoi cette proposition est vraie, supposons que P = {1,2} et x € R?,
et soit les deux matrices :

—a1 b1 ) (_az bz )

A = A, = 2.2
1 ( O _C1 ! 2 O _Cz ( 3)

Supposons pour simplifier que leurs entrées sont réelles, puisque les valeurs propres de ces

matrices sont de parties réelles strictement négatives onauraa; ,¢c; >0, i = 1,2;

Maintenant, considérons le systéme commuté x = A,(x), la deuxiéme composante de x
vérifie I’équation suivante :
Xy = —CoX3

C’est pourquoi x, décroit vers 0 de maniere exponentielle avec un taux égal a min{cy, ¢}
La premiere composante de x vérifie I’équation :
X'l = _ao-xl + ba-xZ

qui peut étre vu comme un systéme exponentiellement stable x; = —a,x; perturbé par
une entrée exponentiellement décroissante b,x,, et donc x; converge aussi vers 0
exponentiellement rapidement.

Ce n’est pas difficile d’étendre cet argument a des systémes de plus grandes
dimensions, par induction en commencant par la derniére composante et en remontant, et
pour P infini en supposant qu’il est compact.

Une autre preuve consiste a construire une fonction de Lyapunov commune pour la
famille des systémes (2.13). Cette construction est d’intérét indépendant, en fait dans ce cas
précis il est possible de trouver une fonction commune de Lyapunov qui soit quadratique de
la forme (2.9) avec P matrice diagonale, nous allons illustrer cela sur un exemple avec les
deux matrices dans (2.23), on cherche P sous la forme :

Iz
P‘(o dz)’

avecdq, d, > 0.



Un calcul direct nous donne :

i=1,2.

—ATP _PA. = (Zdlai _dlbi>
i 1 )

—dib; 2d,c¢;
Pour assurer que cette matrice est bien définie positive, nous pouvons prendre un d; > 0
arbitraire, puis choisir un d, > 0 suffisamment grand pour avoir :

4d,d,a;c; — d?b? > 0, i=1,2.

Encore une fois, nous pouvons généraliser cet argument au cas P infini compact, et utiliser
I'induction sur la dimension du systeme donné.

3.2.2 Systémes non linéaires
En utilisant la méthode indirecte de Lyapunov, nous pouvons obtenir la version
locale du théoréme 6 pour les systémes commutés non linéaires.

Considérons la famille des systemes non linéaires (1.1), supposons que toutes les fonctions
fp sont de classe C! et vérifient f»(0) = 0, considérons aussi la famille des linéarisations
correspondantes A, , p € P déefinies par la formule (2.22).

Corollaire 2

Supposons que les A, , p € P soient de Hurwitz, P est un ensemble compact et

9, , . . . ;o
a_; (x) dépend continiiment sur p pour chaque x dans un certain voisinage de I’origine.

Si I'algébre de Lie g ={Ap,p € P}, est solvable, alors le systtme commuté (1.3) est

localement uniformément exponentiellement stable.

C’est une application presque directe de la méthode indirecte de Lyapunov, bien
gue quelques hypotheses techniques additionnelles doivent étre imposées, parce qu’ici
I’ensemble P peut étre infini. Les linéarisations A, , p € P forment un ensemble compact

P 0 A -
parce gqu’elles sont définies par la formule (2.22) et a—]z’ (x) est supposée étre continliment

dépendante de p . De plus, puisque les matrices A, , p € P sont de Hurwitz et génerent une
algébre de Lie solvable, les systemes correspondants linéaires (2.13) partagent une fonction
guadratique commune de Lyapunov, (comme on I'a vu précédemment), il n’est donc pas
difficile de montrer que cette fonction est aussi une fonction commune de Lyapunov.

4 Stabilité sous commutations contraintes

4.1 Fonctions Multiples de Lyapunov

Nous commencons cette partie par la description d’un outil trés utilisé pour prouver
la stabilité des systemes commutés qui se base sur les fonctions multiples de Lyapunov,
généralement une ou plus pour chacun des sous-systémes a étre commuté.



Pour fixer les idées, considérons le systéme commuté (1.3) avec P = {1,2}.
Supposons les deux systémes x = f;(x) et x = f,(x) sont (globalement) asymptotiquement
stables, et soient V; et V/,leurs fonctions de Lyapunov (radialement non bornée) respectives.

On se pose dans la situation ol une fonction commune de Lyapunov des deux systémes n’est
pas connue ou n’existe pas, dans ce cas, nous pouvons essayer d’analyser la stabilité en
utilisant V; etV,.

Dans I'absence d’une fonction de Lyapunov commune, les propriétés de stabilité du
systeme commuté dépend du signal de commutations g, soient t; , i = 1,2, ... les instants
de commutations, s’l arrive que les valeurs de V; etV, coincident a chaque instant de
commutation, i.e: Vg, )(t;) = Vs (t) pour tout i alorsV; est une fonction de
Lyapunov pour le systeme commuté et donc, la stabilité asymptotique s’en suit.

Cette situation est représentée sur la figure 61(a).

Bien que, en général, la fonction V; sera discontinue. Chaque V, décroit quand le
p™Me sous systeme est actif, elle pourrait croitre quand il est n’est pas actif, ce
comportement est représenté sur la figure 61(b), I'idée essentielle qui nous permet de
conclure la stabilité asymptotique dans cette situation est la suivante : regardons la valeur
de V,au début de chaque intervalle ou =p , pour que le systeme commuté soit

asymptotiquement stable, cette suite de valeurs doit étre décroissante pour chaque p.

Voo (®) Vo (t)
' i

Figure 64: Deux fonctions de Lyapunov.

Théoreme 3.1

Soit (1.1) une famille finie de systéemes globalement asymptotiquement stables, et
soit Vi, ,p € P une famille de fonctions de Lyapunov correspondantes (radialement non
bornée). Supposons qu’il existe une famille de fonctions continues définies positives
W, ,p € P vérifiant la propriété que pour toute paire d’instants de commutations,



(titj) ,i<j telsquea(t) =o(t) =p€P eto(ty) #p pourt; <ty <tjonait:

% (x(4)) = o (x(tD) < —W, (x(ty)) (3.1)
Alors le systeme commuté (1.3) est globalement asymptotiquement stable.
Preuve:
Nous allons d’abord montrer la stabilité de I'origine dans le sens de Lyapunov.
Soit m le nombre des éléments de P, sans perte de généralité, on suppose que
P ={1,2,...,m}, considérons la boule centrée a I'origine de rayon arbitraire

g€ > 0. Soit R,, I'ensemble de la forme {x, V,,(x) < c;,},¢;n >0 qui est contenu dans
cette boule. Pour i =m —1,...,1 soit R; I'ensemble de la forme {x, V;(x) <c¢;},¢; >0
qui est contenu dans I'ensemble R; 4 .

Notons § le rayon d’une boule centré a I'origine qui prend place dans l'intersection de toutes
les suites d’ensembles construits plus haut, pour toute les permutations possibles de
{1,2, ..., m}. Supposons que la condition initiale vérifie |x(0)| < 6. Siles k premiéres valeurs
de o sont distinctes, ou k < m alors par construction, on aura |x(t;)| < €, apres cela, les
valeurs de o vont se répéter, et la condition (3.1) garanti que la trajectoire d’état va
toujours appartenir a I'un des ensembles cités plus haut, la figure ??? illustre cet argument
pourle casm = 2.

Pour montrer la stabilité asymptotique, observons que, comme P est fini, il existe un indexe
q €P qui lui est associee une suite infinie d'instants de commutations t;,t;, ..

telle que (en excluant le cas triviale ou il y a seulement un nombre fini de switch) o (tij) =q

la suite : (x(til)), Vy (x(tiz)), ... est décroissante et positive, pour cela elle admet une

limitec > 0,0ona:
0 =c= = fim by (et ) = i o x (1)
= 1lim,_o [V (x (tl-j+1)> —V,(x (tl-j))]
< Iimi=w, (x (5 )1 < 0
Donc W, (x (tij)) — 0 quand j — oo, nous savons aussi que W, est définie positive, puisque

V,, p € P est radialement non bornée, un argument similaire a celui utilisé précédemment
pour prouver la stabilité de Lyapunov montre que x(t) reste bornée.



C’est pourquoi x(tl-j) doit converger vers 0 quand j — oo, il s’en suit maintenant, de la

propriété de stabilité de Lyapunov que x(t) = 0 quand t - o

Figure 65: Démontrer la stabilité de Lyapunov au théoréme 3.1.

Il est important de noter que pour appliquer le théoréme 3.1 on doit avoir quelques
informations sur la solution du systéme, précisément la valeur des fonctions de Lyapunov
appropriées aux instants de commutations, ce qui veut dire la connaissance de la valeur de
la solution a ces instants-la, remarque que c’est la une différence majeure avec le théoréme
de Lyapunov classique ol on n’a pas besoin de connaitre la solution. (Bien s{r, dans les deux
cas reste le probleme de trouver la fonction de Lyapunov).

Les résultats de la technique des fonctions multiples de Lyapunov, comme le
théoréme (3.1) sont utiles quand on est dans une situation ou le signal de commutations est
une suite contrainte de facon a avoir la possibilité d’assurer la relation désirée entre les
valeurs de la fonction de Lyapunov aux instants de commutations.

4.2 Stabilité sous commutations lentes :

Nous allons dans cette partie utiliser la technique des fonctions multiples de
Lyapunov pour démontrer la propriété suivante : un systeme commuté est stable si tous ses
sous-systemes sont stables et que les commutations sont « suffisamment » lentes de fagon a
dissiper I'effet de « transition » aprés chaque switch.

4.2.1 Letemps de séjours:
La facon la plus simple de spécifier les commutations lentes, c’est d’introduire un

nombre 745 > 0 et restreindre la classe de signales admissibles a celles avec la propriété que
les instants de commutations t;, t,, ... vérifient la condition t;,; — t; > T4 pour tout i. Ce
nombre T, est appelé le temps de séjours (parce que o séjourne dans chacune de ses
valeurs pendant au moins 74 unités de temps.



Il est bien connu que tous les systemes linéaires de la famille (2.13) sont
asymptotiqguement stables, que le systeme commuté (1.4) est asymptotiquement stable si le
temps de séjours t,; est suffisamment grand, la borne inférieure de 7, requise peut étre
calculée a partir des bornes de décroissance exponentielle des matrices de transition des
sous systemes individuels.

Sous quelques hypothéses appropriées, un temps de séjours suffisamment grand
peut aussi garantir la stabilité asymptotique d’un systeme commuté dans le cas non linéaire.
Probablement le meilleur moyen de montrer des résultats de ce genre c’est d’utiliser les
fonctions multiples de Lyapunov, nous allons dans la suite résumer cet argument :

Supposons pour simplifier, que tous les systemes de la famille (1.1) sont globalement
exponentiellement stables, alors pour p € P il existe une fonction de Lyapunov V, qui, pour
certaines constantes positives a,, b, et ¢, vérifie :

aplx|* <V, (x) < bylx|? (3.2)
et

av, i

aﬁ,(x) < —cplx| (3.3)

En combinant (3.2) et (3.3) on trouve :

v,
a—;fp(x) < =22,V (%), p EP.
N _ O
ou /1p = E' p € P.
Ce qui implique que Vo (x(to + 14)) < e‘z’lpfdl/p(x(to)).

Pourvuquea(t) =p pourt € [ty ty+ T4] -

| | | |
) [ [ | — -

to o+Ta £ thi+7a 1, fa+7g

|
[

T

Figure 66: Un signal de commutation avec temps de séjours.

Pour simplifier le calcul suivant, nous nous plagons dans le cas ou P = {1,2} et ¢ prend la
valeur 1 sur [tg, t;) et 2 sur [ty,t;) avec tjy1 —t; >14 , =0,1.

Des inégalités plus hauton a :



b2 bz —2MT
Vo(t) < —Vi(t)) < —e “M1%V(t)
a, a,
En plus,

b b bb
Vi(ty) < —V,(ty) < —e 2Ry, (t,) < —— e 2a+Atay, (t,) (3.4)
a; a; a;a,

Il est maintenant direct de calculer une borne inférieure de t; qui garantie que les
hypothéses du théoréeme 3.1 sont satisfaites, impliquant ainsi que le systeme commuté (1.3)
est globalement asymptotiquement stable. En fait, il est suffisant d’assurer que :

Vi(ty) = Vi(to) < —vlx(to)l?
pour un certain ¥ > 0. En vu de (3.4) cela seravraision a:

b.b
(222 em20atiama — 1)1, () < —ylx(to)?

a,a;

qui sera réalisé en vertu de (3.2) si :

(b1b2

e—2(11+2,2)1'd — 1) al S _y
a;a;

Puisque y peut étre un nombre positif arbitraire, tout ce dont on a besoin d’avoir c’est :

(@e—zww)rd) <a
a

qui peut étre écrit de facon équivalente a :

a,a;

-2 + Ay)t4 < log R
102

Et finalement on arrive a :

S 1 l b,b,
ta 241 + 15) Ogalaz'

(3.5)

qui est la borne inférieure désirée sur le temps de séjours.

4.3 Stabilité sous des commutations dépendantes de I'état

Dans la section précédente, nous avons étudié la stabilité des systemes a
commutations dépendantes du temps et vérifiant certaines contraintes appropriées, un
autre exemple de commutations contraintes est celles dépendantes de I'état, ou
I'événement de commutation ne peut arriver que si I'état touche une surface de
commutation. Dans ce cas, 'analyse de stabilité est souvent facilitée par le fait que les



propriétés de chaque sous-systemes individuel sont en question seulement dans la région ou
ce sous systeme est activé et le comportement de ce sous systéme dans d’autres parties de
I’espace d’état n’influe pas sur le comportement du systeme commuté global.

Exemple (3.1)

Considérons les matrices (2X2) suivantes :

_(v -1 _ (v —2>
A = (2 y ) A, = (1 y (3.13)
Ou 1y est un nombre négatif suffisamment proche de O pour que les trajectoires des

systemes x = A;x etx = A,x ressemblent (qualitativement) aux deux premiers dessins
sur la FIGURE 50.

On définit maintenant un systéme linéaire a commutations dépendantes de I'état dans le
plan par:

,={A1x Si x1x, <0 (3.14)

A, x si x3x, >0

Il est facile de vérifier que la fonction V(x) = x"x vérifieV < O le long des
solutions non nulles de ce systtme commuté, donc nous avons une stabilité asymptotique
globale.

Les sous-systémes non méme pas besoin d’étre asymptotiquement stables, car la
fonction de Lyapunov doit seulement décroitre le long des solutions de chaque sous systéme
dans les régions appropriées, et pas nécessairement partout. Si on pose y = 0, alors V va
rester décroissante le long des solutions du systeme commuté (3.14).

Si ¥ est un nombre positif suffisamment petit, alors le systeme commuté (3.14) reste
globalement asymptotiquement stable, méme si les sous-systémes sont instables.

Il est important de comprendre que la fonction V joue le réle d’'une fonction de
Lyapunov seulement dans des régions appropriées pour chaque sous systeme, en fait, il n’y a
pas de fonction commune globale pour les deux sous-systemes de I'exemple. En effet, si on
change de loi de commutations a:

,_{Alx St x1x,>0
T A,x si o xx, <0

Alors le systeme commuté résultant est instable.

Si I'analyse de stabilité avec une seule fonction de Lyapunov ne marche pas, nous
pouvons utiliser la technique des fonctions multiples de Lyapunov, comme montré dans cet
exemple, (modification de I'exemple précédent).

Exemple (3.2)



Nous allons utiliser les mémes matrices de I'exemple précédent avec y nombre
négatif mais proche de zéro, pour définir le différent systéme a commutations dépendantes
de I'état suivant :

._{Alx si x4 =20
T l4,x si o x <0

Nous savons que les systémes linéaires x = A;x et X = A,x ne partagent pas une
fonction commune de Lyapunov, en plus il, est impossible de trouver une fonction
guadratique de Lyapunov qui décroit le long des solutions de chaque sous systemes dans les
régions correspondantes.

En effet, puisque chaque région est un demi-plan par symétrie, cela devrait donner une
fonction de Lyapunov quadratique commune, pourtant, si on considére les deux matrices
symétriques définies positives :

1
P1=(§ 2)» P2=<§ O)

0 1

Les fonctions V;(x) = xTP;x et V,(x) = xTP,x sont des fonctions de Lyapunov pour les
systémes x = A;x et x = A,x respectivement. De plus, sur la surface de commutations

{x : x; =0}, leurs valeurs coincident, donc la fonction V; ol ¢ est un signal de
commutations prenant la valeur de 1 si x; = 0 et la valeur 2 pour x; < 0 est continue le
long des solutions du systéme commuté. Cela prouve la stabilité asymptotique globale.

Figure 67: lllustration de la stabilité dans I’exemple (3.2).

Si dans I'exemple (3.2) on multiplie les matrices P; et P, par deux nombres
positifs arbitraires les fonctions de Lyapunov peuvent toujours vérifier les hypothéses du
théoréme (3.1). Mais c’est vrai qu’il est plus difficile d’appliquer le théoreme (3.1) si les
valeurs des fonctions de Lyapunov ne coincident pas sur les surfaces de commutations.
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