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Introduction

La modélisation mathématique en épidémiologie permet de comprendre
les mécanismes essentiels qui in�uencent la propagation des maladies et, ce
faisant, elle suggère des stratégies de contrôle.

Les modèles de propagation des maladies ont été étudiés depuis Ker-
mack et Mckendrick [10] en 1927, en particulier au cours des trente dernières
années. Beaucoup de ces modèles sont formulés sous forme d'équations di�é-
rentielles ordinaires (ODE) avec des variables distinctes pour décrire la taille
des groupes tels que les personnes sensibles, exposées et infectieuses, avec
éventuellement plusieurs compartiments pour diviser davantage ces classes.
La formulation de l'EDO suppose que tous les individus d'un compartiment
se comportent de manière identique, indépendamment du temps qu'ils ont
passé dans ce compartiment. Par exemple, elle suppose que tous les individus
dans un compartiment infectieux ont le même niveau d'infectiosité.

Les modèles épidémiques structurés en âge remontent au début du XXe
siècle, lorsque Kermack et McKendrick ont créé leur célèbre modèle SIR pour
expliquer les épidémies de maladies telles que la peste ou le choléra et donc
ce type de modèle a eu une présence dans la littérature sur les maladies in-
fectieuses. Leur principale contribution aux mathématiques a été un nouveau
type d'équations aux dérivées partielles avec des conditions aux limites non
locales, dont l'analyse a dé�é les mathématiciens au cours des 70 dernières
années.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres : le premier chapitre s'attache
à certains modèles épidémiologiques de base tel que le modèle de Bernoulli
qui était le premier en épidémiologie, les modèles classiques SIR et SIS et
celui du paludisme. Nous dé�nissons la notion du nombre de reproduction
de base R0 pour chaque modèle.

Dans le deuxième chapitre, on étudie le modèle SIR avec durée d'infection
x. Nous étudions la stabilité locale en utilisant la méthode de linéarisation.
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Le troisième chapitre est spéci�que pour la présentation et l'étude du
modèle mathématique SEIR avec âge d'infection a. On étudie l'existence
et l'unicité de solution. Ensuite, selon les valeurs du taux de reproduction
de base R0, on étudie la stabilité locale et globale des états stationnaires en
utilisant la méthode de linéarisation et des fonctions de Lyapunov appropriés.
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Chapitre 1

Quelques modèles de base en

épidémiologie

L'épidémiologie est l'étude de la propagation des maladies. Son but est de
retracer les facteurs responsables ou contribuant à leur apparition. En épidé-
miologie, les modèles mathématiques ont un rôle fondamental pour connaitre
le développement de l'épidémie et essayer de la contrôler.
Dans ce chapitre, on va présenter quelques modèles de base en épidémiologie
qui vont nous servir dans les chapitres suivants.

1.1 Modèle de la variole : Daniel Bernoulli

Le 30 Avril 1760, D.Bernoulli [2] a proposé le premier modèle mathé-
matique en épidémiologie, pour tester l'e�cacité de l'inoculation. Il est im-
portant de savoir qu'à l'époque il n'y avait pas de vaccins, que la technique
d'inoculation était très controversée et que la maladie était dévastatrice.
On désigne par S(x) la population d'âge x qui n'a pas encore attrapé la va-
riole, R(x) la population d'âge x qui a attrapé la variole et qui a survécu,
(elle admet donc immunité permanente) et on note P (x) = S(x) + R(x) la
population d'âge x. Le modèle de Bernoulli s'écrit alors comme suit :

dS

dx
= −qS(x)−m(x)S(x),

dR

dx
= (1− p)qS(x)−m(x)R(x),

(1.1)
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où m(x) représente la mortalité à l'âge x qui n'est pas due à la variole, c'est-
à-dire la mortalité naturelle, q est la probabilité d'attraper la maladie dans
l'année et p est la probabilité de mourir de la variole par année.
D'après la première équation du système (1.1), on a

S(x) = S(0)e−qx−
∫ x
0 m(y)dy.

De même, à partir de la deuxième équation du système (1.1), on a aussi

dR

dx
+m(x)R(x) = (1− p)qS(0)e−qx−

∫ x
0 m(y)dy.

Après intégration on obtient,

R(x) = S(0)(1− p)(1− e−qx)e−
∫ x
0 m(y)dy.

La proportion des susceptibles à l'âge x est,

S(x)

P (x)
=

S(x)

S(x) +R(x)
,

=
e−qx

e−qx + (1− p)(1− e−qx)
,

=
1

1 + (1− p)(eqx − 1)
. (1.2)

Bernoulli utilise les valeurs de P (x) qui se trouvent dans le tableau de Halley
[8] et à l'aide de la formule (1.2), il détermine les valeurs de S(x) et de R(x)
que l'on retrouve dans la colonne 3 et 4 respectivement du Tableau 1.
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Tableau 1 : Tableau fourni par Halley [8]

Par la suite Bernoulli s'intéresse exclusivement au cas de l'inoculation de la
variole à la population entière depuis la naissance, il suppose que tous les
bébés sont inoculés avec un risque ε de mourir, Il trouve les deux résultats
suivants :

� L'espérance de vie sans inoculation est 26 ans et 7 mois.

� Supposons maintenant que tout le monde est inoculé à la naissance. La
nouvelle population P ∗(x) ne fera que suivre l'équation

dP ∗

dx
= −m(x)P ∗(x).
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Par conséquent , Bernoulli a pu réaliser une nouvelle table numérique
pour la population P ∗. Il a appliqué la méthode de trapèze, Bernoulli
déduit que l'espérance de vie avec inoculation à la naissance est 29 ans
et 2 mois et il a trouvé que la probabilité est proche de 1, c'est la rai-
son pour laquelle il encourage l'inoculation. Mais le Français Alembert
s'est opposé au travail de Bernoulli. Bien que Alembert ait tenu des
propos justi�és, il n'a pas saisi les arguments mathématique de Ber-
noulli, notamment les études probabilistes. Comme d'Alembert tenait
une grande place politique à l'académie, il a réussi à garder l'÷uvre de
Bernoulli sous sa coupe pendant près de dix ans. Dans le même temps,
il a publié son propre ouvrage qui contient des conclusions presque en
contradiction avec celles de ce dernier.

1.2 Modèle de Ronald Ross pour le paludisme

Le paludisme est causé par des protozoaires parasites du genre Plasmo-
dium. Les protozoaires sont transmis aux humains par les piqûres de mous-
tiques femelles infectés de type anophèle lorsqu'ils prennent un repas de sang.

1.2.1 Modélisation de la transmission du paludisme

Les premiers travaux de modélisation mathématique de la dynamique
de la transmission du paludisme ont été réalisés au début des années 1900
par R.Ross [20], qui a reçu plus tard le prix Nobel de médecine pour ses re-
cherches médicales sur le paludisme. Pour formuler le modèle de R.Ross pour
la transmission du paludisme, nous considérons une population de moustiques
n et une population humaine N , et supposons que les deux populations sont
constantes. Soient SN et IN les humains sensibles et infectieux, et Sn et In
les moustiques femelles sensibles et infectées.
Le processus de transmission du paludisme entre les populations humaines
et les moustiques est décrit dans la �gure (1.1).
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Figure 1.1 � Diagramme de transfert pour le modèle de Ross. Les �èches
pleines indiquent un transfert. Les �èches pointillées indiquent une infection
croisée.

Les équations du modèle sont présentées comme suit :

dSN

dt
= δNN − δNSN − bc1

In
N
SN + µNIN ,

dIN
dt

= bc1
In
N
SN − (δN + µN)IN ,

dSn

dt
= δnn− δnSn − bc2

IN
N

Sn,

dIn
dt

= bc2
IN
N

Sn − δnIn,

(1.3)
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où les paramètres utilisés dans le modèle sont énumérés dans Tableau 2.

b Taux de piqûre(nombre d'humains piqués par moustique dans une unité de temps).
c1 Probabilité d'une infection humaine résultant d'une piqûre infectieuse.
c2 Probabilité d'une infection par un moustique à la suite à une piqûre infectieuse.
δN Taux de natalité et de mortalité humaine.
δn Taux de natalité et de mortalité des moustiques.
µN Taux de guérison des humains.

Tableau 2

Ross a examiné l'évolution de la fraction d'individus dans les compartiments
des infectés (IN , In) à l'aide de deux équations di�érentielles ordinaires sui-
vantes : 

dx1

dt
= lbc1x2(1− x1)− dx1,

dx2

dt
= bc2x1(1− x2)− δnx2.

(1.4)

où x1 représente la fraction des humains infectés ( IN
N
) et x2 est la fraction

des moustiques infectés ( In
n
) et d = δN + µN , l = n

N
.

Nous considérons le système (1.4) dans la région bornée suivante :

Γ = {(x1, x2) ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}

Le modèle est réécrit ainsi :
dx1

dt
= g1(x1, x2),

dx2

dt
= g2(x1, x2).

(1.5)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz [5] assure l'existence et l'unicité de la
solution du système (1.5).
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En utilisant la proposition10 de l'Annexe, nous montrons que les solutions
sont positives :

Lorsque x1 = 0, x2 ≥ 0 donc g1(x1, x2) = lbc1x2 ≥ 0.

Lorsque x1 ≥ 0, x2 = 0 donc g2(x1, x2) = bc2x1 ≥ 0.

Quand x1 = 1, x2 ≥ 0 alors g1(x1, x2) = −dx1 ≤ 0.

Quand x1 ≥ 0, x2 = 1 alors g2(x1, x2) = −δnx2 ≤ 0.

Ainsi, nous pouvons dire que Γ est positivement invariant.

1.2.2 Points d'équilibre et nombre de reproduction de

base

Le système (1.5) a deux équilibres possibles dans l'intervalle [0, 1]× [0, 1]
[22] : l'équilibre sans maladie, P0 = (0, 0), qui correspond à l'absence de
malaria (autre nom du paludisme) et un équilibre endémique P ∗ = (x∗

1, x
∗
2),

où x∗
1, x

∗
2 sont donnés par

x∗
1 =

lb2c1c2 − δnd

lb2c1c2 + dbc2
, x∗

2 =
lb2c1c2 − δnd

lb2c1c2 + lc1bδn
.

On note que x∗
1, x

∗
2 > 0 si et seulement si la condition suivante est véri�ée :

R0 =
lb2c1c2
δnd

> 1.

On appelle R0 le nombre de reproduction de base qui est un concept clé
en épidémiologie, il mesure le nombre moyen de personnes infectées par une
personne infectée au début d'une épidémie.

1.2.3 Stabilité locale des points d'équilibre

A�n d'étudier la stabilité des points d'équilibre, nous faisons le calcul de
la matrice Jacobienne à ces points.

La matrice jacobienne du système (1.5) est donnée par :

Jac(x1, x2) =

[
−d− lbc1x2 lbc1(1− x1)
bc2(1− x2) −δn − bc2x1

]
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La matrice jacobienne au point P0 est :

Jac(0, 0) =

[
−d lbc1
bc2 −δn

]

Dans ce cas nous avons :

tr(Jac(0, 0)) = −d− δn =< 0

det(Jac(0, 0)) = dδn − lb2c1c2 > 0, si R0 < 1

Ainsi le point d'équilibre P0 est localement asymptotiquement stable si R0 <
1, même s'il existe quelques malades, ils ne déclencheront pas une épidémie
et instable si R0 > 1, ils déclencheront une épidémie.
La matrice jacobienne au point P ∗ = (x∗

1, x
∗
2) est :

Jac(x∗
1, x

∗
2) =

[
−lbc1

x∗
2

x∗
1

lbc1(1− x∗
1)

bc2(1− x∗
2) −bc2

x∗
1

x∗
2

]

Nous avons tr(Jac(x∗
1, x

∗
2)) < 0 et det(Jac(x∗

1, x
∗
2)) = lb2c1c2 − dδn > 0 si

R0 > 1, donc l'équilibre endémique P ∗ = (x∗
1, x

∗
2) est localement asymptoti-

quement stable si R0 > 1, que l'épidémie ne s'arrêtera pas.

1.3 Le modèle SIR de Kermack-Mckendrick

Le modèle SIR de Kermack-Mckendrick [10] joue un rôle très important
en l'épidémiologie, c'est un modèle qui permet de décrire la propagation
d'une épidémique au sein d'une population, ce modèle suppose que la popu-
lation totale N est divisée en trois compartiments notées S, I et R comme
le montre la �gure 1.2. où S(t) est le nombre d'individus sensibles à la ma-
ladie dit susceptibles, c'est-à-dire qui ne sont pas encore infectés au temps
t. I(t) désigne le nombre d'individus infectés, supposés infectieux et capable
de transmettre la maladie par contact avec les individus susceptibles. R(t)
désigne le nombre d'individus guéris. Dans le modèle, les personnes guéries
sont immunisées pour le reste de leur vie.
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Figure 1.2 � Les compartiments du modèle SIR.

Les équations du modèle sont présentées comme suit :

dS
dt

= −βSI
N

,

dI
dt

= βSI
N

− γI,

dR
dt

= γI.

(1.6)

Le paramètre β est le taux de transmission de la maladie et γ est le taux
de guérison.

Considérons les conditions initiales

S(0) = S0 = N − I0, I(0) = I0, R(0) = R0 = 0,

avec 0 < I0 < N . Le nombre I0 est en général très petit devant N .

1.4 Quelques propriétés du modèle de Kermack-
Mckendrick

Proposition 1 Le sysème (1.6) a une solution unique dé�nie pour tout t >
0. De plus la solution est positive.

Démonstration :

Le théorème de Cauchy-Lipschitz assure l'existence et l'unicité d'une solution
du système (1.6) sur un intervalle maximal [0, Tmax[. D'après la première
équation du système (1.6), on a pour tout 0 < t < Tmax,

S(t) = S0e
− β

N

∫ t
0 I(σ)dσ > 0,
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car S0 > 0. De même, à partir de la deuxième équation du système (1.6), on
a aussi

I(t) = I0e
∫ t
0

β
N
(S(σ)dσ−γt) > 0,

car I0 > 0. En�n, à partir de la troisième équation du système, (1.6)

R(t) = γ

∫ t

0

I(σ)dσ > 0

pour tout t > 0.
Par ailleurs

dS

dt
+

dI

dt
+

dR

dt
= 0,

donc
S(t) + I(t) +R(t) = S(0) + I(0) +R(0) = N.

Ce modèle est une approximation de la réalité d'une épidémie, car dans la
réalité, une population enregistre des décès et des naissances sa taille n'est
pas constante et donc 0 < S(t) < N , 0 < I(t) < N et 0 < R(t) < N
pour tout 0 < t < Tmax. Comme les solutions restent bornées sur l'intervalle
maximal [0, Tmax[, il en résulte que Tmax = ∞ (dans l'analyse d'une épidémie
prendre un temps in�ni n'a pas de sens). Le système (1.6) a donc une unique
solution dé�nie pour tout t > 0.

Proposition 2 lim
t−→+∞

(S(t), I(t), R(t)) = (S(∞), I(∞), R(∞)) existe.

Démonstration : Nous avons

S ′(t) = −βSI

N
≤ 0,

ce qui implique que S est décroissante et minorée par 0 donc elle converge
vers une limite S(∞) ≥ 0. De même

R′(t) = γI ≥ 0

alors R est croissante et majorée par N donc elle converge vers une limite
R(∞) ≤ N .
Nous avons aussi

I(t) = N − S(t)−R(t),

alors I(∞) = N − S(∞)−R(∞) existe.
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Proposition 3 [13] S0>0 et I0>0 implique 0<S(∞) ≤ S0 et I(∞)=0.

Démonstration :

A partir du système (1.6), on trouve

dS

dR
= − β

γN
S.

En résolvant cette équation pour S, on obtient

S(R) = S(R(0))e−
β

γN
R(t) = S0e

− β
γN

R(t) ≥ S0e
−β

γ > 0.

Ceci implique que

S(∞) = S0e
− β

γN
R(∞) ≥ S0e

−β
γ > 0.

Par conséquent, 0 < S(∞) ≤ S0.
D'après l'équation S et le fait que S(∞) et I(∞) existent, nous savons que

lim
t−→∞

S ′(t) = − β

N
S(∞)I(∞) existe.

En outre, lim
t−→∞

S ′(t) = 0.

On suppose par absurde qu'il existe un α < 0 tel que

lim
t−→∞

S ′(t) = α.

alors S ′(t) < α
2
pour t > T , pour un temps T su�samment grand, et donc

S(t) < S(T ) +
α

2
(t− T ) < 0 pour t > T − 2S(T )

α
.

Cela contredit S(t) > 0 pour tout t > 0.
Par conséquent, S(∞)I(∞) = 0, et puisque S(∞) > 0, alors I(∞) = 0.

1.4.1 Formule de la taille �nale d'une épidémie

L'intégration de la somme des deux premières équations de (1.6) de 0 à
∞ donne

γ

∫ ∞

0

I(t)dt = S0 + I0 − S(∞) = N − S(∞).
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La division de la première équation de (1.6) par S et l'intégration de 0 à
∞ donne

log
S0

S(∞)
=

β

N

∫ ∞

0

I(t)dt =
β

γN
(N − S(∞)) = R0(1−

S(∞)

N
), (1.7)

où R0 =
β
γ
, représente le nombre de reproduction de base.

L'équation (1.7) est appelée la relation de taille �nale. Elle donne une
relation entre le nombre de reproduction de base et la taille de l'épidémie.
Notez que la taille �nale de l'épidémie, c'est-à-dire le nombre d'individus de
la population qui sont infectés au cours de l'épidémie, est

R(∞) = N − S(∞). (1.8)

Nous remplaçons S(∞) par N−R(∞) dans l'équation (1.7), ce qui donne

log
S0

N −R(∞)
= R0(1−

N −R(∞)

N
),

au début de l'épidémie S0 ≃ N , on trouve donc l'approximation suivante
pour la taille �nale de l'épidémie

1− R(∞)

N
= e−R0

R(∞)
N .

Ainsi la proportion totale des personnes infectées dans la population
(x=R(∞)

N
) véri�ée

1− x = e−R0x.

On ne peut pas avoir une solution explicite de cette équation, mais on
peut la résoudre numériquement par la méthode de Newton, ainsi la solution
est donnée dans le tableau 3 avec di�érentes valeurs de R0.

R0 1.1 1.2 1.5 2 2.5 3
x 17% 31% 58% 79% 89% 94%

Tableau 3 : Taille �nale de l'épidémie en fonction de R0.

1.5 Modèle SIS

Dans le cas d'un modèle SIS, les individus infectés retournent dans le
compartiment sensible après leur rétablissement.
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Figure 1.3 � Les compartiments du modèle SIS.

C'est-à-dire que l'on peut être infectés plusieurs fois par le même virus
(comme pour le Covid-19)

Les équations du modèle sont présentées comme suit :
dS
dt

= −βSI
N

+ γI,

dI
dt

= βSI
N

− γI.

(1.9)

Avec les conditions initiales

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0

La population totale N est constante, avec :

N = S + I car
dS

dt
+

dI

dt
= 0.

Dans ce type de modèles, il y aura deux résultats possibles pour une épi-
démie initiale : soit l'épidémie se termine, soit la maladie devient endémique.
Pour le voir remplaçons S = N − I dans la deuxième équation, on obtient

dI

dt
= β(N − I)

I

N
− γI = (β − γ)I − β

N
I2,

= (β − γ)I

(
1− I

N − γN
β

)
. (1.10)

C'est une équation di�érentielle de type logistique de la forme suivante :

dI

dt
= rI(1− I

K
),

avec r = β− γ et K = N − γN
β
. Rappelons l'analyse de l'équation logistique.
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L'équation logistique peut être résolue explicitement en utilisant la sépa-
ration des variables, la solution satisfaisant la condition initiale x(0) = x0 est
la suivante :

x(t) =
Kx0e

rt

K − x0 + x0ert
=

Kx0

x0 + (K − x0)e−rt
. (1.11)

L'expression (1.11) de la solution du problème de valeur initiale logistique
montre que x(t) se rapproche de la limite K lorsque t −→ ∞ si x0 > 0 à
condition que r > 0. Si r < 0 alors K < 0 et x(t) s'approche de 0 lorsque
t −→ ∞.

Nous résumons ces résultats dans la proposition suivante :

Proposition 4

1. Si β
γ
< 1, alors, pour tout 0 < I0 < N, I(t) −→ 0 lorsque t −→ ∞.

Dans ce cas l'infection s'éteint.

2. Si β
γ
> 1, alors, pour tout 0 < I0 < N, I(t) −→ N

(
1 − γ

β

)
lorsque

t −→ ∞. Dans ce cas l'infection persiste.

En notant comme pour le modèle SIR, R0 le nombre de reproduction de
base

R0 =
β

γ
.

La proposition 4 peut être réinterprétée ainsi pour les solutions du modèle
SIS.

1. Si R0 < 1, alors (S(t), I(t))−→(N, 0) lorsque t−→ ∞.

2. Si R0>1, alors (S(t), I(t))−→
(

γN
β
,N
(
1− γ

β

))
lorsque t−→ ∞.

Mais dans la réalité le cas R0 > 1 conduit à un nombre constant de
malade pendant un temps in�ni (ou au moins très long) à la condition que
l'on puisse être réinfecté un nombre in�ni de fois, ce qui ne se rencontre
jamais dans l'histoire de l'humanité car toutes les épidémies (Peste, choléra,
grippe espagnole, ebola) qui ont frappé l'humanité ont eu une �n, en raison
de la modi�cation dans le temps du facteur R0, à la suite de la diminution de
virulence des virus et de l'augmentation de l'immunisation de la population.
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Chapitre 2

Le modèle SIR avec âge

d'infection

Dans ce chapitre, nous étudions un modèle épidémique sous forme d'une
équation aux dérivées partiales, où on introduit l'âge d'infection, pour avoir
plus de précisions comme par exemple dans le taux d'infectiosité prendre
une constante en EDO n'est pas vrai en réalité car il vari en fonction de l'âge
d'infection. Ce modèle est déjà étudié dans ([14], [15]). Le modèle suppose
que la population totale N est répartie en trois classes : les susceptibles S,
les infectés I, les réfractaires R. Dans ce modèle, les infectés sont structurés
en âge d'infection.

Les équations du modèle sont présentées comme suit :

dS

dt
= Λ− S(t)

∫ +∞
0

b(a)i(t, a)da−mS(t),

∂i

∂t
(t, a) +

∂i

∂a
(t, a) = −(c(a) + d(a) +m)i(t, a),

i(t, 0) = S(t)
∫ +∞
0

b(a)i(t, a)da,

dR

dt
=
∫ +∞
0

c(a)i(t, a)da−mR(t).

(2.1)

Considérons les conditions initiales

S(0) = S0 , i(0, a) = i0(a) , R(0) = 0,
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où a ≥ 0 la durée depuis le début de l'infection et i(t, a) est la densité
d'individus infectés depuis un temps a à l'instant t,

Λ est le taux de recrutement, m est le taux de mortalité naturel, b(a) est
le taux d'infectiosité de la maladie à l'âge a, c(a) est le taux de guérison à
l'âge a et d(a) représente le taux de mortalité dû à la maladie à l'âge a. On
note par I(t)=

∫ +∞
0

i(t, a)da le nombre total de personnes infectées à l'instant
t.

2.1 Etats d'équilibre et nombre de reproduc-
tion de base :

Les équilibres du modèle (2.1) satisfont le système suivant :

0 = Λ− S∗ ∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da−mS∗,

∂i∗

∂a
(a) = −(c(a) + d(a) +m)i∗(a),

i∗(0) = S∗ ∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da,

0 =
∫ +∞
0

c(a)i∗(a)da−mR∗.

(2.2)

Le système (2.1) a un équilibre sans maladie, où i∗(a) = 0 et R∗ = 0. Les
susceptibles satisfont S∗ = Λ

m
. Ainsi, l'équilibre sans maladie est donné par

ξ0 = (
Λ

m
, 0, 0).

On s'intéresse maintenant à l'équilibre endémique. En résolvant l'équation
di�érentielle véri�ée par i∗, on obtient

i∗(a) = i∗(0)π(a)

où
π(a) = e−ma−

∫ a
0 c(σ)+d(σ)dσ

est la probabilité de rester dans la classe infectée.
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En remplaçant l'expression de i∗(a) dans la condition initiale, on obtient
une valeur pour S∗

S∗ =
1∫ +∞

0
b(a)π(a)da

.

D'après la quatrième équation du système (2.2), on a

R∗ =
i∗(0)

∫ +∞
0

c(a)π(a)da

m
.

De même, à partir de la première équation du système (2.2), on a aussi

i∗(0) = mS∗(R0 − 1).

où R0 est le nombre de reproduction de base, dé�ni comme suit :

R0 =
Λ

m

∫ +∞

0

b(a)π(a)da.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 5 Le système (2.1) a un équilibre endémique si et seulement si
R0 > 1 et cet équilibre est unique.

2.2 Stabilité locale de l'état d'équilibre sans ma-
ladie

Proposition 6 L'équilibre sans maladie est localement asymptotiquement
stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1.

Preuve :

Pour voir ce résultat, nous linéarisons le système (2.1) autour de l'équilibre
sans maladie. Pour cela nous considérons les perturbations suivantes :

S(t) =
Λ

m
+ w(t) , i(t, a) = y(t, a) , R(t) = z(t).
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Le système linéarisé s'écrit comme suit :

dw

dt
= −Λ

m

∫ +∞
0

b(a)y(t, a)da−mw(t),

∂y

∂t
+

∂y

∂a
= −(c(a) + d(a) +m)y(t, a),

y(t, 0) =
Λ

m

∫ +∞
0

b(a)y(t, a)da,

dz

dt
=
∫∞
0

c(a)y(t, a)da−mz(t).

(2.3)

Nous cherchons une solution de la forme

w(t) = Cwe
λt, y(t, a) = Cy(a)e

λt, z(t) = Cze
λt.

Avec λ est une valeur propre complexe (λ ∈ C). En remplaçant ces solutions
dans le système (2.3), nous obtenons le problème linéaire de valeur propre
suivant : 

λCw = −Λ

m

∫ +∞
0

b(a)Cy(a)da−mCw,

∂Cy

∂a
+ λCy(a) = −(c(a) + d(a) +m)Cy(a),

Cy(0) =
Λ

m

∫ +∞
0

b(a)Cy(a)da,

λCz =
∫ +∞
0

c(a)Cy(a)da−mCz.

(2.4)

En résolvant la deuxième équation du système (2.4), on obtient

Cy(a) = Cy(0)π(a)e
−λa.

En substituant dans la condition initiale du système (2.4), on obtient l'équa-
tion caractéristique suivante :

Λ

m

∫ +∞

0

b(a)π(a)e−λada = 1. (2.5)
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On pose :

G(λ) =
Λ

m

∫ +∞

0

b(a)π(a)e−λada.

On suppose par l'absurde qu'il existe un λ = λ1 + iλ2 , tel que

λ1 ≥ 0.

On a :

|G(λ)| ≤ Λ

m

∫ +∞

0

b(a)π(a)e−λ1ada = G(λ1) ≤ G(0) = R0 < 1.

Cela contredit (2.5), et donc l'équation caractéristique n'a pas de racines
avec une partie réelle positive ou nulle. Ainsi, l'équilibre sans maladie est
localement asymptotiquement stable si R0 < 1, ce qui signi�e que si quelques
cas de personnes infectées apparaissent, leur nombre va se réduire à 0 et la
maladie ne va pas se propager.

Si R0 > 1, il existe au moins une valeur propre λ réelle pure, tel que
G′(λ) < 0, ce qui implique que G est strictement décroissante et G(0) =
R0 > 1. De plus lim

λ→+∞
G(λ) = 0. Par conséquent, il existe un λ∗ positif

tel que G(λ∗)=1. Ainsi, l'équilibre sans maladie est instable. Dans ce cas, si
quelques cas de personnes infectées apparaissent, la maladie va se propager.

2.3 Stabilité locale de l'état d'équilibre endé-
mique

Proposition 7 Si R0 > 1, alors l'unique équilibre endémique est localement
asymptotiquement stable.

Démonstration :

Nous linéarisons le système (2.1) autour de l'équilibre endémique. Soit
S(t) = S∗ + w(t), i(t, a) = i∗(a) + y(t, a) et R(t) = R∗ + z(t). Le système
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linéarisé s'écrit comme suit :

dw

dt
= −S∗ ∫ +∞

0
b(a)y(t, a)da− w(t)

∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da−mw(t),

∂y

∂t
+

∂y

∂a
= −(c(a) + d(a) +m)y(t, a),

y(t, 0) = S∗ ∫ +∞
0

b(a)y(t, a)da+ w(t)
∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da,

dz

dt
=
∫∞
0

c(a)y(t, a)da−mz(t).

(2.6)

En cherchant des solutions exponentielles, nous obtenons le problème linéaire
de valeurs propres suivant :

λCw = −S∗ ∫ +∞
0

b(a)Cy(a)da− Cw

∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da−mCw,

∂Cy

∂a
+ λCy(a) = −(c(a) + d(a) +m)Cy(a),

Cy(0) = S∗ ∫ +∞
0

b(a)Cy(a)da+ Cw

∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da,

λCz =
∫ +∞
0

c(a)Cy(a)da−mCz.

(2.7)

En résolvant la deuxième équation du système (2.7), on obtient

Cy(a) = Cy(0)e
−λaπ(a).

La première et la troisième équations du système (2.7) impliquent

Cw = − Cy(0)

λ+m
, λ ̸= −m.

En remplaçant w et y(x) dans l'équation de y(0), on obtient

Cy(0) = S∗
∫ +∞

0

b(a)Cy(0)e
−λaπ(a)da− Cy(0)

λ+m

∫ +∞

0

b(a)i∗(a)da.

En annulant Cy(0) et on pose A =
∫ +∞
0

b(a)i∗(a)da, on obtient l'équation
caractéristique suivante :

λ+m+ A

λ+m
= S∗

∫ +∞

0

b(a)e−λaπ(a)da.
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On considère λ = λ1 + iλ2 avec λ1 ≥ 0, alors

|S∗
∫ +∞

0

b(a)e−λaπ(a)da| ≤ S∗
∫ +∞

0

b(a)π(a)da = 1.

Car S∗ =
1∫ +∞

0
b(a)π(a)da

. De même, on a

∣∣∣λ+m+ A

λ+m

∣∣∣ = √
(λ1 +m+ A)2 + (λ2)2√
(λ1 +m)2 + (λ2)2

> 1,

contradiction. L'équation caractéristique n'a pas de racines avec une partie
réelle positive ou nulle. Par conséquent l'équilibre endémique est localement
asymptotiquement stable si R0 > 1. Dans ce cas, la maladie va persister
quelle que soit la valeur de t, on ne pourra pas l'éliminer.

2.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous souhaitons fournir des représentations graphiques
qui con�rmeront les résultats mathématiques obtenus dans les sections pré-
cédentes. En e�et pour ce but on va discrétiser chaque équation di�érentiel,
d'abord on s'intéresse à la discrétisation de l'équation di�érentiel de S en
utilisant la méthode d'Euler explicite :

Sk+1 = Sk +

(
Λ− Sk

M∑
j=1

bji
k
j∆x

)
∆t,

avec ∆t est le pas de discrétisation par rapport à t.
Ensuite, on s'intéresse à la discrétisation de l'équation di�érentiel partial

de i en utilisant le schéma di�érences �nies décentré amont :

ik+1
j =

(
1− ∆t

∆x
−∆t(cj + dj +m)ikj

)
+

∆t

∆x
ikj−1,

avec ∆x est le pas de discrétisation par rapport à la variable âge a.
a�n de calculer le nombre de reproduction de base en utilisant l'approxi-

mation suivante :

R0 =
Λ

m

M∑
j=1

bjπj∆x.
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Dans les deux exemples suivants, le jour sera considérée comme une unité
de temps, le nombre de personnes susceptibles au début de l'épidémie (t = 0)
est S(0) = 250 et la densité d'individus infectés pour t = 0 est i(0, a) =
5e−0.8a.

Exemple 1 :

Dans cet exemple, nous choisissons les valeurs des paramètres de manière
à avoir R0 < 1, pour cela nous considérons le système (2.1) avec le choix des
fonctions suivantes :

Λ = 39,m = 0.3, b(a) = 0.09ae−4a, c(a) = 0.05e0.001a, d(a) = 0.006e0.2a,

dans ce cas, on trouve R0 = 0.42 < 1.

Figure 2.1 � La solution (S(t), i(t, a)) s'approche de l'équilibre sans maladie
lorsque t −→ +∞

Dans la �gure 2.1, nous remarquons que le scénario d'extinction de l'infec-
tion se tient c'est-à-dire si certains cas de personnes infectées se présentent,
leur nombre diminuera à 0.

Exemple 2 :

Dans cet exemple, les paramètres sont choisis pour avoir R0 > 1, pour
cela, en choisissant les fonctions suivantes pour le système (2.1) :

Λ = 2,m = 0.09, b(a) = 0.3ae−5a, c(a) = 0.05e0.001a, d(a) = 0.006e0.2a,
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dans ce cas, on obtient R0 = 1.49 > 1.

Figure 2.2 � La solution (S(t), i(t, a)) s'approche de l'équilibre endémique
lorsque t −→ +∞

Dans la �gure 2.2, nous remarquons la persistance de l'infection à une
valeur positive, ce qui signi�e que l'épidémie ne s'arrêtera pas.
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Chapitre 3

Un modèle SEIR avec âge de

latence

Nous étudions dans ce chapitre un modèle épidémiologique sous forme
d'équation aux dérivées partiales. La population totale est divisée en quatre
compartiments : sensibles, exposés (i.e sont des individus infectés mais ils ne
sont pas infectieux), infectés, réfractaires. Le nombre de personnes sensibles
au temps t est noté par S(t), la sous population des exposés comprend une
structure d'âge, c'est-à-dire qu'au temps t, cette classe est décrite par une
fonction de densité E(t, a), strati�ée par la durée a pendant laquelle les in-
dividus sont infectés, le nombre de personnes infectieux est noté par I(t) et
R(t) désigne le nombre de personnes guéries. Le modèle est décrit par les
équations suivantes :

dS

dt
= Λ− βS(t)I(t)

N
− µS(t),

∂E

∂t
(t, a) +

∂E

∂a
(t, a) = −(α(a) + µ)E(t, a),

E(t, 0) =
βS(t)I(t)

N
,

dI

dt
=
∫ +∞
0

α(a)E(t, a)da− γI(t)− µI(t),

dR

dt
= γI(t)− µR(t),

(3.1)
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avec les conditions initiales

S(0) = S0, I(0) = I0, E(0, a) = E0(.) ∈ L1(R+), R(0) = 0,

où β représente le taux de transmission de la maladie, µ est le taux de
mortalité naturelle, γ est le taux de guérison et α(a) représente le taux de
passage du compartiment E au compartiment I. Dans ce modèle tout recru-
tement dans la population se fait dans la classe des susceptibles et se produit
avec un �ux constant Λ. Pour que le modèle soit bien dé�ni, on suppose que :
(H1) Tous les paramètres mentionnés dans le modèle (3.1) sont positifs.
(H2) La fonction α(a) appartient à L∞

+ (R+). De plus, il existe un αmin > 0
tel que α(a) ≥ αmin pour presque tous les a ≥ 0.
Remarquons que la dynamique est indépendante de R donc on peux né-
gliger le compartiment des remis. Maintenant, nous dé�nissons les espaces
fonctionnels du système(3.1)

X = R× L1(R+)×R

X+ = R+ × L1
+(R

+)×R+

Dans la section suivante, on s'intéresse à l'existence et l'unicité de la
solution du système (3.1).

3.1 Existence et unicité de la solution

On considère le problème suivant :

∂E

∂t
(t, a) +

∂E

∂a
(t, a) = −(α(a) + µ)E(t, a),

E(t, 0) = f(t),

E(0, a) = E0(a).

(3.2)

où f(t) est une fonction donnée. L'existence et l'unicité de la solution du
système (3.1) sont établies par le théorème 1. Pour démontrer ce théorème
nous avons besoin du lemme suivant (voir [18]) :

Lemme 1 Supposons que f est lipschitzienne, alors pour tout T > 0, il
existe une solution positive faible unique E ∈ C([0, T ], L1(R+)) du problème
(3.2).

32



Théorème 1 Supposons (S0, E0, I0)∈ R+ ×L1
+(R

+)×R+, le système (3.1)
possède une solution positive faible unique (S,E, I) ∈ C1(R+)×C(R+, L1

+(R
+))×

C1(R+)

Preuve : Pour démontrer ce théorème, on utilise le théorème de Banach-
Picard [9] dans un espace de Banach approprié. Considérons l'opérateur sui-
vant

B : C+([0, T ]) −→ C+([0, T ])∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da 7−→ I(t),

avec I est la solution du problème :
dI

dt
=
∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da− γI(t)− µI(t),

I(0) = I0.

(3.3)

Nous introduisons l'opérateur A comme suit

A : F+ −→ F+

ϕ 7−→ E(t, a),

dé�ni sur l'espace de Banach F+ = C+(0, T, L
1
+(R

+)) qui désigne l'ensemble
des fonctions continues positives ou nulles sur l'intervalle [0, T ] à valeur dans
L1(R+) munit de la norme suivante

∥m∥F+ = sup
t∈[0,T ]

∥m(t, .)∥L1(R+)

et E est dé�ni comme suit :

∂E

∂t
(t, a) +

∂E

∂a
(t, a) = −(α(a) + µ)E(t, a),

E(t, 0) =
βS(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da)

N
,

E(0, a) = E0(a),

(3.4)

avec S est la solution du problème :
dS

dt
= Λ−

βS(t)B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da)

N
− µS(t),

S(0) = S0.

(3.5)
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D'après le lemme 1 , l'opérateur A est bien dé�ni. Pour montrer l'existence
et l'unicité des solutions, il su�t de prouver que A est une contraction.

On pose

S(t) = S1(t)− S2(t), E(t, a) = E1(t, a)− E2(t, a), I(t) = I1(t)− I2(t),

où Ik = B
( ∫ +∞

0
α(a)ϕk(t, a)da

)
et Ei(t, a), (i = 1, 2) deux solutions asso-

ciées à ϕi(t, a) respectivement et véri�ent le problème suivant :

∂E

∂t
(t, a) +

∂E

∂a
(t, a) = −(α(a) + µ)E(t, a),

E(t, 0) =
β

N
S1(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da)−
β

N
S2(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ2(t, a)da).

Par un argument d'une approximation de la fonction valeur absolue ap-
pliqué au problème ci-dessus nous pouvons conclure que |E(t, a)| véri�ée (au
sens de distributions),

∂

∂t
|E(t, a)|+ ∂

∂a
|E(t, a)| = −(α(a) + µ)|E(t, a)|,

|E(t, 0)| = | β
N
S1(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da)−
β

N
S2(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ2(t, a)da)|,

(3.6)
L'intégration de l'équation (3.6) par rapport à l'âge d'infection a donne

d

dt

∫ +∞

0

|E(t, a)|da+ |E(t,∞)| − |E(t, 0)| = −
∫ +∞

0

(α(a) + µ)|E(t, a)|da

ce qui implique que

d

dt

∫ +∞
0

|E(t, a)|da ≤ |E(t, 0)|,

≤ | β
N
S1(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da)−
β

N
S2(t)B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ2(t, a)da)|.

Ainsi

d

dt

∫ +∞

0

|E(t, a)|da ≤ |f(S1(t), B(

∫ +∞

0

α(a)ϕ1(t, a)da))−f(S2(t), B(

∫ +∞

0

α(a)ϕ2(t, a)da)|
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Comme f est lipschitzienne, il existe une constante L telle que

d

dt

∫ +∞

0

|E(t, a)|da ≤ L(|S(t)|+ |I(t)|). (3.7)

De même la fonction I(t) = I1(t)− I2(t) satisfait

dI

dt
=

∫ +∞

0

α(a)ϕ(t, a)da− γI(t)− µI(t) et I(0) = 0

alors,
d

dt
|I(t)| ≤ |

∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da|,

≤ ∥α∥∞
∫ +∞
0

|ϕ(t, a)|da
≤ ∥α∥∞∥ϕ∥F+ .

(3.8)

On intègre l'équation (3.8), on trouve

|I(t)| ≤ T∥α∥∞∥ϕ∥F+ (3.9)

D'autre part, nous avons

dS

dt
= −µS−f(S1(t), B(

∫ +∞

0

α(a)ϕ1(t, a)da))+f(S2(t), B(

∫ +∞

0

α(a)ϕ2(t, a)da))

ainsi,

d

dt
|S(t)| ≤ −µ|S(t)| − f(S1(t), B(

∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da)) + f(S2(t), B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ2(t, a)da))

+f(S2(t), B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da))− f(S2(t), B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da)),

≤ −µ|S(t)|+ |f(S(t), B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ1(t, a)da))|+ |f(S2(t), B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da))|,

≤ −µ|S(t)|+ L|S(t)|+ L|B(
∫ +∞
0

α(a)ϕ(t, a)da)|,
≤ L|S(t)|+ L|I(t)|,
≤ L|S(t)|+ LT∥α∥∞∥ϕ∥F+ .

Ceci implique que

|S(t)| ≤ T (eLT − 1)∥α∥∞∥ϕ∥F+ . (3.10)
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En remplaçant (3.9) et (3.10) dans (3.7), on obtient∫ +∞

0

|E(t, a)|da ≤ LT 2∥α∥∞∥ϕ∥F+eLT ,

par conséquent,
∥E∥F+ ≤ LT 2∥α∥∞∥ϕ∥F+eLT .

Pour que l'opérateur A soit contractant dans l'espace de Banach F+, il
su�t de choisir T , tel que

LT 2∥α∥∞∥ϕ∥F+eLT < 1.

En appliquant à chaque fois la même procédure entre [kT, (k + 1)T ] on
aura la solution globale, d'où le résultat du théorème.

3.2 États stationnaires

Les équilibres du modèle (3.1) sont solutions du système suivant :

0 = Λ− βS∗I∗

N
− µS∗,

∂E∗

∂a
= −(α(a) + µ)E∗(a),

E∗(0) =
βS∗I∗

N
,

0 =
∫ +∞
0

α(a)E∗(a)da− γI∗ − µI∗,

0 = γI∗ − µR∗.

(3.11)

Le système (3.1) a un unique équilibre sans maladie, dé�ni comme suit

P0 = (
Λ

µ
, 0, 0, 0).

On s'intéresse maintenant à l'équilibre endémique P ∗. Par la résolution
de l'équation di�érentielle du système (3.11), on obtient

E∗(a) = E∗(0)K(a)
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où
K(a) = e−µa−

∫ a
0 α(σ)dσ,

représente la probabilité de rester dans le compartiment des exposés.
En remplaçant l'expression de E∗(a) dans la quatrième équation du sys-

tème (3.11), cela donne

I∗ =
E∗(0)

∫ +∞
0

α(a)K(a)da

γ + µ
.

En substituant I∗ par sa formule dans la condition initiale du système
(3.11), on obtient

S∗ =
N(µ+ γ)

β
∫ +∞
0

α(a)K(a)da
.

De même, en remplaçant la formule de I∗ dans la cinquième équation du
système (3.11), on obtient aussi

R∗ =
γE∗(0)

∫ +∞
0

α(a)K(a)da

µ(γ + µ)
.

D'après la première équation du système (3.11), on a

E∗(0) = µS∗(R0 − 1),

où

R0 =
Λβ

µN(µ+ γ)

∫ +∞

0

α(a)K(a)da.

Ainsi l'équilibre endémique P ∗ existe si et seulement si la condition sui-
vante est véri�ée

R0 > 1.

On appelle R0 le nombre de reproduction de base.

3.3 Stabilité locale de l'équilibre sans maladie

Proposition 8 L'équilibre sans maladie est localement asymptotiquement
stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1.
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Preuve

Pour étudier la stabilité locale de l'équilibre sans maladie, nous linéarisons
le système (3.1) autour de cet équilibre. Pour cela, cosidérons les perturba-
tions suivantes :

S(t) =
Λ

µ
+ x(t), E(t, a) = y(t, a), I(t) = z(t), R(t) = w(t).

Le système linéarisé prend la forme suivante :

dx

dt
= − Λβ

µN
z(t)− µx(t),

∂y

∂t
+

∂y

∂a
= −(α(a) + µ)y(t, a),

y(t, 0) = Λβ
µN

z(t),

dz

dt
= (γ + µ)z(t)

∫ +∞
0

α(a)y(t, a)da,

dw

dt
= cz(t)− µw(t).

(3.12)

En cherchant des solutions exponentielles de la forme x(t) = Cxe
λt,

y(t, a) = Cy(a)e
λt, z(t) = Cze

λt et w(t) = Cwe
λt, on obtient le problème

linéaire de valeurs propres suivant ;

λCx = − Λβ
µN

Cz − µCx,

∂Cy

∂a
+ λCy(a) = −(α(a) + µ)Cy(a),

Cy(0) =
Λβ
µN

Cz,

λCz =
∫ +∞
0

α(a)Cy(a)da− (γ + µ)Cz,

λCw = γCz − µCw.

(3.13)

La solution de la deuxième équation du système (3.13) est donnée par

Cy(a) = Cy(0)K(a)e−λa.
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À partir de la quatrième équation du système (3.13), on a

Cz =

∫ +∞
0

α(a)Cy(a)da

λ+ γ + µ
, λ ̸= −γ − µ

d'où

Cz =

∫ +∞
0

α(a)Cy(0)K(a)e−λada

λ+ γ + µ
.

En remplaçant la formule de Cz dans la condition initiale du système
(3.13), on obtient l'équation caractéristique suivante

λ+ γ + µ =
Λβ

µN

∫ +∞

0

α(a)K(a)e−λada,

ceci implique

λ

γ + µ
+ 1 = R0

∫ +∞
0

α(a)K(a)e−λada∫ +∞
0

α(a)K(a)da
. (3.14)

Notons par

F (λ) = R0

∫ +∞
0

α(a)K(a)e−λada∫ +∞
0

α(a)K(a)da
− λ

γ + µ
− 1 = 0. (3.15)

Supposons d'abord R0 > 1. Dans ce cas, F est strictement décroissante, si
λ est considéré comme une variable réelle. On a aussi limλ→±∞ F (λ) = ∓∞
et F (0) = R0 − 1 > 0, l'équation caractéristique possède une valeur propre
réelle positive, ce qui implique que l'équilibre sans maladie est instable, ce
qui signi�e que si quelques personnes sont infectées, la maladie se répandra.

Supposons maintenant que R0 < 1, dans ce cas on a F (0) = R0−1 < 0, ce
qui implique que l'équation caractéristique admet une racine réelle négative.
Si on considère que toutes les racines complexes ont des parties réelles non
négatives, alors ∣∣∣R0

∫ +∞
0

α(a)K(a)e−λada∫ +∞
0

α(a)K(a)da

∣∣∣ ≤ R0 < 1.

Ceci est en contradiction avec l'équation (3.14), par conséquent l'équation
caractéristique ne peut pas avoir de racines avec une partie réelle positive,
d'où l'équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable, cela
veut dire que si quelques cas de personnes infectées se présentent, leur nombre
sera réduit à zéro et la maladie ne se propagera pas.
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3.4 Stabilité locale de l'équilibre endémique

Premièrement, on linéarise le système (3.1) autour de l'équilibre endé-
mique. Soit les perturbations suivantes ;

S(t) = S∗+x(t), E(t, a) = E∗(a)+y(t, a), I(t) = I∗+z(t), R(t) = R∗+w(t).

Le système linéarisé du système (3.1) s'écrit comme suit :

dx

dt
=

−β

N
S∗z(t)− β

N
x(t)I∗ − µx(t),

∂y

∂t
+

∂y

∂a
= −(α(a) + µ)y(t, a),

y(t, 0) =
β

N
S∗z(t) +

β

N
x(t)I∗,

dz

dt
=
∫ +∞
0

α(a)y(t, a)da− (γ + µ)z(t),

dw

dt
= γz(t)− µw(t).

(3.16)

On cherche une solution de la forme

x(t) = Cxe
λt, y(t, a) = Cy(a)e

λt,

z(t) = Cze
λt, w(t) = Cwe

λt.

En substituant ces solutions dans le système (3.16), on obtient le système
suivant : 

λCx = − β
N
S∗Cz − β

N
CxI

∗ − µCx,

∂Cy

∂a
+ λCy(a) = −(α(a) + µ)Cy(a),

Cy(0) =
β
N
S∗Cz +

β

N
CxI

∗,

λCz =
∫ +∞
0

α(a)Cy(a)da− (γ + µ)Cz,

λCw = γCz − µCw.

(3.17)

40



En résolvant la deuxième équation du système (3.17), on trouve

Cy(a) = Cy(0)e
−λaK(a).

D'après la première et la troisième équation du système (3.28), on a

Cx = −Cy(0)

λ+ µ
, λ ̸= −µ.

De même, à partir de la première équation du système (3.17), on a aussi

Cz = −
λ+ µ+ β

N
I∗

β
N
S∗

Cx.

En remplaçant l'expression de z dans la quatrième équation du système
(3.17), on obtient

−λ(λ+ µ+ β
N
I∗)

β
N
S∗

Cx =

∫ +∞

0

α(a)Cy(0)e
−λaK(a)da+(γ+µ)

(
λ+ µ+ β

N
I∗

β
N
S∗

Cx

)
,

d'où

λ(λ+ µ+ β
N
I∗)

β
N
S∗

Cy(0)

λ+ µ
=

∫ +∞

0

α(a)Cy(0)e
−λaK(a)da−(γ+µ)

(
λ+ µ+ β

N
I∗

β
N
S∗

Cy(0)

λ+ µ

)
,

ce qui donne(
λ+ µ+ β

N
I∗

β
N
S∗

Cy(0)

λ+ µ

)
(λ+ γ + µ) =

∫ +∞

0

α(a)Cy(0)e
−λaK(a)da.

Ainsi l'équation caractéristique du système (3.16) s'écrit comme suit :

(λ+ µ+ β
N
I∗)

β
N
S∗

(λ+ γ + µ)

(λ+ µ)
=

∫ +∞

0

α(a)e−λaK(a)da.

En remplaçant la formule de S∗ et I∗ dans l'équation caractéristique, on
obtient (

λ

γ + µ
+ 1

)
(λ+ µR0) = (λ+ µ)

∫ +∞
0

α(a)e−λaK(a)da∫ +∞
0

α(a)K(a)da
.
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On considère λ = λ1 + iλ2 tel que λ1 ≥ 0. Dans ce cas λ

γ + µ
+1
λ+µ

 <
 λ

γ + µ
+1
λ+µR0

 =
λ+µ

∫ +∞
0

α(a)e−λaK(a)da∫ +∞
0

α(a)K(a)da

 ≤
λ+µ


d'où  λ

γ + µ
+ 1
λ+ µ

 <
λ+ µ

,
ce qui implique

1 ≤
 λ

γ + µ
+ 1
 < 1,

alors, dans ce cas, l'équation caractéristique n'a pas de racines complexes
avec des parties réelles non négatives, ainsi l'équilibre endémique est locale-
ment asymptotiquement stable. Dans ce cas, la maladie persistera quelle que
soit la valeur de t, nous ne serons pas en mesure de l'éradiquer.

3.5 Stabilité globale de l'équilibre sans maladie

Théorème 2 Lorsque R0 < 1, l'équilibre sans maladie du système (3.1) est
globalement asymptotiquement stable.

Preuve : Selon la condition aux limites et les conditions initiales du système
(3.1), on obtient

E(t, a) =


E(t− a, 0)e−µaπ(a), 0 ≤ a < t,

E0(a− t)
π(a)

π(a− t)
e−µt, 0 < t ≤ a,

(3.18)

où
π(a) = e−

∫ a
0 α(σ)dσ.

On considère la fonction suivante :

B(a) =

∫ +∞

a

α(σ)e−
∫ σ
a (α(θ)+µ)dθdσ,

alors
B′(a) = −α(a) + (α(a) + µ)B(a).
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On dé�nit la fonction de Lyapunov suivante :

V1(t) = VE(t) + VI(t),

où

VE(t) =
1

M

∫ +∞

0

B(a)E(t, a)da, VI(t) =
1

M
I(t) etM =

∫ +∞

0

α(a)K(a)da.

On a

VE(t) =
1

M

∫ t

0

B(a)E(t, a)da+
1

M

∫ +∞

t

B(a)E(t, a)da

=
1

M

∫ t

0

B(a)E(t− a, 0)e−µaπ(a)da+
1

M

∫ +∞

t

B(a)E(0, a− t)
π(a− t)

π(a)
e−µtda

On fait le changement de variable suivant

r = t− a, p = a− t

on obtient

VE(t) =
1

M

∫ t

0

B(t− r)E(r, 0)e−µ(t−r)π(t− r)dr+
1

M

∫ +∞

0

B(t+ p)E(0, p)
π(p+ t)

π(p)
e−µtdp

La dérivée de VE par rapport au temps t donne

dVE

dt
=

βS(t)I(t)

N
− 1

M

∫ +∞

0

α(a)E(t, a)da. (3.19)

De même, on calcule la dérivée de VI par rapport au temps t, on obtient

dVI

dt
=

1

M

∫ +∞

0

α(a)E(t, a)da− γ + µ

M
. (3.20)

En additionnant (3.20) et (3.19), on trouve

dV1

dt
=

γ + µ

M
I(t)

(
βS(t)M

N(γ + µ)
− 1

)
.
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D'après la première équation du système (3.1), on a

dS

dt
≤ Λ− µS(t),

d'où

lim
t→∞

supS(t) ≤ Λ

µ
.

Il en résulte que tous les points oméga limites satisfont S(t) ≤ Λ

µ
, alors

on considère juste les solutions pour lesquelles S(t) ≤ Λ

µ
.

Ce qui implique que

dV1

dt
≤ γ + µ

M
I(t)

(
ΛβM

µN(γ + µ)
− 1

)
,

≤ γ + µ

M
I(t)(R0 − 1).

Par conséquent,
dV1

dt
≤ 0 si R0 ≤ 1

Ensuite, on a
dV1

dt
= 0, ce qui implique que I(t) = 0 ou R0 = 1 et

S(t) =
Λ

µ
.

En remplaçant S(t) par
Λ

µ
dans le modèle, on obtient I(t) = 0 et E(t, 0) =

0.
Ainsi, le théorème Lyapunov-LaSalle [8] et la proposition 8 impliquent

que l'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

3.6 Persistance uniforme

Dans cette section, nous étudions la persistance uniforme du système
(3.1), pour cela on dé�nit la fonction de persistance ρ : X+ −→ R+ par

ρ(S0, E0(a), I0) = I0 +

∫ +∞

0

E0(a)da. (3.21)

De même, on dé�nit X+ = X0 ∪ ∂X0, avec

X0 = {(S0, E0(.), I0) ∈ X+ : ρ(S0, E0(.), I0) > 0}
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et
∂X0 = {(S0, E0(.), I0) ∈ X+ : ρ(S0, E0(.), I0) = 0}.

On note,
x̃ = (S0, E0(.), I0)

De même, on note Ut le semi-�ot du système (3.1).
La proposition suivante joue un rôle important dans la preuve du résultat

principale de cette section.

Proposition 9 Le sous ensemble X0 est positivement invariant sous le semi
�ot {Ut(x̃)}t∈R+. En plus, l'équilibre sans maladie est globalement asympto-
tiquement stable pour le semi �ot {Ut(x̃)}t∈R+ restreint à ∂X0.

Preuve : Soit (S0, E0(.), I0) ∈ X0 et posons

ρ(Ut(x̃)) = I(t) +

∫ +∞

0

E(t, a)da := K(t)

d'où

K ′(t) = E(t, 0)− µ

∫ +∞

0

E(t, a)da− (γ + µ)I(t)

Ce qui implique
K ′(t) ≥ −(γ + µ)K(t).

En intégrant cette dernière inégalité par rapport à t, on trouve

K(t) ≥ K(0)e−(γ+µ)t

c'est-à-dire

I(t) +

∫ +∞

0

E(t, a)da ≥ e−(γ+µ)t

(
I0 +

∫ +∞

0

E0(a)da

)
> 0.

Par conséquent, X0 est positivement invariant.
Supposons maintenant (S0, E0(.), I0) ∈ ∂X0, on obtient

∂E

∂t
(t, a) +

∂E

∂a
(t, a) = −(α(a) + µ)E(t, a),

dI

dt
=
∫ +∞
0

α(a)E(t, a)da− γI(t)− µI(t),

E(t, 0) =
βS(t)I(t)

N
,

E(0, a) = E0(a), I(0) = 0.

(3.22)
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Puisque S(t) ≤ Λ
µ
lorsque t est su�samment grand, nous avons

E(t, a) ≤ Ẽ(t, a) et I(t) ≤ Ĩ(t), (3.23)

où 

∂Ẽ

∂t
(t, a) +

∂Ẽ

∂a
(t, a) = −(α(a) + µ)Ẽ(t, a),

dĨ

dt
=
∫ +∞
0

α(a)Ẽ(t, a)da− γĨ(t)− µĨ(t),

Ẽ(t, 0) =
Λ

µ

βĨ(t)

N
,

Ẽ(0, a) = E0(a), Ĩ(0) = 0.

(3.24)

Par la formulation (3.18), on a

Ẽ(t, a) =


Ẽ(t− a, 0)e−µaπ(a), 0 ≤ a < t,

E0(a− t)
π(a)

π(a− t)
e−µt, 0 < t ≤ a.

(3.25)

En substituant (3.25) à la deuxième équation de (3.24), on obtient
dĨ

dt
= Λβ

µN

∫ t

0
α(a)Ĩ(t− a)π(a)e−µada+HĨ(t)− (µ+ γ)Ĩ(t),

Ĩ(0) = 0,

(3.26)

où

HĨ(t) =

∫ +∞

t

α(a)E0(a− t)
π(a)

π(a− t)
e−µtda.

Comme (S0, E0(.), I0) ∈ ∂X0, en déduit que HĨ(t) = 0. L'équation (3.26)
a une solution unique Ĩ(t) = 0 (voir [23]).

Si 0 ≤ a < t, selon (3.25), on a Ẽ(t, a) = 0. Si t ≤ a, alors on a

0 ≤ ∥Ẽ(t, a)∥L1 = ∥E0(a− t)
π(a)

π(a− t)
e−µt∥L1 ≤ e−(αmin+µ)t∥E0∥L1 ,

ce qui donne Ẽ(t, a) = 0. En utilisant (3.23), on obtient que E(t, a) = 0
et I(t) = 0. Ceci complète la preuve.

Par conséquent, on a le théorème suivant.
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Théorème 3 Supposons que R0 > 1, le semi �ot {Ut(x̃)}t∈R+ est uniformé-
ment persistant par rapport à (X0, ∂X0), c'est-à-dire qu'il existe ϵ > 0 qui
est indépendant des valeurs initiales de sorte que lim

t→∞
inf ρ(Ut(x̃)) ≥ ϵ pour

tout x̃ ∈ X0.

Preuve : Puisque l'équilibre sans maladie P0 = (Λ
µ
, 0, 0, 0) est globalement

asymptotiquement stable dans ∂X0, en appliquant le théorème 4.2 de Hale
et Waltman [9], nous devons seulement étudier le comportement de la so-
lution commençant dans X0 dans un certain voisinage de P0. Ensuite, nous
montrerons que

W s({P0}) ∩X0 = ∅,

où

P0 = (
Λ

µ
, 0, 0, 0) et W s({P0}) = {x̃ ∈ X+ : lim

t−→∞
Ut(x̃) = P0}.

Supposons par l'absurde qu'il existe y ∈ W s({P0}) ∩X0, il s'ensuit qu'il
existe t0 > 0 tel que I(t0) +

∫ +∞
0

E(t0, a)da > 0. On va prouver maintenant
qu'il existe ϵ > 0 tel que I(t) ≥ ϵ pour t ≥ 0 et E(t, a) ≥ ϵ pour tout
(t, a) ∈ [0,+∞) × [0,+∞). On suppose qu'il existe b ∈ R+ tel que I(t) = 0
pour tout t ≤ b. De même on suppose∫ +∞

0

E0(a)
π(a+ t)

π(a)
= 0,

on obtient donc

dI

dt
=

β

N

∫ t

b

S(t− a)I(t− a)e−µaπ(a)da− γI(t)− µI(t) pour t > b.

Par l'absurde, on suppose qu'il existe t1 > 0 tel que I(t1) = 0, I ′(t1) > 0
et I(t) = 0 pour tout t ≤ t1. Puis, à partir de l'équation de I, on déduit que

0 < I ′(t1) =
β

N

∫ t1

b

S(t1 − a)I(t1 − a)e−µaπ(a)da = 0,

ce qui donne I(t) = 0 pour tout t ∈ [0,+∞). On déduit ensuite de (3.18)
que

∫ +∞
0

E(t, a)da = 0. Par conséquent I(t)+
∫ +∞
0

E(t, a)da = 0, pour t ≥ 0,
contradiction.
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Ensuite, nous considérons la fonction suivante

Φ(t) =

∫ +∞

0

B(a)E(t, a)da+ I(t),

avec

B(a) =

∫ +∞

a

α(σ)e−
∫ σ
a (α(θ)+µ)dθdσ

la dérivée de Φ par rapport au temps t est donné par

dΦ

dt
= (γ + µ)I(t)

(
βS(t)M

N(γ + µ)
− 1

)
, où M =

∫ +∞

0

α(a)K(a)da.

Puisque y ∈ W s({P0}), nous avons S(t) −→ Λ

µ
et I(t) −→ 0 lorsque

t −→ +∞. Lorsque R0 > 1, on obtient que la fonction Φ est croissante pour
t su�samment grand. Ainsi, il existe t0 > 0 assez grand tel que Φ(t) ≥ Φ(t0)
pour tout t ≥ t0. Puisque Φ(t0) > 0, cela empêche la fonction (I(t), E(t, a))

de converger vers (0, 0) lorsque t −→ +∞. Contradiction avec S(t) −→ Λ

µ
lorsque t −→ +∞. Ceci complète la preuve.

Nous traiterons ensuite la stabilité globale de l'équilibre endémique pour
le système (3.1) lorsque R0 > 1.

3.7 Stabilité globale de l'équilibre endémique

Nous considérons la fonction suivante ;

g(x) = x− 1− ln(x).

Ainsi, la fonction g a un minimum global à 1 et satisfait g(1) = 0.

Théorème 4 Si R0 > 1, alors l'équilibre endémique du système (3.1) est
globalement asymptotiquement stable dans X0.

Preuve : On dé�nit la fonction de Lyapunov suivante :

V2(t) = VS(t) + VE(t) + VI(t),

avec
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VS(t) = S(t)− S∗ −
∫ S(t)

S∗

S∗

σ
dσ,

VE(t) =
1

M

∫ +∞

0

B(a)E∗(a)g(
E(t, a)

E∗(a)
)da,

VI(t) =
1

M
I∗g(

I(t)

I∗
).

En prenant la dérivée de VS par rapport au temps t, on trouve

dVS

dt
=

(
1− S∗

S(t)

)(
Λ− βS(t)I(t)

N
− µS(t)

)
. (3.27)

D'autre part, on a

VE(t) =
1

W

∫ t

0

B(a)E∗(a)g

(
E(t, a)

E∗(a)

)
da+

1

W

∫ +∞

t

B(a)E∗(a)g

(
E(t, a)

E∗(a)

)
da,

=
1

M

∫ t

0

B(a)E∗(a)g

(
E(t− a, 0)e−µaπ(a)

E∗(a)

)
da+

1

M

∫ t

0

B(a)E∗(a)g

(
E(0, a− t)e−µtΠ(a)

E∗(a)π(a− t)

)
da

+
1

M

∫ t

0

B(a)E∗(a)g

(
E(0, a− t)e−µtΠ(a)

E∗(a)π(a− t)

)
da

On fait un changement de variable, on pose

u = t− a, v = a− t

ainsi,

VE(t) =
1

M

∫ t

0
B(t− u)E∗(t− u)g

(
E(u, 0)e−µ(t−u)π(t− u)

E∗(t− u)

)
du

+
1

M

∫ t

0
B(v + t)E∗(v + t)g

(
E(0, v)e−µtπ(v + t)

E∗(v + t)π(v)

)
dv

La dérivée de VE par rapport au temps t est donnée par

dVE

dt
=

βS∗I∗

N
g

(
SI

S∗I∗

)
− 1

M

∫ t

0
α(t− u)E∗(t− u)g

(
E(u, 0)e−µ(t−u)π(t− u)

E∗(t− u)

)
du

− 1

M

∫ +∞
0

α(t+ v)E∗(t+ v)g

(
E(0, v)π(v + t)e−µt

E∗(v + t)π(v)

)
dv

.
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Par conséquent,

dVE

dt
=

βS∗I∗

N
g

(
SI

S∗I∗

)
− 1

M

∫ +∞

0

α(a)E∗(a)g

(
E(t, a)

E∗(a)

)
da (3.28)

De même, la dérivée de VI par rapport au temps t est donnée par

dVI

dt
=

1

M

(
1− I∗

I(t)

)(∫ +∞

0

α(a)E(t, a)da− γI(t)− µI(t)

)
(3.29)

En additionnant (3.27), (3.28) et (3.29), on trouve

dV2

dt
= (1− S∗

S(t)
)(Λ− βS(t)I(t)

N
− µS(t)) +

βS∗I∗

N
g

(
SI

S∗I∗

)

− 1

M

∫ +∞
0

α(a)E∗(a)g

(
E(t, a)

E∗(a)

)
da

+
1

M

(
1− I∗

I(t)

)(∫ +∞
0

α(a)E(t, a)da− γI(t)− µI(t)
)

=

(
1− S∗

S(t)

)(
−µ(S∗ − S)− βS(t)I(t)

N
+

βS∗I∗

N

)

+
βS(t)I(t)

N
− βS∗I∗

N
− βS∗I∗

N
ln

S(t)I(t)

S∗I∗
− γ + µ

M
I(t)

.

+
1

M

∫ +∞
0

α(a)E∗(a)da+
1

M

∫ +∞
0

α(a)E∗(a) ln
E(t, a)

E∗(a)
da

− 1

M

I∗

I(t)

∫ +∞
0

α(a)E(t, a)da+
γ + µ

M
I∗

.
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=
−µ(S∗ − S(t))2

S(t)
− βS∗I∗

N

(
S∗

S(t)
− 1

)

+
βS∗I(t)

N
− γ + µ

M
I(t)− βS∗I∗

N
ln

S(t)I(t)

S∗I∗

+
1

M

∫ +∞
0

α(a)E∗(a)

(
1 + ln

E(t, a)

E∗(a)
− I∗E(t, a)

I(t)E∗(a)

)
da

=
−µ(S∗ − S(t))2

S(t)
− βS∗I∗

N
g

(
S∗

S(t)
−
)
− βS∗I∗

N
ln

I(t)

I∗

+
βS∗I(t)

N
− γ + µ

M
I(t)− 1

M

∫ +∞
0

α(a)E∗(a)g

(
E(t, a)I∗

E∗(a)I(t)

)
da

− 1

M
ln

I∗

I(t)

∫ +∞
0

α(a)E∗(a)da

=
−µ(S∗ − S(t))2

S(t)
− βS∗I∗

N
g

(
S∗

S(t)

)
− 1

M

∫ +∞
0

α(a)E∗(a)g

(
E(t, a)I∗

E∗(a)I(t)

)
da

.

Ce qui implique que
dV2

dt
≤ 0, après des calcules on trouve que le plus grand

ensemble invariant où
dV2

dt
= 0 est le singleton {P ∗} (voir [23]). Par consé-

quent, l'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

3.8 Simulations numériques

Dans cette section, on présente des simulations numériques a�n d'illustrer
nos résultats dans les sections qui précèdent. Dans les deux cas suivants, le
jour sera considéré en tant qu'unité de temps, le nombre de personnes suscep-
tibles au début de l'épidémie (t = 0) est S(0) = 195, le nombre d'individus
infectés à t = 0 est I(0) = 3 et la densité d'individus exposés pour t = 0 est
E(0, x) = 2e−0.5x.

Cas 1 :

Dans ce cas, on choisit les paramètres de telle sorte que nous ayons R0 <
1 et on peut observer la stabilité globale de l'équilibre sans maladie, pour
cela nous prenons en considération le système (3.1) avec la sélection des
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paramètres suivants :

γ = 0.1, µ = 0.05, β = 0.1, Λ = 8.

En choisissant la fonction suivante pour le taux d'incubation :

α(a) = 0.09ae−0.08a.

Dans ce cas, on trouve
R0 = 0.41 < 1.

Figure 3.1 � La stabilité globale de l'équilibre sans maladie dans le cas de
R0 ≤ 1.

On remarque dans la �gure 3.1 que l'épidémie sera éradiquée après environ
50 jours.

Cas 2 :
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Dans ce cas, les paramètres sont choisis pour avoir R0 > 1 et nous pouvons
observer la stabilité globale de l'équilibre endémique. Pour cela, en choisissant
les paramètres suivants pour le système (3.1)

γ = 0.03, µ = 0.01, β = 0.05, Λ = 7, α(a) = 0.7ae−0.8a.

Dans ce cas, on obtient

R0 = 2.65 > 1.

Figure 3.2 � La stabilité globale de l'équilibre endémique dans le cas de
R0 > 1.

Nous remarquons dans la �gure 3.2 la persistance de l'infection à un
niveau positif, ce qui veut dire que l'épidémie ne cessera pas.
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Chapitre 4

Annexe

Considérons le système d'équations di�érentielles ordinaires suivant :

dx

dt
= g(t, x), (4.1)

avec g : D ⊂ Rn −→ Rn est une fonction de classe C1.

4.1 Existence et unicité des solutions

Dé�nition 1 F : Rn → Rn est appelée localement Lipschitz en y0 s'il existe
un voisinage B(y0, ϵ) avec ϵ > 0 et L > 0, tel que

∥F (y1)− F (y2)∥ ≤ L∥y1 − y2∥ pour tout y1, y2 ∈ B(y0, ϵ).

B(y0, ϵ) = {y ∈ Rn tel que ∥y − y0∥ < ϵ} et L est appelée une constante
de Lipchitz.

Dé�nition 2 F est localement Lipschitzienne en y uniformément par rap-
port à t, s'il existe un voisinage de y et il existe L > 0, tel que

∥F (t, y1)− F (t, y2)∥ ≤ L∥y1 − y2∥.

Théorème 5 .(Théorème de Cauchy-Lipschitz-Picard ) [7] Soit g une fonc-
tion localement Lipschitzienne par rapport à x, et continue par apport à t,
donc pour tout (t0, x0) appartient à Ω, le système (4.1) admet une solution
unique dans Ω, dé�nie sur un intervalle maximal [t0, Tmax) avec Tmax ≥ t0 ≥
0.
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4.2 Points d'équilibre

Un système d'équations di�érentielles peut être dé�ni comme suit :

dx

dt
= g(x). (4.2)

avec g : D ⊂ Rn −→ Rn est une fonction de classe C1. On dit que l'état
xe est un point d'équilibre pour le système (4.1) si g(xe) = 0. Un point
d'équilibre d'un système dynamique représente une solution stationnaire pour
la dynamique.

4.3 Stabilité locale des points d'équilibre

La stabilité d'un point d'équilibre détermine si les solutions proches du
point d'équilibre restent proches ou non.

Dé�nition 3 Un point d'équilibre est stable si les conditions initiales qui
commencent près d'un point d'équilibre restent près de ce point d'équilibre.
Nous disons qu'un point d'équilibre xe est stable si pour tout ε > 0, il existe
un δ > 0 tel que

∥x(0)− xe∥ < δ =⇒ ∥x(t)− xe∥ < ε pour tout t > 0.

Un point d'équilibre est asymptotiquement stable s'il est stable et aussi
x(t) −→ 0 lorsque t −→ +∞. Cela correspond au cas où toutes les trajectoires
proches convergent vers le point d'équilibre pour un temps long.

Un point d'équilibre est instable s'il n'est pas stable.

4.4 Fonction de Lyapunov

Soit U ⊂ Rn un voisinage de 0 et V ∈ C1(U,R) une fonction à valeur
réelle. Le vecteur gradient de V (x) est

grad V (x) =

(
∂V

∂x1

, ...,
∂V

∂xn

)
.

Soit g(x) le champ de vecteurs du système (4.1). La dérivée de V dans la
direction de g est dé�nie comme un produit scalaire

V̇ (x) = grad V (x).g(x)
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V̇ (x) est aussi appelé la dérivée de Lyapunov par rapport au système
(4.1). La fonction V (x) est appelée une fonction de Lyapunov du système
(4.1) au voisinage d'un équilibre x = 0 si V̇ (x) ≤ 0 pour x ∈ U . Soit x(t)
une solution du système (4.1) qui reste dans U , alors

d

dt
V (x(t)) = grad V (x(t)).x′(t) = grad V (x(t)).f(x(t)) = V̇ (x(t)) ≤ 0

Par conséquent, V (x(t)) diminue le long d'une solution du système (4.1) dans
un voisinage de x = 0. Les théorèmes 6-7 décrivent une méthode directe pour
établir la stabilité en utilisant une fonction de Lyapunov.

Théorème 6 [13] Supposons qu'il existe une fonction V (x) telle que

1. V (x) ≥ 0 pour x ∈ U et V (x) = 0 si et seulement si x = 0 ;

2. V̇ (x) ≤ 0 pour x ∈ U

Alors l'équilibre x = 0 du système (4.1) est localement stable.

Théorème 7 [13] Supposons qu'il existe une fonction V (x) telle que

1. V (x) ≥ 0 pour x ∈ U et V (x) = 0 si et seulement si x = 0 ;

2. V̇ (x) ≤ 0 pour x ∈ U et V̇ = 0 si et seulement si x = 0.

Alors l'équilibre x = 0 du système (4.1) est localement asymptotiquement
stable.

Une fonction V satisfaisant l'hypothèse (1) des théorèmes ci-dessus est
dite dé�nie positive en x = 0. De même, la dérivée de Lyapunov V̇ (x) dans
l'hypothèse (2) du théorème 7 est dé�nie négative en x = 0.

4.5 Principe d'invariance de LaSalle

Soit G ⊂ Rn un ensemble ouvert. On dit qu'une fonction V (x) est une
fonction de Lyapunov par rapport à G si

V̇ (x) ≤ 0, pour x ∈ G.

Soit K le plus grand sous-ensemble invariant de l'ensemble {x ∈ G :
V̇ (x) = 0}. Puisque V (x(t)) décroit le long d'une solution x(t, x0) du système
(4.1), l'ensemble ω-limite de la solution,

ω(x0) = {x ∈ G : il existe tn −→ +∞ tel que x(tn, x0) −→ x1 lorsque n −→ +∞},
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est contenu dans l'ensemble où V̇ (x) = 0. Puisque les ensembles ω-limites
sont invariants, nous savons que ω(x0) doit être contenu dans le plus grand
sous-ensemble invariant K. C'est le principe d'invariance de LaSalle.

Théorème 8 [13] Si une solution x(t, x0) reste entièrement dans G pour
t ≥ 0, alors son ensemble oméga-limite ω(x0) ∩G ⊂ K.

Corollaire 1 [13] Si K contient un seul point xe, alors xe est un équilibre
et les solutions qui restent entièrement dans G pour t ≥ 0 convergent vers xe

lorsque t −→ +∞.

Si nous savons également que xe est localement stable, et que toutes les
solutions commençant dans G restent dans G (dans ce cas, on dit que G est
positivement invariant), alors le corollaire 1 implique que xe est globalement
asymptotiquement stable dans la région G.

Proposition 10 [21] Nous considérons le système suivant :{
dy

dt
= F (t, y),

y(0) = y0,
(4.3)

avec
y = (y1, ..., yn) et F = (F1, ..., Fn).

Si la solution du système (4.3) existe et

Fj(t, y) ≥ 0,∀y ∈ [0,+∞)n, yj = 0, t ≥ 0

alors
y ∈ [0,+∞)n,∀t ≥ 0,∀y0 ≥ 0.

4.6 Théorème de Banach Picard

Théorème 9 : [21] Soit H un espace de Banach et T une application de H
dans H telle que : ∀(v, w) ∈ H2 : ∥T (v)−T (w)∥H ≤ k∥v−w∥H , où k ∈]0, 1[,
(T est contractante). Alors ∃!u ∈ H tel que T (u) = u. On dit que u est le
point �xe de T .
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