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Introduction

La modélisation mathématique en épidémiologie permet de comprendre
les mécanismes essentiels qui influencent la propagation des maladies et, ce
faisant, elle suggére des stratégies de controle.

Les modéles de propagation des maladies ont été étudiés depuis Ker-
mack et Mckendrick [10] en 1927, en particulier au cours des trente dernieéres
années. Beaucoup de ces modéles sont formulés sous forme d’équations diffé-
rentielles ordinaires (ODE) avec des variables distinctes pour décrire la taille
des groupes tels que les personnes sensibles, exposées et infectieuses, avec
éventuellement plusieurs compartiments pour diviser davantage ces classes.
La formulation de 'EDO suppose que tous les individus d’un compartiment
se comportent de maniére identique, indépendamment du temps qu’ils ont
passé dans ce compartiment. Par exemple, elle suppose que tous les individus
dans un compartiment infectieux ont le méme niveau d’infectiosité.

Les modéles épidémiques structurés en age remontent au début du XXe
siécle, lorsque Kermack et McKendrick ont créé leur célébre modéle SIR pour
expliquer les épidémies de maladies telles que la peste ou le choléra et donc
ce type de modéle a eu une présence dans la littérature sur les maladies in-
fectieuses. Leur principale contribution aux mathématiques a été un nouveau
type d’équations aux dérivées partielles avec des conditions aux limites non
locales, dont ’analyse a défié les mathématiciens au cours des 70 derniéres
années.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres : le premier chapitre s’attache
a certains modeles épidémiologiques de base tel que le modéle de Bernoulli
qui était le premier en épidémiologie, les modéles classiques STR et SIS et
celui du paludisme. Nous définissons la notion du nombre de reproduction
de base Ry pour chaque modéle.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie le modéle STR avec durée d’infection
x. Nous étudions la stabilité locale en utilisant la méthode de linéarisation.



Le troisiéme chapitre est spécifique pour la présentation et I’étude du
modéle mathématique SEITR avec age d’infection a. On étudie I'existence
et 'unicité de solution. Ensuite, selon les valeurs du taux de reproduction
de base Ry, on étudie la stabilité locale et globale des états stationnaires en
utilisant la méthode de linéarisation et des fonctions de Lyapunov appropriés.



Chapitre 1

Quelques modéles de base en
épidémiologie

L’épidémiologie est I’étude de la propagation des maladies. Son but est de
retracer les facteurs responsables ou contribuant & leur apparition. En épidé-
miologie, les modéles mathématiques ont un role fondamental pour connaitre
le développement de 1’épidémie et essayer de la controler.

Dans ce chapitre, on va présenter quelques modéles de base en épidémiologie
qui vont nous servir dans les chapitres suivants.

1.1 Modéle de la variole : Daniel Bernoulli

Le 30 Avril 1760, D.Bernoulli [2] a proposé le premier modéle mathé-
matique en épidémiologie, pour tester I'efficacité de I'inoculation. Il est im-
portant de savoir qu’a I'époque il n’y avait pas de vaccins, que la technique
d’inoculation était trés controversée et que la maladie était dévastatrice.
On désigne par S(x) la population d’age = qui n’a pas encore attrapé la va-
riole, R(z) la population d’age = qui a attrapé la variole et qui a survécu,
(elle admet donc immunité permanente) et on note P(x) = S(z) + R(z) la
population d’age z. Le modéle de Bernoulli s’écrit alors comme suit :

% = —qS(z) — m(z)S(z),
v (1.1)
—— = (1= p)gS(x) - m(z)R(z).



ou m(x) représente la mortalité a ’age = qui n’est pas due a la variole, ¢’est-
a-dire la mortalité naturelle, ¢ est la probabilité d’attraper la maladie dans
I’année et p est la probabilité de mourir de la variole par année.

D’aprés la premiére équation du systéme (L.1), on a

S(x) = S(0)e 9= Jo mw)dy,
De méme, & partir de la deuxiéme équation du systéme (1.1]), on a aussi

s m(a)R(x) = (1~ p)gS(0)e S o
T

Apreés intégration on obtient,
R(z) = S(O0)(1 = p)(1 = ¢7)e I mons
La proportion des susceptibles & I'age x est,

S S
P(z) S(z)+ R(x)’

e

T (L )= e )
1
1+ (A -p)(em —1)
Bernoulli utilise les valeurs de P(z) qui se trouvent dans le tableau de Halley

[8] et a l’aide de la formule (1.2)), il détermine les valeurs de S(z) et de R(x)
que 'on retrouve dans la colonne 3 et 4 respectivement du Tableau 1.

(1.2)



TABLE 1

AGEs | Survivans Naysne [Ayant en P",':m M‘?n‘:s Somm ) MoRTs
pav felon P“h‘“ B |per. véeole| per. e\-1."mle d“';“gu w;xfba;ile?
années, | M. Halley.| pet. vérole. pet. vérol. J:ﬁ'::: chl:["d:?‘:) pct.‘ vérole, P‘Mm”::"l
o | 1300 (1300 (-]
1 | 1000~ 895 tog (137 7,1 17,1 | 283
2 | 855 | ¢85 170 | 99 2.4 | 29,5 | 133
31 798 | sy |22y | S8 97 | 392 | 47
4 |_760 | 485 (275 | 66 8.3 1 475 30
1 732 | 416 316 | 56 7,0 545 21
6 7io | 359 351 | 48 6,0 60,5 16
7 692 311 381 42 5,2 65,7 12,8
8 680 } 253 408 36 4.5 70,2 7S
9 {670 1 237 143332 40 | 742 i
io GGt 208 453 28 3,5 777 5.5
It 653 | 182 471 | 24.4 3,0 80,7 5
2 646 | 160 486 ' 21,4 2,7 83,4 4.3
3 640 | 140 soo | 18,7 2,3 85,7 37
14 634 | 123 (18 16,6 2,1 87,8 1.9
1§ ! 628 | 108 520 | 14.4° 1,8 89,6 42
16 l 622 94 528 | 12,6 1.6 91,2 414
17 | 616 83 5331 ) 11,0 L4 | 92,6 4,6
il_f_'i_ 72 538 97| 1,2 93.8 4.8
19 | Goga i 63 [ 541 |84 o | 948 ] s
20 598 56 | 542 | 74 °.9 | 957 5.1
21 592 |_48:5] 543 65 0.8 | 965 552
22 586 42.5( 543 5.6 07 | 972 513
23 | 579 | 37 I se2 | 5o | 08 | 978 | 64
24 | s7a 3141 549 ) 44| o5 | 983 6.5

Tableau 1 : Tableau fourni par Halley [§]

Par la suite Bernoulli s’intéresse exclusivement au cas de I'inoculation de la
variole & la population entiére depuis la naissance, il suppose que tous les
bébés sont inoculés avec un risque € de mourir, Il trouve les deux résultats

suivants :
— L’espérance de vie sans inoculation est 26 ans et 7 mois.

— Supposons maintenant que tout le monde est inoculé a la naissance. La
nouvelle population P*(z) ne fera que suivre I’équation

dP*

dx

= —m(x)P*(z).

10



Par conséquent , Bernoulli a pu réaliser une nouvelle table numérique
pour la population P*. Il a appliqué la méthode de trapéze, Bernoulli
déduit que I'espérance de vie avec inoculation a la naissance est 29 ans
et 2 mois et il a trouvé que la probabilité est proche de 1, c’est la rai-
son pour laquelle il encourage I'inoculation. Mais le Francais Alembert
s’est opposé au travail de Bernoulli. Bien que Alembert ait tenu des
propos justifiés, il n’a pas saisi les arguments mathématique de Ber-
noulli, notamment les études probabilistes. Comme d’Alembert tenait
une grande place politique a 'académie, il a réussi a garder 'ocuvre de
Bernoulli sous sa coupe pendant prés de dix ans. Dans le méme temps,
il a publié son propre ouvrage qui contient des conclusions presque en
contradiction avec celles de ce dernier.

1.2 Modéle de Ronald Ross pour le paludisme

Le paludisme est causé par des protozoaires parasites du genre Plasmo-
dium. Les protozoaires sont transmis aux humains par les piqiires de mous-
tiques femelles infectés de type anophéle lorsqu’ils prennent un repas de sang.

1.2.1 Modélisation de la transmission du paludisme

Les premiers travaux de modélisation mathématique de la dynamique
de la transmission du paludisme ont été réalisés au début des années 1900
par R.Ross [20], qui a regu plus tard le prix Nobel de médecine pour ses re-
cherches médicales sur le paludisme. Pour formuler le modéle de R.Ross pour
la transmission du paludisme, nous considérons une population de moustiques
n et une population humaine N, et supposons que les deux populations sont
constantes. Soient Sy et Iy les humains sensibles et infectieux, et S, et I,
les moustiques femelles sensibles et infectées.
Le processus de transmission du paludisme entre les populations humaines
et les moustiques est décrit dans la figure (|1.1)).

11



Population
humaine

Population de moustiques

femelles

FIGURE 1.1 — Diagramme de transfert pour le modéle de Ross. Les fléches
pleines indiquent un transfert. Les fléches pointillées indiquent une infection
croisée.

Les équations du modéle sont présentées comme suit :

' % = 0NN — xSy — bcl%SN + pn N,
% = bcl%SN — (o5 + pn)In,
dci" = 0,0 — 0,5, — bCQINNSn, .
A A

12



ou les parameétres utilisés dans le modéle sont énumérés dans Tableau 2.

b | Taux de piqire(nombre d’humains piqués par moustique dans une unité de temps).
c1 | Probabilité d’une infection humaine résultant d’une piqtire infectieuse.

co | Probabilité d’une infection par un moustique a la suite & une piqare infectieuse.

On | Taux de natalité et de mortalité humaine.

0, | Taux de natalité et de mortalité des moustiques.

puy | Taux de guérison des humains.

Tableau 2

Ross a examiné 1’évolution de la fraction d’individus dans les compartiments
des infectés (I, I,) a I'aide de deux équations différentielles ordinaires sui-
vantes :

(dx
d_tl = ZbCl.ng(l — 331) — dl‘l,
" (1.4)
d_t2 = bCQJ]l(]_ — ZL’Q) — 571'1]2-

\

oll z; représente la fraction des humains infectés (LX) et z est la fraction

des moustiques infectés (£2) et d = oy + p, | = 2.
Nous considérons le systéme (1.4)) dans la région bornée suivante :

I ={(r;,m) €R? | 0<2 <1, 0<ay<1}

Le modéle est réécrit ainsi :

—_— 91 x17$2 5
(1.5)
ll/ 2 17 2 .

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure l’existence et 1'unicité de la
solution du systéme (|1.5).

13



En utilisant la propositionI0]de I’Annexe, nous montrons que les solutions
sont positives :

Lorsque x; = 0,29 >0 donc gi(xq,x2) = lbcyzy > 0.

Lorsque x; > 0,29 =0 donc go(z1,x2) = beaxy > 0.
Quand x; = 1,29 >0 alors g(z1,22) = —dzy <0.
Quand x; > 0,29 =1 alors go(zy,x2) = =029 < 0.

Ainsi, nous pouvons dire que I' est positivement invariant.

1.2.2 Points d’équilibre et nombre de reproduction de
base

Le systéme a deux équilibres possibles dans l'intervalle [0, 1] x [0, 1]
[22] : I’équilibre sans maladie, P, = (0,0), qui correspond & 'absence de
malaria (autre nom du paludisme) et un équilibre endémique P* = (x7, z3),
ou xj, x5 sont donnés par

lb C1Cor — (5 d % lb C1Cy — 5 d
[b2cicy + dbey’ Ib%2cicy + leybd,

*

xlz

.’132:

On note que x7, x5 > 0 si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

lb20102

ond

Ry =

On appelle Ry le nombre de reproduction de base qui est un concept clé
en épidémiologie, il mesure le nombre moyen de personnes infectées par une
personne infectée au début d’une épidémie.

1.2.3 Stabilité locale des points d’équilibre

Afin d’étudier la stabilité des points d’équilibre, nous faisons le calcul de
la matrice Jacobienne & ces points.
La matrice jacobienne du systéme ([1.5)) est donnée par :

—d — le1$2 lel(]. — 1’1)

Jac(zy, x2) = beo(1 — x9)  —0, — beamy

14



La matrice jacobienne au point P, est :

Jac(0,0) = {_d lbcl}

bCQ _571

Dans ce cas nous avons :
tr(Jac(0,0)) = —=d — §,, =< 0

det(Jac(0,0)) = d6, — lb*cico >0, si Ry <1

Ainsi le point d’équilibre P, est localement asymptotiquement stable si Ry <
1, méme s’il existe quelques malades, ils ne déclencheront pas une épidémie
et instable si Ry > 1, ils déclencheront une épidémie.

La matrice jacobienne au point P* = (z7, 2%) est :

—Zbclg lber (1 — 27)

Jac(xy, x5) = -
(@1, 23) beo(1 — %) —bcy—
2

Nous avons tr(Jac(x}, z3)) < 0 et det(Jac(z},x3)) = b*ciey — db, > 0 si
Ry > 1, donc I'équilibre endémique P* = (z7, x3) est localement asymptoti-
quement stable si Ry > 1, que I’épidémie ne s’arrétera pas.

1.3 Le modéle SIR de Kermack-Mckendrick

Le modéle SIR de Kermack-Mckendrick [I0] joue un role trés important
en ’épidémiologie, c’est un modéle qui permet de décrire la propagation
d’une épidémique au sein d’une population, ce modéle suppose que la popu-
lation totale N est divisée en trois compartiments notées S, I et R comme
le montre la figure ot S(t) est le nombre d’individus sensibles & la ma-
ladie dit susceptibles, ¢’est-a-dire qui ne sont pas encore infectés au temps
t. I(t) désigne le nombre d’individus infectés, supposés infectieux et capable
de transmettre la maladie par contact avec les individus susceptibles. R(t)
désigne le nombre d’individus guéris. Dans le modéle, les personnes guéries
sont immunisées pour le reste de leur vie.

15



s P! | R

FIGURE 1.2 — Les compartiments du modéle SIR.

Les équations du modéle sont présentées comme suit :

ds __ BSI
da N 7
S
d = B4, (1.6)
drR  _
@ =

Le paramétre [ est le taux de transmission de la maladie et v est le taux
de guérison.
Considérons les conditions initiales

S(0) = Sy = N — Iy, 1(0) = Iy, R(0) = R0 =0,

avec 0 < Iy < N. Le nombre [ est en général trés petit devant V.

1.4 Quelques propriétés du modéle de Kermack-
Mckendrick

Proposition 1 Le syseme (1.6) a une solution unique définie pour tout t >
0. De plus la solution est positive.

Démonstration :

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure 'existence et 1'unicité d’une solution
du systéme sur un intervalle maximal [0, 7,,..[. D’aprés la premiére
équation du systéme (1.6), on a pour tout 0 < ¢ < Tpaq,

S(t) = Spe~~ o 1@ ~

16



car Sp > 0. De méme, a partir de la deuxiéme équation du systéme (1.6, on
a aussi
I(t) = Iyelo n(S@o—11) 5

car Iy > 0. Enfin, a partir de la troisiéme équation du systéme, (1.6)

R(t)zv/ot](a)d0>0

pour tout ¢ > 0.

Par ailleurs
dS dI dR B

ar tar T Y
donc
S(t) + I(t) + R(t) = S(0) + I(0) + R(0) = N.

Ce modeéle est une approximation de la réalité d’une épidémie, car dans la
réalité, une population enregistre des décés et des naissances sa taille n’est
pas constante et donc 0 < S(t) < N, 0 < I(t) < Net 0 < R(t) < N
pour tout 0 < t < T},,.. Comme les solutions restent bornées sur I'intervalle
maximal [0, T},q.[, il en résulte que T,,,,, = oo (dans I'analyse d’une épidémie
prendre un temps infini n’a pas de sens). Le systéme a donc une unique
solution définie pour tout ¢ > 0.

Proposition 2 lim (S(t),1(t), R(t)) = (S(00), I(0), R(0)) existe.

t—+4o00

Démonstration : Nous avons

S,<t) = _T < Ov

ce qui implique que S est décroissante et minorée par 0 donc elle converge
vers une limite S(oco) > 0. De méme

R'(t)y=~I>0

alors R est croissante et majorée par N donc elle converge vers une limite
R(o0) < N.
Nous avons aussi

I(t)= N — S(t) — R(t),
alors I(00) = N — S(00) — R(00) existe.

17



Proposition 3 [13] So>0 et Io>0 implique 0<S(00) < Sy et I(c0)=0.

Démonstration :

A partir du systéme (1.6), on trouve
ds
s _ Py
dR YN

En résolvant cette équation pour S, on obtient
S(R) = S(R(0))e 371 = Speman B0 > ge=5 0.
Ceci implique que
S(o0) = Soe_viNR(oo) > Soe_% > 0.
Par conséquent, 0 < S(o0) < 5.

D’aprés 'équation S et le fait que S(o0) et I(00) existent, nous savons que

lim S'(t) = 5

Jim —NS(OO)[(OO) existe.

En outre, lim S'(t) = 0.
t—00

On suppose par absurde qu’il existe un a < 0 tel que

lim S'(t) = a.

t—o00
alors S’(t) < £ pour t > T, pour un temps T suffisamment grand, et donc
2

25(T)

S(t)<S(T)+%(t—T)<O pour +>T =

Cela contredit S(t) > 0 pour tout ¢ > 0.
Par conséquent, S(00)I(c0) = 0, et puisque S(oco) > 0, alors I(co0) = 0.
1.4.1 Formule de la taille finale d’une épidémie

L’intégration de la somme des deux premiéres équations de (1.6) de 0 a
oo donne

7/000 I(t)dt = Sy + Iy — S(00) = N — S(00).

18



La division de la premiére équation de (1.6)) par S et l'intégration de 0 a
oo donne

S(o0)

log g = [ 10t = L = S(oe)) = a1 = T, ()

ou Ry = represente le nombre de reproduction de base.

L’équation est appelée la relation de taille finale. Elle donne une
relation entre le nombre de reproduction de base et la taille de I’épidémie.
Notez que la taille finale de 1’épidémie, c¢’est-a-dire le nombre d’individus de
la population qui sont infectés au cours de ’épidémie, est

R(00) = N — S(0). (1.8)
Nous remplagons S(co) par N — R(c0) dans I'équation (1.7)), ce qui donne

So N — R(0)

log

au début de I’épidémie Sy ~ N, on trouve donc 'approximation suivante
pour la taille finale de I’épidémie

N .

Ainsi la proportion totale des personnes infectées dans la population

(mz@) vérifiée

1—

1 — g =e Pz

On ne peut pas avoir une solution explicite de cette équation, mais on
peut la résoudre numériquement par la méthode de Newton, ainsi la solution
est donnée dans le tableau 3 avec différentes valeurs de R,.

Ry| 1.1 | 1.2 | 1.5 2 2.5 3
x | 17% | 31% | 58% | 79% | 89% | 94%

Tableau 3 : Taille finale de I’épidémie en fonction de R,.

1.5 Modéle SIS

Dans le cas d’un modéle SIS, les individus infectés retournent dans le
compartiment sensible aprés leur rétablissement.
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FIGURE 1.3 — Les compartiments du modéle SIS.

(C’est-a-dire que I'on peut étre infectés plusieurs fois par le méme virus
(comme pour le Covid-19)
Les équations du modéle sont présentées comme suit :

as BSI [
dl BSI [
% T - ,y :

Avec les conditions initiales
S(O) = So > 0,[(0) =1,>0
La population totale N est constante, avec :

as di
N=S+1car —+ — =0.
dt dt
Dans ce type de modéles, il y aura deux résultats possibles pour une épi-
démie initiale : soit I’épidémie se termine, soit la maladie devient endémique.

Pour le voir remplagons S = N — [ dans la deuxiéme équation, on obtient

I I 3

— =B(N—D)—= I =(B—7y)I - =TI?
1
C’est une équation différentielle de type logistique de la forme suivante :
dl 1
I 8 -

avecr = —vet K =N — % Rappelons I'analyse de I’équation logistique.
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L’équation logistique peut étre résolue explicitement en utilisant la sépa-
ration des variables, la solution satisfaisant la condition initiale z(0) = ¢ est
la suivante :

Kxpe™ K

t) = = . 1.11
l’( ) K- To + ZEQ@Tt To + (K — $0)€_rt ( )

L’expression de la solution du probléme de valeur initiale logistique
montre que z(t) se rapproche de la limite K lorsque ¢ — oo si zp > 0 a
condition que r > 0. Si r < 0 alors K < 0 et x(t) s’approche de 0 lorsque
t — 0.

Nous résumons ces résultats dans la proposition suivante :

Proposition 4

1. Si % < 1, alors, pour tout 0 < Iy < N,I(t) — 0 lorsque t — oc.
Dans ce cas Uinfection s’éteint.

2. Si g > 1, alors, pour tout 0 < Iy < N,I(t) — N(l — %) lorsque
t — 00. Dans ce cas l'infection persiste.
En notant comme pour le modéle STR, Ry le nombre de reproduction de
base

La proposition [4] peut étre réinterprétée ainsi pour les solutions du modeéle
SIS.

1. Si Ry < 1, alors (S(t),I(t))—(N,0) lorsque t— oo.
2. Si Ry>1, alors (S(t), I(t))—><%,N(1 - g)) lorsque t—s 0o,

Mais dans la réalité le cas Ry > 1 conduit & un nombre constant de
malade pendant un temps infini (ou au moins trés long) a la condition que
I'on puisse étre réinfecté un nombre infini de fois, ce qui ne se rencontre
jamais dans I'histoire de ’humanité car toutes les épidémies (Peste, choléra,
grippe espagnole, ebola) qui ont frappé ’humanité ont eu une fin, en raison
de la modification dans le temps du facteur Ry, a la suite de la diminution de
virulence des virus et de 'augmentation de 'immunisation de la population.
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Chapitre 2

Le modéle SIR avec age
d’infection

Dans ce chapitre, nous étudions un modéle épidémique sous forme d’une
équation aux dérivées partiales, ol on introduit ’age d’infection, pour avoir
plus de précisions comme par exemple dans le taux d’infectiosité prendre
une constante en EDO n’est pas vrai en réalité car il vari en fonction de I’age
d’infection. Ce modéle est déja étudié dans ([I4], [15]). Le modéle suppose
que la population totale N est répartie en trois classes : les susceptibles S,
les infectés I, les réfractaires R. Dans ce modéle, les infectés sont structurés
en age d’infection.

Les équations du modéle sont présentées comme suit :

;

\

as +oo :

- = A—=S(t) [, bla)i(t,a)da —mS(t),

i 0i :

U ta) + - (1,0) = ~(cla) + d(a) + m)i(t,a),

(2.1)
i(t,0) = S(t) [, b(a)i(t, a)da,

dR i

— = c(a)i(t,a)da — mR(t).

Counsidérons les conditions initiales

S(0) = S , i(0,a) = ig(a) , R(0) =0,
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ou a > 0 la durée depuis le début de l'infection et i(¢,a) est la densité
d’individus infectés depuis un temps a a I'instant t,

A est le taux de recrutement, m est le taux de mortalité naturel, b(a) est
le taux d’infectiosité de la maladie a age a, c(a) est le taux de guérison a
I'age a et d(a) représente le taux de mortalité di a la maladie a ’age a. On
note par I(t)= [ i(t, a)da le nombre total de personnes infectées a I'instant
t.

2.1 Etats d’équilibre et nombre de reproduc-
tion de base :
Les équilibres du modéle satisfont le systéme suivant :
(0=A—-5* O+O° b(a)i*(a)da — mS*,
9. (@) = —(c(a) + d(a) + m)i*(a),
#(0) = 5% [ b(a)i*(a)da, (2:2)

0= O+OO c(a)i*(a)da — mR*.

\

Le systéme (2.1)) a un équilibre sans maladie, ou ¢*(a) = 0 et R* = 0. Les
susceptibles satisfont S* = % Ainsi, ’équilibre sans maladie est donné par

A
50 = (E7O>O)

On s’intéresse maintenant a 1’équilibre endémique. En résolvant 1’équation
différentielle vérifiée par ¢*, on obtient

ou

m(a) = e~me o clo)rd(o)do

est la probabilité de rester dans la classe infectée.
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En remplacant I'expression de i*(a) dans la condition initiale, on obtient

une valeur pour S*
1

[ b(a)m(a)da

*

D’apreés la quatriéme équation du systéme (2.2)), on a

_i%(0) 0+Oo c(a)w(a)da'

m

De méme, a partir de la premiére équation du systéme (2.2]), on a aussi

i*(0) = mS*(Ry — 1).

ou Ry est le nombre de reproduction de base, défini comme suit :

+o0
Ry = %/0 b(a)m(a)da.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 5 Le systeme (2.1) a un équilibre endémique si et seulement si
Ry > 1 et cet équilibre est unique.

2.2 Stabilité locale de I’état d’équilibre sans ma-
ladie

Proposition 6 L’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement
stable st Ry < 1 et instable st Ry > 1.

Preuve :

Pour voir ce résultat, nous linéarisons le systéme (2.1) autour de I’équilibre
sans maladie. Pour cela nous considérons les perturbations suivantes :

aw—%+wm,m@yw@@,3@—4ﬂ
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Le systéme linéarisé s’écrit comme suit :

( {
A OOZ
w +

(a)y(t,a)da — mw(t),

dt - om0
dy 0Oy
5 T 5, = —(clo) +d(a) + m)y(t,a),

(2.3)

A oo
y(t70) = E ()+ b(a)y<t7a)da7

= Iy cla)y(t, a)da — mz(t).

\

Nous cherchons une solution de la forme
w(t) = C'we’\t, y(t,a) = C'y(a)e”, 2(t) = C.e.

Avec X est une valeur propre complexe (A € C). En remplagant ces solutions
dans le systéme (2.3)), nous obtenons le probléme linéaire de valeur propre
suivant :

r A oo
ACy = —— [ " b(a)Cy(a)da — mC,,

%ﬁ +ACy(a) = —(c(a) + d(a) +m)Cy(a),
R (2.4)
C,y(0) = — [ b(a)Cy(a)da,

AC, = [ c(a)Cy(a)da — mC..

\

En résolvant la deuxiéme équation du systéme (2.4]), on obtient
Cy(a) = C,(0)m(a)e .

En substituant dans la condition initiale du systéme (22.4]), on obtient I’équa-
tion caractéristique suivante :

+oo N
e da = 1. 2.5
wl “ (25)
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On pose :

_ % /0 " (@) m(a)e—da.

On suppose par 'absurde qu’il existe un A = \; + i\ , tel que

A > 0.

+oo
V| < _/ Je Mg — G(A) < G(0) = Ry < 1.

Cela contredit , et donc I’équation caractéristique n’a pas de racines
avec une partie réelle positive ou nulle. Ainsi, I’équilibre sans maladie est
localement asymptotiquement stable si Ry < 1, ce qui signifie que si quelques
cas de personnes infectées apparaissent, leur nombre va se réduire a 0 et la
maladie ne va pas se propager.

Si Ry > 1, il existe au moins une valeur propre A\ réelle pure, tel que
G'(A\) < 0, ce qui implique que G est strictement décroissante et G(0) =
Ry > 1. De plus )\l—iglr-loo G(A) = 0. Par conséquent, il existe un \* positif

tel que G(A\*)=1. Ainsi, I’équilibre sans maladie est instable. Dans ce cas, si
quelques cas de personnes infectées apparaissent, la maladie va se propager.

2.3 Stabilité locale de I’état d’équilibre endé-
mique

Proposition 7 5i Ry > 1, alors l'unique équilibre endémique est localement
asymptotiquement stable.

Démonstration :
Nous linéarisons le systéme (2.1)) autour de 1'équilibre endémique. Soit
S(t) = S*+w(t), i(t,a) = i*(a) + y(t,a) et R(t) = R* + z(t). Le systéme
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linéarisé s’écrit comme suit :

( CZJ = 5 [ bla)y(t, a)da — w(t) [ ba)i*(a)da — muw(t),

% + % = —(c(a) +d(a) + m)y(t, a),

y(t,0) = S* [ b(a)y(t,a)da + w(t) [,"° b(a)i*(a)da,

(2.6)

= [57 cla)y(t, a)da — mz(t).

En cherchant des solutions exponentielles, nous obtenons le probléme linéaire

de valeurs propres suivant :

((\C,, = —5* [["b(a)Cy(a)da — C, [, a)da — mCl,,

%ﬁ +ACy(a) = —(c(a) + d(a) + m)Cy(a),

Cy(0) = S* [*°b(a)Cy(a)da + C, [, b(a)i*(a)da,

(2.7)

f a)da —mC,.

En résolvant la deuxiéme équation du systéme , on obtient
Cy(a) = C,(0)e 7 (a).

La premiére et la troisiéme équations du systéme impliquent

¢, (0)

A # —m.
A+m’ 7 m

Cp = —

En remplacant w et y(z) dans I’équation de y(0), on obtient

Cy(0) = S*/O N b(a)C,(0)e *m(a)da — /\q—/i——(orzz/o h b(a)i*(a)da.

En annulant C,(0) et on pose A = f a)da, on obtient I’équation

caractéristique suivante :

A oo
AtmEA S*/ b(a)e 7 (a)da.
A+m 0
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On considére A = A\; + iy avec Ay > 0, alors
o0 400
5" / b(a)e N (a)da| < S / ba)r(a)da = 1.
0 0

Car S* = . De méme, on a

f0+oo b(a)m(a)da
‘)\+m+A‘ VA mA A2+ (A)? -
Am T+ e
contradiction. [.’équation caractéristique n’a pas de racines avec une partie
réelle positive ou nulle. Par conséquent 1’équilibre endémique est localement

asymptotiquement stable si Ry > 1. Dans ce cas, la maladie va persister
quelle que soit la valeur de ¢, on ne pourra pas I’éliminer.

2.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous souhaitons fournir des représentations graphiques
qui confirmeront les résultats mathématiques obtenus dans les sections pré-
cédentes. En effet pour ce but on va discrétiser chaque équation différentiel,
d’abord on s’intéresse a la discrétisation de 1’équation différentiel de S en
utilisant la méthode d’Euler explicite :

M
S+l — gk 4 (A — gk Z bjz';?Ax) At,
j=1

avec At est le pas de discrétisation par rapport a t.
Ensuite, on s’intéresse a la discrétisation de ’équation différentiel partial

de i en utilisant le schéma différences finies décentré amont :

At

1

: At :
el = (1 — — — At(¢;+d; + m)zf) + XU

J Az

avec Ax est le pas de discrétisation par rapport a la variable age a.
afin de calculer le nombre de reproduction de base en utilisant ’approxi-
mation suivante :

AM
Ry = — g b Ax.
0 m T AL
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Dans les deux exemples suivants, le jour sera considérée comme une unité
de temps, le nombre de personnes susceptibles au début de 1’épidémie (¢ = 0)
est S(0) = 250 et la densité d’individus infectés pour ¢ = 0 est i(0,a) =
56—0.8a.

Exemple 1 :

Dans cet exemple, nous choisissons les valeurs des paramétres de maniére
a avoir Ry < 1, pour cela nous considérons le systéme avec le choix des
fonctions suivantes :

A =39,m = 0.3,b(a) = 0.09ae*, c(a) = 0.05¢"°* d(a) = 0.006e">*,

dans ce cas, on trouve Ry = 0.42 < 1.

250 5
6 4
200 | \ | Y
= | = °
723 =,
2
150 | |
0
40 1
20 10
100 o 5
0 10 20 30 40 t ) a
t
5 0.6

o 10 20 30 40 20 30 40

FIGURE 2.1 - La solution (S(t),i(t,a)) s’approche de I’équilibre sans maladie
lorsque t — 400

Dans la figure nous remarquons que le scénario d’extinction de ’'infec-
tion se tient c’est-a-dire si certains cas de personnes infectées se présentent,
leur nombre diminuera a 0.

Exemple 2 :

Dans cet exemple, les paramétres sont choisis pour avoir Ry > 1, pour
cela, en choisissant les fonctions suivantes pour le systéme :

A =2,m=0.09,b(a) = 0.3ae~", c(a) = 0.05¢"°'* d(a) = 0.006¢™2,
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dans ce cas, on obtient Ry = 1.49 > 1.

0 s0
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| \ st \ /
ol ./ /
° °
o T 20 30 W0 o 0 o T

FIGURE 2.2 — La solution (S(t),i(t,a)) s’approche de 1’équilibre endémique
lorsque t — 400

Dans la figure nous remarquons la persistance de l'infection a une
valeur positive, ce qui signifie que I’épidémie ne s’arrétera pas.
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Chapitre 3

Un modeéle SEIR avec age de

latence

Nous étudions dans ce chapitre un modéle épidémiologique sous forme
d’équation aux dérivées partiales. La population totale est divisée en quatre
compartiments : sensibles, exposés (i.e sont des individus infectés mais ils ne
sont pas infectieux), infectés, réfractaires. Le nombre de personnes sensibles
au temps ¢ est noté par S(t), la sous population des exposés comprend une
structure d’age, c’est-a-dire qu’au temps ¢, cette classe est décrite par une
fonction de densité F(t,a), stratifiée par la durée a pendant laquelle les in-
dividus sont infectés, le nombre de personnes infectieux est noté par I(t) et
R(t) désigne le nombre de personnes guéries. Le modéle est décrit par les
équations suivantes :

7

%:A—W—us(ﬂ,

2 (ta) + 22(t,a) = ~(0la) + B, a),

B(t.0) = 55(2]@)7 (3.1)
% 0+°O ala)E(t,a)da — vyI(t) — pl(t),
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avec les conditions initiales
S(0) =Sy, I(0) =1y, E(0,a)= Ey(.) € L'(R"), R(0)=0,

ou ( représente le taux de transmission de la maladie, u est le taux de
mortalité naturelle, v est le taux de guérison et a(a) représente le taux de
passage du compartiment & au compartiment /. Dans ce modéle tout recru-
tement dans la population se fait dans la classe des susceptibles et se produit
avec un flux constant A. Pour que le modéle soit bien défini, on suppose que :
(H;) Tous les paramétres mentionnés dans le modéle sont positifs.
(H3) La fonction a(a) appartient a L3°(R™). De plus, il existe un o, > 0
tel que a(a) > ay, pour presque tous les a > 0.
Remarquons que la dynamique est indépendante de R donc on peux né-

gliger le compartiment des remis. Maintenant, nous définissons les espaces
fonctionnels du systéme(3.1)

X=RxL'R') xR
XT=R"xLL(R") xR*

Dans la section suivante, on s’intéresse a l’existence et 'unicité de la
solution du systéme (3.1)).

3.1 Existence et unicité de la solution

On considére le probléme suivant :

( %—f(t’ a) + %—f(t, a) = —(ala) + p)E(t, a),
B(t,0) = £(0), 32
[ E(0,a) = Ey(a).

ou f(t) est une fonction donnée. L’existence et 'unicité de la solution du
systéme ([3.1) sont établies par le théoréme [I] Pour démontrer ce théoréme
nous avons besoin du lemme suivant (voir [18]) :

Lemme 1 Supposons que f est lipschitzienne, alors pour tout T > 0, il
existe une solution positive faible unique E € C([0,T], L*(R")) du probleme

B2).
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Théoréme 1 Supposons (Sy, Eo, Ip)e RT x LL(RT) x R*, le systeme (3.1)
posséde une solution positive faible unique (S, E,I) € C*(RT)xC(R", LL(R"1))x
C'(RY)

Preuve : Pour démontrer ce théoréme, on utilise le théoréme de Banach-
Picard ﬂgﬂ dans un espace de Banach approprié. Considérons I'opérateur sui-
vant

B:Ci(0,T])  — C([0,7))

[ ala)g(t,a)da — I(t),

avec [ est la solution du probléme :

= Iy oot a)da — 1) — pI(),
(3.3)
1(0) = Iy.
Nous introduisons 'opérateur A comme suit
A Fy — Fy
¢ +— E(t,a),

défini sur 'espace de Banach Fy = C,.(0,T, L} (R")) qui désigne 'ensemble
des fonctions continues positives ou nulles sur U'intervalle [0, 7] & valeur dans
L'(R') munit de la norme suivante

[ml[e, = sup [[m(t, )] @)

te[0,7)
et F est défini comme suit :
( OF o
E(L CL) + %(t CL) = _(Oé(a’) + M)E(ta CL),
B0y - PSOBUL™ al@)ot ada) (3.4)
N
(| E£(0,a) = Ey(a),

avec S est la solution du probléme :

ds BSt)B([,™ ala)p(t, a)da)
a N N ~ #30) (3.5)
S(0) = Sp.

33



D’aprés le lemme([l], opérateur A est bien défini. Pour montrer I'existence
et I'unicité des solutions, il suffit de prouver que A est une contraction.
On pose

S(t) = S1(t) — Sa(t), E(t,a) = E1(t,a) — Es(t,a), I(t) = L(t) — Ix(t),

ou Iy = B< 0+°O a(a)gbk(t,a)da) et E;(t,a), (i = 1,2) deux solutions asso-

ciées a ¢;(t, a) respectivement et vérifient le probléme suivant :

' %_]f(t, Q)+ g—f(t, a) = —(ala) + ) E(t, a),
E(t,0) = %Sl (t)B(f0+oo ala)pr(t,a)da) — %Sg(t)B(foJroo ala)po(t,a)da).

\

Par un argument d’une approximation de la fonction valeur absolue ap-
pliqué au probléme ci-dessus nous pouvons conclure que |E(t, a)| vérifiée (au
sens de distributions),

(

2 |B(t, )| + A B () = ~(ala) + I B(ta)],

B(,0)] = | -5 (0B, aa)ou(t. a)da) — 2851 B} ala)n(t, a)da)],

(3.6)
L’intégration de I'équation (3.6) par rapport a 'age d’infection a donne
d +oo +00
pm |E(t, a)lda + |E(t, 00)| — [E(t,0)| = —/ (ala) + p)|E(t, a)|da
0 0
ce qui implique que

&= 1B ada < 1B(,0),

0
s B

< 1S OBU™ ala)é(t.a)da) — L8 BU;™ (@)t a)da).
Ainsi
d +00 +o0 +o0
G [ Bl <1150 B[ a@ontad)) -0, B([  attad)
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Comme f est lipschitzienne, il existe une constante L telle que
d [T
i ), |E(t,a)|da < LIS ()] + [1(2)]). (3.7)

De méme la fonction I(t) = I(t) — I5(t) satisfait

+o0o
U [ ot ada 10 - i) @ 10) =0
alors,
—!f )| <[ ala)g(t, a)dal,
< lalloo fo [6(t, a)|da (3.8)

< [lallsol|@ll 7+
On intégre ’équation ([3.8)), on trouve

()] < Tl[edlooll 0l 7+ (3.9)
D’autre part, nous avons

as

B us— (0. B( / " (@) (t, a)da))+F(Sa(t), B( / " ala)bs(t, a)da))

ainsi,

%IS( Ol < —plSH)] - ( 1(8), B(Jy ™ ala)éu(t, a)d ))+f(52(t)73(f+°° a(a)a(t, a)da))
+f(Sa(t), B[y ™ ala)én(t, a)da)) — f(Sa(t), B[, ala)és(t, a)da)),
—ul SO+ /(). B(f;" a ( )1 (t, a)da))| + | f(Sa(t), B(Jy ™ ala)g(t, a)da))],
—ulS@)] + LIS + LIB(f;"™ ala)é(t, a)da),
SO+ LI @),
)

SO+ LTl [0l £+

ININ I/\ |/\
EE

Ceci implique que

[S@] < T = Dllallcllgllr+- (3.10)
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En remplacgant (3.9) et (3.10) dans (3.7)), on obtient
+o0
| IEGa)ld < Lol ol e
0

par conséquent,
1Bl < LT?[lalloo| ]l ™"

Pour que l'opérateur A soit contractant dans I'espace de Banach F!,, il
suffit de choisir 7', tel que

LT |l ]l e < 1.

En appliquant & chaque fois la méme procédure entre [T, (k + 1)T] on
aura la solution globale, d’out le résultat du théoréme.

3.2 Etats stationnaires

Les équilibres du modéle (3.1]) sont solutions du systéme suivant, :

’ ﬁS*I* .
0=A—- N wS*,
OE* .
2 (ala) + ) E"(@)
BS*I* (3.11)
E*(0) =
0 =L
0= 0+OO a(a)E*(a)da — yI* — pl*,
| 0=~I* — uR".

Le systéme (3.1) a un unique équilibre sans maladie, défini comme suit

A
Py =(—,0,0,0).
I

On s’intéresse maintenant a ’équilibre endémique P*. Par la résolution
de léquation différentielle du systéme (3.11]), on obtient

E*(a) = E*(0)K (a)
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ou
K(a) _ e—pa—foa a(a)do"

représente la probabilité de rester dans le compartiment des exposés.
En remplagant Pexpression de E*(a) dans la quatriéme équation du sys-

téme (3.11]), cela donne

0
v+

o B0 [T a(@K(0)da

En substituant I* par sa formule dans la condition initiale du systéme
(3.11)), on obtient
. Npt9)
= — )
B[, ala)K(a)da

De méme, en remplacant la formule de I* dans la cinquiéme équation du
systéme ({3.11)), on obtient aussi

B0 fi a(a)K(a)da

p(y + )

R*

D’aprés la premiére équation du systéme (3.11), on a
E*(0) = pS*(Ro — 1),

ol

Aﬁ +00
Ry ] /0 a(a)K (a)da.

PN (4
Ainsi ’équilibre endémique P* existe si et seulement si la condition sui-
vante est vérifiée
Ry > 1.

On appelle Ry le nombre de reproduction de base.

3.3 Stabilité locale de I’équilibre sans maladie

Proposition 8 L’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement
stable si Ry < 1 et instable st Ry > 1.
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Preuve

Pour étudier la stabilité locale de I’équilibre sans maladie, nous linéarisons
le systéme autour de cet équilibre. Pour cela, cosidérons les perturba-
tions suivantes :

S(t) = % tat), Eta)=y(ta), I(t)=z0), Rt =uw(t).

Le systéme linéarisé¢ prend la forme suivante :

( dx
O~ Aa(t) — ()

gy Oy

at + aa - (CK(G) + M)y(t, &),

y(t,0) = 252(t), (3.12)
dz +00

o = (v =) Jo ™ ala)y(t, a)da,

d
d—l: = cz(t) — pw(t).
En cherchant des solutions exponentielles de la forme z(t) = C,eM,

y(t,a) = Cyla)eM, 2(t) = C.eM et w(t) = CueM, on obtient le probléme
linéaire de valeurs propres suivant ;

( A
ACy = =g Ce = nCi,

% + ACy(a) = —(ala) + 1)Cy(a),

C,(0) = 2., (3.13)

AC, = [,7° ala)Cy(a)da — (v + p)C-,

L ACy =70, — pCly.

La solution de la deuxiéme équation du systéme (3.13)) est donnée par
Cy(a) = Cy(0)K (a)e ™.
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A partir de la quatriéme équation du systéme (3.13)), on a

i aa)Cy(a)da
C. = Je— AN#E =y —p
d’ou
o J57 a(a)Cy(0) K (a)eda

Aty +p
En remplacant la formule de C, dans la condition initiale du systéme
(3.13), on obtient I’équation caractéristique suivante

Ayt =0 /m (a)K (a)ed
Y+ U= — ala ae a,
BN Jo

ceci implique

+oo —Aa
K d

A b jo(a) (@)e”da (3.14)

vt w Jo " ala)K (a)da

Notons par
oo —Aa
K d A

F(\) = Rofo ala)ffaje™da 1=0. (3.15)

fOJrOO aa)K(a)da YHu

Supposons d’abord Ry > 1. Dans ce cas, F' est strictement décroissante, si
A est considéré comme une variable réelle. On a aussi limy 1, F'(\) = Foo
et F(0) = Ry — 1 > 0, I’équation caractéristique posséde une valeur propre
réelle positive, ce qui implique que ’équilibre sans maladie est instable, ce
qui signifie que si quelques personnes sont infectées, la maladie se répandra.

Supposons maintenant que Ry < 1, dans ce cason a F'(0) = Ry—1 < 0, ce
qui implique que ’équation caractéristique admet une racine réelle négative.
Si on considére que toutes les racines complexes ont des parties réelles non
négatives, alors

[7° a(a)K (a)eda

fOJrOO a(a)K (a)da

Ceci est en contradiction avec I’équation , par conséquent I'équation
caractéristique ne peut pas avoir de racines avec une partie réelle positive,
d’ou l'équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable, cela
veut dire que si quelques cas de personnes infectées se présentent, leur nombre
sera réduit a zéro et la maladie ne se propagera pas.

‘0 Ry < 1.
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3.4 Stabilité locale de 1’équilibre endémique

Premiérement, on linéarise le systéme (3.1) autour de 1'équilibre endé-
mique. Soit les perturbations suivantes;

S(t) = S"+x(t), E(t,a) = E*(a)+y(t,a), I(t)=I"+=2(t), R(t) = R +w(t).

Le systéme linéarisé du systéme (3.1]) s’écrit comme suit :

4 d —
d_’f — WBS*Z(t) — %x(t)l* — p(t),
0 0
a_i 8_3; = —(a(a) + py(t,a),
dz +o0

= = I alayy(ta)da — (v + p)a(2),

d_w
\ dt

= 72(t) — paw(t).
On cherche une solution de la forme
z(t) = C’xe”, y(t,a) = C’y(a)e)‘t,

2(t) = C.e™, w(t) = Cue.

En substituant ces solutions dans le systéme (3.16]), on obtient le systéme

suivant : )

\C, = —L5C, — 20, 1" — pC,,
aC,y _
S+ ACy(a) = —(a(a) + p)Cyla),

q C,(0)=L5C, + %Cm, (3.17)

AC, = [,7° ala)Cy(a)da — (v + p)C-,

ACy, = 7C, — uCly,.
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En résolvant la deuxiéme équation du systéme (3.17)), on trouve
C,(a) = C,y(0)e ™K (a).
D’apreés la premiére et la troisiéme équation du systéme (3.28)), on a

Cy(0)

N4
N+ # —H

xT

De méme, a partir de la premiére équation du systéme (3.17), on a aussi

A p+ 21

C, =
5

En remplagant I'expression de z dans la quatriéme équation du systéme
(3.17), on obtient
AN+ p+ %I *)
B o
N9

+o0 B r*
C, = /0 a(a)Cy(0)e K (a)da+(y+u) (M—+J\]ICI> ;

d’on

B oo
AA+p+ 1) Cy(0) _/O a(a)C,(0)e K (a)da—(y+4) (

A+ 217 C,(0)
5 g Ap ’

B g«
o At p
ce qui donne

A p+ 217 C,(0)
28 Atp

+oo
)mwu) - / a(a)C, (0)e K (a)da.

Ainsi I’équation caractéristique du systéme ([3.16)) s’écrit comme suit :

A+ pu+ L AN +v+p
N (A +p)

):1£%wQMﬁTMKX@dw

En remplacant la formule de S* et I* dans I’équation caractéristique, on
obtient

[ a(a)e‘A“K(a)da.

fOJrOO ala)K (a)da

<ﬁ+1) (A4 uRy) = (A +p)
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On considére A = \; + 7\ tel que A\; > 0. Dans ce cas

A fo MK (a
‘—+1H)\+u‘ }—+1HA+MRO‘:‘A+MH
v Y ()K(a)
d’ou
‘—+1‘ ‘/\+u‘

ce qui implique

1< —+1 <1,
v

alors, dans ce cas, I’équation caractéristique n’a pas de racines complexes
avec des parties réelles non négatives, ainsi ’équilibre endémique est locale-
ment asymptotiquement stable. Dans ce cas, la maladie persistera quelle que
soit la valeur de t, nous ne serons pas en mesure de I’éradiquer.

3.5 Stabilité globale de I’équilibre sans maladie

Théoréme 2 Lorsque Ry < 1, I’équilibre sans maladie du systéme (3.1]) est
globalement asymptotiquement stable.

Preuve : Selon la condition aux limites et les conditions initiales du systéme

(3.1), on obtient
E(t —a,0)e *7(a), 0<a<t,
E(t,a) = (3.18)
Eo(a — t)ﬂe’”t, 0<t<a,
m(a —t)

ou
m(a) = e~ Jo el@)do

On considére la fonction suivante :
+oo -
B(a) = / a(o)e Ja (@O+mdd g

alors
B'(a) = —a(a) + (a(a) + p)B(a).
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On définit la fonction de Lyapunov suivante :
Vi(t) = Vi(t) + Vi(t),

ou

400 +00
Ve(t) = M/o B(a)E(t,a)da, Vi(t) = %I(t) et M = /0 ala)K(a)da

+oo
Ve(t ]\/[/ tada—l——/ a)da

+OO —t

]\/[/ E(t —a,0)e "7(a )ch—M/ (a)E(0,a — 1) (7r(a) )e_“tda

On fait le changement de variable suivant
r=t—a, p=a—1t
on obtient
L[ i) e TP+t
Ve(t) = i B(t—r)E(r,0)e" dr—l—— B(t+p)E(0,p) ) e Mdp
0

La dérivée de Vg par rapport au temps ¢t donne

dVg ﬂS /+oo
7 i a)da. (3.19)

De méme, on calcule la dérivée de V; par rapport au temps ¢, on obtient

dv, 1 [+
= M/ a(a)E(t, a)da — 7*7“ (3.20)

En additionnant (3.20) et (3.19), on trouve

dVi v+ p BS(t)M
ar = a1V (Nw ) 1) |
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D’aprés la premiére équation du systéme (3.1)), on a
as

— < A—uS(t
d’ou A
lim sup S(t) < —.
t—o0
, . T . A
Il en résulte que tous les points oméga limites satisfont S(t) < —, alors
1
A
on consideére juste les solutions pour lesquelles S(t) < —.
1
Ce qui implique que
A% ABM
_1§7+M](t( b —1),
dt M pN (7 + )
Ry
< —I(t)(Ry — 1).
SO0
Par conséquent, d_tl <0siRy<1
A%
Ensuite, on a d_tl = 0, ce qui implique que I(t) = 0 ou Ry = 1 et
A
S(t) = —.
14

A
En remplacant S(t) par — dans le modéle, on obtient I(¢) = 0 et E(t,0) =
i

Ainsi, le théoréme Lyapunov-LaSalle [8] et la proposition |8 impliquent
que 1’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

3.6 Persistance uniforme

Dans cette section, nous étudions la persistance uniforme du systéme
(3.1]), pour cela on définit la fonction de persistance p : Xt — R* par

+o0
p(SQ, Eo(a), [0) = I[) + \/0 Eo(a)da. (321)

De méme, on définit X+ = X0 U 0X", avec

X ={(So, Eo(.), Io) € X" : p(So, Eo(.), Ip) > 0}
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et
0X0 = {(SO,E()(.),I()) € X+ . p(So,Eo(.),Io) = 0}
On note,
T = (S0, Eo(.), Ip)

De méme, on note U, le semi-flot du systéme (3.1)).
La proposition suivante joue un role important dans la preuve du résultat
principale de cette section.

Proposition 9 Le sous ensemble X est positivement invariant sous le semi
flot {U (%) }1er+- En plus, Uéquilibre sans maladie est globalement asympto-
tiquement stable pour le semi flot {Uy(Z)}ier+ restreint a 0X°,

Preuve : Soit (Sy, Eo(.), Iy) € X° et posons

p(U(7)) = I(t) + /0 " Bt a)da = K1)

d’ou
—+00

K'(t) = E(t,0) — #/0 E(t,a)da — (v + p)I(t)

Ce qui implique
K'(t) > —(v + p) K (t).
En intégrant cette derniére inégalité par rapport a t, on trouve
K(t) > K(0)e~ 0wt

¢’est-a-dire
+o0 400
I(t) +/ E(t,a)da > o (vt (IO +/ Eo(a)da) > 0.
0 0

Par conséquent, X est positivement invariant.
Supposons maintenant (Sp, Ey(.), I) € 0X°, on obtient

( OF 0E

E(L a) + %(t, a) = —(Oé(a) + M)E(tv a>>
U [ ala) Bt a)da —11(6) — (),

(3.22)
E(t,0) = —55(5\)7]@)’

| E(0,a) = Ey(a), I(0)=0.
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Puisque S(t) < % lorsque t est suffisamment grand, nous avons

E(t,a) < E(t,a) et I(t) <I(t), (3.23)
2 (t.a) + S2(ta) = ~(0la) + E(t,a),
% = [ ala) B(t, a)da — ~I(t) — ud (1),
(3.24)
5 _ABI(t)
E(t, 0) = ET,
| E(0,a) = Ey(a), 1(0)=0.

Par la formulation (3.18]), on a

E(t —a,0)e "7(a), 0<a<t,

E(t,a) = (3.25)
Eo(a —1t) m(a) e 0<t<a.
m(a —t)
En substituant (3.25) a la deuxiéme équation de (3.24]), on obtient

dl - .
o = i Jo al@)I(t = aym(@)e e da+ Hy(t) = (u+7)I(0),
dt " (3.26)
1(0) =0,

ou

oo m(a
H;(t) = /t a(a)Ey(a — t)ﬂ(a(—_)ﬂe_“tda.

Comme (So, Fo(.), Io) € 9X°, en déduit que H;(t) = 0. L’équation (3.26)
a une solution unique I(t) = 0 (voir [23]).
Si 0 <a<t,selon (3.25), on a E(t,a) = 0. Si t < a, alors on a

- m(a _ o
0 < B0l = [Eola — )= se ¥ < e By,

ce qui donne E(t,a) = 0. En utilisant (3.23), on obtient que E(t,a) = 0
et I(t) = 0. Ceci compléte la preuve.
Par conséquent, on a le théoréme suivant.
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Théoréme 3 Supposons que Ry > 1, le semi flot {U (%) }ser+ est uniformé-

ment persistant par rapport a (X°, 0X°), c’est-a-dire qu’il existe € > 0 qui

est indépendant des valeurs initiales de sorte que tlim inf p(Uy(Z)) > € pour
—00

tout & € XO.

Preuve : Puisque 'équilibre sans maladie Py = (%, 0,0,0) est globalement
asymptotiquement stable dans 0X°, en appliquant le théoréme 4.2 de Hale
et Waltman [9], nous devons seulement étudier le comportement de la so-
lution commencant dans X% dans un certain voisinage de P,. Ensuite, nous
montrerons que

W ({P}) N X% =10,

ou
A S ~ —+ . ~
Py = (;,0,0, 0) et W*({R})={z € X" lim Uy() = R}

Supposons par I'absurde qu'il existe y € W*({Py}) N X°, il s’ensuit qu'il
existe tg > 0 tel que I(tg) + f;oo E(tp,a)da > 0. On va prouver maintenant
qu’il existe € > 0 tel que I(t) > € pour t > 0 et E(t,a) > € pour tout
(t,a) € [0,400) x [0,+00). On suppose qu’il existe b € R™ tel que I(t) =0
pour tout ¢t < b. De méme on suppose

+oo t
/ EO(G)M — 0,
0 m(a)
on obtient donc

dl

dt N/ (t —a)I(t —a)e " n(a)da — yI(t) — pI(t) pour t>b.

Par I’absurde, on suppose qu’il existe ¢; > 0 tel que I(t;) =0, I'(t;) >0
et I(t) = 0 pour tout ¢t < t;. Puis, a partir de 1’équation de I, on déduit que

0<I'(ty) = %/tl S(ty —a)I(t; —a)e " nm(a)da = 0,
b

ce qui donne I(t) = 0 pour tout ¢t € [0, +00). On déduit ensuite de (3.18)
que f0+°° (t,a)da = 0. Par conséquent I(t —i—f E(t,a)da = 0, pour t > 0,
contradiction.
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Ensuite, nous considérons la fonction suivante

O(t) = /0 m B(a)E(t,a)da + I(¢),

avec N
B(a) = / alo)e” J2 (@(0)+m)dé g .

la dérivée de ® par rapport au temps ¢ est donné par

2 = (7+u)[(t)<ﬁs() —1),0uM /m da.

N (v + )

A
Puisque y € W*({Fy}), nous avons S(t) — — et I(t) — 0 lorsque

t — +o00. Lorsque Ry > 1, on obtient que la fonction ® est croissante pour
t suffisamment grand. Ainsi, il existe ¢y > 0 assez grand tel que ®(t) > ®(¢y)
pour tout t > to. Puisque ®(to) > 0, cela empéche la fonction (I(t), E(t,a))

de converger vers (0,0) lorsque ¢ — +oo. Contradiction avec S(t) — —
0

lorsque t — +o00. Ceci compléte la preuve.
Nous traiterons ensuite la stabilité globale de 1’équilibre endémique pour
le systéme (3.1) lorsque Ry > 1.

3.7 Stabilité globale de 1’équilibre endémique
Nous considérons la fonction suivante ;
g(x) =z —1—In(z).

Ainsi, la fonction g a un minimum global a 1 et satisfait g(1) = 0.

Théoréme 4 Si Ry > 1, alors 'équilibre endémique du systeme (3.1)) est
globalement asymptotiquement stable dans X°.

Preuve : On définit la fonction de Lyapunov suivante :
Va(t) = Vs(t) + Vi(t) + Vi(t),

avec
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Vs(t) = S(t) — S —/ 2_do,

g “ E( )

v[<>=%f* ( (“>.

*

En prenant la dérivée de Vg par rapport au temps ¢, on trouve

s _ (1 _ 55;)) (A _ w - uS(t)) . (3.27)

D’autre part, on a

VE(t):%/OtB(a)E*(a)g (E )d e /W 0)E*(a <EE<*( )))da,
w7 | o (M) oy [ o (M) a

+1 [ B @y (2Rt )> da

On fait un changement de variable, on pose

u=t—a, v=a—t

ainsi,

B . E(u,0)e =% (t —u)
__fo (t —u)E*(t —u)g B (t —u) )du

E(0,v)e Mr(v+1t)
Ex(v+t)r(v) ) dv

1
+— [V Bv+t)E*(v+1t)g (
M
La dérivée de Vg par rapport au temps t est donnée par

dV S*[* ST 1 t N E ’0 —p(t—u) t—
- 9(5*1*)_Mf0a(t_uw (t_u)g( - )2*@—5( u))du

dt N

1 ES
~37 0 “a(t+v)E (t—i—v)g(

E(0,v)m(v+t)e
E*(v+ t)m(v) ) v
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Par conséquent,

dVE_ﬁS*]* ST 1 +00 . E(t,a)

De méme, la dérivée de V; par rapport au temps t est donnée par

- (1= 1) ([ a@st.wd =10 - uro)

En additionnant (3.27), (3.28) et (3.29), on trouve

A= PEOIO gy 4

Wy _ 5

BS*I* < ST
9

= U 5m N I\&TF

_% o ola)E(a)g (EE(*t{cZ)> .

L (1 _ ) (S al@)B(t, a)da —7I(t) - pl (1))

N

v\ 10
_ (1 - SS(;> (—u(s* ) B 0 fvf)

BSWI() _ BS I pSTI, SWIE) v+ o)

TN N N Mo M

1 ioo . 1 e *
= [ afa) B (a)da+M o a(a)E*(a)ln B+ (a)

1 I" oo Y+ p
—_ E(t,a)d —1I
MI(t) 0 Oé((l) ( ,(l) a+ M

20

)

(3.28)
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—u(ST—S(1)?  BSI [ S
So N (sm‘l)

BS*I(t) ~v+p BS* I+ S(t)I(t)
+ N M I(t) — N In L

—i—i [ 7 a(a) E*(a) <1 +In EBt,a) "Bt ) ) da

= ; E(a) I(H)E*(a)
S () - B
+55;1;@) B vﬂzul(t) B % " afa)E*(a)g (%) da

d
Ce qui implique que d_t2 < 0, apreés des calcules on trouve que le plus grand

A%
ensemble invariant ot —— = 0 est le singleton {P*} (voir [23]). Par consé-

quent, ’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

3.8 Simulations numériques

Dans cette section, on présente des simulations numériques afin d’illustrer
nos résultats dans les sections qui précédent. Dans les deux cas suivants, le
jour sera considéré en tant qu'unité de temps, le nombre de personnes suscep-
tibles au début de I'épidémie (¢ = 0) est S(0) = 195, le nombre d’individus
infectés a t = 0 est 1(0) = 3 et la densité d’individus exposés pour ¢ = 0 est
E(0,z) = 2795,

Cas 1:

Dans ce cas, on choisit les parameétres de telle sorte que nous ayons Ry <
1 et on peut observer la stabilité globale de ’équilibre sans maladie, pour
cela nous prenons en considération le systéme avec la sélection des

o1



paramétres suivants :
v=0.1, p=0.05, =01, A=8.
En choisissant la fonction suivante pour le taux d’incubation

a(a) = 0.09ae™ 0%,

Dans ce cas, on trouve
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FIGURE 3.1 — La stabilité globale de I’équilibre sans maladie dans le cas de
Ry <1

On remarque dans la figure[3.1|que I’épidémie sera éradiquée aprés environ
50 jours.

Cas 2 :

o2



Dans ce cas, les paramétres sont choisis pour avoir Ry > 1 et nous pouvons
observer la stabilité globale de ’équilibre endémique. Pour cela, en choisissant
les paramétres suivants pour le systéme (3.1])

7= 0037 o= 001, 5 = 005, A= 77 Oé(CL) = 0.7a670'8a.

Dans ce cas, on obtient

500 120
as0 o
[ 100 ~
(1 [
[ | \
a0 |- | |‘ | \
I | \
| | a0 | \\
[
350 | | | M
—_ |
= | | —
553 | I a0 |
| ~ |
a0n
|
| \ /
| \ anf I‘
| — I
2507 \ ,’/ f
| W |
zab |
200 |- !
/
150 L . L .
o 200 aro 500 a0 o 200 ano aon a0
¢ t
& 2.5
7
TF il
& | \
# I I
|
7 8 A |
s [
e - [ !
_— s — 15 : _
[S) M — [ =
4 4 — N [~ |
= w oAb | -
il S =
|
3 |
s
2 st | |
| |
1 | |
o 2 AL |
| |
B0 | o5
1 1
L
a a
o 200 400 60O 800 o 200 A0 Hon
2 t

FIGURE 3.2 — La stabilité globale de I'équilibre endémique dans le cas de
Ry > 1.

Nous remarquons dans la figure la persistance de l'infection & un
niveau positif, ce qui veut dire que I’épidémie ne cessera pas.
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Chapitre 4

Annexe

Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

dx

% :g(t,l’), (41)

avec g : D C R®™ — R™ est une fonction de classe C*.

4.1 Existence et unicité des solutions

Définition 1 F': R" — R" est appelée localement Lipschitz en yo s’il existe
un voisinage B(yo,€) avec € >0 et L > 0, tel que

|1F(y1) — F(y2)|| < Lllyr — w2l| pour tout yi,y» € B(yo,e).

B(yo,€) = {y € R™ tel que ||y —wol <€} et L est appelée une constante
de Lipchitz.

Définition 2 F est localement Lipschitzienne en y uniformément par rap-
port a t, s’il existe un voisinage de y et il existe L > 0, tel que

| F(t, 1) — F(ty2)|l < Ly — v2]|-

Théoréme 5 .(Théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard ) [1] Soit g une fonc-
tion localement Lipschitzienne par rapport a x, et continue par apport a t,
donc pour tout (tg,xo) appartient a 2, le systeme (4.1) admet une solution
unique dans S, définie sur un intervalle mazimal [to, Tnaz) avee Trar > to >

0.
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4.2 Points d’équilibre

Un systéme d’équations différentielles peut étre défini comme suit :

X~ ola). (4.2

avec g : D C R®™ — R" est une fonction de classe C*. On dit que I'état
T, est un point d’équilibre pour le systéme si g(z.) = 0. Un point
d’équilibre d’un systéme dynamique représente une solution stationnaire pour
la dynamique.

4.3 Stabilité locale des points d’équilibre

La stabilité d’un point d’équilibre détermine si les solutions proches du
point d’équilibre restent proches ou non.

Définition 3 Un point d’équilibre est stable si les conditions initiales qui
commencent prés d’un point d’équilibre restent prés de ce point d’équilibre.
Nous disons qu’un point d’équilibre x. est stable si pour tout € > 0, il existe
un 6 > 0 tel que

|z(0) —z.|| <6 = |z(t) —z|| <e pour tout t> 0.

Un point d’équilibre est asymptoliquement stable s’il est stable et ausst
x(t) — 0 lorsquet — +o00. Cela correspond au cas ow toutes les trajectoires
proches convergent vers le point d’équilibre pour un temps long.

Un point d’équilibre est instable s’il n’est pas stable.

4.4 Fonction de Lyapunov

Soit U C R™ un voisinage de 0 et V € C*(U,R) une fonction a valeur
réelle. Le vecteur gradient de V(x) est
v v
dVz)=|=—,....,=— |-
grad V(z) ( - axn)

Soit g(x) le champ de vecteurs du systéme (4.1)). La dérivée de V' dans la
direction de g est définie comme un produit scalaire

V(x) = grad V(z).g(x)
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V(:zc) est aussi appelé la dérivée de Lyapunov par rapport au systéme
(4.1). La fonction V(x) est appelée une fonction de Lyapunov du systéme
au voisinage d’un équilibre £ = 0 si V(z) < 0 pour z € U. Soit x(t)
une solution du systéme (4.1]) qui reste dans U, alors

SV (a(t) = grad V(x(t)).2'(1) = grad V(a(t)).F(x(1)) = V(a(1)) < 0

Par conséquent, V' (z(t)) diminue le long d’une solution du systéme (4.1]) dans
un voisinage de x = 0. Les théorémes décrivent une méthode directe pour
établir la stabilité en utilisant une fonction de Lyapunov.

Théoréme 6 [13/ Supposons qu’il existe une fonction V(x) telle que
1. V(z) > 0 pour x € U et V(x) =0 si et seulement si x =0
2. V(x) <0 pour z € U

Alors Uéquilibre x = 0 du systéme est localement stable.

Théoréme 7 [13] Supposons qu’il existe une fonction V(x) telle que
1. V(x) > 0 pour x € U et V(z) =0 si et seulement si x =0
2. V(a:) <0 pourxzeU etV =0 siet seulement si x = 0.

Alors Uéquilibre x = 0 du systéme (4.1)) est localement asymptotiquement
stable.

Une fonction V' satisfaisant ’hypothése (1) des théorémes ci-dessus est
dite définie positive en z = 0. De méme, la dérivée de Lyapunov V(z) dans
I'hypothése (2) du théoréme [7] est définie négative en x = 0.

4.5 Principe d’invariance de LaSalle

Soit G C R"™ un ensemble ouvert. On dit quune fonction V(x) est une
fonction de Lyapunov par rapport a G si

V(x) <0, pour z € G.

~ Soit K le plus grand sous-ensemble invariant de I'ensemble {z € G :
V(z) = 0}. Puisque V' (x(t)) décroit le long d’une solution x(t, ) du systéme
(4.1)), Pensemble w-limite de la solution,

w(zg) = {x € G : il existe t,, —> +o0 tel que x(t,, v9) — 1 lorsque n — +o0},
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est contenu dans Pensemble ot V(z) = 0. Puisque les ensembles w-limites
sont invariants, nous savons que w(zg) doit étre contenu dans le plus grand
sous-ensemble invariant K. C’est le principe d’invariance de LaSalle.

Théoréme 8 [13] Si une solution x(t,zq) reste entiérement dans G pour
t >0, alors son ensemble oméga-limite w(xy) NG C K.

Corollaire 1 [13] Si K contient un seul point x., alors x. est un équilibre
et les solutions qui restent entierement dans G pourt > 0 convergent vers x,
lorsque t — +00.

Si nous savons également que x. est localement stable, et que toutes les
solutions commengant dans G restent dans G (dans ce cas, on dit que G est
positivement invariant), alors le corollaire |1} implique que z. est globalement
asymptotiquement stable dans la région G.

Proposition 10 [21] Nous considérons le systéme suivant :

dy
{ i F(t,y), (4.3)

y(0) = o,

avec
Y= (Y1, Yn) et F=(F,....,F,).
Si la solution du systeme (4.3)) existe et

Fj(t,y) Z O,Vy - [0, +OO>n,yj = O,t Z 0
alors

y € [0, +00)™, ¥t > 0, Yy, > 0.

4.6 Théoréme de Banach Picard

Théoréme 9 : [21] Soit H un espace de Banach et T une application de H
dans H telle que : V(v,w) € H*: ||T(v) —T(w)||lg < kl|lv—wl||#, ot k €]0,1],
(T est contractante). Alors I € H tel que T(u) = u. On dit que u est le
point fize de T'.
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