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Introduction

Dans ce mémoire, on étudie un modele mathématique structuré en age, constitué par
un systeme d’équations aux dérivées partielles décrivant la dynamique de la popula-
tion des cellules souches hématopoiétiques.

Notre organisme génere naturellement des cellules sanguines grace a I’hématopoiese,
cette derniere est un processus physiologique qui se produit chez les adultes en bonne
santé. Ce phénomene a lieu dans la moelle osseuse et assure la régulation du nombre
des cellules sanguines dans le corps (voir [1],[2],[3],[6],[16] et [35] ). Toutefois, une
dysfonction de I'hématopoiese peut causer des troubles sanguins graves tels que la
leucémie myéloide chronique (LMC) qui est caractérisée par une prolifération ex-
cessive de certaines cellules sanguines spécifiques (voir[39]), Il s’agit d’une patho-
logie hématologique causée par une anomalie chromosomique découverte en 1960
par Nowell et Hungerford [44]. Le chromosome Philadelphie est le résultat d'une
translocation réciproque entre le chromosome 9 qui contient le gene ABL (Abelson)
et le chromosome 22 qui contient le géne BCR (Breakpoint Cluster Region) (voir
[15],[19],[20],[21],[33] et [51] ). Cette translocation produit un gene de fusion, appelé
BCR-ABL, qui produit une protéine a activité tyrosine kinase responsable de la pro-
lifération cellulaire incontrolée [26].

Le modele mathématique de Mackey [34] a été le premier a décrire la dynamique des
populations de cellules souches hématopoiétiques en s’inspirant des travaux antérieurs
de Lajtha [29] et de Burns et Tannock [14]. Dans [35], Mackey a ultérieurement élaboré
ce modele mathématique qui est aujourd’hui considéré comme une référence dans ce
domaine.

Inspirés par le travail d’Adimy [4] et Dyson [23], Ainseba et Benosman [7] ont dévelloppé



un systeme structuré qui prend en compte l’age des cellules souches normales et
leucémiques ainsi que la compétition interspécifique entre les cellules.

Plusieurs chercheurs ont concideré les cellules cancéreuses résistantes dans leurs modeles
du cancer. Norton et Simon [43] proposent un modele de résistance dans lequel la
croissance tumorale suit une loi gompertzienne, Les auteurs Birkhead et Gregory
dans leurs travaux [10] et [27], ainsi que Souhami dans [50], se penchent sur 1’étude
de la résistance induite dans le cancer par de faibles quantités de cellules. J.C. Panetta
[45] a développé un modele logistique de chimiothérapie périodique avec résistance
aux médicaments, en plus de nombreux autres travaux on contribué a I’étude de ces
modeles (voir [28],[30] ,[46],[31] et [38]).

Dans ce travail, on a étudié un modele structuré en age décrivant I’évolution des
cellules souches hématopoiétiques normales, leucémiques et résistantes developpé par
les auteurs (voir [I1]).

Ce mémoire est constitué de cinq chapitres.

Aprés l'introduction, le premier chapitre explore le coté biologique de la leucémie
myéloide chronique en étudiant la dynamique des cellules souches hématopoiétiques.
Le deuxieme chapitre rappelle certains résultats mathématiques importants pour la
suite de ce mémoire.

Dans le troisieme chapitre on démontre 1’existence globale d’une solution unique po-
sitive de notre modele.

Le quatriéme chapitre est caractérisé par I’etude d’'un modele mathématique qui com-
prend trois équations aux dérivées partielles. Ce modele décrit 1’évolution de la popu-
lation des cellules souches hématopoiétiques normales, leucémiques et résistantes. On
étudie les conditions d’existence et de stabilité des états d’équilibre. Afin de mieux
comprendre notre modele, on a considéré le cas ou les taux de division ainsi que
les taux de mortalité des cellules souches normales, leucémiques et résistantes sont
constants.

Dans le chapitre cinqg, des simulations numériques sont présentées afin d’illustrer les

résultats obtenus.



Chapitre 1

La leucémie myéloide chronique

1.1 Division cellulaire

La division cellulaire est le mécanisme par lequel une cellule se divise en deux ou
plusieurs cellules filles distinctes. Cette procédure est constituée de deux étapes prin-
cipales, I'interphase et la phase mitotique (voir [I7], [37] et figure [1.1]).

a)L’interphase :
L’interphase est une phase clé du cycle cellulaire, qui représente la période de crois-
sance et de préparation a la division cellulaire. Elle est constituée de trois phases

distinctes, la phase G1, la phase S et la phase G2.
— La phase G1 :

Cette phase est caractérisée par une croissance cellulaire active, au cours de
laquelle la cellule synthétise des protéines et augmente en taille. Pendant cette
phase, la cellule se prépare également pour la réplication de ’ADN qui se pro-

duira plus tard dans la phase S.

— La phase S :
C’est la deuxieme phase de l'interphase ou la cellule réplique son ADN, en

doublant la quantité de matériel génétique présent dans le noyau.

— La phase G2 :

Au cours de cette phase, la cellule continue de croitre et de se préparer a la



division cellulaire. Elle vérifie également que ’ADN a été correctement répliqué

pendant la phase S et corrige les erreurs éventuelles.
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FIGURE 1.1 — Les phases du cycle cellulaire [37].

b) La mitose :
La mitose est un processus de division cellulaire qui se compose de cing étapes prin-

cipales : la prophase, la prométaphase, la métaphase, 'anaphase et la télophase.

— La prophase :
Elle est caractérisée par la condensation des chromosomes, la disparition de
I’enveloppe nucléaire, 1’éloignement des centrosomes et la formation du fuseau

mitotique.

— La prométaphase :
Les microtubules provenant des poles opposés se fixent sur les kinétochores de

chaque chromatide-sceur, permettant ainsi la capture de ces dernieres.

— La métaphase :
Elle se produit lorsque les chromosomes sont alignés sur la plaque métaphasique
au plan équatorial de la cellule, apres que 'attachement bipolaire des chromo-

somes par leurs kinétochores est achevé.

— L’anaphase :

Elle est caractérisée par la séparation des deux chromatides-sceurs de chaque



chromosome, qui deviennent ainsi des chromosomes individuels qui migrent vers
un pole.
— La télophase :

Pendant cette phase, les deux groupes de chromosomes se sont déplacés vers
les poles opposés de la cellule et ont commencé a se décondenser. La membrane
nucléaire commence a se reformer autour des deux groupes de chromosomes et
les noyaux filles se forment. Ensuite, la cellule commence a se diviser en deux
cellules filles distinctes, chacune contenant un noyau identique a celui de la

cellule mere.

1.2 Les cellules souches

a) Définition
Les cellules souches sont caractérisées par la capacité d’auto-renouvellement et la
capacité de différenciation (voir [36], [37] et figure [1.2)).
— La capacité d’auto-renouvellement des cellules souches leur permet de se
renouveler par division cellulaire et d’entretenir un nombre constant de ces

cellules.

— La capacité de différenciation des cellules souches leur permet de se transfor-
mer en différentes cellules spécialisées dans certaines conditions physiologiques

ou expérimentales.

Les divisions cellulaires peuvent étre symétriques, produisant deux cellules souches
ou deux cellules spécialisées, ou asymétriques, produisant une cellule souche et une

cellule spécialisée.
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FIGURE 1.2 — Capacité d'une cellule souche [36].

b) Classification des cellules souches
Il existe différents types de cellules souches en fonction de leur capacité de différenciation
(voir [36]).

— Les cellules souches totipotentes sont des cellules qui ont la capacité de
donner naissance a tous les types de cellules et méme a un organisme multicel-
lulaire complet. Elles sont présentes dans les ovocytes fécondés jusqu’au stade

morula de 2 a 8 cellules.

— Les cellules souches pluripotentes sont capables de se différencier en divers
types de cellules constituant les tissus et les organes du corps essentiels au
développement normal du feetus. Bien qu’elles ne puissent pas donner naissance
a un individu complet, ces cellules ont le potentiel de se transformer en diffirents

types des cellules de I’embryon.

— Les cellules souches multipotentes ont une capacité de différenciation moins
étendue que celle des cellules souches pluripotentes, elles peuvent se différencier
en au moins quatre types cellulaires différents. Elles sont déja engagées dans
un programme spécifique de différenciation tissulaire, ce qui les distingue des
cellules souches pluripotentes. Les cellules souches multipotentes sont présentes

a la fois chez le feetus des la sixieme semaine de développement, ainsi que chez
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I’adulte.

— Les cellules souches unipotentes sont capable de se différencier en un seul
type de cellules matures tout en maintenant leur capacité d’auto-renouvellement

et de prolifération.

Il est possible d’identifier trois catégories majeures de cellules souches en se basant sur
leur emplacement physiologique et le stade de développement de I'organisme. Cette

classification constitue une approche différente pour catégoriser les cellules souches.

— Les cellules souches embryonnaires (CSe) sont des cellules pluripotentes
qui se trouvent dans la masse cellulaire interne de I’embryon au stade de blasto-
cyste, qui est caractérisé par la présence de 16 a 40 cellules. Ce stade se produit

généralement entre 5 et 7 jours apres la fécondation chez ’lhomme.

— Les cellules souches feetales (CSf) sont des cellules multipotentes présentes
dans les tissus foetaux a des stades plus avancés, généralement entre 5 et 9 se-
maines de développement. Elles sont classées en deux types : les CSf somatiques

et les CSf germinales.

1. Les CSf germinales ont la capacité de se différencier en gametes, c¢’est-
a-dire les spermatozoides chez les hommes et les ovocytes chez les femmes.
Ces cellules constituent le point de départ de tout embryon et jouent un
role clé dans la transmission des mutations génétiques acquises lors de la

reproduction sexuée.

2. Les CSf somatiques se différencient en des cellules qui composent majo-
ritairment un individu, a I’exception des gametes. Elles ne participent pas
a la transmission de 'information génétique et représentent ainsi tous les

cellules qui constituent un organisme.

— Les cellules souches adultes (CSa) se trouvent dans les tissus des orga-
nismes adultes et sont impliquées dans le maintien d’un organe ou d’un tissu
dans un état physiologique stable. Elles sont capables de se multiplier a I’iden-
tique afin de renouveler les cellules sans épuiser le réservoir de cellules souches,
et de se différencier pour acquérir les caractéristiques du tissu a réparer. Les

deux types de cellules souches adultes sont :

12



1. Les cellules souches mésenchymateuses (CSM) sont des cellules
souche adultes qui sont capables de se différencier en divers types de cel-
lules mésenchymateuses, tels que les cellules osseuses, cartilagineuses et
adipeuses, ainsi que les cellules musculaires striées squelettiques et car-
diaques. Elles ont également la capacité de donner naissance a des cellules
d’origine non mésodermique, comme les hépatocytes ou les cellules neu-

rales.

2. Les cellules souches hématopoiétiques (CSH) sont des cellules souches
présentes dans la moelle osseuse et qui ont la capacité de se différencier
en divers types de cellules sanguines, telles que les globules rouges, les glo-
bules blancs et les plaquettes.

Les CSH sont donc indispensables pour la formation et la régénération du

sang dans 'organisme.

1.3 L’hématopoiese

L’hématopoiese est un terme d’origine grecque qui signifie ” formation de sang”. C’est
le processus physiologique qui permet au corps humain de produire des cellules san-
guines, telles que les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes. Ces cellules
sont vitales pour assurer le bon fonctionnement des organes et des systemes de 1’or-
ganisme (voir [7],[12] et [25]).

L’hématopoiese est un processus de production de cellules sanguines qui se produit

en deux vagues successives durant le développement embryonnaire (voir [22]).

— La premiere étape de I'hématopoiese, connue sous le nom de ”vague primi-
tive” commence entre le 16eme et le 19eme jour avant I’établissement du flux
sanguin, qui se produit au 24eme jour. Elle permet la production de progéniteurs
hématopoiétiques primitifs, qui ont une capacité limitée a générer des érythrocytes,
des mégacaryocytes responsables de la production des plaquettes, ainsi que des

macrophages.

— La deuxieme étape de I’hématopoiese, appelée ”vague définitive” permet la

13



production de progéniteurs myéloides, lymphoides et érythrocytaires, ainsi que
la génération de cellules souches hématopoiétiques. Elle se produit principale-
ment dans la région intra-embryonnaire Aorte-Gonades-Mesonephros (AGM)

entre le 24eme et le 28¢me jour.

La production de cellules sanguines apres la naissance se concentre uniquement dans
la moelle osseuse jusqu’a 1’age de 5 ans, ou tous les os sont impliqués dans ce processus.
Par la suite, cette activité diminue progressivement et se limite principalement aux
os courts et plats (voir figure .

placeties.
£,
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41 globules rouges
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lyrmphocytes-B
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Os spongieus (g compact Parioste

FIGURE 1.3 — La localisation de ’hématopoiese [12].

Les facteurs de croissance hématopoiétiques
I1 est possible d’identifier trois catégories de facteurs de croissance (voir [25] et figure
1.4) :

— Les facteurs multipotents : Les CSH sont capables de survivre et de se
différencier grace a l'interleukine 3 (I'IL 3) et au GM-CSF (facteur de stimula-
tion de colonie), qui sont présents dans les différents stades de différenciation
de la lignée myéloide.

— Les facteurs de promotion : Principalement, I'IL 1, I'IL 4, I'IL 6 et le SCF
(facteur de croissance des cellules souches) ont pour effet d’augmenter le nombre

de CSH et de les rendre plus sensibles a I’action des autres facteurs de croissance.

— Les facteurs restreints :(le G-CSF, le M-CSF, I'IL 4, I'IL 5, I'IL. 6, 'EPO et

la TPO). Leur mode d’action consiste a favoriser la multiplication cellulaire et

14



la maturation des précurseurs en agissant sur les cellules souches qui ont déja

commencé leur processus de développement.
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FIGURE 1.4 — Les facteurs de croissance hématopoiétiques [25].

1.4 Les cellules sanguines

Les cellules sanguines sont les composantes cellulaires du sang, qui est un tissu liquide
vital dans le corps humain. Il existe trois types de cellules sanguines principales :
les globules rouges (érythrocytes), les globules blancs (leucocytes) et les plaquettes
(thrombocytes) (voir [17]).

a) Les globules rouges

Les globules rouges, également connus sous le nom d’hématies ou d’érythrocytes, sont
des cellules riches en hémoglobine dans leur cytoplasme. Leur fonction principale est
de transporter l'oxygene dans 'organisme et d’éliminer le dioxyde de carbone. La

formation des érythrocytes dans la moelle osseuse est appelée érythropoiese (voir

figure .
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FIGURE 1.5 — Formation des globules rouges [17].

b) Les globules blancs

Les globules blancs, également appelés leucocytes, sont des cellules du systeme im-
munitaire qui sont présentes dans le sang, la lymphe, les organes lymphoides et divers
tissus de l'organisme. En réponse a une infection ou a une inflammation, leur nombre
augmente. Dans certains cas de leucémie, les globules blancs se multiplient de maniere
excessive, entralnant un syndrome myéloprolifératif. Il existe généralement trois prin-

cipales classes de leucocytes (voir figure [L.6).

1. Les granulocytes, également appelés polynucléaires, sont divisés en trois catégories
en fonction de leur role dans la défense de 'organisme : les neutrophiles, les ba-

sophiles et les éosinophiles.
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2. Les lymphocytes sont des cellules qui réagissent en présence de bactéries ou de
cellules cancéreuses. Les types de lymphocytes incluent les lymphocytes T, les

lymphocytes B et les cellules NK (Natural Killers).
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FIGURE 1.6 — formation des globules blans [17].

3. Les monocytes ont la capacité de détruire et de digérer les corps étrangers tels
que les virus, les parasites et les bactéries. En cas d’infection chronique, ils se

multiplient pour combattre I'infection.

c) Les plaquettes

Les plaquettes, également appelées thrombocytes, sont des éléments qui proviennent

17



de la division du cytoplasme du mégacaryocyte, une cellule de la moelle osseuse. Elles
sont des petits fragments dépourvus de noyau et ont un role crucial dans I’hémostase.
En s’associant a la fibrine, les plaquettes forment un caillot qui adhere aux cellules

endothéliales des vaisseaux sanguins pour les réparer (voir figure .

Cellule souche hématopoiétigue pluripotente
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dang e sang ‘; :
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FIGURE 1.7 — formation des plaquettes [17]
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1.5 La leucémie myéloide chronique

1.5.1 La leucémie

La leucémie est un type de cancer qui se forme dans la moelle osseuse, entrainant une
croissance incontrolée des cellules qui perturbent la production normale des cellules
sanguines. Il existe quatre types de leucémie qui sont classés en fonction de la vitesse
de leur évolution (aigué ou chronique) et des cellules souches qui se différencient vers
la lignée myéloide ou lymphoide (voir [55]).

— la leucémie lymphoide aigué

— leucémie myeloide aigué

— la leucémie lymphoide chronique

— leucémie myeloide chronique

1.5.2 Définition de leucémie myeloide chronique

La leucémie myéloide chronique (LMC) est un syndrome myéloprolifératif chronique
caractérisé par une prolifération des cellules de la lignée granuleuse due a une anoma-
lie chromosomique appelée chromosome Philadelphie. Cette anomalie résulte d'une
translocation réciproque équilibrée entre les bras longs des chromosomes 9 et 22,

abrégée 1(9;22)(q34 ;q11), qui raccourcit le chromosome 22 (voir [18] , [33] et figures

9. 9.

1.5.3 Evolution

La leucémie myéloide chronique évolue en trois phases distinctes : une phase chro-

nique, une phase accélérée, et une phase aigué (voir [33]).
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F1GURE 1.8 — Expansion clonale anormale de cellules de la lignée granuleuse dans la
LMC [12].
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F1GURE 1.9 — Le caryotype médullaire révele la présence d’un chromosome Philadel-
phie, correspondant a un raccourcissement du chromosome 22, ainsi qu’un allonge-

ment du chromosome 9 [2§].
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— Phase chronique :
La premiere phase de la leucémie myéloide chronique se développe progressive-
ment, avec une prédominance des cellules granulocytaires dans la moelle osseuse
et le sang. On observe une augmentation des basophiles et des plaquettes, avec
moins de 10 % de blastes dans le sang. Pendant cette phase, environ la moitié
des patients ne présentent que peu de symptomes. La durée moyenne de cette

phase est de 5 ans.

— Phase d’accélération :
La phase d’accélération correspond a la transition entre la phase chronique et
la phase blastic de la leucémie myéloide chronique. Elle est caractérisée par la

présence de 15 a 20 % de blastes dans le sang et dure en moyenne de 6 a 9 mois.

— Phase blastique :
Les symptomes cliniques observés pendant cette phase ressemblent a ceux de
la leucémie aigué : fievre, amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, throm-
bopénie et hyperleucocytose. A ce stade, les blastes représentent plus de 30 %
des cellules de la moelle osseuse ou du sang et se répandent massivement via le
systeme sanguin. L’espérance de vie apres 'apparition des signes d’acutisation

est inférieure & 6 mois.

1.5.4 Mécanisme moléculaire

Le chromosome Philadelphie est généré par une translocation réciproque acquise entre
le chromosome 9 et le chromosome 22. Sur le bras long du chromosome 9, la région
ABL (Abelson) est sectionnée et sa partie télomérique est fusionnée a celle du bras
long du chromosome 22 située dans une région appelée BCR (Breakpoint Cluster
Region). Cela conduit a la formation d'un chromosome 22 trés court contenant le
gene chimérique BCR/ABL (voir [7],[18] et figure :

La traduction de ’ARN messager produit une protéine de fusion BCR/ABL qui a un
role oncogénique et possede une activité tyrosine kinase constitutive (voir [28]). Les
points de cassure au niveau du gene ABL sont regroupés entre les régions é la et b2

alors qu’il existe beucoup plus de points de cassure au niveau du gene BCR (voir [9],
[42] et [49]).
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F1GURE 1.10 — La formation d’un Philadelphie résulte de la translocation réciproque

entre le chromosome 9 et le chromosome 22 [18].

— La région M-BCR (Major BCR) produit deux transcrits b3a2 dans 60 %
des cas et b2a2 dans 35 % des cas. La protéine de fusion résultant de cette

cassure est p210.

— Larégion m-BCR (minor BCR) est impliquée dans 0.4 % des LMC seulment,
elle produit le transcrit ela2. La protéine de fusion résultant de cette cassure
est p190.

— La région y-BCR (micro BCR) est impliquée dans moins de 0.1 % des
LMC, elle produit le transcrit e19a2 qui code la protéine p230.

a) La protéine ABL :

La protéine ABL est une enzyme tyrosine kinase non réceptrice de 145 kDa, qui
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participe a diverses voies de signalisation cellulaire. Elle joue un réle crucial dans la
régulation de la croissance, de la division et de la survie cellulaire.

Dans les cellules souches normales, la protéine ABL s’assure que les cellules se développent
et se divisent de maniere controlée et régulée.

La tyrosine kinase est une enzyme qui catalyse ’ajout d’un groupe phosphate a une
tyrosine, processus appelé phosphorylation. Ce mécanisme implique le transfert d’un
groupement phosphate de 'ATP vers 'amino-tyrosine, ce qui active la cascade de
signalisation et altere la protéine kinase.

b) La protéine BCR :

La protéine BCR possede une activité kinase pour la serine et la thréonine, et possede
un poids moléculaire de 160 kDa. Bien qu’elle soit principalement présente dans le
cytoplasme, elle peut étre détectée dans le noyau lors de certaines phases du cycle
cellulaire.

c) Réarrangement BCR-ABL :

Les différentes cassures chromosomiques peuvent donner naissance a trois isoformes

de BCR-ABL (p230, p210 et p190.) (voir [42] et figure |1.11]).

d
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M : eld-alip2il) | 1
M:eld-aZip2in I ]
I ]
: & F 3
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FIGURE 1.11 — (a) Le gene ABL situé sur le bras long du chromosome 9. (b) Le gene
BCR situé sur le bras long du chromosome 22. (c) Les différentes fusions BCR-ABL

[28].
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1.6 Traitements de la leucémie myéloide chronique

1.6.1 Chimiothérapie

La premiere molécule utilisée dans le traitement de la chimiothérapie est le Buls-
fan(1950) avec une dose de 0.1 mg/kg/jour, mais a cause de ces effets indésirables
(aplasies médullaire, fibroses pulmonaires ), cette molécule a été remplacé par L'Hy-
drea R (Hydroxyurée) (1970) avec une dose de 40mg/kg/jour. Ce traitement est
moins néfaste et permet d’obtenir une rémission hématologique dans environ 70 %

des cas.

1.6.2 Interféron

L’interféron est une protéine produite par les cellules du systeme immunitaire. Depuis
1980, l'interféron-alpha (interféron recombinant) est le traitement standard pour la
leucémie myéloide chronique (LMC), il permet de controler la prolifération des cellules
cancéreuses. Environ 80 % des patients atteignent une rémission hématologique grace

a ce traitement, mais seulement 10 & 20 % obtiennent une rémission cytogénétique.

1.6.3 Greffes

L’allogreffe de la moelle osseuse est considérée comme le traitement privilégié, étant
donné que c’est le seul traitement capable d’offrir une chance raisonnable de guérison
pour le patient. Cependant, il est important de noter que les criteres d’admissibilité
sont limités, le patient doit étre agé de moins de 45 ans et avoir un donneur compatible
dans la fratrie. Les patients plus agés peuvent étre traités avec une technique de
greffe plus récente appelée mini-transplant. Cette méthode est actuellement en cours
d’évaluation avec moins de toxicité. Elle consiste en une chimiothérapie a faibles doses
et un traitement immunosuppresseur pour permettre au patient d’accepter la greffe
de moelle osseuse du donneur.

Une autre option de greffe en cours d’étude est 'autogreffe de moelle osseuse, qui
est moins toxique que l'allogreffe et peut étre proposée a un plus grand nombre

de patients car elle ne dépend pas de la disponibilité d'un donneur compatible. Le
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but de ce traitement est d’éliminer completement les cellules souches cancéreuses en
administrant une chimiothérapie tres intensive. Cependant, ce traitement puissant a
pour effet secondaire la déstruction également des cellules saines de la moelle osseuse
(voir [28]).

-La figure présenté ci-dessous illustre les traitements qui étaient utilisés avant

I'introduction de I'Imatinib, ainsi que les médianes de survie correspondantes

(voir [9]).
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e —
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Années aprés le diagnostic

F1GURE 1.12 — Synthese des médians de survie avec différents traitements chez les
patients atteints de la LMC (voir [9]).

1.6.4 Imatinib

L’Imatinib, également connu sous le nom de Glivec ou STI571, est considéré comme
le premier inhibiteur de tyrosine kinase. Ce médicament agit en inhibant de maniere
compétitive I’Adénosine Tri-Phosphate (ATP) et bloque 'activité de la tyrosine ki-
nase de BCR-ABL en se liant a son domaine catalytique, ce qui maintient BCR-ABL
inactif. Cependant, 1'utilisation de I'Imatinib peut entrainer des effets secondaires
modérés tels que des troubles gastro-intestinaux, des vomissements, des nausées et

des diarrhées.
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La dose recommandée de 'imatinib est ajustée en fonction de la phase de la LMC et
de la réponse du patient. Pour la phase chronique, la dose standard recommandée est
de 400 mg/j. Cependant, pour les phases plus avancées telles que la phase accélérée

ou la phase blastique, la dose recommandée peut étre augmentée jusqu’a 600mg/j ou
800mg/j (voir figure [1.13)).

ADP : adénosine diphosphate

ATP : adénosine friphosphate ATP ATP
LMC : leucémie myéloide
chronique ‘_/ ADP
PO, : phosphate ~—
TYR : tyrosine Imatinib
PO4
Ber-Abl tyrosine Bcr-Abl tyrosine
kinase kinase
TYR TYR
l Substrat
LMC LM‘ C

FIGURE 1.13 — Mécanismes d’action de I'Imatinib [52].
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Chapitre 2
Préliminaire

2.1 Espace de Banach

Définition 2.1 [2])]
Soit X un espace linéaire réel, || || : X — [0,400) est appelée une norme si
1. lu+v|| < |ul| + ||| pour tous u,v € X.
2. || ul| = [M|||u]| pour tous u € X, X € R.
3. ||ul| =0 si et seulement si u = 0.
Nous supposons dans la suite que X est un espace vectoriel normé.
Définition 2.2 [2])]
On dit que la suite {ug}32, C X converge vers u € X, i.e up — u,
S0
kli_r}noo ||ur — ul| = 0.
Définition 2.3 [Z]]
i) La suite {up}32, C X est une suite de Cauchy si Ve >0, AN > 0 tel que
luk — w| < e Vk,l > N.

it) X est un espace complet si pour chaque suite de Cauchy dans X, elle converge,

i.e si {ur )2, est une suite de Cauchy alors Ju C X tel que {ug}3, converge vers u.

i11) Si X est un espace vectoriel normé complet, alors X est un espace de Banach.
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2.2 Espace de Lesbegue

Définition 2.4 [15]
Soit X un ouvert de R™, p € R, avec 1 < p < 00, on pose

LP(X) ={f: X — R; fmesurable et /X\f(x)\pdx < 00}.

1 flles = [ / |f<x>rpdx] g

On note :

Définition 2.5 [15]
On pose

L>*(X) = {f : X — R ;f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)] < C p.p
sur X }.

On note

|fllz = inf{C,|f(x)] < C p.psurX}.

Remarque 2.1 [15]
i) Si f € L* on a
(@) < | fllze pop sur X.

it) Tout espace de Lebesgue est un espace de Banach.

2.3 Théoreme de point fixe de Banach-Picard

Définition 2.6 ([2]))

Soit (E,||.||g) un espace de Banach, alors l'application
T:EFE—FE
est une application contractante si et seulement si
Ve,y € B, 3k <1, [[T(x) = T(y)|z <kl —ylle

Théoréme 2.1 ([2])]) Soit E un espace de Banach et T : E — E une application

contractante, alors il existe un point fize unique x € E tel que T'(x) = z.
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2.4 Théoreme de Cauchy Lipschitz

Théoreme 2.2 ([§])

Soient f € C(IxU; X), ou I est un intervalle ouvert de R, U un ouvert d’un espace de
Banach X et (to,ug) € IxU. On suppose qu’il existe un voisinage de (to, ug) dans I xU
et L > 0 tel que pour tous (t,x) et (t,y) dans ce voisinage || f(t,x)—f(t,y)|| < L|jz—yl.

Alors il existe un 7 > 0 tel que le probléme de Cauchy suivant :

du
a = f(t7u) (2’1)
U(t0> = Ug

admet une solution unique u € C*([to — 7,to + 7); U).

Remarque 2.2 ([8])

Si f est de classe C* alors elle est localement lipschizienne.

2.5 Positivité de la solution

Soit le systeme suivant

du
@ 0w (2.2)
U(to) = Up-

Ou f:RxU — R" U un ouvert de R".

Théoréme 2.3 [/8]
Le systeme (2.2) admet une solution u(t) > 0 NVt > to si f verifie 'hypothése de
theoréme[2.4] , u(0) > 0 et

Vie{l,.,n},YVu e R} :u; = 0= f;(u(t)) > 0.

2.6 Linéarisation autour d’un point d’équilibre

Soit le systeme différentiel suivant
dz

. = ($7y)
5 - (2.3)
i g(x,y)
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La linéarisation d'un systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO) autour d’un
point d’équilibre est une méthode qui permet d’analyser le comportement local du
systeme.

- Un point (z*,y*) est dit point d’équilibre du systéme si’il vérifie

[, y") =g, y") =0.

Définition 2.7 (linéarisation [5])
Le linéarisé du systeme (2.3) au voisinage de ’équilibre (x*,y*) conduit au systéme

lineaire suivant

daf daf

P Yk ok

u = d$<x 7y ) u—i_dy(x 7y ) U?
dg dg

P Tk k RGOSt

v = d.f(x 7y ) u+dy(x 7y ) v.

Ot (u(t),v(t)) sont les coordonnées locales au voisinage du point d’équilibre

u(t) = z(t) — et v(t) = y(t) — y*.

(“) —J (“) . (2.4

La matrice des dérivées partielles s’appelle la matrice Jacobienne :

Ce systeme est équivalent a

4  df
| dx dy
o

dx dy

Stabilité des points d’équilibres

Soit le probleme de Cauchy

du
W puo). s,
u(0) = wo.

Ou f: R* — R", vérifie 'hypothese du théoreme [2.4]
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Définition 2.8 u* € R" est un point d’équilibre de (2.5)) si f(u*) = 0.
Soit ®(t,u) est la solution de (2.5)), avec ®(0,ug) = uyp.

Définition 2.9 ([{7])

1. On dit que u* est un équilibre uniformément stable si
Ve >0 El’r/e <0, ||u0 - U’*H < Ne = ”(I)(t7u0) - U*H <e.

2. On dit que u* est un équilibre uniformément asymptotyquement stable si u* est

un équilibre uniformément stable et si en plus
Ip >0 |lug—u*|| <p= lim P(t,up) = u.
t—>00

3. Un équilibre qui n’est pas uniformément stable est dit instable.

2.7 'Transformée de Laplace

Dans cette partie, nous exposons certaines définitions et propriétés relatives a la

transformation de Laplace (voir [41]).

Définition 2.10 Soit f une fonction définie pour tout t >0 et A € C, la transformée
de Laplace de f est la fonction J/”\ définie par

(\) = /O b f(t)e Mdt. (2.6)

)

~~

On note f = L(f) et f=L7(f).

Définition 2.11 [/1)
— Une fonction f est continue par morceau dans un intervalle o <t < 3, si elle

est continue en chaque sous intervalle et a des limites finies a droite et a gauche.

— On dit qu’une fonction [ est d’ordre y—exponentiel quand t — oo st
AM >0 et v>0 telle que pour t >0, |f(t)e | < M.
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FIGURE 2.1 — Une fonction continue par morceau [41].

Théoreme 2.4 ([/1]])
Si la fonction f(t) est continue par morceauz dans 0 < t < N et d’ordre y—exponentiel

~

pour t > N, alors sa transformée de Laplace f(\) existe pour tout R(A) > 7.

Théoreme 2.5 (linéarité)[/1)]
Soient ﬁ(A) et f;()\) les tronsformée de Laplace des fi(t) et fo(t), alors

L(kyf1 + kofs) = ko fy + ko fo, ki, ko.

Théoréme 2.6 (La transformation de Laplace d’une dérivéel]1|])
Soit f()\) les tronsformée de Laplace de la fonction f(t).
Si f(t) est continue pour 0 < t < N et d’ordre exponentiel pourt > N tandis que f'(t)

est continue par morceaux dans 0 <t < N. Nous avons

L) = AL(f)  F0) = AT ~ F0)

La résolution des équations différentielles est simplifiée grace a cette propriété.

2.8 Modeles mathématiques en dynamique des po-

pulations

Dans cette section, on passe en revue les modeles les plus couramment utilisés pour
décrire la dynamique d'une population. La variable d’état correspond a la densité de
population N a un moment donné ¢, c’est-a-dire le nombre d’individus par unité de

surface.
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2.8.1 Le modeéle de Malthus

Malthus a proposé en 1978 [40] un modele d’évolution de la population caractérisé
par un taux de croissance constant.

dN
— =(n—m)N =rN. (2.7)
dt

Ou r =n —m est le taux de croissance de la population, n > 0 représente le taux
de natalité et m > 0 le taux de mortalité .

Soit Ny la population initiale, on obtient

Ainsi, les résultats obtenus sont les suivants

1. Sir > 0. La densité de population augmente de maniére exponentielle et tend

vers l'infini.
2. Si r = 0. La population conserve une taille constante égale a sa valeur initiale.
3. Sir < 0. L’extinction de la population.

Ce modele suppose cependant que les ressources disponibles pour la population restent

constantes, ce qui n’est pas réaliste dans la plupart des cas réels.

2.8.2 Modeéle logistique (Verhulst)

Le modele de Verhulst 1838 [5] est basé sur I'hypothese que les ressources sont li-
mitées. Ce qui conduit a une diminution du taux de natalité lorsque le nombre d’indi-
vidus dans une population augmente. En méme temps, le taux de mortalité augmente
également avec 'effectif de la population. Verhulst a donc supposé que le taux de na-
talité et le taux de mortalité sont des fonctions affines respectivement décroissante et

croissante de la population :

n(N) =a; —aaN
et
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On obtient ainsi

N N
d—:(al—agN—bl—ng)N:(al—bl)N(l—a b
1— V1

dt
as + by

).

Soit r = a; — by le taux de croissance intrinseque de la population.

Sir >0, alors K = il B s’appelle la capacité limite.
ag + bo
dN N
—=rN(1-—). 2.8
= rN(1- ) (23)

La solution de ([2.8]) donnée par

B KN(0)e
()= K+ N(0)(et —1)

2.8.3 Le modéle de Lotka-McKendrick

Le modele linéaire de Lotka-McKendrick [53]est un modele mathématique qui décrit
I’évolution d’une population en fonction de I’age. Soit n(a,t) la densité par rapport
a I’age a d'une population a l'instant .

La population totale a I'instant ¢ entre les ages a; et as est

as
/ n(a,t)da.

Et la population totale est donnée par

N(t) = /0 " n(a,t)da.

La densité n(a,t) satisfait la loi d’équilibre (ou processus de vieillissement de la po-
pulation)

Dn(a,t) = —p(a)n(a,t).
Ou p est le taux de mortalité a 1’age a, et

n(a+h,t+h) —n(a,t) an(a,t) + %(a,t).

Dn(a,t) = hlino ; =

Le taux de naissance a l'instant ¢ donnée par

n(0,t) = /000 B(a)n(a,t)da.
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Ou B(a) > 0 est le taux de fertilité.

La distribution initiale d’age est représentée par
n(a,0) = ng(a).

Alors, Le modele de Lotka-McKendrick est représenté par le systeme suivant

on on
_ _ = — > >
9 (a,t) + o (a,t) ula)n(a,t), a>0,t>0,

n(0,t) = [ Bla)n(a,t)da, ¢ >0,

n(a,0) =ng(a), a>0.
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Chapitre 3
Etude du probleme bien posé

Dans ce chapitre, nous allons étudier l'existence et I'unicité d’une solution globale
positive de notre modele, qui décrit la dynamique des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes (voir [I1]).

,% 0_1;1 = —p(a)uy(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A),

agf + 80—‘;2 —piz(a)ua(t, a), (t,a) € (0,T) x (0, A),

% + % = —Mg(@)Ug(t, a)a (t>a> € (OvT) X <07A>7

uy(t,0) = /0 Qﬁl(a,/o ki(ui(t,a) + us(t, a) + ug(t, a))da)ui(t,a)da, t € [0,T],
A A

ug(t,0) = /0 @(a,/o ko(ui(t,a) + aus(t, a) + aus(t, a))da)us(t, a)da, t € [0,T7,
A A

us(t, 0) = /0 bs(a, /0 ks(ua(t, a) + aus(t, @) + dus(t, a))da)us(t, a)da, € [0, T,

u1(0,a) = ¢1(0,a), a € [0, A],

u2(0,a) = p2(0,a), a € [0, A],

uz(0,a) = p3(0,a), a € [0, Al

(3.1)
Ot uy (t, a),us(t, a) e tug(t, a) désignent respectivment les densités des cellules souches
normales; leucémiques et résistantes a I'instant ¢ € (0,7) et 'age a € (0, A). Les in-

teractions entre les différents types de cellules souches hématopoiétiques CSH sont
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considérées dans les conditions aux bords. La régénération des CSH est dirigée par
I’homéostasie qui controle le processus de division cellulaire et permet 1'équilibre phy-
siologique.

En utilisant la fonctionnelle de Hill, nous avons

A n
o1 (a,/ k1 (u1(t,a) + ua(t,a) + us(t, a))da) = 91,0(a)0
0

A (R
0" + (/ kl (ul (ta Cl) + u?(tv CL) + u3(t7 a’))da)
0
$2,0(2)0"

" n
o + </0 ,’4;2(u1(if7 a) —+ au2(t, (1) + aus (t, a))da)

A
P2 (a,/o ko(u1(t,a) + aus(t,a) + aus(t, a))da> =

et

A = 0(a)O"
b3 (a,/o ks(u1(t,a) + aus(t,a) +6u3(t,a))da> = 93,0(2)¢

A n
on + (/ k3(u1(t,a) + aus(t, a) + dus(t, a))da)
0

Les fonctions ¢;(i = 1,2,3) décrivent les interactions entre les compartiments de
cellules souches et permettent d’assurer I’homéostasie des cellules souches normales,
leucémiques et résistantes respectivement. ¢, (i = 1,2, 3) désignent, respectivement
les taux de division des cellules souches normales, leucémiques et résistantes, les
k; (i = 1,2,3) désignent les coefficients d’interaction. La compétition entre les cellules
souches normales, leucémiques et résistantes peut étre différente, elle est exprimée
par les parametres « et 0 avec des valeurs dans (0, 1). Le parametre 6 simule leffet
d’encombrement. Les taux de mortalité des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes sont, respectivement, notés par p; (i = 1,2, 3).

3.1 Notation
Pour T' > 0, soit ’espace de Banach
Hr = L>((0,7); L*(0, A)).
On définit la norme de (uy, us, u3) dans cette espace par
[(ur, g, us)ll(rrye = Nuallmr + uallar + lusliar,

= sup [lui(t,.)llrr,a) + sup |lua(t, )z + sup flus(t, )lr10,4)-
0<t<T 0<t<T 0<t<T
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3.2 Hypotheses

1. Les fonctions ¢y, 9, @3 sont positives ou nulles sur L'(0, A).
Les taux de mortalité ui1, u2, 3 sont positives sur L(0, A).

Les coefficients k1, ko, k3 sont des constantes réelles positives ou nulles.

- W N

Les fonctions ¢;(i = 1,2, 3) sont positives et bornées dans L>*(R* x [0, A]).
Notons par
¢Zoo = ||¢i||L°°(R+><[O,AD7 (Z = 17 2a 3)

De plus, les fonctions ¢; (i = 1,2,3) sont p; localement lipschitzienne dans
L>(R* x [0, A]).
3.3 Reésultats mathématiques

Proposition 3.1 Soit le modéle suivant

%+% = —gla)u(t,a), (t,a) € (0,T) % (0,A),
u(t,0) = B(t), tel0,7], (3.2)
u(0,a) = wug(a), a € [0, A].

La solution de (3.2)) est donnée par

B(t —a) exp[—/ g(s)ds], si a<t<T,
0

u(t,a) = (3.3)

t
uo(a—t)exp[—/ g(s+a—t)ds], si t<a<A.
0

Preuve :

La solution de systeme est donnée par la méthode des caractéristiques, on trans-
formé le modele en une équation intégrale linéaire dépend de la variable t seule-
ment. Les lignes h=a-t, ou h est un constante, définissent les courbes caractéristiques
de I’équation de u.

Nous introduisons ensuite la fonction
w(t) = u(t,t + h),
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qui est solution de I’équation différentielle

%w(t) = —g(t + h)w(t).

On integre cette équation entre ty et t, on obtient

w(t) = w(ty) exp(—/ g(s + h)ds), pour s >ty := max(0, —h).

to

Alors, on peut écrire u sous la forme

u(t,a) = u(ty,to +a —t) exp(—/ g(s+a—t)ds).

to

1) si a < t, dans ce cas typ =t — a, alors la solution donnée dans (3.2)) est
t
u(t,a) = u(t — a,0) exp(— / g(s+a—t)ds).
t—a
Comme u(t — a,0) = B(t — a) et avec une changement de vatiable nous avons

u(t,a) = B(t — a) exp —[/Oag(s)ds].

2) si a > t, dans ce cas tg = 0, alors la solution donnée dans (3.2)) est
t
u(t,a) = u(0,a — t) exp(— / g(s+a—t)ds).
0
Ou u(0,a — t) = up(a — t).

Proposition 3.2 Les desités globales des cellules souches sont majorées, et nous

avons :
Ui(t) = [Fui(t,a)da < =t [ oi(a)da, (i=1,2,3).

Preuve :

D’apres le systeme (3.1]), on a

8u1 8u1 -
ot T oa T —pi(a)u(t, a).
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Nous integrons ’équation sur [0, A], nous obtenons

U, 4
= uy(t,0) —uy(t, A) — / pi(a)uy(t, a)da.
0

D’ot la positivité de la solution (voir théoreme 1 et 2 de [54] et théoreme 4.1 de [32])
et les p;(i =1,2,3),

% S Ul(t,O),
t A A
< / " ( / k1<u1<t,a>+u2<t,a>+u3<t,a>>da) wn(t, a)da,
0 0
A
S ¢<1>o/ ul(tva)da7
0
< oL UL

Par conséquent, U, (t) < U;(0)e?=', vt € [0,T].
De la méme maniére, nous avons ¥t € [0, 7], Ui(t) < U;(0)e?>!, (i = 1,2,3).

Remarque 3.1 Le systéme (3.1)) est équivalent aux trois systemes

e ! (t.a) € (0.T) x (0, 4),
uy(t,0) = /0 b1 (a,/o ki(ui(t,a) + us(t, a) + us(t, a))da) uy(t,a)da, t€]0,T],

\ul(t,O) = 1(0,a), a € [0, A],

( (3.4)
ey 02 nfa)us(t,a), (t.a) € (0.T) x (0, 4),
us(t,0) = /0 02 (a,/o ko(ui(t,a) + aus(t,a) + ozu?,(t,a))da) us(t,a)da, t€10,T],

\uQ(t,O) = ¢9(0,a), a€[0,A]

(3.5)
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et

-

3

(Jus | Ou

\

=4 = —pg(a)us(t,a), (t,a) € (0,T) x (0, A),

ot da . )

us(t,0) = /0 b3 (a,/o ks(ui(t, a) + aqus(t, a) + 5u3(t,a))da) us(t,a)da, t€[0,T],

us(t,0) = ¢3(0, a), a € [0, Al
(3.6)

.4 Existence de la solution

Théoréme 3.1 Il exite un T > 0, pour lequel le probléme (3.4)-(3.6) posséde une

solution unique positive u = (uy, uy, uz) € (Hr)3.

Démonstration
D’apres la propostion la solution des systemes (3.4)-(3.6)) est donnée par

et

uy(t — a,0) exp (—/ ul(s)ds) sit>a
0

uy(t,a) = oo —/Otul(s—l—a—t)ds) o = fi(u(t, a)),
a (3.7)
e us(t — a,0) exp (- t/o ug(s)ds> sitza i)
@2(a —t) exp (—/0 ug(s—i—a—t)ds) sia>t
(3.8)
e us(t — a,0) exp (— t/o ,ug(s)ds) sitza .
p3(a —t) exp (—/0 Mg(S—f—a—t)dS) st a>t
(3.9)

La solution de (3.4]) -(3.6]) est la solution de point fixe de f(u) = wavec f = (f1, f2, f3)-
Soit I’application

I:u= (ul,uQ,ug) € (I—IT)3 — f = (f17f27f3)'
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Lemme 3.1 La fonction f = (fi, f2, f3) € (Hy)3.

Preuve
Nous démontrons que f(u) = (fi(u), f2(u), f3(u)) € (Hr)? c-a-d
sup (fo fi(u )) da < oo (i=1,2,3).

S fi(u(t,a))da

Jo fuu(t,a))da + [ fi(u(t,a))da

fo uy(t — a,0) exp(— fo pi(s)ds)da

ftA pr(a—t)exp(— [y pi(s +a — t)ds)da

[3u(t — a,0)da + [ ¢1(a — t)da

foul r,0) dr+f0 1(r)dr

fo oL ( fo uy(r, a)da) dr—i—fo o1(r)dr
fo [ (7, M zro,aydr + |01l 21(0,4)-

ININ IN IN +

Par conséquent

I fr ()l = sup (s filu(t,a)da < STl [y + 191]1220,0)-

De la méme maniere pour ( =2,3), nous démontrons que

[ f2(u)ll i = oilffTUOA fa(u(t, a)))da < @3, T |uzl my + llp2llr(0,)
et

sty = sup (' foultsa)))da < 62T sy + esloronn

Lemme 3.2 ][] existe un T > 0, pour lequel l’application I est strictement contrac-

tante pour 0 <T < T™.

Preuve

Posons [(u)=f et I(v)=g, tel que

u = (uy, us,uz), v = (v, v2,v3),

f=(fiw), fo(u), f3(w)) et g = (fi(v), fo(v), f5(v)).

Alors, nous avons

mu>>m<»mw)

= fy | Ailult,a)) = fi(o(t,a)lda + [ fi(ult,a) = fi(v(t a))lda.
Pour a > t, nous avons |fi(u(t,a)) — fi(v(t,a))| = 0.
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Par conséquent

Ifilult, ) = it Dpoay = Jo lfi(ult,a) = fi(v(t,a)|da
fo luy (t — a,0) — vy (t — a,0)] exp(— [ pu(s
< fo |ur (t — a,0) — vy (t — a,0)|da.

D’autre part

|ur (t — a,0) — vy (t — a,0)]

= | fOA o1 (a, fOA ki(ui(t —a,a) +us(t — a,a) + us(t — a,a))da)u (t — a, s)ds
- fOA b1 (a, fOA ki(vi(t — a,a) + vt — a,a) + vs(t — a,a))da)vy(t — a, s)ds
+ fOA o1 (a, fOA ki(vi(t — a,a) + va(t — a,a) + v3(t — a,a))da)us (t — a, s)ds
_ fOA é1(a, fOA ki(vi(t — a,a) + va(t — a,a) + v3(t — a,a))da)uy (t — a, s)ds|

=| foAWl(a? foA ki(ui(t — a,a) + us(t — a,a) + ug(t — a,a))da)
— ¢1(a, fOA ki(vi(t — a,a) + va(t — a,a) + v3(t — a,a))da)|(u(t — a, s)ds)
+f0A o1(a, fOA ki(vi(t—a,a)+va(t—a,a)+vs(t—a,a))da)|us (t—a, s) —vi(t—a, s)]ds|.

Nous avons supposé que ¢, est p; localement lipschitzienne

|ur(t — a,0) — vy (t — a,0)]

< | pilfy Cer (s —v1) (t—a, @)+ (ua—22) (t—a, 0))+ (us—vs) (t—a, a)da) us (t—a, s)ds
+fOA ¢1(a, fOA ki(vi(t—a,a)+va(t—a,a)+vs(t—a,a))da)|u (t—a,s) —vi(t—a, s)]ds|.

De plus, en utilisant la proposition [3.2 nous avons
fo luy(t — a,0) — vy (t — a,0)] <
prkllnllzio.a fo 1w —0)(s, Ml o.apse®ds + ¢4 [y |(ur = v1)(s, )l o,ads.

Alors,

[ (u(t, ) = Aot Dlar < (b—lklllwlllLl(o,A)H(v = )| gy (" — 1)

+ O Tl (ur = v1)(s, )y
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De la méme maniere

[f2(u(t,.)) = fa(v(t, Dl < g—ikzﬂwﬂﬂ(o,A)H(U — )|y (€T = 1)
+ 5T |[(u2 — v2)(s, ) lays

[ f3(u(t,.)) = fs(u(t, Dl < %k3||¢3||L1(0,A)||(U — )| gy (e?=T = 1)
+ G5 T (us — v3)(s, ) llar-

Ensuite, nous définissons les parametre

= max p;, k = max k;, M = max (¢’ ), et m = min (¢"_).
p 0§i§3pl, 0<i<3 () O§i§3(¢oo)’ 0§i§3(¢00)
Nous obtenons

I1f () = g(0)l 11 1f1(u) = fr() a1z + [ f2(u) = fa(0) |7 + [ f3(u) = fo(v) ]l 117

p
(%H”SDIHD(O,A) + lle2llzr0,4) + llesllLio,a)) (€T = 1) + MT)||u — ||z

BT u = vl -

ININ

Alors, nous avons
11 (u) = I(0) | (zz7y5 < (Tl = ]l z27y5-

Alorsil existe T* > 0, 0 < T < T™* tel que h(T') < h(T*) = 1, pour lequel 'application
I:ue (Hr)? — f € (Hr)? est stictement contractante.

Conclusion

D’apres le Théoreme de point fixe de Banach le probleme — possede
une solution unique positive Vt < T™.

D’apres la proposition [3.2} il est possible de prolonger les résultats pour tout ¢ > 0.
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Chapitre 4

Role des taux de reproduction nets

dans 1I’évolution de la leucémie

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un modele mathématique contenant trois équations
différentielles partielles décrivant la dynamique de la population de cellules souches
hématopoiétiques de la leucémie myéloide chronique. Le modele décrit 1’évolution des
cellules souches hématopoiétiques normales, leucémiques et leucémiques résistantes.
Dans ce modele, nous allons souligner I'importance des taux de reproduction nets
R;(1 = 1,2,3) des cellules souches normales, leucémiques et résistantes dans I’étude
de la stabilité et de l'existence des états d’équilibre.

Soient wuq(t,a),us(t,a) et uz(t,a) désignent respectivment les densités des cellules
souches normales , leucémiques et résistantes a U'instant ¢t € (0,7") et I’age a € (0, A).
Les interactions entre les différents types de cellules souches hématopoiétiques sont
considérées dans les conditions aux bords. La régénération des CSH est dirigée par
I’homéostasie qui controle le processus de division cellulaire et permet I’équilibre phy-

siologique (voir [L1]).
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aa_t o = —y(a)us(t, a), (t,a) € (0,7) x (0, A),
ﬁ + 3_ = —pa(@)uat,a), (t.a) € (0.7) x (0, 4),
8_; — % i—ug(a)uj(t, a), (t,a) € (0,7) x (0, 4),
w(t,0) = | éi(a /0 Fn(un(t, @) + us(t, @) + us(t, a))dayus (£, a)da, ¢ € [0, ],

A A
us(t,0) = 3(a,/ ks(u1(t,a) + aus(t, a) + dus(t, a))da)us(t, a)da, t € [0,T],
0
u1(0,a) = ¢1(0,a), a € [0, A],
u2(0,a) = p2(0,a), a € [0, Al
\Ug(O, a’) = 903(()’ CL), ac [Oa A]
(4.1)
En utilisant la fonctionnelle de Hill, nous avons
A n
o1 (a,/ ki(uy(t,a) + ua(t,a) + u;;(t,a))da) = - $1,0(a)0 _
0 gn -+ (/ kl (’LLl (t, a) + ’LLQ(t, Cl,) + Ug(t7 a))da)
0
$2,0(a)d"

n

A
b2 (a,/ ko(u1(t,a) + aus(t, a) + aus(t, a))da> = n
0 on + </0 ko(u1(t,a) + aus(t,a) + aug(t,a))da>

et

A n
o3 (a,/o ks(u1(t,a) + aus(t,a) + dus(t, a))da) = 93,0()0

A n
om + (/0 ks(ui(t, a) + auz(t,a) + dus(t, a))da>

Les fonctions ¢;(i = 1,2,3) décrivent les interactions entre les compartiments de
cellules souches et permettent d’assurer I’homéostasie des cellules souches normales,
leucémiques et résistantes respectivement. ¢; o (i = 1,2, 3) désignent, respectivement
les taux de division des cellules souches normales, leucémiques et résistantes, les
k; (i =1,2,3) désignent les coefficients d’interaction. La compétition entre les cellules
souches normales, leucémiques et résistantes peut étre différente, elle est exprimée
par les parametres « et 0 avec des valeurs dans (0,1). Le parametre 6 simule Deffet

d’encombrement. Les taux de mortalité des cellules souches normales, leucémiques et
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résistantes sont, respectivement, notés par p; (i = 1,2, 3).

- Dans le chapitre |3| nous avons prouvé l'existence d’une solution globale unique po-

sitive de (4.1]).

- Un état d’équilibre de (4.1)) est une solution u(a) ne dépendant que de I’age a.

Les états d’équilibre sont

L’état d’équilibre trivial u® = (0,0, 0).

L’état d’équilibre chronique u™(a) = (u§"!(a), us"'(a), u§"*(a)) avec ué™ > 0
pour i € {1,2,3}.

L’état d’équilibre chronique u*?(a) = (u{"*(a),us"(a),0) avec u¢™? > 0 pour
ie{1,2}.

L’état d’équilibre chronique u*3(a) = (u{**(a),0,us"(a)) avec u¢™ > 0 pour
ie{1,3}.

L’état d’équilibre blaste u® = (0,44 (a), u8(a)) avec v > 0 pour i € {2,3}.
L’état d’équilibre blaste u”? = (0, u5?(a), 0) avec u5?(a) > 0.

L’état d’équilibre blaste u”® = (0,0, u53(a)) avec u? > 0.

L’état d’équilibre non pathologique u? = (uf(a),0,0) avec u} > 0.

Ce chapitre portera sur 'analyse des états d’équilibre de (4.1). Nous aborderons

ensuite la question de la stabilité des états d’équilibre triviaux, chroniques, blasts et

non pathologiques.

4.2 Existence des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudié 'existence des états d’équilibre de (4.1]). L’état

d’équilibre non triviale u(a) = (u(a), us(a), uz(a)) satisfait

% = —m(a)ui(a),  a€l0,A4]
ﬁ = —m(a)us(a),  a€l0.A] 42)
% = —ms(a)us(a),  a€[0,4],
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et

;

Ui (0)

q u2(0)

En utilisant 1

;

\

= /0 ¢1(a,/0 ki(ui(a) 4+ us(a) + us(a))da)u; (a)da,
A A
= /0 ¢2(a,/ ko(u1(a) + aug(a) + aug(a))da)us(a)da,

\u3(0) = /0 ng;;(a,/O ks(ui(t, a) + aug(a) + dus(a))da)us(a)da.

a fonctionnelle de Hill, nous avons

A le 0((1)9”'&1(@)
u1(0) = 2 —da,
/0 on + (fOA ki(ui(a) + ua(a) + u;:,(a))da)

P2.0(a)0us(a) Ja

A
u2(0) = /0 o+ (foA ko (ur(a) + aug(a) + OzU:a(a))da)

P30(a)0"uz(a) Ja.

u3(0) = /0 on + (foA ks(uy(a) + aus(a) + 5“3<a))da)

Alors, la solution de (4.2)) est

" pa(s)ds),
a(s)ds),

a

p3(s)ds).

(

uy(a) = u1(0) exp(—

q uz2(a) = uz(0) exp(—

S—

ug(a) = uz(0) exp(—

\
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A partir de (4.4)) et (4.5))

— s)ds
N /0 1 (5)ds)

A
12/ a a a
0 A - s)ds - s)ds - s)ds
o + (/ k1 (O /o KB a0 /o 1) | e /0 o) ))da>
0

( s)ds)
1 = /A ¢2 0 / 'LLQ ]
’ - s)ds - ds — s)ds
om + (foA k2(“1(0)€( /0 ) )+au2(0)e( /O (%) )—&-au:g.(O)e( /0 #3(s) ))da)

— s)ds
¢>3,0(a)0"e( /0u3() )
A - s)ds — s)ds — s)ds
[ 0 /Oum ) o /Ouz() ) s /Oug() )
0

(4.6)

wda,

da,

da.

n

A
=
0

o +

Soitent .
II;(a) = exp(—/ wi(s)ds) : les probabilités de survie,
0

A
L;= / I1;(a)da : les durées de vie estimées.
0

0
On pose 6; = (z =1,2,3).
A partir de (4.6]), nous obtenons

B ¢1 o(a)07 (a)
1 / 8 + L1U1 + L2u2(0> + LgUg(O)]nda7

— @O(Wﬁbw)
= / 8 + L1U1 + OéLQUQ(O) —+ aL3u3(0)]nda’ (47)

/ ¢3,0(a)03115(a) da
8 _|_ Llul +&LQUQ(0)+5L3U3<O)]n .

Alors
((Lys (0) + Loua(0) + Lyus(0))" = 07 (/A b1.0(a)TT (a)da — 1)
(L1 (0) + aLaua(0) + aLsus(0))" < / 62.0(@) T (a)da — 1> (4.8)
| (Lus(0) + Lot 0) + D Lgus(0 ( / 65.0()TTs (@) da — 1)
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A partir de (4.8]), nous avons

(Llul (O) + LQUQ(O) + LgUg(O))n = (9?(R1 — 1),
(Llul (O) + O{LQUQ(O) + OéLgUg(O))n = GS(RQ — 1), (49)
(L1u1 (O) + OZLQUQ(O) + 5L3U3(0))n = 9§(R3 — 1)

A
Ou RZ = / ¢i70(a)Hi(a)da, (Z = 1, 2, 3)
0
Il est important de souligner que pour résoudre 1’'équation (4.9)), il est nécessaire que
les taux de reproduction nets R; soient supérieurs a 1.

A partir de (4.9)), nous avons

Lyuy (0) + Laug(0) + Lus(0) = 61 3/Ry — 1,
Lyuy (0) + aLayus(0) + aLsusz(0) = 023/ Ry — 1, (4.10)
Liuq(0) + alous(0) 4+ 6 Laus(0) = 033/ Ry — 1.
On pose : b; = 0;3/R; — 1 pour R; > 1 et U; = L;u;(0) pour i € {1,2,3}.
A partir de (4.10)
U+ U+ Us = by,
Uy + aU; 4+ aUs = by, (4.11)
Uy + aUs + 0Uz = bs.
Le systeme est équivalent a AU = B.

1 1 1 U, by
A=11 a al, U=1U, et B=|b
1 « (5 U3 b3

Nous avons det(A)= (0 — a)(a — 1), alors le systeme a une solution unique si
et seulement si det(A) # 0, donc a # 4.

- Dans un contexte biologique, et en particulier pour la leucémie myéloide chronique,
les parametres du modele doivent satisfaire les hypotheses suivantes

(Hp) Les taux de mortalité satisfont ui(a) > us(a) > us(a) > 0,¥a € (0, A).

(Hj) Les taux de prolifération satisfont 0 < ¢y 9(a) < ¢ao(a) < ¢s30(a),Va € (0, A).
(Hj3) Les coefficients d’interaction ky > ko > k3 > 0.
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Remarque 4.1 A partir (Hy) -(Hs), nous avons ¢1(a) Z ¢pao(a) Z ¢sola) et uy #
fo Z i3, alors 0 < Ry < Ry < R3 et 0 < by < by < b3.

Théoréme 4.1 L’état d’équilibre non pathologique uP(a) existe si Ry > 1.
Létat d’équilibre blaste u*?(a) existe si Ry > 1.

L état d’équilibre blaste u®3(a) existe si Rz > 1.

Preuve
- Pour l’état d’équilibre non pathologique u”(a) = (uf(a),0,0) et a partir (4.11)), nous
b 6
avons U; = by donc uP(a) = (L—lﬂl(a),O,O) = (L—1 VR — 1111(a),0,0), alors uP(a)
1

1
existe si R; > 1.

- Pour I'état d’équilibre blaste u”?(a) = (0,u5?(a),0) et a partir (4.11)), nous avons

b b 0
Uy = = donc  ub2(a) = (0, —TIy(a),0) = (0, —— /Ra — 11I5(a),0), alors u’2(a)
«Q als als

existe si Ry > 1.
- Pour I'état d’équilibre blaste u*3(a) = (0,0, u83(a)) et a partir (4.11)), nous avons

b b 0
Us = § donc  u’3(a) = (0,0, 5731_[3(@)) = (0,0, %mﬂg(a)), alors u®3(a)
existe si Rz > 1. ’ ’

Théoréme 4.2 Soit Ry > 1, alors I’état d’équilibre blaste u”* (a) = (0, us*(a), u§ (a))
ks

existe st a < :—25 et R3 <1+ (Z_]@)n(RQ —1).

Preuve
Pour Iétat d’équilibre blaste u?!(a) = (0,u%(a),u"(a)) et a partir ([4.11)), nous

obtenons le systeme suivant

als 4+ alUs = by,
S (4.12)
CYUQ + 6U3 = b3.
Alors, nous avons
—5b2 -+ Ozbg b2 - b3
Uy=——""—""¢€t Ug=—"—.
? ala —90) TS
Pour obtenir une solution positive, nous devons avoir le systeme suivant
1) — dby + abs < 0,
) =92+ abs (4.13)

i) a — 3§ < 0.
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Alors

2) bg < ébg,
a (4.14)

1) a < 0.
0 : 0 <
by < abg equivalent a 05(R3 — 1) < (502)”(]%2 — 1), c’est-a-dire

ok

f%<1+(afﬁﬁb—1%:R§
2

Nous concluons que (4.14) est équivalent & a < § et Ry < Ry < Rj.

A partir de cela, nous devons vérifier I'inégalité suivante Ry < Rj;. Alors, Ry < Rj si

ok k
et seulment si Ry < 1+ (—;)”(PLQ — 1), donc nous avons o < k—gd.
QR 2
Conclusion : Pour R, > 1, I'état d’équilibre blaste u"*(a) = (0,us"(a), u%*(a))

k
existe si et seulement si a < —4 et Ry < 1+ (—>)*(Ry — 1).
k’g Oék’g

Théoréme 4.3 A partir de (Hy) — (Hs), nous déduisons que les états d’équilibre

chroniques n’existent pas.

Preuve
Pour I'état d’équilibre chronique u**(a) = (u§"!(a), us™ (a), us"*(a)) et a partir (4.11]),
AU = b= U = A~'b, nous obtenons

(Ul: —bllaé—’—bg’
—
. 5(b2—b1)+a(b1—bg)+b3—b2
Uz = T—o)@=9) , (4.15)
U, — bg—bg
(77 (a=0)

D’apres la remarque [4.1] et «, 6 € (0, 1), nous avons U; > 0,
U3>OSia—5<0et UQ>0815(b2—b1)+(1/(b1—b3)+b3—b2<0.

Pour obtenir une solution positive U = (Uy, Uy, Us), nous devons avoir le systéme

suivant
(5(52 — bl) + Oé(bl — bg) + bg — bg < 0, (416)
a—0<0.
Equivalent a
bi(6 — by(1l =90
by < 1(0 — ) + by( )7
-« (4.17)

a < 0.
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Depuis que by < b3, il est nécessaire que

_ b0 —a) +h(1-4)

1l -«

Ce qui donne by < by, ce qui est impossible. Alors ’état d’équilibre chronique

u(a) = (ui"(a), us" (a), u§™ (a)) n’existe pas.

Pour I'état d’équilibre chronique u“"?(a) = (u§"*(a), us"*(a),0) et a partir (4.11)), nous
obtenons
Uy + Uy = by,
e (4.18)
U1 + OéUQ = bg.
Alors, nous avons
—aby +b
Ul = 015 s 2’
—a
b (4.19)
T 1-a’
Puisque b; < by, alors I'état d’équilibre chronique u?(a) = (u{"*(a),us"*(a),0)

n’existe pas.

Pour I'état d’équilibre chronique u3(a) = (u§**(a),0,us"(a)) et a partir (4.11)), nous

obtenons
Uy +U; = by,
e (4.20)
Uy + 0Us = bs.
Alors, nous avons
—0by + b
0 =~
b (4.21)
ST 14
Puisque b; < bs, alors I'état d’équilibre chronique u(a) = (u{"3(a),0,us"(a))

n’existe pas.

4.3 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette section, nous analysons la stabilité des états d’équilibres de (4.1f), notre

méthode se base sur la linéarisation de (4.1J).
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Si u(a) = (u1(a),uz(a), us(a)) est un état d’équilibre de (4.1)), pour (i=1,2,3), nous

avons

et

du;
da

—pi(a)ui(a), a € (0,4),

/ 6i(a, Ut))uila
) = w0 exp (- [ ui(S)dS> .

Les tailles totales de population sont données par

Ui

i (0) /0 ! exp (— /0 ' m(s)ds) da = B;L;.

Soit u;(a,t) = u;(a) + yi(t, a), alors fOA u(a,t)da = U; +Y;(t) ou Y;(¢
A partir de (4.1]), nous obtenons

O(ui(a) +yi(t, a)) n O(ui

(@49t a) _ ) us(a) + it ), i =1,2,3, (¢,

ot
ui(0) +i(t,0) = Bi(

aa

/ 6i(a, Us + Yi(8)) (wi(a) + it a))da, i = 1,2,3, t € [0,T],

Ui+Y, = / wi(a) +yi(t,a))da, i =1,2,3, t € [0,T].

Nous avons

¢i(a, Us + Y;(1))(

o)+ = 1600+ 3 e,

+ o(Y;(1)](ui(a) + ui(t, a))

= qbz(a Uj)ui(a) + ¢i(a, Uj)yi(a,

a) €

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

fo yi(t,a)da.

(0,T) x (0, A),

(4.26)

t)
9¢i
’ i oU; (a, Uj)Y;(t)ui(a)
. ggl (a,U;)Y; (D)yi(a, ) + o (Y5(1)).
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Alors, le systeme linéarisé de (4.1)) est

(Oyi(t,a) N Oy;(t,a)
ot Oa

w(t.0) = [ e Ula.hda+ 3,00

00
o 9U;

A
Y; :/ yi(t,a)da, i =1,2,3, t €[0,T].
0

\

On pose y;(t,a) = g;(a) exp(At), pour i € {1,2,3} et A € C.
A partir de (4.27) nous obtenons

(9t @) =0,

G, = /A J(a)da,

/ i(a, U)gi(a da+ZG a@ (a, U)u;(a)da,
0

:(a) = g:(0) exp ( [ uw(s))ds) |

(a,U)u;(a)da, i =

. 0
Avec bro(a)"
U i,0\d
#ila.U) = 0" + (KiUr + KipUs + Ki3Us)"
et
0¢;(a,U) _ —ng;0(a)0" K;j (KnUy + KioUs + Ki3Us)™™
an [9” + (KilUl -+ KiQUQ + KigUg)n]z
Ou
ki ki Kk
(Kij)i<ij<s = | ko aks ks
kg akg 5]473

A partir de I’équation (4.28)) nous avons

/¢zang da—l—ZG agblaU)uz( )da.
0

95

= —u;(a)yi(t,a), i =1,2,3, (t,a) € (0,T) x (0, A),

1,2,3, t € 0,77,

(4.27)

(4.28)



Alors

al0) = Ji' 00 V)0 exp (= [+ pils))ds) da

- ;fo 9;(0) exp (— Jo N+ p5(s) )ds) da fOA gzz (a, U)u;(a)da.

5:(0) = g:(0) [ ¢i(a, U)exp (— [ (A + pi(s))ds) da

3
+ Zgj (0 fOA exp (— [ (A + wi(s))ds) da fOA (3?}2 ,U)u,(a)da.
g:(0) = g fo ¢i(a,U) exp( /\a)Hi( Yda
2 A 8@
+ Z fo exp(— (a)da [, (a, U)u;(a)da.
=1 ou;
A a¢
On pose H;; == (9UZ (a,U)u;(a)da pour i € {1,2,3}, nous avons
0 J
A
9:(0) / oi(a,U) exp(—Aa)Il da—i—Zgj ij/ exp(—Aa)ll;(a)da.
0
Par conséquent
A A
10) = 00 [0, Uy exp( Ao e 3 500y [ exp(=ha)L .
0 itj=1 0
On pose k;(a) := [¢i(a,U) + Hy]l;(a) pour i € {1,2,3}.
Alors,
gn

]kl(a) = le: (CL) + H“HZ(O,>, ou k: (a) = @70((1)1_[1(@) et Nz =

3 nH
+ (Z KijUj>
j=1

i=(1,2,3)

Par conséquent

A 3 A
6:(0) = g:(0) / ki(a) exp(—Aa)da+ 3 g;(0)H / exp(—Aa)TL(a)da.  (4.29)
0 i 0
L’intégrale dans I’équation (4.29) peut étre prolonger de zéro a l'infini.

L’équation (4.29)) devient
e 3 AN
9i(0) = g:(0)ks(\) + > g;(0) HyyIL; (M),
i#j=1
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Ou ﬂ(:z et ﬁj désignent respectivement la transformée de Laplace de k; et 1I;.

Donc nous avons

g (01 =k(\) — > g;(0)HyTL;(\) = 0. (4.30)

i#j=1

ﬁl%z()\) :/ exp(—Aa)k;(a)da :/ exp(—Aa)(Nik (a) + H;1l;(a))da.
0 0
Par conséquent,
ki(A) = Nik (\) + Hall;(A).
Ou
fi,(\) = / exp(—Aa)L(a)da et Br(\) = / exp(—Aa)k (a)da.  (4.31)
0 0
A partir (4.30), nous obtenons le determinent A(\).
1—-ki(\) —Hpll(\) —Hyslls(A)
A 1T—ko(N) —Hyllz(N\) |- (4.32)
N —Hpllb(\)  1—ks(\)

—  Hyslls(A

1 1 1 1
De phlS, Hll = H12 = ng, H21 = —HQQ = —H23 et H31 = —H32 = —Hgg.
Q Q « 0

Alors,

AR = 1=k = ka(AN)(1 —ks(N)) — o® Hyy Hay I (A3 ()]
+  HipHop I (Mo (M) [=(1 — ks (X)) — a3 115(A)]
- HigHaILh(MO3(V)[(1 -k (V) + aHnll (M)
= (1=ki(N)[(1 —ko(N)(1 ~ k(X)) — a®Hay Hz1 1o (A\)II3(N)]
HipT (V) [Hmﬁg(x) (( “ k() + aHsi () + Halls(\) (1= k() + aHﬂﬁQ(A)ﬂ .
Finalement

AN = (=T )1 —ka(\) (1 —ks(N) — a?Hyy Hai Tl (W)TT3(V)]
— HipL (V) [Hglﬁg()\)(l ~ks(N) + HyIls () (1 — ka(V)) + (2a)H21H31ﬁ2(/\)ﬁ3()\)] .

L’équation caractéristique correspondant a I’état d’équilibre u(a) est

A(\) = 0. (4.33)
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Dans cette section, nous avons besoin de la proposition suivante

Proposition 4.1 Soit k;(t) > 0 pour i € {1,2,3}. L’équation 1 —k;(\) = 0 admet

une et une seule solution réelle positive qui est une racine simple si k;(t)dt > 1.
0

Si / k;(t)dt < 1, alors l’equation 1 —&()\) = 0 n’a pas de solution complexe A\ avec
0
R(A) > 0.

Preuve

Pour i = (1,2, 3), soient les fonctions suivantes

A — k() = / e Mk, (t)dt, X eR*. (4.34)
0

Puisque di)\k()\) = — [T teMk;(t)dt < 0, alors les fonctions k; sont strictement
décroissante.

De plus, )\11_{20 ﬂ(:z()\) =0et ﬁl%Z(O) = [ k(t)dt.

Alors, I'équation 1 — k;(A\) = 0 admet une et une seule solution réelle positive si
fomk-( )dt > 1.

Si f;" k;(t)dt < 1. Nous posons k() = Rk (V) + S(k; (). Alors
RE(N) = RS eVi(t)dt) = R(f;™ e BOHO(1)d)
R([7Te TV t]k ( )(cos(%()\)t) + isin(S(N\)t)dt)
I e BNt cos(S(N)t)k; (t)dt
< [ kq(t)dt
1.

A\

Alors , si fo t)dt < 1, I'équation 1 — k; (A) = 0 n’a pas de solution complex \ avec
R(A) > 0.

Pour I'état d’équilibre u” = (0,0,0), nous avons H;; =0 et N; =1, Vi, j € {1,2,3}.
Par conséquent, ’équation caractéristique de I’état d’équilibre trivial ug est

A%(A) = (1 = kj(N)(1 = k3 (V)(1 —k35(\) = 0. (4.35)
A partir de la proposition nous déduisons les résultats suivants
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Proposition 4.2 Pouri € {1,2,3}. Si R; > 1, alors 1 —k;(\) = 0 admet une et une
seule solution positive. St R; > 1, alors 1 — R()\) = 0 n’as pas de solution complexe \

avec R(A\) > 0.

Preuve
Pour i = (1,2,3),

Ri(0) = Amhmma

_ Awwmma
_ Aw@mwmmma
~ R,

A partir de la Proposition (.2, nous avons

Théoreme 4.4 Si Ry < 1 alors l’équilibre trivial est stable.

St Rg > 1 alors l’équilibre trivial est instable.

0
L’état d’équilibre non pathologique u?(a) = <L_1 VR — 1111(a),0,0) existe si Ry > 1,
1
dans ce cas nous avons H;; = 0, pour i € {2,3} et j € {1,2,3}.

Par conséquent, I’équation caractéristique de I’état d’équilibre non pathologique u(a)

est
AP(N) = (1 =T (W) (1 — Nah(A))(1 — Nalg (X)) = 0, (4.36)

Ou

N on on o" on

1= n n = n npRnNInN = n nhn = n
o + (kU™ 0+ kR BRLY 0" + kbY o 4 ko (kgm)
-
N, — 0 0 o 0

0+ (kUy)® 0" + k3 BPLY 0"+ k3by (0. E
(k2Un) 2 P14 291 9n+k2<k_lm)
Ky

kP + k3 (R, — 1)
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et

N o o o o"
3 = = npnin n nin n
k1
kT

k' + k3 (Ry — 1)

Théoréme 4.5 Si Ry > 1, alors l’état d’équilibre non pathologique uP(a) est instable.

Preuve L
Puisque k; > k3, alors nous avons R3 > Ry > 1+ (kS) (Ry —1).
1
oo A R k,n
Par conséquent, / 3(t)dt =ks(0) = N3k3(0) = N3R5 = e ]zg(Rl Y

Alors, a partir de la proposition 4.1, nous déduisons 1’ 1nstab1hte de uP(a).

> 1.

L’état d’équilibre blaste ub2?(a) = (0, \"/Rz 1I15(a),0) exist si Ry > 1, dans

ce cas nous avons H;; = 0, pour i € {1, 3} et j€{1,2,3}.
Par conséquent, équation caractéristique de I'état d’équilibre blaste u*?(a) est

AM(X) = (1= Nikj(M)(1 = ka(N))(1 = Nskj(\)) = 0. (4.37)
Ou
oo e anky
1_Q”+%ﬂ@”_9”+W3ﬂ€_9m+mﬁhn_awg+WUb—D'
! (0
N on or or or
27 9+ (akoUy)® 0" +akPBELE L, by 0 . n
0+ kg (2) g +a@<m@wapq)
1
T R
et
or or o anky

N = = —_— .
T 0n + (aksUs) 0" + ankDBRLY amk? + a"k?(Ry — 1)

ba
on nkn_=\n
+ ok ( a)
Théoréme 4.6 Si Ry > 1, alors I’état d’équilibre blaste u*(a) est instable.
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Preuve L
Puisque ky > k3, alors nous avons R3 > Ry > 1+ (—3)”(R2 —1).

k2

o0 ~ —~ OénknRg

p squent. | ks(t)dt = ks(0) = N3k3(0) = N3Ry = 7
ar conséquen /0 3(t) 3(0) 3k3(0) T 4k 4+ ank(Ry — 1)

Alors, a partir de la proposition , nous déduisons l'instabilité de um(a).
0
L’état d’équilibre blaste u®3(a) = (0,0, 673\“/}23 — 1II3(a)) exist si R3 > 1 dans ce
3

cas nous avons H;; = 0, pour ¢ € {1,2} et j € {1,2,3}.
Par conséquent, 'équation caractéristique de 'état d’équilibre blaste u”(a) est

> 1.

A (N) = (1 = Mkj(\) (1 = Nak; (V) (1 = ks(A)) = 0. (4.38)
Ou
N 0" B o" B 0" B 5k
L 0n (U 0+ RIBYLE LI T onky +kp(Ry — 1)
)
N o" B 0" B o B 5" kY
7 0n 4 (akoUs)® 07 + a"kBILY o+ ankg(bi’)n T 07k2 4+ anky(Rs — 1)
1)
et
N o™ o o o
3 = = = =
on OksUs)™ O™ + "kRBRLY b "
+( 3 3) + 3+-3+3 9n+5nk§l(§)n 9n+6nk§ <57; m)
2
_ L
ol
. maL3
OI] ose M3 ‘= 1Imin a) et ng 1= .
P 3 a€(0,A) ¢370< ) 3 Rg —1

Théoréeme 4.7 Pour Rs > 1.

k
1. Sia > k—3(5 et n < ng, alors l’état d’équilibre blaste ubl3(a) est localement
2
asymptoticement stable.
k ok
2. Sia< k_35’ n<nsetRy>1+ (—;)”(Rg — 1) := R}, alors létat d’équilibre
o

2 2
blaste u®3(a) est localement asymptoticement stable.

k ok
3. Sia< /{;—35’ Ry>1et Ry <1+ (—;)"(Rg — 1) := R}, alors Uétat d’équilibre
a

2 2
blaste u(a) instable.

Preuve

bO
Posons by = /R3 — 1, b} = k_3 et Ui = 7
3



bO
Alors b3 = 0b3 = Qk— = 0b3.

A partir (4.11), nous avons

Uy =U; =0,
by b*

Posons S3 = K33U3 = /{?395U§ = k39b§ = Hbg
Montrons que kz(a) > 0 si et seulement si n < ng.

Nous avons

]kg(a) = Ngkg(a) + H33H3(a) = g3¢370(a)1_[3(a) + H33H3(a) = (N3q§370(a,) + H33)H3(a) >0
- 33.

si et seulement si ¢3(a) >
N3

D’autre part,

_ 093 [ —ngs0(a)f" Ks3(K33Us)" !
o = [ S [

—nf" K355 ! —nf" K355 !
o +3§,n / ¢3,0(a)us(a)da = o +3gn / ¢3,0(a)us(0)Il3(a)da,

—nH”KggS"

= (0n+5n / ¢3,0(a)ls(a)da =

—n@angsg_lBgRg
0+ 52

De plus,

—Hsg nG"KggnglBgRg nG”Kgg(Hbg)"_1B3R§ ang(ebg)n_lBgRg

Ny (6™ + S%)? N (0 + (6b3)™)? 0(1+(b0)”)?

o
0\n—1_""3
 nK(00)" ByRY  nKy(00)'B, eI Ry 1)
61+ (Rs — 1))? 6 0 Iy
. —Hzz  n(Rz3—1) L . ¢30L3
P t > = t lent < = =
ar conséquent ¢so > N, I qui est équivalent a n < Ry — 1)

C’est-a-dire n < ns.
Nous avons
[T ks (t)dt = ks(0) = Nak;(0) + Hasll3(0) = NyRy + HygLy = 1+ HygLy < 1, car
Hs3 <0, et
O"k% Ry

+o0 . ™
ky(t)dt =k,(0) = N1ki(0) = N1 Ry = 1
fo 1() 1() 1 1() 14 5“/€§L+k7f(R3—1) < 1, car

Ry > 1+ (R, 1),

1
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Pour avoir la stabilité de u”?, nous avons besoin que Nok3(0) < 1.

k ok
1. Si o> —26, nous avons Ry > 14 (—=)"(Ry — 1) := R, alors
k’g Oék'g
0"k% Ry
ok} + ankd(Rs — 1)
partir de la proposition , on conclut que I'état d’équilibre blaste u®3(a) est

< 1. A

400 -
0

localement asymptotiquement stable.
k ok
2. Sia< et Ry>1+4(—)"(R2—1):= R3, alors
]{?2 Ozkig
O"k% Ry

partir de la proposition , on conclut que I'état d’équilibre blaste u®3(a) est

400 .
0

localement asymptotiquement stable.
k
3. Pour Ry > 1. Sia< k:_35 et Ry < Rj.
2
Tout d’abord, nous avons besoin de vérifer que Ry < Rj.
k k3o
Nous avons a < k—35, alors 1 < ki Donc, pour Ry > 1 nous avons Ry < R3.

, 2 20
Par conséquent,
0" k% Ry

+0c0 R
ko(t)dt =k = Nok3(0) = V. =
/0 21t =ka(0) = Nolley(0) = Vo e = e
de la proposition on conclut que 1'état d’équilibre blaste u"(a) est instable.

> 1. A partir
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Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre sont présentés dans le

tableau suivant.

Etats d’équlibre

Condition d’existance

Stabilité ou instabilité

Stable si Rz < 1

0 _ .
u? = (0,0,0) Toujours Instable si Rs > 1
< g
u (@) = (0,ul (a), u (a) N
Ry >1et R3 < R§
ub2(a) = (0,u5?(a),0) Ry >1 Instable
Stable si o > %5 et n < ns.
2
k
ub(a) = (0,0,u8(a)) Ry >1 Stable si a < k—?’é, R3 > Rj et n < ns.
Instable si o < k—35, Ry >1et R3 < RS
2
uP(a) = (uf(a),0,0) Ry >1 Instable

TABLE 4.1 — Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre de (4.1).

Nous notons que pour a < k_35 , nous n’avons aucune idée de la stabilité de u!(a).

2

En se basant sur les résultats antérieurs, nous pouvons déduire les figures suivantes.

2 uinstable
ustable

uinstable

u'instable

uinstable
ustable
ulinstable

winstable

u b stable

F1GURE 4.1 — Différentes zones d’existence et de la stabilité des états d’équilibres

k
pourazk—35,1<R3<R§etn§n3.
2
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uPinstable
uPstable
u'instable

o uinstable winstable
Wstable

winstable

1
u*stable

u'instable

FIGU]?E 4.2 — Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour
a<k—35,R3>R§>1etn§n3.
2

uu 1
uinstable
51 )
& uinstable
2 uinatable w'instable
uinstable winstable

u"instable

FIGUI?E 4.3 — Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour
a<k—35,R3>1etn§n3.
2

Remarque 4.2 La zone A disparait sachant que Ry > 1 pour avoir R > Rs3 > R, .
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uBstable ustable

uinstable

u'instable

B
2

uBstable

w'instable

L 4

FI1GURE 4.4 — Dans cette figure, nous remarquons la disparition de la zone A pour
Ry <letacx< @5. Nous remarquons également que 'existence et la stabilité des
états d’équilibres (Qians la zone A dépendent des valeurs de «, R3 et n < n3. Dans les
quadrants 2, 3 et 4, I’état d’équilibre trivial u° instable tandis que I’état d’équilibre

blaste u%3(a) est toujours stable.

Ry
uZinstable u"instable
WHstable ustable

u'instable uinstable

4 3

i

4 2
Hyl
uinstable uinstable

u™instable ustable

u'instable u'instable

by
FIGURE 4.5 — Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de
stabilité des états d’équilibres dans la zone B, en fonction des valeurs de « et Rs,
pour Ry <1 < Ry et n < ng. Nous remarquons également que ’état d’équilibre blaste
ub! disparait dans les quadrants 2, 3 et 4, et que 1'état d’équilibre blaste u*® devient

stable.
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Ry
uinstable
u'steble
uPinstable
u'instable
Ry

W
u“instable

u*stable
uinstable

ulinstable
3

W1
u
uinstable
uinatable

winstable

u'instable

2

uinstable

ustable
ulinstable

winstable

FIGURE 4.6 — Dans cette figure, nous

=

L

remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibres dans la zone C, en fonction des valeurs de o et Rs.

Pour Ry > 1 et n < ng, l'état d’équilibre non pathologique u” apparait et il est

instable.

Remarque 4.3 Pour ’état d’équilibre blaste u?!(a), nous n’avons aucune idée de sa

k
stabilité pour a < yy
2
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Afin d’étudier le comportement asymptotique de 1’état d’équilibre blaste u”!(a), nous
avons considéré le cas ot les taux de division ¢; et de mortalité p; pour ¢ € {1,2,3}

sont constants. Nous avons obtenu un modele EDO.

4.4 Le cas dans lequel les taux ¢, et ;;; sont constants
pour i € {1,2,3}

A partir de (4.1]) et apres intégration, nous obtenons le systeme suivant

(o $1,00" U1 (1)
Ul(t) o + k‘? (Ul(;? _’_005(?)_'_ U3(t))n - MlUl(t)a
. 200" Us(t
V) = G i ) + ala(t) + oty M2V (4:39)
U (t) o ¢3,09nU3<t> . U (t)
T 00 Tk (UL + ala(t) + 0Us(0))" 1273

Avec les conditions initiales suivantes :

Les états d’équilibre de 1'équation (4.39)) sont I’état d’équilibre trivial U° = (0,0, 0)

et les états équilibres non triviaux suivants

— L’état d’équilibre chronique U (a) = (U™ (a), UM (a), U™ (a)), avec UM > 0
pour i € {1,2,3}.

— L’état d’équilibre chronique U"?(a) = (Ut"?(a), Us"*(a),0), avec U2 > 0 pour
ie{1,2).

— L’état d’équilibre chronique U3 (a) = (U3 (a), 0, Us"(a)), avec U3 > 0 pour
ie€{1,3}.

— Létat d’équilibre blaste U = (0, U8 (a), Ut (a)), avec UM > 0 pour i €
{2,3}.

— L’état d’équilibre blaste U2 = (0, U%?(a),0), avec U*?(a) > 0.

— L’état d’équilibre blaste U3 = (0,0, U3 (a)), avec U3 > 0.

— L’état d’équilibre non pathologique U? = (U7 (a), 0,0), avec UY > 0.
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Cette section portera tout d’abord sur ’analyse de l'existence et de 'unicité de la
solution globale positive. Nous étudierons ensuite ’existence d’états d’équilibre. Enfin,
nous examinerons la stabilité des différents types d’états d’équilibre, les états triviaux,

chroniques, blasts et non pathologiques.

4.4.1 Existence de la solution

Tout d’abord, nous allons étudier 'existence et 1'unicité de la solution globale positive.

Soit F': Rg — Rg donné par F(Ul, UQ, Ug) = (Fl,Fg,Fg)(Ul, UQ, Ug) Ou

( $1,00"U4 (1)

RO ) = o ) BT S
_ $2,00"Ua(t

B0 U0 = g O0) = oty + ol " 0
B 300" Us(1

F3(U17 U2) U3) - en i k;? (Ul(t) + OZU2<t> i 5U3<t))n - M3U3(t)

\

Théoreme 4.8 Le systeme (4.39) avec les conditions initiales (4.40) admet une so-

lution unique dans R>.

Preuve

F est une fonction de classe C* alors elle est localment lipschitzienne dans R?. Selon
le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systeme (4.39) admet une solution unique dans
R3.

Théoreme 4.9 Le systeme (4.39) admet une solution unique positive dans Ri

Preuve

Considérons le systeme suivant
Uy = Fy(Uy, Uz, Us),
Uy, = Fy(Uy, Uz, Us),
Uy = F3(Uy, Us, Us).

Nous avons

F1(0,Us,Us) = 0 > 0 pour tous (Us, Us) € RZ.
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FQ(Ul,O, Ug) =0 > 0 pour tous (Ul, Ug) € Ri
F3(Uy,U3,0) =0 > 0 pour tous (U, Us) € Ri.
Alors le systeme ([4.39) admet une solution unique positive dans R?.

Théoreme 4.10 Le systeme (4.39)) admet une solution unique positive globale dans
R3.

Preuve
La solution du systeme (4.39)) est bornée, alors Le systeme (4.39) admet une solution

. .. 3
unique positive globale dans RY .

4.4.2 Existence des états d’équilibres

Dans cette partie, nous allons étudier 1'existence des états d’équilibre de (4.39)).

Le systeme (4.39) admet un état d’équilibre (Uy, Us, Uy), si

F1<U1*7 U2*7 U?;k)
FQ(Ul*a U2*7 Ug)
Fy(UY, U3, U3)

0,
0,
0.

Alors, nous avons

( ¢1,00"UY
o + kr (UF + Uz +U3)"
200" U3
6" + k5 (Uf + aUs + aUs)"
¢3,00"Us
L™ + k3 (U + aUs + 6U3)"

- ,ulUl* = Oa

— U3 =0, (4.41)

0
Posons 6; = % pour i€ {l1,2,3}.
A partir de l’ézquation (4.41)), nous avons

(
Ur +U; +U; :91,"/@ —1,
M1
Ur + aUj + aU; = 6, ,n/@ —1, (4.42)
2
3,0 .

Ui + aUs 4+ 0U; :ng”/gzs— 1.
\ M3
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Soitent les hypotheses suivantes

Pi0 et by = V/ Ry — 1 avec ¢; o > p; pour i € {1,2,3}.
i

A partir de (4.42), nous obtenons le systéme suivant

Posons R =

Ui +Us +U; = by,
Ut + aU; + aU; = by, (4.43)
Ui + aU; + 6U; = bs.
Puisque les systemes (4.43)) et (4.11]) sont similaires, nous avons les théorémes suivants
Théoréme 4.11 L état d’équilibre non pathologique UP(a) = (01 v/ R1 — 1,0,0) existe
- 0, — .
si Ry > 1, Uétat d’équilibre blaste U"2(a) = (0, =3/Ry — 1,0) eziste si Ry > 1 et
a

O3 , —=— —
l'état d’équilibre blaste UM3(a) = (0,0, = /Ry — 1) existe si Rs > 1.

J
Théoréme 4.12 Soit Ry > 1, alors I’état d’équilibre blaste U™ (a) = (0, u (a), u§(a))
k — Oks . —
exist st o < k:_25 et Rz <1+ (a_kZ)n(RQ —1).

4.4.3 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette partie, Nous allons analyser la stabilité des états d’équilibre du systeme
(4.39). La méthode est basée sur la linéarisation du systeme (4.39)).

Nous considérons la matrice jacobienne suivante.

OF;
J= ( ) |
an 1<4,5<3

Avec

OF, b100" ngy 00"k} (Uy + Uy + Us)" U,
U, 0+ ky (U +Us+ U3 [on ko (Ui +Us +U3)")2 H
OF,  ngiob"ky (Ur+ U+ Us)" ™' Uy

U, 67 + k7 (Uy + Uy + Us)"]?

OF, _ nguof"ky (U + Uy +Uy)" ' U

s 07 + k2 (Uy 4 Uy + Us)"
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OF,  ngpob"ks (Ur + aly + alUs)" ™" Uy

Uy [0+ k2 (Uy + alUy + alUs)")

OF, ha.00" angy o0 ky (Uy + alUy + alUs)" ™ Uy

Uy 0"+ k3 (Us + alUs + aU3)" 0n + k3 (Uy + aUs + aUs)" -
0F,  angyob"ks (Uy + aly + aUs)" ™' Uy

oUs (07 + k2 (Uy + aly + alUs)" >

OF;  ngsob"ks (Ur + ol + 6Us)" ™" Us

oUy [0+ k2 (Uy + alUs + 6U3)"

OF;  angs o0k (Uy + als + 6Us)" ' Us

Uy [0+ k2 (Uy + aly + 6Us)")>

OF; hs.00" ones o0™ky (Uy + alUs + 6Us)" ' Us

OUs — 0"+ k5 (Ur + als + 6U3)" [ + ki (Ur + als + 0U)' .

Alors, nous obtenons

OF;
= ()
an 1<4,5<3

Ay — = 20U, =20y =230,
— _ZQUQ Ag — U2 — O[EQUQ _OéEQUQ
—EgUg OzEgUg A3 — U3 — (523[]3
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ney 0"k (Uy 4 Uy 4 Us)" ™
(07 + k0 (Uy + Uy + Us)"

El(UbUQaUS) =

N 00"k} (U 4+ aly + als)" ™
07 + k2 (Uy + aUs 4+ alUs)"]?

22<U17U27 U3) =

7”L§Z53709nk‘§ (Ul + CYUQ + (SUg)nil
(07 + k3 (Uy + als + 6U3)"

23<U1)U2;U3) -

®1,00"

A (UL, Uy, Us) =
(U1, U, U) o + k7 (U, + Uy + U3)™

$2,00"
0" + k3 (Uy + alUs + aU3)"™’

A2<U17U2a US) =

¢3,00"

As(Uy, Us, Us) = '
5(Uy, Us, Us) on + k2 (Uy + aUs + 0U3)"

Théoréme 4.13 .

1. Si Ry < 1, alors létat d’équilibre trivial Uy est localement

asymptotiquement stable.

2. Si Ry > 1, alors létat d’équilibre trivial Uy est instable.

Preuve Au point Uy = (0,0,0), nous obtenons

Gr0— 1 — A 0 0
J—A = 0 ¢270—ILL2—)\ 0
0 0 G300 — 3 — A

Les valeurs propres de J sont les racines du polynome caractéristique de J donné par
PA) = (d10 — p1 — M) (P20 — pt2 — M) (P30 — pi3 — A) = 0.

Les valeurs propres sont )\1 = le,o — M1, )\2 = ¢2’0 — U2 et /\3 = ¢3’0 — Us.

Si R3 < 1, toutes les valeurs propres sont strictement négatives, alors 1’état d’équilibre
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trivial U est localement asymptotiquement stable
Si Ry > 1, A3 > 0, alors Iétat d’équilibre trivial U est instable.

Théoreme 4.14 Si Ry > 1, alors létat d’équilibre non pathologique UP est instable.

Preuve Au point U, nous obtenons

—XPUr -\ —XPUP — Py
J =\ = 0 AS = pa — A 0

Soient A? = A;(UP) et X = X,(UP) pour i € {1,2,3}.

Les valeurs propres de J sont les racines du polynome caractéristique de J donné par

P(A) = (=207 = A)(Ay — p2 = A)(Af — s — A) = 0.

Les valeur propre sont \; = —XVU7,
Ao = A2 — iy = $2,00" iy = P2,00" [y = G20 iy
2= Ny — oy = o e = = — [l = 7 — o,
on + kn p n n n k S
ks (U7) o+ kg (b) 1+ (/?2) (B - 1)
1
P3,00" P3,00" ®3.0
Mg =N — i3 = oo M = o = — iy = 5 — i3
0" + k% (U7) on + k2 (by) » (%) 1)
1

- ka\"
Puisque k3 < ky, alors Ry > Ry > 1+ (k—g) (Ry —1).
1
Par conséquent

Az > 0 3 = usz— 3 = 0, alors I'état d’équilibre non pathologique U? est instable.
i M3 = M3 — [
3

Théoreme 4.15 Si R, > 1, alors Uétat d’équilibre blaste U2 est instable.

Preuve Au point U2, nous obtenons

AIil? — M1 — A 0 0
J =)\ = _23[2(]3[2 —ESlQUSIQ Y —ESIQUSIQ
0 0 Agl2 — U3 — A

Soient A%2 = A;(U2) et %2 = 3,(U"2) pour i € {1,2,3}.

Les valeurs propres de J sont les racines du polynome caractéristique de J donné par
P(A) = (A — py = N (=Z5205" = N)(A5? = pi3 = ) = 0.
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Les valeurs propres sont

¢1,00" ¢1,00" ®1,0
o= AR — = : o= —— — i1 = 0 - p,
0" + &y (U32) by ki \"
n 4 gn(2yn 14 (2 1
on + k7 () ok (2 —1)
AQ — —Egl2U§l2
¢1,00" ¢3,00" ®3,0
Az =A52 — g = : w3 = ——— — 3 = n — H3-
° on + ky (aUS?) om + k3 (by)" n (k3> @ 1)
ko
— k\"
Puisque k3 < ko, alors Ry > Ry > 1+ (k—?’) (Ry — 1).
2
Par conséquent
g > % — pi3 = g — ps = 0, alors I’état d’équilibre blaste U2 est instable.
3

Théoréme 4.16 Soit Ry > 1.

k
1. Sia> k—35, alors I’état d’équilibre blaste U est localement asymptotiquement

stable.
, ks — Oks\" — — . .
2. Sia< k‘_5 et R3 > 1+ v (Ry — 1) =: Rs , alors l’état d’équilibre blaste
3 QR
U3 est localement asymptotiquement stable.

ky  — — Oks\" — —_—
3. Sia< k—gé, Ry>1letRs <1+ (@—;) (Ry—1) =: R3 , alors l’état d’équilibre
3 2
blaste U est instable.

Preuve Au point U2, nous obtenons

AZ{ZS — U1 — A 0 0
J— A = 0 AU — iy — A 0
_Z§Z3Ubl3 _ZgZSUbZS _E§Z3Ub13 Y

Soient A3 = A, (UY3) et V3 = 3,(UY3) pour i € {1,2,3}.

Les valeurs propres de J sont les racines du polynome caractéristique de J donné par
P(A) = (A — iy — A)(AS® — i — A)(— SHEUH2 — \) =,

Les valeurs propres sont

¢1,00" ¢1,00" ?1,0
A=A - = : == i = ’ —
o + ky (UL3)" b ki \" ’
+ K] ( 3 ) 9”+k?(§)n 1+ <5k:13> (Rs—1)
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$2,00™ $2,00™ 2,0

Ao =AY —pp = 7= = —— —pp = 7 — 2,
0" + k3 (aU3") n (@03 ake\"
o + kQ(T) 1+ 55 (R3—1)
Az = —AYBUY3 < 0.
Puisque k; > ks, alors k; > dks Vo € (0,1), donc nous obtenons
— Oka\" —
Rs > 1+ (k—S) (Rl — 1)
1
Par conséquent, nous avons A\; < 0.
Finalement, la stabilité de U*? dépend du signe de ).
ks
1. St > —29.
ia> "
Nous avons R3 > 1+ ¥ (Ry — 1) =: Ry , alors
7))
Ay = k¢2’2 — o < @ — o = 0, donc 'état d’équilibre blaste
8 2 _— 2
1 —_— Ry —1
+ ( 5k3) (3 —1)
U3 est localement asymptotiquement stable.
k SN —
2. Sia<—§et Ry> Rs .
ka
Ay = ¢2’2 — o < @ — o = 0, donc I'état d’équilibre blaste
1+ aky (Rs — 1) 1tz
Ok ’
U3 est localement asymptotiquement stable.
k S —
3. Sia<k—35etR3<R3.
3 —  —
Toutkd’abord, nous avons besoin de vérifier que Ry < R3 .
a < k:_35 alors pour Ry > 1 nous avons Ry < Fg*, et donc Ry < Ry < R_g*
3
Par conséquent
. ®2,0 $2,0 . 'z s
Ay = NG — o < R: — o = 0,alors I’état d’équilibre blaste
(8% 2 —_— 2
1 —_— Ry —1
+ < 5k3) (3 —1)
U3 est instable.
. . : ks o — 0ks \" = g
Théoréeme 4.17 Soit Ry < 1. si a < k_5 et Rg <1+ v (Ry — 1) alors l'état
2 QR

d’équilibre blaste U est localement asymptotiquement stable.
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Preuve Au point U%!, nous obtenons

Al{ll — U1 — A 0 0
J =)\ = _EgllUng _&EgllUé)ll Y _azgllUéyll
_Egll U§l2 —O./EgllUé)“ _5E§l1 Ué)ll —\

Soient AV = A, (Ub1) et X0 = X,(UY) pour i € {1,2,3}.

Les valeurs propres de J sont les racines du polynome caractéristique de J donné
par

PR = (A = = N) [(-aZ3 U5 = N)(=0 X5 U = \) = (—a S8 U (—a 231 U3

— (Al{ll — 1 — /\) (/\2 4 )\(OLESHUSM 4 6E§I1U§ll) 4 Oé(Oé - (5)2311U§l12§l1U§l1)

= 0.
Nous avons
A=A = = —¢1’067;— — = 2 gbl’g — 4.
e e () @)
Puisque k; > aky Vo € (0,1), alors Ry > Ry > 1+ (ak—l?>n (R; —1), donc nous avons
A = kf’lvg_ —u1<%0—u1=0.
1+ <a_k2> (Ry — 1)

Posons P;(A\) = A2 + \(aX5Ubt + § XM UML) + a(a — §) DSHUSL ey,

Nous avons o < k—zé, alors a < ¢ (car ky > k3), donc les coefficients de P;(\) sont
positifs.

SiA>0,\ <0 pourje{23}.

Si A <0, R(N;) <0 pour je{23}.

Par conséquent, I'état d’équilibre U%! est localement asymptotiquement stable.

Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre sont présentés dans le

tableau suivant.

En se basant sur les résultats antérieurs, nous pouvons déduire les figures suivants
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Etats diéqulibre

Condition d’existance

Stabilité ou instabilité

Stable si R3 < 1

0 _ .
U"=1(0.0,0) toujours Instable si Ry > 1
a < k?’é
U (a) = (0,U% (a)s, U (a)3) B ke, Stable
Ry >1let Ry < R3
U"2(a) = (0,U%2(a),,0) Ry > 1 Instable
Stable si o > %(5
2
U3 (a) = (0,0,U%3(a)3) Rs>1 Stable si a < :—25 Rs > R,
Instable si o < %5 Ry >1et Ry < }_3;
_ 2
UP(a) = (UP(a)1,0,0) Ry >1 Instable

TABLE 4.2 — Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre de (4.1).

Nous notons que pour a < k—35 nous avons trouvé que lorsque U (a) existe, il est

toujours stable.

s U2instable
Ustable

Ulinstabte

1]
Ustable

Ulinstable

U instable
Ustable

UPinstable

Uinstable

FI1GURE 4.7 — Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

k _
azk—gd,R3>1etn§n3.
2
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U%%instable
Ustable

UPinstable

U™instable Ulinstable

Ustable

ol
It

Ulinstabte

1
Ustable

Uinstable

FIGU]{P:{E 4.8 — Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour
a < fé,E>F§>1etn§n3.
2

U stable
U"instable

JH1 :
U stable U%nstable

2| Uinstable Uinstuble

U3 nstable Ulinstable

UVinstable

FIGURE 4.9 — Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

k __
a<k—35,R3>1etn§n3.
2

Remarque 4.4 La zone A disparait sachant que Ry > 1 pour avoir R > R3 > Rs.
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UHstable U taile

Ulinstable Ulinstable

4 2

2
U,

stable

Ulinstable

F1GURE 4.10 — Dans cette figure, Nous remarquons la disparition de la

zone A pour

Ry < 1let a < -24. Nous remarquons également que l'existence et la stabilité des

2

états d’équilibres dans la zone A dépendent des valeurs de o, Rs et n < ns. Dans les

quadrants 2, 3 et 4, I'état d’équilibre trivial U° est instable tandis que 1’état d’équilibre

blaste U%3 est toujours stable.

U2 nstable UPinstable

1715,

UE]
stuble s

stable

T
Uinstable UMinstable

4 3

1 2
ULstable

- U 3instable
Uinstable e

3 F3
U™ nstable U™ stable

UVinstable UVinstable

L 4

F1GURE 4.11 — Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibres dans la zone B, en fonction des valeurs dea et Rs, pour

Ry <1< Ry etn < ns. Nous remarquons également que 1’état d’équilibre blaste U1

disparait dans les quadrants 2, 3 et 4. L’état d’équilibre blaste U3 devient stable.
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R;
UR%instable Uinstable
USstable Ustable
[Pinstable P nstable
UVinstable UVinstable
4 3
1y
1 2

15 table
Ui nstable
Ui nstable
Utinstable

Ulinstable

U%nstable

Ustable
UPinstable

U instable

4

FI1GURE 4.12 — Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibre dans la zone C, en fonction des valeurs dea et Rg, pour

Ry > 1 et n < ng. Dans ce cas, I'état d’équilibre non pathologique UP apparait et il

est instable.
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Chapitre 5
Simulations numeériques

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux simulations numériques afin d’illus-
trer nos résultats concernant la dynamique des cellules souches hématopoiétiques nor-

males, leucémiques et résistantes. Pour établir le schéma de notre systeme

(‘3&: ox

Qy S’y
gt 3
8@

Avec les conditions au bord

2(,0) :/ / Ki(2(t,a) + y(t, a) + 2(t, a))da)z(t, a)da, t € [0, T,
y(t,0) :/0 / Ky(z(t,a) + ay(t,a) + az(t,a))da)y(t, a)da, t € [0,T],

\z(t,()):/o / Ky(a(t,a) + ay(t, a) + 62(t, a))da)=(¢, a)da, t € [0,T].

= —d(a)z, (t,a) € (0,T) x (0, A),
= —e(a)y, (t,a) € (0,T7) x (0, A), (5.1)
= —f(a)z, (t,a) € (0,T) x (0, A).

(5.2)
Et les données initiales
ZE(O,CL) = 901(0’0’)7 y(07a> = 902(0va>7 2(07a) = 903(07(1)’ ac€ [0714]7

nous définissons une maille de rectangles dans [0, A] x [0, T7].
T
Soit A; = i et A, = — les pas de temps et ’age respectivement.

N
Les points de la maille sont données par

th=kA, k=0,..,M, a;j=3jA, j=0,.,N.
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Nous définissons les approximations
k k k
ZL'j :I(t/maj)? yj :y(tk,aj), Z] :Z(tkaaj)7

d; = d(a;), e; = e(a;), f; = f(a;),
¢; = dla;), ®; =P(a;), D; = D(a;).

Nous discrétisons le systeme ((5.1]) en utilisant les approximations implicites suivantes

k+1 _ k k+1 k+1
Ti T +37j T gk
At Aa 7 7
k+1 _ .k k41 k+l
Yy Y Y — Y ol
A, A, 9%
k+1 _ _k k1 _k+1
Ay A, 73
Les conditions au bord (5.2)) sont approximées par
oA —
k a k
To = N_1 Z P55,
0" + Ki[Aa 3 (2 + gy + 2] 7=
i=1
oA N-1
k a k
Yo = N-1 Z 45,
0" + Ky[Ay > (2F + ayf + azf)» =1
i=1
N-1
0" A
k a k
S N-1 Z P;zj,

0" + K3[A, > (2F + ayf + §2F)|» =1
=1
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Normal stem cells Leukemic stem cells

u2(a,)

Resistant stem cells

udfalt)

FIGURE 5.1 — Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et
résistantes avec les parametres ¢; = 0.7 < c; = 0.8 < c3 =0.9,010 =c1 X e %, 920 =
CaXe gz =cyxe = 0.03, uy = 0.005, uz = 0.003,0 = 1.62x 10%, o = 0.9,6 =
0.01,n = 2,ky =1 > ky = 0.9 > k3 = 0.89. Nous avons Ry = 0.67961 < Ry =
0.79601 < R3 = 0.89730 < 1. Correspendant au seul état d’équilibre u° qui est stable
(th [4.4). Toutes les cellules souches vont vers 'extinction.
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Normal stem cells Leukemic stem cells

Resistant stem cells

FIGURE 5.2 — Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et
résistantes avec les parametres ¢; = 3.9 <o =4 < c3 =4.7,010 =c1 X e % o9 =
Co X e % g0 = c3 x e = 0.03, 2 = 0.005, 43 = 0.003,0 = 1.62 x 108, =
0.9,6 = 0.01,n = 2 < n3z = 157.58200,k1 = 1 > ky = 0.9 > k3 = 0.89. Nous avons
1 < Ry = 3.78640 < Ry = 3.98009 < R3 = 4.68594, R} = 1.00035, (Rs3 > Rj,
a > %5 et n < n3). Ce qui signifie que u° est instable (thm, uP est instable (thm

2
[.5), u’" n’existe pas (thm [4.2)), u"2 instable (thm [4.6) et ’

% est stable (thm [4.7)).
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Normal stem cells Leukemic stem cells

Resistant stem cells

u3(at)

FIGURE 5.3 — Simulations numérique des cellules souches normales, leucémiques et
résistantes avec les parametres ¢; = 3.9 <o =4 <c3 =4.7,010 =c1 X e % o9 =
Co X e % g0 = c3 x e = 0.03, 2 = 0.005, 43 = 0.003,0 = 1.62 x 108, =
04,0 = 0.5,n = 2 < ng = 157.58200,k; = 4 > ky = 3 > k3 = 2.5. Nous avons
1 < Ry = 3.78640 < Ry = 3.98009 < R3 = 4.68594, R} = 4.23361, (Rs > Rj,

k
o< 25etn < mng ). Ce qui signifie que u° est instable (thm , uP est instable

k
(thm , u™ n’existe pas (thm [4.2)), u*? instable (thm et u”? est stable (thm

[.7).
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Normal stem cells Leukemic stem cells

u2(a,t)

Resistant stem cells

u3(at)

FIGURE 5.4 — Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et
résistantes avec les parametres ¢; = 3 < ca =4 < c3 = 45,0190 =1 X e, P =
CoXe % 3o =cyxe % pp =001,y =0.002, uz = 0.001,0 = 1.62 x 108, = 0.3, =
0.5,n =2,ky =4 > ky =3 > kg = 25. Nous avons 1 < Ry = 3.46534 < R, =
3.99600 < R3 = 4.49101, R = 6.7793, (R3 < Ri et a < Z—zé) . Ce qui signifie que u°
est instable (thm [4.4), u? est instable (thm [4.5), u*" existe (thm [4.2), u"? instable
(thm et u¥? est instable (thm [4.7)).
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Normal stem cells Leukemic stem cells

u2(a.t)

Resistant stem cells

FIGURE 5.5 — Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et
résistantes avec les parametres ¢; = 0.6 < cp = 0.7 < c3 =4.5,010 =c1 X e %, P =
Co X e % g3 = c3 x e = 0.01, e = 0.009, u3 = 0.008,0 = 1.62 x 108, =
0.3,6 = 0.5,n =2 < ng = 106.31233,k; = 1.2 > ky = 1.1 > k3 = 1. Nous avons
1 < Ry = 0.59405 < Ry = 0.69375 < R3 = 4.46428, R} = 0.29696, (Rs3 > Rj,
a < %(5 et n < ng). Ce qui signifie que ug est instable (thm , ub'! n’existe pas
(thm et u®3 est stable (thm [4.7)).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un modele mathématique structuré en age de la leucémie
qui décrit la dynamique des cellules souches hématopoiétiques normales, leucémiques
et résistantes. En se basant sur le contexte biologique et en particulier dans le cas de
la leucémie myéloide chronique, nous avons considéré que les taux de reproduction
nets des cellules souches normales, leucémiques et résistantes respectent les inégalités
suivantes 1 < Ry < R3. Nous avons montré I'existence d’une solution unique globale
positive et déterminé les conditions d’existence et de stabilité des états d’équilibres.
Nos résultats indiquent que les parametres de compétition « et ¢, les taux de pro-
lifération ¢; pour i € {1,2,3} et les taux de mortalité p; pour i € {1,2,3} sont
cruciaux pour obtenir les états d’équilibres non triviaux et déterminer leurs zones de
stabilité. Nous avons identifié différents états d’équilibres non triviaux, tels que les
états d’équilibres blast u® pour i € {1,2,3} et I’état d’équilibre non pathologique
uP. De plus, nous avons souligné 'importance des taux de reproduction nets R; pour
i € {1,2,3} des cellules souches normales, leucémiques et résistantes dans 1'existence
et la stabilité des états d’équilibres. Ensuite, nous avons introduit de nouveaux seuils,
y compris Rj, qui nous permettent de définir des zones d’existence et de stabilité
représentées dans les figures [1.14.6] Dans les figures [1.1{4.2] nous remarquons que
I'état d’équilibre trivial u° est instable et que 1’état d’équilibre blaste u”? est stable
dans la zone A. En passant a la zone B, il y a I'apparition de I’état d’équilibre blaste
u? qui est instable. Dans la zone C, I’état non pathologique uP apparait et il est
instable.

Dans la figure , nous constatons 'apparition de I’état d’équilibre blaste u®! avec

aucune information concernant sa stabilité.
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Afin d’étudier le comportement asymptotique de 1’état d’équilibre blaste u”!(a), nous
avons considéré le cas ot les taux de division ¢; et de mortalité p; pour ¢ € {1,2,3}
sont constants. Nous avons obtenu un modele EDO, nous notons par R; (i € {1,2,3})
les taux de reproduction nets des cellules souches normales, leucémiques et résistantes,
U° est Iétat d’équilibre triviale, U sont les états d’équilibres blast pour i € {1, 2, 3}
et UP est I’état d’équilibre non pathologique, nous avons remarqué qu’il y a une ana-
logie entre les taux de reproduction nets R; et R; pour i € {1,2,3}. Ensuite, nous
avons présenté dans le tableau les résultats de l'existence et la stabilité des
états d’équilibre. Nous constatons que I’état d’équilibre blast U est stable lorsqu’il
existe(voir figure [1.9)).

A partir des simulations, nous montrons que dans certains cas, il y a des oscilla-
tions dans les différents types de cellules. Donc, il est possible d’obtenir des solutions

périodiques.
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