
République Algérienne Démocratique et populaire

Ministère de l’enseignement Supérieure de la Recherche

Scientifique
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Mémoire de Master
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Mme.Rachele ALLENA M.C.F Université Cote D’Azure Co-encadrente

Mr.Abdelkader LEKMACHE Professeur Université Sidi-bel-abbès Invité
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1.6.2 Interféron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.6.3 Greffes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.6.4 Imatinib . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Préliminaire 27

2.1 Espace de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2 Espace de Lesbegue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.8.1 Le modèle de Malthus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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3.3 Résultats mathématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.4 Existence de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Rôle des taux de reproduction nets dans l’évolution de la leucémie 45

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2 Existence des états d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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avoir accepté d’examiner et d’évaluer mon mémoire.
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A mon chère père,
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Introduction

Dans ce mémoire, on étudie un modèle mathématique structuré en àge, constitué par

un système d’équations aux dérivées partielles décrivant la dynamique de la popula-

tion des cellules souches hématopöıétiques.

Notre organisme génère naturellement des cellules sanguines grâce à l’hématopöıèse,

cette dernière est un processus physiologique qui se produit chez les adultes en bonne

santé. Ce phénomène a lieu dans la moelle osseuse et assure la régulation du nombre

des cellules sanguines dans le corps (voir [1],[2],[3],[6],[16] et [35] ). Toutefois, une

dysfonction de l’hématopöıèse peut causer des troubles sanguins graves tels que la

leucémie myélöıde chronique (LMC) qui est caractérisée par une prolifération ex-

cessive de certaines cellules sanguines spécifiques (voir[39]), Il s’agit d’une patho-

logie hématologique causée par une anomalie chromosomique découverte en 1960

par Nowell et Hungerford [44]. Le chromosome Philadelphie est le résultat d’une

translocation réciproque entre le chromosome 9 qui contient le gène ABL (Abelson)

et le chromosome 22 qui contient le gène BCR (Breakpoint Cluster Region) (voir

[15],[19],[20],[21],[33] et [51] ). Cette translocation produit un gène de fusion, appelé

BCR-ABL, qui produit une protéine à activité tyrosine kinase responsable de la pro-

lifération cellulaire incontrôlée [26].

Le modèle mathématique de Mackey [34] a été le premier à décrire la dynamique des

populations de cellules souches hématopöıétiques en s’inspirant des travaux antérieurs

de Lajtha [29] et de Burns et Tannock [14]. Dans [35], Mackey a ultérieurement élaboré

ce modèle mathématique qui est aujourd’hui considéré comme une référence dans ce

domaine.

Inspirés par le travail d’Adimy [4] et Dyson [23], Ainseba et Benosman [7] ont dévelloppé
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un système structuré qui prend en compte l’âge des cellules souches normales et

leucémiques ainsi que la compétition interspécifique entre les cellules.

Plusieurs chercheurs ont concideré les cellules cancéreuses résistantes dans leurs modèles

du cancer. Norton et Simon [43] proposent un modèle de résistance dans lequel la

croissance tumorale suit une loi gompertzienne, Les auteurs Birkhead et Gregory

dans leurs travaux [10] et [27], ainsi que Souhami dans [50], se penchent sur l’étude

de la résistance induite dans le cancer par de faibles quantités de cellules. J.C. Panetta

[45] a développé un modèle logistique de chimiothérapie périodique avec résistance

aux médicaments, en plus de nombreux autres travaux on contribué a l’étude de ces

modèles (voir [28],[30] ,[46],[31] et [38]).

Dans ce travail, on a étudié un modèle structuré en âge décrivant l’évolution des

cellules souches hématopöıétiques normales, leucémiques et résistantes developpé par

les auteurs (voir [11]).

Ce mémoire est constitué de cinq chapitres.

Aprés l’introduction, le premier chapitre explore le côté biologique de la leucémie

myélöıde chronique en étudiant la dynamique des cellules souches hématopöıétiques.

Le deuxième chapitre rappelle certains résultats mathématiques importants pour la

suite de ce mémoire.

Dans le troisième chapitre on démontre l’existence globale d’une solution unique po-

sitive de notre modèle.

Le quatriéme chapitre est caractérisé par l’ètude d’un modèle mathématique qui com-

prend trois équations aux dérivées partielles. Ce modèle décrit l’évolution de la popu-

lation des cellules souches hématopöıétiques normales, leucémiques et résistantes. On

étudie les conditions d’existence et de stabilité des états d’équilibre. Afin de mieux

comprendre notre modèle, on a considéré le cas où les taux de division ainsi que

les taux de mortalité des cellules souches normales, leucémiques et résistantes sont

constants.

Dans le chapitre cinq, des simulations numériques sont présentées afin d’illustrer les

résultats obtenus.
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Chapitre 1

La leucémie myélöıde chronique

1.1 Division cellulaire

La division cellulaire est le mécanisme par lequel une cellule se divise en deux ou

plusieurs cellules filles distinctes. Cette procédure est constituée de deux étapes prin-

cipales, l’interphase et la phase mitotique (voir [17], [37] et figure 1.1).

a)L’interphase :

L’interphase est une phase clé du cycle cellulaire, qui représente la période de crois-

sance et de préparation à la division cellulaire. Elle est constituée de trois phases

distinctes, la phase G1, la phase S et la phase G2.

— La phase G1 :

Cette phase est caractérisée par une croissance cellulaire active, au cours de

laquelle la cellule synthétise des protéines et augmente en taille. Pendant cette

phase, la cellule se prépare également pour la réplication de l’ADN qui se pro-

duira plus tard dans la phase S.

— La phase S :

C’est la deuxième phase de l’interphase où la cellule réplique son ADN, en

doublant la quantité de matériel génétique présent dans le noyau.

— La phase G2 :

Au cours de cette phase, la cellule continue de crôıtre et de se préparer à la
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division cellulaire. Elle vérifie également que l’ADN a été correctement répliqué

pendant la phase S et corrige les erreurs éventuelles.

Figure 1.1 – Les phases du cycle cellulaire [37].

b) La mitose :

La mitose est un processus de division cellulaire qui se compose de cinq étapes prin-

cipales : la prophase, la prométaphase, la métaphase, l’anaphase et la télophase.

— La prophase :

Elle est caractérisée par la condensation des chromosomes, la disparition de

l’enveloppe nucléaire, l’éloignement des centrosomes et la formation du fuseau

mitotique.

— La prométaphase :

Les microtubules provenant des pôles opposés se fixent sur les kinétochores de

chaque chromatide-sœur, permettant ainsi la capture de ces dernières.

— La métaphase :

Elle se produit lorsque les chromosomes sont alignés sur la plaque métaphasique

au plan équatorial de la cellule, après que l’attachement bipolaire des chromo-

somes par leurs kinétochores est achevé.

— L’anaphase :

Elle est caractérisée par la séparation des deux chromatides-sœurs de chaque
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chromosome, qui deviennent ainsi des chromosomes individuels qui migrent vers

un pôle.

— La télophase :

Pendant cette phase, les deux groupes de chromosomes se sont déplacés vers

les pôles opposés de la cellule et ont commencé à se décondenser. La membrane

nucléaire commence à se reformer autour des deux groupes de chromosomes et

les noyaux filles se forment. Ensuite, la cellule commence à se diviser en deux

cellules filles distinctes, chacune contenant un noyau identique à celui de la

cellule mère.

1.2 Les cellules souches

a) Définition

Les cellules souches sont caractérisées par la capacité d’auto-renouvellement et la

capacité de différenciation (voir [36], [37] et figure 1.2).

— La capacité d’auto-renouvellement des cellules souches leur permet de se

renouveler par division cellulaire et d’entretenir un nombre constant de ces

cellules.

— La capacité de différenciation des cellules souches leur permet de se transfor-

mer en différentes cellules spécialisées dans certaines conditions physiologiques

ou expérimentales.

Les divisions cellulaires peuvent être symétriques, produisant deux cellules souches

ou deux cellules spécialisées, ou asymétriques, produisant une cellule souche et une

cellule spécialisée.
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Figure 1.2 – Capacité d’une cellule souche [36].

b) Classification des cellules souches

Il existe différents types de cellules souches en fonction de leur capacité de différenciation

(voir [36]).

— Les cellules souches totipotentes sont des cellules qui ont la capacité de

donner naissance à tous les types de cellules et même à un organisme multicel-

lulaire complet. Elles sont présentes dans les ovocytes fécondés jusqu’au stade

morula de 2 à 8 cellules.

— Les cellules souches pluripotentes sont capables de se différencier en divers

types de cellules constituant les tissus et les organes du corps essentiels au

développement normal du fœtus. Bien qu’elles ne puissent pas donner naissance

à un individu complet, ces cellules ont le potentiel de se transformer en diffirents

types des cellules de l’embryon.

— Les cellules souches multipotentes ont une capacité de différenciation moins

étendue que celle des cellules souches pluripotentes, elles peuvent se différencier

en au moins quatre types cellulaires différents. Elles sont déjà engagées dans

un programme spécifique de différenciation tissulaire, ce qui les distingue des

cellules souches pluripotentes. Les cellules souches multipotentes sont présentes

à la fois chez le fœtus dès la sixième semaine de développement, ainsi que chez
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l’adulte.

— Les cellules souches unipotentes sont capable de se différencier en un seul

type de cellules matures tout en maintenant leur capacité d’auto-renouvellement

et de prolifération.

Il est possible d’identifier trois catégories majeures de cellules souches en se basant sur

leur emplacement physiologique et le stade de développement de l’organisme. Cette

classification constitue une approche différente pour catégoriser les cellules souches.

— Les cellules souches embryonnaires (CSe) sont des cellules pluripotentes

qui se trouvent dans la masse cellulaire interne de l’embryon au stade de blasto-

cyste, qui est caractérisé par la présence de 16 à 40 cellules. Ce stade se produit

généralement entre 5 et 7 jours après la fécondation chez l’homme.

— Les cellules souches fœtales (CSf) sont des cellules multipotentes présentes

dans les tissus fœtaux à des stades plus avancés, généralement entre 5 et 9 se-

maines de développement. Elles sont classées en deux types : les CSf somatiques

et les CSf germinales.

1. Les CSf germinales ont la capacité de se différencier en gamètes, c’est-

à-dire les spermatozöıdes chez les hommes et les ovocytes chez les femmes.

Ces cellules constituent le point de départ de tout embryon et jouent un

rôle clé dans la transmission des mutations génétiques acquises lors de la

reproduction sexuée.

2. Les CSf somatiques se différencient en des cellules qui composent majo-

ritairment un individu, à l’exception des gamètes. Elles ne participent pas

à la transmission de l’information génétique et représentent ainsi tous les

cellules qui constituent un organisme.

— Les cellules souches adultes (CSa) se trouvent dans les tissus des orga-

nismes adultes et sont impliquées dans le maintien d’un organe ou d’un tissu

dans un état physiologique stable. Elles sont capables de se multiplier à l’iden-

tique afin de renouveler les cellules sans épuiser le réservoir de cellules souches,

et de se différencier pour acquérir les caractéristiques du tissu à réparer. Les

deux types de cellules souches adultes sont :
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1. Les cellules souches mésenchymateuses (CSM) sont des cellules

souche adultes qui sont capables de se différencier en divers types de cel-

lules mésenchymateuses, tels que les cellules osseuses, cartilagineuses et

adipeuses, ainsi que les cellules musculaires striées squelettiques et car-

diaques. Elles ont également la capacité de donner naissance à des cellules

d’origine non mésodermique, comme les hépatocytes ou les cellules neu-

rales.

2. Les cellules souches hématopöıétiques (CSH) sont des cellules souches

présentes dans la moelle osseuse et qui ont la capacité de se différencier

en divers types de cellules sanguines, telles que les globules rouges, les glo-

bules blancs et les plaquettes.

Les CSH sont donc indispensables pour la formation et la régénération du

sang dans l’organisme.

1.3 L’hématopöıèse

L’hématopöıèse est un terme d’origine grecque qui signifie ”formation de sang”. C’est

le processus physiologique qui permet au corps humain de produire des cellules san-

guines, telles que les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes. Ces cellules

sont vitales pour assurer le bon fonctionnement des organes et des systèmes de l’or-

ganisme (voir [7],[12] et [25]).

L’hématopöıèse est un processus de production de cellules sanguines qui se produit

en deux vagues successives durant le développement embryonnaire (voir [22]).

— La première étape de l’hématopöıèse, connue sous le nom de ”vague primi-

tive”commence entre le 16ème et le 19ème jour avant l’établissement du flux

sanguin, qui se produit au 24ème jour. Elle permet la production de progéniteurs

hématopöıétiques primitifs, qui ont une capacité limitée à générer des érythrocytes,

des mégacaryocytes responsables de la production des plaquettes, ainsi que des

macrophages.

— La deuxième étape de l’hématopöıèse, appelée ”vague définitive” permet la
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production de progéniteurs myélöıdes, lymphöıdes et érythrocytaires, ainsi que

la génération de cellules souches hématopöıétiques. Elle se produit principale-

ment dans la région intra-embryonnaire Aorte-Gonades-Mesonephros (AGM)

entre le 24ème et le 28ème jour.

La production de cellules sanguines après la naissance se concentre uniquement dans

la moelle osseuse jusqu’à l’âge de 5 ans, où tous les os sont impliqués dans ce processus.

Par la suite, cette activité diminue progressivement et se limite principalement aux

os courts et plats (voir figure 1.3).

Figure 1.3 – La localisation de l’hématopöıèse [12].

Les facteurs de croissance hématopöıétiques

Il est possible d’identifier trois catégories de facteurs de croissance (voir [25] et figure

1.4) :

— Les facteurs multipotents : Les CSH sont capables de survivre et de se

différencier grâce à l’interleukine 3 (l’IL 3) et au GM-CSF (facteur de stimula-

tion de colonie), qui sont présents dans les différents stades de différenciation

de la lignée myélöıde.

— Les facteurs de promotion : Principalement, l’IL 1, l’IL 4, l’IL 6 et le SCF

(facteur de croissance des cellules souches) ont pour effet d’augmenter le nombre

de CSH et de les rendre plus sensibles à l’action des autres facteurs de croissance.

— Les facteurs restreints :(le G-CSF, le M-CSF, l’IL 4, l’IL 5, l’IL 6, l’EPO et

la TPO). Leur mode d’action consiste à favoriser la multiplication cellulaire et
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la maturation des précurseurs en agissant sur les cellules souches qui ont déjà

commencé leur processus de développement.

Figure 1.4 – Les facteurs de croissance hématopöıétiques [25].

1.4 Les cellules sanguines

Les cellules sanguines sont les composantes cellulaires du sang, qui est un tissu liquide

vital dans le corps humain. Il existe trois types de cellules sanguines principales :

les globules rouges (érythrocytes), les globules blancs (leucocytes) et les plaquettes

(thrombocytes) (voir [17]).

a) Les globules rouges

Les globules rouges, également connus sous le nom d’hématies ou d’érythrocytes, sont

des cellules riches en hémoglobine dans leur cytoplasme. Leur fonction principale est

de transporter l’oxygène dans l’organisme et d’éliminer le dioxyde de carbone. La

formation des érythrocytes dans la moelle osseuse est appelée érythropöıèse (voir

figure 1.5).
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Figure 1.5 – Formation des globules rouges [17].

b) Les globules blancs

Les globules blancs, également appelés leucocytes, sont des cellules du système im-

munitaire qui sont présentes dans le sang, la lymphe, les organes lymphöıdes et divers

tissus de l’organisme. En réponse à une infection ou à une inflammation, leur nombre

augmente. Dans certains cas de leucémie, les globules blancs se multiplient de manière

excessive, entrâınant un syndrome myéloprolifératif. Il existe généralement trois prin-

cipales classes de leucocytes (voir figure 1.6).

1. Les granulocytes, également appelés polynucléaires, sont divisés en trois catégories

en fonction de leur rôle dans la défense de l’organisme : les neutrophiles, les ba-

sophiles et les éosinophiles.
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2. Les lymphocytes sont des cellules qui réagissent en présence de bactéries ou de

cellules cancéreuses. Les types de lymphocytes incluent les lymphocytes T, les

lymphocytes B et les cellules NK (Natural Killers).

Figure 1.6 – formation des globules blans [17].

3. Les monocytes ont la capacité de détruire et de digérer les corps étrangers tels

que les virus, les parasites et les bactéries. En cas d’infection chronique, ils se

multiplient pour combattre l’infection.

c) Les plaquettes

Les plaquettes, également appelées thrombocytes, sont des éléments qui proviennent

17



de la division du cytoplasme du mégacaryocyte, une cellule de la moelle osseuse. Elles

sont des petits fragments dépourvus de noyau et ont un rôle crucial dans l’hémostase.

En s’associant à la fibrine, les plaquettes forment un caillot qui adhère aux cellules

endothéliales des vaisseaux sanguins pour les réparer (voir figure 1.7).

Figure 1.7 – formation des plaquettes [17]
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1.5 La leucémie myélöıde chronique

1.5.1 La leucémie

La leucémie est un type de cancer qui se forme dans la moelle osseuse, entrâınant une

croissance incontrôlée des cellules qui perturbent la production normale des cellules

sanguines. Il existe quatre types de leucémie qui sont classés en fonction de la vitesse

de leur évolution (aiguë ou chronique) et des cellules souches qui se différencient vers

la lignée myélöıde ou lymphöıde (voir [55]).

— la leucémie lymphöıde aiguë

— leucémie myèlöıde aiguë

— la leucémie lymphöıde chronique

— leucémie myèlöıde chronique

1.5.2 Définition de leucémie myèlöıde chronique

La leucémie myélöıde chronique (LMC) est un syndrome myéloprolifératif chronique

caractérisé par une prolifération des cellules de la lignée granuleuse due à une anoma-

lie chromosomique appelée chromosome Philadelphie. Cette anomalie résulte d’une

translocation réciproque équilibrée entre les bras longs des chromosomes 9 et 22,

abrégée t(9 ;22)(q34 ;q11), qui raccourcit le chromosome 22 (voir [18] , [33] et figures

1.9 , 1.8).

1.5.3 Evolution

La leucémie myélöıde chronique évolue en trois phases distinctes : une phase chro-

nique, une phase accélérée, et une phase aiguë (voir [33]).
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Figure 1.8 – Expansion clonale anormale de cellules de la lignée granuleuse dans la

LMC [12].

Figure 1.9 – Le caryotype médullaire révèle la présence d’un chromosome Philadel-

phie, correspondant à un raccourcissement du chromosome 22, ainsi qu’un allonge-

ment du chromosome 9 [28].
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— Phase chronique :

La première phase de la leucémie myélöıde chronique se développe progressive-

ment, avec une prédominance des cellules granulocytaires dans la moelle osseuse

et le sang. On observe une augmentation des basophiles et des plaquettes, avec

moins de 10 % de blastes dans le sang. Pendant cette phase, environ la moitié

des patients ne présentent que peu de symptômes. La durée moyenne de cette

phase est de 5 ans.

— Phase d’accélération :

La phase d’accélération correspond à la transition entre la phase chronique et

la phase blastic de la leucémie myélöıde chronique. Elle est caractérisée par la

présence de 15 à 20 % de blastes dans le sang et dure en moyenne de 6 à 9 mois.

— Phase blastique :

Les symptômes cliniques observés pendant cette phase ressemblent à ceux de

la leucémie aiguë : fièvre, amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, throm-

bopénie et hyperleucocytose. À ce stade, les blastes représentent plus de 30 %

des cellules de la moelle osseuse ou du sang et se répandent massivement via le

système sanguin. L’espérance de vie après l’apparition des signes d’acutisation

est inférieure à 6 mois.

1.5.4 Mécanisme moléculaire

Le chromosome Philadelphie est généré par une translocation réciproque acquise entre

le chromosome 9 et le chromosome 22. Sur le bras long du chromosome 9, la région

ABL (Abelson) est sectionnée et sa partie télomérique est fusionnée à celle du bras

long du chromosome 22 située dans une région appelée BCR (Breakpoint Cluster

Region). Cela conduit à la formation d’un chromosome 22 très court contenant le

gène chimérique BCR/ABL (voir [7],[18] et figure 1.10) .

La traduction de l’ARN messager produit une protéine de fusion BCR/ABL qui a un

rôle oncogénique et possède une activité tyrosine kinase constitutive (voir [28]). Les

points de cassure au niveau du gène ABL sont regroupés entre les régions é 1a et b2

alors qu’il existe beucoup plus de points de cassure au niveau du gène BCR (voir [9],

[42] et [49]).

21



Figure 1.10 – La formation d’un Philadelphie résulte de la translocation réciproque

entre le chromosome 9 et le chromosome 22 [18].

— La région M-BCR (Major BCR) produit deux transcrits b3a2 dans 60 %

des cas et b2a2 dans 35 % des cas. La protéine de fusion résultant de cette

cassure est p210.

— La région m-BCR (minor BCR) est impliquée dans 0.4 % des LMC seulment,

elle produit le transcrit e1a2. La protéine de fusion résultant de cette cassure

est p190.

— La région µ-BCR (micro BCR) est impliquée dans moins de 0.1 % des

LMC, elle produit le transcrit e19a2 qui code la protéine p230.

a) La protéine ABL :

La protéine ABL est une enzyme tyrosine kinase non réceptrice de 145 kDa, qui
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participe à diverses voies de signalisation cellulaire. Elle joue un rôle crucial dans la

régulation de la croissance, de la division et de la survie cellulaire.

Dans les cellules souches normales, la protéine ABL s’assure que les cellules se développent

et se divisent de manière contrôlée et régulée.

La tyrosine kinase est une enzyme qui catalyse l’ajout d’un groupe phosphate à une

tyrosine, processus appelé phosphorylation. Ce mécanisme implique le transfert d’un

groupement phosphate de l’ATP vers l’amino-tyrosine, ce qui active la cascade de

signalisation et altère la protéine kinase.

b) La protéine BCR :

La protéine BCR possède une activité kinase pour la serine et la thréonine, et possède

un poids moléculaire de 160 kDa. Bien qu’elle soit principalement présente dans le

cytoplasme, elle peut être détectée dans le noyau lors de certaines phases du cycle

cellulaire.

c) Réarrangement BCR-ABL :

Les différentes cassures chromosomiques peuvent donner naissance à trois isoformes

de BCR-ABL (p230, p210 et p190.) (voir [42] et figure 1.11).

Figure 1.11 – (a) Le gène ABL situé sur le bras long du chromosome 9. (b) Le gène

BCR situé sur le bras long du chromosome 22. (c) Les différentes fusions BCR-ABL

[28].
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1.6 Traitements de la leucémie myélöıde chronique

1.6.1 Chimiothérapie

La première molécule utilisée dans le traitement de la chimiothérapie est le Buls-

fan(1950) avec une dose de 0.1 mg/kg/jour, mais a cause de ces effets indésirables

(aplasies médullaire, fibroses pulmonaires ), cette molécule a été remplacé par L’Hy-

drea R (Hydroxyurée) (1970) avec une dose de 40mg/kg/jour. Ce traitement est

moins néfaste et permet d’obtenir une rémission hématologique dans environ 70 %

des cas.

1.6.2 Interféron

L’interféron est une protéine produite par les cellules du système immunitaire. Depuis

1980, l’interféron-alpha (interféron recombinant) est le traitement standard pour la

leucémie myélöıde chronique (LMC), il permet de contrôler la prolifération des cellules

cancéreuses. Environ 80 % des patients atteignent une rémission hématologique grâce

à ce traitement, mais seulement 10 à 20 % obtiennent une rémission cytogénétique.

1.6.3 Greffes

L’allogreffe de la moelle osseuse est considérée comme le traitement privilégié, étant

donné que c’est le seul traitement capable d’offrir une chance raisonnable de guérison

pour le patient. Cependant, il est important de noter que les critères d’admissibilité

sont limités, le patient doit être âgé de moins de 45 ans et avoir un donneur compatible

dans la fratrie. Les patients plus âgés peuvent être traités avec une technique de

greffe plus récente appelée mini-transplant. Cette méthode est actuellement en cours

d’évaluation avec moins de toxicité. Elle consiste en une chimiothérapie à faibles doses

et un traitement immunosuppresseur pour permettre au patient d’accepter la greffe

de moelle osseuse du donneur.

Une autre option de greffe en cours d’étude est l’autogreffe de moelle osseuse, qui

est moins toxique que l’allogreffe et peut être proposée à un plus grand nombre

de patients car elle ne dépend pas de la disponibilité d’un donneur compatible. Le
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but de ce traitement est d’éliminer complètement les cellules souches cancéreuses en

administrant une chimiothérapie très intensive. Cependant, ce traitement puissant a

pour effet secondaire la déstruction également des cellules saines de la moelle osseuse

(voir [28]).

-La figure 1.6.3 présenté ci-dessous illustre les traitements qui étaient utilisés avant

l’introduction de l’Imatinib, ainsi que les médianes de survie correspondantes

(voir [9]).

Figure 1.12 – Synthèse des médians de survie avec différents traitements chez les

patients atteints de la LMC (voir [9]).

1.6.4 Imatinib

L’Imatinib, également connu sous le nom de Glivec ou STI571, est considéré comme

le premier inhibiteur de tyrosine kinase. Ce médicament agit en inhibant de manière

compétitive l’Adénosine Tri-Phosphate (ATP) et bloque l’activité de la tyrosine ki-

nase de BCR-ABL en se liant à son domaine catalytique, ce qui maintient BCR-ABL

inactif. Cependant, l’utilisation de l’Imatinib peut entrâıner des effets secondaires

modérés tels que des troubles gastro-intestinaux, des vomissements, des nausées et

des diarrhées.

25



La dose recommandée de l’imatinib est ajustée en fonction de la phase de la LMC et

de la réponse du patient. Pour la phase chronique, la dose standard recommandée est

de 400 mg/j. Cependant, pour les phases plus avancées telles que la phase accélérée

ou la phase blastique, la dose recommandée peut être augmentée jusqu’à 600mg/j ou

800mg/j (voir figure 1.13).

Figure 1.13 – Mécanismes d’action de l’Imatinib [52].
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Chapitre 2

Préliminaire

2.1 Espace de Banach

Définition 2.1 [24]

Soit X un espace linéaire réel, ‖ ‖ : X −→ [0,+∞) est appelée une norme si

1. ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ pour tous u,v ∈ X.

2. ‖λu‖ = |λ|‖u‖ pour tous u ∈ X, λ ∈ R.

3. ‖u‖ = 0 si et seulement si u = 0.

Nous supposons dans la suite que X est un espace vectoriel normé.

Définition 2.2 [24]

On dit que la suite {uk}∞k=1 ⊂ X converge vers u ∈ X, i.e uk −→ u,

si

lim
k−→∞

‖uk − u‖ = 0.

Définition 2.3 [24]

i) La suite {uk}∞k=1 ⊂ X est une suite de Cauchy si ∀ε > 0, ∃N > 0 tel que

‖uk − ul‖ < ε ∀k, l ≥ N.

ii) X est un espace complet si pour chaque suite de Cauchy dans X, elle converge,

i.e si {uk}∞k=1 est une suite de Cauchy alors ∃u ⊂ X tel que {uk}∞k=1 converge vers u.

iii) Si X est un espace vectoriel normé complet, alors X est un espace de Banach.
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2.2 Espace de Lesbegue

Définition 2.4 [13]

Soit X un ouvert de Rn, p ∈ R, avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(X) = {f : X −→ R; fmesurable et

∫
X

|f(x)|pdx <∞}.

On note :

‖f‖Lp =

[∫
X

|f(x)|pdx
] 1

p

.

Définition 2.5 [13]

On pose

L∞(X) = {f : X −→ R ;f mesurable et ∃ une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p

sur X }.
On note

‖f‖L∞ = inf{C, |f(x)| ≤ C p.p surX}.

Remarque 2.1 [13]

i) Si f ∈ L∞ on a

|f(x)| ≤ ‖f‖L∞ p.p sur X.

ii) Tout espace de Lebesgue est un espace de Banach.

2.3 Théorème de point fixe de Banach-Picard

Définition 2.6 ([24])

Soit (E, ‖.‖E) un espace de Banach, alors l’application

T : E → E

est une application contractante si et seulement si

∀x, y ∈ E, ∃k < 1, ‖T (x)− T (y)‖E ≤ k‖x− y‖E.

Théorème 2.1 ([24]) Soit E un espace de Banach et T : E → E une application

contractante, alors il existe un point fixe unique x ∈ E tel que T (x) = x.

28



2.4 Théorème de Cauchy Lipschitz

Théorème 2.2 ([8])

Soient f ∈ C(I×U ;X), où I est un intervalle ouvert de R, U un ouvert d’un espace de

Banach X et (t0, u0) ∈ I×U . On suppose qu’il existe un voisinage de (t0, u0) dans I×U
et L > 0 tel que pour tous (t,x) et (t,y) dans ce voisinage ‖f(t, x)−f(t, y)‖ ≤ L‖x−y‖.
Alors il existe un τ > 0 tel que le problème de Cauchy suivant :

du

dt
= f(t, u)

u(t0) = u0.
(2.1)

admet une solution unique u ∈ C1([t0 − τ, t0 + τ ];U).

Remarque 2.2 ([8])

Si f est de classe C1 alors elle est localement lipschizienne.

2.5 Positivité de la solution

Soit le système suivant 
du

dt
= f(t, u)

u(t0) = u0.
(2.2)

Où f : R× U −→ Rn, U un ouvert de Rn.

Théorème 2.3 [48]

Le système (2.2) admet une solution u(t) ≥ 0 ,∀t > t0 si f verifie l’hypothèse de

theorème 2.4 , u(0) ≥ 0 et

∀i ∈ {1, .., n},∀u ∈ Rn
+ : ui = 0 =⇒ fi(u(t)) ≥ 0.

2.6 Linéarisation autour d’un point d’équilibre

Soit le système différentiel suivant
dx

dt
= f(x, y)

dy

dt
= g(x, y)

(2.3)
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La linéarisation d’un système d’équations différentielles ordinaires (EDO) autour d’un

point d’équilibre est une méthode qui permet d’analyser le comportement local du

système.

- Un point (x∗, y∗) est dit point d’équilibre du système (2.3) si’il vérifie

f(x∗, y∗) = g(x∗, y∗) = 0.

Définition 2.7 (linéarisation [5])

Le linéarisé du système (2.3) au voisinage de l’équilibre (x∗, y∗) conduit au système

linèaire suivant

u′ =
df

dx
(x∗, y∗) u+

df

dy
(x∗, y∗) v,

v′ =
dg

dx
(x∗, y∗) u+

dg

dy
(x∗, y∗) v.

Où (u(t),v(t)) sont les coordonnées locales au voisinage du point d’équilibre

u(t) = x(t)− x∗et v(t) = y(t)− y∗.

Ce système est équivalent a (
u′

v′

)
= J

(
u

v

)
. (2.4)

La matrice des dérivées partielles s’appelle la matrice Jacobienne :

J =


df

dx

df

dy
dg

dx

dg

dy

 .

Stabilité des points d’équilibres

Soit le problème de Cauchy 
du

dt
= f(u(t)),

u(0) = u0.
(2.5)

Où f : Rn −→ Rn, vérifie l’hypothèse du théorème 2.4.
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Définition 2.8 u∗ ∈ Rn est un point d’équilibre de (2.5) si f(u∗) = 0.

Soit Φ(t, u) est la solution de (2.5), avec Φ(0, u0) = u0.

Définition 2.9 ([47])

1. On dit que u∗ est un équilibre uniformément stable si

∀ε > 0 ∃ηε < 0, ‖u0 − u∗‖ ≤ ηε ⇒ ‖Φ(t, u0)− u∗‖ ≤ ε.

2. On dit que u∗ est un équilibre uniformément asymptotyquement stable si u∗ est

un équilibre uniformément stable et si en plus

∃p > 0 ‖u0 − u∗‖ ≤ pV lim
t−→∞

Φ(t, u0) = u∗.

3. Un équilibre qui n’est pas uniformément stable est dit instable.

2.7 Transformée de Laplace

Dans cette partie, nous exposons certaines définitions et propriétés relatives à la

transformation de Laplace (voir [41]).

Définition 2.10 Soit f une fonction définie pour tout t >0 et λ ∈ C, la transformée

de Laplace de f est la fonction f̂ définie par

f̂(λ) =

∫ ∞
0

f(t)e−λtdt. (2.6)

On note f̂ = L(f) et f = L−1(f̂).

Définition 2.11 [41]

— Une fonction f est continue par morceau dans un intervalle α ≤ t ≤ β, si elle

est continue en chaque sous intervalle et a des limites finies à droite et à gauche.

— On dit qu’une fonction f est d’ordre γ−exponentiel quand t −→∞ si

∃M ≥ 0 et γ > 0 telle que pour t > 0, |f(t)e−γt| ≤M.
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Figure 2.1 – Une fonction continue par morceau [41].

Théorème 2.4 ([41])

Si la fonction f(t) est continue par morceaux dans 0 ≤ t ≤ N et d’ordre γ−exponentiel

pour t > N , alors sa transformée de Laplace f̂(λ) existe pour tout <(λ) > γ.

Théorème 2.5 (linéarité)[41]

Soient f̂1(λ) et f̂2(λ) les tronsformée de Laplace des f1(t) et f2(t), alors

L(k1f1 + k2f2) = k1f̂1 + k2f̂2, ∀k1, k2.

Théorème 2.6 (La transformation de Laplace d’une dérivée[41])

Soit f̂(λ) les tronsformée de Laplace de la fonction f(t).

Si f(t) est continue pour 0 ≤ t ≤ N et d’ordre exponentiel pour t > N tandis que f ′(t)

est continue par morceaux dans 0 ≤ t ≤ N . Nous avons

L(
df

dt
) = λL(f)− f(0) = λf̂(λ)− f(0).

La résolution des équations différentielles est simplifiée grâce à cette propriété.

2.8 Modèles mathématiques en dynamique des po-

pulations

Dans cette section, on passe en revue les modèles les plus couramment utilisés pour

décrire la dynamique d’une population. La variable d’état correspond à la densité de

population N à un moment donné t, c’est-à-dire le nombre d’individus par unité de

surface.
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2.8.1 Le modèle de Malthus

Malthus a proposé en 1978 [40] un modèle d’évolution de la population caractérisé

par un taux de croissance constant.

dN

dt
= (n−m)N = rN. (2.7)

Où r = n −m est le taux de croissance de la population, n > 0 représente le taux

de natalité et m > 0 le taux de mortalité .

Soit N0 la population initiale, on obtient

N(t) = N(0)ert.

Ainsi, les résultats obtenus sont les suivants

1. Si r > 0. La densité de population augmente de manière exponentielle et tend

vers l’infini.

2. Si r = 0. La population conserve une taille constante égale à sa valeur initiale.

3. Si r < 0. L’extinction de la population.

Ce modèle suppose cependant que les ressources disponibles pour la population restent

constantes, ce qui n’est pas réaliste dans la plupart des cas réels.

2.8.2 Modèle logistique (Verhulst)

Le modèle de Verhulst 1838 [5] est basé sur l’hypothèse que les ressources sont li-

mitées. Ce qui conduit à une diminution du taux de natalité lorsque le nombre d’indi-

vidus dans une population augmente. En même temps, le taux de mortalité augmente

également avec l’effectif de la population. Verhulst a donc supposé que le taux de na-

talité et le taux de mortalité sont des fonctions affines respectivement décroissante et

croissante de la population :

n(N) = a1 − a2N
et

m(N) = b1 + b2N.
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On obtient ainsi

dN

dt
= (a1 − a2N − b1 − b2N)N = (a1 − b1)N(1− N

a1 − b1
a2 + b2

).

Soit r = a1 − b1 le taux de croissance intrinsèque de la population.

Si r > 0, alors K =
a1 − b1
a2 + b2

s’appelle la capacité limite.

dN

dt
= rN(1− N

K
) . (2.8)

La solution de (2.8) donnée par

N(t) =
KN(0)ert

K +N(0)(ert − 1)
.

2.8.3 Le modèle de Lotka-McKendrick

Le modèle linéaire de Lotka-McKendrick [53]est un modèle mathématique qui décrit

l’évolution d’une population en fonction de l’âge. Soit n(a, t) la densité par rapport

à l’âge a d’une population à l’instant t.

La population totale à l’instant t entre les âges a1 et a2 est∫ a2

a1

n(a, t)da.

Et la population totale est donnée par

N(t) =

∫ ∞
0

n(a, t)da.

La densité n(a, t) satisfait la loi d’équilibre (ou processus de vieillissement de la po-

pulation)

Dn(a, t) = −µ(a)n(a, t).

Où µ est le taux de mortalité à l’àge a, et

Dn(a, t) = lim
h−→0

n(a+ h, t+ h)− n(a, t)

h
=
∂n

∂a
(a, t) +

∂n

∂t
(a, t).

Le taux de naissance à l’instant t donnée par

n(0, t) =

∫ ∞
0

β(a)n(a, t)da.
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Où β(a) ≥ 0 est le taux de fertilité.

La distribution initiale d’âge est représentée par

n(a, 0) = n0(a).

Alors, Le modèle de Lotka-McKendrick est représenté par le système suivant
∂n

∂a
(a, t) +

∂n

∂t
(a, t) = −µ(a)n(a, t), a ≥ 0, t ≥ 0,

n(0, t) =
∫∞
0
β(a)n(a, t)da, t ≥ 0,

n(a, 0) = n0(a), a ≥ 0.
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Chapitre 3

Etude du problème bien posé

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’existence et l’unicité d’une solution globale

positive de notre modèle, qui décrit la dynamique des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes (voir [11]).



∂u1
∂t

+
∂u1
∂a

= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u2
∂t

+
∂u2
∂a

= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u3
∂t

+
∂u3
∂a

= −µ3(a)u3(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1(a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da)u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2(a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da)u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3(a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da)u3(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(0, a) = ϕ1(0, a), a ∈ [0, A],

u2(0, a) = ϕ2(0, a), a ∈ [0, A],

u3(0, a) = ϕ3(0, a), a ∈ [0, A].

(3.1)

Où u1(t, a), u2(t, a) e tu3(t, a) désignent respectivment les densités des cellules souches

normales, leucémiques et résistantes à l’instant t ∈ (0, T ) et l’àge a ∈ (0, A). Les in-

teractions entre les différents types de cellules souches hématopöıétiques CSH sont
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considérées dans les conditions aux bords. La régénération des CSH est dirigée par

l’homéostasie qui contrôle le processus de division cellulaire et permet l’équilibre phy-

siologique.

En utilisant la fonctionnelle de Hill, nous avons

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
=

φ1,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)n ,

φ2

(
a,

∫ A

0
k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da

)
=

φ2,0(a)θ
n

θn +

(∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da

)n

et

φ3

(
a,

∫ A

0
k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
=

φ3,0(a)θ
n

θn +

(∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da

)n .

Les fonctions φi(i = 1, 2, 3) décrivent les interactions entre les compartiments de

cellules souches et permettent d’assurer l’homéostasie des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes respectivement. φi,0 (i = 1, 2, 3) désignent, respectivement

les taux de division des cellules souches normales, leucémiques et résistantes, les

ki (i = 1, 2, 3) désignent les coefficients d’interaction. La compétition entre les cellules

souches normales, leucémiques et résistantes peut être différente, elle est exprimée

par les paramètres α et δ avec des valeurs dans (0, 1). Le paramètre θ simule l’effet

d’encombrement. Les taux de mortalité des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes sont, respectivement, notés par µi (i = 1, 2, 3).

3.1 Notation

Pour T > 0, soit l’espace de Banach

HT = L∞((0, T );L1(0, A)).

On définit la norme de (u1, u2, u3) dans cette espace par

‖(u1, u2, u3)‖(HT )3 = ‖u1‖HT
+ ‖u2‖HT

+ ‖u3‖HT
,

= sup
0≤t≤T

‖u1(t, .)‖L1(0,A) + sup
0≤t≤T

‖u2(t, .)‖L1(0,A) + sup
0≤t≤T

‖u3(t, .)‖L1(0,A).
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3.2 Hypothèses

1. Les fonctions ϕ1, ϕ2, ϕ3 sont positives ou nulles sur L1(0, A).

2. Les taux de mortalité µ1, µ2, µ3 sont positives sur L1(0, A).

3. Les coefficients k1, k2, k3 sont des constantes réelles positives ou nulles.

4. Les fonctions φi(i = 1, 2, 3) sont positives et bornées dans L∞(R+ × [0, A]).

Notons par

φi∞ = ‖φi‖L∞(R+×[0,A]), (i = 1, 2, 3).

De plus, les fonctions φi (i = 1, 2, 3) sont pi localement lipschitzienne dans

L∞(R+ × [0, A]).

3.3 Résultats mathématiques

Proposition 3.1 Soit le modèle suivant
∂u

∂t
+
∂u

∂a
= −g(a)u(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u(t, 0) = B(t), t ∈ [0, T ],

u(0, a) = u0(a), a ∈ [0, A].

(3.2)

La solution de (3.2) est donnée par

u(t, a) =


B(t− a) exp[−

∫ a

0

g(s)ds], si a < t ≤ T,

u0(a− t) exp[−
∫ t

0

g(s+ a− t)ds], si t ≤ a ≤ A.
(3.3)

Preuve :

La solution de système (3.2) est donnée par la méthode des caractéristiques, on trans-

formé le modèle (3.2) en une équation intégrale linéaire dépend de la variable t seule-

ment. Les lignes h=a-t, où h est un constante, définissent les courbes caractéristiques

de l’équation de u.

Nous introduisons ensuite la fonction

w(t) = u(t, t+ h),

38



qui est solution de l’équation différentielle

d

dt
w(t) = −g(t+ h)w(t).

On intègre cette équation entre t0 et t, on obtient

w(t) = w(t0) exp(−
∫ t

t0

g(s+ h)ds), pour s ≥ t0 := max(0,−h).

Alors, on peut écrire u sous la forme

u(t, a) = u(t0, t0 + a− t) exp(−
∫ t

t0

g(s+ a− t)ds).

1) si a < t, dans ce cas t0 = t− a, alors la solution donnée dans (3.2) est

u(t, a) = u(t− a, 0) exp(−
∫ t

t−a
g(s+ a− t)ds).

Comme u(t− a, 0) = B(t− a) et avec une changement de vatiable nous avons

u(t, a) = B(t− a) exp−[

∫ a

0

g(s)ds].

2) si a > t, dans ce cas t0 = 0, alors la solution donnée dans (3.2) est

u(t, a) = u(0, a− t) exp(−
∫ t

0

g(s+ a− t)ds).

Où u(0, a− t) = u0(a− t).

Proposition 3.2 Les desités globales des cellules souches sont majorées, et nous

avons :

Ui(t) =
∫ A
0
ui(t, a)da ≤ eφ

i
∞t
∫ A
0
ϕi(a)da, (i = 1, 2, 3).

Preuve :

D’après le système (3.1), on a

∂u1
∂t

+
∂u1
∂a

= −µ1(a)u1(t, a).
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Nous integrons l’équation sur [0, A], nous obtenons

dU1

dt
= u1(t, 0)− u1(t, A)−

∫ A

0

µ1(a)u1(t, a)da.

D’où la positivité de la solution (voir théorème 1 et 2 de [54] et théorème 4.1 de [32])

et les µi(i = 1, 2, 3),

dU1

dt
≤ u1(t, 0),

≤
∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da,

≤ φ1
∞

∫ A

0

u1(t, a)da,

≤ φ1
∞U1.

Par conséquent, U1(t) ≤ U1(0)eφ
1
∞t, ∀t ∈ [0, T ].

De la même manière, nous avons ∀t ∈ [0, T ], Ui(t) ≤ Ui(0)eφ
i
∞t, (i = 1, 2, 3).

Remarque 3.1 Le système (3.1) est équivalent aux trois systèmes

∂u1
∂t

+
∂u1
∂a

= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(t, 0) = ϕ1(0, a), a ∈ [0, A],

(3.4)

∂u2
∂t

+
∂u2
∂a

= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da

)
u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) = ϕ2(0, a), a ∈ [0, A]

(3.5)
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et

∂u3
∂t

+
∂u3
∂a

= −µ3(a)u3(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
u3(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) = ϕ3(0, a), a ∈ [0, A].

(3.6)

3.4 Existence de la solution

Théorème 3.1 Il exite un T > 0, pour lequel le problème (3.4)-(3.6) possède une

solution unique positive u = (u1, u2, u3) ∈ (HT )3.

Démonstration

D’après la propostion 3.1 la solution des systèmes (3.4)-(3.6) est donnée par

u1(t, a) =


u1(t− a, 0) exp

(
−
∫ a

0

µ1(s)ds

)
si t > a

ϕ1(a− t) exp

(
−
∫ t

0

µ1(s+ a− t)ds
)

si a > t
= f1(u(t, a)),

(3.7)

u2(t, a) =


u2(t− a, 0) exp

(
−
∫ a

0

µ2(s)ds

)
si t > a

ϕ2(a− t) exp

(
−
∫ t

0

µ2(s+ a− t)ds
)

si a > t
= f2(u(t, a))

(3.8)

et

u3(t, a) =


u3(t− a, 0) exp

(
−
∫ a

0

µ3(s)ds

)
si t > a

ϕ3(a− t) exp

(
−
∫ t

0

µ3(s+ a− t)ds
)

si a > t
= f3(u(t, a)).

(3.9)

La solution de (3.4) -(3.6) est la solution de point fixe de f(u) = u avec f = (f1, f2, f3).

Soit l’application

I : u = (u1, u2, u3) ∈ (HT )3 7→ f = (f1, f2, f3).
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Lemme 3.1 La fonction f = (f1, f2, f3) ∈ (HT )3.

Preuve

Nous démontrons que f(u) = (f1(u), f2(u), f3(u)) ∈ (HT )3 c-à-d

sup
0≤t≤T

(∫ A
0
fi(u(t, a))

)
da ≤ ∞ (i=1,2,3).

∫ A
0
f1(u(t, a))da =

∫ t
0
f1(u(t, a))da+

∫ A
t
f1(u(t, a))da

=
∫ t
0
u1(t− a, 0) exp(−

∫ a
0
µ1(s)ds)da

+
∫ A
t
ϕ1(a− t) exp(−

∫ t
0
µ1(s+ a− t)ds)da

≤
∫ t
0
u1(t− a, 0)da+

∫ A
t
ϕ1(a− t)da

≤
∫ t
0
u1(r, 0)dr +

∫ A
0
ϕ1(r)dr

≤
∫ t
0
φ1
∞(
∫ A
0
u1(r, a)da)dr +

∫ A
0
ϕ1(r)dr

≤ φ1
∞
∫ t
0
‖u1(r, .)‖L1(0,A)dr + ‖ϕ1‖L1(0,A).

Par conséquent

‖f1(u)‖HT
= sup

0≤t≤T
(
∫ A
0
f1(u(t, a)))da ≤ φ1

∞T‖u1‖HT
+ ‖ϕ1‖L1(0,A).

De la même manière pour (i=2,3), nous démontrons que

‖f2(u)‖HT
= sup

0≤t≤T
(
∫ A
0
f2(u(t, a)))da ≤ φ2

∞T‖u2‖HT
+ ‖ϕ2‖L1(0,A)

et

‖f3(u)‖HT
= sup

0≤t≤T
(
∫ A
0
f3(u(t, a)))da ≤ φ3

∞T‖u3‖HT
+ ‖ϕ3‖L1(0,A).

Lemme 3.2 Il existe un T ∗ > 0, pour lequel l’application I est strictement contrac-

tante pour 0 < T ≤ T ∗.

Preuve

Posons I(u)=f et I(v)=g, tel que

u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3),

f = (f1(u), f2(u), f3(u)) et g = (f1(v), f2(v), f3(v)).

Alors, nous avons

‖f1(u(t, .))− f1(v(t, .))‖L1(0,A)

=
∫ t
0
|f1(u(t, a))− f1(v(t, a))|da+

∫ A
t
|f1(u(t, a))− f1(v(t, a))|da.

Pour a > t, nous avons |f1(u(t, a))− f1(v(t, a))| = 0.
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Par conséquent

‖f1(u(t, .))− f1(v(t, .))‖L1(0,A) =
∫ t
0
|f1(u(t, a))− f1(v(t, a))|da

=
∫ t
0
|u1(t− a, 0)− v1(t− a, 0)| exp(−

∫ a
0
µ1(s)ds)da

≤
∫ t
0
|u1(t− a, 0)− v1(t− a, 0)|da.

D’autre part

|u1(t− a, 0)− v1(t− a, 0)|
= |
∫ A
0
φ1(a,

∫ A
0
k1(u1(t− a, a) + u2(t− a, a) + u3(t− a, a))da)u1(t− a, s)ds

−
∫ A
0
φ1(a,

∫ A
0
k1(v1(t− a, a) + v2(t− a, a) + v3(t− a, a))da)v1(t− a, s)ds

+
∫ A
0
φ1(a,

∫ A
0
k1(v1(t− a, a) + v2(t− a, a) + v3(t− a, a))da)u1(t− a, s)ds

−
∫ A
0
φ1(a,

∫ A
0
k1(v1(t− a, a) + v2(t− a, a) + v3(t− a, a))da)u1(t− a, s)ds|

=|
∫ A
0

[φ1(a,
∫ A
0
k1(u1(t− a, a) + u2(t− a, a) + u3(t− a, a))da)

− φ1(a,
∫ A
0
k1(v1(t− a, a) + v2(t− a, a) + v3(t− a, a))da)](u1(t− a, s)ds)

+
∫ A
0
φ1(a,

∫ A
0
k1(v1(t−a, a)+v2(t−a, a)+v3(t−a, a))da)[u1(t−a, s)−v1(t−a, s)]ds|.

Nous avons supposé que φ1 est p1 localement lipschitzienne

|u1(t− a, 0)− v1(t− a, 0)|
≤ |
∫ A
0
p1[
∫ A
0

(k1((u1−v1)(t−a, a)+(u2−v2)(t−a, a))+(u3−v3)(t−a, a)da)]u1(t−a, s)ds
+
∫ A
0
φ1(a,

∫ A
0
k1(v1(t−a, a)+v2(t−a, a)+v3(t−a, a))da)[u1(t−a, s)−v1(t−a, s)]ds|.

De plus, en utilisant la proposition 3.2, nous avons∫ t
0
|u1(t− a, 0)− v1(t− a, 0)| ≤

p1k1‖ϕ1‖L1(0,A)

∫ t
0
‖(u− v)(s, .)‖(L1(0,A))3e

sφ1∞ds+ φ1
∞
∫ t
0
‖(u1 − v1)(s, .)‖L1(0,A)ds.

Alors,

‖f1(u(t, .))− f1(v(t, .))‖HT
≤ p1

φ1
∞
k1‖ϕ1‖L1(0,A)‖(v − u)‖(HT )3(e

φ1∞T − 1)

+ φ1
∞T‖(u1 − v1)(s, .)‖HT

.
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De la même manière

‖f2(u(t, .))− f2(v(t, .))‖HT
≤ p2

φ2
∞
k2‖ϕ2‖L1(0,A)‖(v − u)‖(HT )3(e

φ2∞T − 1)

+ φ2
∞T‖(u2 − v2)(s, .)‖HT

,

‖f3(u(t, .))− f3(v(t, .))‖HT
≤ p3

φ3
∞
k3‖ϕ3‖L1(0,A)‖(v − u)‖(HT )3(e

φ3∞T − 1)

+ φ3
∞T‖(u3 − v3)(s, .)‖HT

.

Ensuite, nous définissons les paramètre
p = max

0≤i≤3
pi, k = max

0≤i≤3
ki, M = max

0≤i≤3
(φi∞), et m = min

0≤i≤3
(φi∞).

Nous obtenons

‖f(u)− g(v)‖HT
= ‖f1(u)− f1(v)‖HT

+ ‖f2(u)− f2(v)‖HT
+ ‖f3(u)− f3(v)‖HT

≤ (
p

m
k[‖ϕ1‖L1(0,A) + ‖ϕ2‖L1(0,A) + ‖ϕ3‖L1(0,A)](e

MT − 1) +MT )‖u− v‖(HT )3

≤ h(T )‖u− v‖(HT )3 .

Alors, nous avons

‖I(u)− I(v)‖(HT )3 ≤ h(T )‖u− v‖(HT )3 .

Alors il existe T ∗ > 0, 0 < T < T ∗ tel que h(T ) < h(T ∗) = 1, pour lequel l’application

I : u ∈ (HT )3 7→ f ∈ (HT )3 est stictement contractante.

Conclusion

D’après le Théorème de point fixe de Banach (2.3) le problème (3.4)-(3.6) possède

une solution unique positive ∀t < T ∗.

D’après la proposition 3.2, il est possible de prolonger les résultats pour tout t ≥ 0.
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Chapitre 4

Rôle des taux de reproduction nets

dans l’évolution de la leucémie

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un modèle mathématique contenant trois équations

différentielles partielles décrivant la dynamique de la population de cellules souches

hématopöıétiques de la leucémie myélöıde chronique. Le modèle décrit l’évolution des

cellules souches hématopöıétiques normales, leucémiques et leucémiques résistantes.

Dans ce modèle, nous allons souligner l’importance des taux de reproduction nets

Ri(i = 1, 2, 3) des cellules souches normales, leucémiques et résistantes dans l’étude

de la stabilité et de l’existence des états d’équilibre.

Soient u1(t, a), u2(t, a) et u3(t, a) désignent respectivment les densités des cellules

souches normales , leucémiques et résistantes à l’instant t ∈ (0, T ) et l’âge a ∈ (0, A).

Les interactions entre les différents types de cellules souches hématopöıétiques sont

considérées dans les conditions aux bords. La régénération des CSH est dirigée par

l’homéostasie qui contrôle le processus de division cellulaire et permet l’équilibre phy-

siologique (voir [11]).
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

∂u1
∂t

+
∂u1
∂a

= −µ1(a)u1(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u2
∂t

+
∂u2
∂a

= −µ2(a)u2(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂u3
∂t

+
∂u3
∂a

= −µ3(a)u3(t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

u1(t, 0) =

∫ A

0

φ1(a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da)u1(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u2(t, 0) =

∫ A

0

φ2(a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da)u2(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u3(t, 0) =

∫ A

0

φ3(a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da)u3(t, a)da, t ∈ [0, T ],

u1(0, a) = ϕ1(0, a), a ∈ [0, A],

u2(0, a) = ϕ2(0, a), a ∈ [0, A],

u3(0, a) = ϕ3(0, a), a ∈ [0, A].

(4.1)

En utilisant la fonctionnelle de Hill, nous avons

φ1

(
a,

∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)
=

φ1,0(a)θn

θn +

(∫ A

0

k1(u1(t, a) + u2(t, a) + u3(t, a))da

)n ,

φ2

(
a,

∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da

)
=

φ2,0(a)θ
n

θn +

(∫ A

0

k2(u1(t, a) + αu2(t, a) + αu3(t, a))da

)n

et

φ3

(
a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da

)
=

φ3,0(a)θ
n

θn +

(∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(t, a) + δu3(t, a))da

)n .

Les fonctions φi(i = 1, 2, 3) décrivent les interactions entre les compartiments de

cellules souches et permettent d’assurer l’homéostasie des cellules souches normales,

leucémiques et résistantes respectivement. φi,0 (i = 1, 2, 3) désignent, respectivement

les taux de division des cellules souches normales, leucémiques et résistantes, les

ki (i = 1, 2, 3) désignent les coefficients d’interaction. La compétition entre les cellules

souches normales, leucémiques et résistantes peut être différente, elle est exprimée

par les paramètres α et δ avec des valeurs dans (0, 1). Le paramètre θ simule l’effet

d’encombrement. Les taux de mortalité des cellules souches normales, leucémiques et
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résistantes sont, respectivement, notés par µi (i = 1, 2, 3).

- Dans le chapitre 3 nous avons prouvé l’existence d’une solution globale unique po-

sitive de (4.1).

- Un état d’équilibre de (4.1) est une solution u(a) ne dépendant que de l’àge a.

Les états d’équilibre sont

— L’état d’équilibre trivial u0 = (0, 0, 0).

— L’état d’équilibre chronique uch1(a) = (uch11 (a), uch12 (a), uch13 (a)) avec uch1i > 0

pour i ∈ {1, 2, 3} .

— L’état d’équilibre chronique uch2(a) = (uch21 (a), uch22 (a), 0) avec uch2i > 0 pour

i ∈ {1, 2} .

— L’état d’équilibre chronique uch3(a) = (uch31 (a), 0, uch33 (a)) avec uch3i > 0 pour

i ∈ {1, 3} .

— L’état d’équilibre blaste ubl1 = (0, ubl12 (a), ubl3 (a)) avec ubl1i > 0 pour i ∈ {2, 3} .

— L’état d’équilibre blaste ubl2 = (0, ubl22 (a), 0) avec ubl22 (a) > 0.

— L’état d’équilibre blaste ubl3 = (0, 0, ubl33 (a)) avec ubl33 > 0.

— L’état d’équilibre non pathologique up = (up1(a), 0, 0) avec up1 > 0.

Ce chapitre portera sur l’analyse des états d’équilibre de (4.1). Nous aborderons

ensuite la question de la stabilité des états d’équilibre triviaux, chroniques, blasts et

non pathologiques.

4.2 Existence des états d’équilibre

Dans cette section, nous allons étudié l’existence des états d’équilibre de (4.1). L’état

d’équilibre non triviale u(a) = (u1(a), u2(a), u3(a)) satisfait
du1
da

= −µ1(a)u1(a), a ∈ [0, A],

du2
da

= −µ2(a)u2(a), a ∈ [0, A],

du3
da

= −µ3(a)u3(a), a ∈ [0, A],

(4.2)
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et 

u1(0) =

∫ A

0

φ1(a,

∫ A

0

k1(u1(a) + u2(a) + u3(a))da)u1(a)da,

u2(0) =

∫ A

0

φ2(a,

∫ A

0

k2(u1(a) + αu2(a) + αu3(a))da)u2(a)da,

u3(0) =

∫ A

0

φ3(a,

∫ A

0

k3(u1(t, a) + αu2(a) + δu3(a))da)u3(a)da.

(4.3)

En utilisant la fonctionnelle de Hill, nous avons

u1(0) =

∫ A

0

φ1,0(a)θnu1(a)

θn +
(∫ A

0
k1(u1(a) + u2(a) + u3(a))da

)nda,
u2(0) =

∫ A

0

φ2,0(a)θnu2(a)

θn +
(∫ A

0
k2(u1(a) + αu2(a) + αu3(a))da

)nda,
u3(0) =

∫ A

0

φ3,0(a)θnu3(a)

θn +
(∫ A

0
k3(u1(a) + αu2(a) + δu3(a))da

)nda.
(4.4)

Alors, la solution de (4.2) est
u1(a) = u1(0) exp(−

∫ a

0

µ1(s)ds),

u2(a) = u2(0) exp(−
∫ a

0

µ2(s)ds),

u3(a) = u3(0) exp(−
∫ a

0

µ3(s)ds).

(4.5)
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A partir de (4.4) et (4.5)

1 =

∫ A

0

φ1,0(a)θ
ne

(−

∫ a

0
µ1(s)ds)

θn +

∫ A

0
k1(u1(0)e

(−

∫ a

0

µ1(s)ds)
+ u2(0)e

(−

∫ a

0

µ2(s)ds)
+ u3(0)e

(−

∫ a

0

µ3(s)ds)
)da


n da,

1 =

∫ A

0

φ2,0(a)θ
ne

(−

∫ a

0
µ2(s)ds)

θn +

∫ A
0
k2(u1(0)e

(−

∫ a

0

µ1(s)ds)
+ αu2(0)e

(−

∫ a

0

µ2(s)ds)
+ αu3(0)e

(−

∫ a

0

µ3(s)ds)
)da


n da,

1 =

∫ A

0

φ3,0(a)θ
ne

(−

∫ a

0
µ3(s)ds)

θn +

∫ A

0

k3(u1(0)e
(−

∫ a

0

µ1(s)ds)
+ αu2(0)e

(−

∫ a

0

µ2(s)ds)
+ δu3(0)e

(−

∫ a

0

µ3(s)ds)
)da


n da.

(4.6)

Soitent

Πi(a) = exp(−
∫ a

0

µi(s)ds) : les probabilités de survie,

Li =

∫ A

0

Πi(a)da : les durées de vie estimées.

On pose θi =
θ

ki
(i = 1, 2, 3).

A partir de (4.6), nous obtenons

1 =

∫ A

0

φ1,0(a)θn1Π1(a)

θn1 + [L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0)]n
da,

1 =

∫ A

0

φ2,0(a)θn2Π2(a)

θn2 + [L1u1(0) + αL2u2(0) + αL3u3(0)]n
da,

1 =

∫ A

0

φ3,0(a)θn3Π3(a)

θn3 + [L1u1(0) + αL2u2(0) + δL3u3(0)]n
da.

(4.7)

Alors

(L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0))n = θn1

(∫ A

0

φ1,0(a)Π1(a)da− 1

)
,

(L1u1(0) + αL2u2(0) + αL3u3(0))n = θn2

(∫ A

0

φ2,0(a)Π2(a)da− 1

)
,

(L1u1(0) + αL2u2(0) + δL3u3(0))n = θn3

(∫ A

0

φ3,0(a)Π3(a)da− 1

)
.

(4.8)
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A partir de (4.8), nous avons
(L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0))n = θn1 (R1 − 1),

(L1u1(0) + αL2u2(0) + αL3u3(0))n = θn2 (R2 − 1),

(L1u1(0) + αL2u2(0) + δL3u3(0))n = θn3 (R3 − 1).

(4.9)

Où Ri =

∫ A

0

φi,0(a)Πi(a)da, (i = 1, 2, 3).

Il est important de souligner que pour résoudre l’équation (4.9), il est nécessaire que

les taux de reproduction nets Ri soient supérieurs à 1.

A partir de (4.9), nous avons
L1u1(0) + L2u2(0) + L3u3(0) = θ1

n
√
R1 − 1,

L1u1(0) + αL2u2(0) + αL3u3(0) = θ2
n
√
R2 − 1,

L1u1(0) + αL2u2(0) + δL3u3(0) = θ3
n
√
R3 − 1.

(4.10)

On pose : bi = θi
n
√
Ri − 1 pour Ri > 1 et Ui = Liui(0) pour i ∈ {1, 2, 3} .

A partir de (4.10) 
U1 + U2 + U3 = b1,

U1 + αU2 + αU3 = b2,

U1 + αU2 + δU3 = b3.

(4.11)

Le système (4.11) est équivalent a AU = B.

Où

A =


1 1 1

1 α α

1 α δ

 , U =


U1

U2

U3

 et B =


b1

b2

b3

 .

Nous avons det(A)= (δ − α)(α − 1), alors le système (4.11) a une solution unique si

et seulement si det(A) 6= 0, donc α 6= δ.

- Dans un contexte biologique, et en particulier pour la leucémie myélöıde chronique,

les paramètres du modèle doivent satisfaire les hypothèses suivantes

(H1) Les taux de mortalité satisfont µ1(a) ≥ µ2(a) ≥ µ3(a) ≥ 0,∀a ∈ (0, A).

(H2) Les taux de prolifération satisfont 0 ≤ φ1,0(a) ≤ φ2,0(a) ≤ φ3,0(a),∀a ∈ (0, A).

(H3) Les coefficients d’interaction k1 > k2 > k3 > 0.
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Remarque 4.1 A partir (H1) -(H3), nous avons φ1,0(a) 6≡ φ2,0(a) 6≡ φ3,0(a) et µ1 6≡
µ2 6≡ µ3, alors 0 < R1 < R2 < R3 et 0 < b1 < b2 < b3.

Théorème 4.1 L’état d’équilibre non pathologique up(a) existe si R1 > 1.

L’état d’équilibre blaste ubl2(a) existe si R2 > 1.

L’état d’équilibre blaste ubl3(a) existe si R3 > 1.

Preuve

- Pour l’état d’équilibre non pathologique up(a) = (up1(a), 0, 0) et a partir (4.11), nous

avons U1 = b1 donc up(a) = (
b1
L1

Π1(a), 0, 0) = (
θ1
L1

n
√
R1 − 1Π1(a), 0, 0), alors up(a)

existe si R1 > 1.

- Pour l’état d’équilibre blaste ubl2(a) = (0, ubl22 (a), 0) et a partir (4.11), nous avons

U2 =
b2
α

donc ubl2(a) = (0,
b2
αL2

Π2(a), 0) = (0,
θ2
αL2

n
√
R2 − 1Π2(a), 0), alors ubl2(a)

existe si R2 > 1.

- Pour l’état d’équilibre blaste ubl3(a) = (0, 0, ubl33 (a)) et a partir (4.11), nous avons

U3 =
b3
δ

donc ubl3(a) = (0, 0,
b3
δL3

Π3(a)) = (0, 0,
θ3
δL3

n
√
R3 − 1Π3(a)), alors ubl3(a)

existe si R3 > 1.

Théorème 4.2 Soit R2 > 1, alors l’état d’équilibre blaste ubl1(a) = (0, ubl12 (a), ubl13 (a))

existe si α <
k3
k2
δ et R3 < 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1).

Preuve

Pour l’état d’équilibre blaste ubl1(a) = (0, ubl12 (a), ubl13 (a)) et a partir (4.11), nous

obtenons le système suivant αU2 + αU3 = b2,

αU2 + δU3 = b3.
(4.12)

Alors, nous avons

U2 =
−δb2 + αb3
α(α− δ)

et U3 =
b2 − b3
α− δ

.

Pour obtenir une solution positive, nous devons avoir le système suivanti)− δb2 + αb3 < 0,

ii) α− δ < 0.
(4.13)

51



Alors i) b3 <
δ

α
b2,

ii) α < δ.
(4.14)

b3 <
δ

α
b2 equivalent a θn3 (R3 − 1) < (

δ

α
θ2)

n(R2 − 1), c’est-à-dire

R3 < 1 + (
δk3
αk2

)n(R2 − 1) =: R∗3.

Nous concluons que (4.14) est équivalent à α < δ et R2 < R3 < R∗3.

A partir de cela, nous devons vérifier l’inégalité suivante R2 < R∗3. Alors, R2 < R∗3 si

et seulment si R2 < 1 + (
δk3
αk2

)n(R2 − 1), donc nous avons α <
k3
k2
δ.

Conclusion : Pour R2 > 1, l’état d’équilibre blaste ubl1(a) = (0, ubl12 (a), ubl13 (a))

existe si et seulement si α <
k3
k2
δ et R3 < 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1).

Théorème 4.3 A partir de (H1) − (H3), nous déduisons que les états d’équilibre

chroniques n’existent pas.

Preuve

Pour l’état d’équilibre chronique uch1(a) = (uch11 (a), uch12 (a), uch13 (a)) et a partir (4.11),

AU = b⇒ U = A−1b, nous obtenons
U1 =

−b1α + b2
1− α

,

U2 =
δ(b2 − b1) + α(b1 − b3) + b3 − b2

(1− α)(α− δ)
,

U3 =
b2 − b3
(α− δ)

.

(4.15)

D’après la remarque 4.1 et α, δ ∈ (0, 1), nous avons U1 > 0,

U3 > 0 si α− δ < 0 et U2 > 0 si δ(b2 − b1) + α(b1 − b3) + b3 − b2 < 0.

Pour obtenir une solution positive U = (U1, U2, U3), nous devons avoir le système

suivant δ(b2 − b1) + α(b1 − b3) + b3 − b2 < 0,

α− δ < 0.
(4.16)

Equivalent a b3 <
b1(δ − α) + b2(1− δ)

1− α
,

α < δ.
(4.17)
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Depuis que b2 < b3, il est nécessaire que

b2 <
b1(δ − α) + b2(1− δ)

1− α
.

Ce qui donne b2 < b1, ce qui est impossible. Alors l’état d’équilibre chronique

uch1(a) = (uch11 (a), uch12 (a), uch13 (a)) n’existe pas.

Pour l’état d’équilibre chronique uch2(a) = (uch21 (a), uch22 (a), 0) et a partir (4.11), nous

obtenons U1 + U2 = b1,

U1 + αU2 = b2.
(4.18)

Alors, nous avons 
U1 =

−αb1 + b2
1− α

,

U2 =
b1 − b2
1− α

.
(4.19)

Puisque b1 < b2, alors l’état d’équilibre chronique uch2(a) = (uch21 (a), uch22 (a), 0)

n’existe pas.

Pour l’état d’équilibre chronique uch3(a) = (uch31 (a), 0, uch33 (a)) et a partir (4.11), nous

obtenons U1 + U3 = b1,

U1 + δU3 = b3.
(4.20)

Alors, nous avons 
U1 =

−δb1 + b3
1− δ

,

U3 =
b1 − b3
1− δ

.
(4.21)

Puisque b1 < b3, alors l’état d’équilibre chronique uch3(a) = (uch31 (a), 0, uch33 (a))

n’existe pas.

4.3 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette section, nous analysons la stabilité des états d’équilibres de (4.1), notre

méthode se base sur la linéarisation de (4.1).
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Si u(a) = (u1(a), u2(a), u3(a)) est un état d’équilibre de (4.1), pour (i=1,2,3), nous

avons
dui
da

= −µi(a)ui(a), a ∈ (0, A), (4.22)

Bi := ui(0) =

∫ A

0

φi(a, U(t))ui(a)da (4.23)

et

ui(a) = ui(0) exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
. (4.24)

Les tailles totales de population sont données par

Ui = ui(0)

∫ A

0

exp

(
−
∫ a

0

µi(s)ds

)
da = BiLi. (4.25)

Soit ui(a, t) = ui(a) + yi(t, a), alors
∫ A
0
u(a, t)da = Ui + Yi(t) où Yi(t) =

∫ A
0
yi(t, a)da.

A partir de (4.1), nous obtenons



∂(ui(a) + yi(t, a))

∂t
+
∂(ui(a) + yi(t, a))

∂a
= −µi(a)(ui(a) + yi(t, a)), i = 1, 2, 3, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

ui(0) + yi(t, 0) = Bi(t) =

∫ A

0

φi(a, Ui + Yi(t))(ui(a) + yi(t, a))da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ],

Ui + Yi =

∫ A

0

(ui(a) + yi(t, a))da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ].

(4.26)

Nous avons

φi(a, Uj + Yj(t))(ui(a) + yi(t, a)) = [φi(a, Uj) +
3∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj

+ ◦(Yj(t))](ui(a) + yi(t, a))

= φi(a, Uj)ui(a) + φi(a, Uj)yi(a, t)

+
3∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t)ui(a)

+
3∑
j=1

∂φi
∂Uj

(a, Uj)Yj(t)yi(a, t) + ◦(Yj(t)).
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Alors, le système linéarisé de (4.1) est

∂yi(t, a)

∂t
+
∂yi(t, a)

∂a
= −µi(a)yi(t, a), i = 1, 2, 3, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

yi(t, 0) =

∫ A

0

φi(a, U)yi(a, t)da+
3∑
j=1

Yj(t)

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ],

Yi =

∫ A

0

yi(t, a)da, i = 1, 2, 3, t ∈ [0, T ].

(4.27)

On pose yi(t, a) = gi(a) exp(λt), pour i ∈ {1, 2, 3} et λ ∈ C.
A partir de (4.27) nous obtenons

dgi
da

+ [λ+ µi(a)]gi(a) = 0,

Gi =

∫ A

0

gi(a)da,

gi(0) =

∫ A

0

φi(a, U)gi(a)da+
3∑
j=1

Gj

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da,

gi(a) = gi(0) exp

(
−
∫ a

0

(λ+ µi(s))ds

)
.

(4.28)

Avec

φi(a, U) =
φi,0(a)θn

θn + (Ki1U1 +Ki2U2 +Ki3U3)n

et
∂φi(a, U)

∂Uj
=
−nφi,0(a)θnKij(Ki1U1 +Ki2U2 +Ki3U3)

n−1

[θn + (Ki1U1 +Ki2U2 +Ki3U3)n]2
.

Où

(Kij)1≤i,j≤3 =


k1 k1 k1

k2 αk2 αk2

k3 αk3 δk3

 .

A partir de l’équation (4.28) nous avons

gi(0) =

∫ A

0

φi(a, U)gi(a)da+
3∑
j=1

Gj

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.
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Alors

gi(0) =
∫ A
0
φi(a, U)gi(0) exp

(
−
∫ a
0

(λ+ µi(s))ds
)
da

+
3∑
j=1

∫ A
0
gj(0) exp

(
−
∫ a
0

(λ+ µj(s))ds
)
da
∫ A
0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

gi(0) = gi(0)
∫ A
0
φi(a, U) exp

(
−
∫ a
0

(λ+ µi(s))ds
)
da

+
3∑
j=1

gj(0)
∫ A
0

exp
(
−
∫ a
0

(λ+ µi(s))ds
)
da
∫ A
0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

gi(0) = gi(0)
∫ A
0
φi(a, U) exp(−λa)Πi(a)da

+
3∑
j=1

gj(0)
∫ A
0

exp(−λa)Πj(a)da
∫ A
0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da.

On pose Hij :=

∫ A

0

∂φi
∂Uj

(a, U)ui(a)da pour i ∈ {1, 2, 3}, nous avons

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

φi(a, U) exp(−λa)Πi(a)da+
3∑
j=1

gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da.

Par conséquent

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

[φi(a, U)+Hii] exp(−λa)Πi(a)da+
3∑

i 6=j=1

gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da.

On pose ki(a) := [φi(a, U) +Hii]Πi(a) pour i ∈ {1, 2, 3} .
Alors,

ki(a) = Nik∗i (a) +HiiΠi(a), où k∗i (a) = φi,0(a)Πi(a) et Ni =
θn

θn +

(
3∑
j=1

KijUj

)n ,

i = (1, 2, 3)

Par conséquent

gi(0) = gi(0)

∫ A

0

ki(a) exp(−λa)da+
3∑

i 6=j=1

gj(0)Hij

∫ A

0

exp(−λa)Πj(a)da. (4.29)

L’intégrale dans l’équation (4.29) peut être prolonger de zéro à l’infini.

L’équation (4.29) devient

gi(0) = gi(0)k̂i(λ) +
3∑

i 6=j=1

gj(0)HijΠ̂j(λ).
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Où k̂i et Π̂j désignent respectivement la transformée de Laplace de ki et Πj.

Donc nous avons

gi(0)(1− k̂i(λ))−
3∑

i 6=j=1

gj(0)HijΠ̂j(λ) = 0. (4.30)

Alors,

k̂i(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)ki(a)da =

∫ ∞
0

exp(−λa)(Nik∗i (a) +HiiΠi(a))da.

Par conséquent,

k̂i(λ) = Nik̂∗i (λ) +HiiΠ̂i(λ).

Où

Π̂i(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)Πi(a)da et k̂∗i (λ) =

∫ ∞
0

exp(−λa)k∗i (a)da. (4.31)

A partir (4.30), nous obtenons le determinent ∆(λ).

∆(λ) = det


1− k̂1(λ) −H12Π̂2(λ) −H13Π̂3(λ)

−H21Π̂1(λ) 1− k̂2(λ) −H23Π̂3(λ)

−H31Π̂1(λ) −H32Π̂2(λ) 1− k̂3(λ)

 . (4.32)

∆(λ) = (1− k̂1(λ))[(1− k̂2(λ))(1− k̂3(λ))−H22H32Π̂2(λ)Π̂3(λ)]

+ H12Π̂2(λ)[−H21Π̂1(λ)(1− k̂3(λ))−H23H31Π̂1(λ)Π̂3(λ)]

− H13Π̂3(λ)[H31Π̂1(λ)(1− k̂2(λ))−H21H32Π̂1(λ)Π̂2(λ)].

De plus, H11 = H12 = H13, H21 =
1

α
H22 =

1

α
H23 et H31 =

1

α
H32 =

1

δ
H33.

Alors,

∆(λ) = (1− k̂1(λ))[(1− k̂2(λ))(1− k̂3(λ))− α2H21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)]

+ H12H21Π̂1(λ)Π̂2(λ)[−(1− k̂3(λ))− αH31Π̂3(λ)]

− H13H31Π̂1(λ)Π̂3(λ)[(1− k̂2(λ)) + αH21Π̂2(λ)]

= (1− k̂1(λ))[(1− k̂2(λ))(1− k̂3(λ))− α2H21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)]

− H12Π̂1(λ)
[
H21Π̂2(λ)

(
(1− k̂3(λ)) + αH31Π̂3(λ)

)
+H31Π̂3(λ)

(
(1− k̂2(λ)) + αH21Π̂2(λ)

)]
.

Finalement

∆(λ) = (1− k̂1(λ))[(1− k̂2(λ))(1− k̂3(λ))− α2H21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)]

− H12Π̂1(λ)
[
H21Π̂2(λ)(1− k̂3(λ)) +H31Π̂3(λ)(1− k̂2(λ)) + (2α)H21H31Π̂2(λ)Π̂3(λ)

]
.

L’équation caractéristique correspondant à l’état d’équilibre u(a) est

∆(λ) = 0. (4.33)
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Dans cette section, nous avons besoin de la proposition suivante

Proposition 4.1 Soit ki(t) ≥ 0 pour i ∈ {1, 2, 3} . L’équation 1 − k̂i(λ) = 0 admet

une et une seule solution réelle positive qui est une racine simple si

∫ ∞
0

ki(t)dt > 1.

Si

∫ ∞
0

ki(t)dt < 1, alors l’equation 1− k̂i(λ) = 0 n’a pas de solution complexe λ avec

<(λ) > 0.

Preuve

Pour i = (1, 2, 3), soient les fonctions suivantes

λ −→ k̂i(λ) =

∫ ∞
0

e−λtki(t)dt, λ ∈ R+. (4.34)

Puisque
d

dλ
k̂i(λ) = −

∫∞
0
te−λtki(t)dt < 0, alors les fonctions k̂i sont strictement

décroissante.

De plus, lim
λ→∞

k̂i(λ) = 0 et k̂i(0) =
∫∞
0

ki(t)dt.

Alors, l’équation 1 − k̂i(λ) = 0 admet une et une seule solution réelle positive si∫∞
0

ki(t)dt > 1.

Si
∫∞
0

ki(t)dt < 1. Nous posons k̂i(λ) = <(k̂i(λ)) + =(k̂i(λ)). Alors

<(k̂i(λ)) = <(
∫∞
0
e−λtki(t)dt) = <(

∫∞
0
e−(<(λ)+i=(λ)t)ki(t)dt)

= <(
∫∞
0
e−<(λ)tki(t)(cos(=(λ)t) + isin(=(λ)t)dt)

=
∫∞
0
e−<(λ)tcos(=(λ)t)ki(t)dt

<
∫∞
0

ki(t)dt
< 1.

Alors , si
∫∞
0

ki(t)dt < 1, l’équation 1− k̂i(λ) = 0 n’a pas de solution complex λ avec

<(λ) > 0.

Pour l’état d’équilibre u0 = (0, 0, 0), nous avons Hij = 0 et Ni = 1, ∀i, j ∈ {1, 2, 3} .
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre trivial u0 est

∆0(λ) = (1− k̂∗1(λ))(1− k̂∗2(λ))(1− k̂∗3(λ)) = 0. (4.35)

A partir de la proposition 4.1, nous déduisons les résultats suivants
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Proposition 4.2 Pour i ∈ {1, 2, 3}. Si Ri > 1, alors 1− k̂i(λ) = 0 admet une et une

seule solution positive. Si Ri > 1, alors 1− k̂i(λ) = 0 n’as pas de solution complexe λ

avec <(λ) > 0.

Preuve

Pour i = (1, 2, 3),

k̂i(0) =

∫ ∞
0

ki(a)da

=

∫ ∞
0

k∗i (a)da

=

∫ ∞
0

φi,0(a)Πi(a)da

= Ri.

À partir de la Proposition (4.2), nous avons

Théorème 4.4 Si R3 < 1 alors l’équilibre trivial est stable.

Si R3 > 1 alors l’équilibre trivial est instable.

L’état d’équilibre non pathologique up(a) = (
θ1
L1

n
√
R1 − 1Π1(a), 0, 0) existe si R1 > 1,

dans ce cas nous avons Hij = 0, pour i ∈ {2, 3} et j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre non pathologique up(a)

est

∆p(λ) = (1− k̂1(λ))(1−N2k̂∗2(λ))(1−N3k̂∗3(λ)) = 0. (4.36)

Oú

N1 =
θn

θn + (k1U1)n
=

θn

θn + kn1B
n
1L

n
1

=
θn

θn + kn1 b
n
1

=
θn

θn + kn1

(
θ

k1
n
√
R1 − 1

)n
=

1

R1

,

N2 =
θn

θn + (k2U1)n
=

θn

θn + kn2B
n
1L

n
1

=
θn

θn + kn2 b
n
1

=
θn

θn + kn2

(
θ

k1
n
√
R1 − 1

)n
=

kn1
kn1 + kn2 (R1 − 1)
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et

N3 =
θn

θn + (k3U1)n
=

θn

θn + kn3B
n
1L

n
1

=
θn

θn + kn3 b
n
1

=
θn

θn + kn3

(
θ

k1
n
√
R1 − 1

)n
=

kn1
kn1 + kn3 (R1 − 1)

.

Théorème 4.5 Si R1 > 1, alors l’état d’équilibre non pathologique up(a) est instable.

Preuve

Puisque k1 > k3, alors nous avons R3 > R1 > 1 + (
k3
k1

)n(R1 − 1).

Par conséquent,

∫ ∞
0

k3(t)dt = k̂3(0) = N3k̂∗3(0) = N3R3 =
R3k

n
1

kn1 + kn3 (R1 − 1)
> 1.

Alors, a partir de la proposition 4.1, nous déduisons l’instabilité de up(a).

L’état d’équilibre blaste ubl2(a) = (0,
θ2
αL2

n
√
R2 − 1Π2(a), 0) exist si R2 > 1, dans

ce cas nous avons Hij = 0, pour i ∈ {1, 3} et j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre blaste ubl2(a) est

∆bl2(λ) = (1−N1k̂∗1(λ))(1− k̂2(λ))(1−N3k̂∗3(λ)) = 0. (4.37)

Oú

N1 =
θn

θn + (k1U2)n
=

θn

θn + kn1B
n
2L

n
2

=
θn

θn + kn1 (
b2
α

)n
=

αnkn2
αnkn2 + kn1 (R2 − 1)

.

N2 =
θn

θn + (αk2U2)n
=

θn

θn + αnkn2B
n
2L

n
2

=
θn

θn + αnkn2 (
b2
α

)n
=

θn

θn + αnkn2

(
θ

αk2
n
√
R2 − 1

)n

=
1

R2

et

N3 =
θn

θn + (αk3U2)n
=

θn

θn + αnkn3B
n
2L

n
2

=
θn

θn + αnkn3 (
b2
α

)n
=

αnkn2
αnkn2 + αnkn3 (R2 − 1)

.

Théorème 4.6 Si R2 > 1, alors l’état d’équilibre blaste ubl2(a) est instable.
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Preuve

Puisque k2 > k3, alors nous avons R3 > R2 > 1 + (
k3
k2

)n(R2 − 1).

Par conséquent

∫ ∞
0

k3(t)dt = k̂3(0) = N3k̂∗3(0) = N3R3 =
αnkn2R3

αnkn2 + αnkn3 (R2 − 1)
> 1.

Alors, a partir de la proposition 4.1, nous déduisons l’instabilité de ubl2(a).

L’état d’équilibre blaste ubl3(a) = (0, 0,
θ3
δL3

n
√
R3 − 1Π3(a)) exist si R3 > 1 dans ce

cas nous avons Hij = 0, pour i ∈ {1, 2} et j ∈ {1, 2, 3}.
Par conséquent, l’équation caractéristique de l’état d’équilibre blaste ubl3(a) est

∆bl3(λ) = (1−N1k̂∗1(λ))(1−N2k̂∗2(λ))(1− k̂3(λ)) = 0. (4.38)

Oú

N1 =
θn

θn + (k1U3)n
=

θn

θn + kn1B
n
3L

n
3

=
θn

θn + kn1 (
b3
δ

)n
=

δnkn3
δnkn3 + kn1 (R3 − 1)

,

N2 =
θn

θn + (αk2U3)n
=

θn

θn + αnkn2B
n
3L

n
3

=
θn

θn + αnkn2 (
b3
δ

)n
=

δnkn3
δnkn3 + αnkn2 (R3 − 1)

et

N3 =
θn

θn + (δk3U3)n
=

θn

θn + δnkn3B
n
3L

n
3

=
θn

θn + δnkn3 (
b3
δ

)n
=

θn

θn + δnkn3

(
θ

δk2
n
√
R3 − 1

)n

=
1

R3
.

On pose m3 := min
a∈(0,A)

φ3,0(a) et n3 :=
m3L3

R3 − 1
.

Théorème 4.7 Pour R3 > 1.

1. Si α ≥ k3
k2
δ et n ≤ n3, alors l’état d’équilibre blaste ubl3(a) est localement

asymptoticement stable.

2. Si α <
k3
k2
δ, n ≤ n3 et R3 > 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1) := R∗3, alors l’état d’équilibre

blaste ubl3(a) est localement asymptoticement stable.

3. Si α <
k3
k2
δ, R2 > 1 et R3 < 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1) := R∗3, alors l’état d’équilibre

blaste ubl3(a) instable.

Preuve

Posons b03 = n
√
R3 − 1 , b∗3 =

b03
k3

et U∗3 =
U3

θ
.
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Alors b3 = θb03 = θ
b03
k3

= θb∗3.

A partir (4.11), nous avons
U1 = U2 = 0,

U3 =
b3
δ

= θ
b∗3
δ

= θU∗3 .

Posons S3 := K33U3 = k3θδU
∗
3 = k3θb

∗
3 = θb03.

Montrons que k3(a) ≥ 0 si et seulement si n ≤ n3.

Nous avons

k3(a) = N3k∗3(a) +H33Π3(a) = N3φ3,0(a)Π3(a) +H33Π3(a) = (N3φ3,0(a) +H33)Π3(a) ≥ 0

si et seulement si φ3,0(a) ≥ −H33

N3

.

D’autre part,

H33 =

∫ A

0

∂φ3
∂U3

(a, U)u3(a)da =

∫ A

0

−nφ3,0(a)θnK33(K33U3)
n−1

[θn + (K33U3)n]2
u3(a)da,

=
−nθnK33S

n−1
3

(θn + Sn3 )2

∫ A

0
φ3,0(a)u3(a)da =

−nθnK33S
n−1
3

(θn + Sn3 )2

∫ A

0
φ3,0(a)u3(0)Π3(a)da,

=
−nθnK33S

n−1
3 u3(0)

(θn + Sn3 )2

∫ A

0
φ3,0(a)Π3(a)da =

−nθnK33S
n−1
3 B3R3

(θn + Sn3 )2
.

De plus,

−H33

N3
=
nθnK33S

n−1
3 B3R

2
3

(θn + Sn3 )2
=
nθnK33(θb

0
3)
n−1B3R

2
3

(θn + (θb03)
n)2

=
nK33(θb

0
3)
n−1B3R

2
3

θ(1 + (b03)
n)2

=
nK33(θb

0
3)
n−1B3R

2
3

θ(1 + (R3 − 1)n)2
=
nK33(θb

0
3)
n−1B3

θ
=
nK33(θb

0
3)
n−1 θb03

K33L3

θ
=
n(R3 − 1)

L3

.

Par conséquent φ3,0 ≥
−H33

N3

=
n(R3 − 1)

L3

qui est équivalent à n ≤ φ3,0L3

(R3 − 1)
C’est-à-dire n ≤ n3.

Nous avons∫ +∞
0

k3(t)dt = k̂3(0) = N3k̂∗3(0) + H33Π̂3(0) = N3R3 + H33L3 = 1 + H33L3 < 1, car

H33 < 0, et∫ +∞
0

k1(t)dt = k̂1(0) = N1k̂∗1(0) = N1R1 =
δnkn3R1

δnkn3 + kn1 (R3 − 1)
< 1, car

R3 > 1 + (
δk3
k1

)n(R1 − 1).
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Pour avoir la stabilité de ubl3, nous avons besoin que N2k∗2(0) < 1.

1. Si α ≥ k3
k2
δ, nous avons R3 > 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1) := R∗3, alors∫ +∞

0

k2(t)dt = k̂2(0) = N2k∗2(0) = N2R2 =
δnkn3R2

δnkn3 + αnkn2 (R3 − 1)
< 1. A

partir de la proposition 4.1, on conclut que l’état d’équilibre blaste ubl3(a) est

localement asymptotiquement stable.

2. Si α <
k3
k2
δ et R3 > 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1) := R∗3, alors∫ +∞

0

k2(t)dt = k̂2(0) = N2k∗2(0) = N2R2 =
δnkn3R2

δnkn3 + αnkn2 (R3 − 1)
< 1 . A

partir de la proposition 4.1, on conclut que l’état d’équilibre blaste ubl3(a) est

localement asymptotiquement stable.

3. Pour R2 > 1. Si α <
k3
k2
δ et R3 < R∗3.

Tout d’abord, nous avons besoin de vérifer que R2 < R∗3.

Nous avons α <
k3
k2
δ, alors 1 <

k3δ

k2α
. Donc, pour R2 > 1 nous avons R2 < R∗3.

Par conséquent,∫ +∞

0

k2(t)dt = k̂2(0) = N2k∗2(0) = N2R2 =
δnkn3R2

δnkn3 + αnkn2 (R3 − 1)
> 1. A partir

de la proposition 4.1, on conclut que l’état d’équilibre blaste ubl3(a) est instable.
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Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre sont présentés dans le

tableau suivant.

Etats d’équlibre Condition d’existance Stabilité ou instabilité

u0 = (0, 0, 0) Toujours
Stable si R3 < 1

Instable si R3 > 1

ubl1(a) = (0, ubl12 (a), ubl13 (a))
α <

k3
k2
δ,

R2 > 1 et R3 < R∗
3

ubl2(a) = (0, ubl22 (a), 0) R2 > 1 Instable

ubl3(a) = (0, 0, ubl33 (a)) R3 > 1

Stable si α ≥ k3
k2
δ et n ≤ n3.

Stable si α <
k3
k2
δ, R3 > R∗

3 et n ≤ n3.

Instable si α <
k3
k2
δ, R2 > 1 et R3 < R∗

3.

up(a) = (up1(a), 0, 0) R1 > 1 Instable

Table 4.1 – Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre de (4.1).

Nous notons que pour α <
k3
k2
δ, nous n’avons aucune idée de la stabilité de ubl1(a).

En se basant sur les résultats antérieurs, nous pouvons déduire les figures suivantes.

Figure 4.1 – Différentes zones d’existence et de la stabilité des états d’équilibres

pour α ≥ k3
k2
δ, 1 < R3 < R∗3 et n ≤ n3.

64



Figure 4.2 – Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

α <
k3
k2
δ, R3 > R∗3 > 1 et n ≤ n3.

Figure 4.3 – Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

α <
k3
k2
δ, R3 > 1 et n ≤ n3.

Remarque 4.2 La zone A disparâıt sachant que R2 > 1 pour avoir R∗3 > R3 > R2 .
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Figure 4.4 – Dans cette figure, nous remarquons la disparition de la zone A pour

R2 < 1 et α <
k3
k2
δ. Nous remarquons également que l’existence et la stabilité des

états d’équilibres dans la zone A dépendent des valeurs de α, R3 et n ≤ n3. Dans les

quadrants 2, 3 et 4, l’état d’équilibre trivial u0 instable tandis que l’état d’équilibre

blaste ubl3(a) est toujours stable.

Figure 4.5 – Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibres dans la zone B, en fonction des valeurs de α et R3,

pour R1 < 1 < R2 et n ≤ n3. Nous remarquons également que l’état d’équilibre blaste

ubl1 disparâıt dans les quadrants 2, 3 et 4, et que l’état d’équilibre blaste ubl3 devient

stable.
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Figure 4.6 – Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibres dans la zone C, en fonction des valeurs de α et R3.

Pour R1 > 1 et n ≤ n3, l’état d’équilibre non pathologique up apparâıt et il est

instable.

Remarque 4.3 Pour l’état d’équilibre blaste ubl1(a), nous n’avons aucune idée de sa

stabilité pour α <
k3
k2
δ.
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Afin d’étudier le comportement asymptotique de l’état d’équilibre blaste ubl1(a), nous

avons considéré le cas où les taux de division φi et de mortalité µi pour i ∈ {1, 2, 3}
sont constants. Nous avons obtenu un modèle EDO.

4.4 Le cas dans lequel les taux φi,0 et µi sont constants

pour i ∈ {1, 2, 3}

A partir de (4.1) et après intégration, nous obtenons le système suivant

U̇1(t) =
φ1,0θ

nU1(t)

θn + kn1 (U1(t) + U2(t) + U3(t))
n − µ1U1(t),

U̇2(t) =
φ2,0θ

nU2(t)

θn + kn2 (U1(t) + αU2(t) + αU3(t))
n − µ2U2(t),

U̇3(t) =
φ3,0θ

nU3(t)

θn + kn3 (U1(t) + αU2(t) + δU3(t))
n − µ3U3(t).

(4.39)

Avec les conditions initiales suivantes :

U1(0) = ψ1 ≥ 0, U2(0) = ψ2 ≥ 0 et U3(0) = ψ3 ≥ 0. (4.40)

Les états d’équilibre de l’équation (4.39) sont l’état d’équilibre trivial U0 = (0, 0, 0)

et les états équilibres non triviaux suivants

— L’état d’équilibre chronique U ch1(a) = (U ch1
1 (a), U ch1

2 (a), U ch1
3 (a)), avec U ch1

i > 0

pour i ∈ {1, 2, 3} .

— L’état d’équilibre chronique U ch2(a) = (U ch2
1 (a), U ch2

2 (a), 0), avec U ch2
i > 0 pour

i ∈ {1, 2} .

— L’état d’équilibre chronique U ch3(a) = (U ch3
1 (a), 0, U ch3

3 (a)), avec U ch3
i > 0 pour

i ∈ {1, 3} .

— L’état d’équilibre blaste U bl1 = (0, U bl1
2 (a), U bl

3 (a)), avec U bl1
i > 0 pour i ∈

{2, 3} .

— L’état d’équilibre blaste U bl2 = (0, U bl2
2 (a), 0), avec U bl2

2 (a) > 0.

— L’état d’équilibre blaste U bl3 = (0, 0, U bl3
3 (a)), avec U bl3

3 > 0.

— L’état d’équilibre non pathologique Up = (Up
1 (a), 0, 0), avec Up

1 > 0.
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Cette section portera tout d’abord sur l’analyse de l’existence et de l’unicité de la

solution globale positive. Nous étudierons ensuite l’existence d’états d’équilibre. Enfin,

nous examinerons la stabilité des différents types d’états d’équilibre, les états triviaux,

chroniques, blasts et non pathologiques.

4.4.1 Existence de la solution

Tout d’abord, nous allons étudier l’existence et l’unicité de la solution globale positive.

Soit F : R3 → R3 donné par F (U1, U2, U3) = (F1, F2, F3)(U1, U2, U3). Où

F1(U1, U2, U3) =
φ1,0θ

nU1(t)

θn + kn1 (U1(t) + U2(t) + U3(t))
n − µ1U1(t),

F2(U1, U2, U3) =
φ2,0θ

nU2(t)

θn + kn2 (U1(t) + αU2(t) + αU3(t))
n − µ2U2(t),

F3(U1, U2, U3) =
φ3,0θ

nU3(t)

θn + kn3 (U1(t) + αU2(t) + δU3(t))
n − µ3U3(t).

Théorème 4.8 Le système (4.39) avec les conditions initiales (4.40) admet une so-

lution unique dans R3.

Preuve

F est une fonction de classe C1 alors elle est localment lipschitzienne dans R3. Selon

le théorème de Cauchy-Lipschitz, le système (4.39) admet une solution unique dans

R3.

Théorème 4.9 Le système (4.39) admet une solution unique positive dans R3
+

Preuve

Considérons le système suivant
U̇1 = F1(U1, U2, U3),

U̇2 = F2(U1, U2, U3),

U̇3 = F3(U1, U2, U3).

Nous avons

F1(0, U2, U3) = 0 ≥ 0 pour tous (U2, U3) ∈ R2
+.
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F2(U1, 0, U3) = 0 ≥ 0 pour tous (U1, U3) ∈ R2
+.

F3(U1, U2, 0) = 0 ≥ 0 pour tous (U1, U2) ∈ R2
+.

Alors le système (4.39) admet une solution unique positive dans R3
+.

Théorème 4.10 Le système (4.39) admet une solution unique positive globale dans

R3
+.

Preuve

La solution du système (4.39) est bornée, alors Le système (4.39) admet une solution

unique positive globale dans R3
+.

4.4.2 Existence des états d’équilibres

Dans cette partie, nous allons étudier l’existence des états d’équilibre de (4.39).

Le système (4.39) admet un état d’équilibre (U∗1 , U
∗
2 , U

∗
3 ), si

F1(U
∗
1 , U

∗
2 , U

∗
3 ) = 0,

F2(U
∗
1 , U

∗
2 , U

∗
3 ) = 0,

F3(U
∗
1 , U

∗
2 , U

∗
3 ) = 0.

Alors, nous avons 

φ1,0θ
nU∗1

θn + kn1 (U∗1 + U∗2 + U∗3 )n
− µ1U

∗
1 = 0,

φ2,0θ
nU∗2

θn + kn2 (U∗1 + αU∗2 + αU∗3 )n
− µ2U

∗
2 = 0,

φ3,0θ
nU∗3

θn + kn3 (U∗1 + αU∗2 + δU∗3 )n
− µ3U

∗
3 = 0.

(4.41)

Posons θi =
θ

ki
pour i ∈ {1, 2, 3} .

A partir de l’équation (4.41), nous avons

U∗1 + U∗2 + U∗3 = θ1
n

√
φ1,0

µ1

− 1,

U∗1 + αU∗2 + αU∗3 = θ2
n

√
φ2,0

µ2

− 1,

U∗1 + αU∗2 + δU∗3 = θ3
n

√
φ3,0

µ3

− 1.

(4.42)
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Soitent les hypothèses suivantes

Posons R1 =
φi,0
µi

et b1 =
n
√
R1 − 1 avec φi,0 ≥ µi pour i ∈ {1, 2, 3} .

A partir de (4.42), nous obtenons le système suivant
U∗1 + U∗2 + U∗3 = b1,

U∗1 + αU∗2 + αU∗3 = b2,

U∗1 + αU∗2 + δU∗3 = b3.

(4.43)

Puisque les systèmes (4.43) et (4.11) sont similaires, nous avons les théorèmes suivants

Théorème 4.11 L’état d’équilibre non pathologique Up(a) = (θ1
n
√
R1 − 1, 0, 0) existe

si R1 > 1, l’état d’équilibre blaste U bl2(a) = (0,
θ2
α

n
√
R2 − 1, 0) existe si R2 > 1 et

l’état d’équilibre blaste U bl3(a) = (0, 0,
θ3
δ

n
√
R3 − 1) existe si R3 > 1.

Théorème 4.12 Soit R2 > 1, alors l’état d’équilibre blaste U bl1(a) = (0, ubl12 (a), ubl13 (a))

exist si α <
k3
k2
δ et R3 < 1 + (

δk3
αk2

)n(R2 − 1).

4.4.3 Stabilité des états d’équilibre

Dans cette partie, Nous allons analyser la stabilité des états d’équilibre du système

(4.39). La méthode est basée sur la linéarisation du système (4.39).

Nous considérons la matrice jacobienne suivante.

J =

(
∂Fi
∂Uj

)
1≤i,j≤3

.

Avec

∂F1

∂U1

=
φ1,0θ

n

θn + kn1 (U1 + U2 + U3)n
− nφ1,0θ

nkn1 (U1 + U2 + U3)
n−1 U1

[θn + kn1 (U1 + U2 + U3)
n]

2 − µ1,

∂F1

∂U2

= −nφ1,0θ
nkn1 (U1 + U2 + U3)

n−1 U1

[θn + kn1 (U1 + U2 + U3)
n]

2 ,

∂F1

∂U3

= −nφ1,0θ
nkn1 (U1 + U2 + U3)

n−1 U1

[θn + kn1 (U1 + U2 + U3)
n]

2 ,
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∂F2

∂U1

= −nφ2,0θ
nkn2 (U1 + αU2 + αU3)

n−1 U2

[θn + kn2 (U1 + αU2 + αU3)
n]

2 ,

∂F2

∂U2

=
φ2,0θ

n

θn + kn2 (U1 + αU2 + αU3)n
− αnφ2,0θ

nkn2 (U1 + αU2 + αU3)
n−1 U2

[θn + kn2 (U1 + αU2 + αU3)
n]

2 − µ2,

∂F2

∂U3

= −αnφ2,0θ
nkn2 (U1 + αU2 + αU3)

n−1 U2

[θn + kn2 (U1 + αU2 + αU3)
n]

2 ,

∂F3

∂U1

= −nφ3,0θ
nkn3 (U1 + αU2 + δU3)

n−1 U3

[θn + kn3 (U1 + αU2 + δU3)
n]

2 ,

∂F3

∂U2

=
αnφ3,0θ

nkn3 (U1 + αU2 + δU3)
n−1 U3

[θn + kn3 (U1 + αU2 + δU3)
n]

2 ,

∂F3

∂U3

=
φ3,0θ

n

θn + kn3 (U1 + αU2 + δU3)n
− δnφ3,0θ

nkn3 (U1 + αU2 + δU3)
n−1 U3

[θn + kn3 (U1 + αU2 + δU3)
n]

2 − µ3,

Alors, nous obtenons

J =

(
∂Fi
∂Uj

)
1≤i,j≤3

=


Λ1 − µ1 −Σ1U1 −Σ1U1 −Σ1U1

−Σ2U2 Λ2 − µ2 − αΣ2U2 −αΣ2U2

−Σ3U3 αΣ3U3 Λ3 − µ3 − δΣ3U3

 .
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Où

Σ1(U1, U2, U3) =
nφ1,0θ

nkn1 (U1 + U2 + U3)
n−1

[θn + kn1 (U1 + U2 + U3)
n]

2 ,

Σ2(U1, U2, U3) =
nφ2,0θ

nkn2 (U1 + αU2 + αU3)
n−1

[θn + kn2 (U1 + αU2 + αU3)
n]

2 ,

Σ3(U1, U2, U3) =
nφ3,0θ

nkn3 (U1 + αU2 + δU3)
n−1

[θn + kn3 (U1 + αU2 + δU3)
n]

2 ,

Λ1(U1, U2, U3) =
φ1,0θ

n

θn + kn1 (U1 + U2 + U3)n
,

Λ2(U1, U2, U3) =
φ2,0θ

n

θn + kn2 (U1 + αU2 + αU3)n
,

Λ3(U1, U2, U3) =
φ3,0θ

n

θn + kn3 (U1 + αU2 + δU3)n
.

Théorème 4.13 .

1. Si R3 < 1, alors l’état d’équilibre trivial U0 est localement

asymptotiquement stable.

2. Si R3 > 1, alors l’état d’équilibre trivial U0 est instable.

Preuve Au point U0 = (0, 0, 0), nous obtenons

J − λI =


φ1,0 − µ1 − λ 0 0

0 φ2,0 − µ2 − λ 0

0 0 φ3,0 − µ3 − λ

 .

Les valeurs propres de J sont les racines du polynôme caractéristique de J donné par

P (λ) = (φ1,0 − µ1 − λ)(φ2,0 − µ2 − λ)(φ3,0 − µ3 − λ) = 0.

Les valeurs propres sont λ1 = φ1,0 − µ1, λ2 = φ2,0 − µ2 et λ3 = φ3,0 − µ3.

Si R3 < 1, toutes les valeurs propres sont strictement négatives, alors l’état d’équilibre
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trivial U0 est localement asymptotiquement stable

Si R3 > 1, λ3 > 0, alors l’état d’équilibre trivial U0 est instable.

Théorème 4.14 Si R1 > 1, alors l’état d’équilibre non pathologique Up est instable.

Preuve Au point Up, nous obtenons

J − λI =


−Σp

1U
p
1 − λ −Σp

1U
p
1 −Σp

1U
p
1

0 Λp
2 − µ2 − λ 0

0 0 Λp
3 − µ3 − λ

 .

Soient Λp
i = Λi(U

p) et Σp
i = Σi(U

p) pour i ∈ {1, 2, 3} .
Les valeurs propres de J sont les racines du polynôme caractéristique de J donné par

P (λ) = (−Σp
1U

p
1 − λ)(Λp

2 − µ2 − λ)(Λp
3 − µ3 − λ) = 0.

Les valeur propre sont λ1 = −Σp
1U

p
1 ,

λ2 = Λp
2−µ2 =

φ2,0θ
n

θn + kn2 (Up
1 )n
−µ2 =

φ2,0θ
n

θn + kn2 (b1)n
−µ2 =

φ2,0

1 +

(
k2
k1

)n
(R1 − 1)

−µ2,

λ3 = Λp
3−µ3 =

φ3,0θ
n

θn + kn3 (Up
1 )n
−µ3 =

φ3,0θ
n

θn + kn3 (b1)n
−µ3 =

φ3,0

1 +

(
k3
k1

)n
(R1 − 1)

−µ3.

Puisque k3 < k1, alors R3 > R1 > 1 +

(
k3
k1

)n
(R1 − 1).

Par conséquent

λ3 >
φ3,0

R3

−µ3 = µ3−µ3 = 0, alors l’état d’équilibre non pathologique Up est instable.

Théorème 4.15 Si R2 > 1, alors l’état d’équilibre blaste U bl2 est instable.

Preuve Au point U bl2, nous obtenons

J − λI =


Λbl2

1 − µ1 − λ 0 0

−Σbl2
2 U bl2

2 −Σbl2
2 U bl2

2 − λ −Σbl2
2 U bl2

2

0 0 Λbl2
3 − µ3 − λ

 .

Soient Λbl2
i = Λi(U

bl2) et Σbl2
i = Σi(U

bl2) pour i ∈ {1, 2, 3} .
Les valeurs propres de J sont les racines du polynôme caractéristique de J donné par

P (λ) = (Λbl2
1 − µ1 − λ)(−Σbl2

2 U bl2
2 − λ)(Λbl2

3 − µ3 − λ) = 0.
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Les valeurs propres sont

λ1 = Λbl21 − µ1 =
φ1,0θ

n

θn + kn1
(
U bl22

)n − µ1 =
φ1,0θ

n

θn + kn1 (
b2
α

)n
− µ1 =

φ1,0

1 +

(
k1
αk2

)n
(R2 − 1)

− µ1,

λ2 = −Σbl2
2 U bl22 ,

λ3 = Λbl2
3 − µ3 =

φ1,0θ
n

θn + kn1
(
αU bl2

2

)n − µ3 =
φ3,0θ

n

θn + kn3 (b2)n
− µ3 =

φ3,0

1 +

(
k3
k2

)n

(R2 − 1)

− µ3.

Puisque k3 < k2, alors R3 > R2 > 1 +

(
k3
k2

)n
(R2 − 1).

Par conséquent

λ3 >
φ3,0

R3

− µ3 = µ3 − µ3 = 0, alors l’état d’équilibre blaste U bl2 est instable.

Théorème 4.16 Soit R3 > 1.

1. Si α ≥ k3
k3
δ, alors l’état d’équilibre blaste U bl3 est localement asymptotiquement

stable.

2. Si α <
k3
k3
δ et R3 > 1 +

(
δk3
αk2

)n
(R2 − 1) =: R3

∗
, alors l’état d’équilibre blaste

U bl3 est localement asymptotiquement stable.

3. Si α <
k3
k3
δ, R2 > 1 et R3 < 1+

(
δk3
αk2

)n
(R2−1) =: R3

∗
, alors l’état d’équilibre

blaste U bl3 est instable.

Preuve Au point U bl3, nous obtenons

J − λI =


Λbl3

1 − µ1 − λ 0 0

0 Λbl3
2 − µ2 − λ 0

−Σbl3
3 U bl3 −Σbl3

3 U bl3 −Σbl3
3 U bl3 − λ

 .

Soient Λbl3
i = Λi(U

bl3) et Σbl3
i = Σi(U

bl3) pour i ∈ {1, 2, 3} .
Les valeurs propres de J sont les racines du polynôme caractéristique de J donné par

P (λ) = (Λbl3
1 − µ1 − λ)(Λbl3

2 − µ2 − λ)(−Σbl3
3 U bl3 − λ) = 0.

Les valeurs propres sont

λ1 = Λbl31 − µ1 =
φ1,0θ

n

θn + kn1
(
U bl33

)n − µ1 =
φ1,0θ

n

θn + kn1 (
b3
δ

)n
− µ1 =

φ1,0

1 +

(
k1
δk3

)n
(R3 − 1)

− µ1,
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λ2 = Λbl32 −µ2 =
φ2,0θ

n

θn + kn2
(
αU bl33

)n−µ2 =
φ2,0θ

n

θn + kn2 (
αb3
δ

)n
−µ2 =

φ2,0

1 +

(
αk2
δk3

)n
(R3 − 1)

−µ2,

λ3 = −Λbl3
3 U bl3

3 < 0.

Puisque k1 > k3, alors k1 > δk3 ∀δ ∈ (0, 1), donc nous obtenons

R3 > 1 +

(
δk3
k1

)n
(R1 − 1).

Par conséquent, nous avons λ1 < 0.

Finalement, la stabilité de U bl3 dépend du signe de λ2.

1. Si α ≥ k3
k2
δ.

Nous avons R3 > 1 +

(
δk3
αk2

)n
(R2 − 1) =: R3

∗
, alors

λ2 =
φ2,0

1 +

(
αk2
δk3

)n
(R3 − 1)

− µ2 <
φ2,0

R2

− µ2 = 0, donc l’état d’équilibre blaste

U bl3 est localement asymptotiquement stable.

2. Si α <
k3
k2
δ et R3 > R3

∗
.

λ2 =
φ2,0

1 +

(
αk2
δk3

)n
(R3 − 1)

− µ2 <
φ2,0

R2

− µ2 = 0, donc l’état d’équilibre blaste

U bl3 est localement asymptotiquement stable.

3. Si α <
k3
k3
δ et R3 < R3

∗
.

Tout d’abord, nous avons besoin de vérifier que R2 < R3
∗
.

α <
k3
k3
δ alors pour R2 > 1 nous avons R2 < R3

∗
, et donc R2 < R3 < R3

∗
.

Par conséquent

λ2 =
φ2,0

1 +

(
αk2
δk3

)n
(R3 − 1)

− µ2 <
φ2,0

R2

− µ2 = 0,alors l’état d’équilibre blaste

U bl3 est instable.

Théorème 4.17 Soit R2 < 1. si α <
k3
k2
δ et R3 < 1 +

(
δk3
αk2

)n
(R2 − 1) alors l’état

d’équilibre blaste U bl1 est localement asymptotiquement stable.
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Preuve Au point U bl1, nous obtenons

J − λI =


Λbl1

1 − µ1 − λ 0 0

−Σbl1
2 U bl2

2 −αΣbl1
2 U bl1

2 − λ −αΣbl1
2 U bl1

2

−Σbl1
3 U bl2

3 −αΣbl1
3 U bl1

3 −δΣbl1
3 U bl1

3 − λ

 .

Soient Λbl1
i = Λi(U

bl1) et Σbl1
i = Σi(U

bl1) pour i ∈ {1, 2, 3} .

Les valeurs propres de J sont les racines du polynôme caractéristique de J donné
par

P (λ) = (Λbl1
1 − µ1 − λ)

[
(−αΣbl1

2 U bl1
2 − λ)(−δΣbl1

3 U bl1
3 − λ)− (−αΣbl1

3 U bl1
3 )(−αΣbl1

2 U bl1
2 )
]

= (Λbl1
1 − µ1 − λ)

(
λ2 + λ(αΣbl1

2 U bl1
2 + δΣbl1

3 U bl1
3 ) + α(α− δ)Σbl1

2 U bl1
2 Σbl1

3 U bl1
3

)
= 0.

Nous avons

λ1 = Λbl1
1 − µ1 =

φ1,0θ
n

θn + kn1 (
b2
α

)n
− µ1 =

φ1,0

1 +

(
k1
αk2

)n
(R2 − 1)

− µ1.

Puisque k1 > αk2 ∀α ∈ (0, 1), alors R2 > R1 > 1+

(
αk2
k1

)n
(R1−1), donc nous avons

λ1 =
φ1,0

1 +

(
k1
αk2

)n
(R2 − 1)

− µ1 <
φ1,0

R1

− µ1 = 0.

Posons P1(λ) = λ2 + λ(αΣbl1
2 U bl1

2 + δΣbl1
3 U bl1

3 ) + α(α− δ)Σbl1
2 U bl1

2 Σbl1
3 U bl1

3 .

Nous avons α <
k3
k2
δ, alors α < δ (car k2 > k3), donc les coefficients de P1(λ) sont

positifs.

Si ∆ ≥ 0, λj < 0 pour j ∈ {2, 3} .
Si ∆ < 0, <(λj) < 0 pour j ∈ {2, 3} .
Par conséquent, l’état d’équilibre U bl1 est localement asymptotiquement stable.

Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre sont présentés dans le

tableau suivant.

En se basant sur les résultats antérieurs, nous pouvons déduire les figures suivants
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Etats diéqulibre Condition d’existance Stabilité ou instabilité

U0 = (0, 0, 0) toujours
Stable si R3 < 1

Instable si R3 > 1

U bl1(a) = (0, U bl1(a)2, U
bl1(a)3)

α <
k3
k2
δ

R2 > 1 et R3 < R
∗
3

Stable

U bl2(a) = (0, U bl2(a)2, 0) R2 > 1 Instable

U bl3(a) = (0, 0, U bl3(a)3) R3 > 1

Stable si α ≥ k3
k2
δ

Stable si α <
k3
k2
δ ,R3 > R

∗
3

Instable si α <
k3
k2
δ ,R2 > 1 et R3 < R

∗
3

Up(a) = (Up(a)1, 0, 0) R1 > 1 Instable

Table 4.2 – Les résultats d’existence et de la stabilité des états d’équilibre de (4.1).

Nous notons que pour α <
k3
k2
δ nous avons trouvé que lorsque U bl1(a) existe, il est

toujours stable.

Figure 4.7 – Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

α ≥ k3
k2
δ, R3 > 1 et n ≤ n3.

78



Figure 4.8 – Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

α <
k3
k2
δ, R3 > R∗3 > 1 et n ≤ n3.

Figure 4.9 – Différentes zones d’existence et de stabilité des états d’équilibres pour

α <
k3
k2
δ, R3 > 1 et n ≤ n3.

Remarque 4.4 La zone A disparâıt sachant que R2 > 1 pour avoir R∗3 > R3 > R2.
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Figure 4.10 – Dans cette figure, Nous remarquons la disparition de la zone A pour

R2 < 1 et α <
k3
k2
δ. Nous remarquons également que l’existence et la stabilité des

états d’équilibres dans la zone A dépendent des valeurs de α, R3 et n ≤ n3. Dans les

quadrants 2, 3 et 4, l’état d’équilibre trivial U0 est instable tandis que l’état d’équilibre

blaste U bl3 est toujours stable.

Figure 4.11 – Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibres dans la zone B, en fonction des valeurs deα et R3, pour

R1 < 1 < R2 et n ≤ n3. Nous remarquons également que l’état d’équilibre blaste U bl1

disparâıt dans les quadrants 2, 3 et 4. L’état d’équilibre blaste U bl3 devient stable.
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Figure 4.12 – Dans cette figure, nous remarquons le changement d’existence et de

stabilité des états d’équilibre dans la zone C, en fonction des valeurs deα et R3, pour

R1 > 1 et n ≤ n3. Dans ce cas, l’état d’équilibre non pathologique Up apparâıt et il

est instable.
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Chapitre 5

Simulations numériques

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux simulations numériques afin d’illus-

trer nos résultats concernant la dynamique des cellules souches hématopöıétiques nor-

males, leucémiques et résistantes. Pour établir le schéma de notre système
∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d(a)x, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −e(a)y, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A),

∂z

∂t
+
∂z

∂a
= −f(a)z, (t, a) ∈ (0, T )× (0, A).

(5.1)

Avec les conditions au bord

x(t, 0) =

∫ A

0

φ(a,

∫ A

0

K1(x(t, a) + y(t, a) + z(t, a))da)x(t, a)da, t ∈ [0, T ],

y(t, 0) =

∫ A

0

Φ(a,

∫ A

0

K2(x(t, a) + αy(t, a) + αz(t, a))da)y(t, a)da, t ∈ [0, T ],

z(t, 0) =

∫ A

0

Φ(a,

∫ A

0

K3(x(t, a) + αy(t, a) + δz(t, a))da)z(t, a)da, t ∈ [0, T ].

(5.2)

Et les données initiales

x(0, a) = ϕ1(0, a), y(0, a) = ϕ2(0, a), z(0, a) = ϕ3(0, a), a ∈ [0, A],

nous définissons une maille de rectangles dans [0, A]× [0, T ].

Soit ∆t =
T

M
et ∆a =

A

N
les pas de temps et l’âge respectivement.

Les points de la maille sont données par

tk = k∆t, k = 0, ..,M, aj = j∆a, j = 0, .., N.
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Nous définissons les approximations

xkj = x(tk, aj), y
k
j = y(tk, aj), z

k
j = z(tk, aj),

dj = d(aj), ej = e(aj), fj = f(aj),

φj = φ(aj), Φj = Φ(aj), Φj = Φ(aj).

Nous discrétisons le système (5.1) en utilisant les approximations implicites suivantes

xk+1
j − xkj

∆t

+
xk+1
j − xk+1

j−1

∆a

= −djxk+1
j ,

yk+1
j − ykj

∆t

+
yk+1
j − yk+1

j−1

∆a

= −ejyk+1
j ,

zk+1
j − zkj

∆t

+
zk+1
j − zk+1

j−1

∆a

= −fjzk+1
j .

Les conditions au bord (5.2) sont approximées par

xk0 =
θn∆a

θn +K1[∆a

N−1∑
i=1

(xki + yki + zki )]n

N−1∑
j=1

φjx
k
j ,

yk0 =
θn∆a

θn +K2[∆a

N−1∑
i=1

(xki + αyki + αzki )]n

N−1∑
j=1

Φjy
k
j ,

zk0 =
θn∆a

θn +K3[∆a

N−1∑
i=1

(xki + αyki + δzki )]n

N−1∑
j=1

Φjz
k
j ,
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Figure 5.1 – Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes avec les paramètres c1 = 0.7 < c2 = 0.8 < c3 = 0.9, φ1,0 = c1 × e−a, φ2,0 =

c2×e−a, φ3,0 = c3×e−a, µ1 = 0.03, µ2 = 0.005, µ3 = 0.003, θ = 1.62×108, α = 0.9, δ =

0.01, n = 2, k1 = 1 > k2 = 0.9 > k3 = 0.89. Nous avons R1 = 0.67961 < R2 =

0.79601 < R3 = 0.89730 < 1. Correspendant au seul état d’équilibre u0 qui est stable

(th 4.4). Toutes les cellules souches vont vers l’extinction.
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Figure 5.2 – Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes avec les paramètres c1 = 3.9 < c2 = 4 < c3 = 4.7, φ1,0 = c1 × e−a, φ2,0 =

c2 × e−a, φ3,0 = c3 × e−a, µ1 = 0.03, µ2 = 0.005, µ3 = 0.003, θ = 1.62 × 108, α =

0.9, δ = 0.01, n = 2 < n3 = 157.58200, k1 = 1 > k2 = 0.9 > k3 = 0.89. Nous avons

1 < R1 = 3.78640 < R2 = 3.98009 < R3 = 4.68594, R∗3 = 1.00035, (R3 > R∗3,

α >
k3
k2
δ et n < n3). Ce qui signifie que u0 est instable (thm 4.4), up est instable (thm

4.5), ubl1 n’existe pas (thm 4.2), ubl2 instable (thm 4.6) et ubl3 est stable (thm 4.7).
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Figure 5.3 – Simulations numérique des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes avec les paramètres c1 = 3.9 < c2 = 4 < c3 = 4.7, φ1,0 = c1 × e−a, φ2,0 =

c2 × e−a, φ3,0 = c3 × e−a, µ1 = 0.03, µ2 = 0.005, µ3 = 0.003, θ = 1.62 × 108, α =

0.4, δ = 0.5, n = 2 < n3 = 157.58200, k1 = 4 > k2 = 3 > k3 = 2.5. Nous avons

1 < R1 = 3.78640 < R2 = 3.98009 < R3 = 4.68594, R∗3 = 4.23361, (R3 > R∗3,

α <
k3
k2
δ et n < n3 ). Ce qui signifie que u0 est instable (thm 4.4), up est instable

(thm 4.5), ubl1 n’existe pas (thm 4.2), ubl2 instable (thm 4.6) et ubl3 est stable (thm

4.7).
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Figure 5.4 – Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes avec les paramètres c1 = 3 < c2 = 4 < c3 = 4.5, φ1,0 = c1 × e−a, φ2,0 =

c2×e−a, φ3,0 = c3×e−a, µ1 = 0.01, µ2 = 0.002, µ3 = 0.001, θ = 1.62×108, α = 0.3, δ =

0.5, n = 2, k1 = 4 > k2 = 3 > k3 = 2.5. Nous avons 1 < R1 = 3.46534 < R2 =

3.99600 < R3 = 4.49101, R∗3 = 6.7793, (R3 < R∗3 et α <
k3
k2
δ) . Ce qui signifie que u0

est instable (thm 4.4), up est instable (thm 4.5), ubl1 existe (thm 4.2), ubl2 instable

(thm 4.6) et ubl3 est instable (thm 4.7).
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Figure 5.5 – Simulations numériques des cellules souches normales, leucémiques et

résistantes avec les paramètres c1 = 0.6 < c2 = 0.7 < c3 = 4.5, φ1,0 = c1 × e−a, φ2,0 =

c2 × e−a, φ3,0 = c3 × e−a, µ1 = 0.01, µ2 = 0.009, µ3 = 0.008, θ = 1.62 × 108, α =

0.3, δ = 0.5, n = 2 < n3 = 106.31233, k1 = 1.2 > k2 = 1.1 > k3 = 1. Nous avons

1 < R1 = 0.59405 < R2 = 0.69375 < R3 = 4.46428, R∗3 = 0.29696, (R3 > R∗3,

α <
k3
k2
δ et n < n3). Ce qui signifie que u0 est instable (thm 4.4), ubl1 n’existe pas

(thm 4.2) et ubl3 est stable (thm 4.7).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un modèle mathématique structuré en âge de la leucémie

qui décrit la dynamique des cellules souches hématopöıétiques normales, leucémiques

et résistantes. En se basant sur le contexte biologique et en particulier dans le cas de

la leucémie myélöıde chronique, nous avons considéré que les taux de reproduction

nets des cellules souches normales, leucémiques et résistantes respectent les inégalités

suivantes R1 < R2 < R3. Nous avons montré l’existence d’une solution unique globale

positive et déterminé les conditions d’existence et de stabilité des états d’équilibres.

Nos résultats indiquent que les paramètres de compétition α et δ, les taux de pro-

lifération φi pour i ∈ {1, 2, 3} et les taux de mortalité µi pour i ∈ {1, 2, 3} sont

cruciaux pour obtenir les états d’équilibres non triviaux et déterminer leurs zones de

stabilité. Nous avons identifié différents états d’équilibres non triviaux, tels que les

états d’équilibres blast ubli pour i ∈ {1, 2, 3} et l’état d’équilibre non pathologique

up. De plus, nous avons souligné l’importance des taux de reproduction nets Ri pour

i ∈ {1, 2, 3} des cellules souches normales, leucémiques et résistantes dans l’existence

et la stabilité des états d’équilibres. Ensuite, nous avons introduit de nouveaux seuils,

y compris R∗3, qui nous permettent de définir des zones d’existence et de stabilité

représentées dans les figures 4.1-4.6. Dans les figures 4.1-4.2, nous remarquons que

l’état d’équilibre trivial u0 est instable et que l’état d’équilibre blaste ubl3 est stable

dans la zone A. En passant à la zone B, il y a l’apparition de l’état d’équilibre blaste

ubl2 qui est instable. Dans la zone C, l’état non pathologique up apparâıt et il est

instable.

Dans la figure 4.3, nous constatons l’apparition de l’état d’équilibre blaste ubl1 avec

aucune information concernant sa stabilité.
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Afin d’étudier le comportement asymptotique de l’état d’équilibre blaste ubl1(a), nous

avons considéré le cas où les taux de division φi et de mortalité µi pour i ∈ {1, 2, 3}
sont constants. Nous avons obtenu un modèle EDO, nous notons par Ri (i ∈ {1, 2, 3})
les taux de reproduction nets des cellules souches normales, leucémiques et résistantes,

U0 est l’état d’équilibre triviale, U bli sont les états d’équilibres blast pour i ∈ {1, 2, 3}
et Up est l’état d’équilibre non pathologique, nous avons remarqué qu’il y a une ana-

logie entre les taux de reproduction nets Ri et Ri pour i ∈ {1, 2, 3}. Ensuite, nous

avons présenté dans le tableau 4.4.3 les résultats de l’existence et la stabilité des

états d’équilibre. Nous constatons que l’état d’équilibre blast U bl1 est stable lorsqu’il

existe(voir figure 4.9).

A partir des simulations, nous montrons que dans certains cas, il y a des oscilla-

tions dans les différents types de cellules. Donc, il est possible d’obtenir des solutions

périodiques.
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Paris, 2010.

[6] V.Barroca, Renouvellement des cellules souches :plasticité des progéniteurs
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