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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude des équations aux dérivées partielles avec retard (EDPR).
L’accent est mis sur les équations de réaction-diffusion non linéaires de la forme

up = kg + F(u,w), w=u(z,t—71).

L’originalité du travail réside dans I'introduction et I'application d’une nouvelle méthode :
la méthode des contraintes fonctionnelles, qui combine la séparation généralisée des
variables et des contraintes fonctionnelles supplémentaires pour construire des solutions
exactes. Cette approche permet de traiter des équations contenant une ou deux fonctions
arbitraires. Les résultats sont étendus a des classes plus générales d’EDP non linéaires
avec retard, incluant des opérateurs différentiels linéaires d’ordre quelconque et des retards
variables. De nombreuses solutions exactes explicites sont obtenues, avec des parametres
libres, utiles pour la modélisation en physique, biologie, écologie, et théorie du controle.



Summary

This work focuses on the study of partial differential equations with delay (PDEs with
delay). It specifically addresses nonlinear reaction—diffusion equations of the form

U = kg + F(u,w), w=u(z,t—71).

The main contribution is the introduction and application of a novel method called the
functional constraints method, which combines generalized separation of variables
with additional functional constraints to construct exact solutions. This method effectively
handles equations with one or two arbitrary functions. The results are extended to more
general classes of nonlinear delay PDEs, including linear differential operators of arbitrary
order and time-varying delays. Numerous explicit exact solutions with free parameters are
provided, which are valuable for modeling in physics, biology, ecology, and control theory.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) décrivent I’évolution de nombreux phénomenes
dans des domaines tres variés. En plus de leur interét pour la résolution de problemes pu-
rement mathématiques, le concept d’EDP est aussi bien utilisé en Sciences de la matiere :
Physique, Chimie, Biologie, qu’en Sciences économiques et sociales : Economie, Finance,
Sociologie. En général une EDP décrit I’évolution d’un systeme en fonction du temps et
une ou plusieurs variables dimensionnelles, lorsqu’une telle évolution dépend de certaines
valeurs (valeurs prises par le systeme) du < passé >, on parle d’équations aux dérivées
partielles a retard (EDPRs en abrégé). Contrairement aux équations différentielles or-
dinaires, ou la donnée initiale est un point d’un espace vectoriel de dimension finie, la
condition initiale d’'une EDPR est une une fonction définie sur un intervalle, de longueur
égale au retard (ou, dans certains cas, égale au retard maximum). L’inclusion du retard
dans la description d'une dynamique nous permet d’obtenir un modele encore plus proche
de la réalité. En conséquence, les équations a retard interviennent dans de nombreux
domaines d’applications des mathématiques, et en particulier en biologie (évolution des
populations, épidémiologie ) ou de nombreux phénomeénes sont non-locaux, en la variable
de temps mais parfois également en la variable d’espace ou ce qui tient lieu de la variable
"d’espace” (la maturité, I’age, la taille, etc.) pour plus de détails voir [14].

Les solutions exactes d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées partielles
jouent un role important dans la compréhension des caractéristiques qualitatives de nom-
breux phénomenes et processus dans divers domaines des sciences naturelles (voir [7]).
Elles permettent de décrypter les mécanismes de nombreux phénomenes non linéaires
complexes, tels que la localisation spatiale des processus de transfert, la multiplicité ou
I’absence d’états stationnaires dans diverses conditions, 'existence de régimes de pics, et
bien d’autres.

Les solutions exactes permettent aux chercheurs de concevoir et de réaliser des expériences
comme elles peuvent aussi servir de base au perfectionnement et aux tests de logiciels de
calcul formel pour la résolution d’équations différentielles.

De plus, les solutions simples sont souvent utilisées dans de nombreux cours comme
exemples concrets illustrant les principes fondamentaux d’une théorie qui admet une for-
mulation mathématique

Dans ce travail nous nous intéressons plus précisément aux équations de type réaction-
diffusion non linéaires avec retard de la forme :

ou 0%u

— =k—+ F(u,w), w=u(x,t—1), 1

= b+ F(u,w) (s, = 7) (1
ou 7 > 0 représente le retard. Ce type d’équations est trés pertinent pour modéliser des
systemes dynamiques comportant un mécanisme de diffusion spatiale couplé a une réponse
différée.

De nombreuses solutions exactes ont été obtenues pour ’équation de la chaleur avec
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source non linéaire (cas particulier sans retard, ot F(u,w) = f(u)), mais les solutions
pour le cas général avec retard demeurent relativement rares et souvent difficiles a obtenir
explicitement. Certaines approches sont basées sur les solutions d’ondes progressives de la
forme u(z,t) = u(ax + St), qui apparaissent fréquemment dans la littéature voir [11], [16]
et les références qui s’y trouvent.

Une équation de la forme [I| a été étudié dans [0]

—:k7+u[—alnu+f(wu_b)] Jb=r¢e" (2)

ou f(z) est une fonction arbitraire, les auteurs ont trouvé pour [2| la solution exacte
sulvante :

u(z,t) = exp(Cre™")p(t),

ou C' est une constante arbitraire et ¢(t) est une fonction satisfaisant I’équation différentielle
ordinaire a retard

@) = p(t) |CPhe ™ —alnp(t) + f ((t —)e(t) )],

Ces types de solutions montrent I'intérét d’approches nouvelles capables de fournir des
solutions exactes méme dans le cadre non linéaire avec retard, ou l'application directe
des méthodes classiques, telle que la séparation des variables généralisée, échouent ou
deviennent impraticables. Nous proposons une nouvelle méthode pour construire des so-
lutions exactes aux équations non linéaires de réaction-diffusion a retard de la forme[l] ces
solutions sont déterminées en considérant des contraintes fonctionnelles supplémentaires
(équations aux différences ou équations fonctionnelles) d’ou le nom de cette méthode :
"méthode des contraintes fonctionnelles”.

Ce mémoire est composé de deux principaux chapitres suivi d'une conclusion générale.
Le premier chapitre est consacré a :
1- Une présentation des EDPs sans retard dans laquelle on donne des définitions , classi-
fication et quelques méthodes de résolution.
2- Une présentation des EDPs avec retard dans laquelle on donne des définitions , classi-
fication et quelques exemples d’application dans différents domaines.
Le deuxieme chapitre qui est largement inspiré de l'article D. Polyanin et al [9], est
consacré a :
1- lintroduction de la méthode des contraintes fonctionnelles : description générale et
principe.
2- Papplication de la méthode des contraintes fonctionnelles combinée avec la méthode
de séparation des variables généralisée a des équations de reaction—diffusion a retard non-
linéaires et d’autres équations plus générales.
Toutes les équations considérées contiennent une ou deux fonctions arbitraires d’un seul
argument. Nous décrivons un nombre considérable de nouvelles solutions exactes trouvées
par la méthode de séparation des variables généralisée et quelques solutions plus com-
plexes représentant une superposition non linéaire de solutions séparables généralisées et
d’ondes progressives.
Toutes les solutions impliquent des parametres libres (parfois une infinité de parametres)
et peuvent donc convenir a la résolution de certains problemes et au test de méthodes ana-
lytiques et numériques approximatives pour les EDP a retard non linéaires. Les résultats
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sont étendus a une large classe d’équations aux dérivées partielles non linéaires impliquant
des opérateurs différentiels linéaires arbitraires de tout ordre par rapport aux variables
indépendantes x et t (en particulier, cette classe inclut I’équation de Klein-Gordon a re-
tard non linéaire), ainsi qu’a certaines équations aux dérivées partielles fonctionnelles a
retard variable dans le temps.
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Chapitre 1

Préliminaires et Définitions

1.1 Notions générales sur les Equations aux Dérivées
Partielles

Définition :

On appelle équation aux dérivées partielles (EDP) une équation qui relie une
fonction inconnue de plusieurs variables indépendantes a ses dérivées partielles.

Une EDP exprime donc une relation entre une fonction u(zy, xs, . .., x,) et ses dérivées
par rapport a ces variables. Ces équations servent a modéliser des phénomenes ou la
quantité étudiée dépend simultanément de plusieurs variables, typiquement le temps et
I’espace.

La forme générale d’'une EDP s’écrit :

ou 0 0?
F(.ﬁEl,ZBQ,...,.ﬁEn, Y 4 U ):O

’0x1’8x2’ ’83@83:/

Une EDP est dite :

— Linéaire si la fonction inconnue u et ses dérivées apparaissent de facon linéaire
dans I’équation.

— Non linéaire si la fonction u ou ses dérivées apparaissent de maniere non linéaire
(par exemple : produit de dérivées, termes au carré, fonctions non linéaires de u,
etc.).

Exemples d’équations aux dérivées partielles (EDP)

Voici quelques exemples classiques d’équations aux dérivées partielles largement uti-
lisées dans la modélisation des phénomenes physiques :
— 1. Equation de la chaleur (ou de diffusion) :

ou_
ot Ox?

Cette équation modélise la propagation de la chaleur dans un milieu ou la diffusion
d’une substance.

— 2. Equation des ondes :
Pu 0%

o~ ox?

13
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Elle décrit la propagation des ondes mécaniques ou électromagnétiques, comme les
vibrations d’une corde.
3. Equation de Laplace :
Pu  Pu
o2 "o
Elle intervient dans des phénomenes en régime stationnaire, tels que la conduction
thermique a 1’équilibre ou le champ électrostatique.
4. Equation de Poisson :

0

*u  0%*u
92 + a_yg = f(z,y)

C’est une généralisation de 1’équation de Laplace avec une source ou un terme de
forgage.
5. Equation d’advection :

ou N ou 0
_ c— =
ot ox
Elle modélise le transport d’une quantité (température, polluant, fluide) par un
écoulement.
6. Equation de Schrodinger :
0 h? 02
i % _ ———f + V()Y
ot 2m Ox
Cette équation fondamentale décrit 1’évolution d’une particule en mécanique quan-
tique.

Classification :

Considérons I’équation aux dérivées partielles du second ordre suivante :

2U 2 2

A(e,y) g +2B@y) g5 + 0@y g+ =0

Pour déterminer le type de ’équation, on calcule le discriminant :

D = B?— AC

— Si D > 0, I’équation est hyperbolique.

Exemple :
2 2
Ou cza—u = sin(u)

o Oa?

Ici, A=1, B=0, C = —c? Calculons le discriminant :
D=B*-AC=0"-(1)(-c*)=c>0

Donc, I’équation est hyperbolique.

— Si D =0, I'équation est parabolique.

Exemple :
ou  Pu

ot 0a?
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Iei, A=0,B=0,C = —1

Calculons le discriminant :
D=DB—AC=0*—(0)(-1)=0

Donc, I’équation est parabolique.
— Si D < 0, I'équation est elliptique.
Exemple :
Pu  u
_— — = 0
ox?  Oy?
Ici,A=1,B=0,C=1

Calculons le discriminant :
D=B*-AC=0"-(1)(1)=-1<0

Donc, I'équation est elliptique.

Notion de conditions initiales et conditions aux limites

Condition initiale :
Une condition initiale permet de spécifier I’état initial de la solution au temps ¢t = 0.
Elle donne la valeur de la fonction inconnue (et parfois de ses dérivées) pour toutes les
positions dans ’espace au moment initial.

Par exemple, pour une fonction u(x,t), la condition initiale peut s’écrire :

u(x,0) = f(x)

Cette condition représente la répartition initiale de v dans le domaine spatial.

Condition aux limites :
Une condition aux limites permet de spécifier le comportement de la solution sur les bords
du domaine spatial. Ces conditions sont essentielles pour assurer 'unicité et I'existence
de la solution du probleme.

Exemples courants :

— Condition de Dirichlet : on impose la valeur de la fonction sur les bords du

domaine.
w(0,t) = ug, u(L,t)=ug

— Condition de Neumann : on impose la valeur de la dérivée normale (flux) sur

les bords. 5 9
U in
0.17(07 ) qo, a[lf( ; ) qr,

— Condition de Robin : on impose une combinaison linéaire entre la fonction et
sa dérivée sur les bords.

au(0,t) + 5%(0,15) =g(t), au(L,t)+ 5%@,1&) = h(t)

Cette condition est aussi appelée condition aux limites mixtes.
Les conditions initiales et les conditions aux limites sont indispensables pour bien
définir un probleme aux dérivées partielles et garantir une solution unique et cohérente.



16 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS

1.2 Meéthodes classiques de résolution des EDPs

1.2.1 Meéthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables est une technique couramment utilisée pour
résoudre certaines EDPs lorsqu’on peut écrire la solution sous forme d’un produit ou la
somme de fonctions dépendant chacune d’une seule variable.

Principe général

On suppose que la solution de I’équation différentielle peut étre écrite sous la forme :
u(z,t) = X(x)T'(t) ou bien u(x,t) = X(x) + T(t)

En substituant cette forme dans 1’équation donnée, on obtient une séparation des
variables, c¢’est-a-dire deux équations différentielles ordinaires indépendantes.

Exemple : Equation de la chaleur

Considérons I’équation de la chaleur :

o _
ot ox?

En posant u(x,t) = X (z)T(t), on obtient :

1dT 1 d*°X

Tdt X dx?

Cela conduit a deux équations :

dT

— 4+ ANT =0

ar !
2X )
22 _Ax .
dx? k

Les solutions sont alors obtenues par résolution de ces équations différentielles ordinaires.

1.2.2 Cas simples de séparation des variables dans les équations
non linéaires :

Dans certains cas isolés, la séparation des variables dans les équations non linéaires est
réalisée en suivant la méme technique que pour les équations linéaires. Plus précisément,
on cherche une solution exacte sous la forme d’un produit ou d’une somme de fonctions
dépendant d’arguments différents. En substituant cette forme dans I’équation et en effec-
tuant des manipulations algébriques élémentaires, on obtient une équation dont les deux
membres dépendent de variables différentes (pour les équations a deux variables). On en
conclut alors que les expressions de chaque coté doivent etre égales a une méme constante,
appelée constante de séparation. Ci-dessous, nous examinons des exemples spécifiques.
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Exemple 1. L’équation de la chaleur avec une non-linéarité de puissance

ow 9 (0w
ot~ oz \" oz

admet une solution exacte (que 'on peut exprimer de maniere explicite sous forme d’une
fonction connue et utilisable directement) sous forme de produit

w = @(x)(t).
En substituant w = ¢(z)y(t) dans notre équation, on obtient
ot = a* ! (0 s)s.

En séparant les variables en divisant les deux membres par ¥, on a

(. a(SOk%Ow)x
¢k+1 - ©
Le membre de gauche dépend uniquement de ¢ et celui de droite uniquement de x. Ceci
n’est possible que si

Ve a(@F0z)a
P+l o ©
ou C' est une constante arbitraire (constante de séparation). En résolvant les équations

207

différentielles ordinaires % =Cet a(‘pk%)‘” = (', on obtient une solution de I’équation

originale sous la forme w = @(x)1(t).
La procédure de construction d’une solution séparable w = ¢(x)y(t) de I'équation

non linéaire %—Z’ = a% (wkg—;’:) est identique a celle utilisée pour résoudre des équations
lindaires [en particulier, I'’équation 22 = a2 (w’C 8—w) avec k = 0]. Nous qualifions ces cas
! ot ox oz

de séparation de variables similaires de cas séparables simples.

Exemple 2. L’équation d’onde avec une non-linéarité exponentielle

o2 Ox ox

admet une solution séparable additivement

w = (@) + b(t).

En substituant w = ¢(x)+1(t) dans %277"2” = aa% (6)‘1”%—1;) et en divisant par e’¥, on obtient
I’équation

ey = a(epy)a,
dont le membre de gauche dépend uniquement de t et celui de droite uniquement de z.
Ceci n’est possible que si

ei/w)wtt = Ca a(e/\sogpx)x = 07

ou C' est une constante arbitraire. La résolution des équations différentielles ordinaires
e MWy = C et a(ewgoz)z = (' donne une solution de I’équation originale sous la forme

w = () +P(t).
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Exemple 3. L’équation de la chaleur dans un milieu anisotrope avec une source
logarithmique

0 ow 0 ow
- — |+ = —| =awl
o |r05e| + 5 sG] = v
admet une solution séparable multiplicativement
w = @(x)P(y).
En substituant w = ¢(z)¢(y) dans 2 [f(z)22] + a% [g(y)%—?] = aw Inw, en divisant par

o et en transposant certains termes de 1’équation résultante, on obtient

é [f(2)¢a], —alng = % l9(y)y], + aln.

Le membre de gauche de cette équation dépend uniquement de x et celui de droite uni-
quement de y. En égalant les deux membres a une constante, on obtient des équations
différentielles ordinaires pour ¢(z) et ¥(y).

1.2.3 Meéthodes de séparation des variables généralisée

Forme générale des solutions. Classes d’équations non linéaires considérées

Pour simplifier la présentation, nous nous limitons au cas des équations de physique
mathématique a deux variables indépendantes x, y et une variable dépendante w (I'une des
variables indépendantes peut jouer le role du temps). Les équations linéaires séparables
de physique mathématique admettent des solutions exactes sous la forme

w(r,y) = @1(2)Y1(y) + p2(2)2(y) + - + onl(@)Vn(y), (1.1)

ou les w; = ;(x)Y;(y) sont des solutions particulieres; les fonctions ¢;(x), ainsi que les
fonctions ;(y), avec des nombres 4 différents ne sont pas liées entre elles. Les équations
linéaires séparables de physique mathématique admettent des solutions exactes sous la
forme (2.2). Cette forme de solution repose sur le principe de superposition, qui est
valable dans le cadre des équations linéaires. En effet, le principe de superposition stipule
que si plusieurs fonctions w;(x,y) satisfont indépendamment une équation différentielle
linéaire, alors toute combinaison linéaire de ces fonctions, c’est-a-dire

w(z,y) = Zsoi(x)wi(y),

constitue également une solution. Ce principe permet de construire la solution générale
en superposant (additionnant) des solutions particulieres associées a différents modes ou
valeurs propres.

Cependant, dans le cas des équations non linéaires, ce principe de superposition
classique n’est plus applicable directement. Néanmoins, des solutions exactes peuvent
encore étre obtenues sous des formes plus complexes, appelées solutions séparables
généralisées. Ces solutions peuvent inclure des produits et des puissances non linéaires
de la fonction w et de ses dérivées, comme illustré par I’équation (2.3).
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De nombreuses équations aux dérivées partielles non linéaires avec des non-linéarités
quadratiques ou de puissance admettent également des solutions exactes de la forme (1.1)) :

fi@) g () fw] + fa(w)ga(y)afw] + - - + fn(2) g (y) i [w] = 0, (1.2)

ou les I1;[w] sont des formes différentielles qui sont des produits de puissances entiéres non
négatives de la fonction w et de ses dérivées partielles d,w, Oyw, Oppw, Opyw, Oyyw, Opgrw,
etc. Nous appellerons les solutions des équations non linéaires des solutions
séparables généralisées. Contrairement aux équations linéaires, dans les équations non
linéaires, les fonctions ¢;(z) avec des indices i différents sont généralement liées entre
elles [et aux fonctions ¢;(y)].

Remarque.

Siles fs(x) et gs(y) dans (1.2)) sont tous constants, alors on peut chercher des solutions
sous la forme plus générale

w(z,y) = Z Em(E)Um(n), §=arx+ay, n=>br+ by,
m=1
ou ai,as, by et by sont des constantes.

Forme générale des équations fonctionnelles différentielles

En général, en substituant 1'expression ([1.1)) dans 1’équation différentielle (|1.2)), on
obtient une équation fonctionnelle différentielle

Oy (X)W1 (V) + Po(X)Ua(Y) + -+ + Pp(X) Wi (V) = 0 (1.3)

pour les ¢;(x) et 1;(y). Les fonctionnelles ®;(X) et ¥;(Y) dépendent uniquement de x et
1y, respectivement,

CI)J(X) = qjj(x7901’90,1790/1,7'"a¢n7¢;7¢x)a
‘IJJ(Y) = \Ijj<y7¢172/}/17 3//7 R 71/}7171/};72/};{)

Ici, pour simplifier, les formules sont écrites pour le cas d’une équation du second
ordre (1.2)); pour des équations d’ordre supérieur, les membres de droite des relations
contiendront des dérivées d’ordre supérieur des ¢; et ;.

1.2.4 La Méthode des Contraintes Différentielles

La méthode des contraintes différentielles est une méthode de recherche de solutions
exactes des équations différentielles partielles (EDP), en particulier non linéaires. Elle
consiste a imposer une ou plusieurs contraintes différentielles supplémentaires, qui
permettent de réduire I'équation initiale a un systeme d’équations plus simple, souvent
une équation différentielle ordinaire (EDO).

Principe de la méthode :
— On considere une EDP donnée sous la forme :

F(‘Tatauauwuutyuxmaumtauth'--) =0 (14)
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— On impose une contrainte différentielle additionnelle :
O (z,t,u,ug, ug,...) =0 (1.5)

— La contrainte est choisie de maniere a réduire la complexité de 'EDP et permet
souvent de réduire le nombre de variables indépendantes.

— On vérifie la compatibilité de la contrainte avec 'EDP principale et on résout le
systeme obtenu.

Exemple : Application a I’équation de Burgers
Considérons 1’équation de Burgers avec viscosité :

o ou_ o
ot uax—yﬁﬁ

On impose la contrainte suivante :

ou
— = \u
ox
ou A est une constante a déterminer.
De la contrainte u, = Au, on déduit :

0%u ou

—— =)= =)\

0x? ox

On suppose que la solution u(z,t) a la forme :
u(z,t) = A(t)e
Alors :
ou dA ,,
— = —e
ot dt
Substituons dans 1’'équation de Burgers :

ou ou 0%u

o o " Vo2

Le membre de gauche donne :

ou dA
— = —e €T
ot dt
u@ = Ae™  \AeM = VA%
ox

Le membre de droite donne :

2
l/% = v\2AM

ox?
L’équation devient :

%6)\3: 4 )\A262)\x — V)\QAGXE
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On simplifie par e’ :
dA 2 _\x 2
— + A% =vA*A
dt
Pour que cette équation soit compatible, il faut que le terme A%e*® soit indépendant
de z. Ceci impose une contrainte supplémentaire sur la forme de A(t) ou fixe A = 0. Dans
ce cas particulier, on considere une solution indépendante de z, donc A = 0. La contrainte

devient alors :

— =0=u=A(t
e u = At)
Et I’équation de Burgers se réduit a une EDO :
dA
-0
dt
Sa solution est :
A(t) =C
Ce qui donne la solution stationnaire :
u(x,t) =C

Remarque :
En choisissant une contrainte plus complexe (par exemple u, = A(t)u), on peut obtenir
des solutions plus riches. La méthode des contraintes différentielles permet donc de trans-
former 'EDP de départ en une EDO plus facile a résoudre, sous certaines hypotheses sur
la structure de la solution.

1.3 Présentation des équations aux dérivées partielles
avec retard

Equation différentielle a retard

Soient X un espace de Banach et r > 0, on considere la fonction u : [—r,00) — X.
Pour tout ¢ > 0 on appelle la fonction u; définie sur [—r, 0] a valeurs dans X par :

w2 s u(t+ )
le segment d’histoire de u en t.

Définition : On appelle équation différentielle a retard une équation de la forme :

u(t) = —u(t) = g(u(t), u)

avec g une application a valeurs dans X.

On voit bien que dans une équation différentielle a retard la valeur de la dérivée a un
instant ¢ de la solution u dépend non seulement de la valeur de u a l'instant ¢ mais aussi
de ses valeurs prises avant cet instant (dans le passé) d’ou le mot retard.
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Equation aux dérivées partielles a retard

Définition :

Une équation aux dérivées partielles a retard (EDP a retard) est une équation
dans laquelle la fonction inconnue dépend non seulement des variables actuelles d’espace
et de temps, mais aussi de la valeur de la fonction ou de ses dérivées a des instants
antérieurs (ou dans des positions décalées dans le temps ou l'espace).

En général, une EDP a retard s’écrit sous la forme :

F(m,t,u(w,t),%,g—u,...,u(x,t—T),%(m,t—T),...) =0
x x

ou :
— wu(z,t) est la fonction inconnue.
— 7> 0 est le temps de retard (ou délai).
— Les termes comme u(z,t — 7) introduisent une dépendance explicite du passé dans
I’équation.

1.4 Classification des Equations Différentielles Par-
tielles a Retard

Les équations aux dérivées partielles a retard peuvent étre classées selon plusieurs
criteres, notamment la nature du retard, sa position dans 1’équation, et la structure
(linéaire ou non linéaire).

1. EDP a retard temporel :

La fonction inconnue dépend de ses valeurs passées dans le temps.
ou 0%u
— =D—+ f(u(x,t —71
2= DO S+ flule,t— 7))

2. EDP a retard spatial :

La fonction dépend de ses valeurs a des positions spatiales décalées.
ou 0*u
—=D—+ —0,t
= DO L+ flule — 0,1)

3. EDP a retard mixte (temporel et spatial) :

La fonction dépend de ses valeurs passées dans le temps et décalées dans I'espace.
ou 0%u
—=D—+ f(ulr—6,t—71
= Do ful )

4. EDP a retard discret :

Le retard est fixe et constant.
ou 0*u
— =D— + f(u(x,t —
2= DL+ f(ule,t— 7))

5. 5. EDP a retard variable :

Le retard dépend du temps, de ’espace ou de la solution.

ou 9%u

o5 = Dz + flulet =)
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6. EDP a retard linéaire :
Le terme retardé intervient de maniere linéaire.
ou 0%u
—=D— tau(x,t —7
ot 0x? ( )

7. EDP a retard non linéaire :
Le terme retardé intervient dans une relation non linéaire.

ou 0%u

5 = D@ + f(u(z, t — 7))

8. EDP a Retard Continu ou Distribué
Ce type dépend d’une intégrale représentant la contribution des états passés sur
un intervalle de temps.

Exemple :
ou  J%u !
Fri @—i—/o K(t — s)u(z,s)ds
En effectuant le changement de variable (1 =t —s = s=t—17, ds = —dr), on

obtient ’équation sous la forme suivante :

ou

0*u t
LY K _
5% a7 —i—/o (T)u(x,t —7)dr

1.5 Exemples d’Application des Equations Différentielles
Partielles a Retard

Les équations aux dérivées partielles a retard sont d'une importance cruciale dans la

modélisation et la description des phénomenes naturels dans divers domaines comme la
biologie, la médecine, la théorie du controle, les modeles climatiques et bien d’autres (voir
par exemple [14] et les références qui y figurent).
Leurs variables indépendantes sont le temps ¢ et une ou plusieurs variables dimension-
nelles x, qui représentent généralement la position dans I'espace, mais peuvent également
représenter le contenu relatif en ADN, la taille des cellules, leur niveau de maturation,
ou d’autres valeurs. Les solutions (variables dépendantes) des équations aux dérivées par-
tielles a retard peuvent représenter la température, la tension, ou les concentrations ou
densités de diverses particules, par exemple des cellules, des bactéries, des produits chi-
miques, des animaux, etc

1.5.1 Equations de Réaction-Diffusion avec Retards en Ecologie

Les équations de réaction-diffusion avec retards jouent un role crucial dans la modélisation
des dynamiques des populations en écologie, incorporant a la fois les effets spatiaux et
temporels.

Le modele le plus simple de base sans diffusion spatiale est I’équation logistique :

WO _ iy 1 20
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ou K est la capacité porteuse de I'environnement. Pour tenir compte des retards tempo-
rels (gestation, renouvellement des ressources), L’équation avec retard discret est sous la

forme - dt;it) _ rugt) [1 - @}

Ce modele montre des comportements riches :

— Convergence exponentielle vers K si 7 < e}

— Convergence oscillatoire si e™! < 7 < 7/2

— Cycle limite stable si 7 > /2

Une généralisation plus réaliste utilise un retard distribué :

oo [ o]

L’ajout de la diffusion spatiale donne des équations de réaction-diffusion. Pour une
population u(z,t) dans un environnement unidimensionnel :

ou 0 ou
= S+ o o3
Si ¢(x) = D est constant :
u 0%u

Conditions aux limites typiques :

— Dirichlet : u(0,t) = u(L,t) = 0 (environnement défavorable aux bords)
— Neumann : 2%| =8¢ =0 (pas de flux aux bords)

Pour des modeles plus généraux avec retards et diffusion, on trouve le modele de type

Lotka-Volterra :

Ou;(x,t)

— d-Auws .
ey d; Au; + byu;

—T

Ty — ai/ wi(@,t + s)dpi(s) + Z/ (2,1 + S)dmj(S)]

Modele de Britton :

g?—DAu—l—u[l—l—au—(l—i-oz)g*u]

t
gxu= / / g(xz —y,t — s)u(y, s)dyds,
—00 JQ

1 Kl
g(z,t) = )72 exp ( n ) w(t).

Une applications aux Systemes Proie-Prédateur, on trouve le modele de Murray :

avg’t)—aAv(:vt—l—h(/ K(s)v(x,t — s)d ) (/ H(s “‘S)d)

L’interaction entre diffusion spatiale et retards temporels conduit & une riche variété
de dynamiques en écologie des populations, permettant de mieux comprendre les motifs
observés dans la nature.

ou :

avec noyau :
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1.5.2  Oscillateurs couplés et matériaux viscoélastiques

Les travaux de Hale (voir [4]) ont mis en évidence qu’une classe particuliere d’équations
différentielles fonctionnelles semi-linéaires de type neutre émerge naturellement dans 1’étude
de la stabilisation spatiale de réseaux d’oscillateurs couplés. Le systeme fondamental
s’écrit :

d k

1
) = %D(vf+l —20F +0oF Y+ H(WF), k(mod N)

Cette équation, dérivée de modeles hyperboliques non linéaires, décrit la dynamique
de lignes de transmission couplées en configuration annulaire. La fonctionnelle D(¢) =
»(0) — gop(—r) (pour ¢ € C([—r,0];R)) et les parametres ¢, R, C' caractérisent le systeme,
tandis que H représente une non-linéarité réguliere ( voir [15]).

Un enjeu majeur concerne l'existence d’oscillations synchrones, ou toutes les compo-
santes présentent le méme profil avec un simple déphasage. La dynamique globale dépend
crucialement du nombre Ny d’oscillateurs, seuil au-dela duquel apparait une stabilisa-
tion spatiale. Hale [4] propose une approche innovante en remplagant le réseau discret
par un continuum, transformant ainsi le systeme en une équation aux dérivées partielles
fonctionnelle neutre :

0 0?
aD(Ut) = K@D(Ut) + H(Ut)

Cette formulation continue permet d’étudier des propriétés dynamiques robustes aux
perturbations, fournissant ainsi des informations précieuses sur le systeme discret original.
Les travaux pionniers de Hale [4] ont ouvert de nouvelles perspectives théoriques pour ces
problemes complexes.

Parallelement, les équations fonctionnelles neutres apparaissent naturellement en mécanique
des milieux continus. L’équation intégro-différentielle :

t

u(t) = Ar [u(t) + / F(t - s)u(s)ds] + /_too K(t — s)u(s)ds

—00
modélise divers phénomenes physiques :
— Conduction thermique dans les matériaux rigides isotropes
— Comportement viscoélastique en déformation anti-plane
— Problemes de thermoviscoélasticité
Sous ’hypothese de différentiabilité de F', cette équation se réécrit sous la forme neutre
avec retard infini :

Fluo+ [ Fe—ourn] = an s+ [ Fo-sutsias] + Fou

. /t [K(t _ S) + F(t — 3)] u(s)ds

1.5.3 Modeles climatiques

Les équations de réaction-diffusion avec retard apparaissent naturellement dans 1’étude
des modeles climatiques. Ces modeles s’appuient sur 1'utilisation de :
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— L’équation de conservation de 1’énergie ;

— Une approximation diffusant du flux thermique horizontal ;

Pour décrire I'évolution d’une moyenne a long terme de la température, un modele
bidimensionnel de base conduit a I’équation :

c(a:)%u(:n,t) —div (kgrad u(-, 1)) (z) = uQ(x)h(x,u(x,t)) — g(u(z,t)), (1.7)

définie sur la sphére Euclidienne S? dans R3, ou plus généralement sur une variété com-
pacte orientable M sans bord de dimension 2.

Les climats globaux possibles correspondent aux solutions stationnaires stables de
. Une question cruciale concerne leur dépendance au parametre clé - la constante
solaire p. Soit :

S = {(p,w) € [0,00) x C(M;[0,00)) | w solution stationnaire de (1.7)}

La branche principale P, composante connexe de S contenant (0,0), présente une
structure caractéristique :

— Courbe de Jordan reliant (0,0) a (oo, 00).

— Points de retournement en nombre fini.

— Segments avant (dipup > 0) : solutions stables.

— Segments arriere (dip,up < 0) : solutions instables.

Cette structure-S a été établie rigoureusement en utilisant :
— Le degré de Leray-Schauder.

— Le théoreme des fonctions implicites.

Modélisation du retard climatique

Une limitation fondamentale du modele (1.7)) est I'hypotheése d'un lien direct entre
I’albédo h et la température instantanée u. Pour une moyenne sur 30 ans :

1 1
u(z,t) = %/ O(x,t+ 0)do

—15

il convient plutot d’utiliser une formulation avec mémoire :

i (x (1), / (; b(s)u(, t + s)ds>

I

ou b est une fonction de poids normalisée ( fBT b(s)ds = 1). Cette modification :
— préserve les solutions stationnaires,

— modifie leur stabilité,

— et integre 'hystérésis des calottes glaciaires (échelle > 10 000 ans).

1.5.4 Four a commande automatique

En 1963, Wang [13] a proposé le modele d’équation aux dérivées partielles parabolique
avec deux retards 7 > 0 et 75 > 0,

Ot 0) = T gttt — 7, 0) P2 ot = 7o, )) ). (18)
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pour étudier un four a commande automatique. Ce four est alimenté par la bande
de matériau a traiter thermiquement a température controlée, la température du four
est modifiée au moyen d’un élément chauffant commandé par un régulateur. L’objectif
du controle est de maintenir la distribution spatiale de température souhaitée dans le
matériau entrant, alimenté par des rouleaux dont la vitesse est régulée par un variateur
de vitesse. Ceci peut étre réalisé en plagant des transducteurs de température le long de la
bande de matériau. Ces transducteurs fournissent des informations a un ordinateur, qui
génere les signaux de commande appropriés pour les régulateurs de vitesse du réchauffeur
et des rouleaux d’alimentation.

Dans , x désigne une position dans le four, ¢ un temps, u(¢, ) une moyenne spatiale
de la distribution de température, v la vitesse instantanée de la bande de matériau en fonc-
tion de la distribution de température temporisée u(t — 71, x) et f une fonction de source
de température distribuée en fonction de u(t — 7, z). Les signaux de commande peuvent
étre temporisés en raison de la présence éventuelle de retards dans les actionsnements,
la transmission et le traitement des informations. Par conséquent, le comportement du
systeme de controle global dépend non seulement des valeurs actuelles u(t, x),%,%
mais aussi des valeurs temporisées u(t — 71, x), u(t — 7o, x).

En raison des retards m et 7, I’équation est complétée par la condition initiale
suivante

u(t,z) =up(t,x), —maz{m,n} <t<0, 0<z<l1,
u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0, ’

1.6 Définition du concepet ”solution exacte” d’une
EDPR

On appelle < solution exacte > pour les équations aux dérivées partielles non linéaires,
y compris les équations aux dérivées partielles a retard, toute solution qui vérifie I'un des
cas suivants :

(i) la solution peut étre exprimée en termes de fonctions élémentaires ou sous forme
fermée, c’est-a-dire une expression explicite utilisant des fonctions usuelles (telles
que exponentielle, sinus, cosinus, logarithme, etc.) ou des intégrales définies ou
indéfinies qui peuvent étre laissées sous forme d’intégrale sans nécessiter de résolution
numeérique ;

(ii) la solution peut étre exprimée en termes de solutions d’équations différentielles or-
dinaires ou d’équations aux dérivées partielles (ou de systémes de telles équations) ;

(iii) la solution peut étre exprimée en termes de solutions d’équations aux dérivées
partielles linéaires.

Les combinaisons des cas (i) a (iii) sont également autorisées.

Cette définition généralise la notion de solution exacte utilisée dans la référence [7]

pour les équations aux dérivées partielles non linéaires.
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Chapitre 2

Méthode des Contraintes
fonctionnelles et Applications

Ce chapitre est largement inspiré du travail de [9], dont les contributions ont grande-
ment orienté notre démarche. Nous nous sommes appuyés sur ses résultats et sa méthodologie
pour développer I'analyse présentée ici.

Nous introduisons le terme contrainte fonctionnelle par analogie avec le terme contrainte
différentielle, utilisé dans la méthode des contraintes différentielles pour rechercher des so-
lutions exactes aux équations aux dérivées partielles non linéaires.(voir les refs [9, 7, 1])

Description générale de la méthode des contraintes
fonctionnelles

Considérons une large classe d’équations de réaction-diffusion non linéaires avec re-
tard :
U = kg, +uf(z) +wg(z) + h(z), (2.1)

w=u(x,t—7), z=2z(u,w), (2.2)

ou f(z),g(z) et h(z) sont des fonctions arbitraires et z = z(u, w) est une fonction donnée.
Dans certains cas, on considere des formes plus complexes ol f, g et h dépendent explici-
tement des variables indépendantes z et/ou t.

Nous recherchons des solutions par la méthode des variables séparables généralisée de
la forme :

u=Y ®,(x)¥,(t), (2.3)

ou les fonctions ®,,(x) et U, (¢) sont a déterminer au cours de 'analyse (voir [7, 8, 2]).
Pour les équations différentielles partielles non linéaires de ce type impliquant des
fonctions arbitraires, I'application directe de la méthode de séparation généralisée des
variables s’avere inefficace.
L’approche proposée ici repose sur la recherche de solutions séparables généralisées
satisfaisant des contraintes fonctionnelles supplémentaires :

z(u,w) =p(x), w=u(x,t—rT); (2.4)
2(u,w) =q(t), w=u(z,t—r7). (2.5)

29
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Ces contraintes représentent des équations aux différences en ¢, ou z joue le role
d’un parametre libre. La fonction z = z(u,w) apparait dans ’équation comme argu-
ment des fonctions arbitraires. Les fonctions p(x) et ¢(t) dépendent implicitement de x
et ¢ (et peuvent étre exprimées en termes de @, (z) et W, (t), respectivement). Elles sont
déterminées en analysant ces contraintes en tenant compte de la forme des solutions re-
cherchées. Il est important de noter qu’il n’est pas nécessaire de résoudre ces équations de
maniere générale ; En effet, une solution particuliere suffit amplement pour construire une
solution exacte de I’équation aux dérivées partielles considérée. Ces contraintes fonction-
nelles jouent principalement un role de support structurel dans la recherche de solutions
exactes. Il n’est donc pas indispensable de résoudre ces contraintes dans leur généralité : il
est suffisant de déterminer une solution particuliere qui permet de satisfaire les exigences
de la méthode..

Une solution de ces équations détermine une forme admissible pour la solution exacte,
dont I'expression finale est ensuite obtenue en la substituant dans I’équation de départ.

Ces contraintes sont appelées contrainte fonctionnelle du premier type (2.4)) et
contrainte fonctionnelle du second type (2.), respectivement.

Pour la contrainte fonctionnelle du premier type, les fonctions W,,(¢) utilisées dans la
solution séparée sont généralement de la forme :

Uo(t) =1, Wi(t)=eM Wy(t) =™, (2.6)
U, (1) = eMcos(But), W,(t) = eMsin(Bat), (2.7)

ou les parametres A, et 3, sont déterminés par la premiere contrainte.
Cette approche fournit une méthode systématique pour construire des solutions séparables
généralisées a certaines équations différentielles partielles non linéaires avec retard.

2.1 L’équation impliquant une fonction arbitraire dépen
dante de w/u

Analysons 1’équation suivante :

2
%:k%—kuﬂw/u), (2.8)
qui représente un cas spécifique o g = h =0 et z = w/u.
Dans ce cas, on considere la contrainte fonctionnelle suivante :
w/u=q(t), w=u(z,t—rT).
On considere 1’équation :

ou 0*u

On suppose une solution sous la forme séparée :
u(z,t) = p(x)(t).
En substituant cette expression dans ’équation de départ, on obtient :

LB

o (0) = kg 0)oit) + sl (P
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En divisant par ¢(x)y(t), on obtient :

V) (v,

(1) () »(t)

Comme le premier terme dépend uniquement de ¢ et le second uniquement de x, ils doivent
étre égaux a une constante a. On en déduit deux équations distinctes :

"(x) = ap(x),
Yt —7)
W)

La premiere équation est une équation différentielle ordinaire dont la solution générale
est donnée par :

() = ako(t) + () (

Cy cos(y/|alz) + Cysin(y/|alz), sia <0,
p(x) = Cre Vo 4 CyeVar, sia >0,
Cll’—i‘CQ, sia=0.

La seconde équation décrit 1’évolution temporelle de () avec un terme retardé.

Cas p(r) = po

Dans ce contexte :
w/u=py, w=u(zr,t—r).

Les solutions correspondantes sont recherchées sous la forme :
u=e"v(x,t), v(z,t)=uv(zt—T).

ou v(x,t) est T-périodique.

On a:
ou 0%u w
— =k—+u <—>, ou w=u(z,t—71).
ot ox? tuf u ( )
on prend comme contrainte ¥ = p, (constante positive). On suppose que :
uw(x, t — 71
wat=r)
u(z,t)
d’ou :
eyt —1)
= e =
eto(z, t) Po:
Donc :
In pg
c=——.

T

C’est pourquoi il est nécessaire de prendre py, > 0 afin que ¢ soit bien défini
On remplace dans I’équation originale ({2.8]) :

0 o
— ectv) — ? (eCtv) +€Cth(p0).
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ov *v
ct ctZ” _ ct ct
= ce®v+e T ke 82-1-6 vf(po)-
Donc : 3 P
v v
azk‘@‘ﬂf(po)—c)v-
On pose :
b= f(po) —

On suppose que v est séparable :
v(x,t) = X(2)T(t).

Donc :
XT =kX"T +bXT.

/ "

T
= — =k 40
T "x T

Et donc T admet comme solution :

: 2
T(t) =Pt B, = ﬂ, n € Z.
T

déterminons 1’équation caractéristique :

b—iB,

X'— X =0, p*=—

d’ou :
X(z) = Ae"® + Be M.
Calcul de p = v+ :

_ b n
considérons le systeme :
b
)\2 A2 _
2)\7 - n7
R
Et donc :
\ VPE+pBZ—b
n — 2]{: Y
PR+
Yn = T or

La solution générale est une superposition de tous les modes, car chaque mode corres-
pond a une solution particuliere de ’équation, et grace au principe de superposition , la
somme de ces solutions représente la solution complete du probleme :

Vile,t) = 3 [aetions 4 b e Outims] gine (2.9)

nez
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En prenant la partie réelle et regroupant les termes, on obtient :

Z e (A, cos(But — Ynx) + By sin(Bat — ynz)]
= (2.10)
+ Z e [C, cos(But + ) + Dy sin( Bt + Y1)

n=1

ou Les coefficients A,,, B,, C,, D, sont des constantes arbitraires, (3, = sont les
fréquences temporelles discretes et A\, et v, sont les parametres spatiaux déterminés par :

N VIR +b
\, = VOB b VOB +D (2.11)

2%k T 2k

21mn
T

Si pg < 0, on cherche les solutions sous la forme :
u=ev(x,t), v(z,t)=—-v(r,t—71). (2.12)

Cela conduit a :
Vv = kvg, +bv, vz, t) = —v(z,t—1), (2.13)

oub=f(—e ) —c.

La solution générale devient :

[e.e]

Vo(x,t;0) Z e (A, cos(But — Ynx) + By sin(Bat — yn)]

[e.9]

+ Z e [C, co8(But + Yn) + Dy sin(But + v,z)] (2.14)

n=1

avec

= Y 9 n —
T

1/2 1/2
6n_7r(2n—1) A\ — (W—b) B (W—l—b) (2.15)

En effet, on cherche des solutions sous la forme exponentielle-temporelle :
u = e“v(x,t),
ou v(z,t) doit satisfaire la condition d’anti-périodicité :
v(x,t) = —v(z,t — 7).

En substituant dans I’équation originale, on obtient :

t._
cev + e“vy = ke vy, + e“uf vt —7) .
v(x,t)

Apres simplification par e et utilisation de la condition d’anti-périodicité :

v = kvg, +0[f(—1) — (.
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On pose b = f(—1) — ¢ pour obtenir 1’équation linéarisée :
vy = kvg, + bu.

On utilise la méthode de séparation des variables avec v(x,t) = X (x)T'(t) :

() _ X'(a)

RS RS

Cela donne le systeme :

X"(x) + %X(m) =0,
T'(t) + \T'(t) = 0.
La condition T'(t) = —=T'(t — 7) implique :
oM AT AT
Les valeurs propres sont donc :
Ap = w, n e .
T

Les solutions temporelles correspondantes sont :

1) - o 720)

En combinant avec les solutions spatiales, on obtient la forme générale :

o0

Vo = Z exp(—A\,x) [A, cos(Bnt — Yuzx) + By sin(B,t — vu2)] ,

n=1

La solution exacte est donc :

u=e"Vy(x,t;b), b= f(—e ) —c (2.16)

2.2 Equation avec une fonction arbitraire dépendant
d’une combinaison linéaire de u et w

Nous considérons 1’équation suivante :

ou  0%u

ou f est une fonction arbitraire.
Nous imposons la contrainte fonctionnelle suivante, qui relie u et w :

u—w=q(t), w=u(z,t—rT).
Cherchons une solution sous forme séparable additive :

u= (@) + ().
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En substituant cette forme dans 1’équation donnée et en séparant les variables, nous
obtenons deux équations distinctes :
Une équation en x

ke"(z) + by = a,

ou a est une constante arbitraire.
Une équation en ¢
dy

L= bp(t) + 0+ F(0) — 9t~ 7))

Cette équation est une équation aux différences retardées.
— Résolvons I'équation en =
L’équation différentielle donnée est :

k" (z) + bp(x) = a.
ou k, b et a sont des constantes.

On a:
a

F@) + Jola) =T

L’équation homogene associée est :

#a) + 2pla) = 0.

L’équation caractéristique :

b
2
—
rt+ 2
Ce qui donne les racines :
b
=4y /——.
" K

On distingue plusieurs cas :
— Si b > 0 : Les racines sont imaginaires pures :

b
= Liy[ -
' Z\/;

La solution générale de I’équation homogene est :

b
op(x) = Cy cos(ax) + Cysin(ax), ol a = e

— Si b < 0 : Les racines sont réelles :

La solution est exponentielle :

—-b
on(x) = C1e™ + Ce™ ™, on a=1/—.
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— Si b= 0 : L’équation devient :
¢"(z) = 0.
La solution est alors :
on(z) = Crx + Cs.

Puisque le second membre de ’équation est constant, on cherche une solution parti-
culiere constante ¢,(x) = C. En remplagant dans ’équation :

b a

On trouve : a

En ajoutant la solution homogene et la solution particuliere, on obtient la solution

générale :
— Sib>0: a
o(x) = C} cos(ax) + Cysin(ax) + 7
— Sib<0: "
o(x) = C1e* + Cre™** + 7
— Sib=0":

p(x) = %:@2 + Cix + Cy.

Les constantes C; et C5 sont déterminées par les conditions initiales.

Extension a une équation plus générale

Si la fonction cinétique dépend également du temps, nous avons une équation plus
générale

ou 9*u

Dans ce cas, nous utilisons une autre contrainte fonctionnelle :
u—w=np(xr), w=ulr,t—"T).
Cela signifie que la dépendance entre u et w est définie spatialement par p(z).

Théoréme 1. (Superposition non linéaire de solutions) Soit ug(z,t) une solution de
[’équation non linéaire suivante :

ou 9%u

et
une solution anti-périodique (c’est a dire : v(x,t — 1) = —v(z,t)) en t de 'équation
linéaire suivante :
v kc?QV b
— =k— +bv
ot 0x?

Alors, la fonction
u=uo(x,t) + Vi(z, ;)
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est aussi une solution de l’équation non linéaire

ou  0*u

Démonstration. Posons :
u(z,t) = uo(z,t) +v(z,t), ou v(x,t)=Vi(x,t;b)
Calculons les dérivées nécessaires :

ou_ou o
ot ot Ot
Pu vy O
0x? 0x? 0x?

De plus on a :
w=u(x,t —7) =up(zx,t —7) +v(x,t —7)

en remplacant dans 1’équation originale, on trouve :

dug v, (Puy = O™
2t T _k<(‘9x2 +@) + b(uo + v) + f(uo(z,t) — uo(z,t — 7))
-~
8’&0 82u0 ov 8211 .
(W —k 52 bug — f(up(x,t) — ug(z,t — T))) + (E — k@ —bw| =0
— Pour uy (par I'hypothese 1) :
8u0 82’&0
ot Vo —bug — f(uo(z,t) —up(w,t —7)) =0

— Pour v (par 'hypothese 2) :

ov 0%v

Et donc la somme satisfait bien 1’équation originale

Remarques

— Pour I’équation non linéaire

ou 0%*u
Ezk@—l—bu—i—f(u—w)

la solution particuliere ug(z, t) peut étre prise sous la forme d’une onde progressive :

Uy = ug(ax + St)
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— La formule

reste valable pour une équation plus générale de la forme :

ou 0%u
E = kﬁ —|—bu+f(a:,t,u—w)
dans laquelle la fonction cinétique dépend de trois arguments.
Si
.f = f(ZL‘, U — w)

alors une solution stationnaire ug = ug(z) peut étre utilisée pour le premier terme,
et le second terme est pris sous la forme donnée par :

vy = kv, + bu
Si
f = .f (t> U — w)
alors une solution spatialement homogene uy = () peut étre prise pour le premier
terme.

Théoreme 2. Soit ug(x,t) une solution de l’équation non linéaire suivante :

ou 0%u
avec a > 0, et
une solution T-périodique de [’équation linéaire suivante :
ov 0%y
— =k—+b 2.21
o Mo T (2.21)

Alors, la fonction
u = ug(z,t) + e Vi(z,t;b — ¢

avec
1
c=—1Ina
T
est une solution de [’équation non linéaire suivante :
ou 0u
— =k +bu+ f(u—aw
ot 0x? g )

Démonstration. Posons u = uy + e“v on v satisfait (2.21]). Calculons chaque terme de
[2.20)

(ug + €v); = ugy + cev + ey
t t
k(ug + €“v)pe = kg zo + ke vgy

flu—aw) = f(up + e v — a(ug(z, t — 7) + e v(z,t — 7))



2.2. EQUATION AVEC UNE FONCTION ARBITRAIRE DEPENDANT D’UNE COMBINAISON LI

Notons que e“” = a par définition de c. Ainsi :

u—aw = (ug — aup(x,t — 7)) + (v — e Tv(x,t — 7))
= (up — awp) + e (v —v(x,t — 7))

= ug —awy (car v est T-périodique)

En substituant dans (2.20)) :

upy + cev + e,
= kg pz + ke vy + b(ug + e“v) + f(ug — awp)

Or ug satisfait donc les termes en ug s’annulent. Il reste :
e(cv + vp) = e (kvg, + bv)
ce qui donne apres simplification :
vy = kvg, + (b—c)v

qui est exactement 1’équation ([2.21)) satisfaite par v.

Remarque
La formule
u = up(z,t) + e Vi(z,t;b— c)

reste valable pour I’équation plus générale :
up = Ktz +bu+ f(x,t,u — aw)

dans laquelle la fonction cinétique dépend de trois arguments.

Théoréme 3. Soit uy(z,t) une solution de ’équation non linéaire suivante :
up = ktgy + bu + f(u + aw) (2.22)

avec a > 0, et
V= ‘/é(xat; b)

une solution T-anti-périodique de l’équation linéaire suivante :
vy = kvg, + b

Alors, la fonction
u = ug(z,t) + e Va(z,t;b — ¢)
avec
1
c=—lna
T

est une solution de [’équation non linéaire :

U = ktigy + bu + f(u + aw)
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Remarque
La formule
u = up(z,t) + e Va(x, t;b — ¢)

reste valable pour I’équation plus générale :
U = Ktge + bu+ f(x,t,u + aw)
dans laquelle la fonction cinétique dépend de trois arguments.
Démonstration. Posons :
u(z,t) = up(x, t) + e vz, t), on wv(x,t) = Va(x,t;b—c)

Calculons les dérivées nécessaires :

u Oug + oety + et v
= —_— g _—
Lot ot
82u0 ot 82U
Upy = e
ox? 0x?

Le terme retardé donne :
w=u(z,t —7)=ug(x,t —7) + " (x, t —7)

Remplagons dans 1’équation originale :

a——i—ae by + et 875 72 +e 92

+ f (uo + €7 + aug(z,t — 7) + ae” " u(z,t — 7)) (2.23)

2 2
dug OV k(@ up 540 U)—i—b(uO—l—e‘”v)

Séparons les contributions de ug et v :

Ouy 0%uy ot OV
(W_kﬁz_buo f(u0+au0(x,t—7'))>+e <8t_k@_b_0 )
+ f (uo + v + aug(z,t — 7) + ae 7™ v(x, t — 7)) — flug + aup(z,t — 7)) =0 (2.24)

— Pour ug (par hypothese 1) :

0 0?
% - kaTugO — bug — f(ug + aug(xz,t — 7)) =0
— Pour v (par hypothese 2 et choix de o) :
ov 0%
P kT - gy =0
or Koz (oo
— Terme non-linéaire (utilisant 1’anti-périodicité v(z,t) = —v(z,t —7) et a = €77) :

fluo + aug(z,t — 1) + e (v —v)) — f(up + aup(z,t — 7)) =0

La somme satisfait bien I’équation originale puisque tous les termes s’annulent
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2.3 Equation avec deux fonctions arbitraires depen-
dants d’une conbinaison linéaire de u et w

Considérons 1’équation de forme générale :
U = kg, +uf(u—w) +wg(u —w)+h(u—w), w=u(x,t—r7) (2.25)

Sous la condition :
u—w = p(x) (2.26)
ou :
— w = u(x,t — 7) représente le terme retardé (7 > 0)
— f, g, h sont des fonctions non linéaires arbitraires
— k > 0 est le coefficient de diffusion
ce qui implique directement :

U(ZE, t) - U(.I,t - T) = p(l’)

Cherchons la solution sous la forme :

u(z,t) = to(r) +Y(x)
Le terme retardé est donné sous la forme :

w=(t—71)p(x) + ()
On applique la contrainte ([2.26)) :

tp+ = [t — 1)+ 9] = Tp(z) = p(z)
Ce qui établit que :
p(x) = Tp(z)
On la substitue dans 'EDP originale (2.25) :
@ = k(te" + ") + (Lo + ) f(Tp) + [(t — 7)o +Y]g(Te) + h(Te)

Détaillons chaque terme :
1. Terme de diffusion :
kuxz — k(t@// _i_w//)
2. Terme non linéaire en w :
uf(u—w)=(te+¢)f(re)
3. Terme non linéaire en w :
wg(u —w) = [(t —7)p + Ylg(Tp)

4. Terme source :

h(u —w) = h(Tp)

Regroupons par puissances de ¢ et réorganisons I’équation selon les puissances de ¢ :

o =t|ke + oS (r0) + pg(re)| + [ke" +6f(re) + (& = T0)g(r0) + h(79)



42CHAPITRE 2. METHODE DES CONTRAINTES FONCTIONNELLES ET APPLICATIONS
Séparons les coefficients

Pour la puissance ¢! :

0=ko" +@f(10) + wg(Tep)

Pour la puissance t° (terme constant) :

o = k" +f(ro) + (¥ —T9)g(Te) + h(Tp)

Le systeme couplé s’écrit :

k" +olf(r9) +9(70)] = 0
{ k" + 0 f(T) + (0 — T9)g(Te) + h(T) = ¢
Pour résoudre ce systeme :
1. Résoudre d’abord I’équation pour ¢(z)
2. Injecter la solution dans I’équation pour ¢ (x)
3. Résoudre I’équation non homogene résultante
Cas particuliers remarquables
1. Cas linéaire (f =g =0) :
" =0 et k" +h(re) =

2. Cas sans retard (7 — 0) : Développement de Taylor au premier ordre :

f(re) = f(0) + 70f'(0)

Nous considérons une solution de 'équation linéaire aux différences (2.26]) :

N
=) [on() cos(But) + tn() sin(But)] + t0(x) + £(x)
@:1 _ Partie affine

~
Partie oscillante

avec les fréquences caractéristiques :

2
Bn = amn pour n€{1,2,..,N}
T

En effet,
Calculons le terme retardé w = u(z,t —7) :

N

w = Z [on () cos (Bp(t — 7)) + Yy () sin (B, (t — 7))

n=1

+ (t —7)8(x) + &(x).

En utilisant les identités trigonométriques :
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cos(Bn(t — 7)) = cos(But) cos(B,7) + sin(S,t) sin(5,T)
sin(6,(t — 7)) = sin(B,t) cos(B,7) — cos(Bnt) sin(B,7)

Et donc :
u—w = Z [on (cos(Bnt) — cos(Bnt) cos(B,7) — sin(Byt) sin(5,7))
+1by, (sin(Bnt) — sin(Bnt) cos(B,7) + cos(Bnt) sin(B,7))]
+ 70(x).

En factorisant par les fonctions trigonométriques on trouve :

N

U—w = Z [cos(Bnt) (pn(l — cos(BnT)) + Uy sin(5,7))

n=1

+sin(fat) (Yn(1 = cos(87)) = pnsin(B,7))] + 70().

Pour que u—w soit indépendant du temps, les coefficients des termes oscillants doivent
s’annuler :

V(1 — cos(BaT)) — @nsin(B,7) =0

Ce systeme homogene admet une solution non triviale ssi :

{apn(l — cos(B,7)) + Ynsin(B,7) =0

—sin(B,7) 1 — cos(B,T)

c’est-a-dire :

det (1 —cos(B,7)  sin(fu7) ) = (1 = cos(B,7))* + sin’(8,7) = 0

2(1 —cos(f,7)) =0 = cos(B,7) =1 = B,7 =27mn
Ce qui est automatiquement satisfait car :

2
B = m pour ne€{l,2,..,N}
-

Posons :

p(z) = 70(x)
Substituons dans I'EDP originale ([2.25]) et calculons chaque terme :

1. Dérivées temporelles :

N

ur =Y [=Bupnsin(Bat) + Buthn cos(Bat)] + 0()

n=1
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2. Dérivées spatiales :

N

e = D i cos(Bat) + iy sin(But)] + 40" + ¢

n=1

3. Termes non linéaires :

flu—w)= f(10), glu—w)=g(r0), h(u—w)=h(r0).

Nous obtenons

N
Z [A,, cos(Bnt) + B, sin(B,t)] + Ct+ D =0,
n=1

ou les coefficients fonctionnels A, B,,, C' etD dépendent de ¢, (), ¥, (), 8(z) eté(z) ainsi
que de leurs dérivées et sont indépendants de t. Dans (49), en égalant tous les coefficients
fonctionnels a zéro, A, = B, = C = D = 0, en regroupant tous les termes et en
séparant les harmoniques, on obtient les équations différentielles ordinaires suivantes pour
les fonctions inconnues :

kpy + @ f(170) + 0ng(18) — Bnthn = 0,

ki + n f(70) + Yng(10) + Buion = 0,

k9" +0f(10) + 0g(0) = 0,

kE" + Ef(10) + (€ — 10)g(70) + h(70) — 0 = 0.

Notons que la troisieme équation non linéaire admet la solution particuliere triviale
0 = 0; dans ce cas, toutes les autres équations deviennent linéaires a coefficients constants.
Le systeme admet des solutions sous les conditions suivantes :
Solutions triviales : Toujours existent si § =0
Solutions non triviales :
-Existence locale garantie si f, g € C°(théoreme de Cauchy-Lipschitz).
-Existence globale requiert des hypotheses supplémentaires (bornitude, monotonie, etc.).
-Solutions explicites possibles pour des formes particulieres de f,g,h (ex. constantes,
linéaires, exponentielles).

Considérons maintenant 1’équation aux dérivées partielles non linéaire avec retard :

du 0?u
E—k@+uf(u—aw)—|—wg(u—aw)—|—h(u—aw) (2.27)

ou :

— w = u(x,t — 7) représente le terme retardé (7 > 0)

— a est un parametre de couplage

— f, g, h sont des fonctions non linéaires arbitraires

— k > 0 est le coefficient de diffusion

Nous recherchons des solutions sous forme d’une combinaison :
— d’une partie exponentielle-temporelle

— d’une partie oscillante

— d’une composante stationnaire
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I’équation aux différence ([2.26]) peut etre satisfaite par :

u(z,t) = ect{e(:c) + Z [gpn(x) cos(But) + Yn(x) Sin(ﬁnt)} } +&(x) (2.28)

avec :
— ¢ = 1Ina (taux de croissance exponenticlle)

— B, = 2”7” (fréquences caractéristiques)

— 0(x), on(x), Yu(x), £(x) fonctions spatiales a déterminer

La contrainte de différence pour 'équation a la forme

u— aw = p(x). (2.29)

L’équation de différence linéaire peut étre satisfaite, comme précédemment, avec

une solution séparable généralisée de la forme u = e“p(z) 4+ 1(t). On obtient ainsi des

équations pour déterminer ¢(x) et ¥(z) ; un résultat bien plus général est donné ci-dessous.
L’équation de différence linéaire peut étre satisfaite en posant

u = e {Q(x) + Z[gon(a:) cos(Bnt) + () sin(ﬁnt)]} + (), (2.30)

n=1

avec 9
™
c=—In a, /Bn =
T T

ol N est un entier positif arbitraire. Dans ce cas, on a p(x) = (1 —a){(z) dans le membre

de droite de l’équation (2.29). En substituant (2.30) dans (2.27)) et en raisonnant de

maniere similaire a I’équation ([2.25)), on arrive aux équations suivantes pour déterminer

0(x), en(x), n(z), et &(z) :
9740 £ + ot~ c| =0 n=(1- 0
kn + on {f(n) + ég(n) - c} = Bt =0,

b+ [ )+ 90 — o] + B =0,
kE" +€[f(n) + g(n)] + h(n) = 0.

Remarque : Les solutions de la forme (2.30)) sont également admises par I’équation
plus générale

up = kg, +uf(x,u—aw) +wg(r,u —aw) + h(z,u —aw), a>0. (2.31)
Considérons maintenant 1’équation
up = kg, +uf(u+ aw) + wg(u + aw) + h(u + aw), a >0,

ou f(2), g(z), et h(z) sont des fonctions arbitraires.
La contrainte de différence (2.4)) pour 1’équation (2.31)) a la forme

u+aw =p(r), w=u(z,t—"T). (2.32)
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L’équation de différence linéaire (2.32)) peut étre satisfaite en posant

2

= e ) cos(Bnt) + () sin(B,t)] + £(z), (2.33)

n=1
avec 2 1
e= e g =Tt
T T

ou N est un entier positif arbitraire. Dans ce cas, on a p(x) = (1+a)&(z) dans le membre de
droite de I’équation ([2.32)). En substituant (2.3)) dans (2.31]) et en raisonnant de maniere
similaire & 1’équation (2.25), on arrive aux équations suivantes pour déterminer ¢, (z),

(), et &(z) :

1

kw” + wn {f( - ég 1 + ﬂngon - O,
k" +&[f(n) +gm]+h(n) =0, n=(1+a).

La derniere équation est indépendante.
Remarque Les solutions de la forme sont également admises par 1’équation plus
générale

U = ktgy +uf(z,u+ aw) + wg(z,u+ aw) + h(z,u + aw), a> 0.

2.4 Equation avec deux fonctions arbitraires dépendant
de u? + w?

Nous étudions une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire avec retard de
la forme :

Uy = kg + uf(u? +w?) +wg(u® +w?), on w=u(z,t—7). (2.34)

Cette équation dépend de deux fonctions arbitraires f et g évaluées en z = u? + w?.
Notre objectif est de trouver des solutions exactes en utilisant une contrainte fonction-
nelle.

Pour simplifier I'équation (2.34), nous supposons que u* 4+ w? ne dépend que de z :

u? + w? = p(x). (2.35)

Cette contrainte permet de réduire la complexité en transformant f(u®+w?) et g(u®+
w?) en des fonctions de z uniquement.
Nous cherchons une solution périodique en temps, de la forme :

m(2n + 1)
2T '
Cette forme est choisie car elle satisfait naturellement la condition de retard w =

u(x,t — 7).

En remplacant ¢ par ¢ — 7 dans (2.36]), on obtient :

u = pp(x) cos(A,t) + U (z) sin(A,t), avec N, = (2.36)
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w = pp(x) cos(Ap(t — 7)) + ¥y, (z) sin(\, (t — 7)).

En utilisant les identités trigonométriques et la valeur de A\, 7, on simplifie :

w = (=1)"(@n(x)sin(A\,t) — P, (x) cos(Ant)) .

Calculons u? 4+ w? :

u? 4+ w? = ¢l (x) + Vi (x) = p(x).

Ceci confirme que la contrainte ([2.35) est satisfaite.
Calculons les dérivées nécessaires :

Ut = —Anpn () sin(Ant) + Aphn () cos(Ant),
Uge = O () cos(Apt) + Up () sin(Apt).
En substituant dans ([2.34)), on obtient :

=A@ SIn(Ant) + Apthy, cos(Ant) = (@l cos(At) 4+ ¢! sin(A\,t)) + termes non linéaires.

En regroupant les termes en cos(\,t) et sin(\,t), on obtient le systéme :

kel + onf(p(x)) + (=1)" g (p(x)) = Anthy = 0, (2.37)
kb, + o f(p(x)) + (=1)"0ng(p(2)) + Ann = 0. (2.38)

Conclusion Le systeme ([2.37)-(2.38]) peut étre résolu numériquement ou analytique-
ment selon la forme de f et g. Cette méthode s’étend a des cas plus généraux ou f et g
dépendent explicitement de x.

2.5 Equations aux dérivées partielles non linéaires
avec retard généralisées
L’étude des équations aux dérivées partielles non linéaires avec retard peut étre étendue

a des opérateurs différentiels plus généraux que le simple opérateur de réaction-diffusion.
Considérons une classe étendue d’équations de la forme :

Liu] = Mu] +uf(z) +wg(z) + h(z)

ol les opérateurs différentiels linéaires L et M agissent respectivement sur les variables
temporelle et spatiale, avec w = u(z,t — 7) représentant toujours le terme retardé. Les
opérateurs s’expriment sous leur forme la plus générale comme :

Foooi m i

Cette formulation englobe une large variété de phénomenes physiques (voir [5, [10]).
Pour illustrer cette généralisation, prenons le cas particulier important ot L = 0? et
M = a?d?, qui conduit & I'équation de Klein-Gordon non linéaire avec retard :
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Uy = a*Ugy + uf(2) +wg(2) + h(2)

La recherche de solutions a ces équations généralisées repose sur des méthodes simi-
laires a celles employées précédemment. En particulier, les solutions séparables multipli-
catives de la forme u(x,t) = p(x)1(t) restent pertinentes. En substituant cette forme
dans I’équation générale, on obtient apres réarrangement :

Liy(t Mp(z w h(z
O] _ M) | 2, )
»(t) () u o(x)(t)
La séparation des variables impose que chaque membre doit étre égal a une constante
de séparation ¢, ce qui conduit a un systeme de deux équations découplées :

Mlp] = cp
—r g _ h T/J(t—tT)
vl = s+ 005 (M7 ) + 57 (U7) + %; )

Le caractere fonctionnel de ces équations provient de la dépendance complexe en
Y(t) et ¥(t — 7). Dans le cas particulier ot h = 0 et g = 0, le systeme se simplifie
considérablement en :

Mlp] = cp

Yt —7)

Lw(0)] = cv(o) + w0 (
()

qui est analogue a la forme obtenue pour 1’équation de réaction-diffusion, mais avec des

opérateurs différentiels plus généraux. Cette similarité structurelle permet d’étendre les

méthodes de résolution développées précédemment a cette classe plus large d’équations.

Remarque Beaucoup des résultats obtenus précédemment pour les équations de
réaction-diffusion non linéaires avec retard s’appliquent également aux équations aux
dérivées partielles non linéaires avec retard de la forme générale donnée.

Ensuite, pour dériver les équations de détermination, nous utilisons les propriétés
simples suivantes des opérateurs L et M :

L(p(x)(t)) = (@) LY ()], Llp(x) + ¢ () = Ly ()],

M(p(x)ip(t) = wO)Mlp(x)],  M(p(x) +¢(t)) = Mlp(z)].
L’équation
Lfu) = Mu) +uf ().
admet des solutions multiplicativement séparables de la forme :

u=@(@)Y(t),

ou les fonctions ¢(x) et ¥ (t) satisfont respectivement :
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(i) Sic =0, 'équation différentielle ordinaire linéaire
Mlg] =0

admet des solutions polynomiales particulieres.
(ii) Pour toute constante ¢, ’équation aux valeurs propres

Mp] = cp

admet des solutions exponentielles particulieres p(x) = Ae*, ol A est une constante
arbitraire et 8 est racine de ’équation polynomiale caractéristique

m
Z a;3" = c.
i=1

(iii) L’équation différentielle-différence

LIB(0)] = eb(t) + (1) f (t, M)

¥(t)

admet des solutions exponentielles particulieres ¥ (t) = Be, ot B est arbitraire
et A satisfait I’équation transcendante

k
Zbi/\i =c+ fle).
i=1
L’équation
L[u] = M[u] + bu + f(u — w),
admet des solutions séparables additives de la forme :
u=p(z) + (1),

En utilisant les propriétés des opérateurs M et L, on obtient :

Llp(z) + ¢ ()] = Mlp(x) + (1)) + ble(x) + (1) + f ((p(x) + (1) — (p(x) + (= 7)))

Donc :
L[y (t)] = M[p(z)] + bp(z) + 00(t) + f (¥(t) —¢(t — 7).
On arrive donc a 1'égalité suivante :
L[yp(t)] = M[p(x)] + bp(x) + b0 () + f ((E) —op(t = 7).

La séparation des variables impose que les termes en x et ceux en t doivent étre séparés.
On introduit donc une constante ¢ € R telle que :

Mlp(x)] = ¢ — bp(z),
Lip(t)] = c+by(t) + f () =t —7)).

Il convient de noter que :
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(i) Si b= 0, I'équation
Lp(t)] = c+ f(¥(t) — ot — 7))
admet des solutions particulieres polynomiales ;
(ii) Sic =0, I’équation

admet des solutions particulieres exponentielles de la forme o(z) = Ae’®, ot A est
une constante arbitraire et 5 est une racine de I’équation polynomiale

n

Z aiﬁi =

i=1

En utilisant la solution ci-dessus u = (z) + 1 (t) et le théoreme ci-dessous, on peut
trouver des solutions exactes plus complexes a I'équation L[u] = Mu| + bu + f(u — w);
ces solutions peuvent contenir un nombre quelconque de parametres libres arbitraires.

Théoréme 4. Supposons que ug(x,t) soit une solution de l’équation non linéaire sui-
vante :

Lu) = Mu] + bu + f(u — w),
et que v(z,t) soit une solution T-périodique de l’équation linéaire :
Liv] = Mv]+bv, avec v(z,t)=v(z,t—T).
Alors, la somme :
u(z,t) = uo(z,t) + v(z,t)

est aussi solution de ’équation non linéaire :
Lu) = Mu] + bu + f(u — w).

Ce théoreme, tout comme les suivants, peut étre démontré de fagon analogue aux trois
théoremes précédents.
Outre la solution additive :

u(z,t) = p(x) + (1),

la solution particuliere ug(x,t) peut aussi étre cherchée sous forme d’onde progressive,
¢’est-a-dire :
uo(x,t) = 0(az + pt).

Les solutions particulieres de 1’équation linéaire :
Llv] = M[v] + b,

sous la contrainte de périodicité v(x,t) = v(x,t —7), peuvent étre cherchées sous la forme
suivante :

N
Z eiAnm A COS ﬁn ’Yna:) + B” Siﬂ(ﬁnt - an)}

n=0
N

+ Z e [Cy cos(But + V) + Dy sin(Bat + vmz)]  (2.39)

n=1
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avec
2mn

Bn__-

-

Ici, N est un entier positif quelconque, et A,, B,, C,, D, sont des constantes arbi-
traires. Les constantes A\, et 7, sont déterminées a partir de la substitution de la série
ci-dessus dans I’équation linéaire.

Démonstration. Considérons 1’équation générale avec retard :
Nu] = Llu] — Mu] — Flu,w) =0 avec w=u(zr,t—7) (2.40)

Posons
1. ugp(z,t) est une solution particuliere connue : N ug] = 0

2. v(x,t) est une solution T-périodique de ’équation linéarisée :

Lv] = Lv] — Mv] —bv=0 et wv(z,t)=uv(z,t—7T) (2.41)
Alors :
Soit u = ug + v et développons Nug + v] :

Nug + v] = Llug + v] — M[ug + v] — F(up + v, wo + w)
= Lluo] — M[uo] — F(uo, wo) + L] — M[v]

-~

~
=0 par hypothese =L[v]+bv

_ |:F(u0 + v, wo +w) — F(ug, wo)}

Par développement de Taylor autour de (ug, wp) :

OF OF
F(ug + v, wy +w) = F(ug,wy) + — v+ — w + O(? w? 2.42
(ug 0+ w) & Fug, wo) + - R ol PO ( ) (2.42)
En utilisant la 7-périodicité w = v(x,t — 1) = v(z, 1) :
OF OF 9
Nlug +v] = L[v] + bv — <%+a—w>v+(’)(v )
OF OF
= |b- — - = 2
[ 5 aw] v+ O(v7)
L’hypothese L]v] = 0 impose que :
OF OF
b= —+ — 2.43
Ju * ow (243)
ce qui garantit 'annulation du terme d’ordre 1.

Conclusion :

Les termes non linéaires restants O(v?) s’annulent exactement pour :
— Les solutions linéaires exactes (ou v est petit)
— Les solutions particulieres ou F' est quadratique

Ainsi, u = ug + v satisfait bien M[u] = 0 & Pordre considéré.
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Considérons maintenant 1’équation :

Lu] = Mu] + bu + f(u — aw), avec a > 0,

ou L et M sont des opérateurs différentiels linéaires.
Alors on a le théoreme suivant :

Théoréme 5. Supposons que ug(x,t) soit une solution de l’équation non linéaire précédente :
Liu] = M[u] + bu + f(u — aw),
et que v(x,t) soit une solution T-périodique de l’équation linéaire suivante :
Li[v]| = Mv] + by, avec v(x,t)=v(z,t—71),
ou l'opérateur Ly est défini par :
Lilv] = e L [e"V],

ce qui constitue un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants.
Alors, la fonction

u(z,t) = uo(x,t) + e“v(z,t), avec c= %ln a,
est aussi une solution de ’équation non linéaire :
Liu] = M[u] + bu + f(u — aw).
Démonstration. On considere ’équation non linéaire :
Liu) = Mu] +bu + f(u —aw), a>0.

Supposons que :
— wup(x,t) est une solution de cette équation, c’est-a-dire

Llug] = Mluo] + bug + f(uo — aw),
— v(z, 1) est une solution T-périodique de 1’équation linéaire suivante :
Li[v] = Mv] + by, avec v(z,t) =v(z,t —7),

— ou l'opérateur L; est défini par :
—ct ct 1
Li[v] :=e “Lle“v], et c=—Ina.
T

Alors nous voulons montrer que la fonction suivante est une solution de notre équation
non linéaire :
u(z,t) = up(x,t) + e“v(x,t).

Calculons de L[u] en utilisant sa linéarité :

L[u] = Llug + ev] = Llug] + L[e“"v].
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Par définition de L; :
L[e“v] = e“ L [v].

Donc :
Llu] = Lug] 4 e® Ly [v].

De plus on a :

Mu] = Mlug + e“v] = M[ug] + e M]|v],
bu = b(ug + e“v) = bug + bev.

Ainsi :
M{u] + bu = Mug] + bug + e“(M[v] + bv).

Pour le terme non linéaire f on a :
u— aw = ug + v — aw,
flu—aw) = f(ug — aw + e“v).
Remplacons dans 1’équation :
Llu] = Mu] + bu + f(u — aw),
le membre de gauche donne :
L[u] = Llug] + e Ly [v] = Mug] + bug + f(ug — aw) + e“ L[],
tandis que le membre de droite devient :
Mlu] +bu + f(u— aw) = Mug] + bug + e (M[v] + bv) + f(ug — aw + e“v).
On soustrait f(uy — aw) des deux cotés :
e“L[v] = e (M[v] + bv) + [f(uo — aw + ev) — f(up — aw)].
La derniere égalité est vérifiée si :
flug — aw + e“v) = f(ug — aw) + e“(M[v] + bv — L1 [V]),

ce qui est garanti si :

Li[v] = M[v] + by,

ce qui est exactement notre hypothese.
Par conséquent,
u(z,t) = up(z,t) + e“v(x,t)

est solution de I’équation non linéaire :
Liu] = M[u] + bu + f(u — aw),

ce qui acheve la démonstration du Théoreme 5. O
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Considérons ’équation non linéaire suivante :

Llu) = M[u] + bu+ f(u+ aw), a>0.

Théoréme 6. Supposons que ug(z,t) soit une solution de l’équation ci-dessus et que
v(z,t) soit une solution T-anti-périodique de l’équation linéaire suivante :

Li[v] = My +bv, v(z,t)=—v(z,t—7T),

ou l'opérateur différentiel Ly est a coeficients constant défini par :

Li[v] == e “Lle™v], avec c= =Ina.
T

Alors la fonction
u(z,t) = uo(z,t) + e“v(x,t)
est aussi solution de l’équation non linéaire de départ.
Démonstration. Posons :
u(x,t) = ug(x,t) + v (x,t).
Par linéarité de 'opérateur L, on a :
L[u] = Llug + e“v] = Llug] + L[ev] = L{uo] + e L, [v],

par définition de L.
Développons les termes :

M{u] + bu = Mug + e“v] + b(ug + e“v) = M[ug] + bug + e“(M[v] + bv),
et :
flu+aw) = f(ug + v+ aw).
Puisque uq est solution de ’équation non linéaire, on a :
L[UU] = M[Uo] + buo + f(uo + CL’LU).
Donc :
L[u] = Llug] + e Ly[v] = M[uo] + bug + f(ug + aw) + e“ L[],
et aussi :
Mu] +bu + f(u+ aw) = M[ug] + bug + e (M[v] + bv) + f(ug + v + aw).
Vérifions que :
Liu] = Mu] + bu + f(u + aw),
c’est-a~dire que :
flug + ev + aw) — f(up + aw) = e (M[v] + bv — Li[v]) .
Mais comme v satisfait :
Li[v] = M[v] + by,
on a bien :
Mv]+bv — Ly[v] =0,
et donc :
flug + v + aw) = f(up + aw).
Cela est compatible avec la condition d’anti-périodicité v(z,t) = —v(z,t — 7).

La fonction u(z, t) = ug(x, t)+e“v(x, t) satisfait bien 1’équation non linéaire de départ,
ce qui conclut la démonstration du théoreme 6. O
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2.6 Equations aux dérivées partielles générales avec
retard variable

La méthode précédente s’étend aux équations différentielles partielles non linéaires
avec retard variable. Voici deux exemples fondamentaux :
Cas multiplicatif avec retard variable

Considérons I’équation fonctionnelle :
w
Lfu) = Mu] +uf ()
ou le retard variable est donné par :

w = u(z,((t))

avec ((t) =t —7(t) et 0 < 7(t) < 79. (voir [12] )
La contrainte fonctionnelle prend la forme :

w
— =gt
L =a(t)
Une solution séparable multiplicative :
u = p(z)i(t)
permet d’obtenir :
t
N IS0)
¥(t)

La substitution conduit au systeme découplé :
Mlp] = cp
(o] = cv(0)+ w0 (.

¥(¢ (t))>
(1)
Cas additif avec retard variable

Pour I'équation alternative :

Liu] = M[u] + bu+ f(u —w)
avec le méme retard w = u(z, {(t)), la contrainte devient :
u—w=q(t)
La solution séparable additive :
u = o(z) + ()

donne :
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Remarques importantes

1. L’opérateur L peut inclure des dérivées temporelles d’ordre supérieur :
n
8k
L=) gy
k=0
2. Le retard variable 7(t) doit satisfaire :

sup 7(t) < o0
teR

3. Les solutions particulieres pour 1 (t) dépendent crucialement de la forme de ((t)



Chapitre 3

Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons introduit et développé une méthode innovante, appelée
méthode des contraintes fonctionnelles, dans le but de construire des solutions exactes
pour des équations de type réaction-diffusion avec retard non linéaires prenant la forme
suivante :

up = kg + F(u,w),

ou la fonction inconnue u = u(z,t), le terme retardé w = u(x,t — 7), et T représente un
parametre positif désignant le temps de retard. Cette méthode repose sur la recherche de
solutions par la méthode de séparation des variables généralisée.

Plus précisément, nous avons recherché des solutions particulieres de la forme :

u(z,t) = Z En (@) (1),

dans laquelle les fonctions &, (z) et 0, (t) sont déterminées a partir de contraintes fonction-
nelles supplémentaires, généralement sous forme d’équations fonctionnelles ou de relations
de différence, en complément de I’équation aux dérivées partielles d’origine.

Toutes les équations traitées dans ce travail admettent une ou deux fonctions arbi-
traires d’un seul argument, ce qui permet une grande souplesse dans la construction de
solutions. Nous avons pu décrire un grand nombre de solutions exactes, incluant a la fois
des solutions simples trouvées par la méthode de séparation des variables généralisée et
des solutions plus complexes issues d'une superposition non linéaire de ces dernieres.

Les solutions obtenues contiennent généralement plusieurs parametres libres, parfois
en nombre infini, ce qui permet de les adapter a divers problemes pratiques ou de les
utiliser comme base pour des approximations analytiques et des méthodes numériques
appliquées a des EDPs a retard non linéaires.

Les résultats de cette méthode ont été étendus a plusieurs classes importantes d’équations,
notamment :
(i) Les équations différentielles partielles non linéaires a retard de la forme :

Liu] = M[u] + F(u,w),
ou L et M sont des opérateurs différentiels linéaires a coefficients constants, et
peuvent éetre de n’importe quel ordre par rapport aux variables indépendantes ¢

et x. Cette classe générale inclut, en particulier, I’équation de Klein—-Gordon avec
retard non linéaire, qui est une équation du type hyperbolique avec mémoire.

o7



58 CHAPITRE 3. CONCLUSION GENERALE

(ii) Les équations aux dérivées partielles non linéaires a retard qui dépendent expli-
citement d’une seule des variables indépendantes, par exemple x ou t. Ce type
d’équations permet de modéliser des systemes ou le délai dépend du temps ou de
la position dans I’espace.

(iii) Certaines équations différentielles fonctionnelles aux dérivées partielles non linéaires
ou le délai varie dans le temps, représentant des systemes dynamiques plus com-
plexes a comportement variable.

Ainsi, la méthode des contraintes fonctionnelles s’avere particulierement puissante et
polyvalente. Elle offre un cadre analytique cohérent pour la construction de solutions
exactes dans de nombreuses configurations, permettant de mieux comprendre le compor-
tement de systemes décrits par des équations de réaction-diffusion avec mémoire ou délai
temporel.

Cette méthode ouvre également des perspectives d’application dans des domaines tels
que la biologie mathématique, la physique des matériaux a mémoire, les systemes neuro-
naux, ou encore les processus chimiques a diffusion retardée.
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