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Résumé

Résumé

Dans cet article, nous étudions un modele éco-épidémiologique ou la maladie de proie
est présentée par un schéma susceptible-infectée (SI). La cinétique de 'incidence de satura-
tion est utilisée pour modéliser le processus de contact. Nous étudions la stabilité des états
d’équilibre du modele a partir d’un point de vue locale et la stabilité globale de 1’état sans
maladie. Notre objectif est 'étude du réle d’exploitation sur I’évolution de la maladie. Une
comparaison de la dynamique locale et globale en termes de parameétres importants du
systéme est obtenue. Des simulation numériques sont réalisées pour illustrer les résultats
analytiques.

On an eco-epidemiological model with prey harvesting and
predator switching: Local and global perspectives

Abstract

In this paper, we study an eco-epidemiological model where prey disease is modeled by
a Susceptible-Infected (SI) scheme. Saturation incidence kinetics is used to model the con-
tact process. The prey species is supposed to be commercially viable and undergo constant
non-selective harvesting. We study the stability aspects models around the infection-free
state and the infected steady state from a local as well as a global perspective. Our aim
is to study the role of harvesting and switching on the dynamics of disease propagation
and/or eradication. A comparison of the local and global dynamical behavior in terms
of important system parameters is obtained. Numerical simulations are done to illustrate
the analytical results.
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Introduction

Ce travail concerne ’étude de l’article [46] publié par R. Bhattacharyya et B. Mukho-
padhyay, dans la revue Nonlinear Analysis : Real World Applications 11 (2010) 3824-3833,
et intitulé On an eco-epidemiological model with prey harvesting and predator switching :
Local and global perspectives.

La recherche théorique et les expériences biologiques ont établi la prévalence de diverses
maladies infectieuses parmi la majorité des populations des écosysteémes. Cette recherche
nous permet d’indiquer des parametres épidémiologiques. L’éco-épidémiologique est la
branche de bio-mathématique qui fusionne la recherche théorique et les expériences bio-
logiques pour I’évolution de la maladie au sein de la population de proie-prédateur. La
modélisation des problemes éco-épidémiologiques a pris de 'ampleur au cours des der-
niéres années [1-12]. Ces études ont souligné le role de la maladie dans la régulation de
divers aspects écologiques des populations concernées. Par des études de modélisation sur
les maladies des populations écologiques, on peut aborder des questions concernant la
mortalité liée a la maladie, réduction de la reproduction, modification de la taille de la
population et oscillation des états de la population induite par la maladie [13,8]. Ander-
son et May [1] ont formulé un modele proie-prédateur ou les proies sont infectées. Ils ont
observé une déstabilisation a cause de I'infection. Hadeler et Freedman [2] ont étudié un
modele proie-prédateur de Rosenzweig avec modification et ils ont obtenu un seuil qui
détermine 'existence d’une solution périodique, avec persistence des infectés. Venturino a
analysé des modeéles proie-prédateur ot les deux populations sont infectées [3,7]. Bairagi et
al. [12]. ont étudié le role de I'infection des proies sur les aspects de stabilité d’un modele
proie-prédateur avec différentes fonctionnelles déterminant le mode de propagation de la
maladie. Haque et Chattopadhyay [14] ont examiné le role des maladies transmissibles
dans un systéme proie-prédateur ot la proie est infectée. Han et al. [15] ont analysé quatre
modeles épidémiologiques de la forme SIS et SIR avec loi d’action de masse ou mélange
proportionné. L’existence des attracteurs étranges dans un systeme éco-épidémiologique
avec une loi d’action de masse a été démontrée par Hilker et Malchow [16]. La modélisation
en éco-épidémiologique a établi que les prédateurs ont une tendance naturelle a consommer
un nombre disproportionné de proies infectées [17]. Dans la plupart des cas, I'infection pa-
rasitaire provoque un changement du comportement des proies qui deviennent vulnérables
a la prédation. En raison de I'infection, les proies vivent dans des endroits accessibles aux
prédateurs. Par exemple, les poissons infectés vivent prés de la surface de l'eau, et les
escargots vivent sur le sommet de la végétation. De plus, 'affaiblissement de la proie due
a l'infection, entraine une capture facile par les prédateurs [18]. Peterson et page [19] ont
observé que les attaques de loups sur 1’élan dans I'Isle Royale dans le lac supérieur sont
plus réussies lorsque les élans sont infectés par la bronchite vermineuse. Les prédateurs
comme les lions ou les loups ont tendence a sélectionner les proies affaiblies par une maladie
[20,21]. Lafferty et Morris [22] ont observé expérimentalement que le taux de prédation des
oiseaux piscivores sur les poissons infectés est supérieur & celui des poissons susceptibles
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ce qui entraine une réduction du nombre des proies infectées. L’exploitation commerciale
des ressources écologiques a été sujette a grande préoccupation pour les écologistes, les
bio-économistes et gestionnaires des ressources naturelles. L’étude de la dynamique d’une
population exploitée est un sujet de mathématique bio-économie et est principalement
concernée par la gestion optimale des ressources renouvelables [23,24]. L’exploitation est
couramment pratiquée dans le domaine de la péche, la foresterie et en gestion de la faune.
Elle a un effet significatif sur ’évolution de ’espéce concernée. Elle peut avoir des effets
stabilisateurs, déstabilisateurs ou bien un inducteur d’oscillation [25-27]. L'effet de taux
d’exploitation constant a été étudié par plusieurs auteurs [28-37]. Ces études révelent une
dynamique tres riche et intéressante concernant la stabilité des équilibres, I'existence de bi-
furcation de hopf, les cycles limites, les boucles homoclines, Bogdanov-Takens bifurcation
et méme les catastrophes [49]. L’exploitation de la population en présence des parasites
peut avoir des conséquences encore plus importantes sur la dynamique des populations.
Les parasites peuvent réduire I’abondance en augmentant la mortalité, la réduction de
la fécondité [38,39]. De plus, les parasites peuvent étre éliminés & partir d’une population
hote [40]. Bairagi et al. [41] ont étudié un modele éco-épidémiologique avec exploitation des
proies susceptibles et infectées. Ils ont analysé le role de ’exploitation sur le comportement
cyclique du systéme, 1’élimination des proies infectées ainsi que I'impact de I’élimination.
Dans ce travail, on formule un modele mathématique de 'intéraction proie-prédateur ou
la proie présente une infection micro parasitaire. Le phénomene écologique de la préda-
tion préférentielle sur les proies infectées pourrait produire une réduction importante du
nombre des infectées, ce qui obligerait les prédateurs a consommer des proies susceptibles.
On suppose que les proies ont une valeur commerciale, donc les proies susceptibles et
infectées subissent une élimination a un taux constant. On étudie la stabilité du modele
dans le but d’obtenir des seuils de parametre qui peuvent causer :

1. L’éradication des proies infectées.

2. La persistance de la maladie.



Chapitre 1

Modélisation

1.1 Modele proie-prédateur classique

Considérons le systeme proie-Prédateur en ’absence de compétiteur, le modele obtenu
est issu des travaux de F. Courchamp et G. Sugihara [43], S. Gaucel [44].

Notons par C la densité de la population de prédateurs et par B la densité de la
population de proies natives.

En premier temps, on considere la population de proies en ’absence de prédateurs, ou
la dynamique est régie par I’équation de type logistique a densité dépendance suivante
P (1= 2), b=
ou 7, > 0 est le taux de croissance de la population de proies. K > 0 est la capacité
d’accueil de la population de proies.

Soit p le nombre de proies nécessaires a la survie d’'un prédateur pendant une année
et r. le taux de croissance de la population des prédateurs. La capacité d’accueil pour les
prédateurs est %. Apres introduction de la population de prédateurs, on obtient le modele
suivant

B B
(1.1)
ac uC B
E TCC(l—B), C(O)—Cg>0

avec une singularité en B=0, voir [43].
Remarquons que si B > uC, la densité de la population des prédateurs, C, augmente
et dans le cas contraire, c’est-a-dire B < pC, la densité C diminue.

1.2 Modele proie-prédateur épidémiologique

Considérons une population de proies et une population de prédateurs, dont les densités
sont N et Y respectivement.

Dans ce travail, on pose les hypotheses suivantes :
La population des proies subit une croissance logistique avec un taux de croissance intrin-
seque 7 et une capacité d’accueil de ’environnement K.

La population des proies est répartie en deux sous classes a cause des infections pa-
rasitaires. La densité des proies susceptibles est S et la densité des proies infectées est I,
avec

N(t) = S(t) + I(t)
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la densité totale des proies a l'instant ¢t > 0.

Seulement les proies susceptibles d’étre infectées peuvent se reproduire. Une loi logis-
tique modélise leur processus de fécondité et donnent naissance a des proies susceptibles.
Les proies infectées subissent un taux de mortalité d; qui pourrait étre considéré comme
un taux de prédation. Cependant, les infectées (I) contribuent avec les susceptibles (5), a
limiter le taux de croissance r.

La maladie n’est pas héréditaire et ne se propage que dans la population des proies. La
population infectée ne se rétablit pas.

Les proies susceptibles contractent la maladie par contact avec les proies infectées. Ce
processus de contact est supposé suivre une incidence de saturation de la forme

BSIT
1+al

ou 3 mesure la force d’infection et « représente l'effet d’inhibition, en effet
soit

B
fla) = 1+al
alors
o —BI
@) =5z <0

par conséquent f est décroissante, et comme f(0) = 3 alors f(a) < 3, ce qui implique que
« réduit la force d’infection .

Les prédateurs subissent un taux de mortalité naturelle ds.

Les prédateurs consomment des proies susceptibles et infectées suivant des fonction-
nelles de Holling de type 2 [47], avec des coefficients de prédation P; et Py :

PSY PIY
m+S m+1

la constante m représente l'effet de saturation.

Une fraction de I’énergie des proies consommeées contribue a I’évolution des prédateurs.
Cette fraction 0 < g < 1 s’appelle I'éfficacité de prédation .

Les proies susceptibles et infectées subissent des taux d’exploitation commerciale h; et
ho respectivement. L’exploitation commerciale pourrait représenter la chasse des lapins,
colombes... ect, la péche des sardines, saumons... ect.

Les parameétres mentionnés ci-dessus sont positifs.

Avec ces hypotheéses, 'intéraction proie-prédateur-parasite, avec exploitation des proies,
peut étre représentée par le systeme des équations différentielles ordinaires

s S+ T BSI  PSY

dt_rs(l_ K >_1—|—0J_m+5_hls

dI  BSI PIY

i —d T — — hol 1.2
i 1ol Mo M (12)
dY PSY  PRIY

4y .

dt R R

Nous donnons un résumé définissant les parametres du modele dans le tableau suivant
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B | Force d’infection
« | Taux d’inhibition
dy | Taux de mortalité des proies infectées
dy | Taux de mortalité des prédateurs
h1 | Taux d’exploitation commerciale des proies susceptibles
ho | Taux d’exploitation commerciale des proies infectées
K | Capacité d’accueil de I'environnement
m | L’effet de saturation
P, | Taux de prédation des proies susceptibles
P, | Taux de prédation des proies infectées
q | léfficacité de prédation
r Taux de croissance de la population des proies
Le systeme (|1.2)) est étudié avec les conditions initiales
S(0)=5,>0,100=1,>0,Y(0) =Yy >0
Remarque :
On suppose que la solution du systéme (|1.2)) existe sur l'intervalle U = [0, +-00]
1.2.1 Positivité de la solution
Proposition 1.1. La solution de est positive a tout instant.
Démonstration. On écrit le systéme (1.2)) comme suit
ds
— =5f(5,1,Y
dt fl( sy 4y )
dl
dt
dy
— =Y f3(5,1,Y
dt f3( ’ )
ou S+ BT PY
S, I,Y)=r(1- - B ) 1.4
f1(77 ) 7'( K) 1+ al m+S 1 ( )
BS PY
S, 1,Y) = —dy — — 1.5
f?( R ) 1+al 1 m+1 2 ( )
PSS P
S, 1,Y) = —d . 1.6
fa( ) 2t e T (1.6)
L’intégration de la premiére équation du systéme (1.3]) donne
S 4s t
/ @ _ / f1(S,1,Y)dr
So S 0
ce qui implique
t
IS, = [ fi(s.2,¥)dr
ainsi .
S(t) = Soexp (/ h(S, 1, Y)dT) >0, Vel
0
La positivité de I et Y peut étre obtenue de la méme maniere. ]
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1.2.2 Majoration de la solution

Dans la proposition suivante, on démontre que la densité totale des proies et prédateurs
est bornée.

Proposition 1.2. La solution de est uniformément bornée.
Démonstration. On définit
W(t)=S(t)+1(t)+Y(t). (1.7)

En dérivant I’équation (|1.7)) on a

— = 1——— | =S —dil —hol —dyY — |(1 — —
dt TS( K > 15 = dil = hol = d (=) s+ —a) =
<rS-—msS- (dl + hg)[ —dyY.
Soit
M = maz[S(0), K|, d =min[hy, (d1 + h2), do]
alors AW

La multiplication de 'inégalité (1.8) par exp(dt) donne
(W (t) exp(dt))’ < Mrexp(dt)

ce qui implique
¢ [Mr !
W (£) exp(dr)]l, < [d exp(dT)]O

par conséquent

W) < —+

Mr [
d

M
Wo — ﬂ exp(—dt), VteU.

M
Ainsi, 0 < W(t) < 771 lorsque t — 400, et alors toute solution de l' restera dans la
région

d
pour tout € > 0 et t = +o0. O

- {(S(t),[(t),Y(t)) e yw < My e}



Chapitre 2

Analyse mathématique

2.1 Calcul des états d’équilibre

Les états d’équilibre de (1.2)) vérifient le systéme suivant

rS(l—S+I)— BST _PlSY
K l1+al m+S
BS1 PIY
1+al Al m+ I

PSY P1Y
—dsY =
2 +qm—i-S—i_qm—l—f

—hiS=0

—hol =0

0

ce qui implique

B S+1 B PY B
(S_mv(r@_ K‘>_1+a1_m+s_h“_®

BS PY )
1= —dy — — hy =
( 0)\/(1+OJ ! m—+ 1 2=0

m+ S m+ 1
1. En posant S = 0 dans le systeme (2.1), on obtient

P S Pl
<Y=0>v(—d2+q 1S L :o).

RYT
—dy ] — hel =0
1 m—i—[ 2
PIY
—dyY ~0
2T

ce qui donne I =0 et Y = 0.
2. En posant I = 0 dans le systéme (2.1]), on obtient

PSY
7S(L—S)— 1Y s =0

K m+ S
B,SY

—dyY =0
2 +qm+S

par conséquent
(I=0)et (Y =0)

) e (V= ot (- wan ) )
S=——Jet|Y=—|7r[]l——————— | —h .
( qP — dy qP, — dy K(qP, — dy) !

(2.2)
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3. En posant Y = 0 dans le systéme ({2.1), on obtient

S+1\  BSI B
(1o SE) LS g
BST

—diI — hol =0.
1+ ol 1 2

ce qui implique
(I=0)et (Y =0)

<S:K<1—}:}>) ot (I=0).

En conclusion, le systéme (|1.2)) possede les équilibres suivantes
1. L’équilibre trivial Ep = (0,0, 0).

h
2. L’équilibre axial F4 = <K <1 - 1> ,0, 0>, cet état existe si r > hy .
r

3. L’équilibre sans maladie Eg = (51,0, Y1) avec

mds mq { ( mds ) ]
S i=——, 1=——|r|l———F—"—)—h1].
TP —dy YT P —dy K (¢P — da) !

Ce point existe si gP; > do et 7 (1 — K(qudidQ)) > hy.

4. L’équilibre endémique E* = (S*,I*,Y™) est la solution positive (si elle existe) du

systeme
S+1 Bl PY
1— — — —h1=0
( K ) 1+al m+S !
BS RY
—di — —he =0
1+al m+ 1 2
PSS P
—d =0.
2+ Tm+s * ey
2.2 Stabilité locale des états d’équilibre
Calculons la matrice jacobienne associée au systeéme (|1.2))
2941 BI PY —rS 8S -PS
r(1 - K ) = T+al (T711+§T)LQ —h IT( ~ (1+al)? m-&}S
— BI BS PY —PoI
J = 1+al (14al)z — di = (W?Jrln)l2 —h2 m+2]
Tty T —da + (5% + 37)
2.2.1 Stabilité de I’état d’équilibre trivial
La matrice jacobienne associée a ’état d’équilibre trivial Ep = (0,0,0) est définit
comme suit
r—hy 0 0
JE, = 0 —dy—hy O

0 0 —ds
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Ses valeurs propres sont
M=r—hy, X=—-di—hy<0 et A3=—-dy<0.
Le signe de A1 est décisif pour la stabilité locale de Er, en effet

— Sir > hq le point d’équilibre Ep est instable.
— Sir < hy le point d’équilibre E7 est localement asymptotiquement stable.

2.2.2 Stabilité de I’état d’équilibre axial

o1= (K (1-2) 00

r—h; > 0.

Rppelons que

ce point existe si

La matrice jacobienne associée a I’état d’équilibre axial est définit comme suit

o _ _ _PEQ-E)
hi—r r+ hy ﬁK(l r) m+K( _th)
Jp, = 0 BK(1-"M)—d —hy 0
iy 4 g PEO=)
Ses valeurs propres sont
h1) PK(1-1)

=hy—m, =K |(1——)—di—hy et =—dy+q——m——.
m=nh n2=p ( " 1= ha 73 2 qm+K(1—%)

Sachant que 7; < 0, le point d’équilibre E4 est localement asymptotiquement stable si et
suelement si 73 < 0 et 12 < 0, c’est-a-dire :

ho + di > 5K(1 — %)
PK(1-1) (2.3)

d2>qm+K(1_hl>.

T

2.2.3 Stabilité de I’état d’équilibre sans maladie

Rappelons que Ep = (51,0, Y1), avec

mds mq { ( mds ) }
Si=——, VI=—"F|r|l-—FF"F]—h].
LT gP —dy YT gP —dy K(qP1 —dg) !

Ce point existe si
mdg

P >d l— ———F—— hi.
e r( K(qP1—d2))> :

Calculons la matrice jacobienne associée a 1’état d’équilibre sans maladie
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R I o S
J(Eg) = 0 BSy —dy — 220 — hy 0
A= a5 —d2 + ()
On sait que
(1 51) P Yy
r(1-22) _ph =
K ! (m + 51)
alors
<1 Sl) ?”51 P1Y1m ?"Sl P1Y1 P1Y1m
T _—— _—— e — = — —_
K K (m+8)2 ! K ' (m+S) (m+5))?2
_ S, Pns
K (m+S)?

D’autre part : —ds + ¢q (ﬂflﬁqll) = 0.

En remplacant dans la matrice Jg,), on obtient

_rS 4 _bPAYiS —rS1 _ —P1S;
K T m+5.)? -~ B51 Mt 51
PyY;
JEp = 0 BS1—di— =2t —hy 0
PYim PY;
q(m—i—S1)2 - 0

Calculons le polynome caractéristique de la matrice Jg,

SRRy R oss
det(Jg, — M) = det 0 BS —di — 28 —hy—X 0
mﬁ%& g —A
0 BSy—di — 20 —hy—X 0
rS S —rS =P S
——det | —R+ ki — A K~ 0% mS
%ﬁ£32 ¢ —A
P2Y1 > < T‘Sl P1Y151 > PfSlYlm
= —dy — —hy = A) |[[—— + —E X)) (=)
(BSl 1 m 2 [ K + (m+ S1)2 ( )+Q(m+ S1)3
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P2Y1 > 2 <7”Sl P1Y15’1 ) P1251Y1m
det(Jg,—M) = | BS] —d1 — —ha— A |A —_— - —_
e( Ep ) (6 1 1 2 [ + K (m+Sl)2 q(m+51)3
La résolution de 1’équation det(Jg, — AI) = 0 donne
PY; ] 9 (rsl PiY1 S, > P2S1Yim
A=pS51 —di — —h|VIAN+|— - —— ———= =0
{ b5 —dy 2 K (m+51)? Tm+51)3
On sait que
S, PYiS: P25 Yim
A2 T—) AT\ A (A — A
+ < K (m+S)? q(m+Sl)3 ( 1)( 2)
=22 — (AL + A2+ Ao
alors par identification, on obtient
rS1 PY S,
L. M+ =—Fr+—7--x0s.
L A2 K  (m+57)?
P25’1Y1m
2. Mg =g
112 q(m+51)3
C’est clair que
P251Y1m
Mg =g ———— >0
112 q(m+51)3

ce qui donne
()\1>0 et )\2>0)\/()\1<O et )\2<0).

Ainsi, les valeurs propres de la matrice Jg,, aura des parties réelles négatives si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées

PY;
1. BS1 —dy — — he <0.

TSl P1Y15'1
2. — 4+ ——— < 0.
K Tt S

Remplagons S7 et Y7 par leurs formules dans la deuxiéme condition, on obtient

() Geta) [ (= e ) ™)
_ ’l“mdg + P1 qu — dg qu — dg K (qu — d2)

K (qu — dg) (m 4 mdg >2
qP1 —d

<0

ce qui implique

A )
d l——— ) —h
_ rmdy n ’ {r ( K (¢P1 —da) ' <0

K (qu — dg) qu

par conséquent

—rmquPl + dQT’K (qu - dz) - md%r - hldQK (qu — dz)
qP1 K (¢P1 — da)

< 0. (2.4)

1
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Sachant que ¢P; — dy > 0, I'inégalité (2.4) implique
—dengl + dz?”K(qu — dz) — md%r — hldgK(qP1 — dg) <0

ce qui donne

hy >r|1— mqby - mdy
! K(qP1 —dy) K(qP1—d)]|
D’autre part
BY;
BS) —dy — 2L — hy < 0 quand 3S; — he < 0
ce qui implique
pmds
h _
2= qPy —dy

En conclusion, ’état sans maladie Ep sera localement asymptotiquement stable si et
seulement si

mqP; mdo } { mds
rl|l— — <hi<r|l—-—
K(qP1 —d2) K(qP1 —dy) ! K(qP — do) (25)
TP —dy

Comme Ep est le point d’équilibre ou la concentration de la population infectée est égale
a zéro, la stabilité asymptotique autour de cet état stationaire impliquerait ’extinction de
la population infectée quant ¢ — co. Ainsi, les taux d’exploitation hy et ho sur les especes
des proies susceptibles et infectées ont un role majeur dans I’éradication de la maladie.

2.2.4 Stabilité de I’etat d’équilibre endémique

Rappelons que (S*, I*,Y™*) vérifie :

(1 S+I> 524 PY b 0
r — — — —_ —=
K l1+al m+S !

8S PY
—dy — —ha=0
l+al ' 7
PSS PI
—d =0.
2+qm+5+qm+l 0

Pour étudier la stabilité de cet état d’équilibre on va utiliser le théoreme donné par Wang
et Li (voir [45]) suivant

Théoréme 2.1. pour que A € M, (R) étre stable, il est nécessaire et suffisant que (—1)"det(A)
et [ (A[Z]) < 0 pour certaines mesures lozenskii pu sur M, (R),N =2,...,n.

Démonstration. (voir[48]) O

La matrice jacobienne associée a I’état d’équilibre endémique E* est définit comme suit

T‘(l _ 2S*+I*) B PiY'm h -rS*  pS* —PS*
K I+al* — (m+S5%)2 1 K (1+al*)? m+S*
BI* BS* 5 PY*m —PyI*
T+al* (I+ad*)? dy (m+1%)? ha mAI*
PiY*m PY*m _ P S* PI*
9 m+5+)2 Ulm+17)2 d2 + (ke + i

)



2.2. STABILITE LOCALE DES ETATS D’EQUILIBRE 23
On sait que
) <1 S*+I*> BI* P Y™
1= — —h1=+——F%~
K 1+ al* (m + 5%)
ce qui implique
(1 25* + I*) BI* PY*m b rS* P Y™ PY*m
r{l— — — - =—— —
K l+al* (m+S92 ! K " (m+5% (m+8%)?
_rS* P Y*S*
K (m+ 52
S* PY™
2. —dy — ho = — B + 2
(14+al*)  (m+I¥)
par conséquent
BS* PY*m B BS* BS* PY*m PY*m
I+al*2 ' (m+I92 7 T (A+al*)2 (A+al*) (m+I192 " (m+1I%
afI*S* PY*I*
(1+al*)?  (m+1*)?
P S* PoI >
3. —d =0.
2+q(m+5* m+ I+
Remplagons dans la matrice jacobienne associée au point d’équilibre E*, on obtient
_rS* , PY*s* —rS* _ BS* —P,S*
K T (m+5%)? K (+tal*)? m+S*
_ s8I BI*S* PY*I* —DpI*
I = 1+al* _(?—i-af*)? + (73—1—[*)2 mf[*
PY* PY*
Uit 5ye Ui T)? 0
Calculons la matrice composée J ][521, voir [45]
_rS* , PY'S* aBI'ST | Pyl —PoI* P S*
K (m+S5*)2 (14+al*)? (m+1%)2 m—+I* m+S*
2] _ PY* S* | PY*S* —rS* BS*
Jg- = q(nf+1*1;b2 _TT + (rr1+S*)2 TK T (I+al*)?
__ PY*m BI* _ aBI*S* | PyY*I*
9tm+57)2 Tral* (+al 2 T (m+I)2

(2]

Cherchons maintenant le signe de la nesure de Lozinskii (voir [45]) de la matrice J Eg*, ol

3
Hoo (Jg]) = sup (Re ji+ Y |
1<i<3 k=1,k+#i
avec
. rS* PRY*S* aBI'S*  PY'TI
M=K Tt S (A+al)? " (m+ )
. —PI*
Ji2 = mt I
. P S*
J13 =

 m+ S*

|
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. PY*m

J21 = QW

. rS* P Y*S*
J22 = — K + m
R (1f5;)2

) PiY*m

J31 = —QW

. pI*

32 = 14 al*

. aprrst PY*I*
BB T 0w al 2 T e )Y

Suivant la deuxieéme ligne de la matrice J gl, on obtient

, , , rS* P Y*S* PY*™m rS* BS*
Redoot L[ 1 | == 0 e Vi 2 T K T Tl
P Y*S* Y™ S*
_ B b Y B >0

(m + S*)? (m+1*)?2  (1+al*)

ce qui implique oo (ng) > 0.
D’apres le théoréme 2.1, le point d’équilibre E* = (S*, I*,Y™) est instable.

2.3 Conclusion

1. ’état d’équilibre trivial est localement asymptotiquement stable si et seulement si
T S hl.

2. I’état d’équilibre axial est localement asymptotiquement stable si et seulement si
h
ha +dy > BK(1 - 2)
PK (1-1)
P
m+ K (1-1)

dy > q

3. I'état d’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable si et seule-

ment si
mqP; mds } [ mdy
(1 - <hi<r|l-—1%2
K(qPi — d3) K(qP, — do) ! K(qPy — do)
Bmds
h _
2= qP1 — ds

4. T'état d’équilibre endémique est instable.
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2.4 Stabilité globale de 1’état d’équilibre sans maladie

Dans cette section nous examinons la stabilité asymptotique globale du point d’équi-
libre sans maladie Ep = (51,0, Y1), on écrit le systeme (1.2]) comme suit

% =Sf1(S,1,Y)
% =1f(S,1,Y)
% =Y f3(S,1,Y)
e S+1 I Py
ﬁ@JﬂU:rO— ;:>_1fal_mi5_hl (2.6)
f2(S,1,Y) = 1 iil —dy — nff] — ho (2.7)
f3(S, 1Y) = —ds + qufS + quiII’ (2.8)
Calculons les dérivées partielles suivantes
%(S,I,Y) =T <1+Baf)2 <0
g{i(S,I,Y) = —mils <0
geﬁJJU:—m%I<Q

On définit
FI(.T) = fZ(xvov}/i)

Fy(y) = —f1(51,9, Y1)
F3(z) = —[f2(51,0,2) + f1(51,0, 2)].

Remarquons que

dFy(x
1. c}( ) = > 0 = F} est strictement croissante par rapport a x.
T
dF: T
2. 2= _ 4 L > (0 = F5 est strictement croissante par rapport a y.

dy K (14al)?
iR _P, P
dz m m+5S
Considerons la fonction

3.

> 0 = Fj est strictement croissante par rapport a z.

V= Fi(x) dx + /OI FZ(y)dy + /Y F3Z<z)dz.

S
S1 T Yy Y1

On démontre que V est définit positive dans la région

Q = {(S(). 1(t), Y (£))/S(t) > S1.1(t) > 0,Y(t) > Yi,Vi € U}.
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Démonstration. 1. On sait que F{(z) > 0, d’autre part

Fi(z) = 0 quant x — S;
Fi(z) — 400 quant x — +00

par conséquent
Fy(x) > 0 pour z > 5.

2. On sait que F3(y) > 0, d’autre part

F5(y) = 0 quant y — 0
F5(y) — 400 quant y — +00

ce qui implique
F5 > 0 pour y > 0.

3. On sait que Fj(z) > 0, d’autre part

F3(z) = 0 quant z - Y}
F3(z) — 400 quant z — 400

par conséquent
F5(z) > 0 pour z > V7.

On a alors
Fi(x) > 0 pour z > Sy, Fy(y) > 0 pour y>0 et F3(z) > 0 pour z > Y
ce qui implique que V est définit positive dans la région

Q= {(S(t),I(t),Y(t)/S(t) > S1,I(t) >0,Y(t) >Y,vteU} et V(S,0,Y7)=0.

]
Posons
A’(x) _ Fliix) _ f2(w7;7Yl>
Bl(y) — Fny) — fl(Sl;/y’Yl)
C/(Z) — % _ _[fZ(SlaOaZ)Z+ fl(SlanZ)]
alors

dV S I Y !
Yo ([ A)de + / By + [ C'(2)dz
dt S1 0 Y
= (A(S) = A(S1)) + (B(I) = B(0)); + (C(Y) = C(Y1));
A4S gy iy Y
= th (S) + dtB (I)+ 7 c'(Y).
En remplagant chaque terme par sa formule, on obtient

v F(S) A()

= Fl(S)fl(S>LY) +F2(S)f2(S7IaY) +F3(S)f3(S,I,Y).

Sfl(Sv-[7Y) +

E 31(;) Y f3(S,1,Y)
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En ajoutant et retranchant
Fl(S)fl(ShI? Yl)? F2(I)f2(S7O7Y1) et F3(Y)f3(51707 Y)v

on obtient

av

e = FS)IAS.LY) — A(S1, 1Y) + Fa(Dfa(S, 1Y) = f2(5,0,Y )] + Fy(Y)[fs(S, 1,Y )~

f3(51,0,Y)] + F1(S) f1(S1, I, Y1) + F5(1) f2(S,0, Y1) + F5(Y) f3(51,0,Y)
=F1(9)[f1(S, 1,Y) — f1(S1, I, Y1) + Fo(I)[f2(S,1,Y) — f2(S,0,Y1)] + EF5(Y)[f3(S,I,Y)—
f3(51,0,Y)] + f2(S,0, Y1) f1(S1, 1, Y1) — f1(S1,1, Y1) f2(S,0,Y1).

Ajoutons et retranchons

Fi(S)f1(51,1,Y), Fo(I) f2(S5,0,Y) et F3(Y) f3(51,1,Y),
ce qui donne

C%/ = F(9)[(S, 1Y) = f1(S1, L,Y) + f1(S1, 1Y) — f1(S1, [, Y1) + Fo(I)[f2(S, 1Y) — f2(S,0,Y)+

f2<5707Y) - f2(S707Y1)] +F3(Y>[f3(S7I7Y) - f3(Sl>I7Y) =+ f3(51>I7Y) - f3(Sl707Y)]‘

Appliquons le théoréeme des accroissements finis sur [S1, 5], [0, ] et [Y7,Y].
35, 1,Y,ou S € [S1,9], Ie [0, I], Y € [Y1,Y] tel que

dV fi df 8f2

RO - STELY) + (- s,17)| + |15 L)+
(v - W G2(8.0.7)] + B (5 - 50 F2E,1.v) + 15251, 1)
= B ~ V) T (51, LT) 4 BD(Y ~ Vi) J02(5,0,7) + (5 — 50 [Fi($) 52 (5,1, 7)+
BI)IEELY)| + 1[0 SLY) + BT LY)].
On pose
9 9
Hi(S,1,Y) = F\(S) a{;} (5,1,Y) + Fy(Y) a? (S,1,7). (2.9)
9 9
Hy(S,1,Y) = Fo(I) 8? (S,T,Y) + Fy(Y) aJ? (SLLY). (2.10)
Sachantquea—{/l<0 tg{j<0 —V<081H1<0etHQ<OVSIY€Q
Remplacons chaque terme par sa formule dans , ce qui donne
= _g P _r i D 1 B Pim
HI(SY) = |88 — dy — 21— 1| [ &t iy 5 L O a  ] i
g _r | PYS P, P Pim
= 65— 53] |- %+ (mg)szw W)+ e (et

Sir est trés grand et Py, P sont tres petits, on a Hy < 0,VS,Y € Q.
Remplagons chaque terme par sa formule dans (2.10)), ce qui donne
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R Ol e
(m+ T)?

Y - Y,
m( 1)ij—i-Sl

.
Hy(S, 1Y) = [I+
2 ) 1+al)2  (m+1)?

61 ] BaS RY N |:P2
K 1+4+al (
Si « et B sont tres grands et Py, Py sont trés petits, on a Hy < 0,VS,1,Y € Q.

Conclusion : Si 7, a et 8 sont tres grands et P;, P, sont tres petits, % < 0 et dans ce cas,

d’apres le théoreme de Lasalle [42] le point d’équilibre Ep = (S1,0,Y]) sera un attracteur
globale pour le systéme (|1.2]).



Chapitre 3

Simulations numeériques

Dans ce chapitre, nous faisons la simulation numérique du systeme autour des
équilibres trivial, axial et sans maladie a ’aide du logiciel scilab.C’est un logiciel libre de
calcul numérique. Il possede un langage de programmation orienté calcul numérique de
haut niveau. Il peut étre utilisé pour la simulation de systémes dynamiques. On applique la
méthode de Runge Kutta basée sur le principe de l'itération, c’est-a-dire qu’une premiere
estimation de la solution est utilisée pour calculer une seconde estimation, plus précise, et
ainsi de suite pour pouvoir tracer les graphes.

Les valeurs des parametres utilisées dans les programmes sont données par le tableau

suivant
Etat d’équilibre | r K |p o P m | h |d | P hy | da q
Trivial 2 1300525105 054 |7 0011 |06 0.25
Axial 4 (30052505 |05(|2 |7 0011 |06 0.25
Sans maladie 20 1 30 | 5 25100105 |18 |04 |0.01]11]0.002]0.25

tableaul
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* Stabilité de I’équilibre trivial

stabilité des proies susceptibles autour de ET

0.10

0.09;
0.08;
0.07;
0.06;
0.05;
0.04;

proies susceptibles

0.03
0.02
0.01

0.00 w \ r
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

temps

stabilité des proies infectées autour de ET

0.010

0.009—_
0.008—_
0.007
0.006
0.005;
0.004;

proies infectées

0.003
0.002
0.001;
0.000(; T \ \ .

.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
temps

stabilité des prédateurs autour de ET

0.20

0.18;
0.16
0.14—_
0.12;
0.10:
0.08—_

prédateurs

0.06
0.04
0.02

0.00

temps

FIGURE 3.1 — Simulation numérique du systeme autour de Ep = (0,0,0) lorsque
r < hi. La figure montre une disparition de toute la population, ou la population des
proies infectées est la premiere a disparaltre puis la population des proies susceptibles et
en dernier lieu les prédateurs.
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* Stabilité de I’équilibre axial

proies sucseptibles

proies infectées

prédateurs

fae (1) 00

stabilité des proies susceptibles autour de EA

15.00

14.95—

14.90

14.85—

14.80—

14.75

14.70—

14.65—

14.60
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18

temps

stabilité des proies infectées autour de EA

20

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

temps

stabilité des prédateurs autour de EA

15

0.20

0.18;
0.16;
0.14;
0.12;
0.10;
0.08;
0.06—_
0.04
0.02:

0.00

2 4 6 8 10 12 14 16 18

temps

20

FIGURE 3.2 — Simulation numérique du systeme autour de F4 = (15,0,0) avec des
taux vérifiants . La figure montre la stabilité des proies susceptibles et la disparition
de la population des proies infectées et des prédateurs, cette disparition se produit d’abord
pour les proies infectées.
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* Stabilité de I’équilibre sans maladie

mdo mq

E =< 0,
B qPr —dy”  qP —do

md2

(- wama )))

stabilité des proies susceptibles autour de EB

2.05

2.00
1.95+
1.901
1.85]

1.80—

proies susceptibles

1.75

1.70

1.65

25 30 35 40 45 50
temps

stabilité des proies infectées autour de EB

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

proies infectées

0.05

0.00

-0.05 w " ‘ \ ‘ : : .
0 10 20 30 40

50 60 70 80 9 100
temps

stabilite des prédateurs autour de EB

prédateurs

15000

10000

20000
temps

25000 30000 35000 40000

FI1GURE 3.3 — Simulation numérique du systeme l} autour de Ep = (2,0, 16.66) avec
des taux satisfaisants (2.5)). La figure présente la coexistence stable des proies susceptibles
et des prédateurs et I'extinction des proies infectées.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons présené un modele mathématique proie-prédateurs. L’infec-
tion parasitaire chez une population écologique et ces exploitations excessive est un sujet
de préoccupation. Nous avons regroupé ces aspects dans notre étude de modélisation.
L’objectif principal de ce travail est d’étudier comment le phénomene de ’exploitation des
proies influe sur la dynamique de la maladie de la population des proies. Le modele admet
quatre états d’équilibre, I’état trivial Ep = (0,0,0), ’état axial F4 = (K (1 — %) ,0, O),
I’état sans maladie Ep = (51,0, Y1) et I’état endémique E* = (S*, I*,Y™). Nous avons étu-
dié la stabilité des états d’équilibre. Cette étude montre que pour r < hq on a une stabilité
asymptotique locale autour de I’état d’équilibre trivial et pour des taux satisfaisants

mqP; mds } { mda }
rl1— — <h <r|l————2
K(qu —dz) K(qu —dg) ! K(qu —dz)
pmds
ha > qPy — do

I’état d’équilibre axial est localement asymptotiquement stable. L’étude de stabilité locale
au voisinage de 1’état sans maladie révele I'existence d’un certain taux d’exploitation de
seuil de telle sorte que pour

mqP; mdsa } { mdo
rl— - <hi<r|l— ————
K(qP1 —dy) K(qP1—d2) ! K(qP1 — d2)
Bmds
hg > ———
27 gP —do

le systeme présente une stabilité asymptotique locale autour de cet état d’équilibre. La
stabilité autour de ’état d’équilibre sans maladies implique ’extinction de la proie infec-
tée, notre analyse indique que les taux d’exploitation hq et he ont un réle majeur dans
I’éradication de la maladie. L étude de la stabilité autour de I’état endémique a révélé que
le comportement de la solution est instable au voisinage de cet état. Ainsi, contrairement
a I’étude locale, I’étude de la stabilité globale de 1état d’équilibre sans maladie montre que
le taux de croissance de la population des proies r, le taux d’inhibition «, la force d’in-
fection 3 et les taux de prédation P; et P» sont les parametres dominants qui controlent
I’éradication de la maladie. Ces résultats sont différents de ce qui est obtenu dans I'article
[54]. Notre étude de la stabilité des états d’équilibre sans maladie et endémique, montre
des erreurs données par R. Bhattacharyya et B. Mukhopadhyay.

Nous avons également effectué une étude numérique du modele pour visualiser les différents
résultats d’analyse obtenus. Les valeurs des parametres sont données dans le tableau 1.
Avec ces valeurs nous avons d’abord représenté la stabilité de 1’équilibre trivial Ep=(0,0,0).
La figure 3.1 montre I’évolution temporelle des populations autour de cet état d’équilibre
lorsque r < hy. Il est clair qu’avec ’évolution du temps on a une disparition de la popu-
lation. La figure 3.2 présente la stabilité des population autour de I’état déquilibre axial
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E4 = (15,0,0) lorsque les parametres vérifient . Au fil du temps on a une disparition
de la population des proies infectées et de la population des prédateurs et une stabilité
de la population des proies susceptibles. La figure 3.3 présente le comportement des po-
pulations au cours du temps autour de ’équilibre sans maladie Fp = (2,0,16.66) lorsque
les parametres vérifient . Avec le temps on a une extinction de la maladie et une
coexistance de la population des proies susceptibles et la population des prédateurs.
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