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Résumé

2’ ’

Ce mémoire porte sur I’analyse dynamique des poutres en matériaux a gradient fonctionnel
(FGM), qui se distinguent par une variation continue de leurs propriétés mécaniques et
thermiques a travers I’épaisseur. Ces matériaux hybrides permettent de combiner les avantages
de plusieurs constituants, tout en réduisant les problemes liés aux interfaces abruptes, tels que
les concentrations de contraintes ou le délaminage.

L’¢étude se concentre sur le comportement vibratoire des poutres FGM, en utilisant des modeles
mécaniques avancés, notamment la théorie de Timoshenko et une approche hiérarchique des
élements finis. Cette méthodologie permet de tenir compte des effets de cisaillement transversal
et d’inertie rotationnelle, souvent négligés dans les modéles classiques. Les équations du
mouvement ont ¢été résolues numériquement a I'aide d’un programme développé
spécifiquement, dont I’organigramme et les étapes de calcul sont détaillés.

Les résultats obtenus incluent 1’analyse des fréquences propres et des modes de vibration sous
différentes conditions aux limites. Une étude paramétrique approfondie a permis d’évaluer
I’impact de I’indice de gradient, du rapport longueur/épaisseur et des conditions aux limites sur
la réponse dynamique des poutres. Les resultats ont été validés par comparaison avec des
travaux existants dans la littérature, confirmant la justesse du modele proposé.

Ce travail contribue a une meilleure compréhension du comportement vibratoire des structures
en FGM et fournit des outils utiles pour leur conception et optimisation dans des domaines de
haute exigence tels que I’aéronautique, le biomédical et la défense. Il ouvre également des
perspectives pour intégrer des effets supplémentaires comme la porosité, les charges thermiques
ou I’amortissement afin de modéliser plus finement ces structures dans des contextes réels.

Mots clés: Poutre FGM, la théorie de Timoshenko, version-p de la méthode des élément finis,
vibration libre,






Abstract

Hsthact

This thesis focuses on the dynamic analysis of beams made of Functionally Graded Materials
(FGMs), which are characterized by a continuous variation of their mechanical and thermal
properties across the thickness. These hybrid materials combine the advantages of different
constituents while minimizing issues associated with abrupt interfaces, such as stress
concentrations or delamination.

The study centers on the vibrational behavior of FGM beams using advanced mechanical
models, particularly Timoshenko beam theory and a hierarchical finite element approach. This
methodology accounts for transverse shear deformation and rotary inertia effects, which are
often neglected in classical models. The equations of motion are solved numerically using a
specifically developed computational program, with detailed descriptions of its flowchart and
calculation steps.

The results include an analysis of natural frequencies and vibration modes under various
boundary conditions. A comprehensive parametric study was conducted to evaluate the
influence of the gradient index, length-to-thickness ratio, and boundary conditions on the
dynamic response of FGM beams. The accuracy of the proposed model was validated through
comparison with existing literature results.

This work contributes to a better understanding of the vibrational behavior of FGM structures
and provides valuable tools for their design and optimization in demanding fields such as
aerospace, biomedical engineering, and defense. It also opens up perspectives for incorporating
additional effects such as porosity, thermal loads, and damping, in order to enhance the
modeling and durability of FGM beams under real-world conditions.

Keywords: FGM beam, Timoshenko theory, p-version finite element method, free vibration
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Introduction générale

Introduction générale

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM, Functionally Graded Materials) représentent une
avancée significative dans le domaine des matériaux composites, en offrant des propriétés
mécaniques et thermiques qui varient continuellement dans I’espace. Congus pour combiner les
avantages de plusieurs constituants, tels que la résistance mécanique des métaux et la résistance
thermique des céramiques, les FGM permettent d’éviter les inconvénients liés aux interfaces
abruptes, notamment les concentrations de contraintes ou le délaminage. Leur utilisation s’est
largement répandue dans des secteurs exigeants comme I’aéronautique, le biomédical,

I’automobile ou encore le genie civil, ou les performances et la durabilité sont essentielles.

Dans ce contexte, le présent mémoire de fin d’études s’intéresse a 1’analyse dynamique des
poutres en matériaux FGM, avec un accent particulier sur leur comportement vibratoire sous
différentes conditions aux limites et configurations géométriques. Les poutres FGM, en raison
de leurs propriétés matérielles variant progressivement, posent des défis spécifiques en matiere
de modélisation et de simulation, nécessitant des approches théoriques et numériques avancées

pour représenter fidelement leur réponse dynamique.

L’objectif principal de ce travail est d’explorer différentes théories de poutres, notamment les
modeéles d’Euler-Bernoulli, de Timoshenko et de théorie d’ordre supérieur (HSDT), afin
d’analyser les vibrations libres et forcées des poutres FGM. La méthode des ¢léments finis
hiérarchiques est utilisée pour résoudre les équations du mouvement, en prenant en compte les
effets de cisaillement transversal et d’inertie rotationnelle, souvent négligés dans les modeéles
classiques. Une attention particuliere est portée a I’influence des paramétres matériaux (indice
de gradient, rapport longueur/épaisseur) et des conditions aux limites sur les fréquences propres

et les modes vibratoires.
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Les poutres en matériaux fonctionnellement gradués (FGM) présentent des propriétés
matérielles variant continlment a travers 1’épaisseur, ce qui permet d’optimiser leur
comportement vibratoire et de réduire les concentrations de contraintes aux interfaces, souvent
observées avec la loi de puissance classique. Pour analyser ces vibrations, différentes fonctions
de distribution des propriétés sont utilisées, notamment la loi de puissance symétrique (SP-
FGM) et la fonction sigmoide antisymétrique (S-FGM), dont les effets sont comparés
numériquement avec la distribution classique en loi de puissance (P-FGM), montrant que la loi
symétrique tend a produire des fréquences plus élevées tandis que la fonction sigmoide génere
des fréquences plus basses. (Chahrazed & Amine, 2020) Les équations du mouvement sont
dérivées a partir du principe d’Hamilton, en s’appuyant sur plusieurs théories de poutres, allant
des mode¢les classiques aux théories raffinées intégrant le cisaillement d’ordre élevé et
I’étirement de I’épaisseur, ce qui améliore la précision sans recourir a des facteurs de correction
de cisaillement. (Yacine & Sidahmed, 2024) (Chahrazed & Amine, 2020) Ces théories raffinées
prennent en compte la déformation normale souvent négligée, ce qui permet une meilleure
prédiction des fréquences naturelles et des réponses vibratoires. (Yacine & Sidahmed,
2024) L’analyse numérique montre que des parametres tels que I’indice de puissance, le rapport
longueur/épaisseur, ainsi que la distribution de la phase céramique influencent
significativement les fréquences propres. (Ahmed, Contribution a L’étude Vibratoire et de
Flambement d’une Poutre Fonctionnellement Graduée, 2022) (Chahrazed & Amine, 2020) Par
ailleurs, des modeles récents intégrent I’effet de la porosité et des contraintes thermiques
initiales, qui modifient également le comportement vibratoire des poutres FGM, bien que ces
aspects soient moins développés dans les études consultées (Zenkour, 2010). (Horel, 2013) Les
solutions analytiques sont souvent obtenues par la méthode de Navier ou par des méthodes
numériques, et les résultats sont validés par comparaison avec la littérature, confirmant la
précision et la simplicité des théories proposées pour prévoir le comportement statique et
dynamique des poutres FGM reposant sur fondation élastique Winkler-Pasternak. (Amine,
2015) (Ahmed, Contribution a L’étude Vibratoire et de Flambement d’une Poutre
Fonctionnellement Graduée, 2022) (Chahrazed & Amine, 2020) Enfin, les modé¢les intégrant
des couches viscoélastiques ou piézoélectriques pour 1’amortissement démontrent une

meilleure dissipation d’énergie vibratoire, ce qui est crucial pour la durabilité des structures
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soumises a des environnements séveres. (Amine, 2015) (Horel, 2013) Ces travaux fournissent
une base compléte pour la modélisation et I’optimisation des vibrations des poutres en
naturelles ainsi que les modes vibratoires dépendent des propriétés matérielles (distribution des
phases, porosité) et de la géométrie de la poutre (Abdelhak M. , Modélisation du Flambement
et de La Vibration des Poutres FGM par Les ¢léments Finis, 2023). Les vibrations forcées sont
provoquées par des charges externes dynamiques ou périodiques, résultant de 1’interaction entre
les sollicitations appliquées et les caractéristiques de la poutre, leur analyse reposant sur des
modeles analytiques ou numériques (Geronymos S. , Mod¢lisation vibratoire en flexion de
poutres composites multicouches a section creuse suite a un impact, 2014). Par ailleurs, les
matériaux fonctionnellement gradués, en combinant lois de variation des propriétés, théories
avancées de poutres et validation numérique rigoureuse. Concernant les types de vibrations des
poutres FGM, celles-ci peuvent étre classées en plusieurs catégories, chacune ayant des
caractéristiques et des implications spécifiques pour le comportement dynamique des
structures. (Geronymos S. , Modélisation vibratoire en flexion de poutres composites
multicouches a section creuse suite a un impact, 2014). Les vibrations libres surviennent
lorsqu’une poutre, initialement déformée, oscille sans force extérieure, et leurs fréquences
naturelles ainsi que les modes vibratoires dépendent des propriétés matérielles (distribution des
phases, porosité) et de la géométrie de la poutre (Abdelhak M. , Modélisation du Flambement
et de La Vibration des Poutres FGM par Les ¢léments Finis, 2023). Les vibrations forcées sont
provoquées par des charges externes dynamiques ou périodiques, résultant de I’interaction entre
les sollicitations appliquées et les caractéristiques de la poutre, leur analyse reposant sur des
modeles analytiques ou numériques (Geronymos S. , Mod¢lisation vibratoire en flexion de
poutres composites multicouches a section creuse suite a un impact, 2014). Par ailleurs, les
vibrations peuvent étre classées selon leur direction : les vibrations axiales correspondent aux
oscillations longitudinales de la poutre, souvent couplées aux vibrations transversales, ce qui
complexifie la réponse dynamique globale (M.KADJA A. Z., 2016). Les vibrations
transversales, dominantes sous charges latérales, se produisent perpendiculairement a I’axe de
la poutre et sont cruciales pour évaluer la stabilité structurale (Zohra, 2017). En résumé, la
compréhension de ces différents types de vibrations est essentielle pour optimiser le
comportement dynamique et garantir 1’intégrité des structures en matériaux fonctionnellement

gradués.
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Dans le présent travail, nous avons réalisé une analyse dynamique des poutres en matériaux a

gradient fonctionnel (FGM). Ce travail est structuré en cing chapitres.

e Chapitre 1 — Matériaux FGM : Ce chapitre présente les matériaux a gradient
fonctionnel, en détaillant leurs propriétés, leurs avantages et inconvénients, ainsi que
leurs principales applications dans divers secteurs industriels.

o Chapitre 2 — Théorie des poutres : Une revue des modeles mécaniques classiques et
avancés (Euler-Bernoulli, Timoshenko, HSDT) est proposée afin d’analyser le
comportement des poutres, en mettant en évidence les hypothéses sous-jacentes a
chaque modeéle ainsi que leurs limites.

o Chapitre 3 — Modélisation par eléments finis : Ce chapitre décrit I’application de la
méthode des éléments finis hiérarchiques aux poutres FGM, avec une attention
particuliere portée a la formulation des matrices de rigidité¢ et de masse, ainsi qu’aux
équations du mouvement.

e Chapitre 4 — Programmation : L’implémentation numérique du modeéle est présentée
en détail, incluant I’organigramme du code de calcul ainsi que les différentes étapes de
la procédure de résolution pour I’analyse vibratoire.

o Chapitre 5 — Résultats et interprétations : Ce chapitre est consacré a 1’étude des
fréquences propres des poutres FGM sous différentes conditions aux limites. Une
analyse paramétrique est également menée, suivie d’une validation des résultats par

comparaison avec les données de la littérature.
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Chapitre 1

Matériaux FGM

1.1. Introduction

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sont des composites innovants dont les
propriétés mécaniques et physiques évoluent de maniére controlée selon leur épaisseur.

Matériaux composites dont les propriétés varient graduellement a travers I'épaisseur,
généralement entre un métal et une céramique.

L'idée générale des Le concept de FGM a été Enquéte et recherche menées
qtéri a  appliqué pour la premiére fois .
11]:1'{6?_15.11}}{ FGM a PPUuque p P . = pour les FGM avec des fonds
été initialement dans le laboratoire national
proposée pour les d'adrospatial de Sendai (Japon) spéciaux de coordination
i S ar M. Niumno et ses collezues :
composites et les P = pour la promotion de la
matériaux en 1984 lors de la conception
pﬂl}rﬂ]_él‘eg_ d'une navette spatiale. science et de la technologie.
'l i
T ! .
1972 1984 _ 1986
Eéguliérement, une conférence
IQLST l-glg[l a lieu tous les deux ans. 2[!21
S ‘ — : 4 . -
La premiére conférence La 16 mternationale

Lancement du projet "La
recherche sur la mternationale sur les conférence sur les FGM
technologie de base pour
développement des
materiaux city au Japon. USA.
fonctionnellement gradués
et I'etude de la relaxation
des contramntes thermiques”

FGM a eu lien a Sendai- a eu lieu a Hartford dans

Figure 1.1 : Vue d’ensemble d’historique de la recherche et du développement des FGM
(Ahmed, Contribution a L’étude Vibratoire et de Flambement d’une Poutre
Fonctionnellement Graduée , 2022 )
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1.2. Les avantages et les inconvénients

1.2.1. Avantages des poutres FGM

Les propriétés mécaniques et thermiques varient graduellement, ce qui évite les
concentrations de contraintes aux interfaces entre matériaux différents (ex. métal et
céramique (Soraya, 2023) (Houda, 2022).

Combinaison des avantages des matériaux constitutifs : dureté et résistance mécanique
du métal, résistance a la chaleur et a I'usure de la céramique (Houda, 2022).

Suppression du délaminage et meilleure cohésion entre matériaux, ce qui améliore la
résistance globale et la durabilité (Soraya, 2023) (Houda, 2022).

Adaptation locale des propriétés selon les besoins (ex. zone interne métallique dure,
zone externe céramique résistante a haute température) (Houda, 2022).

Meilleure gestion des flux thermiques et résistance aux gradients thermiques importants,
utile dans les applications comme les rotors de turbines (Houda, 2022).

1.2.2. Inconvénients des poutres FGM

Fabrication complexe : incompatibilit¢ des matériaux (différences de fusion, affinité
chimique, taille des particules) peut entrainer porosité, faible adhérence, et défauts.
(Soraya, 2023).

Nécessité de conditions de fabrication strictes (atmosphére protectrice, basse pression)
pour éviter oxydation et évaporation des métaux, ce qui augmente les colits (Soraya,
2023).

Difficultés a produire des picces de grande taille sans défauts, limitant certaines
applications. (Soraya, 2023) .

Modélisation et analyse plus complexes que pour les matériaux homogeénes, nécessitant
des méthodes avancées (¢léments finis, théories de poutres raffinées). (Hadjer, 2021)
(Abdelkader SAFAT1) (Messaoud, 2017)

En résumé, les poutres FGM offrent un compromis performant entre proprié¢tés mécaniques et

thermiques, mais leur mise en ceuvre reste techniquement et économiquement exigeante.
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Céramique Céramique- Métal
Matériau La face a Métal (La face a
haute {La couche basse
tempeérature intermediaire) temperature)
Bonne resistance thermique v
Bonne resistance a I'oxydation. v
Elimination des problémes de v
E’n l'interface.
E | Relaxer les contraintes thermiques v
g
- & - ¥
- | Bonne résistance meécanique v
Conductivite thermique élevee v
Trés bonne ténacite. v
" Faible conductivité thermique v
g
E Fabrication compliquée v
-
= _ — -
£ | Faible résistance a la corrosion v
=
Tableau 1.1 Avantages et inconvénients des matériaux constituant les FGM.

(Abdelkader, 2021)

1.3. Domaines d’applications des matériaux a gradient de
propriéetés
1.3.1. Applications des Matériaux a Gradient Fonctionnel (FGM)

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) trouvent des applications variées dans de
nombreux domaines. Leurs atouts majeurs comme leur capacité a allier des propriétés
contradictoires, leur résistance améliorée a la rupture et leur aptitude a réduire les contraintes
thermiques en font des solutions prometteuses pour diverses utilisations. Voici quelques

exemples concrets de leurs applications : (Houari, 2011)
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Figurel.2 : Domaines d'utilisation des matériaux a gradient fonctionnel (Abdelhak M. ,
Mod¢élisation du Flambement et de La Vibration des Poutres FGM par Les ¢1éments Finis, 2023)

1.3.1.1. Application Aérospatiale :

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) ont été initialement congus pour répondre aux
défis thermiques de l'aérospatial, notamment pour réduire les contraintes entre les parois
internes et externes des vehicules spatiaux. Leurs applications se sont depuis diversifiées pour
inclure :

e Systemes de propulsion : moteurs de fusée, roues de turbine

o Composants structuraux : engrenages spatiaux, bords d'attaque de missiles et navettes
e Gestion thermique : plaques d'échangeur de chaleur, réflecteurs

« Equipements embarqués : panneaux solaires, boitiers de caméra

Comme le montre la Figure 1.2, I'utilisation des FGM connait une croissance continue dans le
secteur aérospatial, principalement grace a leur remarquable résistance aux chocs thermiques
et a leurs performances mécaniques exceptionnelles. (Abdelhak M. , Modélisation du
Flambement et de La Vibration des Poutres FGM par Les éléments Finis, 2023)
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Figure 1.2 : usage des matériaux fonctionnel en aérospatial (Abdelhak M. , Modélisation du
Flambement et de La Vibration des Poutres FGM par Les ¢léments Finis, 2023)

1.3.1.2. Application biomédicale

Ces dernieres années, les chercheurs ont exploré l’utilisation de matériaux a gradient de
propriétés pour les applications orthopédiques et les dents artificielles, visant a optimiser la
biocompatibilité, la résistance a I'usure et la dureté. Des études ont été consacrees a
I’amélioration de ces propriétés dans les matériaux biocompatibles intégrés au corps humain,
grace aux FGM (bandyopadhyay, 2009) (Gupta, 2017). Ces matériaux permettent également la
conception de prothéses médicales sur mesure, adaptées a la morphologie spécifique de chaque
patient (Figure 1.3.a), ainsi que la fabrication d’implants dentaires (Figure 1.3.b) (Bakarich S.
E., 2017).

Parmi les réalisations récentes, un ménisque artificiel a été produit a partir de fibres d’hydrogel
renforcées, dotées d’une dureté et d’une rigidité distribuées directionnellement via un procédé
d’impression par extrusion. De méme, un tendon artificiel bio-inspiré a été développé, constitué
de tissu conjonctif aux propriétés mécaniques graduées entre le muscle et I’os (Figure 1.3.c).

10
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(a)

Téte de la prothése Métal : propriétés

mécaniques
Piéce FGM :

prothése de hanche Céramique :

Tige de la prothése
Piéce FGM :

Alliage base titane implant dentaire

Alliage base chrome-cobalt )
e Os alvéolaire

Figure 1.3: Usage des matériaux fonctionnel en médecine, (a)Prothése de hanche
(bandyopadhyay, 2009) (b) Implant dentaire (Watari, 2004) (c) ménisque artificiel (Bakarich S.
E., 2017)

1.3.1.3. Industrie de la défense

La capacité des matériaux FGM (a gradient de propriétés) a résister a la pénétration tout en
limitant la propagation des fissures en fait un choix privilégié dans I’industrie de la défense.
Ces matériaux sont employés dans diverses applications militaires et de protection, notamment
la fabrication de gilets pare-balles, d’épées japonaises traditionnelles, de blindages et de
structures de véhicules blindés. Leur conception optimisée permet de combiner résistance
mécanique et durabilité, répondant ainsi aux exigences critiques des équipements de défense.
(Samir, 2019)

11
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Figure 1.4 : Utilisation dans I’industrie de la défense (Samir, 2019)
1.3.1.4. Industrie automobile

Actuellement, l'utilisation des matériaux FGM (a gradient de propriétés) dans l'industrie
automobile reste limitée en raison de leur cotlit de production ¢levé. Toutefois, leur emploi se
justifie dans des composants critiques ou leurs performances surpassent celles des matériaux
conventionnels. Parmi les applications actuelles figurent :

e Les chemises de cylindre et pistons pour moteurs diesel

e Lesressorts a lames, bougies et chambres de combustion

o Les amortisseurs, volants et certaines parties de la carrosserie

e Les vitres et systemes de freinage pour voitures de course (Figure 2.6).

De plus, les FGM sont exploités pour des revétements de carrosserie optimisés, notamment via
des couches graduées intégrant des particules (ex. dioxyde/mica), améliorant ainsi la durabilité
et les propriétés mécaniques.

1.3.1.5. Le domaine du Génie civil :

Les joints dans la charpente métallique

Lors de l'assemblage d'¢léments en charpente métallique de nuances différentes (ex.
acier/aluminium), des soudures sont nécessaires. Traditionnellement, des joints ordinaires en
acier sont utilisés, mais ils présentent des risques de rupture et une durabilité
limitée. L utilisation de joints FGM (a gradient de propriétés) offre une solution optimale,
améliorant la résistance et la longévité de I’assemblage.

Les grands vitrages dans les zones chaudes
Les vitrages en FGM permettent de :

o Réguler la température dans les zones chaudes,

12
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« Eviter les multi-vitrages (simplification de la structure),

e Réduire les coiits et le poids des installations. (ADDA, 2022 )

1.4. Propriétés physiques et mécaniques des FGM

1.4.1. Propriétés de I’aluminium

1.4.1.1. Définition :
L’aluminium est un métal de couleur blanc argenté qui, une fois poli, acquiert un aspect
réfléchissant. (Eddine, 2016-2017)

1.4.1.2. Propriétés physiques :
o Température de fusion : Relativement basse (~660 °C), ce qui facilite sa mise en ceuvre
par fonderie.

e Ductilité : Excellente aptitude a la déformation sans rupture.

e Masse volumique : 2 700 kg/m?, ce qui en fait un matériau léger, idéal pour les
applications aéronautiques et automobiles.

1.4.1.3. Propriétés mécaniques :
Les propriétés mécaniques des métaux, dont 1I’aluminium, sont classées en deux catégories :

1.Résistance mécanique :
o Résistance mécanique en traction

o Dureté (résistance a la pénétration).

2.Capacité de déformation sans rupture :
o Malléabilité (formabilité en feuilles).

o Ductilité (étirage en fils).

1.4.1.4. Propriétés des alliages d’aluminium :
Les alliages d’aluminium offrent des caractéristiques remarquables, notamment :

o Température de travail ¢levée.

o Excellente résistance a la corrosion.

o Faible densité (l¢gereté).

e Solidité, dureté et rigidité accrues.

e Rapport résistance/poids avantageux.

e Protection contre les interférences électromagnétiques.

e Bonne conductivité thermique et électrique.

13
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e Finition de surface optimale.
e Recyclabilité totale.

1.4.1.5. Résistance a la corrosion :

L’aluminium et ses alliages forment naturellement une couche d’oxyde protectrice en surface,
améliorable par anodisation. Cette propriété permet leur utilisation en extérieur (fagades,
structures) sans revétement supplémentaire. Cependant, en milieux agressifs (salins,
acides...), ils peuvent subir :

e Corrosion par piqires.

e Corrosion sous contrainte.
o Fatigue-corrosion.

e Corrosion généralisée.

1.4.2. Propriétés de la céramique :

1.4.2.1. Définition :
La céramique est obtenue a partir de terres, roches broyées ou argile, fagonnée puis
cuite a haute température, ce qui entraine une transformation irréversible et la perte de
plasticité.

1.4.2.2. Propriétés physiques :
o Fusibilité (utilité en fonderie) : Les argiles réfractaires résistent a la chaleur et
sont utilisées en fonderie pour la confection de moules, tandis que d'autres types
d'argiles peuvent fondre a plus basse température selon leur composition.

e Masse volumique (~3800 kg/m?) : La densité des céramiques dépend de la
composition et de la porosité, mais elle est généralement inférieure a celle des
métaux et supérieure a celle des polymeres (BENSAID, 2020).

e Applications : Les céramiques sont utilisées dans I’habitat, le design, I’industrie
métallurgique, [’aéronautique, le spatial, le médical et les revétements.
(BENSAID, 2020)

o 1.4.2.3. Propriétés mécaniques :
Elles dépendent des maticres premieres et des méthodes de fabrication, qui influencent
la microstructure et la répartition des phases. (BENSAID, 2020)

1.4.2.4. Caractéristiques :

e  Module de Young élevé (liaisons ioniques/covalentes) : Le module de Young
mesure la rigidité et est élevé pour les céramiques, ce qui leur confére une grande
rigidité,
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e Grande dureté (abrasifs, outils coupants, résistance a ’usure) : Les
céramiques sont trés dures, ce qui explique leur usage dans les outils de coupe

et les applications anti-usure,

e Bonne résistance a la compression (~200 MPa), mais faible en traction :
Elles résistent bien a la compression mais sont fragiles en traction,

o Rigidité et tenue a haute température : Leur rigidité et leur stabilité a haute
température sont dues a leur structure cristalline et a la nature de leurs liaisons
chimiques. (MICHEL, 1997) .

Phase Caractéristiques mécaniques
- Bonne résistance thermique ;
Céramique La face a haute température | - Bonne resistance a 'oxydation ;

- Faible conductivité thermique.

Céramique-métal

Continuité du matériau
d'un point a 1’autre
"eouches intermédiaires”

- Elimination des problemes de
l'interface ;

- Relaxer les contraintes thermiques

Métal

La face a basse température

- Bonne résistance mécanique ;
- Conductivité thermique élevée,
- Treés bonne ténacité.

Figure 1.5 : Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal

1.5. Lois de variation des propriétés a travers I’épaisseur POUTRE

FGM

Les lois de variation des propriétés a travers 1’épaisseur des poutres en matériaux a gradient
fonctionnel (FGM) décrivent comment les caractéristiques mécaniques (les propriétés telles que
le module de Young, la densité et le coefficient de Poisson) changent continlment du métal vers

la céramique. Voici les principales lois utilisées :

1.5.1. Loi de puissance (P-FGM)

e La fraction volumique d’un matériau varie selon une loi de puissance :

v(z) = (ﬂ)k

2h

Ou £ est un parametre contrdlant la variation, z la position dans I’épaisseur 4.
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V=

Figure 1.6: Variation de la fraction volumique dans une poutre P-FGM
(Abdelhak M. , Modélisation du Flambement et de La Vibration des Poutres FGM par
Les éléments Finis, 2023)

o Les propriétés effectives, par exemple le module de Young E(z), sont calculées par la
loi des mélanges :

E(z) = Eyv(2) + E;(1 — v(2))
Avec E1 et E2 les modules aux surfaces inférieure et supérieure.

e Cette loi est la plus couramment utilisée pour modéliser les poutres FGM (Bouraada,
20018) (Abdelkader, 2021)

1.5.2. Loi exponentielle (E-FGM) :
Les propriétés varient selon une fonction exponentielle :
h
E(z) = AP(#+3)
Avec :
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A=E2

#=n(z)

Ou : El et E2 sont respectivement les propriétés matérielles de la structure E-FGM (modules
de Young) de la surface inférieure z = —% et de la surface supérieure z = +§ . (Ahmed,
Contribution a L’¢tude Vibratoire et de Flambement dune Poutre Fonctionnellement Graduée
,2022)

La figure montre La variation graduelle du module de Young dans la direction normale a la
plaque E-FGM
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Figure 1.7 : Variation du module de Young d’un matériau E-FGM (Samir,
2019)
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1.5.4. La loi sigmoide S-FGM

La fraction volumique d’un matériau S-FGM varie selon les équations suivantes (Samir, 2019)

N
1 z+; h
vy == Pour——<2z<0
175\ 1 2
2

NS

Ou £ est ’indice de gradient controlant la forme de la fonction.

La fraction volumique d’un matériau S-FGM est calculée par les équations suivantes :

E(2) =v,(2) E, +[1-v,(2)]E, Pour—g <z<

N | &

E(z) =v,(2) - E; +[1—v,(2)] - E, Pour0 <z <
La variation du moule de Young dans la direction de I’épaisseur de la plaque S-FGM est

Représentée sur la figure.
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0,8 5 n=1
n=2
n=3>5
n=10
0,6 -
=
.
N
0,4 -
0,2
0,0 T T T T

T
0,0
Fraction Volumique V

Figure 1.8 : Variation du module de Young d’un matériau S-FGM (Samir, 2019)

3.conclusion :

Dans ce chapitre en a vu L’étude des vibrations des poutres FGM révele que leur comportement
dynamique dépend fortement de la variation graduelle des propriétés matérielles, des conditions
aux limites et des sollicitations externes. Puis Les vibrations (libres, forcées, axiales ou
transversales) peuvent induire des effets complexes comme le couplage de modes ou
I’amplification des déformations, impactant la durabilité des structures. Bien que les FGM
offrent des avantages clés (résistance thermique, absence de délaminage), leur optimisation
nécessite des modeles précis intégrant des lois de gradient (puissance, exponentielle, sigmoide)
et des théories de cisaillement avancées. Ces connaissances sont essentielles pour leur
application dans des secteurs exigeants comme 1’aérospatial ou le biomédical
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Chapitre 2

Théorie des poutres

2.1. Introduction

L’¢tude du comportement des poutres constitue un pilier fondamental de la mécanique des
structures et de la résistance des matériaux. Depuis le XVIlle siécle, plusieurs théories ont été
développées afin de modéliser et de prédire la réponse des poutres soumises a diverses
sollicitations. Parmi ces théories, celle d’Euler-Bernoulli occupe une place centrale, offrant une
approche simplifiée mais efficace pour I’analyse des poutres longues et minces. Toutefois,
I’évolution des besoins en ingénierie et la complexification des structures ont conduit a
I’¢laboration de modeles plus avancés, tels que la théorie d’ordre élevé (HSDT) et la théorie de
Timoshenko, qui prennent en compte des phénoménes négligés dans la théorie classique,
comme le cisaillement transversal et I’inertie rotationnelle. Ce chapitre présente les fondements,
les hypotheses et les champs de déplacement de ces différentes théories, en mettant en évidence
leur domaine d’application et leurs limites respectives.

2.2. Théorie de Bernoulli Euler

2.2.1. Historique

Leonhard Euler et Daniel Bernoulli ont proposé cette théorie pour la premiére fois en 1750. A
cette époque, la science et I’ingénierie étaient percues différemment de nos conceptions
actuelles. Bien que la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli repose sur des bases mathématiques
rigoureuses, elle était initialement considérée comme peu fiable pour des applications pratiques
en ingénierie. Néanmoins, les ponts et les batiments ont continué¢ a étre congus selon ses
principes jusqu’a la fin du XIXe siecle. Ce n’est qu’avec la construction de structures
emblématiques comme la tour Eiffel et la grande roue de Chicago que la validité de cette théorie
a grande échelle a été clairement démontrée. (Bauchau, 2009).

2.2.2. Définition

La théorie des poutres d’Euler-Bernoulli (également appelée théorie classique des poutres ou
théorie des poutres d’ingénierie) constitue une approche simplifiée permettant de calculer la
déflexion d’une poutre soumise a une charge. Elle est valable dans le cas de petites déflexions.
(Ma, 1996).
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La théorie d’Euler-Bernoulli est un modéle classique en résistance des matériaux qui décrit la
flexion des poutres longues et fines en supposant que les sections droites restent planes et
perpendiculaires a la ligne moyenne aprés déformation, tout en négligeant les effets du
cisaillement transverse. Cette simplification permet d’analyser efficacement les contraintes et
déformations liées a la flexion, et constitue la base de nombreuses applications en ingénierie

structurelle.

2.2.3. Hypotheses

La théorie d’Euler-Bernoulli est repose sur les hypotheses suivantes (Han, 1999).

1.
2.
3.

4.
S.
6

La poutre est considérée comme isotrope et élastique.

Elle est longue et mince, avec une section transversale constante le long de son axe.
La déformation de la poutre résulte principalement de la flexion et des déplacements
latéraux.

Les effets du cisaillement et de I’inertie de rotation sont négligés.

Une section plane avant déformation reste plane aprés déformation.

La section reste perpendiculaire a I’axe neutre deformé de la poutre.

2.2.4. Champ des déplacements

Ce champ de déplacements est donné par :

Ou

u(x,z,t) = —z0,(x,t) (2.1
w(x,z,t) = w(x,t) (2.2)
0, ==~ (2.3)

u Déplacement longitudinal.

6 Angle de rotation.

2.2.5. Relation contrainte-déformation

A partir du champ de déformation d'un solide 3D on trouve :

i _ _giw (2.4)

22



Chapitre 2 Théorie des poutres

& =& =Vey =Vaz =Vyz =0 (2.5)

La poutre est dans un état de contrainte axiale pure €x. La contrainte axiale o, est liée a ex par
la loi de Hooke comme suit :

d*w
dx?

o,=E.e,=—2z-FE (2.6)

E est le Module de Young.

2.3. Théorie de Timoshenko

2.3.1. Définition

La théorie de Timoshenko modélise le comportement des poutres €paisses en intégrant 1'effet
de cisaillement transversal et l'inertie rotationnelle des sections, contrairement a la théorie
d'Euler-Bernoulli qui les néglige. Cette approche permet une analyse plus précise des vibrations
et des déformations pour des rapports longueur/épaisseur réduits. (Salah, 2012 )

2.3.2. Champ de déplacement

Le champ cinématique s'exprime par :

u,(x,2) = ul — z¢p(x, t)
u, =0 (2.7)
u,(x,t) = w(x,t)

Ou:
o w(x,t) : déplacement transverse (fleche) selon z
e ¢(x,t) : rotation indépendante de la section due au cisaillement
e 7 :coordonnée selon I'épaisseur

Cette formulation introduit deux variables indépendantes (w et @), permettant de découpler la
flexion et le cisaillement. (Madjid, 2016)
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Za
Q
daw
o300
g dx
Waee
—_—X
Déformation réelle de la section P ==
transversale e
R < . dw
- /\ % dx —

—
— ’/’\ Déformation plane de la section

transversale

o

Normale a la déformation de l'axe de la poutre

Figure 9.1 : Rotation de la section transversale (Meziane, ANALYSE
DYNAMIQUE D’UNE POUTRE DE TIMOSHENKO PAR LA METHODE DES

ELEMENTS FINIS, 2022)

2.3.3. Champ de déformation

Les déformations s'écrivent :

_Ou 09
Exx a - a
ow
Vxz = a -

Avec :
® &, déformation normale de flexion

e Yy . déformation de cisaillement transverse

(2.8)

Par conséquent, la théorie de Timoshenko introduit une déformation de cisaillement

transversale yxz.

Les contraintes axiales et de cisaillement o,, et 7,, en un point de la section transversale de la

poutre sont liées aux déformations correspondantes par la formule suivante :
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d¢

Oxx = E. &4 = _Z'Ea_x
ow (2.9)
Taz =G Ve =G (Ei;'_ )

E
2(14v)

Ou G est le module de cisaillement (G = ) et v est le coefficient de Poisson (Abdelhak K.

)

2.4. Théorie d'Ordre Elevé (HSDT) :

Dans cette théorie la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon I’épaisseur
de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre, car elle intégre une fonction
qui prend en compte le phénomeéne de gauchissement, lequel survient lorsque la section
transversale de la poutre ne demeure plus plane apres déformation. (figure 2.1). (Bouzateur
Med Salah Eddine, 2017)

La fonction représente le gauchissement et sa dérivée W'(z) représente le cisaillement.

Figure 2.2 : Cinématique de la Théorie d'Ordre Elevé. (Bouzateur Med Salah Eddine,
2017)

Dans ce cas, le champ de déplacement devient :

U(x,2) = U%(x) — 2w’ x(x) + ¢(2)y, (x)

w(x,z) =w(x) (2.10)

u(M).{
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dy 0
Ve () = 22+ 2 = —w2() + ¢ (1, () + W) (211)
Vaz (%) = @' (2)yx, (%) (2.12)

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrémes de la poutre, on doit
avoir :

P @Dz=2-=0 (2.13)

h
2

C'est la condition qui nous permet d'avoir une répartition parabolique des contraintes de
cisaillement sur I'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions
cubiques qui répondent a la condition. (Madjid, 2016)

Selon I'expression de la fonction de gauchissement Y (z) , quelques modeéles sont présentés dans
la littérature des poutres en FGM :

e Le modele Euler-Bernoulli (la théorie des poutres classiques) (CBT) :
Y(z)=0 (2.14)

e Le modele de Timoshenko ou bien la théorie du premier ordre (FSDBT) :
Y(z) =z (2.15)

e Le modele de puissance avec l'approche de (PSDBT) :

Y(z) = Z<1 —:—;2) (2.16)

e Le modele exponentiel proposé par (ESDBT) :

Y(2) = 262’ (2.17)
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e Le modele trigonométrique :

(¥4

. (2.18)

h
Y(z) = ;sm
Avec, h : épaisseur de la poutre.

2.5. Conclusion

Les théories des poutres évoluent selon la complexité des phénomeénes a modéliser. La théorie
de Timoshenko, plus complete que celle d’Euler-Bernoulli, inteégre des effets essentiels pour
une meilleure précision. La méthode des ¢léments finis sera alors présentée comme une solution
performante pour appliquer cette théorie dans la modélisation et I’analyse des poutres, Qui va
étre dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Modélisation des poutres Timochenko par la méthode des
élément finis hiérarchiques

3.1. Introduction

La modélisation des poutres selon la théorie de Timoshenko par la méthode des €léments finis
repose sur une approche qui integre a la fois les effets de flexion et de cisaillement,
contrairement au modele classique d’Euler-Bernoulli qui néglige les déformations de
cisaillement. Dans cette méthode, la poutre est discrétisée en €léments finis ou chaque élément
est représenté par des fonctions de forme associées aux déplacements et rotations nodaux.

3.2. Méthode des éléments finis hiérarchiques

3.2.1. Définition

La méthode des ¢éléments finis hiérarchiques est une extension de la méthode classique des
¢léments finis qui utilise des bases de fonctions hiérarchiques pour construire les espaces
d'approximation. Contrairement aux ¢léments finis traditionnels ou les fonctions de base sont
généralement définies de maniére fixe sur chaque élément, la méthode hiérarchique introduit
des fonctions supplémentaires par niveaux, permettant un enrichissement progressif de I'espace
d'approximation. (Garon, 1997-2006)

Principes de la méthode des éléments finis hiérarchiques

o Hiérarchie des fonctions de base : Il s'agit de fonctions utilisées pour organisées en
niveaux hiérarchiques, ce qui permet d'ajouter ou de retirer des fonctions sans modifier
completement la base initiale. Cela facilite le raffinement adaptatif du maillage, car on
peut augmenter localement la précision en ajoutant des fonctions de plus haut degré ou
de plus petits supports.

o Raffinement adaptatif : Grace a la nature hiérarchique des fonctions, on peut affiner
la solution dans certaines régions du domaine sans avoir a refaire enticrement le
maillage ou la base, ce qui améliore I'efficacité du calcul.

« Eléments mortiers et contraintes : L'introduction d'éléments hiérarchiques peut se
faire via des techniques comme les éléments mortiers, qui permettent de gérer les
contraintes entre sous-domaines ou ¢éléments avec différents niveaux de raffinement.
(Marchai, 1992)
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3.2.2. Avantages de la méthode des éléments finis

e Meilleure gestion du raffinement local et adaptatif.

e Réduction de la taille des systeémes linéaires a résoudre en ne considérant que les
fonctions nécessaires.

o Flexibilité dans la construction des espaces d'approximation. (CAVIN, 2006)

3.3. Application de la méthode des éléments finis hiérarchiques

La méthode est utilisée dans des contextes ou la précision locale est cruciale, notamment en
mécanique des milieux continus, en ¢lasticité non lin€aire, ou pour des problémes ou la solution
présente des singularités ou des zones de forte variation. (tie, 1993)

3.4. Choix de I’élément

Le choix de I’élément fini dépend principalement de la précision requise, de la nature du
probléme a résoudre, ainsi que des contraintes liées au temps de calcul. Parmi les différentes
familles d’éléments disponibles, nous avons opté pour un élément linéaire a deux nceuds, qui
offre un compromis satisfaisant entre simplicité, efficacité et précision pour notre étude. (Garon,
1997-2006)

La relation suivante permet d’exprimer les coordonnées adimensionnelles en fonction
des coordonnées cartésiennes

g=2 3.1)

=~ |

3.4.1. Fonction de forme

Les fonctions de forme hiérarchiques de type trigonométrique sont définies par les relations
suivantes :

i=1-%
f2=5% (3.2)
fa+z = sin(érm)
ér=rm (3.3)

Ou
« r=1,23

3.5. Energie déformation

L’expression de I’énergie de déformation d’une plaque est donnée par I’équation :
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Ou

1
v = > f f (OuexExx + ToxVaz) dAdx
A
0

e Contrainte normale (g, ) et déformation axiale (&)

e Contrainte de cisaillement (7,,) et déformation de cisaillement (y,,)

{sz} _ [E(Z) 0 ]{Exx
Tz J 0 G(Z) Yxz
{ Oxx = E(Z)&xx }
Txz = G(2)Yxs
e E(z) = Module d'Young longitudinal

e G(z) = Module de cisaillement

{gxx = u,(y)c - Z¢,x
Yxz = —¢ + W?c

e u, = Déplacement axial
e ¢ = Rotation due a la flexion
e W= Déplacement transversal

e Z=Position le long de la hauteur de la poutre

Contraintes en Fonction des Déplacements :

{Uxx = E(Z)(u())c - Z(p,x)
Tey = G(2)(—¢ + w2)

Loi de variation du module d'Young

J

(3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7)

(3.8)
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z 1 k
E(z) = (Ec — Em).[2+3] + Em (3.9)

Cette équation modélise 1'évolution graduelle du module d'Young (E) dans un matériau
composite a gradient fonctionnel. La propriété mécanique passe progressivement de la valeur
Em (substrat) a Ec (couche supérieure) selon une loi de puissance contrdlée par I'exposant k,
avec z/h représentant la position normalisée dans I'épaisseur h.

¢ Relation contrainte-déformation en cisaillement

G(z) = 22 (3.9)

2(1+v)

Cette formule relie le module de cisaillement (G) au module d"Young (E) et au coefficient de
Poisson (v). Elle illustre la dépendance directe entre rigidité en traction et résistance au
glissement interne, valable pour des matériaux isotropes homogenes ou a gradient.

3.5.1. Développement de 1'Energie de Déformation :

En substituant o, et t,, dans I'expression de V, on obtient :

V= %fo J.A(Uxxgxx + TyxVuz) dAdx =
1 ) ,
V=30 Jy E@(ub —29.) +G6(@)(b - wl) dAdx

(3.10)

Développement complet :
1 2 2
1 A (0u®\" € 0d\* 24 (0u’\ (0P , D fow° D _[(ow®
3.4.3. Rigidités Axiale, de Couplage et de Flexion :

Les intégrales A, B, C et D sont calculer par les relations suivantes :

—h/2
A =f E(z)dz (3.12)
h/2
—h/2
B =f E(2).z.dz (3.13)
h/2
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-h/2
C =f E(2).z%dz (3.14)
h/2
~h/2
D =f G(z)dz (3.15)
h/2

e G(z) : Module de cisaillement.

e h: Epaisseur de la poutre ou de la plaque

3.6. Matrice de rigidité

La matrice globale est symétrique et s'écrit :

kuu  kuw  kug
k =|kuw? kww kwo (3.16)

kupT  kwoT  kdo

3.6.1. Expression :

kyy = E(2).u% (3.17)

k... Ce terme représente la rigidité axiale dans la direction longitudinale (ux).

Kuw = G(2). w9 (3.18)

k., Ce terme correspond a la rigidité en cisaillement
Ou G est le module de cisaillement et w,, est le gradient de déformation due au cisaillement.

kpp = E - 22 92 + G(2). P (3.19)
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Cette équation combine la rigidité en flexion E - z% - ¢2 et la rigidité en cisaillement G (2). ¢?
Le terme z2 montre que la flexion dépend de la position dans I'épaisseur, tandis que ¢ représente
l'angle de rotation dii au cisaillement.

Ky = 0 (3.20)

kup = —2-E(@2u%.z.¢ 4 (3.21)

k.4 Ce terme décrit le couplage entre la déformation axiale u,et la rotation due a la flexion . ¢

kwp = —2.G(2). . w3 (3.22)

k.,Ce terme Décrit l'interaction entre le cisaillement transverse (w) et la rotation due a la
flexion (¢)

Les sous matrices sont définies par les relations suivantes

1

1 A 9[N]" 9[N]
0
(D aIN]" 9[N]

kup = —2bh J (;iza[;“f%) d¢ (3.25)
D[ 3[N]
— __ T - -
kg = =27 f <[N] o >d§ (3.26)
0
Ky = 0 (3.27)
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La matrice N :

N =[f1(©), (&), ...fi(©),... fp(&)]
Aveci =1,2,...,P

P : Le nombre de fonctions de formes

3.7. Energie cinétique

L’énergie cinétique d’un élément de poutre s’écrit :

T =

N =

L b
0j!p(z)(zl2 +w?)dAdx

T=2
2

I I p(2) [ (x,0) — 22¢2(x, £) +1irg? (x, )| dAdx

0N 2
o Ul(xt) = (aa%) Le déplacement axiale moyen

0N 2
o Wl(x,t) = (%) Le déplacement transversal

e ¢ (x,t)La rotation de la section
e 7/ :coordonnée dans I’épaisseur
e p :masse volumique

e A :aire de la section

e [ :longueur de I’élément

0

P e (5) A (5) 40 (%)

e Distribution de la masse volumique

p(2) = (pc — pm). (£ + %)k +pm

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Décrit la variation spatiale de la masse volumique (p) dans le matériau, suivant la méme loi de
puissance que le module d"Young. Cette symétrie mathématique assure une cohérence physique

entre rigidité et inertie, cruciale pour les applications dynamiques.

pc : La masse volumique de la céramique
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pm : La masse volumique du métal

n
pA = f__zhp(z).zz. dz (3.33)

2

3.7.2. Formulation matricielle de I’énergie cinétique

On définit le vecteur des degrés de liberté généralisés :

Ug Ug
bo bo
L’énergie cinétique s’écrit :
1 l
T = Ef gTMqdx (3.35)
0

En éléments finis, avec fonctions de forme Ni(x) pour chaque degré de liberté, la matrice masse
¢lémentaire est :

(M] = f NI MIN]dx (3.36)
0

e [N] : matrice des fonctions de forme associées aux degrés de liberté (uy,wy,0)
e L :longueur de I’élément

3.8. La matrice de masse

La matrice globale est symétrique et s'écrit :

Muu  Muw  Mug¢
M = [Muw?” Mww Mw¢ (3.36)
Mu¢p? MwepT Mepg
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3.7.3. Composantes de la matrice de masse :

M = bh f pB.INI(©)[N](€) dé (337)
Mww = bh f pB.INIT(©)[N](€) dé (3.38)
Mepep = bh f pA. [NIT(©)[N](€) dé (339
Mug = —bh j pe. INTT(©)INI(E) dé (3.40)
Mwe¢ = 0 (3.41)
Muw =0 (3.42)
Avec
e pA= fip(z)dz (3.43)
e pc= fip(z) z.dz (3.44)

3.9. Equation du mouvement
En utilisant la fonction de Lagrange formulée a partir de I’énergie cinétique et I’énergie de

déformation donnée par :

L=T-V (3.45)

La fonction précédente permet d’établir les équations de mouvement de la plaque par la

formule de Lagrange :

£<6T>_<6T>+6V_0 (3.46)
at\d{qy) \alq})  olq} '
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Pour les petits mouvements des corps ¢élastiques les énergies cinétiques et de déformation nous

pouvons écrire :

1
T=5{@ [M] {q} (3.47)

1
V=3 @ K (@ (3.48)

Ou [ M] est la matrice masse, [K]la matrice rigidité et {q} le vecteur généralisé des

déplacements.
A partir des équations précédentes nous pouvons écrire I’équation du mouvement suivante :

MIX+[K]1X=0 (3.49)

La solution d’équation est une fonction sinusoidale :

X = Ae' (3.50)
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Chapitre 4

Programmation
4.1. Introduction

Le code de calcul utilisé vise a déterminer les fréquences grace a la méthode des éléments finis
hiérarchiques, basée sur la théorie des poutres de Timoshenko. Il intégre ’organigramme du programme
principal ainsi que les différents sous-programmes.

4.2. Environnement de programme

Le matériel utilisé pour la programmation est un ordinateur portable équipé d’un processeur Intel (R)
Core. (TM) i3-4005U CPU @ 1.70GHz 1.70 GHz, et une Ram de 4,00 Go. Le logiciel Mathcad a
été utilisé pour la réalisation du programme.

4.3. Organigramme du programme

La figure (4.1) montre les différentes étapes du programme élaboré.
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Lecture des données, propriétés physiques

!

Lecteur des donnes d’une poutre FGM

v

Fonction de forme

'

Calcule des intégrales 100, 111, 101, 110

!

Intégrale de matrices de rigidité

v

Création de matrices de Rigidité [K]

Intégrale de matrices de masse

v

Création de matrices masse [M]

v

Introductions des conditions aux limites et réduction des matrices

'

Reduction de la matrice de rigidité et masse

v

Formation du vecteur condition aux limites [CL]

v

Calcule les parameétres de fréquences

Affichage des résultats

Figure 4.1 : organigramme principale
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4.4. Analyse de vibration libre

Le programme d’analyse des vibrations libres nécessite en entrée les données suivantes :
* P : Nombre de fonctions de formes

* L. Longueur de poutre

* e . Epaisseur de la poutre

* pm: masse volumique du métal

* pc: masse volumique de la céramique

« vm: Coefficient de Poisson du métal

* vc: Coefficient de Poisson de la céramique
*  Em : module de Yong du métal

» Ec : module de Yong de la céramique

h h
e z:——-<z<-
2 2
Y .
© cor=_: facteur de correction

* (L : vecteur des conditions aux limites
* KR : Matrice de rigidité réduite

* MR : Matrice de masse réduite

*  w: lafréquence propre

*  Sous-programme FONCTG

* (Ce programme calcule les fonctions de forme ainsi que leurs dérivées.

*  Sous-programme JAC

* (Ce programme permet de calculer le Jacobien utilisés pour le calcul des matrices masse et
rigidité élémentaires.

* Sous-programme STIFFB

* Ce programme effectue le calcul de la matrice de rigidité élémentaire liée a la flexion.

* Sous-programme STIFFS

» Ce programme permet d’obtenir la matrice de rigidité ¢lémentaire due au cisaillement.

* Sous-programme MASS

* Ce programme permet de calculer la matrice masse ¢lémentaire.

* Sous-programme JACOBI

* Il permet de déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres.

*  Sous-programme SORT

|l trie les valeurs propres et les vecteurs propres associés par ordre croissant.

e Application des conditions aux limites

Les déplacements aux nceuds peuvent prendre deux valeurs (1 ou 0), ou 1 signifie qu’il y’a un déplacement
et 0 signifie qu’il n’y a pas de déplacement. Il existe 3 degrés de liberté qui peuvent prendre ces deux valeurs
au niveau des nceuds, pour le bord il prend toujours la valeur 1 (le tableaux 4.2). Le tableaux 4.1 donnent les

détails des nceuds et la représentation de 1’élément-p est donnée
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Tableau 4.1 : Degrés de liberté aux nceuds

Nceuds u w ¢
1 lou0 lou0 louO
2 lou0 lou0 louO

Programmation

Tableau 4.2 : Degrés de liberté aux bords

Bords | 4

1 lou0O

Les déplacements aux nosuds et aux bords sont représentés sous forme de vecteur. Les matrices de
rigidité [K] et de masse [M] sont réduites en supprimant les lignes et colonnes correspondant aux degrés
de liberté dont la valeur est nulle.

4.5. Résolutions

Dans cette partie on veut transformer le probleme généralisé aux valeurs propres qui
ce présente sous la forme suivante:

([K]1—w?[M]D{q} =0 (4.1

A un probléme standard de la forme suivante:
([A]-=w?D{q} =0 (4.2)

Avec

W : Fréquences propres de la poutre

{q}: Vecteurs coordonnées généralises

La méthode de Cholesky utilisée permet dans un premier temps de décomposer la
matrice masse symétrique et définie positive
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M=1LTL (4.3)
Ou

L: est une matrice triangulaire inférieure (tous les éléments au dessus de la diagonale sont
nuls).

Un vecteur y est crée tel que:
Y=1LTq (4.4)
En remplagant les relations (4.3) et (4.4) dans (4.2) nous obtenons 1’équation suivante:

(LKL T—W2D)Y =0

(4.5)
Avec

A=LK LT (4.6)

La derniere relation peut étre écrite sous la forme

K=LALT (4.7)

La derniere relation subira une premiere substitution en arriere ou:

Z=ALT (4.8)
Dans la deuxiéme substitution:

LZ =K (4.9)
La relation (4.8) peut étre exprimée Comme suit:

LA=ZT (4.10)

En dernier 1’équation (4.10) subit une substituions en arriére pour
déterminer la matrice [A]
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Chapitre 5

Résultats et discutions

5.1 Introduction

Ce chapitre est divisé en trois parties : la premiere est consacrée a la partie de 1’étude de
convergence, la deuxieéme aux résultats numériques et a I’interprétation, et la derniere partie est
réservée a ’étude paramétrique.

Les propriétés matérielles d’une poutre isotrope en a utiliser les donner suivant :
3
e E=21.10";v=03:p=7850;L=1;]="-;G=8077.10 ;7 = \E o5 =
b.h

e Pour les parametres de fréquence ont été utilisées comme la formule suivante pour une
poutre isotrope :

0 =

T

Q. —
fﬁ

p

La poutre FGM est composé d’une surface inférieure en Aluminium, alors que la surface
supérieure est de 1'alumine pure. Les propriétés matérielles sont les suivantes :

e Miétal (Aluminium, Al) : E,, =70 N/m ;v = 0.3 ; p,, = 2702kg/m?3
e Céramique (Alumine, AI203) : E. = 380N/m ;v = 0.3 ; p, = 3960Kg/m?3

En a utiliser c’est parametre pour la partie de convergence et la comparaison aussi pour 1’étude
paramétrique.
e Pour les parametres de fréquence ont été utilisées comme la formule suivante pour une
poutre (FGM) :
L*  [pm

=Q0.— [—
@ h Em
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5.2 études de convergence et comparaison

5.2.1 poutres isotropes

Les résultats obtenus a I’aide du code développé dans ce travail, basé sur le modele de
Timoshenko, sont présentés. Dans le tableau 5.1, les quatre premiers parametres de fréquence
sont obtenus pour les rapports L/r=12,5 et L/r=25, dans le cas d’une poutre simplement
appuyée. Dans le tableau 5.2, les trois premiers parametres de fréquence sont présentés pour les
rapports L/r=20 et L/r=50, dans le cas d’une poutre en porte-a-faux, Dans le présent travaille

en fait varier le nombre de fonction de forme pour un élément poutre Timochenko de p=10,
p=12, p=14, p=20, p=24, p=30, p=36, p=42 dans les deux tableaux
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Tableau 5.1 : Poutres isotrope simplement appuyées (4 modes)

L/r | Mod | Modéle 1T2(10) [ 1T3 (12) | 1T4 (14) [ 1T5 (16) | 2T2(20) | 2T3(24) | 5P (30) | 6P (36) | 7P (42) | Solution
exact
(HOUMAT,
1995)
125 |1 Présent modele 0.09124 | 0.09123 | 0.09123 | 0.09123 | 0.09122 | 0.09122 | 0.09122 | 0.09122 | 0.09122 | 0,09122
(HOUMAT, 1995) | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122 |0,09122 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122
2 Présent 0.29392 | 0.29382 | 0.29377 | 0.29375 | 0.29373 | 0.29372 | 0.29372 | 0.29371 | 0.29371 | 0,29371
(HOUMAT, 1995) | 0,29424 | 0,29372 | 0,29371 | 0,29371 | 0,29371 | 0,29371 | 0,29373 | 0,29372 | 0,29371
3 Présent modeéle 0.53191 | 0.53169 | 0.53159 | 0.53154 | 0.53149 | 0.53147 | 0.53146 | 0.53145 | 0.53145 | 0,53144
(HOUMAT, 1995) | 0,58058 | 0,53328 | 0,53147 | 0,53146 | 0,53151 | 0,53145 | 0,53165 | 0,53155 | 0,53145
4 Présent modeéle 0.77924 | 0.77844 | 0.77812 | 0.77797 | 0.77784 | 0.7778 | 0.77777 | 0.77775 | 0.77775 | 0,77774
(HOUMAT, 1995) | 0,93542 | 0,86756 | 0,78125 | 0,77781 | 0,77846 | 0,77775 | 0,77902 | 0,778819 | 0,77793
25 |1 Présent modele 0.0247 | 0.02469 | 0.02469 | 0.02469 | 0.02469 | 0.02469 | 0.02469 | 0.02469 | 0.02469 | 0,02469
(HOUMAT, 1995) | 0,02469 | 0,02496 | 0.02469 | 0,02469 | 0,02469 | 0,02469 | 0,02469 | 0.02469 | 0.02469
2 Présent modéle 0.09131 | 0.09127 | 0.09125 | 0.09124 | 0.09123 | 0.09123 | 0.09123 | 0.09122 | 0.09122 | 0,09122
(HOUMAT, 1995) | 0,09149 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09122 | 0,09123 | 0,09122 | 0.09122
3 Présent modeéle 0.18515 | 0.18501 | 0.18495 | 0.18492 | 0.18489 | 0.18488 | 0.18488 | 0.18487 | 0.18487 | 0,18487
(HOUMAT, 1995) | 0,21409 | 0,18606 | 0,18489 | 0,18488 | 0,18491 |0,18487 | 0,185 | 0,18492 | 0,18488
4 Présent modeéle 0.29475 | 0.29419 | 0.29397 | 0.29387 | 0.29378 | 0.29375 | 0.29373 | 0.29372 | 0.29372 | 0,293711
(HOUMAT, 1995) | 0,39596 | 0,34575 | 0,29644 | 0,29377 | 0,29423 | 0,29372 | 0,29454 | 0,29401 | 0,29384

Tableau 5.2 : Poutres isotrope en porte-a-faux (3 modes)
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L/r | Mod | Modeéle 1T2 173 1T4 175 2T2 2T3 5P (30) | 6P (36) | 7P (42) | Solution
(10) (12) (14) (16) (20) (24) exact
(HOUMAT,
1995)
20 | 1 Présent modgle 0.01389 | 0.01387 | 0.01386 | 0.01386 | 0.01386 | 0.01385 | 0.01385 | 0.01385 | 0.01385 | 0,01378
(HOUMAT, 1995) | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1387
2 Présent 0.07735 | 0.07726 | 0.07722 | 0.07719 | 0.07717 | 0.07716 | 0.07716 | 0.07716 | 0.07715 | 0,07503
(HOUMAT, 1995) | 0,07503 | 0,07506 | 0,07504 | 0,07503 | 0,07503 | 0,07503 | 0,07503 | 0,07503 | 0,07503
3 Présent modgle 0.1889 | 0.1887 | 0.1886 | 0.18855 | 0.1885 | 0.18848 | 0.18847 | 0.18847 | 0.18846 | 0,17988
(HOUMAT, 1995) | 0,18175 | 0,18002 | 0,17989 | 0,17988 | 0,17988 | 0,17988 | 0,17991 | 0,1799 | 0,17989
50 |1 Présent modele 0.00229 | 0.00228 | 0.00227 | 0.00227 | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0,00226
(HOUMAT, 1995) | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0,00226 | 0.00226 | 0.00226 | 0.00226
2 Présent modéle 0.01403 | 0.01396 | 0.01392 | 0.0139 | 0.01387 | 0.01387 | 0.01386 | 0.01386 | 0.01386 | 0,01378
(HOUMAT, 1995) | 0,0138 | 0,01378 | 0,01378 | 0,01378 | 0,01378 | 0,0138 | 0,01378 | 0,01378 | 0,01378
3 Présent modéle 0.03802 | 0.03781 | 0.03771 | 0.03765 | 0.03759 | 0.03757 | 0.03755 | 0.03755 | 0.03754 | 0,03712
(HOUMAT, 1995) | 0,03794 | 0,03723 | 0,03712 | 0,03712 | 0,03712 | 0,03712 | 0,03714 | 0,03713 | 0,03712
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D’apres le travail de (HOUMAT, 1995), Le paramétre de fréquence w utilisé ici est
sans dimension et s'obtient en multipliant la fréquence naturelle w par r et en la divisant
par la vitesse de l'onde de cisaillement. Dans les tableaux (5.1) et (5.2), les colonnes
nTm correspondent & des solutions avec n éléments de poutre Timoshenko d'ordre
variable dans la poutre complete, avec m termes trigonométriques par élément. Les
colonnes nP correspondent a des solutions avec n éléments de poutre Timoshenko sans
termes trigonométriques dans la poutre compléte. Les nombres entre parentheses
correspondent au nombre de degrés de liberté du systeme, a I'exclusion des degrés de
liberté contraints. La poutre ne présentant aucune discontinuité géométrique ou
matérielle, elle est d'abord discrétisée en un seul élément, puis le nombre de termes
trigonométriques dans chaque élément varie. [La poutre est également discrétisée en
deux éléments afin de montrer que plusieurs éléments peuvent étre utilisés dans la
poutre compléte.] Les tableaux 5.1 et 5.2 présentent une comparaison entre les résultats
obtenue dans notre travail et ceux de (HOUMAT, 1995), et cela pour différent

Les résultats obtenus dans le présent travaille sont comparés a ceux de (HOUMAT,
1995) qui a utilisé la méthode des €¢léments finis hiérarchique combinée au modele de
Timoshenko ou exact.

5.2.2 Poutres FGM

Dans cette partie les tableaux de (5.3) a (5.6) et les figure de (5.1) a (5.4) présent 1’étude de
convergence pour une poutre FGM formés constitu¢ d’un matériaux et parametre de fréquence
mentionné ci-dessus (dans I’introduction), pour plusieurs conditions aux limites.
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Tableau 5.3 : poutre (F.G.M.) simplement appuyée

P o Wy w3 Wy Ws

4 4.875 101.414 199.729 605.468 1181.67
5 3.73 21.405 196.739 202.583 600.75
6 3.73 15.149 48.685 199.442 312.784
7 3.68 15.149 34.331 85.367 199.546
8 3.68 14.785 34.328 61.165 130.537
9 3.671 14.783 33.356 61.154 95.495
10 3.671 14.704 33.35 59.363 95.474
11 3.669 14.703 33.11 59.354 92.727
12 3.669 14.679 33.107 58.861 92.715
13 3.668 14.678 33.024 58.857 91.894
14 3.668 14.669 33.023 58.674 91.89
15 3.667 14.669 32.988 58.672 91.567

La convergence est satisfaite pour un nombre de fonctions de formes égale a 15

—a—w_1
—o—w_2
—A—w_3

=

N

o

o
1

v w4
w_5

eqguences

\

1000
800
600 \¢
400

200 A x v

les cing premiers paramétres de fr

i

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
nombre de fonction de forme

Figure 5.1 : convergence des cinq premieres fréquences en fonction de nombre de fonction de
forme des poutres en (F.G.M.) simplement appuyées.

Cette figure illustre convergence des cinq premieres fréquences en fonction de nombre de
fonction de forme pour une poutre FGM simplement appuyée. On observe une décroissance
marquée des fréquences lorsque p augmente, reflétant l'influence de la dégradation matérielle
sur la rigidité de la poutre. La convergence vers une valeur stable a partir de p = 15 confirme le
choix optimal du nombre de fonctions de forme.
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Tableau 5.4 : Poutre (F.G.M.) encastrée libre

P o Wy w3 Wy Ws

4 2.426 44,857 199.701 321.449 605.524
5 1.795 13.07 100.642 199.573 481.946
6 1.632 10.218 33.863 168.226 199.541
7 1.536 9.746 27.171 62.774 199.516
8 1.482 9.291 26.471 51.602 99.362
9 1.444 9.076 25.395 50.75 83.457
10 1.419 8.893 25.005 48.911 82.471
11 1.4 8.778 24.568 48.388 79.785
12 1.385 8.681 24.333 47.629 79.163
13 1.374 8.611 24.099 47.288 78.034
14 1.365 8.552 23.948 46.879 77.605
15 1.358 8.507 23.804 46.648 76.992
16 1.352 8.467 23.701 46.394 76.688
17 1.347 8.436 23.604 46.23 76.306
18 1.342 8.408 23.531 46.06 76.085
19 1.339 8.386 23.463 45.94 75.827

La convergence est satisfaite pour un nombre de fonctions de formes égale a 19

—a—w_1
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N\ ¥

M D ED ED D B S S G E D E ¢
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
nombre de fonction de forme

les cing premiers paramétres de fréquences

o
|

Figure 5.2 : convergence des cinq premieres fréquences en fonction de nombre de fonction de
forme des poutres en (F.G.M.) encastrée libre.

La tendance observée pour la poutre encastrée-libre est similaire a celle de la figure 5.1, avec
une diminution progressive des fréquences en fonction de p. Cependant, les valeurs absolues
sont plus faibles, ce qui s'explique par la condition aux limites moins rigide (extrémité libre).
La stabilisation a p = 19 valide le choix des paramétres du modele.
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Tableau 5.5 : Poutre (F.G.M.) encastrée a deux extrémités

P o Wy w3 Wy Ws
7 17.838 49.617 183.15 604.627 661.815
8 16.276 46.192 90.343 260.869 604.627
9 15.343 42.482 86.418 141.863 347.243
10 14.775 41.033 80.206 137.797 203.936
11 14.333 39.533 78.506 128.929 199.982
12 14.023 38.798 75.792 127.193 188.414
13 13.79 37.954 74.901 123.101 186.789
14 13.586 37.55 73.329 122.186 181.242
15 13.454 36.993 72.83 119.757 180.394
16 13.306 36.761 71.783 119.242 177.041
17 13.229 36.359 71.494 117.611 176.97
18 13.115 36.223 70.739 117.314 174.299
19 13.069 35.917 70.569 116.136 174.032
20 12.979 35.836 69.997 115.964 172.388
—a— w_1
- —o—w_2
700 —A—w_3
1 v w 4
600 v w_5

les 5 premier paramétres de fréquences
P

nombre de fonction de forme

Figure 5.3 : convergence des cinq premieres fréquences en fonction de nombre de fonction de
forme des poutres en (F.G.M.) encastrée a deux extrémités.

Pour la poutre encastrée aux deux extrémités, les fréquences sont globalement plus élevées que
dans les cas précédents, en raison de la rigidité accrue imposée par les conditions aux limites.
La décroissance avec p suit la méme tendance, mais avec des variations plus prononcées pour
les modes supérieurs (®s a ®s).

53



Chapitre 5 Résultats et discutions

La convergence est satisfaite pour un nombre de fonctions de formes €gale a 20

Tableau 5.6 : Poutre (F.G.M.) encastrée a une extrémité

P o Wy w3 Wy Ws

5 37.453 220.217 398.98 594.171 797.929
6 13.486 75.81 326.117 398.978 781.36
7 11.915 33.03 121.057 398.972 436.776
8 10.854 30.854 60.19 172.501 398.979
9 10.252 28.343 57.72 94.563 229.708
10 9.863 27.416 53.528 92.03 135.984
11 9.579 26.396 52.451 86.059 133.547
12 9.366 25.927 50.613 84.972 125.775
13 9.216 25.353 50.051 82.211 124,771
14 9.077 25.096 48.985 81.64 121.04
15 8.993 24,717 48.672 80.001 120.519
16 8.892 24571 47.963 79.682 118.264
17 8.843 24.298 47.783 78.582 117.976
18 8.766 24.213 47.273 78.4 116.451

La convergence est satisfaite pour un nombre de fonctions de formes égale a 18

les cing premiers paramétres de fréquences

—a—w_1
—o—w 2
- A w_3
v w4
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Figure 5.4 : convergence des cinq premieres fréquences en fonction de nombre de fonction de
forme des poutres en (F.G.M.) encastrée a une extrémité.

Cette figure montre le comportement d'une poutre encastrée a une extrémité. Les fréquences
sont intermédiaires entre celles des poutres simplement appuyées et encastrées aux deux
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extrémités. La convergence rapide des résultats pour p > 18 justifie le choix de ce parameétre
dans les simulations.

5.3 Résultats numériques et interprétations

Dans cette section, plusieurs illustrations numériques sont présentées et analysées afin de
démontrer ’efficacité¢ et la précision des théories proposées pour 1’analyse des réponses
dynamiques des poutres isotropes homogenes et en matériaux a gradient de propriétés (F.G.M.)
simplement appuyées.
Des grandeurs sans dimension ont été utilisées, selon la formule suivante :

> [pp

=0.— |2
@ h Em

5.3.1 Poutre (F.G.M.) avec plusieurs conditions aux limites

En a utiliser les mémes parametres de fréquence pour faire la comparaison

5.3.2.1. Poutre simplement appuyée en (F.G.M.)

Le tableau (5.1) montre Les résultats des paramétres de la fréquence naturelle adimensionnelle
des poutres ¢€lancées en matériaux fonctionnellement gradués simplement appuyées sont
compar¢ avec les résultats de (Avcar, 2018) et (Wattanasakulpong, 2012) et (Hafsa, Analyse
dynamique des poutres reposant sur des fondations ¢lastiques type Winkler-Pasternak, 2022)
sont basées sur la théorie d’Euler Bernoulli ou (C.B.T.) en conjonction avec la méthode de
transformation différentielle, respectivement.
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Tableau 5.7 : Comparaison des valeurs du paramétre de fréquences des poutres
fonctionnellement graduées simplement appuyées

L/h Mode | Modéle K=0 K=1 K=2 K=5 k=00
1 Présent modéle 5483 [4.221 |3.851 |[3.667 |2.849
(Hafsa, Analyse
dynamique des
poutres reposant sur
des fondations
élastiques type
Winkler-Pasternak,
2022) 5482 [4.220 |[3.851 |[3.667 |2.849

(Avcar, 2018) 5483 [4.221 |[3.852 [3.668 |2.849
(Wattanasakulpong,
2012) 5483 [4.221 |[3.852 [3.668 |2.849

Présent modele 21.922 |16.876 |15.399 |14.66 11.391
(Hafsa, Analyse
dynamique des
poutres reposant sur
des fondations
élastiques type
Winkler-Pasternak,
100 2 2022) 21.919 (16.873 |15.397 |14.667 |11.389

(Avcar, 2018) 21.933 |16.884 |15,407 |14,67 |11.396
(Wattanasakulpong,
2012) 21.933 |16.884 |15,407 |14.658 |11.396

Présent modele 49.299 |37.952 |34.628 |32.962 |25.615
(Hafsa, Analyse
dynamique des
poutres reposant sur
des fondations
élastiques type
Winkler-Pasternak,
3 2022) 49.275 |37.937 |34.615 |32.945 |25.603

(Avcar, 2018) 49,35 37,989 |34,667 |33,007 |25,642
(Wattanasakulpong,
2012) 49,35 37,989 |34,667 |33,007 |25,642

Les tableau (5.2) (5.3) et (5.4) montre Les résultats des parametres de la fréquence naturelle
adimensionnelle des poutres €élancées en matériaux fonctionnellement gradués sont comparé
avec les études de (Avcar, 2018) et (Wattanasakulpong, 2012) sont basées sur la théorie d’Euler
Bernoulli (C.B.T.) en conjonction avec la méthode de transformation différentielle,
respectivement.
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Tableau 5.8
fonctionnellement graduées encastrée libre

Résultats et discutions

Comparaison des valeurs du paramétre de fréquences des poutres

L/h Mod Modele K=0 K=1 K=2 K=5 k=co
1 Présent modéle 1.997 1.54 1.405 1.336 1.038
(Avcar, 2018) 1.953 1.504 1.372 1.307 1.015
(Wattanasakulpong,
2012) 1.953 1.504 1.372 1.307 1.015
2 Présent modéle 12.511 9.647 8.802 8.366 6.501
100 (Avcar, 2018) 12.242 9.424 8.599 8.188 6.361
(Wattanasakulpong,
2012) 12.242 9.424 8.599 8.188 6.361
3 Présent modéle 35.011 26.999 24.633 23.409 18.192
(Avcar, 2018) 34.278 26.386 24.079 22.926 17.810
(Wattanasakulpong,
2012) 34.278 26.386 24.079 22.926 17.810

5.3.2.3. Poutre encastrée en deux extrémités en (F.G.M.)

Tableau 5.9

Comparaison des valeurs du parametre de fréquences des poutres
fonctionnellement graduées encastrée en deux extrémités

L/h Mod Modeéle k=0 K=1 K=2 K=5 k=00
1 Présent modéle 12.979 10.029 9.149 8.676 6.744
(Avcar, 2018) 12.43 9.569 8.732 8.314 6.459
(Wattanasakulpong,
2012) 12.43 9.569 8.732 8.314 6.459
2 Présent modéle 35.836 27.671 25.245 23.955 18.62
(Avcar, 2018) 34.264 26.376 24.069 22.917 17.803
(Wattanasakulpong,
100 2012) 34.264 26.376 24.069 22.917 17.803
3 Présent modéle 69.997 54.102 49.353 46.783 36.37
(Avcar, 2018) 67.172 51.707 47.185 44,927 34.902
(Wattanasakulpong,
2012) 67.172 51.707 47.185 44.927 34.902
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5.3.2.4. Poutre encastrée appuyée en (F.G.M.)

Tableau 5.10

Résultats et discutions

Comparaison des valeurs du paramétre de fréquences des poutres
fonctionnellement graduées encastrée a une extrémité

L/h Mod Modele K=0 K=1 K=2 K=5 k=00
1 Présent modéle 8.756 6.751 6.16 5.854 4.549
(Avcar, 2018) 8.566 6.594 6.017 5.729 4.451
(Wattanasakulpong,
2012) 8.566 6.594 6.017 5.729 4.451
2 Présent modéle 28.365 21.874 19.958 18.965 14.738
(Avcar, 2018) 27.760 21.369 19.500 18.567 14.424
(Wattanasakulpong,
100 2012) 27.760 21.369 19.500 18.567 14.424
3 Présent modéle 59.12 45.593 41.598 39.526 30.718
(Avcar, 2018) 57.918 44,584 40.685 38.738 30.094
(Wattanasakulpong,
2012) 57.918 44.584 40.685 38.738 30.094

On peut conclure qu’une bonne concordance est confirmée entre les résultats actuels et ceux
des autres modeles existants. On constate a partir de ce tableau que la fréquence naturelle
adimensionnelle est en relation inverse avec le parametre de matériaux car en augmentant ces
parametres, la structure devient souple (métallique). Il est a noté aussi que 1’augmentation du
nombre du mode de vibration conduit a une augmentation des valeurs de la fréquence
adimensionnelle.

5.4. Etude paramétrique

Une étude paramétrique approfondie est menée pour analyser l'impact des conditions aux

limites et des parametres géométriques sur les fréquences de vibration.

L’étude de L’influence le rapport I/h sur les 5 premier paramétré de la fréquence pojur k=0,

k=1, k=2, k=5, k=00
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5.4.1. Poutre FGM Simplement appuyée
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Figure 5.5 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cing premiers paramétrés de fréquence
k=0, pour une poutre (A-A)
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Figure 5.6 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
k=1, pour une poutre (A-A)
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les cing premiers paramétres de fréquences
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Figure 5.7: Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=2, pour une poutre (A-A)
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Figure 5.8 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cing premiers paramétrés de fréquence
Pour k=5, pour une poutre (A-A)
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Figure 5.9 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence

Pour k=00 , pour une poutre (A-A)

Figures 5.5 a 5.9 : Cette série de figures met en évidence I'impact du rapport L/h sur les cinq

premiers modes de vibration, pour différentes valeurs de k (gradation matérielle). On remarque

que :

o L'augmentation de L/h réduit significativement les fréquences.

e Les courbes se stabilisent pour L/h > 50, indiquant un comportement asymptotique.

o L'effet de k est plus marqué pour les faibles valeurs de L/h.
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5.4.2. Poutre FGM encastrée en deux extrémités
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Figure 5.10 : Etude de I’'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence

k=0, pour une poutre (E-E)
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Figure 5.11 : Etude de I'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de
fréquence Pour k=1, pour une poutre (E-E)
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Figure 5.12 : Etude de I’'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence

Pour k=2, pour une poutre (E-E)
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Figure 5.13 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence

Pour k=5, pour une poutre (E-E)
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Figure 5.14 Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=00 , pour une poutre (E-E)

Figures 5.10 a 5.14 : Pour la poutre encastrée aux deux extrémités, les tendances sont
similaires, mais avec des fréquences plus €levées en raison des conditions aux limites rigides.
La sensibilité a k est particuliérement visible pour les modes supérieurs (s a ®s).
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5.4.3. Poutre FGM encastrée libre
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Figure 5.15 : Etude de I’'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
pour k=0, pour une poutre (E-L)
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Figure 5.16 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=1, pour une poutre (E-L)
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Figure 5.17 : Etude de I’'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence

pour k=2, pour une poutre (E-L)
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Figure 5.18 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence

pour k=5, pour une poutre (E-L)
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Figure 5.19 : Etude de I’'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=00 , pour une poutre (E-L)

Figures 5.15 a 5.19 : La poutre encastrée-libre présente des fréquences plus basses, avec une
dépendance accrue au rapport L/h. L'effet de la gradation matérielle (k) est moins prononcé que
pour les autres conditions aux limites, sauf pour le mode fondamental (®1).
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5.4.4 Poutre FGM encastrée appuyée

les cing premiers paramétres de fréquences
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Figure 5.20 : Etude de I’'influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
pour k=0, pour une poutre (E-A)
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Figure 5.21: Etude de I’influence du rapport L/h sur les cing premiers paramétrés de fréquence
Pour k=1, pour une poutre (E-A)
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Figure 5.22 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=2, pour une poutre (E-A)
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Figure 5.23 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=5, pour une poutre (E-A)
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Figure 5.24 : Etude de I’influence du rapport L/h sur les cinq premiers paramétrés de fréquence
Pour k=00 , pour une poutre (E-A)

Figures 5.20 a 5.24 : la poutre encastrée a une extrémité montre un comportement
intermédiaire, Les courbes mettent en évidence :

e Une forte sensibilité de w: a L/h pour k <2.

e Un effet limité de k sur les modes supérieurs (o4 et ws), surtout pour L/h > 3

70



Conclusion

Conclusion générale

En conclusion, ce mémoire a permis d’approfondir la compréhension du comportement
dynamique des poutres en matériaux fonctionnellement gradués (FGM), en s’appuyant sur des
modeles mécaniques avancés, notamment la théorie de Timoshenko, et sur 1’utilisation de la
méthode des éléments finis hiérarchiques. La variation continue des propriétés mécaniques a
travers I’épaisseur des FGM a été modélisée avec précision, permettant d’obtenir des résultats
fiables concernant les fréquences propres et les modes vibratoires.

La validation du mod¢le par comparaison avec les données de la littérature a confirmé la
pertinence et la robustesse de 1’approche adoptée. Par ailleurs, 1’étude paramétrique a mis en
évidence I'influence significative des parametres géométriques, des propriétés matérielles et
des conditions aux limites sur le comportement vibratoire des poutres FGM.

Ces résultats contribuent a améliorer la conception et I’optimisation des structures utilisant
ces matériaux innovants, en particulier dans des domaines exigeants tels que I’aérospatial, le
biomédical ou encore la défense. Enfin, ce travail ouvre des perspectives intéressantes pour
I’intégration d’effets supplémentaires — tels que la porosité, les contraintes thermiques ou
I’amortissement — afin d’enrichir la modélisation et d’accroitre la durabilité des poutres
FGM dans des environnements complexes et réalistes.
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