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Introduction

Le présent polycopié est écrit a I'intention des étudiants de la deuxieme année de la licence de
mathématiques fondamentales. Nous allons présenter, dans ce cours, quelques notions de base
qui concernent les courbes et les surfaces paramétrées.

Le manuel est composé de deux parties:

Nous étudions dans le premier chapitre les courbes qui sont des applications définies sur un
intervalle de R & valeur dans R%(d = 2,3). Nous donnons quelques propriétés fondamentales
d’une courbe, puis nous définirons dans la suite, les éléments métriques d’un arc paramétré
en I'un de ses points. Nous montrerons que les courbes sont caractérisées par deux invariants
riemanniens a savoir la courbure et la torsion.

Le deuxieme chapitre concerne ’étude des surfaces de R3qui sont des applications définies sur
un domaine connexe de R? & valeurs dans R3. Nous expliquerons que sur chaque surface de R3
ont détermine deux quantités qui sont localement invariantes, la premiere forme fondamentale
(métrique riemannienne) et la deuxiéme forme fondamentale qui détermine la géométrie de la
surface par rapport a ’espace ambiant R3.

Pour aborder ce cours, nous supposons connues les notions de calcul différentiel sur R3 (ap-
plications différentiables de R? dans R3, dérivées de ces applications, ...) et quelques notions
d’algebres linéaires élémentaires (espaces vectoriels de dimensions finie, bases, dualité, matrices,
Chaque chapitre comporte des démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels, et de
nombreux exercices corrigés.



|Chapitre I

Les courbes paramétrées

On se place dans ce cours, dans un espace affine qui est de dimension soit 2, soit 3.

Un point p dans un espace de dimension d € {2, 3} sera repéré par ses coordonnées (uy, ..., uq)
dans un repere orthonormé (O, ey, ..., e4), cet espace est identifié & R?.

Le produit scalaire de deux vecteurs u = (u1, ..., uq) et v = (v1, ..., vq) est donné par

d
uwv = (u,v) = Zuivi
i=1

I.1 Courbes paramétrées: Généralités et études métriques

1.1.1 Définitions

Soit I une partie de R telle que I = [a,b], I =]a,b[ ou I =R et {ey, ..., 4} une base canonique
de R?, d € {2,3}

Soit x = (21, ..., q) € R%, la norme euclidienne est ||z|| = /2% + ... + 22.

Soit f : I — R? une fonction d'une variable réelle & valeurs vectorielles, on écrit

f@t) = filt)er + fa(t)ea + ... + fa(t)eq

les fonctions fi(t), f2(t), ..., fa(t) sont les composantes de f.

Définition I.1.

1) une fonction vectorielle f : I — R est dite de classe C*(k > 1) si f et ses dérivées
Jusqu’a Uordre k sont continues. (Ou si et seulement si toutes les fonctions f;(j = 1,...,d) sont
de classe C*).

2) f: I — R? est dite de classe C™ ou fonction lisse si f est de classe C* pour tout
ke N.

Définition 1.2. (Courbe paramétrée)
On appelle courbe( paramétrée) de R, d € {2,3}, la donnée d’une application différentiable
( de classe C* k>1): a: 1 C R — R4,
L’image de a, noté C = {a(t),t € I}, est appelé le support géométrique de c.
On dit que C' est une courbe géométrique et que o, définit une paramétrisation de C'.
Quand le paramétre t parcourt l'intervalle I, le point a(t) parcourt la courbe.
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H.BENALLAL I.1. Courbes paramétrées: Généralités et études métriques

a
/ a(t)

—— | >

tel=]a,b]

I.1.2 Courbes paramétrées, espace tangent

La tangente en un point a(ty) & une courbe paramétrée a : I — R est la limite des droites
passant par a(t) et a(ty) quand ¢ tend vers t.

Définition I.3.

Soit o : I — R une courbe paramétrée de classe C1, et a(ty)(to € I) un point de C tel que
o/ (to) # 0. La tangente au point a(ty) a la courbe C' est la droite affine passant par le point
a(ty) et de vecteur directeur o (ty).

a’(tp)

a(ty)

Définition 1.4.

Soit o+ I — R? une courbe paramétrée de classe C'. La courbe o est dite réqulicre
(immersion) si pour tout t € I: o/ (ty) # 0.

Un point a(ty) de C tel que o (tg) = 0 est appelé un point singulier de la courbe.



I.Les courbes paramétrées H.BENALLAL

Remarque 1. Une courbe paramétrée réquliere admet une tangente en tout point , la réciproque
est fausse. En effet:

Considérons la courbe paramétrée suivante: a(t) = (t3,t*) avec t € R.

La courbe géométrique associée est la parabole d’équation : y = x*. On a o/ (0) = 0, mais
la parabole admet un vecteur tangent horizontal au point «(0).

a'(0)

Exemple 1.5.
1) Le support géométrique de la courbe paramétrée o : [0, 2] — R? donné par:
a(t) = (acost,asin(t)) est un cercle de rayon a centré a l'origine

(acost,asint)

/

v

1N
-/

Figure I.1:

Cette paramétrisation est réguliere. En effet: o/(t) = (—asint,acost) de norme euclidi-
enne: ||/ ()] = Va2 =a #0.

2) L’application: o : R — R? définie par a(t) = (t,1?) a pour courbe géométrique C' la
parabole d’équation y = z*. Cette paramétrisation est réguliere : o' (t) = (1,2t) # 0,Vt € R.

3) L’application o : R — R? définie par a(t) = (t2,3) définie une paramétrisation de la
cubique d’équation y? = x>.

Dans cet exemple , la courbe présente un point singulier en (0,0), donc o n'est pas une
paramétrisation régulicre: o' (t) = (2t,3t?), sit =0, o'(0) = (0,0).

Remarque 2. Une méme courbe géométrique peut avoir plusieurs paramétrisations.
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H.BENALLAL I.2. Longueur d’une courbe paramétrée

Exemple 1.6. Considérons la courbe paramétrée
a:[0,1] — R?
t— a(t) = (Rt, RV1 — t?)
a(t) appartient au cercle de rayon R et de centre (0,0), plus précisément, le support géométrique
de « est le quart de cercle entre les points (R,0) et (0, R).

Or ce support géométrique admet aussi une autre paramétrisation v : [0, 5] — R? donnée
par: y(t) = (Rcost, Rsint).

(O,R)

I.2 Longueur d’une courbe paramétrée

I.2.1 longueur d’un arc de courbe

Soit a : I — R? une courbe paramétrée et A = a([d’,b']) un arc fermé de la courbe C,
([a',0]) C 1.

Un arc fermé est I'image d’un intervalle fermé de I. La restriction d’une courbe paramétrée
« a un intervalle J C [ est parfois appelé arc de a.

Définition I.7. ,
On définit la longueur de 'arc A par: L(A) = ff, |/ (t)]] dt.

Lemme 1.8.
La longueur de 'arc A est indépendante de la paramétrisation de cet arc.

Preuve.

On note v : [c,d] — [/, V'] un changement de la paramétrisation et f = « o~ la nouvelle
paramétrisation.

La longueur de l'arc de courbe A calculée avec la nouvelle paramétrisation est:

[ 1sldu= [ oG w]de

Posons t = v(u) donc dt = ~'(u)du, on obtient

d y(d) b
B du = "(t)]| dt = "(t)]| dt
[ 1setan= [ o= [ ool

Qui est la longueur de 'arc A calculée avec la paramétrisation initiale.

8



I.Les courbes paramétrées H.BENALLAL

Exemple 1.9.
1) On considére la courbe paramétrée par: t € [0, 7] — «(t) = (cos t+cos® ¢, sin t+sint cost).
On a
o/ (t) = (—sint — sin(2t), cost + cos(2t))

()
cos | =
2
=2 |

0

t
cos (—) ’ dt
2
. t .
Mais cos (5) est positif sur [0, 7] , donc

l:2/ CoS E dt =2 |2sin f =4
0 2 2/1,

2) Le cercle a(t) = (Rcost, Rsint), t € |0,2n]:

2 21
L() :/ VR2dt = R/ dt = 21 R.
0 0

donc

o/ ()| = V2 + 2cost =2

Alors

Définition 1.10.
Soit a = I = [a,b] — R? une courbe paramétrée. Considérons une partition:

P={a=ty <t <..<t,=">} del'intervalle [a,b],k étant quelconque.

Soit I(a, P) = 2% |la(t;) — a(ti)]|| la longueur de la ligne polygonale dont les sommets sont

Oé(t()), a(tl)a ) a(tk>
On définit la longueur de la courbe paramétrée o par:

k
l(a)) = sup {l(cx, P); Pune partition de [a,b]} = sup Z lla(t;) — a(ti—q)]|

a=to<t1<...<tp=b i—1

Si l(«) est fini, on dit que la courbe v est rectifiable.

a(ty) a(ty)

a(ts)



H.BENALLAL I.2. Longueur d’une courbe paramétrée

Théoreme 1.11.
Soit a : [a,b] — R? une courbe paramétrée de classe C*, alors a est rectifiable et on a

w=/www

Preuve. Considérons une subdivision a = ty < t; < ... < ty = b de Uintervalle [a,b]. Nous

avons pour tout i € {1,...,k}
ti t;
/ d@ﬁ”g/ /(1)) dt
ti1 ti—1

a(ti) — altia)]| =

En sommant sur i, on obtient:

loP) = 3 llatt) ~ ot <3 [ lo'lde = [ o) ar

En passant au suprémum sur toutes les subdivisions on obtient

b
la) =sup {ifa ), P} < [ (o)t
Donc «a est rectifiable (I(a) < 00).

Montrons maintenant l’égalité souhaitée. Pour cela introduisons la fonction

¢ : [a,b] — R
13 = () = 1(a,y)

©(t) est la longueur de la courbe entre a et t.
Soitt € [a,b] et h >0 tel que t + h € [a, b

e(t+h)

La longueur de la courbe entre les parameétres t et t + h étant plus longue que la longueur
du segment reliant o(t) a a(t + h), on a:

a@+m—a@H:1

: #mu+m—a@H§%W@+m—wwl

10



I.Les courbes paramétrées H.BENALLAL

On en déduit U'encadrement suivant :

. W t+h
D=2l < et - w0l <5 [ 0 @lldu

I
Maintenant (t+ 1) 0
. a(t + —«
lim 720 = i e+ 1) = ato)

1 t+h ,
= lo' = Jim 1+ [ ol du
Ce qui implique
lim - Iw(t+h) p(t)] = lla’ ()]

h—0+ h

( méme travail pour h < 0).
On conclut que @ est dérivable en t et que U'on a : ¢'(t) = ||/ ()|, c’est-a-dire

:/HM@MmWEMH

En particulier: (b f ||/ (t)|| dt.

Exemple 1.12.
Considérons l’arc paramétré a(t) = (t,t*) pourt € [0,1]. Cet arc est rectifiable. En effet : pour
la subdivision 0 =ty <t; < .. <ty =1, on a

k k
= Z a(ts) — alti-)|| = Z [(tiex + t7es) — (tiver + 17 1)
i=1 =1
k k
= Z |(t: = tia)er + (8] = t7_))es| < Zﬁ —tiallledl + 187 — 2] [leal]
i=1 i=1

k

k
=D (= ti) + (= 120)) =D (=t (L 4+t + 1)

i=1 =1

<> (i) (14 2t) <3Z i —tic1) = 3(te — to) = 3

Nous avons utilisé le fait que : 0 <t,_1 <t; § 1.
Ainsi la suite (o, P) est croissante, bornée donc convergente, alors « est rectifiable.

1.2.2 Paramétrisation par abscisse curviligne

L’abscisse curviligne est un moyen de paramétrer une courbe par sa longueur . Soit a : I — R?
une courbe paramétrée de classe C*.

Définition 1.13.

On appelle abscisse curviligne de o toute application s : I — R telle que: Vty,to € I st
t1 <ta, alors : s(ta) — s(t1)] = Uy, ) c'est la longueur de Uarc de a(ty) a a(t).

Autrement dit: si on fixe un pomt ¢ € la,b] C I, la longueur d’arc s comptée a partir du
point a(c) est la fonction:

st s(t) = / &' (w)]| du

c’est-a-dire: les abscisses curvilignes de la courbe o sont les valeurs de la primitive de la fonction
o/ ()| qui s’annule au point c .

11



H.BENALLAL I.2. Longueur d’une courbe paramétrée

Remarque 3. Si o : I — R (d = 2,3) est une courbe paramétrée par abscisse curviligne,
alors Vt € I, ]|d/(t)|| = 1, en effet:

t
f—a= / o ()| du
0

et en dérivant par rapport a t, on obtient:

lo/ (@) =1

Proposition 1.14.  Si s est une abscisse curviligne de la courbe «, alors s est une application
strictement croissante de I sur J = s(I). De plus, si on pose

B:J—R?
u = a(s™(u) = B(u)
Alors 8 est un nouveau paramétrage de la courbe o qui vérifie: Yu € J, ||f'(u)]| =1 .
Le paramétrage B s’appelle paramétrage par abscisse curviligne ou paramétrage par la longueur
de l'arc.
Preuve. )
Comme s'(t) = <fct |/ (u)]] du) = ||/ (t)|| > 0, alors s(t) est strictement croissante. Ce ci

implique que s est injective et donc bijective de I sur J = s(I). En conséquence s™' : J — T
existe et est de classe C*:

—1 _ 1 — 1
S = S T W@

On définit la courbe paramétrée B : J — R? par:

Blu) = (aos™)(u)

or '(t) = ||/ (t)]], donc s'(s7H(u)) = ||/ (57 (w))||. Dot

o o7l
W= o =

12



I.Les courbes paramétrées H.BENALLAL

Exemple 1.15.
Exemple 1:
On considére la courbe ¢ : R — R? avec ¢(t) = (12,¢3). Cette paramétrisation n’est pas
réquliére puisque le point (0,0) est un point singulier.
On se restreint a l'intervalle |0, +00], la longueur d’arc comptée a partir de (0,0) est

s(t) :/0t|]¢'(u)du\| :/Otux/mdu

1 ! s 8
= |=(4+92| = =(4+9tH2 — —
{27< i “)210 49— 57

Ezxemple 2: On considére la courbe paramétrée «y : 10, 1] — R? telle que y(t) = (t,/1 — t2).
L’abscisse curviligne s : 10, 1] — R est donnée par

¢ ¢
1
s(t) = "(u du:/ ———du = arcsint

T
la fonction arcsin : ]0,1[ — }O, 5[ est une bijection. Donc la nouvelle paramétrisation est

donnée par (3 : ]0, g [ — R?  telle que:

B(u) = v(s H(u)) = y(sinu) = (sinu, V1 —sin®u) = (sinu, cos u).

1.3 La théorie locale d’une courbe

Dans cette partie, on s’intéresse a l'allure locale des courbes régulieres. Une notion centrale
pour connaitre cette allure de la courbe est la courbure.
La courbure mesure I’écart entre la courbe et le fait qu’elle soit un morceau de droite.

I.3.1 Cas d’une courbe plane

Définition 1.16. Soit « : [a,b] — R? une courbe paramétrée réguliére de classe C*, le vecteur:

/
t
T(t) = o’(t) est appelé le vecteur tangent unitaire (|| T(t)|| =1 ) a la courbe a au point a(t).

lo’ ()]l

Remarque 4. Comme ||T(t)|| = 1, alors 21"(t).T(t) = 0, c’est-a-dire T'(t).T(t) = 0. T"(t) est
donc orthogonal a T(t).

Définition 1.17. -
t
Si T'(t) # 0, on définit le vecteur N(t) = #, N(t) est appelé le vecteur normal

o 17 ()]l
principal.
Puisque T'(t) est orthogonal a T(t), alors N(t) est orthogonal a T(t).

Définition 1.18. (Repére de Frenet)

Soit a : [a,b] — R? une courbe paramétrée réguliére de classe C'. Le repére de Frenet de o
au point «(t) est le repére orthonormé (a(t),T(t), N(t)).
{T(t), N(t)} est une base orthonormée de R?.

13



H.BENALLAL 1.3. La théorie locale d’une courbe

La courbure

Soit @ : I — R? une courbe paramétrée réguliere de classe C?, on peut supposer que cette
courbe est paramétrée par la longueur de 'arc ( par abscisse curviligne). On effectue un
développement limité de oo a 'ordre 2 en t.

(t —to)?

at) = alty) + (t — to)a'(to) + 5

a(ty) — (t — to)?e(t)

avec thr? e(t) = (0,0). Le vecteur T(t) = o/(t) est tangent a la courbe en «(ty), si o(t) # 0,
=10

la courbe est attirée vers la direction du vecteur accélération o (tp).
On voit aussi que plus ||a(t)|| est grand plus la courbe est courbée.

a(to) a’(to)

/ la' el = 1

a(ty) L a'(ty)

a' (to)

Proposition 1.19. Soit a : [ — R? une courbe paramétrée régulicre de classe C?. o (t) = T'(t)
est un vecteur colinéaire a N(t). En particulier, il existe une application continue: & : 1 — R
telle que :

Veel:a"(t)="T(t) =k(t).N(t)
Définition 1.20. Soit o : I — R? une courbe paramétrée réqulicre de classe C2.
e La courbure algébrique k(t) de o en a(t) est: k(t) =T'(t).N(t) = o (t).N(t).

e La courbure k(t) de o en aft) est: k(t) = [|[&"(t)]| = [|T'(t)|| = |&|.

e Le point p = a(t) de a est birégulier si k(t) # 0.
o On dit que p est un point d’inflexion de « si la droite tangente a o en p traverse a en ce
point.
1 . , ,
e Le cercle de rayon —— est tangent a la courbe au point p = «(t), s’appelle le cercle

7 (1)

osculateur au point «(t) de centre



I.Les courbes paramétrées H.BENALLAL

N(D) T(t)

Dans le cas des courbes paramétrées régulieres, nous avons la proposition suivante:

Proposition 1.21.
Soit a : I — R? une courbe paramétrée régulicre de classe C?. Alors la courbure k(t) de a au
point «(t) est donnée par

_ |det(a’(), &"(1))]

= P

Preuve.
Soit f = aos;)l . J — R? la paramétrisation par abscisse curviligne et on pose u = s4,(t), tg € I.
La formule

—1y/ u) = 1 = !
G ) = T~ Tt @]
implique (51, ()
Flw) = laro sy ) (w) = oy (w))-(oog ) () = s

En dérivant une deuxiéme fois, on a

" o (st (w)) (| (s )|y
67 (u) = 5 — N )
Y = et @ o)

On a donc

det(8'(u), 6" (u))

_ det(a/(sy, (u)), & (s, ()
(s ()
Par ailleurs

det(8'(u), 5" (u)) = det(T'(u), KN (u)) = &(u)

ce qui permet de conclure.

15



H.BENALLAL 1.3. La théorie locale d’une courbe

Formule de Frenet

Proposition 1.22. (Formules de Frenet)
Soit o : I — R? une courbe réguliére de classe C? paramétrée par abscisse curviligne. Alors

Vtel, ona
{ T'(t) = &(t)N(
Preuve.

e La premiere formule est la définition méme de la courbure algébrique.
o Le vecteur N(t) étant unitaire: ¥t € I : N(t).N(t) = 1. En dérivant, on aura

Viel:N'(t).N(t)=0

Par ailleurs, on a: ¥Vt € I : T(t).N(t) = 0. En dérivant, on obtient
T'(t).N(t)+ T(t).N'(t) =0 = &(t) = =N'(t).T(¢)

= k(t)T(t) = —N'(t).T(¢t).T(t)
— N'(t) = —R()T(1)
Car on a bien T(t).T(t) =1

Interprétation géométrique
Soit a : I — R? une courbe paramétrée par abscisse curviligne. Le développement limité de
a a lordre deux en t peut se réécrire dans le repere de Frenet (a(to), T (to), N(to)) comme suit

(t —ty)?

5 N(to) + (t —to)’(t).

a(t) = alte) + (t — to)T(to) + (to)

e Si i(tp) < 0, alors la courbe est en dessous de T'(1).

e Si i&(tg) > 0, alors la courbe est au dessus de T'(t).

16
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I1.3.2 Courbes dans R3

Soit « : I — R? une courbe réguliere paramétrée par abscisse curviligne de classe C2. On
note comme avant, 7'(t) = o/(t) le vecteur tangent unitaire. Comme 7'(¢) est unitaire, il est
orthogonal a T"(t). Nous supposons dans la suite que 7"(t) # 0 et on définit

()
1@

N(t) =

le vecteur normal principal unitaire.

Définition 1.23. La courbure k(t) de la courbe o au point o(t) est (t) = ||T7(t)]| = || (t)]]-
On a donc par définition que:

Binormale et repere de Frenet

Le repere de Frenet est un repere orthonormé qui varie le long d’'une courbe paramétrée.

Le vecteur T'(t) est unitaire tangent a la courbe, la normale principale est orthogonale a
T(t), il est naturel de compléter cela en une base orthonormée en posant: B(t) = T(t) A N(t),
ol A est le produit vectoriel défini par:

Pour tout u = (uy,us, u3) et v = (v, v, v3) dans R?

- —
7k

UNV=| u; Uy U3 | = (UQUs — U3V2, U3V1 — U1V3, U1V — U22)1)
U1 V2 U3

Définition 1.24. Soit o : I — R3 une courbe paramétrée par la longueur de 'arc.
e La binormale a o au point a(t) est le vecteur: B(t) =T (t) A N(t).

e Le repére de Frenet de av au point a(t) est le repére orthonormé direct: (a(t), T(t), N(t), B(t))

N()

T(t)

a(t)
B(t)

17
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La torsion d’une courbe

Dans les courbes planes il y a un seul vecteur normal qui est orthogonal au vecteur tangent
en tout point de la courbe tandis que pour une courbe gauche (courbe non plane), il y a tout
un plan qui est orthogonal au vecteur tangent a la courbe en chaque point. La torsion d’une
courbe, nous indique comment "tourne” le repere de Frenet autour de la droite tangente a la
courbe.

On considére une courbe o : I — R? de classe C? paramétrée par la longueur de l'arc et
a(t) un point birégulier.

Proposition 1.25.  Le vecteur B'(t) est colinéaire a N(t).

Preuve.
On a, pour tout t € I : B(t).B(t) = 1. En dérivant, on obtient: Vt € I : B'(t).B(t) = 0.
De méme, en dérivant le fait que: Vt € I : B(t).T(t) =0, on a:

B'(t).T(t) + B(t).T'(t) = B'(t).T(t) = 0

Le vecteur B'(t) est donc orthogonal a T(t) et B(t), il est donc colinéaire a N(t). On pose
7(t) = N'(t).B(t) = —=B'(t).N(¢)

Définition 1.26. La torsion 7(t) d’une courbe o paramétrée par abscisse curviligne en o(t)
est:

7(t) = =B'(t).N(t)
C’est la troisieme coordonnée de N'(t), celle dans la direction de B(t).
Formules de Frenet
Les formules de Frenet expriment la dérivée du repere de Frenet.

Proposition 1.27. Soit a: I — R3 une courbe paramétrée par la longueur de l’arc de classe
C3. Alors, on a

T'(t) = k(t).N(t)
N'(t) = —k(t).T(t) +r(t).B()
B(t) = —r(t).N(#)

Preuve.
Il nous reste que la deuziéme formule a montrer. Soient a,b,c les coordonnées de N'(t) dans
la base {T,N,B}: N'(t) = aT(t) + DN (t) + c¢B(t).
Pour tout t € I, on a: N(t).N(t) = 1. Cela donne: N'(t).N(t) =0 et donc b= 0.
Puis: ¥t € I:
N'(t).T(t) = —=N(t).T'(t) = —=N(t).k(t).N(t) = —k(t)

donc : a = —k(t).
De méme ¥Vt €, B(t).N(t) =0, donc

d’oti ¢ = T(t).
Ce qui donne: N'(t) = —k(t).T(t) + 7(t).B(t)
Sous forme matricielle:

T'(t) 0 k(t) 0 T(t)
N'@) | = =k@t) 0 @) | x| N@)
B'(t) 0 —7(t) 0 B(t)
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Exemple 1.28. L’hélice
a: R — R? telle que : a(t) = (acos(t),asin(t), %) ou c = Va®+b?,a > 0.

/ @2 2\’
OnaHa(t)Hz(;—i——) =1

o Vecteur tangent:

T(t) = o (t) = (_7@ Sin@’ % cos() g)

c
1 t .t
e La courbure: On a T'(t) = — (—acos(—), —a Sln(—),O), et
¢ c c
1 a
k() = T'(1)|| = 0—2\/@_2 R

T(t) a*+0* 1 t ot L
e Le vecteur normal: N(t) = A0 o iR —acos(;),—asm(g),() , d’ou

o La binormale:

7 7 F
B(t) =T() AN(t) = —%Sﬂl(é) %COS(E) g = (g sin(£)7—2008(£) g)

~cos() —smé 0
Par suite:

B(t) = C% (cos(é),sin(z) 0)
Ainsi:
(t) = —B'(£).N(t) = —C—bz (cos(—),sin(—) 0) . (—cos@, —sin(-) o) . (—C% 4 0)
D'oi

=2 i 2
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Figure [.2: 'hélice

Remarque 5.

St a n'est pas paramétrée par la longueur de l'arc, on peut donc la reparamétriser par une
nowvelle courbe B : J — R telle que B(s(t)) = a(t) o s(t) est une abscisse curviligne:
I — s(I)=J — R3. En dérivant, on obtient: o'(t) = '(t).s'(t)

Posons v(t) = §'(t) = ||/ (t)|| la vitesse de a.

o Le vecteur tangent: o (t) = v(t).T(s(t)) = T(s(t)) =

e La courbure:

(T"(s(1)))" = T"(s()).5'(t) = v(t).k(s(t)). N (s(1))

o (s(t)
T(s(t dT' ds
o ded v(t).k(s(t)).N(t)

Ou encore P -

S(sO)Ns(t) = 5= S o =
De méme:

—r((s(0)-N(stry) = PR _ B A1 dB
Donc
B'(t) = —v(t).7(s(t).N(s(t))

Finalement:

T'(t) =v.k.N et B'(t) = —v.7.N

20
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Exemple 1.29.
Soit o : R — R3 la courbe paramétrée définie par:

a(t) = (3t —¢°, 3%, 3t + t°)

OnaVtecR:at)=31—-122t1+1) et|(t)| = 3vV2(1 +1?) # 1. Donc a nest pas
paramétrée par la longueur de l’arc.
Soit v(t) = 3v2(1 + t?), déterminons (T, s, N, T, B).
"t 1
o Le vecteur tangent: T(t) = o) _ (1—1t%2t,1 +¢%).

o) V2(1+4 )

e La courbure: T'(t) = v(t).x(t).N(t). OrT'(t) = L (—( it 20— 1) 0). Donc

V2 1+12)2 (1412)%
wlt)-N(t) = %'T,(t) - 3(11+t2) <_(1 ftﬂ)?’ ((11;:))2’0
e ét?){'\(‘u N i?“) -
Owsimptement: () = LG = g v = i = (- (5 0)
B(t) = T(t) A N(t) = % (%i % 1). Done
—T(B)N = %'Bl(t) T i 12)? (_1 —2:152’ 1 :;0)
Ce qui donne: 7(t) = r(t) — ﬁ

Théoreme 1.30.
Soit o une courbe réquliére paramétrée de classe C?, alors la courbure et la torsion sont données
par:
/ t /\ " t
(oo < @A
le/ (@)

bt
&/ (1).(a () A Q1))

la’(t) A o (@)

7(s(t)) =
Ou le produit mizte: u.(v Aw) = det(u, v, w)

Preuve.

Soit o une courbe régulicre paramétrée de classe C?, on note par s(t) une abscisse curviligne
de a et v(t) = §'(t) = ||/ (¢)]].

_ '@ A" @)
lor(0)]°

e Montrer que k(s(t))

Comme
a(t) = Cfl—jé = Z—i% =T(s(t)).s'(t) = v(t).T(s(t))
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o (t) A (t) = (v(t).T(s(t)) A (V'(2).T(s(t)) + v*(t)k(s(t)).N(s(t)))

= o(t)v'(t).(T(s(t)) AT(s(t))) + v (£)r(s(1))-(T(s(t)) A N(s(t)))

carTNT =0etTANANN=B
Donc

vA(t)k(s(1))- | B(s(t)]| = v*(t)r(s(t))

lod (8) A (1)

= [/ ())]1” w(s(1))

Y
— £
N\S)
s
=
— QU
=&
NSRS
n O
~—
~
n S
— R
~
=]
QO

o/ (t)-(a"(t) A a”(1))

la(t) A o (2)]1*

o Montrer que T(s(t)) =

On utilise les formules de Frenet

o(t) =o' (t).T(s(t)) + v*(t)k(s(t)).N(s(t))

o (t) = w(t).T(s(t)) .

On a déja montré que

o (t) A (t) = v (t)k(s(t)).B(s(t)).

Dou o/ (t) Aa"(#)]]* = (1) (k(s(1)))".

D’autre part

22
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Maintenant

a(t).(a"(t) A" (t) = WO s(t))T(s(t) | T(s(t))]]
v K t

o (t)-(a"(H) Ao (t) _ vO(t)r?(s(t))(s(F)
o/ (t) A o (1)) vO(t)(k(s(t)))?

Proposition 1.31. Une courbe est une droite si et seulement si sa courbure est nulle.

Preuve.

1. Soit av une droite: «(t) = tv(t) + ¢ ou v vecteur unitaire et ¢ vecteur constant. On
a: o (t)y=wvet |[d(t)]=]v|=1, doncT(t) =v = constant.
C’est-a-dire T'(t) = 0 . Ce qui donne: k(t) = ||T"(t)|| = 0.

2. Inversement, Soit a une courbe paramétrée par la longueur de [’arc telle que sa courbure
k(t)=0,Vt e I.
On aT(t) =d(t), eeT'(t) = a"(t) = k(t).N(t) =0,Vt € I. C-a-d: T(t) = Ty constant
Vt e I. Ainsi o/(t) =Ty , d'ou a(t) = tTo + ¢, (c vecteur constant). Par suite a est une
droite.

Proposition 1.32. Une courbe o est plane si et seulement si sa torsion est partout nulle.

Preuve. 1. Soit a une courbe plane réguliere paramétrée par abscisse curviligne, c-a-d o
est dans un plan P engendré par les vecteurs T et N.
Le vecteur B =T N N unitaire et orthogonal au plan P . Donc «o(t).B(t) = 0.
En dérivant: o' (t).B(t) + a(t).B'(t) = 0. Or o/(t).B(t) = T(t).B(t) =
a(t).B'(t) = 0.
Ou bien —7(t).a(t).N(t) = 0 Vt. Ce qui donne —7(t).a(t).||[N(t)|| = 0 Vt. C-a-d
T(t).a(t) =0 V.
Or a(t) peut étre nulle en un nombre fini de points, et comme 7(t) est continue, alors
T=0.

0. Donc

2. Inversement
Si a(t) est de torsion partout nulle, alors

B'(t) = —7(t).N(t) =0

D’ot le vecteur binormal B(t) = By est un vecteur constant.

d
Considérons E(a(t).Bo) =/ (t).By =T(t).By. Comme T et B sont orthogonauz, alors:

d
T(t).By = 0. Par suite: %(a(t).Bo) =0
En intégrant, on trouve: «(t).By = constant. C-a-d: «af(t) est dans le plan défini par

Iéquation a(t).By = C ou C une constante quelconque.
Si on pose By = (a,b,d) et a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) on aura

a(t).By = ax(t) + by(t) + dz(t) = C

a(t) est donc appartient au plan d’équation caractéristique ax + by + dz = C |, ce ci
mmplique que o est une courbe plane.
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I.4 Aspect d’une courbe paramétrée réguliere

Proposition 1.33. Soit a une courbe réguliére de classe C3, o est supposée paramétrée par
abscisse curviligne. Si «(0) =0 , alors, au voisinage de 0 on a:

a(t) = (t - %35' + t351(t)> 7(0) + <%t2 + %55’ + t352(t)) N(0)

1
+ <6/€0T0t3 + t3€3(t)) B(O)
Ot ko = Kk(0), 79 = 7(0), kj, = £'(0) et %ir%ai(t) =0 (i=1,2,3)
ﬁ

Preuve. Le développement de Taylor de o au voisinage de 0 donne:

a(t) = a(0) + ta'(0) + %O/’(O) + t6 a”(0) + (1),
Ona a(0) =0, /(0) = T(0), a”(0) = T'(t) = x(0).N(0),
a"(0) = T"(0) = —x2(0)T(0) + #'(0).N(0) + #(0).7(0).B(0) . D’ot
at) = tT(0) + ﬁmoN(O) + — e (—=K3T(0) + kN (0) + Koo B(0)) + t°&(t)

K2 Ko Ky
— (t - Eot?’ + t351(t)> T(0) + (7? + Eot?’ + t352(t)> N(0)

n (%/{07'0253 + t353(t)) B5(0)

On introduit les trois plans du triedre de Frenet au point «(0) = 0, donnée par:
1. Plan osculateur: engendré par T'(0) et N(0).
2. Plan rectifiant: engendré par T'(0) et B(0).

3. Plan normal: engendrée par N(0) et B(0)

Plan normal Plan rectifiant
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On remarque que les projections de « sur ces plans sont:
1. Sur le plan osculateur: (u, 2u®+...).

2. Sur le plan rectifiant: (u, “22u’ 4 ...).

3. Sur le plan normal: <u2 V2 10,3 4 )

’ 3 "kKo

N B
f B '
T

‘ T y

Plan ostulateur Plan réctifiant Plan normal
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1.5 Enoncés des exercices

Exercice I.1.
o P s _y t £’
1. Déterminer une équation cartésienne de la courbe paramétrée o — a(t) = | —— T4

1—t4"1—

2. Paramétriser le graphe y = f(x), a <z <b, et montrer que sa longueur est donnée par

z:/ VIE (P02t

Exercice 1.2. Calculer les longueurs des courbes suivantes :

1. alt) = (2cos(t) — cos(2t), 2sin(t) — sin(2t)).
a(t) = (t —sin(t), 1 — cos(t)), t € [0, 27].
at) = (cos3(t),sind(t)), t € [0, 27].

a(t) = (t,t%), te[-1,1].

Exercice 1.3. Considérer la courbe o : R — R? définie par
a(t) = (aexp(—bt) cos(t), aexp(—bt)sin(t)) ou a,b >0
1. Donner une limite de o(t) et o/(t) quand t tend vers +oo.

2. Montrer que o a une longueur finie sur [0, 4+00].

Exercice 1.4. Considérer la courbe a(t) = | t,t%, §t3> Soit B sa projection orthogonale sur
le plan d’équation z = 0 définie par : B(t) = (t,t2,0) pour t parcourant [0,1].
1. Donner une expression intégrale pour la longueur de B puis celle de «, puis les comparer.
2. Calculer la longueur de B puis celle de c.
Exercice 1.5. On considére la courbe v : R — R3 définie par () = <t, th, ;t?’) pour tout
teR.
1. Trouver deuz équations cartésiennes (en x,y et z) qui décrivent le support de 7.
2. Déterminer les points réguliers de 7.
3. Calculer la longueur de v entre v(0) et v(10).
Exercice 1.6. Déterminer une abscisse curviligne pour chacune des courbes suivantes :
1. «at) = (t — sinhtcosht,2cosht).

2. B(t) = (acost,asint, bt).

1 1 1 1 1
3. () = cost + —=sint, —=cost, — cost — sint |.
7() = (g ont + zgoimts g cost Jgcost = i)
26
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Exercice 1.7. Soient P,Q € R? et « : [a,b] — R? une courbe paramétrée avec afa) = P et
a(b) = Q. Posons v =Q — P. Montrer que la longueur de o vérifie:

l(a) = |lv]]
Cest-a-dire le segment PQ) est le plus court chemin joignant P et Q).

Exercice 1.8. Montrer que la courbure de la courbe plane y = f(x) est donnée par

/"

K= """
(1+12)3

Exercice 1.9. Calculer les éléments de Fresnet (T, k, N, B,T) des courbes suivantes:

1 a(t) = (é(ut)%,%u —t)i,%t) tel-11]

2. at) = (VI+8,t,In(t+vV1+)).

Exercice 1.10. On considére la courbe paramétrée 3 : |0, +oo[ — R? définie par
t
B(t) = ( / V1 — e 2udu, et>
0

1. La courbe B est-elle paramétrée par longueur d’arc?

2. Soit C,, la droite tangente a la courbe B au point p = B(t), on note q Uintersection de C,
avec l'axe (ox). Prouver que, pour tout t > 0, la distance entre p et q vaut un.

3. Calculer la courbure de 8 en chaque point.

Exercice 1.11. Soit v la courbe paramétrée définie par

¢ t t
B (1 + ch®u) cosu / (1 + ch?u) sinu / (1 + ch*u) shu
() = / ch?u du, ch?u du, ch?u
0 0 0

U

1. Déterminer, en un point de vy, le repere de Frenet.

2. Calculer la courbure k et la torsion T en un point ~y(t).

K
3. Vérifier que la fonction ——— est constante.
K2 4 712
Exercice 1.12.

Montrer que si k = kg et T = Ty sont deux constantes non nulles alors la courbe est I’hélice
circulaire.
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Les surfaces paramétrées

L’étude des surfaces paramétrées est une généralisation de celle des arcs paramétrées. Nous
nous intéressons ici aux propriétés affines des surfaces paramétrées et nous introduisons la
notion de surface géométrique.

II.1 Rappel sur les différentielles

On rappelle dans cette partie les notions différentielles utiles pour les surfaces.
Soit D un domaine de R? (ouvert connexe de R?).

Définition II.1.
Une fonction

f:D—R3
(u,v) — f(u,v)
0 0
est dite de classe C' si f et ses dérivées partielles 6_f et a—f existent et sont continues.
U v

Définition I1.2. La fonction f est dite de classe OF si les dérivées partielles jusqu’a l'ordre k

existent et soient continues.
f est dite de classe C™ si f est de classe C*,Vk.

- >’f >’ f
2 . _
Si f est de classe C*, alors: 5000~ Do
Notations: On note par:
_of , _of ., _ Of _OPf
Jo= g0 = 301w = gaoe T = oou
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II.2 Représentation paramétrique des surfaces régulieres

Définition I1.3. (Surfaces paramétrées)

Une représentation paramétrique de classe C* d’un sous ensemble des points M dans R?
est une application de classe C*:

f:DCR? —R3
(u, v) — f(u,v)

L’image M = f(D) = {f(u,v),u,v € D} est appelée la surface géométrique ou le support
géométrique de la surface paramétrée.
(une surface de classe C™ est dite lisse )

* (U0, Vo)

D CR? /

Exemple I1.4. La sphére S*(0,a) est définie par l'application

f:00,2n] x [-Z, 2] — R3

202
f(v,u) = (acosucosv,asinucosv,asinv)

II.2.1 Reparamétrisation

On peut reparamétrer les surfaces paramétrées par les difféomorphismes.

Soient f : D C R? — R3 une surface paramétrée de classe Ct et g : X € R? — D un C*
difféomorphisme. Alors: fog: X — R? est une surface paramétrée qui a exactement le méme
support géométrique de f.

On dit que f o g est une nouvelle paramétrisation de la surface.

Définition I1.5. On dit qu’une surface paramétrée est simple si et seulement si ’application
f est injective.

Définition II.6_.> % dgﬁ qu’une surface paramétrée est cartésienne si et seulement si, il existe
un repére (O, i, 5, k) de R tel que l'on ait:

Y Y

V(u,v) € D : f(u,v) = O—l—u?%—v?—i—h(u,v)?
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Définition I1.7. Soit f : (u,v) — f(u,v) = (f1(u,v), fo(u,v), f3(u,v)) une surface paramétrée
de R3. La matrice jacobienne de la surface est la fonction matricielle

o of:

ol o,
ol o,

ou Ov

J:(u,v) — J(u,v) =

Définition I1.8. Une surface paramétrée: f: D — R? est dite réguliére au point p = f(u,v)
si et seulement si la matrice jacobienne est de rang 2. Ce-ci est équivalent a:

fuNfo #0, Yu,ve D

Définition I1.9. Un sous ensemble M de R® conneze est appelé une surface si chaque point
de M admet un voisinage qui soit réqulierement paramétré.

11.2.2 Exemples

1) Le graphe d’une fonction de classe C?

g:DCR? — R3
(u, v) — g(u,v)

définie par:

G, = {(u,v,g(u,v)) eR3 u,ve D}

La paramétrisation f(u,v) = (u,v, g(u,v)) de G, est réguliere. En effet:

fu - (1707.gu)7 fv = <07 1797)) et fu A fU - (_gu7 —Gv, 1) ?A O \V/U,U S D

2) La représentation paramétrique:
flu,v) = (u+v,u —v,u* +v?)
est réguliere: f, = (1,1,2u), f, = (1,—1,20) et
fu N fo=(20+2u,2u — 2v,-2) #0 Yu,v € R?

3) L’hélicoide:

f(u,v) = (ucosv,usinv,bv) u>0, veRb>0
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On a: f, = (cosw,sinv,0), f, = (—usinv,ucosv,b) et f, A f, = (bsinv, —bcosv,u) # 0

4) Le tore:
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R4 rcosu)sinv, rsinu)

0<u,v<2r,R>r>0,On a:

fu N fo=—r(R+ rcosu)(cosucosv,cosusinv,sinu) # 0, Vu,v
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5) La sphere unité:
f(u,v) = (sinwcos v, sinusinv, cosu), (u,v) €0, 7[x]0, 27|

On a: f, A f, = (sinu) f(u,v) # 0,Vu,v

I1.3 Plan tangent a une surface réguliere

I1.3.1 Courbe tracée sur une surface de R®

Soit f(u,v) une représentation paramétrique d’une surface M de classe C'. Soit

a:ICcCR— D CR?
t— a(t) = (u(t),v(t))

une courbe paramétrée réguliere plane de classe C'. Considérons I'image de cette courbe dans
la surface M. Alors 'application foa : I — R? est une courbe paramétrée de classe C!, dont
le support est inclus dans le support: M = f(D).

/’ / I’ M

[a, b] D

¢ ={f(a(®),t € [a,b]}

Considérons la courbe oy : u € I — a3(u) = f(u,vp). Si ag est réguliere, alors le vecteur
o (ug) est tangent & la courbe vy au point g (ug).
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De méme si la courbe: ag : v € J — an(v) = f(ug,v) est réguliere, alors le vecteur o (vp)
est tangent a la courbe as au point as(vg). Ou I et J sont deux intervalles de R tels que:
(Uo,U()) el xJCD.Et

o) (o) = fuluo, vo), ay(vo) = fuluo, vo)

Et comme f, A f, # 0 par hypothese, alors les vecteurs f, et f, sont linéairement indépendants
et ils engendrent un plan.

I1.3.2 Plan tangent a une surface

Définition II1.10.

Le plan tangent o une surface paramétrée f : D — R® au point py = f(uo,vo) est lespace
vectoriel de dimension 2, noté T, M, passant par le point régulier py est engendré par les
vecteurs fu(ug,vo) et fu(ug,vo).

fo(uo, v0)

. f

D c R?

Ju N Jo

Définition I1.11. Soit T,y M le plan tangent passant par le point pg, le vecteur N = Fu A Lol
U v

s’appelle le vecteur unitaire normal.

Exemple 11.12. L’hélicoide:
f(u,v) = (ucosv,usinv,bv) u>0, v€ER >0

On a: f, = (cosv,sinv,0), f, = (—usinv,ucosv,b), fu, A f, = (bsinv,—bcosv,u) # 0 et

| £u A foll = VB2 +u2 # 0, d’ou:

1
= ——(bsinv, —bcosv, u)

VR
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11.3.3 Equation du plan tangent

- = =
Soit (O, i, j, k) un repere de R? dans lequel f: D — R3 s’écrit:

(u,v) — f(u,v) = fl(u,v)7> - f2(U,’U)7 + ]‘},(u,v)%>

po = f(ug,v) étant un point régulier de la surface M.

Le plan tangent T, M est I'ensemble des points m = (z,y,z) = 137 + y7 + z? de R3
tel que le systéme (m, fulug, vo), fo(ug,vg)) soit 1ié, Une facon d’exprimer cela est de dire
que le déterminant de ces trois vecteurs est nul. Nous obtenons I’équation cartésienne du Plan
tangent:

x — fi(uo,v0) fru(uo,v0) fi.u(uo;v0)
Y — fa(uo,vo)  fou(to,vo) fou(uo,vo) | =0
z — f3(uo,v0)  fau(uo,vo) f3u(uo,v0)

c-a-d: Ja,b € R tels que m =af,+bf,.

Exemple 11.13.
Soit f: R — R3 telle que:

f(u,v) = (5u — 30> + 3, —u + v, 3u + 40°)
L’équation de l’espace tangent a M au point po = f(0,0) = (3,0,0).
On a: f., = (5,—-1,3), f, = (=60, 2v, 8v).
Soit m = (x,y,2) € T,,M, 3 a,b € R tel que :
porh = af. + bf, = (5a, —a, 3a) + (—6bv, 2bv, 8bv)

r—3 = ba—6bv

== y = —a+2h
z = 3a+ 8bv
r = ba—6bv+3
— y = —a-+2bv L’équation paramétrique
z = 3a-+8bv

[’équation cartésienne au point py = f(0,0):

r = 5a-+3
y = —a
z = 3a
r = —by+3
— a = —
z = —3y

— r—z=—-2y+3

— T+2y-2-3=0
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II.4 Les deux formes fondamentales

11.4.1 Premiére forme fondamentale

Soit f: (u,v) — f(u,v) une surface réguliere de classe C*, k > 2.

Définition I1.14. On appelle la différentielle de f(u,v), noté df, une application bijective du
vecteur (du, dv) associe le vecteur: df = f,du+ f,dv dans le plan tangent.

Pour mieux comprendre la notion de la forme fondamentale, nous allons d’abord lui donner
une forme plus simple en utilisant les propriétés des formes quadratiques du plan euclidien.
Commencons par en rappeler la définition.

Définition I1.15. Une forme quadratique du plan est une fonction @Q : R> — R de la forme
Q(x,y) = az® + by* + cay
Une forme quadratique est dite définie positive si Q(x,y) > 0 dés que (z,y) # (0,0).

Définition II.16. La premiére forme fondamentale I, ( une forme bilinéaire symétrique) est
la restriction de la forme quadratique X — || X||*> au plan tangent o M au point p = f(u,v):

VV,W € T,M : L,(V,W) = V.W

ot V.W est le produit scalaire des vecteurs V,W dans R3.
Le plan vectoriel tangent a M est engendré par les deux vecteurs f, et f,. Un vecteur du
plan tangent est donc de la forme V = \f, + uf, est on a:

IP(V7 V) = )‘QHfu“2 + 22 fu-fo + /LQvaH2
Elle s’exprime dans la base { fy, fv} de T,M par:

I(df,df) = df .df = (fudu + fudv) . (fudu+ f.dv)
= fu.fudt? + 2fy. fodu.dv + f,.f,dv?
= Edu® + 2Fdu.dv + Gdv®

En désignant par: E = fu.fu, F = fu.fo et G = fu.f, des applications de classe C*~* de D
dans R.
Les coefficients E, F' et G s’appellent coefficients de la premiére forme fondamentale.

Théoreme II.17. La forme I, est une forme définie positive.

Preuve.
I, = df df = Edu® 4+ 2Fdu.dv + Gdv?

B Edu+ Fdv
= (du dv) ( qu+de>

~(aw ) (o6 ) ()

Alors la forme I, est définie par la matrice symétrique (

E F , o
F G ) Pour qu’elle soit définie

positive il faut et il suffit que:
E>0et EG—-F*>0

On a bien: E = |f,]> >0 et

EG — F2 = (fufu)(fva) - (fufv)2 = (.fu A fv)2 >0
( On utilisera la formule : (a Ab).(c Ad) = (a.c)(b.d) — (a.d)(b.c)).
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Exemple 11.18. Considérons la surface définie par:
flu,v) = (u+v,u—v,uw) @ fu(u,v) =(1,1,v) et fo(u,v) =(1,—1,u)
Les coefficients de la premiére forme fondamentale sont:
E=fufu=2+4+0"G=fofo=2+u> et F=f,.f,=uv
D’ou
I, = (2 + v*)du* + 2uvdu.dv + (2 + u*)dv?

Cette forme est définie positive, car

E=24+1">0et EG—F>=20>+202+4>0

11.4.2 Longueur et Aire

longueur d’un arc tracé sur une surface

Prenons une surface paramétrée: f: D C R* — R? de classe C' et a : [a,b)] C R — D une
courbe paramétrée plane. Alors foa = v est une courbe paramétrée dont le support est inclus
dans f(D).

a:t— (u(t), v(t)) — f(u(t), v(t)) = y(t)

Le vecteur tangent a v en a(t) = (u(t),v(t)) est v/ (t) = fu(u(t),v(t))u'(t) + fo(u(t),v(t))v'(t).
~ est ainsi rectifiable, sa longueur est donnée par:

LO®) = [ IOl = [ 1ule) o) o) + fulut) @) Ol

ol

:/ [(u' ()1 fulu(t), v @) + (V' ()| fulu(t), v(E)I* + 2u'(6)0'(8) fu-fu] * dt

N

b
=/ (W' () E(u(t), v(t)) + (V'(1)*G(u(t), v(t)) + 2F (u(t), v(t))u' (t)'(t)]* dt

NI

=/ (W' (D)) E(u(t), v(t)) + ('(1)*G(u(t), v(t)) + 2F (u(t), v(t))u' (t)' ()] * dt

1= [t

Donc

I’aire d’une surface

La norme du produit vectoriel est égale a la surface du parallélogramme construit sur (7, 7)
card: |7 AT = 2NV [sin(T, V).

Considérons A s = du.dv un élément de surface encadrée par du et dv du point (u,v). Soit
AS, I'image de A s par f:

AS = |df Ndf| = |fu N fo] dudv = VEG — F2dudv
Définition I1.19.  L’aire de la surface paramétrée M = f(D) ou f: D — R? est égale a

Aire(M) = / /D VFG — F2dudy

D est le domaine de la paramétrisation.
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Exemple 11.20.  Soit M la surface d’un tore
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R4 rcosu)sinv, rsinu)
O0<u,v<2m,R>r>0, On a:
fulu,v) = —r(sinucosv, —rsinusin v, r cosu), f,(u,v) = (R + r cosu)(—sinw, cosv, 0)

Ainsi

E=fofu=7" F=fi.fo=0 G=fofo=(R+rcosu)’

L’aire de cette surface est donc

2 2 2 2
A= / VEG — F?dudv = / / (r(R+ rcosu))dudv
o Jo o Jo

2m 2m
= / [r(Ru +rsinu))i" dv = 7“/ 2Rndv = 2Rrm[v]y" = 47*rR.
0 0

11.4.3 Application de Gauss
Ju N fo

Soient f: D — R3 une surface régulicre en tout point et N (u,v) = m le vecteur

normal unitaire au point p = f(u,v) de M.

Soit S? = {(z,y,2) € R?® tel que : 2%+ y? + 2% = 1} la sphere unité de R3.

L’application N : M — S? qui associe & chaque point p = f(u,v), le vecteur unitaire
normal en f(u,v) est appelée application de Gauss de la surface:

N:p€ M N(p) € S

On montre qu’elle est de classe C*° . Sa différentielle d, N est une application linéaire de 7, M
dans TN(p)SQ.

11.4.4 Dérivée directionnelle

Soit F': M — R une fonction a valeurs réelle, p un point de M et V un vecteur tangent a M
au point p (V€ T,M).
On donne 3 : |—¢, e[ — M une courbe de classe C* telle que 5(0) = p et 3(0) = V. Alors:

Fof:]—ee[— R
t— (FoB)(t)

Définition I1.21. (F o B)'(t) est appelée la dérivée directionnelle de la fonction F dans la
direction du vecteur V.

DFE) = L (Fop)) = tim S 2 W

dt{,_, 50 s
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I11.4.5 Opérateur de forme

Soit M une surface réguliere paramétrée par f : D C R? — R? et V un vecteur tangent & M
aupoint pe M: V =af, +0bf,.
Soit N(p) le vecteur unitaire normal a M au point p : c-a-d : V V€ T,M : V.N(p) = 0.

Soit maintenant « : I — M une courbe paramétrée par la longueur d’arc (I étant un
intervalle de R contenant I'origine) et telle que:

a(0) =pet o'(0) =V (a'(t) = () fu(u(t), v(t) + 0'() fo(u(t) + v(1))).

Comme (N o «a)(t).T(t) = 0 ¥Vt proche de 0, ou T le vecteur tangent a a. Alors
T'(t).(Noa)(t) = —(Noa)(t).T(t)
Au point t =0, on a :

—T(0).(N 0 ) (0) = T'(0).N(a(0)) = T'(0).N(p)

c-a-d
—DyN(p).V =T'(0).N(p)

(T(0) = &/ (0) = V).

Proposition 11.22.
Pour tout V- € T,M, la dérivée directionnelle Dy N (p) appartient a T,M.
De plus, lapplication définie par

S, : T,M —s T,M

V= S,(V)=—=DyN(p)

est une application linéaire auto-adjointe. C-a-d :
V UV eT,(M):S,(U).V=US,V)

S, est appelé l'opérateur de forme de la surface M.

Preuve.
1) Montrons que Dy N(p) € T,M.
Soit o : I = |—e,e] —> M une courbe paramétrée par la longueur d’arc avec a(0) = p et

a0)=V. Ona:

[(Noa)t)| =1 = (Noa)(t).(Noa)(t) =0

Donc ent =0 : %N(a(t)) N(a(0)) = 0. C-a-d: DyN(p).N(p) = 0. Ce qui montre que

Dy N(p) est orthogonal a N(p), ainsi Dy N(p) € T,M.
2) Montrons la linéarité de V — Dy N.
On considére la courbe o passant par p et telle que o/ (0) =V + W.
d’apreés la définition :

d

DrawN() = ZN@(®)| .V +W)
d d
= NV ENG) w

= Dy N(p) + DwN(p)
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3)Montrons que S, est symétrique:
Considérons (fu, fo) = (%,%

paramétrisation de la surface M.

a) Montrons que Sy(fu)-fo = Sp(fo)-fu, c-a-d: Dy N(p).fo = Dy, N(p).fu

Soit t — a(t) = f(u(t),v(t)) une courbe tracée sur M telle que a(0) = p. On a

)(p) une base du plan tangent T,M ot f(u,v) est la

Do) N(p) = Dw(0),+v0)7,N(p) = u'(0) Dy, N(p) +2'(0) Dy, N(p)

D’autre part:

d
—N(u(t),v(t))| = Nuu'(0) + Nyo'(0)
dt e
d
Et comme Dy oyN(p) = %(N ow)(t)| . Alors
=0

'DfuN(p) - Nu et ‘vaN<p) - Nv

Par ailleurs, comme N est perpendiculaire au plan T,M, alors N.f, = N.f, = 0. En dérivant
respectivement par rapport a v et w on aura: Ny.fu + N.fou =0 et Ny fo + N.fou =0 .
Ainsi  Ny.fu = —N.fuw = Nu.fo

On en déduit

Sp(fu)-fo==(Dg,N(p))-fo = =Nu-fo = =Ny. fu
= (=Dg,N(p))-fu = Sp(fo) - fu
b) Prenons maintenant, V,W deux vecteurs quelconques dans T,,M. Montrons que:
S,(V).W = S,(W).V
V et W sont deux combinaisons linéaires de f, et f,, c-a-d:
V=af,+0bf, et W =cf, +df,

Alors
Sp(V).W = Sp(afy + bf.).(cfu+df.) = (aSy(fu) + bSy(fo))-(cfu + df)
= acSy(fu)-fu + adSy(fu).fo 4 beSy(fo)-fu + bdSy(fo).fo
= acSy(fu)-fu + adSy(fo)-fu + beSp(fu)- fo + bdSp(fo)- fo
= afu-(cSp(fu) + dSp(f)) + bfo-(cSp(fu) + dSp(f0))
= (afu+bfo).(cSp(fu) + dSp(f0)) = V.Sp(W)

Proposition 11.23.
Si Uopérateur S, est partout nul, alors la surface M est un sous ensemble du plan.

Preuve.
Sy T,M — T,M

U Sp(U) = —DUNp
Si YU € T,M : S,(U) = 0 pour tout p € M. Alors N, = N, = 0 donc N(p) = cste et par

suite M est un sous ensemble d’un plan.
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Exemple 11.24.
Soit S?(0,a) la sphére centrée a l'origine de rayon a. f(u,v) une paramétrisation de la sphére
5%(0,a).

f(u,v) = (asinucosv,asinusinv,acosu), 0<v<2mr,0<u<m

fu = (acosucosv,acosusinv, —asinu), f, = (—asinusinv,asinucosv,0) et
fu N fo = (a® cosvsin® u, a® sin v sin® u, a” cos u sin u)
= asinu(asinucosv,asinusinv,acosu) = asinuf(u,v)
le vecteur normal unitaire:

fu N fo asinuf(u,v) asinu 1

N - - = O ) = ()

TTRALL T afsinal[f{uw )] ~ asinu’a

1
L’application de Gauss est: N, = — f(u,v)
a
Soit { fu, fo} une base de T,S? ’espace tangent ¢ S* au point p

1 1
Vp € 52 : Sp(fu) = _DfuN = _Nu = _afu et Sp(fv) = _afv

et par suite VV € T,5? : V = cf, + df,, on a

d
S, (V) = eS,(f) + dS,(,) = - (g o+ fv> Ly

1 1 1
Donc V'V e€T,5%:S,(V)= _EV = —acfu - adfv.

I1.4.6 Deuxiéme forme fondamentale

La deuxieme forme fondamentale mesure en quelque sorte ’écart que fait une courbe tracée sur
la surface avec la plan tangent au point f(ug(t), vo(t)).
On munit Pespace vectoriel T,M du produit scalaire induit par celui de R* qu’on notera

(), La collection {(, ) p} varie de fagon différentiable en fonction de p; c’est précisément
peEM

ce qu’on appelle la métrique riemannienne induite sur M. Le fait que .S, soit auto-adjoint nous
permet de lui associer une forme quadratique définie comme S,(U).U pour U € T,M.

Définition I1.25.
Soit p un point de la surface M. La forme bilinéaire symétrique 11, : T,M x T,M — R définie
par:

YWW e T,M : IL(V,W)=5,(V).W

est dite la deuxieme forme fondamentale de la surface M en p.
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Dans la base { fu, fu} de T,M, on note par:

m = IIp(fuva) = _(DfuN)-fv = fuw-N = fou- N
q= IIp(fva fv) = _(DfUN)'fv = fvv-N
De plus, si V =af,+bf, et W = cf, +df,. Alors

IT,(V,W) = IL,(af, + bfo, cfu+ dfy)

= aclly(fu, fu) + bdI1,(fo, fo) + bl Ip(fo, fu) + adlLy(fu, fo)

= acl + (ad + bc) + bdg = (a b) ( i;—:dzz )
[ m c
@), ()
Mo g\
D’ou la matrice associée a 11, : Lom >
m q

[,m et q sont appelés les coefficients de la deuxieme forme fondamentale.

11.4.7 Courbure normale

Soit M une surface de classe C* (k > 2) paramétrée par f(u,v) contenant le point p = f(ug, ).
Soit T}, M le plan tangent a la surface M au point p et N la normale unitaire a 7}, M au point
p.

Considérons la courbe v : I — M paramétrée par la longueur de l'arc ( I étant un intervalle
de R contenant l'origine ) donné par: y(t) = f(u(t),v(t)) et p = v(0). La courbure de v au
point p est: k= ||T"(t)]|.

Notons n et N les vecteurs normaux en p respectivement a la courbe v et a la surface M,
0 I'angle entre n et .

N \_/
(%
n

Nn
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Définition II1.26.
On appelle courbure normale de v en p le scalaire:

kn = k.N = k(cosf).n
811 montre en fait que: x,(p) = I1,(7'(0)).
11,(+'(0)) = Sp(7'(0))-4'(0)

(
= =Dy N(p)-7'(0) = =(N 07)"(0).7(0)
Comme N (t) est orthogonal a +/(t), la relation N(t).7/(t) =0 implique que:

N'(t). (1) = =N(t) 4" (t

\_/

Par conséquent

On obtient : 11,(7/(0)) = kn(p) -

Exemple 11.27.
Pour une sphére S? de rayon a , dans les coordonnées sphériques :

f(u,v) = (asinucosv,asinusinv,acosu), 0<v<2mr,0<u<m

1
fu = (acosucosv,acosusinv, —asinu), f, = (—asinusinv,asinucosv,0) et N = —f(u,v).
a

A chaque point p sur cette sphere on peut faire passer un cercle de rayon a, considéré comme

1
Iéquateur de S?. Au point p les vecteurs n et N coincident, donc la courbure du cercle k = —

a
est égale a la courbure normale de la surface k,. Ou encore, comme 8 = 0, alors cosf =1 et

1 ,\ 1 1
Kp = Kk.N = ?f(u,v). D’ot |k, | = 5a=—

I1.4.8 Courbures principales de la surface

Nous avons vu qu’a chaque plan contenant la normale a une surface est associé une courbure
normale. Pour rendre compte du phénomene de courbure dans son intégralité, il faut prendre
en compte toutes ces courbures normales et la facon dont elles varient.

Nous allons introduire la courbure de Gauss et la courbure moyenne. Nous commengons
par citer un résultat assez connu d’algebre linéaire concernant les opérateurs auto-adjoints.

Théoréme I1.28. Soit A : R?> — R? un opérateur auto-adjoint. Alors il existe une base de
vecteurs orthogonauz {e1,es} de R? telle que que A(ey) = ey et A(ez) = loey. Les valeurs
A1 et Ay sont le mazximum et le minimum respectivement des valeurs de la forme quadratique
X.AX pour X dans la cercle unité.

Le théoreme implique qu’il existe donc une base {e;(p), ea(p)} de T,M dans laquelle
Sp(e1) = —DNy(e1) = kiey et Sp(ea) = —DNy(ez) = kaea. De plus £y > ko sont les valeurs
maximum et minimum de la deuxieme forme fondamentale restreinte au cercle unité de 7,,M.
Cette a dire il s’agit des valeurs extrémaux de la courbure normale au point p.

Définition I1.29. La courbure normale mazimale k; et la courbure normale minimale Ky ( les
valeurs propres k1 et ky ) sont appelées courbures principales de M au point p. Les directions
des vecteurs ey et es sont appelées directions principales de M au point p.

On dit qu’une courbe tracée sur M est une ligne de courbure si ses vecteurs tangents sont tous
des directions principales.
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Définition I1.30. Le déterminant K de lopérateur S,: K = riky est appelée courbure de

Gauss de M en p. La moitié H de la trace de S,: H = 1t
de M en p.

est appelée courbure moyenne

Exemple 11.31.

1) Dans la cas d’un plan affine lapplication de Gauss est constante, donc de dérivée nulle,
ainst k1 = ko =K =H =0

/

2) Dans le cas de la sphére S*: On rappelle que la sphére S* est définie par l’équation:

z? + y2 +22=1
Et donc le champ de vecteur normal est donné au point p = (z,y, z) sur la courbe v tracée sur
S par N(p) = (—a(t), —y(t), —=(1)). Par suite: DN(p) = (~2'(2), —/(£), —='(2)).

Donc Dy N(p) = =V pour tout V € T,S?
( On a déja montrer que S, = —DN = —Idy, 2, donc —k1 = —kg = —H =K =1 ).

I1.4.9 Calculs explicites de K en fonction des deux formes fonda-
mentales

Soient [, m et ¢ les coefficients de la seconde forme fondamentale dans la base {f,, f,} :

[ = fuqu m = qu~N7 q = fU’U'N
Notons ( Z CCZ ) la matrice de l'opérateur S, relativement a la base {f,, f,}. C-a-d

Sp(fu) = afu+bfo, Sp(fo) = cfu+dfy

En faisant le produit scalaire de ces deux égalités par f, puis f,, on obtient quatre égalités:
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Sp(fu)-fu = afu-fu+bfofu=1=aE+bF
Sp(fu)-fo = afu.fo+bfs.fo =m = aF +bG
Sp(fo)-fu=cfu-fu+dfy.fu=m=cE+dF
Sp(fo)-fo = fu-fo+dfo.fo = q=cF +dG

Ces égalités peuvent s’écrire matriciellement sous la forme:
I m\ (FE F a c\ [(a b E F
m q ) \F G b d) \c d F G
-1
a c\ (FE F I mY\
(ba)-(Fa) (niy)-um

La courbure de Gauss est le det .S,:

Ce qui donne

1
K= detl, ) = g det T = g
p

1
La courbure moyenne H = §traceSp, or
g _ 1 G -F I mY\ 1 Gl—Fm Gm— Fq
P EG-F2\ -F E m q ) EG-—F2\ Em—Fl Eq—Fm

Gl —2Fm+ Eq

Dot H =
o 2(EG — F?)

Remarque 6.
Il est facile de calculer les courbures principales qui sont racines du polynome X? —2HX + K.

1
On trouwve ; = H £+ H? — K, et on a bien H*> — K = Z(/ﬁ — K2)? > 0.

2 260 H — k3 =K k?—2HKk; + K =0

K1+ K
! LR :>{ K1 = 2H — Ky :>{/‘€3—2H/‘§2+K:0
K1.R2 =K

On définie ainsi le polynéme X% —2HX + K = 0.

Exemple 11.32.  Surface d’Enneper

3

1 1
Soit f(u,v) = (u — —ud +uv? v — 303 +vu?, u? — 02) la paramétrisation de la surface

d’Enneper.

1. Déterminons le vecteur unitaire normal en chaque point: Soit p = f(u,v) un point de la
surface, le plan tangent au point p est engendré par { fu, fo} ot f, = (1—(u*—v?), 2uv, 2u)

et f, = (2uv, 1+ (u* — v?), —2v) donc
fu N fo = (1 +u*+0*)(—2u, 20,1 — u? — v?)

de norme || fu A fol] = (1 + u* + v?)2.
On obtient, le vecteur normal
Ju N o 1

N = — o 0 — u? —
(UJ)) Hfu/\va 1—|—u2_|_1)2< u, &v, U 1))
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2. Calculons, en un point p de la surface, la deuxieme forme fondamentale:

La deuziéme forme fondamentale 11, est définie par la matrice symétrique ( . mn )

- 0% f _ *f _ 0*f
Oul= <N,w>, m = <N, 8uc%> et q = <N’W>

On calcule
o2 f 0% f o*f
57 = (F2u,20,2), o—te = (20,2u,0), =5 = (2u,~20,~2)
1
Or N = m(—Qu,Qv,l—uz—vz), doncl=2 m=0etq=—-2 c-a-d

2 0
e (20).

3. Montrons que la surface d’Enneper est de courbure moyenne nulle en chaque point

Rappelons Les dérivées premieres du paramétrage:
fu=(1—(u*—v%),2uv,2u) et f, = 2uv, 1+ (u* —v?), —2v)
D’ow l'on tire les coefficients de la premicre forme fondamentale I,,:

E={fuf)=0+a"+0")" F=(fuifo) =0, G={fo, fu) = (L4’ +0°)°

Et maintenant, lopérateur de forme S, a pour matrice B = Igllfp. Or

% 0
_ w22 y s
]p1:<(1+ O—I—U) ) ),dou

(1+u2+v2)?

B 1 (2 0)
(1+u2402)>\ 0 —2

Par conséquent, les courbures principales sont:
-2

KH=———"—F®ehKky= ———
' 20T Qa2 02)?

(1 4+ u?+v?)
S 1
ce-ci implique que la courbure moyenne H est nulle (H = —5(51 + ko) = O).

4. Le calcul de la courbure de Gauss K est immédiat

det I, B —4

K =detB = = .
detl,  (1+u?+0v2)*
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Figure I1.1: Surface d’Enneper

Proposition I1.33. Soient ey et es deux vecteurs unitaires dans les directions principales en
un point p de courbures principales correspondantes ki et ko.
Supposons que V = (cos@)e; + (sinf)ey pour 0 € [0, 27[, alors:

I1,(V,V) = ki cos® 0 + kysin® 0

Preuve.
On a: Sy(e;) = kie; pour i =1,2. Alors:

IT,(V,V) = S,(V).V = S,((cosf)ey + (sinf)es).((cosb)ey + (sinh)es)
= (k1(cosB)ey + ro(sin)es).((cos @)e; + (sinf)ey) = k1 cos® O + kysin @

Cette expression pour la deuxieme forme fondamentale s’appelle Formule d’Euler.

I1.4.10 Interprétation géométrique

Fixons un point p de M.

Pour tout vecteur V' € T,M , IL,(V) est la courbure de la surface au point p dans la
direction V. En particulier, x; est la courbure de la surface M dans la direction e; et ks est la
courbure de la surface M dans la direction e,.

Pour tout point de toute surface réguliere de classe C?, la direction dans laquelle la surface
est la plus courbée et la direction dans laquelle la surface est la moins courbée sont orthogonales.

Il est clair que I'allure de la surface au voisinage du point p dépens du signe de k1 et de ks :

1) Si Ky et kg ont une valeur commune x (k3 = ko = K ): ¢’est le cas ot on peut représenter
S, et 11, par une matrice de la forme klds, c-a-d le cas ou il existe k € R tel que 11, = kI,
égalité qui s’écrit: (I = kE) et (m = kF') et (¢ = kG).

La surface représente localement une forme soit sphérique soit plane ( cas de k1 = kg = 0).

2) Si K =0 (k1 =0 ou ke =0), p est un point parabolique (un cylindrique).

3) Si K = k1ke > 0, p est un point elliptique .
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4) Si K = k1k2 < 0, p est un point hyperbolique.

N
e, N
€2 €
€2
kik, >0 e

ky=0et ky #0 kik, <0

11.4.11 FEtude d’un exemple: surface de révolution

Définition 11.34.

Une surface géométrique orienté M de classe C* (k > 1), est dite surface de révolution si
et seulement si, on peut lui associer un repere orthonormal direct (O, i , j ,?) de R3, tel que
M admette un représentant de la forme (I x R, f) avec:

f(u,v) = O+ g(u) cos VT g(u)sin v? + h(u)%>

I est un intervalle ouvert de R et ot g et h sont des applications de classe C* de I dans R, ¢
ne prenant que des valeurs positives: f(u,v) = (g(u)cosv, g(u)sinv, h(u)).

Propriétés
La rotation d’une courbe appelée génératrice autour d’'une droite fixe engendre une surface de

révolution.

e Les sections d'une surfaces de révolution par des demi-plans bordé par ’axe de révolution,
appelées méridiennes, en sont des génératrices particulieres.

e Les sections d'une surfaces de révolution par des plans perpendiculaires a ’axe sont des
cercles appelés paralléles de la surface.
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INlustration

Axe de révolution

\ génératrice

Méridienne
P
—-_——ia [ P

Paralléle

-- 7 e B

Construction mathématique

1. On se donne une courbe paramétrée dans R3

: [a, b] —
u = o(u )Z(g( ), ( ); h(w))

2. Engendrons une surface de révolution M par rotation de o autour de 'axe (Oz).

e Rotation de a(u) d'un angle v autour de 'axe (Oz) (axe de révolution)

g(u) cosv —sinv 0 g(u)
k(u) | = sinv cosv 0 |.| k(u)
h(u) 0 0 1 h(u)

s matrice 3><3§c rotation Ry a‘(',u)

u

N

e Equation paramétrique d’'une surface de révolution: ( cas général )

g(u,v) = g(u)cosv — k(u) sinv
/j:(u,v) = g(u)sinv + k(u) cosv u € la,b],v € [0, 27|
h(u,v) = h(u)

e Sila courbe a est incluse dans le plan Ozz alors k(u) = 0 Vu: (cas particulier)

g(u,v) = g(u)cosv
k(u,v) = g(u)sinv u € [a,b],v € [0, 27]
h(u,v) = h(u)

la régularité
On a

fulu,v) = (¢'(u) cos v, ¢'(u) sinv, ' (u)) et f,(u,v) = g(u)(—sinv, cosv,0)
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D’ou
fu N fo = (=h(u)g(u) cosv, —h'(u)g(u) sinv, g'(u)g(w))

de norme

1fu A foll = gu) /B2 (u) + g%(u), (g(u) > 0,Yu € I)

Donc (¢’, ') ne prend pas la valeur (0,0), et par suite la surface M est réguliere (|| f, A fo|| > 0).
On déduit

N = < h'w) cos v, — h'w) smv A >
\/h/2 + g/Q( ) ’ \/h’2 + g/2 \/h/2 + 9/2 )

les formes fondamentales
On a

E:fu'fu:gl2+h/2; F:fufv:O7 G:fv-fv:.QQ

D’otu la premiere forme fondamentale:
= (fudu + fodv).(fudu + fodv) = (¢"* + W*)du? + g*dv?
On calcule en suite
fuw = (9" (u) cosv, g" (u) sinv, A" (u)), fuw = (—¢'(u)sinv, ¢'(u) cosv,0),

foo = (—g(u) cosv, —g(u) sinv, 0)

d’ot g TR — //h/
l = fuu-N
f \/h’2 + g/2 )
m = fu,.N =0
q= foo-N = o

et la seconde forme fondamentale

I, = V72 + h? ((g'h" = ¢"h)du® + gh'dv®)

Les courbures
Notons k, et k, les courbures principales de directions principales f, et f,. Un calcul simple
donne

ON B n

Sp(fo) = =5 = ——=—=(—sinv,cosv,0) = W

o - e I

et donc
h/

N

Ry =

La courbure de Gauss

lq_mQ B lq _gh’(g’h”—g”h’)

K = = =
EG - F? EG (g2 + h'2)?
B h/ g/h// _ g//h/ B g/h// _ g//h/
B g\/g’2+h’2'\/(g’2+h’2)3 = Fo (¢ + h2)?
Dot g/h// . g//h/
Ky = —————
(g/2 + h/2)3
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Finalement la courbure moyenne

1 1 h/ /h// _ //h/
H:§<“u+“”>:§< [ )

+

3
1 1 2
— 5 <g/2 - h/Q) (h/g/Q + h/S + gg/h// o gg//h/)

I1.5 Equations de Codazzi et Gauss

I1.5.1 Symboles de Christoffel

Soit f: D C R? — R? une surface réguliere. p = f(u,v) un point de M.
Considérons la base {f., fu,, N,} de R3.1l existent des fonctions :
F'LL

uu?

F’U

uu?

Iy, =T

v

re,=re,, It

v VU

L
telles que:

Juw = T fu + T fo + UN,

fuo = Topfu + T fo + MmN,

foo = Toufu+ T fo + PNy

Le fait que f,, = f,. implique que I';, = I';,. Les fonctions I'" sont appelées symboles de
Christoffel.

Exemple I1.35.
Calculer les symboles de Christoffel de la sphére:

f(u,v) = (sinucosv,sinusinv,cosu), 0 <u<m, 0<v<2m.

fulu,v) = (cosucosv,cosusinv, —sinu) et f,(u,v) = (—sinusinv,sinucos v, 0).
Par suite  f, A f, =sinv.f(u,v) et | fu fol| =sinu. Dot N(p) = f(u,v).
On calcule en suite

fuw = (—sinucos v, —sinusinv, cosu) = — f(u,v) = —N(p)

fuoo = (=sinucosv, —sinusin v, 0), fu, = (— cosusinv, cos u cos v, 0)

Calculons les I : on a fu, = —N(p), donc I, =T%, =0.

D’autre part:  f., = (—cotusinusinv,cotusinucosv,0) = (cotu)f,. Donc T = 0
et I, = cotu.

Maintenant : fu, = T% fu + U0 fo + q¢N(p). En faisant le produit scalaire avec f, puis f,,
on obtient

fov-fu=T14, = —sinucosu = I, = —sinucosu
foo-fo =T, =sin*usinvcosv — sinusinvcosv =0 = 'Y, =0
Conclusion:

u __TW _TWU _ TV __ v U _
.=1..=1.w=1,,=0, T, =cotu, I, = —sinucosu.
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I1.5.2 Le calcul des symboles de Christoffel

p = f(u,v) un point de la surface M {f,, fo} une base de I'espace tangent 7, M au point p et
{fus fo, N(p)} une base de R3, donc

fuv = szfu + FZva + mNp
fvv - ngfu + Fva’U + qu
En faisant le produit scalaire de ces trois égalités par f, puis f,, on obtient
fuu-fu =Ty B+ 10, F et fuu fo =1, F+15,G
fo-fu=Tu B+ Fet fufo=1F+TI,G
foofu=T0, E+T1 F et fo,.fo =T F+1,,G
D’autre part

1 1 1 1
1

1 1 1
fuv'fv = §<fva)u = §Gu7 fvv-fv = §<fv~fv)v = §Gu

f“u‘fU = (fuf’u)u - fouv =F, — %E”U’ fvv‘fu - (fvfu)v - fv-fuv =F, - %Gu
D’ou

reE+rIy,F=  3E,
re F+1v,G= F,—1E,
re E+Ty,F= 1E,
v F+I0,G= 3G,
r“E+TIyF= F,—1G,
re F+1ry,G= 3G,

Ce qui donne

E F I 5By
F G re, )\ F.-1iE,
E F e\ [ iE,
F G re, )\ 3G
E F r«\ [ F-1ia,
F G re ) G,

On peut donc calculer les symboles de Christoffel en déterminant la premiere forme fondamen-
tale.

Exemple 11.36. La sphere unité
f(u,v) = (sinucosv,sinusinv,cosu), 0<u<m 0<v<2m.
fulu,v) = (cosucosv,cosusinv, —sinu) et f,(u,v) = (—sinusinv,sinucosv,0). On a
(E=fuofu=1= E,=E,=0), (F=f.f,=0 = F,=F,=0)
G=fo.fo= sinu = G, = 0,G, =sin2u
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La matrice de la premiére forme fondamentale

sin” u
D’ou
T, by 0\ (0
Y., 0 —— 0/) \O
sin® u
re \ (1! (1) 0 /0
., ) \0 — cosusinu )\ cotu
sin” u
'y \ 1 (1) —slnucosu \ ([ —sinucosu
re, )70 — 0 - 0
sin” u

11.5.3 Equations de Codazzi et équations de Gauss

La matrice de 'opérateur de forme S, dans la base {f,, f,} est donnée par:

a c\ (E F 0 m B 1 IG—mF mG —qF
b d) \F G m q ) FEG-—F2\ mE—IF qE—mF
Notons que les coefficients a, b, ¢, d sont les composantes des dérivées N, et N, dans la base
{fua fv}:
Ny, =Dy, N = =Sy(fu) = —(afu +bf,), Ny= Dy N=-=S5,(f,)=—(cfu+dfy)
Dérivons maintenant les équations suivantes

fuu = Fgufu + FZufv + le

Juo = Ty fu + Ty fo + MmN,
fvv = ngfu + Fvav +pr

On obtient
Juw = (Ch)ofu+ Ty fuo + (T)ofo + iy foo + LN + 1N,
= (Th)ofu + Tou (U fu + Toufo +mN) + (T3,)u fo
A0 (oo fu + T fo + aN) + LN = U(cfu + df,)
= (M) + Ty + T, — ) fu + (TR Ly 4+ (D)v + T, — di) fo
+(l, + ml%, +ql., )N
De méme

fuvu = (FZU)UfU + Fzyfuu + (sz)ufv + FZvav + muN + lNu

+(my +mI, + I )N

Et comme f,,, = fuou €t en comparant ces deux dernieres équations, on obtient:
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(fu): (%) + T T4 41U T —cl = (%), + T T% + T2 —am

(N) :l, +mIy, +qUy, = my +mIy, + 11,

v
uu

De méme: f,,, = fowu, On trouve

(fu): (Te )y +TuTu +T0 Te —em = (T2), + e To +T, e —aq

uvT uv uvT Vv VvV UU vV VU

(fv) : FZ’Usz + (FZv>U —md = (FZU)U + F:)Lvrfm - bq
(N) : qu + l]'—‘gv + mFZv = My + mrgv + qFZU
Les deux équations obtenues pour la composante normale, nous donne les équations de Codazzi:

My = Qu = ZFZ’U + m<FZ1} - FZ?)) - qFZv

. . lg—m? L .
En utilisant le fait que K = a2 on aura les équations de Gauss:
Or
1 2
Donc

EK =13, + (Th)o + Do, — Th I, — (Th)u + (17,)

uuT uv uuT Vv uvT uu

De la méme maniere on obtient le reste des équations

FK={.),—(T?)y+Tu v —T0 T

uvT uv uu— VU

GK = (I},)u — (Ty,)e + T3, T, + T, I, — TR, — (17,)

VUV Uv vV uu uv— vv
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H.BENALLAL 11.6. Exercices

I1.6 Enoncé des exercices

Exercice I1.1. Les deux surfaces paramétrées suivantes ont-elles le méme support géométrique?
1. f1:R? = R3 définie par fi(u,v) = (u,v,u? + v?).
2. fo: R? = R3 définie par fo(t,0) = (tcos,tsinb, t?).

Exercice I1.2. On considére lellipsoide E d’équation x* + y* + 522 = 1.

1. Montrer qu’une représentation paramétrique ¢ : [0,2n] x |0, [ — R® de lellipsoide est
donnée par :

T = cosusinv

y = sinusinv
.

Z=  ECosv

2. Calculer l’aire de la surface E.

Exercice 11.3. Calculer l'aire de l’ellipsoide de révolution engendré par la révolution de la
courbe

v(t) = (acost,0,bsint), te [—g, g} , 0<a<b.
autour de l’aze (0z).

Exercice I1.4. Soit a > 0; on considére la caténoide localement paramétrée par
f(u,v) = (acosh v cosu,acoshvsinu, av)
Et Uhélicoide localement paramétré par
g(s,t) = (tcoss,tsins, as)

1. Déterminer les coefficients E, F,G de la premiere forme fondamentale de la caténoide
(dans le paramétrage f(u,v) ).

2. En effectuant un changement de variable s = u et t = asinhv, donner un nouveau
paramétrage de l’hélicoide.

3. Déterminer les coefficients E', F',G" de la premiére forme fondamentale de [’hélicoide
(dans ce nowveau paramétrage).

4. Que peut-on conclure?
Exercice I1.5. Soit S la surface de R® d’équation
2222 +y*) +2 =0
1. Paramétrer la surface S en prenant les paramétres u et v parmai les variables x,y et z.
2. Déterminer une base de l’espace tangent a la surface S en A(—6,1,—1).
3. Calculer un vecteur normal a la surface S en A(—6,1,—1).

4. Calculer, en un point p de la surface, la premiere forme fondamentale I,,.
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Exercice I1.6. Soient F' le point (0,0,1) de R? et H le plan d’équation z = —1. On pose
S = {M € R? : distance de M & F = distance de M a H}

1. Montrer que l’ensemble S est défini par une équation de la forme z = f(x,y) qu’on
explicitera.

2. Donner un paramétrage régulier de S.
3. Calculer, en chaque point p € S, la premiere forme fondamentale I, de S.

Exercice I1.7. Calculer les deuxiemes formes fondamentales des surfaces paramétrées suiv-

antes puis calculer la matrice associée a S, et déterminer la courbure moyenne H et la courbure
de Gauss K :

1. Le cylindre f(u,v) = (acosu,asinu,v).

2. Le tore f(u,v) = ((R+rcosu)cosv,(R+rcosu)sinv,rsinu) (0 <r < R).
Exercice I1.8. Soit S = {(z,y,2) € R* 2?2 —2* —¢y* = 1}.

1. Trouver une paramétrisation de S.

2. Donner [’expression d’un vecteur normal unitaire en tout point.

3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de S.

4. Calculer les symboles de Christoffel de la surface paramétrée S.
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Solutions des exercices

Chapitre I : Courbes

Exercice 1.1

t t?
1. Soit la courbe paramétrée a(t) = <W, W) . Déterminons une équation cartésienne
de a, on a
L 2 2( 1y2
r=——7 _ 4 t*=ax*(1 -t
1—#4 t=x(1—1t%) s Y
ot :>{y:l'3(1—t4)2 — \ Lopa-wyey — U7
Y 1— ¢ x
t? 4
Ce qui donne: z? = = z c-a-d: 22(2? — y?) = ay.

Siz#0,onaaz*— (xy)? —zy = 0. Cette derniere équation est vraie méme si x =y = 0.
2. Paramétrer le graphe y = f(z),a <z <b.
Soit f : [a,b] — R de classe C, le graphe de f est donné par:

Gy ={(z, f(z)) € R* tel que: z € [a,b]}
On peut, donc, paramétrer G; par I'application suivante: « : [a,b] — R?  telle que

a(t) = (t, f(t)), c’est une courbe de classe C*.

Calculons maintenant la longueur, on a: o/(t) = (1, f'(¢)), par suite

z(a):/ Ho/(t)||dt:/ NESTOR
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Exercice 1.2

1. a(t) = (2cost — cos(2t),2sint — sin(2t)). Le vecteur vitesse de la courbe « est

o' (t) = (—2sint + 2sin(2t), 2 cost — 2 cos(2t))

La longueur de la courbe « est donc

L(a) = /0% 2v/2v/1 — costdt = /:W 2v24 /1 — cos (2%)&
_2\/'/ \/2sin?(= dt—2\/_/ sm( )‘dt

Et comme ¢ € [0, 27] alors sin () > 0, donc
L(a) = 2V2 \/ésm( )dt—2\/_[ 2\/§cos( )dt]g”—S\/_\/_—m

2. a(t) = (t —sint,1 — cost). Le vecteur vitesse de la courbe « est o/(t) = (1 — cost,sint).
La longueur de la courbe a est donc

L(a):/o2 (1+cos? t4sin® t+2 cos t)dt = / V2y/1 — costdt = \/_/ \/_Sln( )dt—8

3. aft) = (cos®t,sin®t). Le vecteur vitesse de la courbe v est o/ (t) = (—3sint cos®t, 3 costsin?t),
de norme

3
&/ (t)]] = V/9sin2 cos? t + 9 cos?sin? t = V/9sin? ¢ cos? t = 2 |sin(2t)|

La longueur de la courbe a est donc

[\CRGV]

L(a) = /0 ' ; Isin(2¢)] dt —

[2 /0 * n(2)dt — 2 / ’ sin(2t)dt]

2

_ g <{—%cos(2t)}o 9 [—%cos(%)]j) —6

2

Wl

4. La longueur de 'arc A = a([—1,1]) est

1 1
:/ mdtzz/ VIT it
—1 0

Posons

2
u=2t,du=2dt: L(A) = / V1 + u?du.
0
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Maintenant, soit u = sinh z, z = argsinhu = In(u + V1 + u?), du = cosh z.

argsinh 2 argsinh 2
L(A) = V1 + sinh? z cosh zdz = / cosh? zdz
0

0

arg sinh 2

1 argsinh 2 111
= —/ (cosh2z + 1)dz = ) [5 sinh 2z + z}
0

2 0

1 . 1 arg sinh 2
= ~ [sinh z cosh z + 2|02 — ~ Iinh 27/1 + sinh? 2 + 2
2 0 2
0

1
=3 [sinh(arg sinh 2)4/1 + (sinh(arg sinh 2))2 + arg sinh 2}

:%[2\/5+1n(2+\/5)] =ﬁ+%1n(2+¢5)

Exercice 1.3
Soit la courbe suivante: a(t) = (ae " cost,ae " sint), a,b>0

1. Donner une limite de a(t) et /(t) quand ¢ tend vers +o0:

lim a(t) = lim (ae™cost,ae™"sint) = (0,0).

t—+o00 t—+o00

Le vecteur vitesse de la courbe avest: o/(t) = —a (be™" cost + e " sint,be " sint — e~ cost) .
lim o/(t) = lim —a(be " cost+ e P sint, be™"sint — e " cost) = (0,0).

t—+o00 t—+o00

2. Montrer que « a une longueur finie sur [0, +00]

¢
La longueur de « sur [0, +0o] est donnée par: [(a) = tliin [ e (w)| du.
— OOO

t JE—
Or ||/ (t)]| = avb? + 1e7", donc [ ||/ (u)|] du = Ta,/bz Ti(e? — 1)
0

Ce qui donne: (o) = liin —Ta b2+ 1(e® —1) = %vb? + 1 < +o0 sur [0, +o0].

Exercice 1.4
Soient les courbes suivantes: a(t) = (¢, %t?’t) et sa projection sur le plan z = 0 ; S(t) =
(t,t%,0)

1. Déterminer les expressions intégrales des longueurs:

Le vecteur vitesse de la courbe 5 est: §'(t) = (1,2t,0) # (0,0,0) pour tout ¢ € [0, 1], de

norme: ||5'(t)|| = v 1+ 4¢2.
La longueur de la courbe [ est: L(fS) = fol V14 4t2dt.
Le vecteur vitesse de la courbe « est: o/(t) = (1, 2t,2t*) # 0 pour tout ¢ € [0, 1], de norme

o/ ()] = V1 + 412 + 4t4 = (1 + 2t7)

La longueur de la courbe « est donc L(a) = fol(l + 2t?)dt.
Comme pour tout ¢ € [0,1], 0 < 1+ 4t2 < (1 + 2t%)2, alors pour tout ¢ € [0, 1]:

V14412 < (1+2t%)

et par intégration L(5) < L(«).
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2. Calculer la longueur de 5 puis celle de « :

En utilisant le changement de variable 2t = shu, on obtient le calcul de primitive

1 1 /1
/\/1 + 4t2dt = §/Cosh2u du = /(cosh (2u) +1 )du = 1 (5 sinh (2u) + u)

N R N

1
=1 (sinhwucoshu 4+ u) =

<2tvffq?1¥§—%ln,<2t—+ vff§7125>>

Par conséquent, la longueur de 3 est:

1

19) = [ (2vIF A (204 VT 2)) | =]

(2\/5—1— In (2 + \/S>)
2
La longueur de «a est: L(a) =1+ 3
Exercice 1.5

3,3
Soit la courbe «(t) = (t, 5152, §t3> .

1. Trouver deux équations cartésiennes ( en x,y, z ) qui décrivent le support de ~.

3
Posons z = t,y = §t2 et z = 5753. On voit alors que le support de v est donné par les
3
équations cartésiennes: y = 5352 et z = xy (ou bien z = 5353), pour tout z € R, y € Rt
et z € R.

2. OnaVt e R:+/(t) = (1,3t 5t*) # (0,0,0), donc 7 est réguliere V¢ € R.

3. Calculer la longueur de v entre v(0) et (10).

9
On a+/(t) = (L 3t, §t2) # (0,0,0) pour tout ¢t € R. De norme

81 9
ol = 1o+ St = <1 + 5#)

La longueur de v entre v(0) et y(10) est donnée donc par
10 9 3 710 5
Ly’(v) = / (1 + —tz) dt = |t + S} =10+ 1000 = 1510
0 2 2 ], 2
Exercice 1.6

1. aft) = (t —sinhtcosht,2cosht), Ona ¥Vt € R:a/(t) = (1 —cosh®t —sinh®¢, 2sinh t), de
norme ||o/(t)|| = 2|sinh ¢| cosh¢. L’abscisse curviligne est donnée par

! ! 1 !
s(t) = / 2 sinh u cosh udu = / sinh 2udu = {5 cosh Qu] = §(cosh 2t — 1).
0 0 0

2. B(t) = (acost,asint,bt), On a VvVt € R: f'(t) = (—asint,acost,b), de norme
18 @I = Va* + b

I’abscisse curviligne est donnée par
¢ t
s(t) = / Va2 + b du = [\/ a? + bQU] =va?+ b*t.
0 0
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1
cost, — cost — sint), On a

V3 V2

1 1 1 1 1
Vt e R:~(t) = (——=sint + —= cost, ——=sint, ——=sint — —= cost)

V3 V2 T VBT VB V2

de norme ||7/(t)|| = Vsin®t + cos?t = 1. L’abscisse curviligne est donnée par
t
s(t) = / du = t.
0
Exercice 1.7

On donne a = (ay, an, a3) : [a,b] — R3 une courbe paramétrée telle que a(a) = P et a(b) = Q,
et on pose v = — P = (vy,vq, v3)

Soit
b b 3 b
/o/(t).vdt:/ Zag(t).vidt:Z/ o (t).vdt

b
- sz/a a;(t)dt = Zvi(ai(b) — a;(a)) = v.(a(d) — a(a) = |Jv||*.

=1 =1

1 1 1
3. ¥(t) = (—=cost + —=sint, —

V3 YPRE

D’autre part, d’apres I'inégalité de Schwartz, o/ (t).v < ||&/(t)] . ||v]| Donc

/ ).odt < HUH/

c-a-d [|o]|? < |Jo]| I(«) et par suite I(a) > ||v]|.
Exercice 1.8
On donne la courbe a définie par

VteR:alt) = (¢, f(1))

c’est le graphe d’une fonction réelle f.

On a o/(t) = (1, f'(t)) de norme ||&/(t)| = /14 f?(t) # 1, donc la courbe « n’est pas
paramétrée par la longueur de I'arc.
On pose v(t) = ||/ (t)]| = /1 + f2(t).
Le vecteur tangent /
=W L)
v(t) 1+ f2(t)

de dérivée

jwﬂ:<—f%><Q7 fﬁ)g)
(L+ F2(0)3 (1 f2(1))%

@l F72().f2(t) + f2(t)
U(t) /1+f/2 1+f/2 ))

1 f”Z(t) 0]
VIF 7@\ T 7202~ (1 720}

La courbure

k(t) =
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Exercice 1.9
Calculer les éléments de Frenet (T, k, N, B, T) des courbes suivantes:

1. a(t) = (%(1 +15 10 —t)%\%t) tel-11].

On a, T(t):( (1+6)5, 21— 1)}, %) et K(l) = 31

Le vecteur normal: N(t) =

)
N(t) =5 (=07, (1+0)%,0).

Le vecteur binormal

B(t) = T(t)AN()

La torsion 7(t) = B'(t).N(t), or B'(t) = (‘—1(1 +8)T, (1 - t)71,0>, d’on
- ((2)(02)) st

a(t) = (VI+ &t (t+V1+2))

t
On a, o/(t) = (\/1—1——152’ : \/T) de norme ||a/()|| = v/2 # 1, donc la courbe n’est pas

paramétrée par la longueur de I'arc.

On pose v(t) = ||/ (t)]| = V2.

Le vecteur tangent
"t 1 t 1
Ty =S L < 1 )

u(t) V2 \VI+E T VI+ P
Le Tt
vecteur normal N (t) = ||T’(t)||

Donc
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Enfin, le vecteur binormal

B(t) = T(t)AN(t)

—t 1 t? -1
- (\/5(1+t2)é’\/§(1+t2)+\/5(1+t2>’x/§(1+t2)5)

—t 1 -1
N (ﬁ(l +12)2 V27 V2(1 + t?)%>
Calculons, maintenant, la courbure x et la torsion 7:
La courbure:

o lrer_ 1 1
o) V2V2(1+12) 21 +13)
La torsion: 7(t) = . (B'(t).N(t)), or

v(t)

By=— (1 o !
2\ (1+2)>2" 7 (1+12)3

Donc
1 1 -1 2
T(t) = —5 3 T 1
20422 \ (1+12)2  (1+12)2
d’ou .
"= sty

Exercice 1.10

t
Considérons la courbe 3 : ]0, +0o[ — R? définie par: §(t) = (f V1 —e2udu, et> :
0

1. La courbe [ est-elle paramétrée par la longueur d’arc?
On a: '(t) = (V1 — e, —e") de norme: ||5'(¢)]| = 1.

B est bien paramétrée par longueur d’arc.

2. Calculons la distance entre p = §(t) et ¢ = C, N (ox).

e Déterminons une équation paramétrique de la droite C):
La droite C,, est dirigée par 3'(t), c¢’est 'ensemble des point m(t) = (z(t),y(t)) de R?
tels que le vecteur S(t)m(t) soit colinéaire a §'(t), i.e, il existe une fonction \(¢) € R
telle que S(t)m(t) = A(t)5'(t).
t
z(t) — [V1—e2du = A\(t)V1 — e
0 :
y(t) —e™ = —=A(t)e™
t
Par suite la représentation paramétrique de C), est donnée par ( J V1 —e2udu+ A(t)V1 — e 2,
0

Ce qui donne

e Soit ¢ l'intersection de la droite C, avec 'axe (Oz) c’est-a-dire (1 — A(t))e " =0 et
donc A(t) =1 Vt e ]0,+o0|.

t
Par suite ¢ = (x/l —e 2+ [V1— e 2udu, O)
0
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e La distance entre p et ¢ est le réel pg = ||ﬁ||, or pg = ( 1—e 2, —e’t) de norme
Pl =Vi—e+e=1=p

3. Calculons la courbure de j:

k(t) = ||T'(t)||, et comme T'(t) = B'(t) = (\/1 —e 2t —e_t), alors T"(t) = <—162t 2t,e_t)
— 67
ot

d'ou k(t) = [T"(1)]| =

1—e 2t

Exercice 1.11

t (1 + cosh? u) CoS U

t (1 h? ) si
Soit 7(75): (f ( + cos u) S U

du, [

. j (1+ cosh? u) sinhudu> .
0

0 cosh? u 0 cosh? u cosh? u
) , (1 + cosh? t) ] )
Le vecteur vitesse de la courbe 7y est: 7/(t) = ol (cost,sint,sinht) de norme:
cos
1 + cosh?¢
IOl = {1 cosh’t)
cosht
1. Déterminer le repere de Frenet:
1+ cosh®t "t 1
e Posonsv(t) = Q Le vecteur tangent T'(t) = () = (cost,sint,sinht)
cosht v(t)  cosht
T'(t
e Le vecteur normal: N(t) = /< ) ou
17 ()]l

T'(t) =

oz (—sintcosht — sinhtcost, costcosht — sintsinht, 1)
Cos

V2
me ||T" = ——— dot
de norme || 1(t)H oshi’ d’ou

———— (—sintcosht — sinh t cost, cost cosht — sintsinh ¢, 1)
V2 cosht
e Le vecteur binormal est:
1
Bt)=T{t)AN(t) = ———
(t) =T)AN(?) 5 oosh
2. Calculer la courbure & et la torsion 7 :

_|T'(#)[]  cosht V2 V2

N(t) =

(sintcosht — sinhtcost, —coshtcost — sinhtsint, 1)

e La courbure: k(t) = = . . Enfin k(t) = ————.
(®) v(t) (14 cosh®t) cosht ®) 1+ cosh®¢
1
e La torsion:T(t) = ——— (B'(t), N(t)), or
v(t)
, sinht . ) . .
B'(t) = —=——5 (coshtsint + sinh  cost,sinh ¢ sin¢ — cosht cost, —1)
V2 cosh? ¢
cosht sinh ¢ sht
donc 7(t) = — —2cosh’t) | dou 7(t) = ———.
() (1 + cosh? t) (2 cosh3t( >> () 1+ ch?t

K
3. Vérifier que la fonction ——— est constante:

72 4+ K2
K B V2 (1 + cosh? t) B V2 (1 + cosh? t)
24+ K2 (simh2 t+ 2) N (1 + cosh? t)

ainsi

" =2

T2 + K2
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Exercice 1.12
Soit a(t) une représentation paramétrique en fonction de 1’abscisse curviligne de la courbe dont
la courbure et la torsion sont constantes. «(t) s’obtient comme solution du systeme différentiel
résultant des formules de Frenet:

T'(t) = Ko N (t)
N'(t) = —koT(t)+710.B(t) ouT(t)=d'(t)et B=TAN
B'(t) = —70.N(t)

o Si kg =0, Alors o’(t) =T'(t) =0, d’ou
a(t) =at +b ou a et b des vecteurs constants.
La courbe est donc une droite.

e Supposons maintenant que kg # 0. Il vient

N"(t) = —ko.T'(t) + 70.B'(t)
= —RLN(t) = TE.N(t) = — (k2 +73).N(t)

Ou
N"(t)+ (kg +75).N(t) =0

c’est une équation différentielle du seconde ordre avec équation caractéristique
2 2 2
r“+ (kg +75)=0

ou la solution générale est donnée par

N(t) = acos (( (kg + 702)) t) +bsin (< (k3 + 702)) t) avec des vecteurs constants a et b
d’ou

a’(t) = T'(t) = koN(t)

_ /ioacos(( (5(2)—1—73)) t)+nobsin(< (Rgﬂg)) t>

Par intégration, il vient

o (t) = T(t) = ————asin (K3 +72) ) 1) — ———bcos (K2+72))t) +c
(K2 + 72) (kg +75)

a(t) = ﬁacos (( (k2 —|-7'02)> t) - (K%“T“Tg)bsm (( (2 +¢02)> t) tet+d

Ou a, b, ¢, d sont des vecteurs constants.
Les vecteurs a, b, c ne sont pas arbitraires: on a N.N =1 et T.N = 0 impliquent

aa=bb=1letab=ac=bc=0

c
Les vecteurs a,b et — sont donc orthonormaux.

el

. , /9 . . Ko
Finalement «/(t) représente une hélice circulaire de rayon

(k5 +73)
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Chapitre 1II : Surfaces

Exercice 11.1
Pour la surface M;:
fu,v) = (u,v,u? +v?)

Posons x = u,y = v, alors z = 2® + y?, M, est donc d’équation caractéristique 2% + 3% — 2 = 0.
De méme, pour la surface M, :

f(t,0) = (tcosb, tsinh, t?)

Posons x = tcosf,y = tsinf, alors z = 2% + 3%, M, est donc d’équation caractéristique
2?2 + y? — 2z = 0. Par suite les deux surfaces ont le méme support géométrique.

Exercice 11.2
On considere Dellipsoide F d’équation 22 4 y? + 522 = 1.

1. Montrer que p(u,v) = (cosusinv, sinusinv, \/Lg cosv) avec (u,v) € ]0,27[ x |0, [ est une
paramétrisation réguliere de E.

2
On a bien (cosusinv)® + (sinusinv)® + 5 <\/i5 cos v) = sin®v + cos?v = 1. De plus, La

différentielle de ¢ en un point (u,v) de |0, 27| x |0, 7| est donnée par la matrice

—sinusinv C€oS U CosSv

cosusinv  Sinucosv
1

0 ———=sinv
V5
Donc elle est toujours de rang 2.
—sinusinv cosu cosv

Par exemple: det . .
cosusinv  sinwcosw

) # 0. Cette représentation est donc réguliere.

2. Calculer laire de la surface E.:

Le plan tangent est engendré par les vecteurs ¢, et ¢, ou: ¢, = (—sinusinwv, cosusinv, 0)

1
et v, = (cosucos v, sinu cos v, —E sin v> . Dans cette base, la matrice de la premiere
E F sin® v 0
forme fondamentale est = 9 1., . L’élément de volume
F G 0 cos”v+ g sin®v

1
est: VEG — F2dudv = % sinvv 1 + 4 cos? vdudw.

L’aire de I'ellipsoide est donc

T 2T 1
A[E] = / / N sinvv'1 + 4 cos? vdudv
v=0 Ju=0

i 1 2 1
= 27r/ —sinvV1 + 4 cos? vdudv = il / V14 4t2dt
v=0 \/5 \/5 t=—1

En utilisant le changement de variable 2t = sinh #, on obtient le calcul de primitive

/\/1 + 412 = %/cosh2 0do = i/(cosh(%) +1)do = i (% sinh(260) + 9>

= i(sinh@cosh@) +0) = i (2@/1 T A2 + In(2t + m»
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Par conséquent, l'aire de F est:

A[E]=%<2x/5+1n(2+\/3)> :W<2+W)

Exercice I1.3
En faisons tourner la courbe (t) = (acost,0,bsint) autour de I’axe (0,0, 1), on obtient

T cosf@ —sinf 0 acost
y | = sinf cosf 0O 0
z 0 0 1 bsint

= ( acostcos@ acostsinf bsint )

Donc l'ellipsoide = est paramétrée par:

f(t,0) = (acostcosf,acostsinb, bsint)

avec 0 € [0,2n[,t € et 0 <a<b.

- T
272
Calculons maintenant aire de ="

0
Le plan tangent au point p € = est engendré par —f = (—asintcosf, —asintsinf, bcost)

ot

et =~ = (—acostsinf,acosfcost,0). Dans cette base, la matrice de la premiere forme fonda-

00
I - E F\ [ a®sin’t+b*cos®t 0
P\ F G ) 0 a®cos’t |-

mentale est
L’élément de volume est

VEG — F2dfdt = acos t\/a2 sint + b2 cos? tdldt

L’aire est donc:

Al

(1]

g 27 —
| = / / a CcoS t\/&2 sin® t 4 b2 cos? tdodt
t:%ﬁ 0=0

g
=27 acost\V b2 — c2sintdt  ouc= Vb2 —a?

_ -7
==

c
On pose u = —sint , on obtient

b
AlZ] = 27 /_

Posons © = sinwv, on aura:

ab?

c

Sl

v [b
vV1—u?du = 47Ta— ’ V1 — u?du
¢ Jo

Sl

b2 arcsin £ b2 1 arcsin £
AlZ] = o2 b(l + cos2v)dv = o [U + —sin 21)]
c Jo c 2 0
b2 b2 /52 — g2
=27 |a® + @ arcsin gl = o2 |a® + v arcsin yroa .
c b b2 — g2 b
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Exercice 11.4
Soit a > 0.

1. Déterminons les coefficients E, F,G de la premiere forme fondamentale de la caténoide
O

fu = (—acoshvsinu,acoshvcosu,0); f, = (asinh v cosu, asinhvsinu, a)

Ce qui donne
E = fu.fu=ad*cosh®>v; F = fy,.fo = 0;G = f,.f, = as.coshy v

Et pour p € C, on a donc

I - a? cosh® v 0
P 0 acosh’v |-

2. Le nouveau paramétrage de I’hélicoide H: ¢(s,t) = (tcoss,tsins,as).
Soit ¢(u,v) = (s,t) = (u,asinhv), la matrice jacobienne de ¢ est

0s Os
Y 1 0

A= % % - ( 0 acoshwv )
ou Ov

Le déterminant de A est: det A = acoshv # 0 car a > 0.
La matrice A est inversible et donc go ¢ est un nouveau paramétrage de I'hélicoide donné
par: g(u,v) = (asinhv cosu, asinhvsinu, au)
3. Déterminons les coefficients ', F' G’
gu = (—asinhvsinu, asinhv cosu, a); g, = (a cosh v cosu, a coshvsinu, 0)

Ce qui donne

E' = gy.gu = a®cosh® v; F' = ¢y.g, = 0; G’ = ¢,.g, = a” cosh?.

2 2
, [ a*cosh”v 0 _
Ip_( 0 aQCoshQU)_[p'

Et pour p € H, on a

4. On conclut qu’il est possible de transformer la caténoide en hélicoide de maniere continue.
Ce qui implique que ces deux surfaces sont localement isométriques.
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Exercice I1.5
Soit S la surface de R?* d’équation 2 (22% +4?) +x =0

1. La surface S est paramétrée par ¢(u,v) = (—2(u? + 2v?), u,v).

2. Déterminer une base de l’espace tangent a la surface S en A(—6,1,—1):

Le point A est obtenu au point du parametre (u,v) = (1, —1), on calcule

o 9 _ . _
5o = Ou=(—4u,1,0) et —- =6, = (~80,0,1)

Donc ¢,(1,—1) = (—4,1,0) et ¢,(1,—1) = (8,0,1). Ces deux vecteurs forment une base
de l'espace tangent a S au point de parametre (u,v) = (1, —1).

3. Calculer un vecteur normal a la surface S en A(—6,1,—1):
On a N(u,v) = ¢y A ¢, = (1,4u,8v) d'ou N(1,—1) = (1,4, -8).

4. Calculer, au point p de S, la premiere forme fondamentale I, de S:
Soit p = ¢(u,v) € S, le plan tangent au point p est engendré par {¢,, ¢,} ou

O = (—4u,1,0) et ¢, = (—8v,0,1)

La premiere forme fondamentale I, de S est définie par la matrice symétrique < F G ) ,

ot B = (¢u.0), F = (¢u-0y) et G = (dy.00,). On calcule E = 16u? + 1, F = 32uv et
G = 64v2 + 1, donc

I, = (16u2 + 1) du? + 64uvdudv + (641)2 + 1) dv?

Exercice 11.6
Soient F' le point (0,0,1) de R? et H le plan d’équation z = —1.
On pose S = {M € R? telque : distance de M a F = distansce de M a H}

1. Montrer que 'ensemble S est défini par une équation de la forme z = f(z,y) qu'on
explicitera.

Soit M = (z,vy, 2) € R?, ladistance de M & F est donnée par: d;(M, F') = \/x2 + 2+ (2 —1)°,
et celle de M a H est définie par: do(M, H) = |z +1|.
Comme, par hypothese, dy(M, F) = dy(M, H), alors: 224132 + (2 —1)° = (2 +1)>. Ce

1 1
qui donne z = Z($2 +y?). Dou f(z,y) = 1(12 +4%).

2. Donner un paramétrage régulier de S.

On parametre la surface S par

\(u,v) = (u . %I(UQ + UQ))

La différentielle de x en un point (u,v) de U C R? est donnée par la matrice

1 0
0 1
1 1
—u =v
2 2

donc elle est toujours de rang 2. Cette représentation est donc réguliere.
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3. Calculer, en chaque point p € S, la premiere forme fondamentale I, de S.

le plan tangent a S en un point p € S est engendré par les vecteurs x, et x, ou les
dérivées premieres du paramétrage sont:

1 1
Xu = (1,0, §u) et x, = (0,1,51}) .

Dans cette base, les coefficients de la premiere forme fondamentale sont donnés par:

1 1 1
E=xuXxu=1+-u* F=xuXo= e et G = xu.xo = 1 + 0%

4 4
d’ou, la matrice de la premiere forme fondamentale est:
1+ 1u2 1uv
L= % 4
i 1+ ZUQ

Exercice I1.7

1. Le cylindre C?:  f(u,v) = (acosu,asinu,v) Soit p = f(ugp,ve) un point de C? et T,C?
'espace tangent & C? au point p engendré par f, et f,, On a

fu=(—asinu,acosu,0), f, = (0,0,1)

D’ou f, A f, = (acosu,asinu,0) de norme ||f, A f,|| = a. Le vecteur normal unitaire est
donc: N, = (cosu,sinu,0). Calculons en suite:

fuw = (—acosu, —asinu,0), fu., =(0,0,0), fu. =(0,0,0)
La deuxiéme forme fondamentale:

l = fuuNpy = —a, m=f,,. N, =0, q¢= fo,.N, =0.

—a 0
11, =
La matrice associé a la premiere forme fondamentale:

vk e)=(01)

La matrice associée a 'opérateur S, est

de déterminant det I, = a?.

Ainsi, les courbures principales sont: k1 = —, kg = 0.
a

La courbure de Gauss est K = k1.kp = det B = 0.
Finalement la courbure moyenne

K1+ Ko . —1

H = =
2 2a
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2. Le Tore: Soit T? la surface du tore
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu)

0<u,v<2m,R>r>0,
Soit p = f(ug,vo) un point de T? et T,T? 'espace tangent & T? au point p engendré par
Ju et f,, On a

fu = (=rsinucosv, —rsinusinv, r cosu), f, = (R + rcosu)(—sinv, cos v, 0)
D’ou
fu N fo = (R+rcosu)(—rcosucosv,—rcosusinv, —rsinu)

de norme || f, A fo| = (R + rcosu).
Le vecteur normal unitaire est donné par

wv) — fu(u,v)/\fv(uav>
Np(u, ) | fu(t, ) A fo(u, 0)]]

En reprenant les formules ci-dessus, on a :

N, = (—cosucosv, — cosusinv, —sinu)
Calculons en suite:
fuuw = (=7 cosucosv, —rcosusinv, —rsinu), fu,, = (rsinusinv, —rsinucosv,0)

foo = (R+ 1rcosu)(— cosv, —sinw, 0)

La deuxiéme forme fondamentale:

l= fuu-Np=7, m= fu,.Ny =0, q¢= fp,.N, = (R~ rcosu)cosu.

r 0
Iy = ( 0 (R+rcosu)cosu )

La matrice associé a la premiere forme fondamentale:

I_(E F)_(fu'fu fu-fv)_(T2 0 >
P F G fufo fo-fo 0 (R+rcosu)?

de déterminant det I, = r?(R + 7 cosu)? .

La matrice associée a 'opérateur S, est

Bl — 1 (R+rcosu)* 0 r 0
' TP T (Rt rcosu)? 0 r? 0 (R+rcosu)cosu

_ 1 (T(R+rcosu)2 0 )

r2(R + r cosu)? 0 r?(R + r cosu) cos u
1
— 0
B = 6 Ccos U
R+ rcosu
Ainsi, les courbures principales sont
1 cosu
K1 =—, Kg= ——
L >7 R+rcosu
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La courbure de Gauss est donnée par

cos U
K=kKri.kp=detB= ——————
- r(R+rcosu)
Finalement la courbure moyenne
" K1+ ke  R+2rcosu
2 2r(R+rcosu)

Exercice 1I1.8
Soit S = {(x,y,2) € R% 2% — 2? — ¢y = 1}.

1. Trouver une paramétrisation de S:
On parametre la surface S par f :]0, +oo[ x R — R3 définie par:

f(u,v) = (shucosv, shusinv, chu)

2. Donner l'expression d'un vecteur normal unitaire en tout point.

Soit p = f(u,v) un point de la surface, le plan tangent au point p est engendré par
{fu, [} ou fu, = (chucosv,chusinv, shu) et f, = (—shusinv, shucosv,0).

Donc  f, A f, = (—sh*ucosv, —sh*usinv, chushu) de norme || f, A fo| = shuv/ch2u.
On obtient le vecteur normal

Ju N fo 1

N(u,v) = = (—shu cos v, —shusin v, chu)

B ||fu/\fv|| N \/Ch2u

3. Déterminer les courbures principales, moyenne et de Gauss en tout point de S.

Les coefficients de la premiere forme fondamentale sont donnés par:

E = fufo=ch2u, F = f,.f,=0et G = f,.f, = sh’u

ch2u 0
0 sh?u

D’ot, la matrice de la premiere forme fondamentale est: I, = (
On calcule
fuu = (shucosv, shusinv, chu) , fu, = (—chusinv, chucosv,0) et

fow = (—shucosv, —shusin v, 0)

1
D’ou l'on tire les coefficients de la 2eme forme fondamentale: [ = ,m = 0 et
vV ch2u
_ sh*u
g Veh2u'
! 0
Donc, la matrice de la deuxieme forme fondamentale est: 11, = v chu sh2u

v ch2u
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L’opérateur de forme S, a pour matrice

1 1 1
0 0 3 0
-1 _ vech2u _ h2u)?
]p I, = ch2u 1 shu = (c Ou) 1

0
v ch2u v ch2u

sh2u

Par conséquent, les courbures principales sont

1
K1 = et Ky =
(chQu)g Veh2u
. L1 1
Le calcul de la courbure de Gauss K est immédiat, K = ki.ky = 5
(ch2u)

ch?u

La courbure moyenne H est: H = —=(k1 + K2) =
2 (ch2u)

T
2
4. Calculer les symboles de Christoffel de la surfaces paramétrée S.
Soit S la surface paramétrée par f(u,v) = (sinhu cosv, sinh usinv, cosh u).
e Les dérivées premieres du paramétrage:

fu = (chucosv,chusinv,sinhu) et f, = (—shusinv, shucosv,0)

e Les symboles de Christoffel: On a
E,=2sinh2u, F,=F,=F,=G,=0, G, =sinh2u

donc
—1 1
r.\ (EF 1B, 7oy sh2u
re.) \F G F,—1iE, )] 1 0
sh2u
1N E F\'/1lE ! 0 0
uv — 2 v — ch2u 1
I F G %Gu 1 —sh2u
sh2u 2

Tu sh2u Tu 0
1 uu — ch2u uv —
Coandome (i )= (4 ). (1) = ()

Tu __ sh2u
VY — 2ch2u
e (i) = (5% )
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Année universitaire 2019-2020
Epreuve finale

Exercice 1.

1. Calculer la courbure et la torsion de la courbe av donnée par:
a(t) = (4cost,b — b5sint, —3 cost)
2. La courbe précédente est-elle plane?
Si oui, déterminer ’équation du plan contenant a.

Exercice 2. - .
La tractrice est la courbe paramétrée - : }0, 5 [ — R? donnée pour tout t € }O, 5 [ par

t
v(t) = (sint, cost + In(tan 5))

1. Montrer que 7 est réguliere.
2. Déterminer une équation paramétrique de la droite D, tangente & v au point ().

3. On note p; le point d’intersection des droites D; et (Oy). Montrer que le segment [(¢), p¢]
est de longueur 1.

Exercice 3.
On prend deux nombres réels 0 < r < R. On considere le tore

f:]0,2x] x [0,27] — R?

paramétré par
f(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R4 rcosu)sinv, rsinu)

1. Calculer l'aire de cette surface.

2. Que représentent géométriquement les courbes Cy = {f(0,v),v € [0, 27} et
02 = {f(u7 0)7 u € [07 277'[}7

3. Calculer en tout point p de la surface la deuxieme forme fondamentale, ainsi que les
courbures principales.

4. En tout point p = f(u,v) de la surface , calculer la courbure moyenne et la courbure de
Gauss.



Année universitaire 2020-2021
Epreuve finale

Exercice 1. On considere la courbe paramétrée o qui a t € R, associe
a(t) = (3(cost + tsint), 3(sint — t cost), 2t%)
1. Déterminer les points réguliers de la courbe a.
2. Déterminer, en un point régulier de «, le repere de Frenet.

3. Trouver la courbure et la torsion de la courbe a.

Exercice 2. Une courbe plane est définie en coordonnées polaires par r = r(6). Autrement
dit, la paramétrisation de la courbe est de la forme

v(0) = (r(@) cos @, r(0) sin 9)
ou 6 appartient a un intervalle I de R.

1. Calculer la longueur d’arc en coordonnées polaires.

2. On rappelle que, pour une courbe réguliere v(6) de classe C?, la courbure est donnée par
|det(7'(0),~"(6))]
5(9) = , 3
()]

3. Déterminer ces quantités dans le cas de la cardioide ou

r(0) = a(l+cosf), 6€0,2n], a>0

. Calculer la courbure en coordonnées polaires.

Exercice 3. Soit I un intervalle de R et soient z,y : I — R des fonctions de classeC'*.

On considere la surface de révolution S obtenue en faisant tourner la courbe paramétrée c :
I — R3 qui & t associe c(t) = (x(t),0,y(t)), contenue dans le plan y = 0, autours de I'axe (Oz).
On suppose que ¢ est paramétrée par la longueur de 'arc, c’est-a-dire que, pour tout ¢t € R:

)P +y () =1
Un paramétrage de S est alors donné par:
fl0,2n[ x I — R3 (s,t) = f(s,t) = (x(t) cos s, x(t) sin s, y(t))
1. Quels sont les points singuliers de f?

2. On suppose que = et y sont de classe C%. Lorsque x(t) > 0, exprimer la courbure
de Gauss en tout point régulier en fonction de z et x”. On pourra dériver 1'équation
2'(t)? + v/ (t)? = 1 pour simplifier I'expression.

3. A quelle condition sur les fonctions x et y la surface f est-elle a courbure de Gauss nulle?



Année universitaire 2020-2021
Examen de Rattrapage

Exercice 1. Soit f une fonction trois fois dérivable. On considere la courbe paramétrée v qui
a t € R associe

v(t) = (expt,exp(—t), f(1)).

On suppose que f est telle que la courbure de v ne s’annule pas. Montrer que ~ est contenue
dans un plan si et seulement si f' — 3 = 0. .
Exercice 2. On fixe un repere orthonormé (O, i , j ) du plan. Soient a,b € R tels que b # 1

et soit C' le support de la courbe paramétrée o : R — R? définie dans le repere (O, i, j ) par
a(t) = (ab’ cost,ab’sint)
Cette courbe est appelée spirale logarithmique.
1. Montrer que « est biréguliere.
2. Donner une limite de «a(t) et o/(t) quand ¢ tend vers —oc.

3. Soit M un point de C', que vaut le cosinus de I’angle entre la tangente au point M et la

droite (OM)?

4. Notons I(M) la longueur de I’arc de courbe compris entre O et M (c’est-a-dire sur |—oo, t]).

[(M)
-

Calculer

5. On rappelle que, pour une courbe réguliere a(t) de classe C?, la courbure est donnée par
|det(e/(t), a”(t))]
/i<t> = , 3
lo/ (@)

. Calculer la courbure en tout point de C'.

Exercice 3. Soit f: U C R? — R? une surface paramétrée de classe C* dont les cefficients
de la premiere forme fondamentale sont donnés par:

V(u,0) eU: E=1, F=cos, G=1
avec 0 : U — 10, 7| de classe C'°.
1. Montrer que f est réguliere.

2. Montrer que f,, est un vecteur normal a la surface.
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Controle continu

Exercice 1. Soient a et b deux nombres réels strictement positifs et I' la partie de I'espace
affine R? définie par les équations:

2 2

€ Y 2 _

¥+b—2+z —2zy =1
rTt+y+z =0

Montrer que I' est une courbe réguliere de R? en la représentant a 1'aide d’une paramétrisation
réguliere ( pas forcément par la longueur de 1'arc).
Exercice 2. On considére la courbe gauche v : R — R3, définie par

9(t) = ((exp(t), exp(—), V2 1)
1. Calculer v/(t),~"(t), et montrer que la courbe «y est biréguliere.
2. Déterminer le repere mobile de Frenet (T'(t), N(t), B(t)).

3. Déterminer la courbure «, et la torsion 7, de .

-
4. Déterminer le rapport — et montrer que 'application u : R — R3 définie par:
Koy
u(t) = TiT(t) + B(t) est constante.
Koy
Exercice 3. On considére la courbe o : I C R — R3 paramétrée par la longueur d’arc. On
note (7°(t), N(t), B(t)) son repere de Frenet et on désigne par k et 7 la courbure et la torsion

de a au point d’abscisse t.

1 /
On suppose que T et <—> ne s’annulent pas et que « satisfait 1’équation
K

(1) + (55) -c

ou C' une constante strictement positive.

&\
1. Montrer que ( 2) _
TK K

2. Définissons la courbe Q(t) = a(t) + (l) N(t) — < " ) B(t). Déterminer '(t).

K TK?2

3. Montrer qu'’il existe un point 2 de R? tel que ||a(t) — €| soit constant. Conclure.
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