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Introduction

L’objectif de cette thése est I’étude de I'existence de solutions pour cer-
taines classes d’équations différentielles quasi-linéaires du quatriéme ordre
faisant intervenir 'opérateur p-Laplacien avec des conditions initiales ou fi-
nales dans des domaines non bornés.

L’opérateur p-Laplacien joue un roéle important dans certaines applica-
tions physiques comme les problémes des fluides non-Newtoniens, ’élasticité
non-linéaire et la glaciologie (voir [30] et [66]).

Les problémes aux limites sur des intervalles infinis se posent naturelle-
ment dans I’étude des solutions radiales symétriques d’équations elliptiques
non-linéaires, la géophysique et divers phénomeénes physiques, tels que la
théorie de vidange des écoulements drainants, la physique des plasmas, le
transfert de chaleur entre solides et gaz, la physique nucléaire, I’écoulement
instationnaire de gaz & travers un milieu poreux semi-infini et dans la dé-
termination du potentiel électrique dans un atome neutre isolé (voir [2], [9],
[16], [37], [51], [61], [62] et [67] ). Ces problémes ont été étudiés par plusieurs
auteurs en utilisant les théorémes des points fixes de Banach et Schauder, la
théorie des points critiques, la théorie des sous et sur-solutions couplée avec
la technique itérative, la théorie du degré topologique de Mawhin. (voir [2],
51, [91, 4], [15], [17], [[200- [27], [[32]- [34]], [36], [55], [68] et [79] ).

Il est bien connu que la méthode des sous et sur-solutions couplée avec la
technique itérative a été utilisée pour prouver ’existence de solutions pour
les problémes aux limites non-linéaires dans des domaines non bornés par
plusieurs auteurs (voir [26], [46], [47], [53, Chapter 1 Section 6], [64] et [65]).

Les problémes & valeurs finales pour les équations différentielles sur des
domaines non bornés ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant les
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théorémes des points fixes dans les cones, la théorie des points critiques, la
méthode des sous et sur-solutions, la méthode des approximations succes-
sives, (voir [6], [31], [48], [49], [58], [60], [70] et [71]).

Dans [58], les auteurs ont étudié le probléme suivant :

—u' (z) = f(z,u(z)), 2 € RY,
{ lim u(x) =¢, (1)

T——+00

ou f:RT x R — R, est une fonction continue et £ > 0.
En utilisant le théoréme du point fixe bien connu de Guo—Krasnoselskii, les
auteurs ont prouvé que le probléme admet au moins une solution positive.
Les équations différentielles avec déviation d’argument proviennent des
modeles de croissance cellulaire biologique et d’une généralisation du modele
d’absorption de la lumiére d’Ambartsumyan dans 1’espace interstellaire (voir
[35] et [74]).
Dans [73], les auteurs ont étudié le probléme suivant :

u' (x) = f(z,u(or(2)), .. u ok (2))),
{ lim u(z) =, (2)
T——+00
ou ( € K" et K représente la droite réelle R ou le plan complexe C, f :
(29, +00) X (K”)k — K" est localement de Caratheodory et de plus les fonc-
tions a valeurs réelles 0;, i = 1,2, ..., k sont supposées continues sur [z, +00)
telles que IETOOO-Z () = 400 pour i = 1,2, ..., k. En utilisant le théoréme du

point fixe de Schauder, les auteurs ont prouvé que le probléme admet au
moins une solution et sous une condition généralisée de Lipschitz, les auteurs
ont prouvé que le probléme admet une unique solution.

Cette thése est constituée de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, en utilisant la méthode des sous et sur-solutions
couplée avec la technique itérative, on montre ’existence de solutions mini-
males et maximales pour le probléme suivant :

(p (u")" = flzuu), zel,
u(0) = au' (0) = ZauU( §in)s

o, (") (0) = b <sop (u") (0) = mz aint” (€),



ol @, (y) = |y\p*2 v,y €R,p>1,1=1]0,+0c0[,f:IxR?— R est continue,
a;; > 0et §;; € I pour tout i =1,2,...,m; et j =1,2 et a, b sont des nombres
réels positifs.

Le second chapitre est consacré & la construction des solutions extrémales
en utilisant la méthode des sous et sur-solutions pour le probleme aux condi-
tions initiales suivant :

( ///) —f(:v,u,u”,u”’), = [,
w(0) — av’ (0) = gy (u),
a (0) = bu" (0) = g (u").

ot ©, (y) = P2y, y e R, p>1,1=]04+00[, f:1xR>— R est une
fonction continue qui satisfait des conditions de type WINTNER-NAGUMO, et
g1: C3(I, R) — R est continue croissante, g, : C* (I, R) — R est continue
décroissante et a et b sont des réels positifs.

Le troisieme chapitre a pour objectif d’étudier I'existence de solutions
positives, en utilisant le théoréeme du point fixe de Krasnoselskii pour le
probléme & valeur finale suivant :

u® (2) = £ (3,0(2) 0" (2)), = € R,
lim u(z) =¢,

ot f:RT x R? — R, est continue et £ > 0.

Dans le dernier chapitre, en utilisant le théoréme du point fixe de Schau-
der, on montre I’existence de solutions pour le probléme a valeur finale avec
déviation d’argument suivant :

(0, (W) () = f (z,u(0(2))), = € RT,
lim w(z) =¢,

T——+00

lim u® (z) = 0 pour i = 1,2,

r——400

lim (¢, (u")) (z) =

T——+00

ot ¢, (y) = Py, yeR, p>1, f: R* x R — R, est continue, & € R et

o:RT — R telle que lilll o (r) = +oc.






Chapitre 1

Existence de solutions
extrémales pour une équation
différentielle quasi-linéaire du
quatriéme ordre sur la
demi-droite avec conditions
initiales multipoints sans
conditions a I’infini

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’étude de ’existence de solutions minimales
et maximales pour le probléme suivant :

(gop (u”))" =f (x;nzlt,u”), rel,
u (0) — au' (0) = i;aﬂu &q), (L.1)

2y (") (0) = b (p, (1)) (0) = Z%u (€a).,

ot p, (y) = PPy, y e R p>1,1= 10, +occ[, f: I x R? — R est une
fonction continue, a;; > 0 et §;; € I pour tout 1 = 1,2,....,m; et j = 1,2 et
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a, b sont des nombres réels positifs.

Le but de ce chapitre est de montrer que la méthode des sous et sur-
solutions couplée avec la technique itérative, peut étre appliquée avec succes
pour des problémes de type . Notons également qu’a notre connais-
sance, il s’agit de la premiére fois qu’on utilise cette méthode pour prouver
I’existence de solutions pour des équations différentielles quasi-linéaires du
quatriéme ordre sur la demi-droite avec des valeurs initiales non locales et
sans conditions a ’'infini.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la deuxiéme section, nous
donnons quelques définitions et résultats préliminaires. Le résultat principal
est présenté et prouvé dans la troisieme section, suivi de quelques exemples
dans la derniére section illustrant ’application de notre résultat.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [20)].

1.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques définitions et résultats préliminaires
qui seront utiles dans la suite de ce chapitre. On considére les deux problémes
suivants :

6) =T, (12)

et

u (0) — cu' (0) = r, (1.3)
ol g1, g2 : [0,7] — R sont des fonctions continues, a, b, ¢ et d sont des
nombres réels positifs, M; est un nombre réel strictement positif et r; sont

des nombres réels pour i =1, ..., 4.
On a les résultats suivants :

Lemme 1.1 Le probléme admet une unique solution donnée par

u(z) = ho(x)rs + piokoov)rz 4 / Go (2, ) gu (5) ds,



ol
| ho(@)ko(s) si0<s<a <,
Go (z,s) = { ko(x)ho(s) si 0 <x <s<r,
avec

1
ho(:c):p—o(r—l—b—x), ko(z) =a+x et pgp=a+b+r.

Preuve: La preuve est une conséquence du Lemme 2.1 dans [1]. =

Lemme 1.2 Le probléme admet une unique solution donnée par

T

u(x) = Ho(x)rs + %Ko(:v)m + /GM1 (x,s)g2(s)ds,

0

ou
G, (2, 5) = 1 Ho(x)Ko(s) si0<s <z <,
MR o2/, | Ko(x)Ho(s) si0 <2 <s<r,
avec
1
Ho(w) = = [(1 4 dy/My) — (1— ay/R)e V]
P
Ko(z) = (1 4+ ey/My)eV™® — (1 — ¢/ My)e Ve,
et

p=(1+cy/M)(1+dy/M)eV™ — (1= e/ M) (1 — dy/My)e V™

Preuve: On pose par définition

y(z) = u'(z) + /Myu (), pour tout z € [0,7]. (1.4)
Alors d’apres 1’équation dans ((1.3)), on a
— v/ My (z) = —go (), pour tout z € |0,r|.

Ce qui entraine

x

y(z) = eV Mz y(0) — /emsgg (s)ds | , pour tout x € [0,r].

0



D’autre part, d’apres ((1.4), on a
u(z) = e~V u(0) + /e*/ﬁlsy (s)ds |, pour tout x € [0,7].
Maintenant, comme

y(0) = u'(0) + v/Myu(0)

alors si on pose

A = y(0) = /(0) + v/Aru(0), (1.5)
et
B =/ Mju(0) — u'(0), (1.6)
on obtient
1 X
u(z) = SNiT AeVMir  Be=VMiw 4 /(B_M(w_s) — VM=) gy (5) ds

0

En utilisant les conditions aux limites dans et les relations (|1.5)) et ( .,

on obtient

p< 2v/ M (1 — dy/My)e VMirry + 20/M (1 —|—c\/_)r4>
%(1 + eV [ (14 dyAR)e TR0 — (1 dy/BT)eT0=9) go(s)ds,

et

=1(2¢m1+w—> iy — 2V (1~ /B -
H L1 evam) Of( (1 dYR)eY ™50 — (1= dy/B)e V502 gy (s)ds

Apres quelques simples calculs, on obtient

1
u(x) = Ho(x)rs + ;Kg(m)m + /GM1 (x,8) g2 (s)ds.
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On considére & présent le probléme aux limites suivant :
(gop u”))” (x) — Map, (u" (z)) =h(x), 0 <z <T,

(1.7)

ot h : [0,7] — R est une fonction continue et M, est un nombre réel positif.

Proposition 1.1 Le probléme admet une unique solution donnée par

r

u () = ho(w)rs + pioko<x>r2 - / Go (x,5) 07 (y) (s) ds,
h()r3+—k‘0 fGOxsh(s)dssngzO,

Po

y(z) = 1
Hy(z)rs + ;Ko(x Ty — fGM2 (x,8)h(s)ds si My >0,
0

et ho, ko, Go et py sont définies dans le Lemme avec a =c et b= d.

Preuve: On pose par définition

y(r) =, <u”> (x), pour tout x € [0,7].
Alors y est une solution du probléme suivant :

y'(r) — My (z) =h(z),0<z<r,
y(0) — ¢y (0) = 73, (1.8)
y(r)+dy (r) =ry.

D’aprés les Lemmes et , on déduit que le probléme (|1.8]) admet une
unique solution donnée par

ho(z )rg—i—p—ko 7’4—fG0 x,8) h(s)ds si My =0,
0

y(z) = 1
Hy(x )T3+pK0 7"4—fGM2 x,8)h(s)ds si My > 0.

11



Puisque u” = ¢, (), alors u est une solution du probleéme suivant :

—u" () = —p, ' (y) (2),0 <z <,
u (0) — au’ (0) = rq, (1.9)
w(r)+ou (r) =ry,

et par conséquent d’apres le Lemme [1.1} il s’ensuit que le probleme (L.9)
admet une unique solution donnée par

u(x) = ho(z)r + ploko(:v)m — O/GO (z,8) @, " (y) (s) ds.
]

Lemme 1.3 On suppose que u satisfait

alors u (x) > 0, pour tout x € [0,r].

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme u

Lemme 1.4 On suppose que u satisfait

—u" () + M u(z) >0, 0<x<r,
u(0) —a v (0) =0,
u(r)+bu'(r) =0,

ot M est un nombre réel strictement positif, alors u(x) > 0, pour tout x €
[0,7].

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme [I.2] m
Dans tout ce qui suit, on pose par définition

(Ayu) (z) = (gop (u"))” () — Mo, (u") (x), pour tout = € ]0,7],

ou M est un nombre réel strictement positif.
On a le résultat suivant :

12



Lemme 1.5 (Principe de comparaison faible)
Soient vy et vy telles que v; € C*([0,7]), @, (v) € C*([0,7]),1 = 1,2 et

(A1) (z) < (Apve) (), 0 <z <,

1 (0) — avy (0) < v2 (0) — avy (0),
()+bvl<)<v2(),+bv2<> , (1.10)

wp (v7) (0) — ¢ (i, vl))/(O > ¢, (v (0)—0(%(%’))/(0),

w, (V1) (1) +d (@, (0])) (1) > @, (v5) () + d (o, (v5)) (7),

alors vy (x) < v (x) et vy (z) > 4 (z), pour tout x € [0,r].

Preuve: On pose par définition
() = 0, () (2) — 0, (u%) (2) . pour tout z € [0.7].
D’apres , on déduit
y'(z)—My(z)<0,0<z<r,

y(0) — ey (0) =0,
y(r)+dy (r) >0,

alors d’apres le Lemme [[.4] on a
y (z) > 0, pour tout = € [0,7].
C’est-a-dire
@, (V) (z) > ¢, (vy) (z), pour tout x € [0,7].
Puisque ¢, L est une application croissante, on a
vy (z) > vy (x), pour tout x € [0,7].
Si on pose z = u; — uy, alors de 1’égalité précédente et , on déduit

2'(x) >0, 0<a <,
2(0) —a 2’ (0) <0,
z(r)+b 2 (r) <0,

et par conséquent d’apreés le Lemme il s’ensuit que
z (x) <0, pour tout = € [0,7].

C’est-a-dire
vy (z) < v (z), pour tout = € [0,7].

13



1.3 Reésultat principal

Dans cette section, on donne quelques définitions, on énonce et on montre
notre résultat principal.

Notation : Soit A un sous ensemble de R, on note par C? (A) I'espace
des fonctions qui sont C?(K) pour chaque compact K dans A.

Définition 1.1 On dit que u est une solution du probléme St
1) u € Ci, ([0, +00[) et ¢, (u") € Cf,. ([0, +00]).

i) u satisfait (1.1))

Définition 1.2 On dit que o est une sur solution du probléme St
i) a € C,. ([0, +00]) et v, (o) € CF,. ([0, +00]).

(¢, (@)" = f (x, 0,a”),x € I =0, 400,

a(0) —ad’ (0) > 2 a(&)),

00 (") (0) = b i, @) (0) < S o (€,).

Définition 1.3 On dit que [ est une sous solution du probléme S%
i) B € Ci,. ([0, +00]) et v, (8") € CF,. ([0, +o0]) -
(9, (8")" < f (2,8,8") .z € T =10, +o0]
B(0) —aiB'(0) < ; ai B (&) 5

mg
2y (8")(0) = a2 (1, (B) (0) 2 3 ainB" (5:,) -
Le résultat principal de ce travail est le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 On Suppose que le probléme admet une sur solution
a et une sous solution B satisfaisant

B(z) <a(x) et " (x) >a"(x), pour tout x € I.

Si f : I xR*> — R est une fonction continue satisfaisant les hypothéses
suivantes :

(Hy) f (2,us,0) — f (2,10,0) > 0 pour B (2) < uy (2) < s (2) < a (1) et
" (z) <wv(z) < B"(z) pour tout x € 1,

14



et

(H;) Il existe un nombre réel positif M tel que f (x,u,va)—Mep, (va (7))
S, u,01) — Moy, (vy () pour f(x) < u(r) < a(z), o' (z) < vi(z)
vo () < B (z),Vrxel.

Alors le probléeme admet une solution mazimale u* et une solution
minimale u, telles que pour toute solution u de avec

ININ

B(x) <u(x)<a(zr) eta (x) <u’(x) <B"(x) dans I,

on a

IAINA

Preuve: On considére le probléme auxiliaire suivant :

( (Apun) (z) = Fy (v) 2 € I,

uy, (n) = ul® (n), (1.11)
2y (1) (0) = b (2, () (0) = X a1 (€).
[ e () () = 2, (u®)') (n).

ot la suite de fonctions (U,), oy est définie par

Up = u'® ot u® est soit la sous solution 3 ou la sur solution «,

B un(x),xel_n,
Uy, (z) —{ u© (z),2 € f\fn’

avec I,, =10, n[, pour n € N*, et

Fo(z) = f (2,Un-1(2) , Up_y (@) = Mo, (Uy_ (2)) -

Etape 1 : Pour tout n € N*, le probléme_ admet une unique solution
u, telle que u, € C?(I,) et ¢, (un) € C* (I,) .
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Pour n =1, 0n a

[ (Apw) (2) = Fi (2 ) &b,

uy (0) — auj (0) = Z%Uo( 1)
up (1) = u® (1), (1.12)

(
oy () (0) = b (g, (1)) (0) = ZU (€a),
( /)

\<10p

comme Uy = v € C? (71) , | et p, sont continues, alors d’apres le corollaire

, le probleme admet une unique solution u; telle que u; € C? (71)
et ¢, (uf) € C* (Iy).

On suppose pour n > 1 fixé, que le probléme admet une unique
solution u,, telle que u, € C? (Tn) et gop( ur) € C? (I ( n), et on montre que le
probléme suivant :

([ (Aptunsn) (2) = Fopa (2 ) T € Iy,

Un+1(0) — auy, 4 (0) = ZCLMU( 1)

i (1) = u® (1),

ey (1:2) (0) = b (g, (11:)) (0) = X a7 (€).
| 6 (1) (04 1) = 5, () (0 4 1),

(1.13)

admet une unique solution wu,; telle que wu,., € C? ( n+1) et gop( Uy, +1) €
€ (Tn).

Comme u¥ € C? (I), u, € C*(I,,), un (n) = ul® (n) et ¢, (u)) (n) =
@, (u") (n), alors U, et ¢, (U!) sont continues sur I et comme f et ¢, sont
continues, alors d’apres le corollaireu le probleme (|1.13) admet une unique
solution 1,1 telle que 1, € C? ( n+1) et <pp( n+1) € C ( nﬂ)

La preuve de I'étape 1 est terminée.

D’aprés I'étape 1, il s’ensuit que pour tout n € N*, le probleme (|1.11))
admet une unique solution 7, si u(’) = « et une unique solution u,, si u(®) = 3.

Maintenant, on définit les suites (U”)nEN et (U,),en PAr

- B Uy (z) six € I,
U"<x>_{ a(x) sizel\I,,
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B u, (z) sixz € I,
U, (r) = { B(zx) sizel\T,,
En utilisant le Lemme [1.5] il n’est pas difficile de prouver que pour k = 0, 1
etxel,ona

(—1)F B (2) < (=)' TP (2) < (=)' T (2) < (=1)" @@ (2).
(1.14)
Etape 2 : Pour tout n € N*, on a

(2k) k 75(2k)

(—1)kUn+1 (x) < (-=1)"U, " (z), pour k=0,1et z € I,

n

et
(—1)F UM (2) < (=) U (2), pour k= 0,1 et z € I.

T

On prouve seulement

2k)

(—D)F T (2) < () T ().

On distingue trois cas :
(i) Sizel\I,i1,0na
2k)

(—)FTE) (2) = (~)* T (2) = (=1)* o (2).

(ii) Siz € I,,;1 \ I, on a

(-1 T () = (1) ) (2)
< (~1)F B ()
< (-1 a® ()
= (D' (@)

C’est-a-dire
(2k) (2k)

(—1)kUn+1 (x) < (—1)kU (x), pour tout @ € I, 41 \ I,

n
(iii) Siz € I,,, on a

Un+1 = ﬂn+1 et Un = ﬂn

17



Pour n =1, 0on a

C’est-a-dire

D’autre part, on a

C’est-a-dire

Aussi, on a

e (3) (0) = b (i, (@5)) (0) = D awtf (£p)

C’est-a-dire

o, (115) (0) = b (i, (@5))" (0) = ¢, (@) (0) — b (i, (

et

(1.15)

(1.16)

(1.17)



Alors d’apres (L.15), (1.16), (L.17), (L.18), (1.19) et le Lemme([L.F], il s’ensuit
que

U2<U1 et ’U/2 Zﬂ/{
Ce qui signifie que

(— ) U;k)( ) < (—1)kU§2k) (z), pour k=0,1et z € .

On suppose pour n > 1 fixé, qu’on a

(1) TP () < (—1)F T

et on montre que

(), pour k =0,1et x € I,

()T (2) < (1T (2), pour k= 0,1 et z € I,
On a
(Aptns2) (2) = (Aptinin) (@) = (2.0040,T,a) = f (2,7, )
= f <x,ﬂn+1,ﬂ2+1> — (x Uy, 1, ) <0
C’est-a-dire
(Aptint2) (z) < (Aptni) (2) - (1.20)

D’autre part, on a

Upio (0) — aﬂiﬁz (0) = Z Ai1ln 1 (§i1)
i=1

Z aintin (1)
i=1

= T (0) — at, (0).

IN

Cela signifie que
T (0) = Ty (0) < Ty (0) — ay,, (0). (121)

De la méme maniére, on a

%(ﬂim) (0) =0 (90;: (EZH))/ 0) = Z ai2ﬂg+1 (&)

S =
> Z QAi2U,, (5 2)
=1

= ¢, (@s1)" (0) = b (e, (@) (0).



C’est-a-dire

p(M12) (0) = b (2, (@h12)) (0) = (W 1) (0) = b (12, (W) (0) - (1.22)
Nous avons aussi

Upia(n+1) < a(n+1)

= Unpt1 (n + 1)
ﬂn—‘,—l (n + 1) .

Ca veut dire que
Upio (M +1) <TUppr (n+1). (1.23)
De méme, on a
Upo(n+1) > o' (n+1)
= UZH (n+1)
= TUpyy (R +1).
Ce qui signifie que
Upo(n+1) >, 4 (n+1). (1.24)
Alors d’apres (1.20)), (1.21)), (1.22), (1.23), (1.24) et le Lemme[L.5, on déduit

Upto < Upyr €t T, <, ,,, pour tout = € I,.
C’est-a-dire

Un+2 < Un—l—l et UZH < U;/LH, pour tout z € I,.

Ce qui signifie que(—1)* Ufﬂ (z) < (=1)" [T (x), pour k=0,1et x € I,.

n

Maintenant, soit A = [0, R] avec R > 0, alors il existe [ € N* tel que
AcCI, = [0, l] .

Soit [ fixé et & > [ + 1. Alors la restriction de la suite (U’C)pz A 1,
satisfait a
( (AU (x) = Fy (x), z €1,
Ui (0) — aly (0) = 3 anUp—1 (1) ,
o . i=1
U(l) <UL () =a(l), (1.25)
(T) ©) =1 (0, (T1)) 0) = S 074 (€)
i}; k o P k ~ 12 k—1\542/ »
L U (D) 20U, (1) =a" (1)
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Etape 3 : Il existe une constante positive C; telle que pour tout k € N*

avec k > [ + 1,
(¢ (7)) (0 (7)) @

on a
Soit k € N* avec k> 1+ 1letxz € I, =[0,1].
D’apres le théoréme des accroissements finis, on a

0, (T2) =, (T) 0 =1 (i, (T})) (00

avec 0 € I, = 10,1[.
C’est-a-dire

< (.

= Imax
0 xz€[0,]]

(79 0=+ (B

Alors, on a
(00 (7)) @ = (a0 (@) @0+ [ (5 (T0)) ()5
_ Pp <Uk'> <l) _Z “p <Uk'> <0) +/ (@p (UZ))” (s) s
O
_w(@)w 5 (T7) (0) 7 e
O




My = max (||, (@), [l2, (B")]|,) +

et
]\/Zl =max {|f (z,u,v)|; B<u<aeta <v<B"}+2MM,.

zel;
Alors si on pose

2 —~
Cl - 7Ml + lMl,

on obtient

La preuve de I'étape 3 est terminée.

Etape 4 : Il existe une constante positive ) telle que pour tout k € N*,
avec k > 1 +1,

on a

o

= UI ‘<5
. ;g[%f;]‘ k()] < C

Soit k € N* avec k > [+ 1etz € I, = [0,1].
D’apres le théoréme des accroissements finis, on a

U (1) — Ug (0) = 1T, (14) ,

avec Ty € I} =0,1].
Alors, on a

@) = [Teea+ / T (t) dt

IA
Z
=
|
E
—
_l_
=
ESEIN
=
U
~

2max (||ally, 181lo)
{

IN

+ lmax ([la”o, 15"[lo)
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Maintenant, si on pose

on obtient

C =

2max (||ally, 181lo)

l
17l

+lmax ([la”[lg . [18"]lo) »

= max ’ ‘
z€[0,1]

La preuve de I’étape 4 est terminée.
Etape 5 : La suite (U k) j>11 CONVErge Vers une solution maximale du

probléme (|1.1]).

D’apres

1.14

et les étapes 3 et 4, on déduit que la suite (Uk) k141

est uniformément bornée dans C? (.71) et que la suite (‘Pp (UZ)) est

k>1+1

uniformément bornée dans C* (1,).

Maintenant, soit ¢ > 0 et s, t € I; tels que s < t, alors pour chaque
k>l+1,ona

IA

ou

et

Alors si on choisit

on obtient

@Y 0~ (5, (T7)) ©

t

(f(2,TUpi (2), Uiy (@) + M((0,(T) () = (0,(Ty_1)) (x)))dx

—7

/ 7T ()T o )]+ M (0, @) () ~ (0, Th-0)) ()] d

(M +2M'M) |t — 3|,

My =max {|f(z,u,u"|; v €1, f<u<aet o <u" < p"},
zel;

M _max{‘ SOp //)l; o/’<u"<6"}.

zel; - -

g
My +2M'M’

[CACANRCECACANEE
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— / p—
Par conséquent, la suite <<g0p (U Z)) > est équicontinue sur I;.
k>141
D’autre part, puisque I"application ¢, ! est un homéomorphisme croissant

de R dans R, on en déduit de la formule suivante :

ot (00 (T1) ) = " (1, (T) )]

o (T . . -
que la suite (U k) est équicontinue sur I;.
k>1+1

D’ou, d’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe une sous-suite (Ukj)

de la suite (Uk)

i () - T t)| =

k)j eN

k141 qui converge dans C*? (Yl) telle que la suite (gpp (UZ) ) eorit

converge dans C* (I}).

Soit
u™ = lim Uk pour m =0, 1, 2,
kj—+o00
et
(o) = i (5, (7))
b kj—+o0 P k .

Mais, d’aprés Iétape 2, la suite (Uy)g>141 est décroissante et bornée, alors
la limite ponctuelle de cette suite existe et elle est notée par u*. Alors on a

/
u = u* et de plus, la suite converge dans C2(1;) vers u* et <<g0p (UZ)) >
k141
converge vers (¢, (u*” ))/
Soit x € I}, on a

(70 0= (s () 0+ [ T
Maintenant, quand k — +o0o, on obtient
fi(s) = f(s,u (s), 0™ (5)).

On a aussi o
3K > 0,Vk> 1+ 1,Vs €T, : ‘fk(s)‘ < K.

Ainsi, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique que

(Spp (u*//))l( ) (@p *ll / f s, 'LL *// (S)) ds.



Ainsi, on obtient

(0, (@) () = [ (@, 0" (z) ,u™" (2)), Vo € .

Nous avons aussi
u* (0) —au™ (0) = > anu* (&),
i=1
ma
o, (") (0) — bo, (u*) (0) = ; aigu™ (&) -

Par conséquent u* est une solution du probléme et comme A est un
domaine borné arbitraire, il s’ensuit que u* est une solution du probléme
(LD).
Maintenant, on va prouver que u* est une solution maximale. C’est-a-dire,
si v est une autre solution de telle que 5 < v < o dans I, alors v < u*.
Soit v une solution de , alors on a

(gpp (v”))" =f (x;nv,v”) <f (x,;zlj,v”) ,0 < x < 400,
v (0) —av' (0) = ;aﬂv (€i1) < ;az’w (&)

’ ma ma
Pp (v") (0) = b (Spp (U”)> (0) = X" anv” (&) = > anv” (&)
i=1 i=1
Ce qui montre que v est une sous solution de ([1.1)) et d’apres I’étape 2, on
déduit que N N
VvneN, v<U,etv >U,".

Si n — 400, on obtient
v < limU, = u".

n—oo
Ce qui signifie que u* est une solution maximale de ([1.1]).
De la méme maniére, on peut prouver que la suite (U,,), . converge vers
la solution minimale wu, du probléme ({1.1J).
La preuve de notre résultat est compléte. m

Remarque 1.1 Le théoréme reste valable si on considére le probléme
swvant : Y
(@ (u")" = f(z,u,u"), zel,

u@—wwziwwm,
& (u") (0) — b (@ (u"))' (0) = mz aist” (€5),
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ot, & : R — @ (R) est un homéomorphisme impair croissant.

Remarque 1.2 Le théoreme reste également valable si on considére le
probleme suivant :

ot ®: R — ®(R) est un homéomorphisme impair croissant, Ly : C* (RT) —
R est continue et croissante et Ly : C' (R1) — R est continue et décroissante.

1.4 Applications

Dans cette section, nous donnons quelques exemples illustrant ’applica-
tion de notre résultat.

Exemple 1.1 On considére le probleme auz limites suivant :

(1, ()" (2) = (p — 1)? [P0 (2) + 3, (u”) (2)] , w € I,
u(0) =1, (1.26)
2y (") (0) = g5 (i, (") (0) = Lu” (2) + hu” (3),

oup>1etl=1]0+o0.
On pose par définition
a(x)=2—e"et f(x)=0, pour tout = € I.

Il est facile de vérifier que [ est une sous solution du probleme ({1.26]).
D’un autre coté, a est une sur solution du probléme ([1.26]) si on a

(sop( M) (2) = (p—1)" [P (2) + 3¢, (@) ()], 2 € 1,

0) =1,
wp(a ) (0) = 5 (9, (@) (0) < 50 (2) + 10 (3).

—(p—1)2et P > (p—1)* [ed P (2 — e77) — 3e-P)7] 3 €],
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D’ou

—(p—1)%et P> —(p—1)?et P —(p—1)?e P, p e,
0>0,
~1.25 < —8.0114 x 102,

Il s’ensuit alors que a est une sur solution du probléme (|1.26)).
D’autre part, il n’est pas difficile de prouver que la fonction f définie par

f () = (0 — 1 [0 P7u (2) + 3, (") (2)] , 2 € T,

satisfait les hypotheses (H;) et (Hj) du théoréme et par conséquent,
il s’ensuit que le probléme (1.26) admet une solution minimale u, et une
solution maximale u* telle que

0=p(r) <u, (z) <u*(z) <a(r)=2—e" pour tout z € I.
et
—e " =a" (z) <u" (z) <u!(z) < B"(x) =0, pour tout = € I.

Exemple 1.2 On considére le probléeme suivant :

4p 4p*

(62 ()" = (ot (e +2) (w2 el .
u(O)—u/(O):Eu(1)+2_0u(2)+6—4’ (1.27)
wp (W) (0) = (i, (u")) " (0) = Ju” (1) + fu” (2),

oul<p<2etl=]0+00
On pose par définition

az)=In(z+2) et f(x) =0, z € I.

D’abord, il est facile de vérifier que [ est une sous solution du probléme

.
D’autre part o est une sur solution pour le probléme st on a

2

m\" 4p i
(SOP(O‘ )) 2 (x_|i2)2pln(:v+2) o (z+2)

a(0)—a' (0) > —a(l) + 2—004(2) +e 4,
P, (") (0) = (2, (@) (0) < 2a” (1) + 2a” (2).

s, ("), v e,
12
(v
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Ca veut dire que

(2(p—1)(1—2 4 4
(p )(2 P, _ A A vel.
(x+2)7

42" (z+2)%

(

2~ 12 2
1 2p—1 1 1
[ 9220-1  92p-1 ST

Ou encore 5 (o . A .

—(w—ﬂf—)z—p@;);eL

(v +2)” (v +2)”
0.19315 > 0.17918,
p 41
T 92p—2 <~

Comme il n’est pas difficile de vérifier que — 225_2 < —;716 sil < p<2,alors

il s’ensuit que o est une sur solution pour le probléme .
D’autre part, il n’est pas difficile de prouver que la fonction f définie par

2 _—

4 4
b b o, ("), zel,

‘”%u””:(x+m%hmx+au+(w+%

satisfait les hypothéses (H;) et (H;) du théoréme et par conséquent,
il s’ensuit que le probléme admet une solution minimale u, et une

solution maximale u* telle que

0=73(x)<u(z)<u*(z) <a(@)=In(z+2), pour tout v € I.

et

1 —
W =a" (z) <u” (z) <ul () <B"(x) =0, pour tout x € I.
T+
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Chapitre 2

Existence de solutions
extrémales pour une équation
différentielle quasi-linéaire du
quatriéme ordre avec des
conditions initiales non locales
sur la demi-droite

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’étude de ’existence de solutions minimales
et maximales pour le probléme suivant :

(Sop (U”/))/ - f (I’, u, ulla u/”) , T € -[7
u(0) —av' (0) = g1 (u), (2.1)
W (0) — bu" (0) = gn ().

ot ¢, (y) = P 2y, y e R, p>1,1=1]0400[, f: 1 xR — R est une
fonction continue qui satisfait les conditions de croissance de type WINTNER-
NAGUMO, ¢; : C? (I, R) — R est continue croissante, go : C' (I, R) — R
est continue décroissante et a et b sont des réels positifs.

Comme dans le premier chapitre, notre but est de montrer que cette
méthode peut étre appliquée avec succeés aux problémes de type ([2.1).
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Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous donnons
quelques définitions. Le résultat principal est présenté et démontré dans la
section 3, suivi d’'un exemple dans la section 4 illustrant ’application de notre
résultat.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [21].

2.2 Définitions

Dans cette section, nous donnons quelques définitions.
Notation : Soit A un sous ensemble de R et k € N, nous désignons par
CF (A) l'espace des fonctions qui sont C*(K) pour chaque compact K dans

A.

Définition 2.1 On dit que u est une solution du probléme
(i) ue C3,, (I) et p, (u") € Ci,. (I) )

((pp (u///))/ _ f (33, u, u//7u1//) Lz € [’
(ii) § w(0)—aw (0) = g1 (u),
u” (0) — b (0) = gy (u//) .

Définition 2 2 _On dit que « est une sur solution du probléme st
(Z) «Q G loc (]) 6t(p ( ”/) C11100( )
(¢ (o/”)) > f(r,a,", "), x €1,
(ii) ()—@04()>91(),
o (0) = ba™ (0) < g2 (o) .

Définition 2.3 On dit que 3 est une sous solution du probléme st
(i) B €Ci (I) et sop ”') Clloc (_)
( (6/ ) B B// ﬂ”/)
(i) () ﬁ()<91(5)
B"(0) = 68" (0) = g2 (B") -

Définition 2.4 CONDITIONS DE TYPE DE NAGUMO-WINTNER

On dit que la fonction f: 1 x R3 — R satisfait les conditions de type de
Nagumo- Wintner par rapport au couple de fonctions o et 3, s’il existe des
fonctions @Q € L' (I ( ) Celr (I) et ¥ : [0, +oo[ — [1,400) continue telles
que

f (2 v,0)] < W (fol) (Q) + Cl) [w] 7). (2:2)

30



pour tout (x,u,v,w) € D, ou
D= {(z,u,v,w) € I xR*: B(z) <u(z) <a(r) eta’(z) <u'(z) <p"(2)},

et
400

ds
/—\II <|5|p%1> = +00. (2.3)

0

2.3 Résultat principal

Dans cette section, on énonce et on démontre notre résiltat principal.

Théoréme 2.1 Supposons que le probléeme admet une sur solution o
et une sous solution (8 satisfisant

B(z) <al(z) et (x) > (x), pour tout x € 1.

Si f : 1 xR — R est une fonction continue satisfaisant les hypothéses
suwivantes :

(HZ) f(x,UQ,U,'lU) - f(xvulavaw) >0 pour ﬂ(l’) < (.%') < ug (‘CE)
a(z) et o’ (x) <wv(x) < B"(x) pou tout x € I et w € R.

(H;) 1l existe un nombre réel positif M tel que f (x,u, vy, w) — Muvy (x)
f(z,u,v,w) — Moy () pour f(z) < u(z) < a(x), " (x) < v (x)
vy (1) < B" (x), pour tout x € I et w € R.

(H;) Les conditions de type WINTNER-NAGUMO et par rap-
port au couple de fonctions a et 5 sont vérifiées.

(H;) La fonction g, est continue et croissante sur [3,q].

(Hj) La fonction g est continue et décroissante sur [, "] .

Alors le probléme admet une solution maximale u* et une solution
minimale u, telles que pour toute solution u du probléme avec

IN

B(x) <u(x)<a(zr) eta (x) <u’(x) <B"(x) dans I,

on a

et



Preuve: La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
Considérons le probleme auxiliaire suivant :

(gp (u;;’))/ = f(x,up,ul "), x €I, =10,n[,

un (0) — auy, (0) = g1 (un) ,

uy, (0) = buy (0) = g2 (uy,) (2.4)
Un (n) = a(n),

Uy, (n) = o’ (n),

oun € N*.

En utilisant une preuve similaire & celle du théoreme 4 dans [29], on
peut montrer que le probleme admet une solution maximale u,, et une
solution minimale u,, telle que

B (2) < w, (2) <, (7) < a(z),

et
o (z) <u! (z) <! (x) < B"(z) pour tout x € I,.

On définit les suites de fonctions (U ")nEN* et (U,),en+ PAr

= | U (x) siz €I,
U"(x>_{ a(x) sizel\l,

et

| u, (x) siz € I,
Qn(a:)—{ B(x) sixel\I,.

Il n’est pas difficile de voir que pour tout n € N*, k =0,1et v € I, on a

(—1)k 5(%) () < (_1)kg(2k) (z) < (_1>k U(%)

n n

(2) < (=1)"a® (2). (2.5)

Etape 1 : Pour tout n € N*, on a

(2k) k 77(2k)

(—1)I‘CUWrl (x) < (-=1)"U, " (z),pour k=0,1et z € I,

n

et
(=) UPP (w)

n

(—1)kQ7(12fi (), pour k=0,1etz € I.

IN

Nous démontrons seulement

(2k) e 75(2k)

(—1)kUn+1 (x) < (-=1)"U," (z),pour k=0,1et z € I.

n
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On distingue trois cas :
(i) Sizel\I,i1,0ona

(DT () = (1) T (2) = (=1)" o) (2), pour & = 0,1.
(ii) Siz € I,,;1 \ I, et k=0,1,0n a
—(2k) _
()T, () = (D) ()
< (=1)"al® ()

I IA
|
N
ko
3
3
S
~

Cest- a-dire

—DPT2) (@) < (1T (2), pour k= 0,1 et 2 € Tpuy \ T
(iii) Siz € I,,, on a

Un+1 == ﬂn-{-l et Un = ﬂn

Puisque la fonction %, satisfait la premiére équation de (2.4) et I, C Tp41,
on obtient

(Qpp (_Z/H)) =f (l’ Up+1, U Iri+1=_;;/+1) <f (SU Upt1, U 7;+1=U;;/+1>7 z € I.

D’autre part, on a

TUni1 (0) — aty, 41 (0) = g1 (Uny1) < g1 (Uny1)
EZ_H (0) - bﬂiﬁ'ﬂ (0) = g2 (ﬂ;;-yl) > g2 (ﬂ;;-s-l)
Hn-ﬁ-l (n) <a (n) )
W (1) > o (n)

Ce qui signifie que %, est une sous solution du probléme ([2.4)).
Et par conséquent, on a

Uni1 () <y, () et wl) (2) <ul, (z) sur I,.

Ainsi, on obtient

1,

Upni1(z) <Up(x) et U (z) < UZH(:U) sur 1,,.

33



De méme, on montre que
U(2) < Uyi() et Uy (2) < Ui(a) sur T,

La preuve de I’étape 1 est terminée.
Maintenant soit A = [0, R] avec R > 0, alors il existe un entier [ € N* tel
que A C I, =[0,1].

Pour chaque k£ > [ + 1, la restriction de la suite (Uk) i & 1, satisfait

[ (o, (7)) = £ (+.0.TLTY) 2 et
Uk (0) — al,, (0) = g1 (@) ;

U} (0) = b0} (0) = 02 (T7,) (2.6)
@c’ (1) < Ui (D) =),
L U () 2 U, (1) =a" (1)
Etape 2 : Il existe une constante K; telle que
HU: ‘= max U:(x)‘ < Kj,pour tout k > 1+ 1.
0 z€l;
Posons par définition
59 H //H s,
max{ ||« . g 0}
et
max {|8"(1) = a(0)| . |a" (1) - 8(0)|}
m = I
Prenons K; > max{Ha"Ho, 6” ,nl} tel que
0
op (K1)
1 p—1
[ e > Qs+ e (2.7
U(|x|p-T)
@p(ﬁz)

"

Puisque o (z) < U; (r) < 8 (x), pour tout x dans I;, alors on a
o’ (1) = B°(0) < TL(1) = U,(0) < B°(1) — " (0).
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D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe 71 € |0, [ tel que
U, (1) = U,(0) = 1T, (&1).
Alors .
T @) < m.
On pose par définition
L= |0, @)

> K, alors

Supposons au contraire qu'il existe o € I, tel que ‘Uk (Z2)

par la continuité de U, , ils existent x1, x5 € I;, vérifiant I'une des situations
suivantes :

(1) Uk (:L‘l) L, Uk (xz) Kiet L < Uk ( ) < K, pour tout x € |zq, xo].

(ii) Uk (ml) L, Uk (fL‘Q) Kiet L < Uk () < K, pour tout = € |za, 1] .

(iii) Uy, (1) = —L, Uy (22) = — K et —K; < U, (r) < —L, pour tout = €
|21, 2o " )

(iv) U, ( 1) =—L, U, (23) = —K;et —K; < U, (x) < —L, pour tout x €
Jzo, 21] .

Supposons que le cas (i) soit vérifié. Les autres cas peuvent étre traités
de la méme maniére.

Puisque U}, est une Solution de et d’apres les conditions de type
WINTNER-NAGUMO et (2.3)), alors pour chaque z € ]z, 23], on a

"

(T @) < |f (2.0 TLT))

< WU, @)Q@) +C @) [T, (@

p

W (28

Comme L <1, et ¢, est croissante, alors on a

ep (K1) 0, (K1)
d d
/ — < / — (2.9)
(|z|rT U(|z|rT
. (|z[>=T) o) (lz[»=T)

Maintenant si on pose s = gop(UZ,( )), on obtient

) — @p(Kl)
(p(Up)) () 1 )
/W(ix— /) —\IJ (Spil)d y (210)
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et d’apres et (2.10), il s’ensuit que

SDP(Kl) x2 _m
[egye,
) sl |z~ ST @)
< [@@+c@[Tw| s
Cela signifie que
‘Pp(Kl) T2
d —/// %

/ —‘l S/(Q( )+ C(x ‘ )dz. (2.11)
S 2lsl=r) 2

D’apres (2.9), (2.11)) et en utilisant I'inégalité de Holder, on a

wa, p (K1)
[elXe g, - 1 s
1 Y(|Up m)‘ ¢, (L) \I;(spfl)
1 » p=1
x2 Pl =2 —m pTTI p—1 v
< 1IQl + f<c<x>>pdm] [f((Uk (v)) ) dx]
1 x1D
//l
< @l +ICl, | [T @ d]
- -/ =1
< 1QUs + ICln [T (a2) = T )] 7

< QI+ 87 1€l

Ce qui est en contradiction avec (2.7)), et par conséquent, on a

‘ ‘ —///

La preuve de I'étape 2 est terminée.
Etape 3 : La suite (Uk)

probleme ([2.1]).

< K; pour tout k > 1+ 1.

k>l4q COTVETgE vers une solution maximale du
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D’apres 'étape 2, on a HUI,:H < K pour tout £ > [ + 1, alors la suite
0

U est uniformément bornée dans C? (I;) et ( < )) est uni-
( k)kzzﬂ ( l) Pr Yk E>1+1

S

formément bornée dans C* (I;).

Nous allons maintenant montrer que la suite (Uk) est équicontinue

a k>14+1
sur /;.

Pour cela, soit € > 0 et s,t € I; tels que t < s, alors pour chaque k > [+1,
on a

! —

/t T () T () T (2))da

/: £(@. Ty (@) T 4 (2))] de
My s —t,

(T )= (¢, (T)) 0] =

IA

IN

ou
My =max {|f(z,u,v,w)|; €], F<u<a, o' <v<p" et lw| <K}.

Si on choisit .

—t] <

on obtient o .

(TN () = (0 (T2)) (8)] <=
Ce qui signifie que la suite <g0p (U;:))k l est équicontinue sur I;.
>1+1

1

Maintenant, puisque 'opérateur ¢, est un homéomorphisme de R sur

R, on déduit
e (2 (T0) ) =00 (00 (T0) )| < =

o —
Ce qui montre que la suite (U & ) est équicontinue sur /;.
k>1+1

Par conséquent, d’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzela, il existe une sous
suite (Ukj) de (Uk) k>l qui converge dans C* (Tl) telle que (gop <ka>>kjeN

converge dans C* (I;) .
Soit

T () =Ty ()] =

k:j eN

kj—+o00
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e (1) = Jim 2y (U)

Mais d’aprés (2.5) et 'étape 1, la suite (Uy)psi41 est décroissante et mi-
norée, alors la limite ponctuelle de cette suite existe et elle est notée par
u*. On a donc u = u* et de plus, la suite converge dans C3(I;) vers u* et

(gop (Uk ))kyﬂ converge vers ¢, (u* )
Soit x € I}, on a

6 (T0) @ =, (T0) O+ [ 165009, T406). T ().

Maintenant, quand k£ — +o00, on obtient

—_— —// /"

f(s,Uk (5), Uy (5), Ug (5)) = [ (s,u" () ,u™ (s) ,u™ (s)).

De plus, on a

/" =

afé>o,\mzz+1,vsezz)f(s,m(s),ﬁ’k’() U (s))| < K.

Ainsi, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique que

('Op (u*///) (:L‘) — */// / f S u *// (8) u*/// (8)) ds.
On obtient alors
(6, (™)' () = f (0,0 (2) ™ (x), ™" (x)) , pour tout = € I.

Egalement, on a

{uwm—wwm:mwm
u*// (O) _ bu*//l (0) — 92 (u*/l) .

Par conséquent u* est une solution du probléme et puisque A est un
domaine borné arbitraire, alos c¢’est une solution du probléme .
Maintenant, nous allons montrer que u* est une solution maximale du
probléeme ; c’est-a-dire, si v est une autre solution du probléeme
telle que
f<v<a surl, alors v < u*.
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(Spp (UI//))/ _ f (93, v, U//, U”/) < f (x7 v, U", U”/) LT € ]’
v (0) = av'(0) = g1 (v) < 1 (v),
v"(0) = 00" (0) = g2 (v") = g2 (V).

Alors v est une sous solution de (2.1)) et d’aprés 1’étape 2, on déduit que
VneN, v<U,etdv" >U,".
Quand n — 400, on obtient

v < lim U, = u* et v" > u*".

n—oo

Ce qui signifie que u* est une solution maximale du probléme .

La preuve de I’étape 3 est terminée.

De la méme maniére, on peut montrer que la suite (U, ), oy converge vers
une solution minimale u, du probleme ([2.1).

La preuve de notre résultat est compléte. m

2.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple illustrant ’application de notre
résultat.
Considérons le probléme suivant :

(Sop (u”’))/, ({L’) _ f (I, u, u//) u///) T € ]’

u(0) — 4 = 1+3 [ e "u(zx)dr, (2.12)

oup>1,1=]0,+00]et

(p—1)2

flaua ) = (p= 1) fu @)~ @) +1 e 7" " (@)

On pose par définition
a(z)=2et B(x) =e", pour tout z € [0, +00].

39



Il est facile de vérifier que « est une sur solution du probléme ((2.12)).
Maintenant § est une sous solution du probleme (2.12)) si on a

;

(0, (8M) () < (- D [B(x) - B" (&) + 1] 5 718" (@) F , z € I,

/ +00
50 -2 <144 [ s

+o0
p"(0)—=pB"(0)>1- of e *B" (z)dux.

\

C’est-a-dire

(p—1)el P < (p—1)el' P wel,
> <1414 +fooe’Q’““dx _0
4="T2 4

+oo 1
2>1-— f e 2dy = =,

0 2

Il s’ensuit alors que 3 est une sous solution du probléme .

D’autre part, il n’est pas difficile de montrer que la fonction f satisfait
les hypotheses (H;), (Hy) et (H3) du théoréme 2.1 et par conséquent, il s’en-
suit que le probléme admet une solution minimale u, et une solution
maximale u* telle que

e = p(r) <u,(z) <u*(z) <a(xr) =2, pourtout z € I.
et

aw]
I
Q\
S
A\
<

¥
O
A\
<
* I
=
~
VAN
xR
—
&
~
I

e~ ®, pour tout x € I.
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Chapitre 3

Existence de solutions positives
d’un probléme a valeur finale
pour des équations
différentielles du quatriéme
ordre

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’étude de I'existence de solutions positives
pour un probléme & valeur fiinale concernant une équation différentielle du
quatrieme ordre. Plus précisément, on considére le probléme suivant :

u® (@) = f (2,0 (2) 0" (2)), @ € R,
g ) =4, (3.1)
lirf u® (x) = 0 pour i = 1,2, 3,
ot f:R* x R? — R, est continue et & > 0.
Le but de ce chapitre est d’améliorer et de généraliser les résultats obtenus
dans [58]. Notons également que les résultats obtenus dans [58] sont vrais si
I’on suppose la condition supplémentaire lim v (x) = 0 dans car si on

o sin((z +1)%)

considére par exemple la fonction u définie par u (z) = )
x

, pour
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tout 2 € R, on aura lim () = 0 mais lim ' () n’existe pas.

Tr——+00 r——+00

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous donnons
quelques définitions et résultats préliminaires qui seront utiles dans la suite
de ce travail. Le résultat principal est présenté et prouvé dans la section 3,
suivi d'un exemple dans la section 4 illustrant 'application de notre résultat.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [22].

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous donnons quelques définitions et résultats préli-
minaires qui seront utiles dans la suite de ce chapitre.

3.2.1 Intégration d’ordre n € N* sur la demi-droite R*.

Définition 3.1 [69, Chapter 1 page 15/La fonction gamma d’Euler T' est

définie par
+oo

['(z)= / e " dt, otz > 0.

0

Remarque 3.1 [69, Chapter 1 page 16/Pour tout n € N*, on a I'(n) =
(n—1)..
Définition 3.2 [6Y, Chapter 1 page 17]La fonction béta B est définie par

1

B(z,y) = /t“”_l (1—t)Y""dt,

0
ouzr >0ety>0.

Remarque 3.2 [69, Chapter 1 page 17]La fonction B est connectée a la
fonction gamma T" par la relation

I'(z)I (y)
['(z+vy)

B(z,y) = ;
pour tout x > 0 et pour tout y > 0.
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Définition 3.3 [69, Chapter 2 page 99] Soit n € N* et soit g : RT™ — R une
fonction donnée. L’intégrale d’ordre n sur la demi-droite R™ de g est définie

par
—+00

(I"g) (z) = ﬁ / (t — )" ' g (t) dt, pourtouts € R™.

xT

On énonce maintenant le théoréme de Fubini.

Théoréme 3.1 [69, Theorem 1.1/Soit P, = [ry,13], Py = [r3,ry), —00 <
1 <71 < 400, —00 <13 < 1y < 400, et soit h(x,y) une fonction mesurable
définie sur Py x P. Si au moins une des intégrales

T2 T4 T4 T2
/ /h(fv,y)dy drc,/ /h(l’,y)dﬂf dy,/ / h(x,y) dzdy,
r1 3 3 r1 P1 X P>

est absolument convergente alors elles coincident.

+oo
Lemme 3.1 Soit g : R* — R une fonction telle que [ (t —x)™"" g (t)dt

x
est absolument convergente pour tout x € RY, oun € N* et m € N*, alors
on a

I™(I"g) (z) = (I™*"g) (z) , pour tout v € RT.

Preuve: En utilisant la définition des intégrales d’ordre n et m sur la demi-
droite RT et d’aprés le théoréme [3.1], on a

m(I"g) () = ﬁ / (t—2)™ 1 (I"g) (t) dt

_ m / (t— 2y / (r — )" g (7) drdt
= m/g(ﬂ/(t—x)m_l (r —t)" " dtdr.
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Maintenant, si on pose le changement de variables ¢t = = + y (7 — x), on
obtient

M) @) = s [ o e [ - dyar

_ _Blmn +oo7'—xm+n_1 T)dr
- Iw(Tn)Iw(n) {/ ( ) g( )‘1
1 N m+n—1
= F(m+n)/(7—_$) g(T)dr

Lemme 3.2 Soit n € N* et soit g : Rt — R une fonction continue telle que
g € L' (RT), alors on a

dn

e (I"g) (z) = (=1)" g (z) , pour tout x € R*.

Preuve: Pourn =1, on a

%(Ilg) () = %/g(t)dt
(z)

On suppose pour n € N* fixé, on a

dn
dz™

(Ig) () = (=1)" g (2),

et on prouve que

dn+1

dxn+1

(121g) (2) = (=1)"" g (2).
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En utilisant ’hypothése de récurrence et le Lemme (3.1} on a

dd::—; (I"t'g) (z) = % (%Iﬁ(ﬂg)) (x)
= % ((—1)" [lg) (x)
= (-)""g(x).

En conclusion, on a

mn

Vn € N, j— (I"g) (z) = (=1)" g (z), pour tout = € R*.
xn

Lemme 3.3 Soit n € N* et g : R™ — R une fonction telle que

(i) g € C™ (RT,R) telle que I"g™ € L* (R*,R),

(1) lilil g(z) =p avec p € R et lilil g9 (z) =0 pouri=1,...,n— 1.
alors on a

(12g") (2) = (=1)"" [ — g ()]

Preuve: Pourn =1, on a

(1) @) = [

On suppose pour n € N* fixé, on a
(19"™) (@) = (=" [n = g (2)],
et on prouve que
(2416 D) () = (=1)" [ = g ()]
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En utilisant le Lemme [3.1] et ’hypothése de récurrence, on a
(I igm) (@) = (IE1mg™ ™) (2)
= L (=)™ | lim ¢'(z) = g' ()
= 1))
(—1)"* 1Ly (2)
= ()" [p—g ().

Ce qui implique que

Ve N, (I"g™) (2) = (~1)"™" [u— g ()]

3.2.2 Critére de compacité dans un intervalle non borné

Soit
C) = {u € C(R",R), lirf u(x) est ﬁnie} :
Notons que (Cj, ||.||,) est un espace de Banach, ou

[ullp = sup [u(z)].
zERT

Définition 3.1 [6/) Un ensemble A C C(R*,R) est dit équiconvergent en
+00 si toute fonction u de A a une limite finie en +oo et de plus,
Ve > 0,3 d(e) > 0 tel que, pour toute fonction u de A,\Nx > § (), on a

u(x) — lim u(x)| <e.

T——+00

Définition 3.2 Un ensemble A € C (RT,R) est dit équicontinu sur chaque
intervalle compact de R si pour chaque € > 0, il existe §; () > 0 tel que, pour
toute fonction u de A et tous z1 et x5 dans RT, la condition |xe — 21| < 61 (¢)
implique |u (x9) — u (z1)] < €.

La proposition suivante donne le critére de compacité de Corduneanu.
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Proposition 3.1 ([6, Lemma 1 page 149] ou [I8, Page 62]) Un ensemble A
de C (R, R) est relativernent compact si et seulement si

(i) A est uniformément borné dans C' (R* R) ;

(i1) A est équicontinu sur chaque intervalle compact de RY ;

(iii) A est équiconvergent en +oc.

Maintenant, posons par définition

C? = {u € C* (R",R), lim u(z) est finie et lim u (x) = lim o (z) = 0}

T——+400 T——+400 Tr—+00

Notons que (C?,]|.||,) est un espace de Banach , ou

[ully = max ([[ully, 1]l [[u"llo) -

On a le résultat suivant :

Proposition 3.2 Un ensemble B de C? (RT,R) est relativement compact si

et seulement si
(i) B est uniformément borné dans C? (RT,R) ;

(ii) Les ensembles suivants : {v cv(r)=u(x), u€ E},
{w: w(x)=1d (), ue E} et {0: 0(x)=u"(x), uc E} sont équi-
continus sur chaque intervalle compact de I ;
(iii) Les ensembles suivants : {v v(z)=u(r), ue é},{w cw(x)=u(z),ue E}

et {9 0 (z)=u"(z),uc€ E} sont équiconvergents en +oo.

Preuve: La preuve est similaire a celle du théoréme 2.3 dans [78]. =

Définition 3.4 [39] Soit E un espace de Banach réel. Un convexe non vide
K C E est appelé cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :

(i) uwe K, X\ >0 impliqgue \u € K

(i) ue K, —u € K implique u = 0.

Théoréme 3.2 ([39, THEOREM 2.3.4]) Soit K un céne dans un espace de
Banach réel E. Soit 1,y deux sous-ensembles ouverts et bornés de E tels

que o
0eQy CQ CO.
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On suppose que
TKﬂ(QQ\Ql> — K
est un opérateur complétement continu et satisfaisant a l'une des conditions

sutvantes :
(i) || Tu| < ||ul| pour u € K NOQy, et ||Tul|| > ||u| pouru e KN OQy.

(@) | Tul| > |lul| pour u € K00, et ||[Tul| < [lul pour u € K NOQy,.
Alors T admet au moins un point fire dans K N (Qg \ Ql) )

On suppose d’abord que la nonlinéarité f satisfait & I’hypothése suivante :
H) |f (z,u,v)| < a(z)Ly(u) +b(x)Ly(v) + c(z), ou Ly, Ly , a, b
et ¢ : R — R™ sont des fonctions continues avec L; et L, sont

croissantes telles que

+o0

A = (I'a)(0) = % /t3a (t)dt < +o0,
B = (I'b) (O):%/t3b(t)dt<+oo,

0
et
—+o0

C = (I*e) (0) = % / t3c(t) dt < +o0.

Remarque 3.1 Dans la suite de ce chapitre, on utilise les notations

A; = (I*a) (0) pouri=1,2
B, = (If’ib) (0) pouri=1,2,

et
C; = (I*"c) (0) pouri = 1,2.

3.3 Reésultat principal
Tout d’abord, on définit les ensembles suivants

E = {u €C? u bornée} ,
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K={u€ekE, u(zx)>0},

et
Ky, = {’U, € K7 HUHQ < m}7

oum > 0.

Remarque 3.2 Il n'est pas difficile de vérifier que (E,||.||,) est un espace
de Banach et que K est un come dans E.

On définit 'opérateur T" par
T: K, — C*R"R)
1 %
W (T (@) = €k [ (=) () o (1) dt

Lemme 3.4 L’opérateur T est bien défini.

Preuve: Soit u € K,,, alors d’aprés ’hypothese (H), on a

+oo
Tu)(@) = ¢+ [ = F (). @)

T

< g [ -0 I ) )
§+ 1 70(1& — )’ Ja (t) Ly (w (t)) 4+ b (t) Ly (u" (t)) + ¢ ()] dt
= 3' 1 2
< &+ (Ifa) (@) Ly (m) + (I20) () L2 (m) + (I1c) (v)
< &+ (I2a) (0) Ly (m) + (12b) (0) Lz (m) + (I%c) (0)
< &4 ALy (m) + BLy (m) 4+ C < +o0.
On a aussi

—+o00

(Tu)' (z) = / (t— ) f (tou(t), o () dt

S Ang (m) + BQLQ (m) + 02
< +o0o,
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et il n’est pas difficile de prouver que (Tu)" est continu sur /. m

Définition 3.3 On dit que u est une solution du probléme st
(i) u € C*(R*, R),
(i1) u satisfait (5.1).

Lemme 3.5 On suppose que U'hypothése (H) est satisfaite, alors une fonc-
tion u € K,, est une solution du probléme st et seulement si elle est un
point fixe de l'opérateur T.

Preuve: Soit u € K,, un point fixe de T, c’est-a-dire

u(x) = (Tu) (x) = f—l—%/(t—x)sf(t,u(t),u”(t))dt, reR".

On a
u(z) = (Tu) (x) = £+ (I19) (2),
g(x) = f(z,u(z),u" (2)).
D’apres le Lemme [3.2] on obtient

u? (z) = f(z,u(z),u" ().
D’autre part, on a

u(r) = f—l—% / (t —x)° f(t,u(t),u” (t))dt
= g [ Ml 0 = 2T O 1

0

Ol X[ 400 €St la fonction caractéristique définie pour tout = € I par

(1) = lsité€ [z,+o0],
Xeotool )= 0sit ¢ [z, 4o0].
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Ce qui implique que

+o0

[u(z) =&l < % / Xio, ool (0 £ |f (8, (£) " (1)) dt,

0

et en utilisant ’hypothese (H) et le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue, on obtient
lim |u(z) — ¢ =0.

r—+00
Ce qui signifie que
lim u(z) =¢.

Tr——400

De la méme maniére, on peut prouver que

. ! _ . /!
'
= lm g / (t— 2) f (tu (), (1)) di
ct
. " o "
Jm u(2) = lim (Tw)" (2)
+oo
= im0 fu ) (1) di
= 0.

Supposons maintenant que u soit une solution du probléme (3.1)) dans K,,,
alors en appliquant 'opérateur I* aux deux membres de ’équation dans

, on a
(I*u™) () = (I'g) ().

D’apreés le Lemme on a



C’est-a-dire

Ce qui signifie que u est un point fixe de T dans K,,. =

Lemme 3.6 Supposons que I’hypothése (H) est satisfaite, et qu’il existe une
constante M > 0 telle que

ALy (M) + BLy (M) + C <,

alors
T (Ku) CK.

Preuve: Soit u € Ky et x € I, alors en utilisant ’hypothese (H), on a

(Tu) (x) = €— é / (t =)’ [a (t) Ly (u () +b(t) Ly (u" (1)) + e ()] dt
> &= Li (M) (Ila) (z) — L2 (M) (120) () — (Ic) (2)
> ¢ — Ly (M) (I*a) (0) — Ly (M) (I*b) (0) — (I%c) (0)
> &—[AL; (M) + BLy (M) + C]
> 0
|

Théoréme 3.3 Supposons que la condition (H) est satisfaite, et qu’il existe
My >0 et My > 0 telle que

(H1) M, < & < M,

(H2) AL, (M) + BLy (M1) + C < § — M,

(Hg) ALl (MQ) + BL2 (MQ) + C S min (g, M2 - 5),

(H4) A1Ly (M) + B1 Ly (Ms) + Cy < 2Ms,

(H5) A2L1 (Mg) + B2L2 (MQ) + 02 S MQ.

Alors le probléeme admet au moins une solution positive u telle que

M, < ||U||2 < M.
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Preuve: Puisque ALy (M) + BLy (M) +C < &, et d’aprés le Lemme
on a

T (Km\Ku,) C K.

Maintenant, on va prouver que 'opérateur 7" est complétement continu.
La preuve sera donnée en trois étapes.
Etape 1 : L’ensemble T' (K y, \ Ky, ) est uniformément borné.

Soit u € ?MQ\KMU alors pour tout x € R, on a

—+o00
1

|(Tw) (2)] = §+§/(t—fﬂ)Bf(tU(t),U"(t))dt

T
+o0o

€+ 5 [ @21 () @) d

E+ Ly (M) (I*a) (z) + Lo (Ms) (I20) (z) + (I*c) (z)
£+ Ly (My) (I'a) (0) 4 Ly (Ms) (12b) (0) + (I1c) (0)
= £+ ALy (M) + BLy (M) + C.

IA A

De la méme maniére, on a

—+o00
1

() @) = |5 [ =0 ) @)

x

< ALy (M) + BiLy (M) + Cy,
et
@' @] = | [ =0 f .0 @)

T

S A2L1 (Mg) -+ BQLQ (Mg) -+ 02.

Ce qui signifie que 'ensemble T' (K y;,\ Ky, ) est uniformément borné.
Etape 2 : L’ensemble T (FM2\K Ml) est équiconvergent a +o00.
En utilisant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue (voir la
preuve du Lemme , on a

lim (Tu)(x)=¢.

T—+00
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Ce qui signifie que
Ve > 0,30, () > 0,Yu €Ky, \ K, V> 6, (¢), [(Tu) (x) — €| <e. (3.2)
De la méme maniére, on a
Ve > 0,36 (e) > 0,Yu €K\ K, Vo >0 (2), |(Tw) ()| <&,  (3.3)
et

Ve > 0,36 (c)> 0,Vu €K \K Ve >5(e), [(Tu) ()] <e.  (3.4)

Alors d’apres , et , il s’ensuit que I'ensemble T’ (FMQ\K M1>

est équiconvergent en +o00.

Etape 3 : L’ensemble T (FM2\K Ml) est équicontinu sur chaque intervalle
compact de R*.

Soit u € K, \ Ky, et 0 < 2; < 1, alors on a

() (2) = @) ) = 5| [ (=GO dt~ [ (6= G0
1 iZo )
< g [@-m) - @-s) gl
1 .
tap (t—a1)" |g (t)] dt.
C’est-a-dire
|(TU) (Ig) - (TU) ((L’l>| < F1 (Il,ZL’Q) + F2 (Z)’Jl, IQ) y (35)
ou 1 —+o0
F (171, IL‘Q) = g / [(t — x2)3 _ (t — {L‘l)?’} |§(t)| dt,
et



D’autre part, on a

Fy (21, 25) < %/((t—@)?’—(t—xl)?’)(a(t)Ll (u(t)) +b(t) L (u" (1) + ¢ (t))dt

< D g!%) /((t — o) = (t— 20)))a (1) dt
+L2 g!”?) /((t—@) —(t—az)*)b(t)dt
N O
. / (¢ = 22)° = (t = 2))c (t) dt
Comme . .
/(t—xl)?’a(t) it < /t3a(t) dt < +o0,
et

lim (t—a1)%a(t) = (t —x2)°a(t),

T1—T2
alors en utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il
s’ensuit que

—+o00 400

lim [ (t—ax)%a(t)dt = / (t —z5)%a(t)dt.

Tr1—I2

0 0

De la méme maniére, on a

+oo +oo
lim [ (t—x)%b(t)dt = / (t —22)° b (t) dt,
' ’ 0 0
et
+oo +oo
im [ (= 21)Pc(t) dt = / (t—22)% ¢ () dt
0 0



Alors si on pose par définition
6 (€) = 5 (Ly (My) + Ly (My) + 1),
on obtient
Ve > 0,305 (c) >0, (Jxy — 22| < 03(e) = Fi (v1,22)) <¢). (3.6)

D’autre part, on a

z2

/ (t—2)® GO)dt < suplg(0) / (t—21)° dt
teR+

< sup g (t)] (v —21)".
teR+

1
9

sup [ (£)] + 1
tel

Alors si on pose par définition d4 (¢) = 6 , on obtient

Ve > 0, = (54 (5) > 0, (|ZL’1 — I2| < 54 (6) = Fy (131,.132)) < 8) . (37)
Alors d’apres (3.5)), et et si on pose 05 (¢) = min (03 (¢), d4 (€)),

on obtient

Ve >0, 365(c) > 0Yu € K, \Kar,, (|21 — 22| < 05 () = [(Tw) (z2) — (Tw) (21)]) < €).
De la méme maniére, on peut prouver que

Ve >0, 385 (g) >0, Vu € Ky, \ Ky, (|21 — 22| < 06 (e) = [(Tw) (z2) — (Tw)’ (1’1)‘) <e),
et

Ve >0, 37 (g) >0, Vu € Ky \ Ky, (|21 — 22| < 67 (6) = ‘(TU)N (z9) — (Tw)" (ml)}) <e).

Il s’ensuit alors que l’ensemble T' (FM2\K Ml) est équicontinu sur chaque
intervalle compact de R*.

D’apres les étape 1, 2 et 3 et en utilisant la proposition on en déduit
que ’ensemble 7' (FMQ\K Ml) est relativement compact.

Maintenant, on va prouver que 'opérateur 7" est continu.
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En effet, soit u € T (Kp,\Kn,) et (up),cy une suite arbitraire dans
T (K, \Kap, ) avec lim u, = u, alors on a lirJrn Uy () = u(x)et lir+n u! (x) =

n—-+4o0o
u” (z) pour x € R et en utilisant le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue, on a

+o00 +oo
dm g [ 6=t 0 @)= [ (-0 F ) ©)a

et alors pour tout € I, on a la convergence ponctuelle

nlim (T'uy,) () = (Tu) (x).

——400

Maintenant, on va prouver que

lim Tu,, = Tu.

n—-+o0o

Soit (vy),cy une sous suite de la suite (T'u,), . Comme T (K yp\Ka,)
est relativement compact, alors il existe une sous-suite (v, ) de la suite

niEN
(Vn)pen €t une fonction y € E telles que linj Up, = y. Par l'unicité de la
ng——+oo
limite on a y = T'u, ce qui signifie que lim Twu, = Tu.

n—-+00
Maintenant, soit u € K avec ||lu||, = M, alors 0 < u® (z) < M, pour
i=20,1,2 et tout x € RT.
Puisque par les hypotheéses (H2) et (H) on a

ALy (My) + BLy (M) +C < € — My,
et
f(zu(z), v’ (z) > —[a(x) L (u(z)) +b(2) Ly (u”" (2)) + ¢ (2)],

on obtient

(Tu)(z) = &+ +foo(t — )’ f(tu(t),u" (t))dt
> -5 +foo(t — ) [a (t) Ly (u(t)) + b () Ly (u" () + ¢ (t)] dt
> t—3 +0foo(t —2)* Ja(t) Ly (w (t)) + b (t) Ly (u" (t)) + ¢ ()] dt
> & —[ALy (My) + BLy (M) + C]
> M= ull,-
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Ce qui implique que

[Tully = ull; -

De la méme maniere soit, u € K N (Kp,\Kyy) avec ||ull, = Mo, alors
0 < u® (z) < My, pour i =0,1,2 et tout x € RF.

Puisque par les hypotheéses (H3) et (H), on a

ALy (My) + BLy (M2) + C' < min(§, Mz —€),

et

f(zu(z),u" (z) < alz) Ly (u(@) +b(x) L (u” (2)) +c(2),
on obtient

(Tw) (z) = &+4 +Oo(t — )’ f(t,u(t),u" (t))dt
+00

< g [ (=) [a(t) Ly (u(t) +b(t) Ly (u" (1)) + ¢ (1)] dt
< E+ g +Ofoo(t — ) [a (t) Ly (uw (t)) + b (t) Ly (W (1)) + ¢ (¢)] dt
< &+ [ALy (My) + BLy (Ms) + C
< &4 min(¢, My —¢§)
< Mz = lull,-
C’est-a-dire
(Tw) (z) < My = ||u||,, pour tout = € 1. (3.8)
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De la méme maniére, on a

+o0
T @) = 5 [ (=) f o) 0) d
< 5 [ =0 ) L)+ (0 Lo (0" (1) + (0] d
< % / (t = 2)2 [0 (8) Ly (u (£)) + b () Lo (u" (8)) + ¢ (£)] dt
< ALy (M) + B1Ly (Ms) + Cy
2M2 ’
<
- 2
= M= |lul,.
C’est-a-dire
(Tw)' () < My = ||u|,, pour tout = € RY, (3.9)
et
T @) = [ (=) f .o @) de

IN

IN

<
<

Ca veut dire que

T
—+00

/ (t—2) [0 (8) Ly (w(8) + b (£) Lo (u” () + c (£)] dt

/ (t—2)*[a(t) Ly (u(t)) +b(t) Ly (W () + ¢ (t)] dt
/012L1 (M3) + BayLy (Ms) + Cy

My = |full, -

(Tw)" (z) < My = ||ul|,, pour tout z € RT. (3.10)
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Alors d’apres (3.8]), (3.9) et (3.10]), il s’ensuit que

[ Tully < flull,

et par conséquent d’aprés le théoréme on obtient que le probleme (3.1))
admet au moins une solution positive u telle que

My < ull, < M.

3.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple illustrant I’application de notre
résultat.
Considérons le probléme suivant :

o (2))
u® (7)) =3[ e® —eul — W , T € RT,
+ (u” (z

lim u(z) = V2, (3.11)

Tr—400

lim @ (z) = 0 pour i = 1,2, 3.

T—+00

Si on pose par définition

On a
|f (@, u,v)| < a(x) Ly (w) +b(z) Lz (v) + ¢ (z),
Lo(w)=1—e Ly(v)=1— 1+1v2’
et .
a(x):b(x):c(m):€6 .



Ainsi, on a

et
“+o00

1 1

Ay =By =Cy= [ —te™'dlt = —.

2 2 2 /66 6
0

On va prouver que le probléme a valeur finale (3.11)) admet au moins une
solution positive u telle que

Tout d’abord, il est facile de voir que les fonctions L; et Lo sont croissantes
sur RT.

D’autre part, on a

1 1 1 1 1
AL (M BL, (M =—(1—-- —[1—-= — =10.3831
1 (M) + o (My) +C 6( 6>+6( 3)+6 0.38313,

et
£— M, =2 —1=041421.

Ce qui signifie que
ALy (My) + BLy (M) + C < & — M.
De la méme maniére, on a
ALy (Ms) + BLy (M) + C = 0.45893 < min (&, My — £) = 0.58579,

AlLl (MQ) —f- B1L2 (MQ) —f- Ol - 045893 S 4,

et
AsLy (Mg) + BoLo (Mg) + Cy = 0.45893 < 2.

Alors d’apres le théoréme il s’ensuit que le probléme (3.11) admet au
moins une solution positive u telle que 1 < [jul|, < 2.
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Chapitre 4

Existence et unicité de
solutions d’un probléme a
valeur finale pour des équations
différentielles quasi-linéaires du
quatriéme ordre avec déviation
d’argument

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est ’étude de 'existence de solutions d’un pro-
bléme & valeur finale concernant une équation différentielle quasi-linéaire du
quatriéme ordre avec déviation d’argument. Plus précisément, on considére
le probléme suivant :

(i, (W")" () = f(z,u(o (2))), = € R,

(4.1)

ot ¢, (y) = P ?y,yeR, p>1, f: R* x R — R, est continue, & € R et
o:RT — R telle que lim o (t) = +o0.

t——+o0
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L’objectif de ce chapitre est de prouver 'existence de solutions pour le
probléme , en utilsant le théoréme du point fixe de Schauder ainsi que
d’examiner 'unicité de solutions pour le cas p = 2.

Le plan de ce chapitre est comme suit : dans la section 2, nous donnons
quelques définitions et résultats préliminaires qui seront utilisés dans la suite
de ce chapitre. Le résultat principal est présenté et prouvé dans la section 3,
suivi d’un exemple dans la section 4 illustrant ’application de notre résultat.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [23)].

4.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques définitions et résultats préliminaires
qui seront utiles dans la suite de ce chapitre.
Considérons ’ensemble suivant

C, = {ueC(R+,R), lim u () ER}.

Tr——+00

Notons que ((, ||.||,) est un espace de Banach, ot

lullg = sup [u ()]

zERT

Définition 4.1 [6/) Un ensemble A C C(R*,R) est dit équiconvergent en
+00 si toute fonction u de A a une limite finie en +o00 et de plus,
Ve > 0,3 d(e) > 0 tel que, pour toute fonction u de A,¥x > §(e), on a

u(z) — lir}rl u(x)| <e.

Définition 4.2 Un ensemble A € C (R, R) est dit équicontinu sur chaque
intervalle compact de R si pour chaque € > 0, il existe §; (€) > 0 tel que, pour
toute fonction u de A et tous v et x5 dans RT, la condition |z — 21| < 61 (g)
implique |u (x9) —u (x1)] < €.

La proposition suivante donne le critére de compacité de Corduneanu.
Proposition 4.1 ([6, Lemma 1 page 149] ou [I8, Page 62])Un ensemble A

de C (R™,R) est relativement compact si et seulement si
(1) A est uniformément borné dans C (RT,R),
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(i1) AN est équicontinu sur chaque intervalle compact de RT,
(iii) A est équiconvergent en +00.

Les résultats que nous présentons ici sont obtenus en utilisant le théoréeme
du point fixe bien connu de Schauder.

Théoréme 4.1 (Théoréme de Schauder [3]) Soit E un espace de Banach et
X un sous-ensemble non vide convexe et fermé de E. Si S est une appli-
cation continue de X dans lui-méme et SX est relativement compact, alors
Uapplication S a au moins un point fixe.

Définition 4.3 On dit que u est une solution du probléme st
(i) ue C?*(RT, R) et ©, (u") € C? (RT, R).
(i) u satisfait (4.1]).

Maintenant pour r > 0, on pose par définition

a, (xr) = max |f (x,v)|, pour tout x > 0,
llvllo<r

et on suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites
+oo
(H1) [ a,(z)dzx < +oo,
0

(H2) +Of°°t¢;1 <7w(3 —t)an (s) ds) dt <,

t

(H3) [ oot (To(s —t)ar (s) ds> dt < +o0.

0 t

4.3 Reésultat principal

Dans cette section, on énonce et on démontre notre résultat principal.
Posons

X={ueq, [u=¢l,<r},

our > 0.
Il n’est pas difficile de voir que X est un sous-ensemble non vide fermé et
convexe de (.
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On définit 'opérateur T" par
T: X —
+o00o
u o (Tu) (1) = €+ | (t—2) Gy (1) dt,

ou
—+o00

G, (1) = ;' / (s — 1) f (s.u (0 (s))) ds

t

Lemme 4.1 Supposons que les hypothéses (H1), (H2) et (H3) soient sa-
tisfaites, alors une fonction uw € X est une solution du probléme si et
seulement si u est un point fixe de 'opérateur T .

Preuve: Soit u € X un point fixe de T' ¢’est-a-dire
+o0
u(z) =6+ / (t—x) G, (t)dt, z € RY.
Alors on a
u" (z) =G, (z), v € R,
Ce qui entraine que
+o00
b)) = [ (=0 f O dr, xR,

et par conséquent, il s’ensuit que

(0, (@) () = f (z,u(0(2))), v €RT. (4.2)
D’autre part, on a
+00
u(x)—§¢ = / (t—x)G,(t)dt

x
“+o00

_ / Xioosoot (D) (£ — ) Gy (1) d,

o
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Ol X[ 400 €St la fonction caractéristique définie pour tout ¢ € R par

(1) = 1site [z, +o0],
Xl \) = 0sit ¢ [x, +00].

Ce qui entraine que
400
u(z) =€ < / Xfe.too] (1) 1) () dt
0

et en utilisant ’hypotheése (H2) et le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue, on obtient

lim |u(z) —¢| =0.

r—+00
D’ou
lim u(x) =¢&. (4.3)

r—-+00

De la méme maniére, on peut prouver que

hIJP u (x) =0 pour i = 1, 2, (4.4)

et
mhm (0, (")) (z) =0, (4.5)
et par conséquent d’apres (4.2 - . et (4.5)), il s’ensuit que u est une

solution du probléme (4.1)).
Inversement, supposons maintenant que v est une solution du probléme

(4.1) dans X, alors on a

(o, (u / ftu( )) dt, pour tout z € R,

D’ou
+00 +00
e, (u") (x) = / /f s,u (o (s))) dsdt, pour tout x € R

= / (t—x) f(t,u(o(t)))dt, pour tout v € RT.

T
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C’est-a-dire
u" () = G, (z), r € RT.

Alors, on a
+o0o

u(x)zf—l—/(t—x)(}'p(t)dt, r € RT.

x

Ce qui signifie que u est un point fixe de 7" dans X. m
Maintenant on énonce et on prouve notre résultat principal.

Théoréme 4.2 Supposons que les hypothéses (H1), (H2) et (H3) sont
satisfaites alors le probleme admet au moins une solution.

Preuve: La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
Etape 1: TX C X.
Soitue X etz €R", ona

“+oo

(Tu) (z) — €] = / (t— )G, (1) dt

T

< 70<t—x>|Gp<t>|dt

- 7@—@ 7m<3_t)f<s,u(g<s>>>ds o
e e ..

< [t [e-na@a) a

< 7015 +/oo(s—t)ar(s)ds pildt.

Alors en utilisant ’hypothese (H2), on obtient
|(Tu) (x) =&l <,

et par conséquent, il s’ensuit que||Tu — ||, < 7.
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Etape 2 : L’ensemble T'X est un sous-ensemble uniformément borné de
lespace C;.Soit u € X et x € R, on a

“+o00

(Tu) (z)] = £+/<t—x>Gp<t>dt

T

+oo
< l¢+| [ ¢-0G @0
< €]+
C’est-a-dire
[Tully < [€]+ .

Ce qui signifie que ’ensemble T'X est un sous-ensemble uniformément borné
de l’espace (.

Etape 3 : L’ensemble T'X est équiconvergent en +oco.

Soit u e X et z € R™, on a

+oo

(Tu) (r) — ¢ = /(t—x)Gp@)dt
+o0o

- / Nt (1) (£ — ) Gy (£) .

0
Ce qui entraine que

+oo

(Tu) () — €] < / Nirotool ()G (1) ]

0

et en utilisant ’hypothese (H2) et le théoréeme de la convergence dominée
de Lebesgue, on obtient

lim |(Tw) (z) — & =0.

r——+00
Alors on a
lim (Tu)(x)=¢.

T—-+00
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Ce qui signifie que
Ve >0, 3d2(e) >0, YVu € X,V >da(e), |(Tu) (z) —¢| < ¢,

et par conséquent, il s’ensuit que I’ensemble T'X est équiconvergent en +o0.
Etape 4 : L’ensemble T'X est équicontinu sur chaque intervalle compact
de R*.
SoitueTX,e>0et 0<x; <xy <400, alors on a

17 u) (a2) = T (@) 2)| = | [ (¢ =) Gy e~ [ (=) Gy ().
Ce qui donne

IT () (22) — T () ()| = / (t = 22) — (t — 22)) G, (1) i — / (t— 1) Gy (1)t

+oo T2
Ce qui signifie que
T (u) (z2) — T (u) (x1)| < Fiy (21, 22) + F2 (21, 72) , (4.6)
ou
+o00
Fy (21, 72) = / (3 — 1) G, (£) dt]
et

T2

Fy (21, 22) = /(t—xl)Gp (1) dt] .

1

Maintenant, on a

Fi(ona) < (o—o) [ IGy(0)]dt

2
1

< (o) [ ([ e-naeas) a

xo t
1

< (22— 1) To (TO(S —t)a, (s) dS) Tt

0 t
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Alors, d’aprés 'hypothese (H3) et si on pose par définition 63 (¢) = §(L1+1),

ou
1

+oo [/ +o0 p=1
L, = / / (s —t)a,(s)ds dt,
0 t
on obtient
Ve >0, 385 () > 0, (|x2 — 2| < 85 (e) = By (w1, 12) < g) .
D’autre part, on a
F2 (1'1,332) = f(t—ﬂfl) Gp (t) dt
1

< (r2-m) f G, (1) di

< (w—m) [ IG,(®)]at
= Ly(zy— a:f) )
Et par suite
Ve >0, 365 (c) >0, (|a:2 — 21| < 83 () = Py (a1, 02) < g) L (48)

Alors d’apreés (4.6]), (4.7) et (4.8]), on obtient
Ve >0, 303(e) >0, Vu € X, (lz2 — 21| < d3(e) = [(Tu) (x2) — (Tw) (z1)]) <€),

et par conséquent, il s’ensuit que I'ensemble T'X est équicontinu sur chaque
intervalle compact de R™.

Etape 5:

L’operateur 71" est continu.

Soit (uy,),cy une suite dans X, avec lim wu, = u dans X, alors on a

n—-+o00

1iIJ£l U, (0 (z)) =u (o (x)) pour tout z € R,

Maintenant d’aprés le théoréme de la convergence dominé de Lebesgue, on a

dim [ (= 0) Gyt o @)t = [ (-G, ulo @) dr
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et par conséquent, on a la convergence ponctuelle

lim (Tu,) (z) = (Tu) (x), pour tout x € R*.

n—-4oo

Maintenant, on va prouver que

lim Tu, = Tu.
n—-+00
Soit (Vp,),,en Une sous-suite de la suite (T'u,,),, oy - Puisque T'X est relative-
ment compact, alors il existe une sous-suite (wy), .y de la suite (vp,),,cn €t
une fonction u € F telles que lim wy = w. Par unicité de la limite on a

k—4o00

u = Tu. ce qui signifie que lim Twu, = Tu et par conséquent, il s’ensuit que

n—-+o0o

Iopérateur T est continu.

En conclusion, on a prouvé que l'opérateur 7' satisfait aux hypothéses du
théoréme de Schauder et par conséquent, le probléme a valeur finale
admet au moins une solution.

La preuve du théoréme [4.2] est terminée. m

Remarque 4.1 L’unicité de la solution du probléme a valeur finale est
établie pour p = 2 sous les conditions suivantes :
(H4) Il existe une fonction L : RY — R* telle que |f (z,u) — f (z,v)] <
L (z)|u — v|, pour tout x € RY, et pour tout u € R et v € R.
+oo +oo
(H5) [ (t—zx) < [ (s—t)L(s) ds) dt < 1, pour tout x € RT.
T t
Théoréme 4.3 Supposons que les hypothéses (Hi) pour i=1,...,5 sont sa-
tisfaites, alors pour p = 2 le probléme admet une unique solution.

Preuve: Supposons que le probléme a valeur finale (4.1]) admet deux solu-
tions u; et ug, alors pour tout x € R, on a

ul (@) —ul (2) = f(r,u (0 (@) = f(2,us (0 (2)))

< L) |us (o () — uz (o (2))"7"
< L(2)[|ur — uglfy-
D’ou
wn (2) — s () < Hul—ugHO/(t—x) /(s—t)L(s)ds dt.
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Ce qui implique que
“+oo “+o0o

Jus = ually < s = wally [ (=) | [ s=0)L(5)ds |

T t

et par conséquent, en utilisant ’hypothése (H5), il s’ensuit que
[ur — uzlly = 0.

Ce qui signifie que u; () = ug (x), pour tout z € RT. =

4.4 Applications

Dans cette section, on donne quelques exemples illustrant 1’application
de notre résultat.

Exemple 4.1 On considére le probléeme suivant :

(

AN (p — 2)217 (2—p)z,,p—1 z +
(0 (u")) (@Zme W (o) T ERT,
Jm (@) =0, (4.9)
liril u® (2) =0 pouri=1, 2,
| Tl (g, () (@) =0,
ou p > 2.
Dans cet exemple, on a
_9)?%
a,(x) = %ﬂ)_le@_p)w, avecr >0 et v € RT.
p J—
Dot .
/ a, (z)dx = (r=2""
TR
0
+oo +o0 9 9 +o00
— 2—p
/ to, ! / (s—t)a,(s)ds | dt = (%) r / te(GZR)tqy
0 t 0
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et

Alors d’aprés le théoréme il s’ensuit que le probleme (@ admet au
moins une solution.

Exemple 4.2 Considérons le probléme suivant :

u® (2) = e *u(42), v € RT,
ot (7) =1, (4.10)

lim @ (2) =0 pouri=1, 2, 3.

T—+00
Dans cet exemple, on a

ay(x) =re ™ avecr >0 et x € R,

et
+o0o +oo
—5x r
a, (x)dx = | re dx:g,
0 0
+oo  +oo +oo  +oo
/t/(s—t) a, (s)dsdt = /t/(s—t) re " dsdt
0t 0t
- —r<
625 =
et
+00 400

1
— —5s = —
//(s t)re "*dsdt T
0t

Alors d’aprés le théoréme il s’ensuit que le probléme admet au

moins une solution.

74



Maintenant, puisque

+o00 +o0
/ (t — ) / (s —t) e *dsdt = iTE) < 1 pour tout v € R*,
T t

alors d’aprés le théoréme il s’ensuit que le probléme admet une

unique solution.

5
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, on a étudié quelques résultats d’existence et d’unicité de
solutions pour certaines classes d’équations différentielles quasi-linéaires du
quatrieme ordre faisant intervenir ’opérateur p-laplacien avec des conditions
initiales non locales dans des domaines non bornés ou a valeurs finals. Ces
résultats sont obtenus en utilisant un argument de points fixes de Krasno-
selskii et de Schauder et de la théorie des sous et sur-solutions couplée avec
la technique itérative.

Les travaux réalisés dans cette theése offrent des perspectives trés intéres-
santes.

Pour nos futures recherches, nous avons pour objectif d’étudier les pro-
blémes suivants :

1) Etude de lexistence des solutions extrémales pour des systémes d’équa-
tions différentielles quasi-linéaires d’ordre quatre dans un domaine non borné.

2) Etude de 'existence des solutions positives pour certaines classes d’équa-
tions différentielles quasi-linéaires d’ordre quatre, en utilisant des méthodes
topologiques.

3) Etude de lexistence des solutions pour certaines classes d’équations
différentielles quasi-linéaires d’ordre quatre faisant intervenir I'opérateur bi-
p laplacien en utilisant des méthodes variationnelles.

4) Etude de l'existence et I'unicité des solutions pour certaines classes
d’équations différentielles quasi-linéaires d’ordre quatre avec argument avancé
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Abstract

The object of this thesis is the study of the existence of solutions for certain
classes of fourth order quasi-linear differential equations involving the p-
Laplacian operator with nonlocal initial or terminal value conditions in
unbounded domains using the upper and lower solutions method coupled with
the monotone iterative technique, the fixed point theorems of Krasnoselskii and
Schauder.

Key words
Half-line, bi-p-Laplacian, multipoint and nonlocal conditions, upper and lower

solutions, monotone iterative technique, Fourth order differential equation,
Guo-Krasnoselskii theorem , Shauder fixed point theorem.
AMS Subject Classification: 34B10, 34B15 - 47N20, 34B40, 34B18, 47H10

Résumé

L'objet de cette these est I'étude de l'existence de solutions pour certaines
classes d'équations différentielles quasi-linéaires du quatrieme ordre faisant
intervenir l'opérateur p-Laplacien avec des conditions initiales non locales ou
finales dans des domaines non bornés en utilisant la méthode des sous et sur
solutions couplée avec la technique itérative, les théoréemes du point fixe de
Krasnoselskii et Schauder.

Mots clés

Demi-droite, conditions initiales non locales, sur et sous solutions, bi-p-
Laplacien, technique itérative monotone, équations différentielles du quatrieme
ordre, théoreme de Guo-Krasnoselskii, théoreme du point fixe de Shauder.
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