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Introduction

L�objectif de cette thèse est l�étude de l�existence de solutions pour cer-
taines classes d�équations di¤érentielles quasi-linéaires du quatrième ordre
faisant intervenir l�opérateur p-Laplacien avec des conditions initiales ou �-
nales dans des domaines non bornés.
L�opérateur p-Laplacien joue un rôle important dans certaines applica-

tions physiques comme les problèmes des �uides non-Newtoniens, l�élasticité
non-linéaire et la glaciologie (voir [30] et [66]).
Les problèmes aux limites sur des intervalles in�nis se posent naturelle-

ment dans l�étude des solutions radiales symétriques d�équations elliptiques
non-linéaires, la géophysique et divers phénomènes physiques, tels que la
théorie de vidange des écoulements drainants, la physique des plasmas, le
transfert de chaleur entre solides et gaz, la physique nucléaire, l�écoulement
instationnaire de gaz à travers un milieu poreux semi-in�ni et dans la dé-
termination du potentiel électrique dans un atome neutre isolé (voir [2], [9],
[16], [37], [51], [61], [62] et [67] ). Ces problèmes ont été étudiés par plusieurs
auteurs en utilisant les théorèmes des points �xes de Banach et Schauder, la
théorie des points critiques, la théorie des sous et sur-solutions couplée avec
la technique itérative, la théorie du degré topologique de Mawhin. (voir [2],
[5], [9], [14], [15], [17], [[20]- [27]], [[32]- [34]], [36], [55], [68] et [79] ).
Il est bien connu que la méthode des sous et sur-solutions couplée avec la

technique itérative a été utilisée pour prouver l�existence de solutions pour
les problèmes aux limites non-linéaires dans des domaines non bornés par
plusieurs auteurs (voir [26], [46], [47], [53, Chapter 1 Section 6], [64] et [65]).
Les problèmes à valeurs �nales pour les équations di¤érentielles sur des

domaines non bornés ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant les

3



théorèmes des points �xes dans les cônes, la théorie des points critiques, la
méthode des sous et sur-solutions, la méthode des approximations succes-
sives, (voir [6], [31], [48], [49], [58], [60], [70] et [71]).
Dans [58], les auteurs ont étudié le problème suivant :(

�u00 (x) = f (x; u (x)) ; x 2 R+,
lim

x!+1
u (x) = �, (1)

où f : R+ � R! R; est une fonction continue et � > 0.
En utilisant le théorème du point �xe bien connu de Guo�Krasnoselskii, les
auteurs ont prouvé que le problème (1) admet au moins une solution positive.
Les équations di¤érentielles avec déviation d�argument proviennent des

modèles de croissance cellulaire biologique et d�une généralisation du modèle
d�absorption de la lumière d�Ambartsumyan dans l�espace interstellaire (voir
[35] et [74]).
Dans [73], les auteurs ont étudié le problème suivant :(

u0 (x) = f (x; u (�1 (x)) ; :::; u (�k (x))) ,
lim

x!+1
u (x) = �, (2)

où � 2 Kn et K représente la droite réelle R ou le plan complexe C, f :
[x0;+1)� (Kn)k ! Kn est localement de Caratheodory et de plus les fonc-
tions à valeurs réelles �i, i = 1; 2; :::; k sont supposées continues sur [x0;+1)
telles que lim

x!+1
�i (x) = +1 pour i = 1; 2; :::; k. En utilisant le théorème du

point �xe de Schauder, les auteurs ont prouvé que le problème (2) admet au
moins une solution et sous une condition généralisée de Lipschitz, les auteurs
ont prouvé que le problème (2) admet une unique solution.
Cette thèse est constituée de quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, en utilisant la méthode des sous et sur-solutions

couplée avec la technique itérative, on montre l�existence de solutions mini-
males et maximales pour le problème suivant :8>>>><>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= f (x; u; u00) ; x 2 I;

u (0)� au0 (0) =
m1P
i=1

ai1u (�i1) ;

'p (u
00) (0)� b

�
'p (u

00)
�0
(0) =

m2P
i=1

ai2u
00 (�i2) ;
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où 'p (y) = jyj
p�2 y; y 2 R; p > 1; I = ]0;+1[ ; f : I � R2 ! R est continue,

aij � 0 et �ij 2 I pour tout i = 1; 2; :::;mj et j = 1; 2 et a; b sont des nombres
réels positifs.
Le second chapitre est consacré à la construction des solutions extrémales

en utilisant la méthode des sous et sur-solutions pour le problème aux condi-
tions initiales suivant :8<:

�
'p (u

000)
�0
= f (x; u; u00; u000) ; x 2 I;

u (0)� au0 (0) = g1 (u) ;
u00 (0)� bu000 (0) = g2 (u00) ;

où 'p (y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1; I = ]0;+1[ ; f : I � R3 ! R est une
fonction continue qui satisfait des conditions de typeWintner-Nagumo, et
g1 : C

3 (I; R) ! R est continue croissante, g2 : C1 (I; R) ! R est continue
décroissante et a et b sont des réels positifs.
Le troisième chapitre a pour objectif d�étudier l�existence de solutions

positives, en utilisant le théorème du point �xe de Krasnoselskii pour le
problème à valeur �nale suivant :8><>:

u(4) (x) = f (x; u (x) ; u00 (x)) ; x 2 R+,
lim

x!+1
u (x) = �,

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2; 3,

où f : R+ � R2 ! R; est continue et � > 0:
Dans le dernier chapitre, en utilisant le théorème du point �xe de Schau-

der, on montre l�existence de solutions pour le problème à valeur �nale avec
déviation d�argument suivant :8>>>><>>>>:

('p (u
00))00 (x) = f (x; u (� (x))) ; x 2 R+,

lim
x!+1

u (x) = �;

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2;

lim
x!+1

('p (u
00))0 (x) = 0;

où 'p (y) = jyj
p�2 y; y 2 R; p > 1; f : R+ � R �! R; est continue, � 2 R et

� : R+ �! R+ telle que lim
x!+1

� (x) = +1:
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Chapitre 1

Existence de solutions
extrêmales pour une équation
di¤érentielle quasi-linéaire du
quatrième ordre sur la
demi-droite avec conditions
initiales multipoints sans
conditions à l�in�ni

1.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence de solutions minimales
et maximales pour le problème suivant :8>>>><>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= f (x; u; u00) ; x 2 I;

u (0)� au0 (0) =
m1P
i=1

ai1u (�i1) ;

'p (u
00) (0)� b

�
'p (u

00)
�0
(0) =

m2P
i=1

ai2u
00 (�i2) ;

(1.1)

où 'p (y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1; I = ]0;+1[ ; f : I � R2 ! R est une
fonction continue, aij � 0 et �ij 2 I pour tout i = 1; 2; :::;mj et j = 1; 2 et
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a; b sont des nombres réels positifs.
Le but de ce chapitre est de montrer que la méthode des sous et sur-

solutions couplée avec la technique itérative, peut être appliquée avec succès
pour des problèmes de type (1.1). Notons également qu�à notre connais-
sance, il s�agit de la première fois qu�on utilise cette méthode pour prouver
l�existence de solutions pour des équations di¤érentielles quasi-linéaires du
quatrième ordre sur la demi-droite avec des valeurs initiales non locales et
sans conditions à l�in�ni.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la deuxième section, nous
donnons quelques dé�nitions et résultats préliminaires. Le résultat principal
est présenté et prouvé dans la troisième section, suivi de quelques exemples
dans la dernière section illustrant l�application de notre résultat.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [20].

1.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions et résultats préliminaires
qui seront utiles dans la suite de ce chapitre. On considère les deux problèmes
suivants : 8<:

�u00 (x) = g1 (x) ; 0 < x < r;
u (0)� au0 (0) = r1;
u (r) + bu0 (r) = r2;

(1.2)

et 8<:
�u00 (x) +M1u (x) = g2 (x) ; 0 < x < r;
u (0)� cu0 (0) = r3;
u (r) + du0 (r) = r4;

(1.3)

où g1; g2 : [0; r] ! R sont des fonctions continues, a, b, c et d sont des
nombres réels positifs, M1 est un nombre réel strictement positif et ri sont
des nombres réels pour i = 1; :::; 4.
On a les résultats suivants :

Lemme 1.1 Le problème (1.2) admet une unique solution donnée par

u (x) = h0(x)r1 +
1

�0
k0(x)r2 +

rZ
0

G0 (x; s) g1 (s) ds,

8



où

G0 (x; s) =

�
h0(x)k0(s) si 0 � s � x � r;
k0(x)h0(s) si 0 � x � s � r;

avec
h0(x) =

1

�0
(r + b� x) ; k0(x) = a+ x et �0 = a+ b+ r:

Preuve: La preuve est une conséquence du Lemme 2.1 dans [1].

Lemme 1.2 Le problème (1.3) admet une unique solution donnée par

u (x) = H0(x)r3 +
1

�
K0(x)r4 +

rZ
0

GM1 (x; s) g2 (s) ds;

où

GM1 (x; s) =
1

2
p
M1

�
H0(x)K0(s) si 0 � s � x � r,
K0(x)H0(s) si 0 � x � s � r,

avec

H0(x) =
1

�

h
(1 + d

p
M1)e

p
M1(r�x) � (1� d

p
M1)e

�
p
M1(r�x)

i
,

K0(x) = (1 + c
p
M1)e

p
M1x � (1� c

p
M1)e

�
p
M1x,

et

� = (1 + c
p
M1)(1 + d

p
M1)e

p
M1r � (1� c

p
M1)(1� d

p
M1)e

�
p
M1r:

Preuve: On pose par dé�nition

y(x) = u0(x) +
p
M1u (x) ; pour tout x 2 [0; r] : (1.4)

Alors d�après l�équation dans (1.3), on a

y0 (x)�
p
M1y (x) = �g2 (x) , pour tout x 2 ]0; r[ :

Ce qui entraîne

y(x) = e
p
M1x

0@y(0)� xZ
0

e�
p
M1sg2 (s) ds

1A ; pour tout x 2 [0; r] :
9



D�autre part, d�après (1.4), on a

u(x) = e�
p
M1x

0@u(0) + xZ
0

e
p
M1sy (s) ds

1A ; pour tout x 2 [0; r] :
Maintenant, comme

y(0) = u0(0) +
p
M1u(0),

alors si on pose
A = y(0) = u0(0) +

p
M1u(0), (1.5)

et
B =

p
M1u(0)� u0(0), (1.6)

on obtient

u(x) =
1

2
p
M1

0@AepM1x +Be�
p
M1x +

xZ
0

(e�
p
M1(x�s) � e

p
M1(x�s)g2 (s) ds

1A :
En utilisant les conditions aux limites dans (1.3) et les relations (1.5) et (1.6),
on obtient

A =
1

�

�
�2
p
M1(1� d

p
M1)e

�
p
M1rr3 + 2

p
M1(1 + c

p
M1)r4

�
+

1

�
(1 + c

p
M1)

rR
0

�
(1 + d

p
M1)e

p
M1(r�s) � (1� d

p
M1)e

�
p
M1(r�s)

�
g2(s)ds;

et

B =
1

�

�
2
p
M1(1 + d

p
M1)e

p
M1rr3 � 2

p
M1(1� c

p
M1)r4

�
�

1

�
(1� c

p
M1)

rR
0

�
(1 + d

p
M1)e

p
M1(r�s) � (1� d

p
M1)e

�
p
M1(r�s)

�
g2(s)ds:

Après quelques simples calculs, on obtient

u (x) = H0(x)r3 +
1

�
K0(x)r4 +

rZ
0

GM1 (x; s) g2 (s) ds:

10



On considère à présent le problème aux limites suivant :8>>>><>>>>:

�
'p (u

00)
�00
(x)�M2'p (u

00 (x)) = h (x) ; 0 < x < r;
u (0)� au0 (0) = r1;
u (r) + bu0 (r) = r2;

'p (u
00) (0)� c

�
'p (u

00)
�0
(0) = r3;

'p (u
00) (r) + d

�
'p (u

00)
�0
(r) = r4;

(1.7)

où h : [0; r]! R est une fonction continue et M2 est un nombre réel positif.

Proposition 1.1 Le problème (1.7) admet une unique solution donnée par

u (x) = h0(x)r1 +
1

�0
k0(x)r2 �

rZ
0

G0 (x; s)'
�1
p (y) (s) ds;

où

y (x) =

8>><>>:
h0(x)r3 +

1

�0
k0(x)r4 �

rR
0

G0 (x; s)h (s) ds si M2 = 0,

H0(x)r3 +
1

�
K0(x)r4 �

rR
0

GM2 (x; s)h (s) ds si M2 > 0;

et h0, k0, G0 et �0 sont dé�nies dans le Lemme 1.1, avec a = c et b = d:

Preuve: On pose par dé�nition

y (x) = 'p

�
u
00
�
(x) , pour tout x 2 [0; r] .

Alors y est une solution du problème suivant :8<:
y00 (x)�M2y (x) = h (x) ; 0 < x < r;
y (0)� cy0 (0) = r3;
y (r) + dy0 (r) = r4:

(1.8)

D�aprés les Lemmes 1.1 et 1.2, on déduit que le problème (1.8) admet une
unique solution donnée par

y (x) =

8>><>>:
h0(x)r3 +

1

�0
k0(x)r4 �

rR
0

G0 (x; s)h (s) ds si M2 = 0,

H0(x)r3 +
1

�
K0(x)r4 �

rR
0

GM2 (x; s)h (s) ds si M2 > 0:
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Puisque u00 = '�1p (y), alors u est une solution du problème suivant :8<:
�u00 (x) = �'�1p (y) (x); 0 < x < r;
u (0)� au0 (0) = r1;
u (r) + bu0 (r) = r2;

(1.9)

et par conséquent d�après le Lemme 1.1, il s�ensuit que le problème (1.9)
admet une unique solution donnée par

u (x) = h0(x)r1 +
1

�0
k0(x)r2 �

rZ
0

G0 (x; s)'
�1
p (y) (s) ds:

Lemme 1.3 On suppose que u satisfait8<:
�u00 (x) � 0; 0 < x < r;
u (0)� au0 (0) � 0;
u (r) + bu0 (r) � 0;

alors u (x) � 0, pour tout x 2 [0; r] :

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme 1.1.

Lemme 1.4 On suppose que u satisfait8<:
�u00 (x) +M u (x) � 0; 0 < x < r;
u (0)� a u0 (0) � 0;
u (r) + b u0 (r) � 0;

où M est un nombre réel strictement positif, alors u (x) � 0, pour tout x 2
[0; r] :

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme 1.2.
Dans tout ce qui suit, on pose par dé�nition

(Apu) (x) =
�
'p (u

00)
�00
(x)�M'p (u00) (x) , pour tout x 2 ]0; r[ ;

où M est un nombre réel strictement positif.
On a le résultat suivant :

12



Lemme 1.5 (Principe de comparaison faible)
Soient v1 et v2 telles que vi 2 C2 ([0; r]) ; 'p (v00i ) 2 C2 ([0; r]) ; i = 1; 2 et8>>>><>>>>:
(Apv1) (x) � (Apv2) (x) ; 0 < x < r;
v1 (0)� av01 (0) � v2 (0)� av02 (0) ;
v1 (r) + bv

0
1 (r) � v2 (r) + bv02 (r) ;

'p (v
00
1) (0)� c

�
'p (v

00
1)
�0
(0) � 'p (v002) (0)� c

�
'p (v

00
2)
�0
(0) ;

'p (v
00
1) (r) + d

�
'p (v

00
1)
�0
(r) � 'p (v002) (r) + d

�
'p (v

00
2)
�0
(r) ;

(1.10)

alors v1 (x) � v2 (x) et v001 (x) � v002 (x) ; pour tout x 2 [0; r] :

Preuve: On pose par dé�nition

y (x) = 'p (v
00
1) (x)� 'p (v002) (x) ; pour tout x 2 [0; r] :

D�après (1.10), on déduit8<:
y00 (x)�M y (x) � 0; 0 < x < r;
y (0)� cy0 (0) � 0;
y (r) + dy0 (r) � 0;

alors d�après le Lemme 1.4, on a

y (x) � 0, pour tout x 2 [0; r] .

C�est-à-dire

'p (v
00
1) (x) � 'p (v002) (x) , pour tout x 2 [0; r] .

Puisque '�1p est une application croissante, on a

v001 (x) � v002 (x) , pour tout x 2 [0; r] .

Si on pose z = u1 � u2; alors de l�égalité précédente et (1.10), on déduit8<:
z00 (x) � 0; 0 < x < r;
z (0)� a z0 (0) � 0;
z (r) + b z0 (r) � 0;

et par conséquent d�après le Lemme 1.3, il s�ensuit que

z (x) � 0, pour tout x 2 [0; r] .

C�est-à-dire
v1 (x) � v2 (x) , pour tout x 2 [0; r] :
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1.3 Résultat principal

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions, on énonce et on montre
notre résultat principal.
Notation : Soit A un sous ensemble de R; on note par C2loc(A) l�espace

des fonctions qui sont C2(K) pour chaque compact K dans A:

Dé�nition 1.1 On dit que u est une solution du problème (1.1) si
i) u 2 C2loc ([0;+1[) et 'p (u00) 2 C2loc ([0;+1[) :
ii) u satisfait (1.1)

Dé�nition 1.2 On dit que � est une sur solution du problème (1.1) si
i) � 2 C2loc ([0;+1[) et 'p (�00) 2 C2loc ([0;+1[) :
ii) 8>>>><>>>>:

�
'p (�

00)
�00 � f (x; �; �00) ; x 2 I = ]0;+1[ ;

� (0)� a�0 (0) �
m1P
i=1

ai1�
�
�i1
�
;

'p (�
00) (0)� b

�
'p (�

00)
�0
(0) �

m2P
i=1

ai2�
00 ��i2� :

Dé�nition 1.3 On dit que � est une sous solution du problème (1.1) si
i) � 2 C2loc ([0;+1[) et 'p (�00) 2 C2loc ([0;+1[) :
ii) 8>>>><>>>>:

�
'p (�

00)
�00 � f (x; �; �00) ; x 2 I = ]0;+1[ ;

� (0)� a1�0 (0) �
m1P
i=1

ai1�
�
�i1
�
;

'p (�
00) (0)� a2

�
'p (�

00)
�0
(0) �

m2P
i=1

ai2�
00 ��i2� :

Le résultat principal de ce travail est le théorème suivant :

Théorème 1.1 On Suppose que le problème (1.1) admet une sur solution
� et une sous solution � satisfaisant

� (x) � � (x) et �00 (x) � �00 (x) ; pour tout x 2 I:

Si f : I � R2 ! R est une fonction continue satisfaisant les hypothèses
suivantes :
(H1) f (x; u2; v)� f (x; u1; v) � 0 pour � (x) � u1 (x) � u2 (x) � � (x) et

�00 (x) � v (x) � �00 (x) pour tout x 2 I,

14



et
(H2) Il existe un nombre réel positifM tel que f (x; u; v2)�M'p (v2 (x)) �

f (x; u; v1) � M'p (v1 (x)) pour � (x) � u (x) � � (x) ; �00 (x) � v1 (x) �
v2 (x) � �00 (x) ;8 x 2 �I.
Alors le problème (1.1) admet une solution maximale u� et une solution

minimale u� telles que pour toute solution u de (1.1) avec

� (x) � u (x) � � (x) et �00 (x) � u00 (x) � �00 (x) dans I,

on a

� (x) � u� (x) � u (x) � u� (x) � � (x) et
�
00
(x) � u�00 (x) � u00 (x) � u00� (x) � �00 (x) dans I.

Preuve: On considère le problème auxiliaire suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(Apun) (x) = Fn (x) ; x 2 In;
un (0)� au0n (0) =

m1P
i=1

ai1Un�1 (�i1) ;

un (n) = u
(0) (n) ;

'p (u
00
n) (0)� b

�
'p (u

00
n)
�0
(0) =

m2P
i=1

ai2U
00
n�1 (�i2) ;

'p (u
00
n) (n) = 'p

�
(u(0))00

�
(n) ;

(1.11)

où la suite de fonctions (Un)n2N est dé�nie par

U0 = u
(0) où u(0) est soit la sous solution � ou la sur solution �,

et

Un (x) =

�
un (x) ; x 2 �In;
u(0) (x) ; x 2 �I n �In,

avec In = ]0; n[, pour n 2 N�, et

Fn (x) = f
�
x; Un�1 (x) ; U

00
n�1 (x)

�
�M'p

�
U 00n�1 (x)

�
.

Étape 1 : Pour tout n 2 N�; le problème (1.11) admet une unique solution
un telle que un 2 C2

�
In
�
et 'p (u

00
n) 2 C2

�
In
�
:
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Pour n = 1, on a8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(Apu1) (x) = F1 (x) ; x 2 I1;
u1 (0)� au01 (0) =

m1P
i=1

ai1U0 (�i1) ;

u1 (1) = u
(0) (1) ;

'p (u
00
1) (0)� b

�
'p (u

00
1)
�0
(0) =

m2P
i=1

ai2U
00
0 (�i2) ;

'p (u
00
1) (1) = 'p

�
u(0)00

�
(1) ;

(1.12)

comme U0 = u(0) 2 C2
�
I1
�
; f et 'p sont continues, alors d�après le corollaire

1.1 , le problème (1.12) admet une unique solution u1 telle que u1 2 C2
�
I1
�

et 'p (u
00
1) 2 C2

�
I1
�
.

On suppose pour n > 1 �xé, que le problème (1.11) admet une unique
solution un telle que un 2 C2

�
In
�
et 'p (u

00
n) 2 C2

�
In
�
, et on montre que le

problème suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(Apun+1) (x) = Fn+1 (x) ; x 2 In+1;
un+1 (0)� au0n+1 (0) =

m1P
i=1

ai1Un (�i1) ;

un+1 (n+ 1) = u
(0) (n+ 1) ;

'p
�
u00n+1

�
(0)� b

�
'p
�
u00n+1

��0
(0) =

m2P
i=1

ai2U
00
n (�i2) ;

'p
�
u00n+1

�
(n+ 1) = 'p

�
u(0)00

�
(n+ 1) ;

(1.13)

admet une unique solution un+1 telle que un+1 2 C2
�
�In+1

�
et 'p

�
u00n+1

�
2

C2
�
�In+1

�
.

Comme u(0) 2 C2
�
�I
�
; un 2 C2

�
�In
�
; un (n) = u(0) (n) et 'p (u

00
n) (n) =

'p
�
u(0)00

�
(n), alors Un et 'p (U

00
n) sont continues sur �I et comme f et 'p sont

continues, alors d�après le corollaire 1.1, le problème (1.13) admet une unique
solution un+1 telle que un+1 2 C2

�
�In+1

�
et 'p

�
u00n+1

�
2 C2

�
�In+1

�
.

La preuve de l�étape 1 est terminée.
D�après l�étape 1, il s�ensuit que pour tout n 2 N�; le problème (1.11)

admet une unique solution un si u(0) = � et une unique solution un si u
(0) = �:

Maintenant, on dé�nit les suites
�
Un
�
n2N et (Un)n2N par

Un (x) =

�
un (x) si x 2 �In;
� (x) si x 2 I n In;

16



et

Un (x) =

�
un (x) si x 2 �In;
� (x) si x 2 I n In;

En utilisant le Lemme 1.5, il n�est pas di¢ cile de prouver que pour k = 0; 1
et x 2 �I, on a

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k U (2k)n (x) � (�1)k U (2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) .
(1.14)

Étape 2 : Pour tout n 2 N�; on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) , pour k = 0; 1 et x 2 �I;

et
(�1)k U (2k)n (x) � (�1)k U (2k)n+1 (x) , pour k = 0; 1 et x 2 �I:

On prouve seulement

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) .

On distingue trois cas :
(i) Si x 2 I n In+1, on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) = (�1)
k U

(2k)

n (x) = (�1)k �(2k) (x) :

(ii) Si x 2 In+1 n In, on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) = (�1)k u(2k)n+1 (x)

� (�1)k �(2k) (x)
� (�1)k �(2k) (x)
= (�1)k U (2k)n (x) :

C�est-à-dire

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) , pour tout x 2 In+1 n In:

(iii) Si x 2 In, on a

Un+1 = un+1 et Un = un.

17



Pour n = 1; on a

(Apu2) (x)� (Apu1) (x)
=
�
f
�
x; U1; U

00
1

�
�M'p

�
U
00
1

�
(x)
�
�
�
f
�
x; �; �

00��M'p (�00)�
�
�
f
�
x; �; U

00
1

�
�M'p

�
U
00
1

�
(x)
�
�
�
f
�
x; �; �

00��M'p (�00)�
� 0:

C�est-à-dire
(Apu2) (x) � (Apu1) (x) : (1.15)

D�autre part, on a

u2 (0)� au02 (0) =

m1X
i=1

ai1u1 (�i1)

�
m1X
i=1

ai1� (�i1)

= u1 (0)� au01 (0) :

C�est-à-dire
u2 (0)� au02 (0) � u1 (0)� au01 (0) : (1.16)

Aussi, on a
u2 (1) � � (1) = u1 (1) ; (1.17)

'p (u
00
2) (0)� b

�
'p (u

00
2)
�0
(0) =

m2X
i=1

ai2u
00
1 (�i2)

�
m2X
i=1

ai2�
00 (�i2)

= 'p (u
00
1) (0)� b

�
'p (u

00
1)
�0
(0) :

C�est-à-dire

'p (u
00
2) (0)� b

�
'p (u

00
2)
�0
(0) � 'p (u001) (0)� b

�
'p (u

00
1)
�0
(0) ; (1.18)

et
u002 (1) � �00 (1) = u001 (1) : (1.19)
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Alors d�après (1.15), (1.16), (1.17), (1.18), (1.19) et le Lemme 1.5 , il s�ensuit
que

u2 � u1 et u002 � u001:
Ce qui signi�e que

(�1)k U (2k)2 (x) � (�1)k U (2k)1 (x) ; pour k = 0; 1 et x 2 �I1:
On suppose pour n > 1 �xé, qu�on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) ; pour k = 0; 1 et x 2 �In;
et on montre que

(�1)k U (2k)n+2 (x) � (�1)
k U

(2k)

n+1 (x) ; pour k = 0; 1 et x 2 �In.
On a

(Apun+2) (x)� (Apun+1) (x) = f
�
x; Un+1; U

00

n+1

�
� f

�
x; Un; U

00

n

�
= f

�
x; un+1; u

00

n+1

�
� f

�
x; un; u

00

n

�
� 0:

C�est-à-dire
(Apun+2) (x) � (Apun+1) (x) . (1.20)

D�autre part, on a

un+2 (0)� au
0

n+2 (0) =

m1X
i=1

ai1un+1 (�i1)

�
m1X
i=1

ai1un (�i1)

= un+1 (0)� au
0

n+1 (0) :

Cela signi�e que

un+2 (0)� au
0

n+2 (0) � un+1 (0)� au
0

n+1 (0) : (1.21)

De la même manière, on a

'p(u
00
n+2) (0)� b

�
'p
�
u00n+2

��0
(0) =

m2X
i=1

ai2u
00
n+1 (�i2)

�
m3X
i=1

ai2u
00
n (�i2)

= 'p (un+1)
00 (0)� b

�
'p
�
u00n+1

��0
(0) :
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C�est-à-dire

'p(u
00
n+2) (0)� b

�
'p
�
u00n+2

��0
(0) � 'p(u00n+1) (0)� b

�
'p
�
u00n+1

��0
(0) : (1.22)

Nous avons aussi

un+2 (n+ 1) � � (n+ 1)

= Un+1 (n+ 1)

= un+1 (n+ 1) :

Ça veut dire que
un+2 (n+ 1) � un+1 (n+ 1) : (1.23)

De même, on a

u00n+2 (n+ 1) � �00 (n+ 1)

= U
00
n+1 (n+ 1)

= u00n+1 (n+ 1) :

Ce qui signi�e que
u00n+2 (n+ 1) � u00n+1 (n+ 1) : (1.24)

Alors d�après (1.20), (1.21), (1.22), (1.23), (1.24) et le Lemme 1.5, on déduit

un+2 � un+1 et u00n+1 � u00n+2, pour tout x 2 �In:

C�est-à-dire

Un+2 � Un+1 et U
00
n+1 � U

00
n+2, pour tout x 2 �In:

Ce qui signi�e que(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) ; pour k = 0; 1 et x 2 �In:
Maintenant, soit A = [0; R] avec R > 0; alors il existe l 2 N� tel que

A � I l = [0; l] :
Soit l �xé et k � l + 1: Alors la restriction de la suite

�
Uk
�
k�l+1 à I l

satisfait8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(ApUk) (x) = Fk (x) ; x 2 Il;
Uk (0)� aU

0
k (0) =

m1P
i=1

ai1Uk�1 (�i1) ;

Uk (l) � U l (l) = � (l) ;
'p

�
U
00
k

�
(0)� b

�
'p

�
U
00
k

��0
(0) =

m2P
i=1

ai2U
00
k�1 (�i2) ;

U
00
k (l) � U

00
l (l) = �

00 (l) :

(1.25)
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Étape 3 : Il existe une constante positive Cl telle que pour tout k 2 N�
avec k � l + 1,
on a ���������'p �U 00k��0��������

0

:= max
x2[0;l]

�����'p �U 00k��0 (x)���� � Cl:
Soit k 2 N� avec k � l + 1 et x 2 Il = [0; l] :
D�après le théorème des accroissements �nis, on a

'p

�
U
00
k

�
(l)� 'p

�
U
00
k

�
(0) = l

�
'p

�
U
00
k

��0
(�k) ;

avec �k 2 Il = ]0; l[ :
C�est-à-dire

�
'p

�
U
00
k

��0
(�k) =

'p

�
U
00
k

�
(l)� 'p

�
U
00
k

�
(0)

l
:

Alors, on a

�
'p

�
U
00
k

��0
(x) =

�
'p

�
U
00
k

��0
(�k) +

xZ
�k

�
'p

�
U
00
k

��00
(s) ds

=
'p

�
U
00
k

�
(l)� 'p

�
U
00
k

�
(0)

l
+

xZ
�k

�
'p

�
U
00
k

��00
(s) ds

=
'p

�
U
00
k

�
(l)� 'p

�
U
00
k

�
(0)

l
+

xZ
�k

efk (s) ds;
où efk (s) = f �s; Uk�1; U 00k�1�+M �

'p

�
U
00
k�1

�
(s)� 'p

�
U
00
k

�
(s)
�
:

Ce qui entraîne�����'p �U 00k��0 (x)���� �

���'p �U 00k� (l)� 'p �U 00k� (0)���
l

+

xZ
�k

��� efk (s)��� ds;
� 2

l
Ml + lfMl;
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où
Ml = max

�

'p (�00)

0 ;

'p (�00)

0� ;
et fMl = max

x2�Il
fjf (x; u; v)j ; � � u � � et �00 � v � �00g+ 2MMl:

Alors si on pose

Cl =
2

l
Ml + lfMl,

on obtient 



�'p �U 00k��0




0

� Cl:

La preuve de l�étape 3 est terminée.
Étape 4 : Il existe une constante positive eCl telle que pour tout k 2 N�,

avec k � l + 1;
on a 


U 0

k





0
:= max

x2[0;l]

���U 0k (x)��� � eCl:
Soit k 2 N� avec k � l + 1 et x 2 Il = [0; l].
D�après le théorème des accroissements �nis, on a

Uk (l)� Uk (0) = lU
0
k (� k) ;

avec � k 2 Il = ]0; l[.
Alors, on a

���U 0k (x)��� =

������U 0k (� k) +
xZ

�k

U
00
k (t) dt

������
=

������Uk (l)� Uk (0)l
+

xZ
�k

U
00
k (t) dt

������
�

����Uk (l)� Uk (0)l

����+
������
xZ

�k

U
00
k (t) dt

������
� 2max (k�k0 ; k�k0)

l
+ lmax (k�00k0 ; k�

00k0)
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Maintenant, si on pose

eCl = 2max (k�k0 ; k�k0)
l

+ lmax (k�00k0 ; k�
00k0) ;

on obtient ������U 0k������
0
:= max

x2[0;l]

���U 0k (x)��� � eCl:
La preuve de l�étape 4 est terminée.
Étape 5 : La suite

�
Uk
�
k�l+1converge vers une solution maximale du

problème (1.1).
D�après (1.14) et les étapes 3 et 4, on déduit que la suite

�
Uk
�
k�l+1

est uniformément bornée dans C2
�
I l
�
et que la suite

�
'p

�
U
00
k

��
k�l+1

est

uniformément bornée dans C1
�
I l
�
.

Maintenant, soit " > 0 et s, t 2 I l tels que s < t, alors pour chaque
k � l + 1; on a����('p(U 00k))0 (t)� �'p �U 00k��0 (s)����
=

����Z t

s

(f(x; Uk�1 (x) ; U
00
k�1 (x)) +M(('p(U

00
k)) (x)� ('p(U

00
k�1)) (x)))dx

����
�

Z t

s

��f(x; Uk�1 (x) ; U 00
k�1 (x))

��+M ���(('p(U 00k)) (x)� ('p(U 00k�1)) (x))��� dx
� (Mf + 2M

0M) jt� sj ;

où

Mf = max
x2�Il

�
jf(x; u; u00j ; x 2 I l; � � u � �; et �00 � u00 � �00

	
;

et
M 0 = max

x2�Il

���('p(u00)�� ; �00 � u00 � �00	 .
Alors si on choisit

jt� sj < "

Mf + 2M 0M
,

on obtient �����'p �U 00k��0 (t)� �'p �U 00k��0 (s)���� < ":
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Par conséquent, la suite
��
'p

�
U
00
k

��0�
k�l+1

est équicontinue sur I l:

D�autre part, puisque l�application '�1p est un homéomorphisme croissant
de R dans R, on en déduit de la formule suivante :���U 00k (s)� U 00k (t)��� = ���'�1p �'p �U 00k� (s)�� '�1p �'p �U 00k� (t)����
que la suite

�
U
00
k

�
k�l+1

est équicontinue sur I l:

D�où, d�après le théorème d�Ascoli-Arzela, il existe une sous-suite
�
Ukj
�
kj2N

de la suite
�
Uk
�
k�l+1 qui converge dansC

2
�
I l
�
telle que la suite

�
'p

�
U
00
kj

��
k�l+1

converge dans C1
�
I l
�
.

Soit
u(m) = lim

kj!+1
U
(m)

kj
pour m = 0; 1, 2,

et �
'p (u

00)
�0
= lim

kj!+1

�
'p

�
U
00
kj

��0
.

Mais, d�après l�étape 2, la suite (Uk)k�l+1 est décroissante et bornée, alors
la limite ponctuelle de cette suite existe et elle est notée par u�. Alors on a

u = u� et de plus, la suite converge dans C2(I l) vers u� et
��
'p

�
U
00
k

��0�
k�l+1

converge vers
�
'p (u

�00)
�0
.

Soit x 2 Il, on a�
'p

�
U
00
k

��0
(x) =

�
'p

�
U
00
k

��0
(0) +

Z x

0

efk (s) ds:
Maintenant, quand k ! +1; on obtient

efk (s)! f (s; u� (s) ; u�00 (s)) :

On a aussi
9K > 0;8k � l + 1;8s 2 I l :

��� efk (s)��� � K:
Ainsi, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique que

('p (u
�00))0 (x) =

�
'p (u

�00)
�0
(0) +

Z x

0

f (s; u� (s) ; u�00 (s)) ds:
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Ainsi, on obtient

('p (u
�00))00 (x) = f (x; u� (x) ; u�00 (x)) , 8x 2 I:

Nous avons aussi8><>:
u� (0)� au�0 (0) =

m1P
i=1

ai1u
� (�i1) ;

'p (u
�00) (0)� b'p (u�00)

0 (0) =
m2P
i=1

ai2u
�00 (�i2) :

Par conséquent u� est une solution du problème (1.11) et comme A est un
domaine borné arbitraire, il s�ensuit que u� est une solution du problème
(1.1).
Maintenant, on va prouver que u� est une solution maximale. C�est-à-dire,

si v est une autre solution de (1.1) telle que � � v � � dans I l, alors v � u�:
Soit v une solution de (1.1), alors on a8>>>><>>>>:

�
'p (v

00)
�00
= f (x; v; v00) � f (x; v; v00) ; 0 < x < +1;

v (0)� av0 (0) =
m1P
i=1

ai1v (�i1) �
m1P
i=1

ai1v (�i1) ;

'p (v
00) (0)� b

�
'p (v

00)
�0
(0) =

m2P
i=1

ai2v
00 (�i2) �

m2P
i=1

ai2v
00 (�i2) .

Ce qui montre que v est une sous solution de (1.1) et d�après l�étape 2, on
déduit que

8n 2 N; v � Un et v00 � Un00:
Si n! +1, on obtient

v � lim
n!1

Un = u
�:

Ce qui signi�e que u� est une solution maximale de (1.1).
De la même manière, on peut prouver que la suite (Un)n2N converge vers

la solution minimale u� du problème (1.1).
La preuve de notre résultat est complète.

Remarque 1.1 Le théorème 1.1 reste valable si on considère le problème
suivant : 8>>><>>>:

(� (u00))00 = f (x; u; u00) ; x 2 I;
u (0)� au0 (0) =

m1P
i=1

ai1u (�i1) ;

� (u00) (0)� b (� (u00))0 (0) =
m2P
i=1

ai2u
00 (�i2) ;
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où � : R! � (R) est un homéomorphisme impair croissant.

Remarque 1.2 Le théorème 1.1 reste également valable si on considère le
problème suivant :8<:

(� (u00))00 = f (x; u; u00) ; x 2 I;
u (0)� au0 (0) = L1 (u) ;
� (u00) (0)� b (� (u00))0 (0) = L2 (u00) ;

où � : R! � (R) est un homéomorphisme impair croissant, L1 : C2 (R+)!
R est continue et croissante et L2 : C (R+)! R est continue et décroissante.

1.4 Applications

Dans cette section, nous donnons quelques exemples illustrant l�applica-
tion de notre résultat.

Exemple 1.1 On considère le problème aux limites suivant :8><>:
�
'p (u

00)
�00
(x) = (p� 1)2

�
e(1�p)xu (x) + 3'p (u

00) (x)
�
, x 2 I;

u (0) = 1;

'p (u
00) (0)� 1

4(p�1)
�
'p (u

00)
�0
(0) = 1

2
u00 (2) + 1

4
u00 (3) ;

(1.26)

où p > 1 et I = ]0;+1[ :

On pose par dé�nition

� (x) = 2� e�x et � (x) = 0, pour tout x 2 I:

Il est facile de véri�er que � est une sous solution du problème (1.26).
D�un autre côté, � est une sur solution du problème (1.26) si on a8><>:

�
'p (�

00)
�00
(x) � (p� 1)2

�
e(1�p)x� (x) + 3'p (�

00) (x)
�
, x 2 I;

� (0) � 1;
'p(�

00) (0)� 1
4(p�1)

�
'p (�

00)
�0
(0) � 1

2
�00 (2) + 1

4
�00 (3) :

C�est-à-dire8<:
� (p� 1)2 e(1�p)x � (p� 1)2

�
e(1�p)x (2� e�x)� 3e(1�p)x

�
, x 2 I;

1 � 1;
�1� p�1

4(p�1) � �
e�2

2
� e�3

4
:
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D�où 8<: � (p� 1)2 e(1�p)x � � (p� 1)2 e(1�p)x � (p� 1)2 e�px, x 2 I;
0 � 0;
�1:25 � �8:0114� 10�2:

Il s�ensuit alors que � est une sur solution du problème (1.26).
D�autre part, il n�est pas di¢ cile de prouver que la fonction f dé�nie par

f (x; u; u00) = (p� 1)2
�
e(1�p)xu (x) + 3'p (u

00) (x)
�
, x 2 I,

satisfait les hypothèses (H1) et (H2) du théorème 1.1 et par conséquent,
il s�ensuit que le problème (1.26) admet une solution minimale u� et une
solution maximale u� telle que

0 = � (x) � u� (x) � u� (x) � � (x) = 2�e�x; pour tout x 2 I:

et

�e�x = �00 (x) � u�00 (x) � u00� (x) � �00 (x) = 0, pour tout x 2 I:

Exemple 1.2 On considère le problème suivant :8>>>><>>>>:
�
'p (u

00)
�00
=

4p

(x+ 2)2p ln (x+ 2)
u+

4p2

(x+ 2)2
'p (u

00) , x 2 I;

u (0)� u0 (0) = 1

12
u (1) +

1

20
u (2) + e�4;

'p (u
00) (0)�

�
'p (u

00)
�0
(0) = 1

2
u00 (1) + 1

4
u00 (2) ;

(1.27)

où 1 < p � 2 et I = ]0;+1[.
On pose par dé�nition

�(x) = ln(x+ 2) et � (x) = 0; x 2 I:

D�abord, il est facile de véri�er que � est une sous solution du problème
(1.27).
D�autre part � est une sur solution pour le problème (1.27) si on a8>>>><>>>>:

�
'p (�

00)
�00 � 4p

(x+ 2)2p ln (x+ 2)
�+

4p2

(x+ 2)2
'p (�

00) , x 2 I;

� (0)� �0 (0) � 1

12
� (1) +

1

20
� (2) + e�4;

'p (�
00) (0)�

�
'p (�

00)
�0
(0) � 1

2
�00 (1) + 1

4
�00 (2) :
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Ça veut dire que8>>>>><>>>>>:

2 (p� 1) (1� 2p)
(x+ 2)2p

� 4p

(x+ 2)2p
� 4p2

(x+ 2)2p
, x 2 I;

ln 2� 1
2
� ln 3

12
+
ln 4

20
+ e�4;

� 1

22p�1
� 2p� 1
22p�1

� � 1
18
� 1

64
:

Ou encore 8>>><>>>:
�2 (p� 1) (2p� 1)

(x+ 2)2p
� �4p (p� 1)

(x+ 2)2p
, x 2 I;

0:19315 � 0:17918;
� p

22p�2
� � 41

576
:

Comme il n�est pas di¢ cile de véri�er que � p

22p�2
� � 41

576
si 1 < p � 2, alors

il s�ensuit que � est une sur solution pour le problème (1.27).
D�autre part, il n�est pas di¢ cile de prouver que la fonction f dé�nie par

f (x; u; u00) =
4p

(x+ 2)2p ln (x+ 2)
u+

4p2

(x+ 2)
'p (u

00) , x 2 I,

satisfait les hypothèses (H1) et (H2) du théorème 1.1 et par conséquent,
il s�ensuit que le problème (1.27) admet une solution minimale u� et une
solution maximale u� telle que

0 = � (x) � u� (x) � u� (x) � � (x) = ln (x+ 2) ; pour tout x 2 I:

et

� 1

(x+ 2)2
= �00 (x) � u�00 (x) � u00� (x) � �00 (x) = 0, pour tout x 2 I:
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Chapitre 2

Existence de solutions
extrêmales pour une équation
di¤érentielle quasi-linéaire du
quatrième ordre avec des
conditions initiales non locales
sur la demi-droite

2.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence de solutions minimales
et maximales pour le problème suivant :8<:

�
'p (u

000)
�0
= f (x; u; u00; u000) ; x 2 I;

u (0)� au0 (0) = g1 (u) ;
u00 (0)� bu000 (0) = g2 (u00) ;

(2.1)

où 'p (y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1; I = ]0;+1[ ; f : I � R3 ! R est une
fonction continue qui satisfait les conditions de croissance de typeWintner-
Nagumo, g1 : C3 (I; R) ! R est continue croissante, g2 : C1 (I; R) ! R
est continue décroissante et a et b sont des réels positifs.
Comme dans le premier chapitre, notre but est de montrer que cette

méthode peut être appliquée avec succès aux problèmes de type (2.1).
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Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous donnons
quelques dé�nitions. Le résultat principal est présenté et démontré dans la
section 3, suivi d�un exemple dans la section 4 illustrant l�application de notre
résultat.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [21].

2.2 Dé�nitions

Dans cette section, nous donnons quelques dé�nitions.
Notation : Soit A un sous ensemble de R et k 2 N, nous désignons par

Ckloc(A) l�espace des fonctions qui sont C
k(K) pour chaque compact K dans

A:

Dé�nition 2.1 On dit que u est une solution du problème (2.1) si
(i) u 2 C3Loc

�
I
�
et 'p (u

000) 2 C1Loc
�
I
�
:

(ii)

8<:
�
'p (u

000)
�0
= f (x; u; u00; u000) , x 2 I,

u (0)� au0 (0) = g1 (u) ,
u00 (0)� bu000 (0) = g2 (u00) :

Dé�nition 2.2 On dit que � est une sur solution du problème (2.1) si
(i) � 2 C3loc

�
I
�
et 'p (�

000) 2 C1loc
�
I
�
:

(ii)

8<:
�
'p (�

000)
�0 � f (x; �; �00; �000) ; x 2 I,

� (0)� a�0 (0) � g1 (�) ,
�00 (0)� b�000 (0) � g2 (�00) .

Dé�nition 2.3 On dit que � est une sous solution du problème (2.1) si
(i) � 2 C3loc

�
I
�
et 'p (�

000) 2 C1loc
�
I
�
:

(ii)

8<:
�
'p (�

000)
�0 � f (x; �; �00; �000) ; x 2 I,

� (0)� a�0 (0) � g1 (�) ,
�00 (0)� b�000 (0) � g2 (�00) .

Dé�nition 2.4 Conditions de type de Nagumo-Wintner
On dit que la fonction f : I �R3 ! R satisfait les conditions de type de

Nagumo-Wintner par rapport au couple de fonctions � et �, s�il existe des
fonctions Q 2 L1

�
I
�
, C 2 Lp

�
I
�
et 	 : [0;+1[ ! [1;+1) continue telles

que

jf (x; u; v; w)j � 	(jwj)
�
Q(x) + C(x) jwj

p�1
p

�
; (2.2)
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pour tout (x; u; v; w) 2 D, où

D =
�
(x; u; v; w) 2 I � R3 : � (x) � u (x) � � (x) et �00 (x) � u00 (x) � �00 (x)

	
;

et
+1Z
0

ds

	
�
jsj

1
p�1

� = +1: (2.3)

2.3 Résultat principal

Dans cette section, on énonce et on démontre notre résiltat principal.

Théorème 2.1 Supposons que le problème (2.1) admet une sur solution �
et une sous solution � satis�sant

� (x) � � (x) et �00 (x) � �00 (x) ; pour tout x 2 I:

Si f : I � R3 ! R est une fonction continue satisfaisant les hypothèses
suivantes :
(H1) f (x; u2; v; w) � f (x; u1; v; w) � 0 pour � (x) � u1 (x) � u2 (x) �

� (x) et �00 (x) � v (x) � �00 (x) pou tout x 2 I et w 2 R.
(H2) Il existe un nombre réel positif M tel que f (x; u; v2; w)�Mv2 (x) �

f (x; u; v1; w) � Mv1 (x) pour � (x) � u (x) � � (x) ; �00 (x) � v1 (x) �
v2 (x) � �00 (x) ; pour tout x 2 �I et w 2 R:
(H3) Les conditions de type Wintner-Nagumo (2.2) et (2.3) par rap-

port au couple de fonctions � et � sont véri�ées.
(H4) La fonction g1 est continue et croissante sur [�; �] :
(H5) La fonction g2 est continue et décroissante sur [�00; �00] :
Alors le problème (2.1) admet une solution maximale u� et une solution

minimale u� telles que pour toute solution u du problème (2.1) avec

� (x) � u (x) � � (x) et �00 (x) � u00 (x) � �00 (x) dans I,

on a
� (x) � u� (x) � u (x) � u� (x) � � (x) ,

et
�00 (x) � u�00 (x) � u00 (x) � u00� (x) � �00 (x) dans I.
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Preuve: La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
Considérons le problème auxiliaire suivant :8>>>><>>>>:

�
'p (u

000
n )
�0
= f (x; un; u

00
n; u

000
n ) ; x 2 In = ]0; n[ ,

un (0)� au0n (0) = g1 (un) ,
u00n (0)� bu000n (0) = g2 (u00n) ,
un (n) = � (n) ,
u00n (n) = �

00 (n) ,

(2.4)

où n 2 N�.
En utilisant une preuve similaire à celle du théorème 4 dans [29], on

peut montrer que le problème (2.4) admet une solution maximale un et une
solution minimale un telle que

� (x) � un (x) � un (x) � � (x) ,

et
�00 (x) � u00n (x) � u00n (x) � �00 (x) pour tout x 2 In:

On dé�nit les suites de fonctions
�
Un
�
n2N� et (Un)n2N� par

Un (x) =

�
un (x) si x 2 �In,
� (x) si x 2 �I n �In,

et

Un (x) =

�
un (x) si x 2 �In,
� (x) si x 2 �I n �In.

Il n�est pas di¢ cile de voir que pour tout n 2 N�, k = 0; 1 et x 2 �I, on a

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k U (2k)n (x) � (�1)k U (2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) . (2.5)

Étape 1 : Pour tout n 2 N�; on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) , pour k = 0; 1 et x 2 �I;

et
(�1)k U (2k)n (x) � (�1)k U (2k)n+1 (x) , pour k = 0; 1 et x 2 �I:

Nous démontrons seulement

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) , pour k = 0; 1 et x 2 �I:
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On distingue trois cas :
(i) Si x 2 I n In+1, on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) = (�1)
k U

(2k)

n (x) = (�1)k �(2k) (x) , pour k = 0; 1:

(ii) Si x 2 In+1 n In, et k = 0; 1, on a

(�1)k U (2k)n+1 (x) = (�1)k u(2k)n+1 (x)

� (�1)k �(2k) (x)
= (�1)k U (2k)n (x) .

C�est- à-dire

(�1)k U (2k)n+1 (x) � (�1)
k U

(2k)

n (x) , pour k = 0; 1 et x 2 In+1 n In:

(iii) Si x 2 In, on a

Un+1 = un+1 et Un = un:

Puisque la fonction un+1 satisfait la première équation de (2.4) et In � In+1;
on obtient�
'p
�
u000n+1

��0
= f

�
x; un+1; u

00
n+1; u

000
n+1

�
� f

�
x; un+1; u

00
n+1; u

000
n+1

�
; x 2 In:

D�autre part, on a8>><>>:
un+1 (0)� au0n+1 (0) = g1 (un+1) � g1 (un+1) ,
u00n+1 (0)� bu000n+1 (0) = g2

�
u00n+1

�
� g2

�
u00n+1

�
,

un+1 (n) � � (n) ,
u00n+1 (n) � �00 (n) :

Ce qui signi�e que un+1 est une sous solution du problème (2.4).
Et par conséquent, on a

un+1 (x) � un (x) et u00n (x) � u00n+1 (x) sur In:

Ainsi, on obtient

Un+1(x) � Un(x) et U
00
n(x) � U

00
n+1(x) sur In:
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De même, on montre que

Un(x) � Un+1(x) et U 00n+1(x) � U 00n(x) sur In:

La preuve de l�étape 1 est terminée.
Maintenant soit A = [0; R] avec R > 0, alors il existe un entier l 2 N� tel

que A � Il = [0; l].
Pour chaque k � l + 1, la restriction de la suite

�
Uk
�
k�l+1 à Il satisfait8>>>>>>><>>>>>>>:

�
'p

�
U
000
k

��0
= f

�
x; Uk; U

00
k; U

000
k

�
; x 2 Il,

Uk (0)� aU
0
k (0) = g1

�
Uk
�
,

U
00
k (0)� bU

000
k (0) = g2

�
U
00
k

�
,

Uk (l) � U l (l) = � (l) ;
U
00
k (l) � U

00
l (l) = �

00 (l) .

(2.6)

Étape 2 : Il existe une constante Kl telle que


U 000

k





0
:= max

x2Il

���U 000

k (x)
��� � Kl; pour tout k � l + 1:

Posons par dé�nition

� = 2maxf



�00




0
;



� 00




0
g,

et

�l =
max

n���� 00(l)� �00(0)��� ; ����00(l)� � 00(0)���o
l

:

Prenons Kl > max
n

�00



0
;



� 00




0
; �l

o
tel que

'p(Kl)Z
'p(�l)

1

	(jxj
1

p�1 )
dx > kQkL1 + �

p�1
p kCkLp : (2.7)

Puisque �
00
(x) � U

00

k(x) � �
00
(x), pour tout x dans I l, alors on a

�
00
(l)� � 00(0) � U

00

k(l)� U
00

k(0) � �
00
(l)� �00(0):
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D�après le théorème des accroissements �nis, il existe ex1 2 ]0; l[ tel que
U

00

k(l)� U
00

k(0) = lU
000

k (ex1):
Alors ���U 000

k (ex1)��� � �l:
On pose par dé�nition

L =
���U 000

k (ex1)��� :
Supposons au contraire qu�il existe ex2 2 Il tel que

���U 000

k (ex2)��� > Kl; alors

par la continuité de U
000

k , ils existent x1; x2 2 Il, véri�ant l�une des situations
suivantes :
(i) U

000

k (x1) = L; U
000

k (x2) = Kl et L � U
000

k (x) � Kl, pour tout x 2 ]x1; x2[ :
(ii) U

000

k (x1) = L; U
000

k (x2) = Kl et L � U
000

k (x) � Kl, pour tout x 2 ]x2; x1[ :
(iii) U

000

k (x1) = �L; U
000

k (x2) = �Kl et �Kl � U
000

k (x) � �L, pour tout x 2
]x1; x2[ :

(iv) U
000

k (x1) = �L; U
000

k (x2) = �Kl et �Kl � U
000

k (x) � �L, pour tout x 2
]x2; x1[ :
Supposons que le cas (i) soit véri�é. Les autres cas peuvent être traités

de la même manière.
Puisque Uk est une solution de (2.6) et d�après les conditions de type

Wintner-Nagumo (2.2) et (2.3), alors pour chaque x 2 ]x1; x2[, on a

('p(U
000

k ))
0(x) �

���f �x; Uk; U 00k; U 000k ����
� 	(

���U 000

k (x)
���)(Q(x) + C (x) ���U 000

k (x)
��� p
p�1
): (2.8)

Comme L � �l et 'p est croissante, alors on a
'p(Kl)Z
'p(�l)

dx

	(jxj
1

p�1 )
�

'p(Kl)Z
'p(L)

dx

	(jxj
1

p�1 )
: (2.9)

Maintenant si on pose s = 'p(U
000
k (x)); on obtient

x2Z
x1

('p(U
000

k ))
0(x)

	(
���U 000

k (x)
���) dx =

'p(Kl)Z
'p(L)

1

	
�
s

1
p�1

�ds, (2.10)
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et d�après (2.8), (2.9) et (2.10), il s�ensuit que

'p(Kl)Z
'p(L)

ds

	(jsj
1

p�1 )
=

x2Z
x1

('p(U
000

k ))
0(x)

	(
���U 000

k (x)
���) dx

�
x2Z
x1

(Q(x) + C (x)
���U 000k (x)��� p

p�1
)dx:

Cela signi�e que

'p(Kl)Z
'p(L)

ds

	(jsj
1

p�1 )
�

x2Z
x1

(Q(x) + C (x)
���U 000k (x)��� p

p�1
)dx: (2.11)

D�après (2.9), (2.11) et en utilisant l�inégalité de Hölder, on a

x2R
x1

('p(U
000
k ))

0(x)

	(
���U 000k (x)���) dx =

'p(Kl)R
'p(L)

1

	

�
s

1
p�1

�ds

� kQkL1 +
"
x2R
x1

(C (x))p dx

# 1
p
"
x2R
x1

��
U
000
k (x)

� p�1
p

� p
p�1

dx

# p�1
p

� kQkL1 + kCkLp

"
x2R
x1

U
000
k (x) dx

# p�1
p

� kQkL1 + kCkLp
h
U
00
k (x2)� U

00
k (x1)

i p�1
p

� kQkL1 + �
p�1
p kCkLp :

Ce qui est en contradiction avec (2.7), et par conséquent, on a


U 000k 



0
� Kl pour tout k � l + 1:

La preuve de l�étape 2 est terminée.
Étape 3 : La suite

�
Uk
�
k�l+1 converge vers une solution maximale du

problème (2.1).
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D�après l�étape 2, on a



U 000k 




0
� Kl pour tout k � l + 1, alors la suite�

Uk
�
k�l+1est uniformément bornée dans C

3
�
I l
�
et
�
'p

�
U

000

k

��
k�l+1

est uni-

formément bornée dans C1
�
I l
�
.

Nous allons maintenant montrer que la suite
�
Uk
�
k�l+1est équicontinue

sur I l:
Pour cela, soit " > 0 et s, t 2 I l tels que t < s, alors pour chaque k � l+1,

on a���('p(U 000

k )) (s)�
�
'p

�
U

000

k

��
(t)
��� =

����Z s

t

f(x; Uk (x) ; U
00
k (x) ; U

000
k (x))dx

����
�

Z s

t

��f(x; Uk (x) ; U 00
k (x))

�� dx
� Mf js� tj ;

où

Mf = max
�
jf(x; u; v; w)j ; x 2 I l; � � u � �; �00 � v � �00 et jwj � Kl

	
.

Si on choisit
js� tj < "

Mf + 1
,

on obtient ���('p(U 000

k )) (s)�
�
'p

�
U

000

k

��
(t)
��� < ":

Ce qui signi�e que la suite
�
'p

�
U

000

k

��
k�l+1

est équicontinue sur I l:

Maintenant, puisque l�opérateur '�1p est un homéomorphisme de R sur
R, on déduit���U 000

k (s)� U
000

k (t)
��� = ���'�1p �'p �U 000

k

�
(s)
�
� '�1p

�
'p

�
U

000

k

�
(t)
���� < ":

Ce qui montre que la suite
�
U

000

k

�
k�l+1

est équicontinue sur I l:

Par conséquent, d�après le théoreme d�Ascoli-Arzela, il existe une sous
suite

�
Ukj
�
kj2N

de
�
Uk
�
k�l+1 qui converge dansC

3
�
I l
�
telle que

�
'p

�
U

000

kj

��
kj2N

converge dans C1
�
I l
�
:

Soit
u(m) = lim

kj!+1
U
(m)

kj
pour m = 0; 1, 2, 3;
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et
'p

�
u
000
�
= lim

kj!+1
'p

�
U

000

kj

�
.

Mais d�après (2.5) et l�étape 1, la suite (Uk)k�l+1 est décroissante et mi-
norée, alors la limite ponctuelle de cette suite existe et elle est notée par
u�. On a donc u = u� et de plus, la suite converge dans C3(I l) vers u� et�
'p

�
U

000

k

��
k�l+1

converge vers 'p
�
u�

000�
.

Soit x 2 Il, on a

'p

�
U
000
k

�
(x) = 'p

�
U
000
k

�
(0) +

Z x

0

f(s; Uk (s) ; U
00
k (s) ; U

000
k (s))ds:

Maintenant, quand k ! +1; on obtient

f(s; Uk (s) ; U
00
k (s) ; U

000
k (s))! f (s; u� (s) ; u�00 (s) ; u�000 (s)) :

De plus, on a

9 eK > 0;8k � l + 1;8s 2 I l :
���f(s; Uk (s) ; U 00k (s) ; U 000k (s))��� � eK:

Ainsi, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique que

'p (u
�000) (x) = 'p (u

�000) (0) +

Z x

0

f (s; u� (s) ; u�00 (s) ; u�000 (s)) ds.

On obtient alors

('p (u
�000))0 (x) = f (x; u� (x) ; u�00 (x) ; u�000 (x)) , pour tout x 2 I.

Egalement, on a �
u� (0)� au�0 (0) = g1 (u�) ;
u�00 (0)� bu�000 (0) = g2 (u�00) :

Par conséquent u� est une solution du problème (2.4) et puisque A est un
domaine borné arbitraire, alos c�est une solution du problème (2.1).
Maintenant, nous allons montrer que u� est une solution maximale du

problème (2.1) ; c�est-à-dire, si v est une autre solution du problème (2.1)
telle que

� � v � � sur I; alors v � u�.
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On a 8<:
�
'p (v

000)
�0
= f (x; v; v00; v000) � f (x; v; v00; v000) ; x 2 I,

v (0)� av0 (0) = g1 (v) � g1 (v) ,
v00 (0)� bv000 (0) = g2 (v00) � g2 (v00) .

Alors v est une sous solution de (2.1) et d�après l�étape 2, on déduit que

8n 2 N; v � Un et v00 � Un00:

Quand n! +1, on obtient

v � lim
n!1

Un = u
� et v00 � u�00.

Ce qui signi�e que u� est une solution maximale du problème (2.1).
La preuve de l�étape 3 est terminée.
De la même manière, on peut montrer que la suite (Un)n2N converge vers

une solution minimale u� du problème (2.1).
La preuve de notre résultat est complète.

2.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple illustrant l�application de notre
résultat.
Considérons le problème suivant :8>>>><>>>>:

�
'p (u

000)
�0
(x) = f (x; u; u00; u000) , x 2 I;

u (0)� u
0 (0)

4
= 1 + 1

2

+1R
0

e�xu (x) dx;

u00 (0)� u000 (0) = 1�
+1R
0

e�xu00 (x) dx;

(2.12)

où p > 1, I = ]0;+1[ et

f (x; u; u00; u000) = (p� 1) [u (x)� u00 (x) + 1] e�
(p�1)2

p
x ju000 (x)j

p�1
p :

On pose par dé�nition

� (x) = 2 et � (x) = e�x, pour tout x 2 [0;+1[ :
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Il est facile de véri�er que � est une sur solution du problème (2.12).
Maintenant � est une sous solution du problème (2.12) si on a8>>>>><>>>>>:

�
'p (�

000)
�0
(x) � (p� 1) [� (x)� �00 (x) + 1] e�

(p�1)2
p

x j�000 (x)j
p�1
p , x 2 I;

� (0)� �
0 (0)

4
� 1 + 1

2

+1R
0

e�x� (x) dx;

�00 (0)� �000 (0) � 1�
+1R
0

e�x�00 (x) dx:

C�est-à-dire 8>>>><>>>>:
(p� 1) e(1�p)x � (p� 1) e(1�p)x, x 2 I;
5

4
� 1 + 1

2

+1R
0

e�2xdx =
5

4
;

2 � 1�
+1R
0

e�2xdx =
1

2
:

Il s�ensuit alors que � est une sous solution du problème (2.12).
D�autre part, il n�est pas di¢ cile de montrer que la fonction f satisfait

les hypothèses (H1), (H2) et (H3) du théorème 2.1 et par conséquent, il s�en-
suit que le problème (2.12) admet une solution minimale u� et une solution
maximale u� telle que

e�x = � (x) � u� (x) � u� (x) � � (x) = 2; pour tout x 2 I:
et

0 = �00 (x) � u�00 (x) � u00� (x) � �00 (x) = e�x, pour tout x 2 I:
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Chapitre 3

Existence de solutions positives
d�un problème à valeur �nale
pour des équations
di¤érentielles du quatrième
ordre

3.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence de solutions positives
pour un problème à valeur �inale concernant une équation di¤érentielle du
quatrième ordre. Plus précisément, on considère le problème suivant :8><>:

u(4) (x) = f (x; u (x) ; u00 (x)) ; x 2 R+,
lim

x!+1
u (x) = �,

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2; 3,
(3.1)

où f : R+ � R2 ! R; est continue et � > 0:
Le but de ce chapitre est d�améliorer et de généraliser les résultats obtenus

dans [58]. Notons également que les résultats obtenus dans [58] sont vrais si
l�on suppose la condition supplémentaire lim

x!+1
u
0
(x) = 0 dans (1) car si on

considère par exemple la fonction u dé�nie par u (x) =
sin((x+ 1)2)

x+ 1
, pour
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tout x 2 R+, on aura lim
x!+1

u (x) = 0 mais lim
x!+1

u
0
(x) n�existe pas.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous donnons
quelques dé�nitions et résultats préliminaires qui seront utiles dans la suite
de ce travail. Le résultat principal est présenté et prouvé dans la section 3,
suivi d�un exemple dans la section 4 illustrant l�application de notre résultat.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [22].

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous donnons quelques dé�nitions et résultats préli-
minaires qui seront utiles dans la suite de ce chapitre.

3.2.1 Intégration d�ordre n 2 N� sur la demi-droite R+:
Dé�nition 3.1 [69, Chapter 1 page 15]La fonction gamma d�Euler � est
dé�nie par

� (x) =

+1Z
0

e�ttx�1dt, où x > 0:

Remarque 3.1 [69, Chapter 1 page 16]Pour tout n 2 N�, on a � (n) =
(n� 1)!.

Dé�nition 3.2 [69, Chapter 1 page 17]La fonction bêta B est dé�nie par

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt,

où x > 0 et y > 0:

Remarque 3.2 [69, Chapter 1 page 17]La fonction B est connectée à la
fonction gamma � par la relation

B (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
,

pour tout x > 0 et pour tout y > 0:
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Dé�nition 3.3 [69, Chapter 2 page 99] Soit n 2 N� et soit g : R+ ! R une
fonction donnée. L�intégrale d�ordre n sur la demi-droite R+ de g est dé�nie
par �

In�g
�
(x) =

1

� (n)

+1Z
x

(t� x)n�1 g (t) dt; pourtoutx 2 R+:

On énonce maintenant le théorème de Fubini.

Théorème 3.1 [69, Theorem 1.1]Soit P1 = [r1; r2], P2 = [r3; r4], �1 �
r1 < r2 � +1, �1 � r3 < r4 � +1, et soit h (x; y) une fonction mesurable
dé�nie sur P1 � P2. Si au moins une des intégrales

r2Z
r1

0@ r4Z
r3

h (x; y) dy

1A dx, r4Z
r3

0@ r2Z
r1

h (x; y) dx

1A dy, Z Z
P1�P2

h (x; y) dxdy,

est absolument convergente alors elles coïncident.

Lemme 3.1 Soit g : R+ ! R une fonction telle que
+1R
x

(t� x)m+n�1 g (t) dt

est absolument convergente pour tout x 2 R+, où n 2 N� et m 2 N�, alors
on a

Im� (I
n
�g) (x) =

�
Im+n� g

�
(x) , pour tout x 2 R+:

Preuve: En utilisant la dé�nition des intégrales d�ordre n etm sur la demi-
droite R+ et d�après le théorème 3.1, on a

Im� (I
n
�g) (x) =

1

� (m)

+1Z
x

(t� x)m�1
�
In�g
�
(t) dt

=
1

� (m) � (n)

+1Z
x

(t� x)m�1
+1Z
t

(� � t)n�1 g (�) d�dt

=
1

� (m) � (n)

+1Z
x

g (�)

�Z
x

(t� x)m�1 (� � t)n�1 dtd� :
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Maintenant, si on pose le changement de variables t = x + y (� � x), on
obtient

Im� (I
n
�g) (x) =

1

� (m) � (n)

+1Z
x

(� � x)m+n�1 g (�)
1Z
0

ym�1 (1� y)n�1 dyd�

=
B (m;n)

� (m) � (n)

+1Z
x

(� � x)m+n�1 g (�) d�

=
1

� (m+ n)

+1Z
x

(� � x)m+n�1 g (�) d�

=
�
Im+n� g

�
(x) :

Lemme 3.2 Soit n 2 N� et soit g : R+ ! R une fonction continue telle que
g 2 L1 (R+), alors on a

dn

dxn
�
In�g
�
(x) = (�1)n g (x) , pour tout x 2 R+:

Preuve: Pour n = 1, on a

d

dx

�
I1�g
�
(x) =

d

dx

+1Z
x

g (t) dt

= �g (x) :

On suppose pour n 2 N� �xé, on a

dn

dxn
�
In�g
�
(x) = (�1)n g (x) ,

et on prouve que

dn+1

dxn+1
�
In+1� g

�
(x) = (�1)n+1 g (x) :
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En utilisant l�hypothèse de récurrence et le Lemme 3.1, on a

dn+1

dxn+1
�
In+1� g

�
(x) =

d

dx

�
dn

dxn
In�(I

1
�g)

�
(x)

=
d

dx

�
(�1)n I1�g

�
(x)

= (�1)n+1 g (x) :

En conclusion, on a

8n 2 N�, d
n

dxn
�
In�g
�
(x) = (�1)n g (x) , pour tout x 2 R+:

Lemme 3.3 Soit n 2 N� et g : R+ ! R une fonction telle que
(i) g 2 Cn (R+,R) telle que In�g(n) 2 L1 (R+;R),
(ii) lim

x!+1
g (x) = � avec � 2 R et lim

x!+1
g(i) (x) = 0 pour i = 1; :::; n� 1:

alors on a �
In�g

(n)
�
(x) = (�1)n+1 [�� g (x)] :

Preuve: Pour n = 1, on a

�
I1�g

0� (x) =

+1Z
x

g0 (t) dt

= lim
x!+1

g (x)� g (x)

= �� g (x) :

On suppose pour n 2 N� �xé, on a�
In�g

(n)
�
(x) = (�1)n+1 [�� g (x)] ,

et on prouve que �
In+1� g(n+1)

�
(x) = (�1)n [�� g (x)] :
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En utilisant le Lemme 3.1 et l�hypothèse de récurrence, on a�
In+1� g(n+1)

�
(x) =

�
I1�I

n
�g

(n+1)
�
(x)

= I1� (�1)
n+1

�
lim

x!+1
g0 (x)� g0 (x)

�
= I1� (�1)

n+2 g0 (x)

= (�1)n+2 I1�g0 (x)
= (�1)n+2 [�� g (x)] :

Ce qui implique que

8n 2 N�,
�
In�g

(n)
�
(x) = (�1)n+1 [�� g (x)] :

3.2.2 Critère de compacité dans un intervalle non borné

Soit

Cl =

�
u 2 C

�
R+;R

�
; lim
x!+1

u (x) est �nie
�
:

Notons que (Cl; k:k0) est un espace de Banach, où

kuk0 = sup
x2R+

ju (x)j :

Dé�nition 3.1 [6]) Un ensemble ~A � C (R+;R) est dit équiconvergent en
+1 si toute fonction u de ~A a une limite �nie en +1 et de plus,
8" > 0; 9 � (") > 0 tel que, pour toute fonction u de ~A;8x > � (") ; on a����u (x)� lim

x!+1
u (x)

���� < ":
Dé�nition 3.2 Un ensemble ~A � C (R+;R) est dit équicontinu sur chaque
intervalle compact de R si pour chaque " > 0, il existe �1 (") > 0 tel que, pour
toute fonction u de ~A et tous x1 et x2 dans R+, la condition jx2 � x1j < �1 (")
implique ju (x2)� u (x1)j < ".

La proposition suivante donne le critère de compacitè de Corduneanu.
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Proposition 3.1 ([6, Lemma 1 page 149] ou [18, Page 62]) Un ensemble ~A
de C (R+;R) est relativement compact si et seulement si
(i) ~A est uniformément borné dans C (R+;R) ;
(ii) ~A est équicontinu sur chaque intervalle compact de R+ ;
(iii) ~A est équiconvergent en +1.

Maintenant, posons par dé�nition

C2l =

�
u 2 C2

�
R+;R

�
; lim
x!+1

u (x) est �nie et lim
x!+1

u
0
(x) = lim

x!+1
u
00
(x) = 0

�
Notons que (C2l ; k:k2) est un espace de Banach , où

kuk2 = max (kuk0 ; ku0k0 ; ku00k0) :
On a le résultat suivant :

Proposition 3.2 Un ensemble eB de C2 (R+;R) est relativement compact si
et seulement si
(i) eB est uniformément borné dans C2 (R+;R) ;
(ii) Les ensembles suivants :

n
v : v (x) = u (x) , u 2 eBo,n

w : w (x) = u0 (x) , u 2 eBo et
n
� : � (x) = u00 (x) , u 2 eBo sont équi-

continus sur chaque intervalle compact de I ;
(iii) Les ensembles suivants :

n
v : v (x) = u (x) , u 2 eBo,nw : w (x) = u0 (x) , u 2 eBo

et
n
� : � (x) = u00 (x) , u 2 eBo sont équiconvergents en +1.

Preuve: La preuve est similaire à celle du théorème 2.3 dans [78].

Dé�nition 3.4 [39] Soit E un espace de Banach réel. Un convexe non vide
K � E est appelé cône s�il satisfait les deux conditions suivantes :
(i) u 2 K, � � 0 implique �u 2 K;
(ii) u 2 K, �u 2 K implique u = 0:

Théorème 3.2 ( [39, Theorem 2.3.4]) Soit K un cône dans un espace de
Banach réel E: Soit 
1;
2 deux sous-ensembles ouverts et bornés de E tels
que

0 2 
1 � 
1 � 
2:
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On suppose que
T : K \

�

2 n 
1

�
�! K

est un opérateur complètement continu et satisfaisant à l�une des conditions
suivantes :
(i) kTuk � kuk pour u 2 K \ @
1; et kTuk � kuk pour u 2 K \ @
2.
(ii) kTuk � kuk pour u 2 K \ @
1; et kTuk � kuk pour u 2 K \ @
2.
Alors T admet au moins un point �xe dans K \

�

2 n 
1

�
:

On suppose d�abord que la nonlinéarité f satisfait à l�hypothèse suivante :
(H) jf (x; u; v)j � a (x)L1 (u) + b (x)L2 (v) + c (x), où L1; L2 , a, b
et c : R+ �! R+ sont des fonctions continues avec L1 et L2 sont
croissantes telles que

A =
�
I4�a
�
(0) =

1

3!

+1Z
0

t3a (t) dt < +1;

B =
�
I4�b
�
(0) =

1

3!

+1Z
0

t3b (t) dt < +1;

et

C =
�
I4�c
�
(0) =

1

3!

+1Z
0

t3c (t) dt < +1:

Remarque 3.1 Dans la suite de ce chapitre, on utilise les notations

Ai =
�
I4�i� a

�
(0) pour i = 1; 2

Bi =
�
I4�i� b

�
(0) pour i = 1; 2;

et
Ci =

�
I4�i� c

�
(0) pouri = 1; 2:

3.3 Résultat principal

Tout d�abord, on dé�nit les ensembles suivants

E =
�
u 2 C2l ; u bornée

	
,
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K = fu 2 E; u (x) � 0g ,
et

Km = fu 2 K; kuk2 < mg ,
où m > 0.

Remarque 3.2 Il n�est pas di¢ cile de véri�er que (E; k:k2) est un espace
de Banach et que K est un cône dans E:

On dé�nit l�opérateur T par

T : Km �! C2 (R+;R)

u 7�! (Tu) (x) = � +
1

3!

+1R
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt:

Lemme 3.4 L�opérateur T est bien dé�ni.

Preuve: Soit u 2 Km; alors d�après l�hypothèse (H), on a

(Tu) (x) = � +
1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

� � +
1

3!

+1Z
x

(t� x)3 jf (t; u (t) ; u00 (t))j dt

� � +
1

3!

+1Z
x

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� � +
�
I4�a
�
(x)L1 (m) +

�
I4�b
�
(x)L2 (m) +

�
I4�c
�
(x)

� � +
�
I4�a
�
(0)L1 (m) +

�
I4�b
�
(0)L2 (m) +

�
I4�c
�
(0)

� � + AL1 (m) +BL2 (m) + C < +1.

On a aussi

(Tu)00 (x) =

+1Z
x

(t� x) f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

� A2L1 (m) +B2L2 (m) + C2

< +1,
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et il n�est pas di¢ cile de prouver que (Tu)00 est continu sur I.

Dé�nition 3.3 On dit que u est une solution du problème (3.1) si
(i) u 2 C4 (R+, R),
(ii) u satisfait (3.1).

Lemme 3.5 On suppose que l�hypothèse (H) est satisfaite, alors une fonc-
tion u 2 Km est une solution du problème (3.1) si et seulement si elle est un
point �xe de l�opérateur T:

Preuve: Soit u 2 Km un point �xe de T , c�est-à-dire

u (x) = (Tu) (x) = � +
1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt; x 2 R+:

On a
u (x) = (Tu) (x) = � +

�
I4�eg� (x) ,

où eg (x) = f (x; u (x) ; u00 (x)) :
D�après le Lemme 3.2, on obtient

u(4) (x) = f (x; u (x) ; u00 (x)) :

D�autre part, on a

u (x) = � +
1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

= � +
1

3!

+1Z
0

�[x;+1[ (t) (t� x)
3 eg (t) dt,

où �[x;+1[ est la fonction caractéristique dé�nie pour tout x 2 I par

�[x;+1[ (t) =

�
1 si t 2 [x;+1[ ,
0 si t =2 [x;+1[ .
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Ce qui implique que

ju (x)� �j � 1

3!

+1Z
0

�[x;+1[ (t) t
3 jf (t; u (t) ; u00 (t))j dt;

et en utilisant l�hypothèse (H) et le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue, on obtient

lim
x!+1

ju (x)� �j = 0:

Ce qui signi�e que
lim

x!+1
u (x) = �:

De la même manière, on peut prouver que

lim
x!+1

u0 (x) = lim
x!+1

(Tu)0 (x)

= lim
x!+1

1

2

+1Z
x

(t� x)2 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

= 0;

et

lim
x!+1

u00 (x) = lim
x!+1

(Tu)00 (x)

= lim
x!+1

+1Z
x

(t� x) f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

= 0:

Supposons maintenant que u soit une solution du problème (3.1) dans Km,
alors en appliquant l�opérateur I4� aux deux membres de l�équation dans
(3.1), on a �

I4�u
(4)
�
(x) =

�
I4�eg� (x) .

D�après le Lemme 3.2, on a

u (x)� � = 1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt:
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C�est-à-dire
u (x) = (Tu) (x) :

Ce qui signi�e que u est un point �xe de T dans Km:

Lemme 3.6 Supposons que l�hypothèse (H) est satisfaite, et qu�il existe une
constante M > 0 telle que

AL1 (M) +BL2 (M) + C � �,

alors
T
�
KM

�
� K:

Preuve: Soit u 2 KM et x 2 I, alors en utilisant l�hypothèse (H), on a

(Tu) (x) � � � 1
6

+1Z
x

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� � � L1 (M)
�
I4�a
�
(x)� L2 (M)

�
I4�b
�
(x)�

�
I4�c
�
(x)

� � � L1 (M)
�
I4�a
�
(0)� L2 (M)

�
I4�b
�
(0)�

�
I4�c
�
(0)

� � � [AL1 (M) +BL2 (M) + C]
� 0:

Théorème 3.3 Supposons que la condition (H) est satisfaite, et qu�il existe
M1 > 0 et M2 > 0 telle que
(H1) M1 < � < M2,
(H2) AL1 (M1) +BL2 (M1) + C � � �M1,
(H3) AL1 (M2) +BL2 (M2) + C � min (�; M2 � �),
(H4) A1L1 (M2) +B1L2 (M2) + C1 � 2M2,
(H5) A2L1 (M2) +B2L2 (M2) + C2 �M2:
Alors le problème (3.1) admet au moins une solution positive u telle que

M1 � kuk2 �M2:
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Preuve: Puisque AL1 (M2) +BL2 (M2) +C � �; et d�après le Lemme 3.6;
on a

T
�
KM2nKM1

�
� K:

Maintenant, on va prouver que l�opérateur T est complètement continu.
La preuve sera donnée en trois étapes.
Étape 1 : L�ensemble T

�
KM2nKM1

�
est uniformément borné.

Soit u 2 KM2nKM1, alors pour tout x 2 R+; on a

j(Tu) (x)j =

������� + 1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

������
� j�j+ 1

3!

+1Z
x

(t� x)3 jf (t; u (t) ; u00 (t))j dt

� � + L1 (M2)
�
I4�a
�
(x) + L2 (M2)

�
I4�b
�
(x) +

�
I4�c
�
(x)

� � + L1 (M2)
�
I4�a
�
(0) + L2 (M2)

�
I4�b
�
(0) +

�
I4�c
�
(0)

= � + AL1 (M2) +BL2 (M2) + C.

De la même manière, on a

��(Tu)0 (x)�� =

������12
+1Z
x

(t� x)2 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

������
� A1L1 (M2) +B1L2 (M2) + C1,

et

��(Tu)00 (x)�� =

������
+1Z
x

(t� x) f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

������
� A2L1 (M2) +B2L2 (M2) + C2.

Ce qui signi�e que l�ensemble T
�
KM2nKM1

�
est uniformément borné.

Étape 2 : L�ensemble T
�
KM2nKM1

�
est équiconvergent à +1.

En utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (voir la
preuve du Lemme 3.5), on a

lim
x!+1

(Tu) (x) = �.
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Ce qui signi�e que

8" > 0;9�2 (")> 0;8u 2KM2nKM1
;8x > �2 (") ; j(Tu) (x)� �j< ": (3.2)

De la même manière, on a

8" > 0; 9 e� (")> 0;8u 2KM2nKM1
;8x >e� (") ; ��(Tu)0 (x)��< "; (3.3)

et

8" > 0; 9 b� (")> 0;8u 2KM2nKM1
;8x >b� (") ; ��(Tu)00 (x)��< ". (3.4)

Alors d�après (3.2), (3.3) et (3.4), il s�ensuit que l�ensemble T
�
KM2nKM1

�
est équiconvergent en +1:
Étape 3 : L�ensemble T

�
KM2nKM1

�
est équicontinu sur chaque intervalle

compact de R+.
Soit u 2 KM2nKM1 et 0 � x1 � x2; alors on a

j(Tu) (x2)� (Tu) (x1)j =
1

3!

������
+1Z
x2

(t� x2)3 eg (t) dt� +1Z
x1

(t� x1)3 eg (t) dt
������

� 1

3!

+1Z
x2

((t� x2)3 � (t� x1)3) jeg (t)j dt
+
1

3!

x2Z
x1

(t� x1)3 jeg (t)j dt:
C�est-à-dire

j(Tu) (x2)� (Tu) (x1)j � F1 (x1; x2) + F2 (x1; x2) , (3.5)

où

F1 (x1; x2) =
1

3!

+1Z
x2

�
(t� x2)3 � (t� x1)3

�
jeg (t)j dt,

et

F2 (x1; x2) =
1

3!

x2Z
x1

(t� x1)3 jeg (t)j dt:
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D�autre part, on a

F1 (x1; x2) � 1

3!

+1Z
0

((t� x2)3 � (t� x1)3)(a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t))dt

� L1 (M2)

3!

+1Z
0

((t� x2)3 � (t� x1)3)a (t) dt

+
L2 (M2)

3!

+1Z
0

((t� x2)3 � (t� x1)3)b (t) dt

+
1

3!

+1Z
0

((t� x2)3 � (t� x1)3)c (t) dt:

Comme
+1Z
0

(t� x1)3 a (t) dt �
+1Z
0

t3a (t) dt < +1,

et
lim
x1!x2

(t� x1)3 a (t) = (t� x2)3 a (t) ,

alors en utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, il
s�ensuit que

lim
x1!x2

+1Z
0

(t� x1)3 a (t) dt =
+1Z
0

(t� x2)3 a (t) dt:

De la même manière, on a

lim
x1!x2

+1Z
0

(t� x1)3 b (t) dt =
+1Z
0

(t� x2)3 b (t) dt,

et

lim
x1!x2

+1Z
0

(t� x1)3 c (t) dt =
+1Z
0

(t� x2)3 c (t) dt.
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Alors si on pose par dé�nition

�3 (") =
"

3
(L1 (M2) + L2 (M2) + 1);

on obtient

8" > 0;9 �3 (") > 0; (jx1 � x2j < �3 (")) F1 (x1; x2)) < ") : (3.6)

D�autre part, on a

x2Z
x1

(t� x1)3 jeg (t)j dt � sup
t2R+

jeg (t)j x2Z
x1

(t� x1)3 dt

� sup
t2R+

jeg (t)j (x2 � x1)4 :

Alors si on pose par dé�nition �4 (") = 6

0B@ "

sup
t2I
jeg (t)j+ 1

1CA
1
4

, on obtient

8" > 0; 9 �4 (") > 0, (jx1 � x2j < �4 (")) F2 (x1; x2)) < ") . (3.7)

Alors d�après (3.5), (3.6) et (3.7) et si on pose �5 (") = min (�3 (") , �4 (")),
on obtient

8" > 0; 9 �5 (") > 0,8u 2 KM2nKM1 ; (jx1 � x2j < �5 (")) j(Tu) (x2)� (Tu) (x1)j) < ") .

De la même manière, on peut prouver que

8" > 0; 9 �6 (") > 0, 8u 2 KM2nKM1 ;
�
jx1 � x2j < �6 ("))

��(Tu)0 (x2)� (Tu)0 (x1)��) < "� ,
et

8" > 0; 9 �7 (") > 0, 8u 2 KM2nKM1 ;
�
jx1 � x2j < �7 ("))

��(Tu)00 (x2)� (Tu)00 (x1)��) < "� .
Il s�ensuit alors que l�ensemble T

�
KM2nKM1

�
est équicontinu sur chaque

intervalle compact de R+.
D�après les étape 1, 2 et 3 et en utilisant la proposition 3.2 on en déduit

que l�ensemble T
�
KM2nKM1

�
est relativement compact.

Maintenant, on va prouver que l�opérateur T est continu.

56



En e¤et, soit u 2 T
�
KM2nKM1

�
et (un)n2N une suite arbitraire dans

T
�
KM2nKM1

�
avec lim

n!+1
un = u; alors on a lim

n!+1
un (x) = u (x) et lim

n!+1
u00n (x) =

u00 (x) pour x 2 R+ et en utilisant le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue, on a

lim
n!+1

1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; un (t) ; u00n (t)) dt =
1

3!

+1Z
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt;

et alors pour tout x 2 I, on a la convergence ponctuelle

lim
n!+1

(Tun) (x) = (Tu) (x) .

Maintenant, on va prouver que

lim
n!+1

Tun = Tu:

Soit (vn)n2N une sous suite de la suite (Tun)n2N : Comme T
�
KM2nKM1

�
est relativement compact, alors il existe une sous-suite (vnk)nk2N de la suite
(vn)n2N et une fonction y 2 E telles que lim

nk!+1
vnk = y: Par l�unicité de la

limite on a y = Tu, ce qui signi�e que lim
n!+1

Tun = Tu:

Maintenant, soit u 2 K avec kuk2 = M1, alors 0 � u(i) (x) � M1, pour
i = 0; 1; 2 et tout x 2 R+.
Puisque par les hypothèses (H2) et (H) on a

AL1 (M1) +BL2 (M1) + C � � �M1,

et

f (x; u (x) ; u00 (x)) � � [a (x)L1 (u (x)) + b (x)L2 (u00 (x)) + c (x)] ,

on obtient

(Tu) (x) = � + 1
3!

+1R
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

� � � 1
3!

+1R
x

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� � � 1
3!

+1R
0

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� � � [AL1 (M1) +BL2 (M1) + C]
� M1 = kuk2 :
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Ce qui implique que

kTuk2 � kuk2 :

De la même manière soit, u 2 K \
�
KM2nKM1

�
avec kuk2 = M2, alors

0 � u(i) (x) �M2, pour i = 0; 1; 2 et tout x 2 R+.

Puisque par les hypothèses (H3) et (H), on a

AL1 (M2) +BL2 (M2) + C � min(�;M2 � �),

et

f (x; u (x) ; u00 (x)) � a (x)L1 (u (x)) + b (x)L2 (u00 (x)) + c (x) ,

on obtient

(Tu) (x) = � + 1
3!

+1R
x

(t� x)3 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

� � + 1
3!

+1R
x

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� � + 1
3!

+1R
0

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� � + [AL1 (M2) +BL2 (M2) + C]
� � +min(�;M2 � �)
� M2 = kuk2 .

C�est-à-dire

(Tu) (x) �M2 = kuk2 , pour tout x 2 I: (3.8)
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De la même manière, on a

(Tu)0 (x) =
1

2

+1Z
x

(t� x)2 f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

� 1

2

+1Z
x

(t� x)3 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� 1

2

+1Z
0

(t� x)2 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� A1L1 (M2) +B1L2 (M2) + C1
2

� 2M2

2
= M2 = kuk2 .

C�est-à-dire
(Tu)0 (x) �M2 = kuk2 , pour tout x 2 R+; (3.9)

et

(Tu)00 (x) =

+1Z
x

(t� x) f (t; u (t) ; u00 (t)) dt

�
+1Z
x

(t� x) [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

�
+1Z
0

(t� x)2 [a (t)L1 (u (t)) + b (t)L2 (u00 (t)) + c (t)] dt

� A2L1 (M2) +B2L2 (M2) + C2

� M2 = kuk2 .

Ça veut dire que

(Tu)00 (x) �M2 = kuk2 , pour tout x 2 R+. (3.10)
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Alors d�après (3.8), (3.9) et (3.10), il s�ensuit que

kTuk2 � kuk2 ,

et par conséquent d�après le théorème 3.2, on obtient que le problème (3.1)
admet au moins une solution positive u telle que

M1 � kuk2 �M2.

3.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple illustrant l�application de notre
résultat.
Considérons le problème suivant :

8>>>><>>>>:
u(4) (x) = 1

2

 
e�x � e�u(x) � e(u

00(x))2

1 + (u00 (x))2

!
; x 2 R+;

lim
x!+1

u (x) =
p
2,

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2; 3.

(3.11)

Si on pose par dé�nition

f (x; u; v) =
1

2

 
e�x � e�u � ev

2

1 + v2

!
.

On a
jf (x; u; v)j � a (x)L1 (u) + b (x)L2 (v) + c (x) ;

où

L1 (u) = 1� e�u; L2 (v) = 1�
1

1 + v2
;

et

a (x) = b (x) = c (x) =
e�x

6
:
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Ainsi, on a

A = B = C =
1

3!

+1Z
0

1

6
t3e�tdt =

1

6
;

A1 = B1 = C1 =
1

2

+1Z
0

1

6
t2e�tdt =

1

6
,

et

A2 = B2 = C2 =

+1Z
0

1

6
te�tdt =

1

6
.

On va prouver que le problème à valeur �nale (3.11) admet au moins une
solution positive u telle que

M1 = 1 � kuk2 � 2 =M2:

Tout d�abord, il est facile de voir que les fonctions L1 et L2 sont croissantes
sur R+.
D�autre part, on a

AL1 (M1) +BL2 (M1) + C =
1

6

�
1� 1

e

�
+
1

6

�
1� 1

3

�
+
1

6
= 0:38313,

et
� �M1 =

p
2� 1 = 0:41421:

Ce qui signi�e que

AL1 (M1) +BL2 (M1) + C � � �M1:

De la même manière, on a

AL1 (M2) +BL2 (M2) + C = 0:45893 � min (�;M2 � �) = 0:58579,

A1L1 (M2) +B1L2 (M2) + C1 = 0:45893 � 4,
et

A2L1 (M2) +B2L2 (M2) + C2 = 0:45893 � 2.
Alors d�après le théorème 3.3, il s�ensuit que le problème (3.11) admet au
moins une solution positive u telle que 1 � kuk2 � 2.
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Chapitre 4

Existence et unicité de
solutions d�un problème à
valeur �nale pour des équations
di¤érentielles quasi-linéaires du
quatrième ordre avec déviation
d�argument

4.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence de solutions d�un pro-
blème à valeur �nale concernant une équation di¤érentielle quasi-linéaire du
quatrième ordre avec déviation d�argument. Plus précisément, on considère
le problème suivant :8>>>><>>>>:

('p (u
00))00 (x) = f (x; u (� (x))) ; x 2 R+,

lim
x!+1

u (x) = �;

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2;

lim
x!+1

('p (u
00))0 (x) = 0;

(4.1)

où 'p (y) = jyj
p�2 y; y 2 R; p > 1; f : R+ � R �! R; est continue, � 2 R et

� : R+ �! R+ telle que lim
t!+1

� (t) = +1:
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L�objectif de ce chapitre est de prouver l�existence de solutions pour le
problème (4.1), en utilsant le théorème du point �xe de Schauder ainsi que
d�examiner l�unicité de solutions pour le cas p = 2:
Le plan de ce chapitre est comme suit : dans la section 2, nous donnons

quelques dé�nitions et résultats préliminaires qui seront utilisés dans la suite
de ce chapitre. Le résultat principal est présenté et prouvé dans la section 3,
suivi d�un exemple dans la section 4 illustrant l�application de notre résultat.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [23].

4.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions et résultats préliminaires
qui seront utiles dans la suite de ce chapitre.
Considérons l�ensemble suivant

Cl =

�
u 2 C

�
R+;R

�
, lim
x!+1

u (x) 2 R
�
:

Notons que (Cl; k:k0) est un espace de Banach, où

kuk0 = sup
x2R+

ju (x)j :

Dé�nition 4.1 [6]) Un ensemble ~A � C (R+;R) est dit équiconvergent en
+1 si toute fonction u de ~A a une limite �nie en +1 et de plus,
8" > 0; 9 � (") > 0 tel que, pour toute fonction u de ~A;8x > � (") ; on a����u (x)� lim

x!+1
u (x)

���� < ":
Dé�nition 4.2 Un ensemble ~A � C (R+;R) est dit équicontinu sur chaque
intervalle compact de R si pour chaque " > 0, il existe �1 (") > 0 tel que, pour
toute fonction u de ~A et tous x1 et x2 dans R+, la condition jx2 � x1j < �1 (")
implique ju (x2)� u (x1)j < ".

La proposition suivante donne le critère de compacité de Corduneanu.

Proposition 4.1 ([6, Lemma 1 page 149] ou [18, Page 62])Un ensemble ~A
de C (R+;R) est relativement compact si et seulement si
(i) ~A est uniformément borné dans C (R+;R),
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(ii) ~A est équicontinu sur chaque intervalle compact de R+,
(iii) ~A est équiconvergent en +1.

Les résultats que nous présentons ici sont obtenus en utilisant le théorème
du point �xe bien connu de Schauder.

Théorème 4.1 (Théorème de Schauder [3]) Soit E un espace de Banach et
X un sous-ensemble non vide convexe et fermé de E. Si S est une appli-
cation continue de X dans lui-même et SX est relativement compact, alors
l�application S a au moins un point �xe.

Dé�nition 4.3 On dit que u est une solution du problème (4.1) si
(i) u 2 C2 (R+, R) et 'p (u00) 2 C2 (R+, R) :
(ii) u satisfait (4.1).

Maintenant pour r > 0, on pose par dé�nition

ar (x) = max
kvk0�r

jf (x; v)j , pour tout x � 0;

et on suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(H1)
+1R
0

ar (x) dx < +1,

(H2)
+1R
0

t'�1p

�
+1R
t

(s� t) ar (s) ds
�
dt � r,

(H3)
+1R
0

'�1p

�
+1R
t

(s� t) ar (s) ds
�
dt < +1.

4.3 Résultat principal

Dans cette section, on énonce et on démontre notre résultat principal.
Posons

X = fu 2 Cl; ku� �k0 � rg ,

où r > 0:
Il n�est pas di¢ cile de voir que X est un sous-ensemble non vide fermé et

convexe de Cl.
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On dé�nit l�opérateur T par

T : X �! Cl

u 7�! (Tu) (x) = � +
+1R
x

(t� x)Gp (t) dt;

où

Gp (t) = '
�1
p

0@ +1Z
t

(s� t) f (s; u (� (s))) ds

1A :
Lemme 4.1 Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) soient sa-
tisfaites, alors une fonction u 2 X est une solution du problème (4.1) si et
seulement si u est un point �xe de l�opérateur T .

Preuve: Soit u 2 X un point �xe de T c�est-à-dire

u (x) = � +

+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt; x 2 R+:

Alors on a
u00 (x) = Gp (x) ; x 2 R+:

Ce qui entraîne que

'p (u
00) (x) =

+1Z
x

(t� x) f (t; u (� (t))) dt; x 2 R+;

et par conséquent, il s�ensuit que

('p (u
00))00 (x) = f (x; u (� (x))) ; x 2 R+: (4.2)

D�autre part, on a

u (x)� � =

+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt

=

+1Z
0

�[x;+1[ (t) (t� x)Gp (t) dt;
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où �[x;+1[ est la fonction caractéristique dé�nie pour tout t 2 R+ par

�[x;+1[ (t) =

�
1 si t 2 [x;+1[ ,
0 si t =2 [x;+1[ .

Ce qui entraîne que

ju (x)� �j �

������
+1Z
0

�[x;+1[ (t) tGp (t) dt

������ ;
et en utilisant l�hypothèse (H2) et le théorème de la convergence dominée
de Lebesgue, on obtient

lim
x!+1

ju (x)� �j = 0:

D�où
lim

x!+1
u (x) = �: (4.3)

De la même manière, on peut prouver que

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2; (4.4)

et
lim

x!+1
('p (u

00))0 (x) = 0, (4.5)

et par conséquent d�après (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5), il s�ensuit que u est une
solution du problème (4.1).
Inversement, supposons maintenant que u est une solution du problème

(4.1) dans X, alors on a

('p (u
00))0 (x) =

+1Z
x

f (t; u (� (t))) dt, pour tout x 2 R+:

D�où

'p(u
00) (x) =

+1Z
x

+1Z
t

f (s; u (� (s))) dsdt, pour tout x 2 R+

=

+1Z
x

(t� x) f (t; u (� (t))) dt; pour tout x 2 R+.

67



C�est-à-dire
u00 (x) = Gp (x) ; x 2 R+:

Alors, on a

u (x) = � +

+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt; x 2 R+:

Ce qui signi�e que u est un point �xe de T dans X.
Maintenant on énonce et on prouve notre résultat principal.

Théorème 4.2 Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont
satisfaites alors le problème (4.1) admet au moins une solution.

Preuve: La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
Étape 1 : TX � X:
Soit u 2 X et x 2 R+; on a

j(Tu) (x)� �j =

������
+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt

������
�

+1Z
x

(t� x) jGp (t)j dt

=

+1Z
x

(t� x)

������
0@ +1Z

t

(s� t) f (s; u (� (s))) ds

1A������
1

p�1

dt

�
+1Z
x

t

0@ +1Z
t

(s� t) ar (s) ds

1A 1
p�1

dt

�
+1Z
0

t

0@ +1Z
t

(s� t) ar (s) ds

1A 1
p�1

dt:

Alors en utilisant l�hypothèse (H2), on obtient

j(Tu) (x)� �j � r;

et par conséquent, il s�ensuit quekTu� �k0 � r:
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Étape 2 : L�ensemble TX est un sous-ensemble uniformément borné de
l�espace Cl.Soit u 2 X et x 2 R+, on a

j(Tu) (x)j =

������� +
+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt

������
� j�j+

������
+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt

������
� j�j+ r:

C�est-à-dire
kTuk0 � j�j+ r:

Ce qui signi�e que l�ensemble TX est un sous-ensemble uniformément borné
de l�espace Cl.
Étape 3 : L�ensemble TX est équiconvergent en +1.
Soit u 2 X et x 2 R+, on a

(Tu) (x)� � =

+1Z
x

(t� x)Gp (t) dt

=

+1Z
0

�[x;+1[ (t) (t� x)Gp (t) dt:

Ce qui entraîne que

j(Tu) (x)� �j �

������
+1Z
0

�[x;+1[ (t) tGp (t) dt

������ ;
et en utilisant l�hypothèse (H2) et le théorème de la convergence dominée
de Lebesgue, on obtient

lim
x!+1

j(Tu) (x)� �j = 0:

Alors on a
lim

x!+1
(Tu) (x) = �:
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Ce qui signi�e que

8" > 0; 9 �2 (") > 0; 8u 2 X;8x > �2 (") , j(Tu) (x)� �j < ";
et par conséquent, il s�ensuit que l�ensemble TX est équiconvergent en +1.
Étape 4 : L�ensemble TX est équicontinu sur chaque intervalle compact

de R+.
Soit u 2 TX, " > 0 et 0 � x1 � x2 < +1; alors on a

jT (u) (x2)� T (u) (x1)j =

������
+1Z
x2

(t� x2)Gp (t) dt�
+1Z
x1

(t� x1)Gp (t) dt

������ :
Ce qui donne

jT (u) (x2)� T (u) (x1)j =

������
+1Z
x2

((t� x2)� (t� x1))Gp (t) dt�
x2Z
x1

(t� x1)Gp (t) dt

������
�

������
+1Z
x2

(x2 � x1)Gp (t) dt

������+
������
x2Z
x1

(t� x1)Gp (t) dt

������ :
Ce qui signi�e que

jT (u) (x2)� T (u) (x1)j � F1 (x1; x2) + F2 (x1; x2) ; (4.6)

où

F1 (x1; x2) =

������
+1Z
x2

(x2 � x1)Gp (t) dt

������ ;
et

F2 (x1; x2) =

������
x2Z
x1

(t� x1)Gp (t) dt

������ :
Maintenant, on a

F1 (x1; x2) � (x2 � x1)
+1R
x2

jGp (t)j dt

� (x2 � x1)
+1R
x2

�
+1R
t

(s� t) ar (s) ds
� 1

p�1

dt

� (x2 � x1)
+1R
0

�
+1R
t

(s� t) ar (s) ds
� 1

p�1

dt:

70



Alors, d�aprés l�hypothèse (H3) et si on pose par dé�nition �3 (") = "
2
(L1+1),

où

L1 =

+1Z
0

0@ +1Z
t

(s� t) ar (s) ds

1A 1
p�1

dt,

on obtient

8" > 0; 9 �3 (") > 0,
�
jx2 � x1j < �3 (")) F1 (x1; x2) <

"

2

�
. (4.7)

D�autre part, on a

F2 (x1; x2) =

�����x2Rx1 (t� x1)Gp (t) dt
�����

� (x2 � x1)
t2R
t1

jGp (t)j dt

� (x2 � x1)
+1R
0

jGp (t)j dt

= L1 (x2 � x1) :

Et par suite

8" > 0; 9 �3 (") > 0,
�
jx2 � x1j < �3 (")) F2 (x1; x2) <

"

2

�
: (4.8)

Alors d�après (4.6), (4.7) et (4.8), on obtient

8" > 0; 9 �3 (") > 0, 8u 2 X; (jx2 � x1j < �3 (")) j(Tu) (x2)� (Tu) (x1)j) < ") ,

et par conséquent, il s�ensuit que l�ensemble TX est équicontinu sur chaque
intervalle compact de R+.
Étape 5 :
L�operateur T est continu.
Soit (un)n2N une suite dans X; avec limn!+1

un = u dans X, alors on a

lim
n!+1

un (� (x)) = u (� (x)) pour tout x 2 R+:

Maintenant d�après le théorème de la convergence dominé de Lebesgue, on a

lim
n!+1

+1Z
x

(t� x)Gp (un (� (t))) dt =
+1Z
x

(t� x)Gp (u (� (t))) dt;
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et par conséquent, on a la convergence ponctuelle

lim
n!+1

(Tun) (x) = (Tu) (x) , pour tout x 2 R+:

Maintenant, on va prouver que

lim
n!+1

Tun = Tu:

Soit (vm)m2N une sous-suite de la suite (Tun)n2N : Puisque TX est relative-
ment compact, alors il existe une sous-suite (wk)k2N de la suite (vm)m2N et
une fonction u 2 E telles que lim

k!+1
wk = u: Par unicité de la limite on a

u = Tu: ce qui signi�e que lim
n!+1

Tun = Tu et par conséquent, il s�ensuit que

l�opérateur T est continu.
En conclusion, on a prouvé que l�opérateur T satisfait aux hypothèses du

théorème de Schauder et par conséquent, le problème à valeur �nale (4.1)
admet au moins une solution.
La preuve du théorème 4.2 est terminée.

Remarque 4.1 L�unicité de la solution du problème à valeur �nale (4.1) est
établie pour p = 2 sous les conditions suivantes :
(H4) Il existe une fonction L : R+ ! R+ telle que jf (x; u)� f (x; v)j �

L (x) ju� vj, pour tout x 2 R+; et pour tout u 2 R et v 2 R:

(H5)
+1R
x

(t� x)
�
+1R
t

(s� t)L (s) ds
�
dt < 1, pour tout x 2 R+.

Théorème 4.3 Supposons que les hypothèses (Hi) pour i=1,...,5 sont sa-
tisfaites, alors pour p = 2 le problème (4.1) admet une unique solution.

Preuve: Supposons que le problème à valeur �nale (4.1) admet deux solu-
tions u1 et u2, alors pour tout x 2 R+, on a

u
(4)
1 (x)� u(4)2 (x) = f (x; u1 (� (x)))� f (x; u2 (� (x)))

� L (x) ju1 (� (x))� u2 (� (x))jp�1

� L (x) ku1 � u2k0 :

D�où

u1 (x)� u2 (x) � ku1 � u2k0

+1Z
x

(t� x)

0@ +1Z
t

(s� t)L (s) ds

1A dt:
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Ce qui implique que

ku1 � u2k0 � ku1 � u2k0

+1Z
x

(t� x)

0@ +1Z
t

(s� t)L (s) ds

1A dt,
et par conséquent, en utilisant l�hypothèse (H5), il s�ensuit que

ku1 � u2k0 = 0:

Ce qui signi�e que u1 (x) = u2 (x), pour tout x 2 R+.

4.4 Applications

Dans cette section, on donne quelques exemples illustrant l�application
de notre résultat.

Exemple 4.1 On considère le problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

('p (u
00))00 (x) =

(p� 2)2p

(p� 1)2(p�1)
e(2�p)xup�1(

x

p� 1); x 2 R
+;

lim
x!+1

u (x) = 0,

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2;

lim
x!+1

('p (u
00))0 (x) = 0,

(4.9)

où p > 2.
Dans cet exemple, on a

ar(x) =
(p� 2)2p

(p� 1)2(p�1)
rp�1e(2�p)x; avec r > 0 et x 2 R+:

D�où
+1Z
0

ar (x) dx =
(p� 2)2p�1

(p� 1)2(p�1)
rp�1;

+1Z
0

t'�1p

0@ +1Z
t

(s� t) ar (s) ds

1A dt =

�
p� 2
p� 1

�2
r

+1Z
0

te(
2�p
p�1)tdt

= r,
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et

+1Z
0

'�1p

0@ +1Z
t

(s� t) ar (s) ds

1A dt =

�
p� 2
p� 1

�2
r

+1Z
0

e(
2�p
p�1)tdt

=

�
p� 2
p� 1

�
r:

Alors d�après le théorème 4.2, il s�ensuit que le problème (4.9) admet au
moins une solution.

Exemple 4.2 Considèrons le problème suivant :8><>:
u(4) (x) = e�5xu(4x); x 2 R+;
lim

x!+1
u (x) = 1,

lim
x!+1

u(i) (x) = 0 pour i = 1; 2; 3.
(4.10)

Dans cet exemple, on a

ar(x) = re
�5x; avec r > 0 et x 2 R+;

et
+1Z
0

ar (x) dx =

+1Z
0

re�5xdx =
r

5
;

+1Z
0

t

+1Z
t

(s� t) ar (s) dsdt =

+1Z
0

t

+1Z
t

(s� t) re�5sdsdt

=
1

625
r � r;

et
+1Z
0

+1Z
t

(s� t) re�5sdsdt = 1

125
r:

Alors d�après le théorème 4.2, il s�ensuit que le problème (4.10) admet au
moins une solution.
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Maintenant, puisque

+1Z
x

(t� x)
+1Z
t

(s� t) e�5sdsdt = e�x

125
< 1 pour tout x 2 R+,

alors d�après le théorème 4.3, il s�ensuit que le problème (4.10) admet une
unique solution.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a étudié quelques résultats d�existence et d�unicité de
solutions pour certaines classes d�équations di¤érentielles quasi-linéaires du
quatrième ordre faisant intervenir l�opérateur p-laplacien avec des conditions
initiales non locales dans des domaines non bornés ou à valeurs �nals. Ces
résultats sont obtenus en utilisant un argument de points �xes de Krasno-
selskii et de Schauder et de la théorie des sous et sur-solutions couplée avec
la technique itérative.
Les travaux réalisés dans cette thèse o¤rent des perspectives très intéres-

santes.
Pour nos futures recherches, nous avons pour objectif d�étudier les pro-

blèmes suivants :
1) Etude de l�existence des solutions extrêmales pour des systèmes d�équa-

tions di¤érentielles quasi-linéaires d�ordre quatre dans un domaine non borné.
2) Etude de l�existence des solutions positives pour certaines classes d�équa-

tions di¤érentielles quasi-linéaires d�ordre quatre, en utilisant des méthodes
topologiques.
3) Etude de l�existence des solutions pour certaines classes d�équations

di¤érentielles quasi-linéaires d�ordre quatre faisant intervenir l�opérateur bi-
p laplacien en utilisant des méthodes variationnelles.
4) Etude de l�existence et l�unicité des solutions pour certaines classes

d�équations di¤érentielles quasi-linéaires d�ordre quatre avec argument avancé
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Abstract 
    The object of this thesis is the study of the existence of solutions for certain 
classes of fourth order quasi-linear differential equations involving the p-
Laplacian operator with nonlocal initial or terminal value conditions in 
unbounded domains using the upper and lower solutions method coupled with 
the monotone iterative technique, the fixed point theorems of Krasnoselskii and 
Schauder. 
 
Key words 
 Half-line,  bi-p-Laplacian, multipoint and nonlocal  conditions, upper and lower 
solutions,  monotone iterative technique, Fourth order differential equation, 
Guo-Krasnoselskii theorem , Shauder fixed point theorem. 
AMS Subject Classification: 34B10, 34B15 - 47N20, 34B40, 34B18, 47H10 
 
Résumé 
     L'objet de cette thèse est l'étude de l'existence de solutions pour certaines 
classes d'équations différentielles quasi-linéaires du quatrième ordre faisant 
intervenir l'opérateur p-Laplacien avec des conditions initiales non locales ou 
finales dans des domaines non bornés en utilisant la méthode des sous et sur 
solutions couplée avec la technique itérative, les théorèmes du point fixe de 
Krasnoselskii et Schauder.  
 
Mots clés 
 Demi-droite, conditions initiales non locales, sur et sous solutions, bi-p-
Laplacien, technique itérative monotone, équations différentielles du quatrième 
ordre, théorème de Guo-Krasnoselskii, théorème du point fixe de Shauder. 
AMS Subject Classification: 34B10, 34B15 - 47N20, 34B40, 34B18, 47H10 
 

 ملخص 
ـــــــــــــو       ـــــــــــة هـ ــــــــــــذه الاطروحـــ ــــــــن هــ ــــــــــن الهــــــــــــــدف مــــــ ـــــــــناف مــــ ــــــــᘘعض الاصـــــ ـــــــة وجــــــــــــــود الحلــــــــــــــول لــــــ دراســـــــ

 ᢝ ᢔᣍ ــــــؤثر ــــــــ ــوي مــ ــــــ ـــــــ ᢝ تحـ
ᡨᣎــ ــة الــــــــــــــ ــة الراᗷعــــــــــــــ ــة مــــــــــــــــن الدرجــــــــــــــ ــᘘه الخطᘭــــــــــــــ ــــــــلᘭة شــــــــــــــ ــادلات التفاضــــــــ ــــــــــ -المعــــ

وط لاᗷلا  ᡫᣃ ــــــــــــة او ــــــــــــــᢕᣂ محلᘭــــ وط ابتدائᘭــــــــــــــــة غــ ᡫᣃ محــــــــــــــــدودة مــــــــــــــــع ᢕᣂــــــــــــــ ــــــــالات غــ ـــــــ ــــــــــــــᣢ مجـ ــــــــــــــᘭان عــ ســ
اجـــــــــــــــــــع  ᡨᣂـــــــــــــــــــة الᘭــــــــــة بتقن ــــــــ ــــــــــــــــــول الفوقᘭـــــــــــــــــــة والتحتᘭـــــــــــــــــــة مرتᘘطـ ــــــــــــة الحلـ ـــــــــتعمال طᗫᖁقـــــــ ـــــــ ــــــــــــــــــة ᗷاســـ نهائᘭـ

ــــــــــــــ ــــــــ ـــــــ ـــــــــــات الــــــــــــــــــــــــــــــــنقط الثابتـــ ــــــــــــــᢝᣞ و ونظᗫᖁـــــــــــــــــــــ ــــــــ ـــــــ ــــــــــاودر. ة ل᜻راسنوسلســـ                                             شــــــــــــــــــــــ
  

 الᝣلمات المفتاحᘭة 
وط أولᘭـــة غـــᢕᣂ محلᘭـــة، حلـــول فوقᘭـــة وتحتᘭـــة،  ᡫᣃ ، مᘭنصـــف المســـق ᢝ ᢔᣍ- ،انᘭلاســـᗷاجـــع، لا ᡨᣂـــة الᘭتقن

، نظᗫᖁة النقطة الثابتة لشاودر  ᢝᣞة كراسنوسالسᗫᖁعة، نظᗷة من الدرجة الراᘭمعادلات تفاضل .           
AMS Subject Classification: 34B10, 34B15 - 47N20, 34B40, 34B18, 47H1   
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