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Abréviations & Notations____

A : Opérateur linéaire continue
LP[a,b] : I'espace des fonctions mesurables de puissance p € [1, +00) intégrables sur [a, b].
L*>[a, b] : 'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a, b]
L(X) : 'espace des application continues de X dans X.
p(A) : 'ensemble resolvante de A .
conv(A) : Ienvellope convexe de A

2128 : 'ensemble des parties de l'intervalle [a, b]
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Introduction

La dynamique des processus d’évolution dans le monde réel est souvent soumise
a des changements brusques tels que les chocs, les récoltes et les catastrophes naturelles.
En général, ces perturbations de courte durée par rapport a la durée du processus, ap-
paraissant généralement sous la forme d’impulsions. Ainsi, les équations différentielles
impulsives apparaissent comme une description naturelle des phénomenes évolutifs phy-
siques qui changent brutalement d’états comme par exemple les systémes mécaniques
avec impact, les systémes biologiques tels que les battements cardiaques, les flux san-
guins, la dynamique des populations ([7, 44]), les procédés biotechnologiques, la chimie
[9], I'ingénierie [24], la théorie du contrdle [37) 32], la médecine [26], [16] .

L’existence et I'unicité de solution sont les propriétés qualitatives fondamentales des

équations impulsives le plus étudiées . Plusieurs travaux (voir [51] [7, @] [5, 29] 49, 19|
20}, 21], 23]) ont considéré des équations différentielles ordinaires impulsives du premier et
du second ordre.
La théorie de base sur les équations d’évolution impulsives dans les espaces de Banach a
été introduite par Lakshmikanthan, D. D. Bainov [39], D. D. Bainov,P.S. Simeonov [7],
A.M. Samoilenko , Benchohra et al.[I2] . Les équations d’évolution impulsives non linéaires
sur les espaces de Banach ont été étudiées en utilisant la théorie des semi-groupes dans
les articles de E. Hernandez, NU. Ahmed [3] et Bainov et al. [9, [5].

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence de solution pour
des problemes d’évolution soumis a des implusions. Nous portons un intéret spécial aux
impulsions non instantanées c’est-a-dire que les impulsions démarrent brusquement et
leur l'action continue sur un laps de temps. Notre étude est basée sur les travaux de
E.Hernandez et D.O’Regan [36] qui ont introduit cette nouvelle classe d’équations diffe-
rentialles abstraites impulsives en considérant le probléeme suivant :

u(t) = Au(t) + f(t,u(t)), te (sitipr], i=0,..,N
ugt)) = g;(t,u(t)), te(t,s), i=1,.,.N (1.1)
u(0) = xg

ou A: D(A) C X — X est le générateur infinitesimal d'un Cj semi-group d’opérateurs
linéaires bornés (7(t)):>o défini sur un espace de Banach (X, ||.||),z0 € X ,0 =1 =50 <
t1 <51 <ty <.ty < sy <tny1 = asont des nombres prédéfinis, g; € C((t;,s;] x X; X)
,pour tous i =1,...Net f:[0,a] x X - X

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier est consacré a un apercu sur les
équations differentielles impulsives en soulignant leur importance dans la modélisation.
Dans le second chapitre , nous introduisons les outils mathématiques necessaires au
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développement de ce travail . Dans le troisieme chapitre nous utilisons la théorie de semi
groupe pour établir des résultat d’existence de solution pour des équation d’évolution
soumises a des impulsions .

Nous traiterons d’abord le cas d’impulsions instantanées et nous exposerons par la suite
des résultats d’existence dans le cas d’effet d’impulsions non instantanées. Des exemples
sont présentés dans chaque cas. Nous achevons ce mémoire par une conclusion et des
perspectives.



Chapitre

Un apercu sur les équations
différentielles impulsives

La théorie des équations différentielles impulsives est une branche nouvelle et impor-

tante des équations différentielles. Le premier article de cette théorie est lié a A. D. Mishkis
et V. D. Miliman en 1960 et 1963 . Les derniéres décennies ont vu des développements
majeurs dans cette théorie.
Les équations diférentielles impulsives décrivent des processus qui subissent de brusques
changements d’état a certains moments. Les processus avec un tel caractére surviennent
naturellement et souvent, en particulier dans les phénomenes étudiés en physique, chi-
mie, biologie,dynamique des populations, ingénierie et économie, voir les monographies
de Benchohra et al [12], Lakshmikantham et al [39] et les articles de Guo [[34]], Li et Liu
[40] pour plus de commentaires et de citations.

La théorie des équations d’évolution impulsives dans les espaces de Banach sont deve-
nues un domaine d’investigation important au cours des dernieres décennies. L’intérét
grandissant porté a cette théorie est du a sa large applicabilité dans le contrdle, la
mécanique, le génie électrique, et certains domaines biologique et médical. Pour plus de
détails sur cette théorie et ses applications, nous renvoyons aux références |2, [13], 14], 28], ou
de nombreuses propriétés de leurs solutions sont étudiées et des bibliographies détaillées
sont données.

La caractéristique la plus importante des équations différentielles (ordinaires et aux
derivées partielles) soumises a des impulsions instantanées est liée a leur utilité dans la
simulation de processus et de phénomeénes soumis a des perturbations de courte durée
au cours de leur évolution, et les perturbations sont effectuées de maniere discrete et
leur durée est négligeable par rapport a la durée totale des processus et des phénomenes
lors de la construction de modeles mathématiques. Bref, ces équations diférentielles (or-
dinaires et aux derivées partielles) a impulsions instantanées considerent essentiellement
des problémes pour lesquels les impulsions sont brusques et instantanées.

Cependant, on peut voir que les modeéles avec des impulsions instantanées ne peuvent
pas expliquer une certaine dynamique de processus d’évolution en pharmacothérapie par
exemple comme 'ont souligné Hernandez et O’Regan dans [36], lorsque I'on consideére la
situation simpliée concernant 1'équilibre hémodynamique d’une personne, I'introduction
des médicaments dans la circulation sanguine et I’absorption qui en résulte pour le corps
sont un processus graduel et continu. Donc, on peut interpréter cette situation comme
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une action impulsionnelle qui démarre brusquement et reste active sur un intervalle de
temps fini. Nous appelons de tels phénomenes des impulsions non instantanées lors de
la construction de modeles mathématiques. Au vu de cette interprétation de nombreux
modeles issus de modeles réalistes peuvent étre décrits comme des équations aux dérivées
partielles avec impulsions non instantanées.

L’analyse des systemes différentiels impulsifs est cruciale pour développer des modeles
mathématiques plus réalistes pour les maladies infectieuses. c’est le théme développé
par R.Miron dans sa these [43] ou elle a présenté trois applications biologiques mon-
trant 'utilisation des équations différentielles impulsives dans les problemes du monde
réel. Elle a examinés également les effets de la stabilité sur un systeme VIH impulsif
bidimensionnel. La premiere application est un systéme décrivant la thérapie d’induction-
maintenance du VIH, qui montre comment la solution a un systeme impulsif est utilisé
pour trouver des résultats biologiques (adhérence, etc.). Une deuxiéme application est un
systeme VIH décrivant l'interaction entre les lymphocytes T, le virus et les médicaments.
La stabilité du systeme est déterminée pour un niveau de médicament fixé dans trois
régions spécifiques : niveaux de médicament faible, intermédiaire et élevé.. Des simu-
lations numériques montrent les effets de niveaux de médicament sur la stabilité d'un
systeme en incluant une impulsion. Elle montre analytiquement l’existence et 1'unicité
des solutions T-périodiques, et elle montre comment la stabilité change en variant le taux
de réponse immunitaire, les impulsions et un certain terme d’infection non linéaire. La
troisieme application démontre comment les changements saisonniers peuvent étre incor-
porés dans un systeme différentiel impulsif de la fievre de la vallée du Rift et examine
comment la stabilité peut différer lorsque les impulsions sont incluses.

Au cours de ces dernieres années, des équations diférentielles non linéaires avec des im-

pulsions non instantanées ont été étudiées par plusieurs auteurs et des résultats intéressants
ont été obtenus, voir ([I7, 31, 36} 47, 53]).
En 2013, Hernandez et O’Regan [30] initié 1’étudié le probléme & valeur initiale pour une
classe d’équations d’évolution sous l'effet d’impulsions non instantanées dans les espaces
de Banach. La méme année, Pierri et al [47] ont obtenu l’existence de solutions douces
(mild solution) pour une classe d’équations diférentielles abstraites semi-linéaires avec
des impulsions non instantanées en utilisant la théorie du semi-groupe analytique. L’exis-
tence de solutions aux probleémes aux limites périodiques pour les équations d’évolution
non linéaires avec des impulsions non instantanées sur les espaces de Banach a été étudiée
dans [53] en utilisant la théorie des semi-groupes et les méthodes du point fixe.

Les auteurs, des articles ([17, 31, 53]) ont utilisé divers théorémes du point fixe pour
étudier des équations d’évolution abstraites avec impulsions non instantanées lorsque le
semi-groupe correspondant T’ (t)(tzo) est compact, ceci est tres pratique pour les équations
a résolvante compacte.

Et pour le cas ou le semi-groupe correspondant 7'(t)>0) est non compact, P.Chen et al
[15] ont étudié I'existence d’une solution mild pour en utilisant les propriétés de la
mesure de non-compacité de Kuratowski, les opérateurs de condensation et le théoreme

du point fixe .
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1.1 Présentation des équations différentielles impul-
sives

Une équation diférentielle impulsive est décrite par trois composantes : une équation
diférentielle a temps continu, qui régit I’'état du systéme entre les impulsions ; une équation
d’impulsion, qui modélise un saut impulsif défini par une fonction de saut a l'instant
sur 'intervalle de temps ou I'impulsion se produit; et un critéere de saut, qui définit un
ensemble d’événements de saut dans lesquels ’équation d’impulsion est active (voir [39])

Dans ce qui suit, nous donnons quelques précisions concernant les équations différentielles
ordinaires impulsives (et systémes) d’ordre 1 qui s’écrivent sous la forme :

e = f(t,x(t)), teld, t#m

Ax(t) = I(x(m)), k=1,2,...m

(1.1)

ou J est un ouvert borné de R avec f : J x R — R" une fonction donnée , I, : J xR —
R™ le saut de 1'état a chaque 7 tel que 75 sont appelés instants (moments d’impulsions).
Ax(7) représente le saut de la fonction inconnue z : R — R™.a I'instant 75, donné par :

Ax(m) = ZL‘(T]:—) —a(r,), k=1,2,...m

ou
(1) = lim x(7; + h) et z(1;, ) = lim z(7; — h) représentent respectivement la limite
h—0— h—0+t

droite et gauche de I'état a t = 7,

1.2 Classes des équations différentielles impulsives

On peut identifier trois classes d’équations différentielles implusives :
CLASSE 1 : équations avec des moments fixes de 1l’effet d’impulsion
I’équation de cette classe s’écrit comme suit :

CC% = f(tax)v t 7& Tk
(1.2)

les moments de l'effet sont fixés au préalable en définissant la séquence 75 : 7. <

Tkr1, k € K pour t € (7, Tk41) la solution x(t) de satisfait I'équation %% = f(¢,z) et

pour t = 7, , xz(t) satisfait la relation z(7;") = or(2(71)) = 2(78) + Ip(x(T1))

CLASSE II : Equation avec moments non fixés de 1’effet d’impulsion
ces équations prennent la forme :

% :f(t,l’), t%Tk(l‘)

Az :[k(ﬂi’), t:Tk(.T)

(1.3)

out,: QCR" — Ret (x) <mppa(z) (k€K CZ ,xe).
les moments de l'effet d’impulsion pour ces équations se produisent lorsque (t,z) vérifie



8 Chapitre 1 : Un apercgu sur les équations différentielles impulsives

t = 1(x) pour certains k € K.

CLASSE III : Equations implusives autonomes
Les équations implusives autonomes ont la forme :

% =f, zdo
(1.4)
Ax = I (x), T EOT

ou o est une variété de dimension (n — 1) contenue dans I’espace de phases 2 C R".

le moment de l'effet d’impulsion pour I’équation (|1.4) se produit lorsque le point z(t)
de I'espace de phase rencontre o .
Si o est donné par I’équation ¢(x) = 0 alors ((1.4]) peut étre écrit sous la forme

CC% = f(:L‘), ¢<£L‘) 7é 0

Az = Ii(x), o(x)=0

1.3 les équations impulsives non instantanées

Certains processus et phénomenes soumis a des impulsions qui commencent brusque-
ment a certains points et leur action se poursuivent sur des intervalles finis donnés. La
dynamique de tels processus pourraient étre modélisés par des équations différentielles
avec impulsions non instantannées. Ce type d’équation est formalisé comme suit :

Soit deux suites croissantes de points {t;}52, , {s;}2, tel que 0 < 5o < t; < s < ti1
1=1,2,...,00 et limy_,o tx = 00

(0.9]

soit to € [0,s0) [ J(|J [tr, sx)) un point arbitraire donné. Sans perte de généralité,nous
k=1
allons supposer que 0 < tg < sq.

Un probléme a valeur initiale pour le systeme d’équations différentielles impulsives non
instantannées s’écrit :

Z(t) = f(t,z(t)), pour t € (tg, sk, k=0,1,2,..
x(t) =&t x(t), z(sk — 0)), pour t € (Sg,tr1, k=0,1,2,.
ZL’(tQ) = X9

ot z(t),xg € R, f+ |J [tk su] x R" = R™ et @y : (4, p41] x R X R* - R (k =
k=0

1,2,,...)

Remarque 1.3.1. Les intervalles (sg,tr+1], k=0,1,2,.. sont appelés intervalles d’im-

pulsions non instantannées et les fonctions Py(t,z,y), k = 0,1,2,... sont appelés les

fonctions d’impulsions non instantanées.

1.4 Espace Fonctionnel

Les solutions d’une équation différentielle impulsive sont en général des fonctions
continues par morceaux. Alors I'espace fonctionnel approprié pour les solutions de telles
équations est 1’espace des fonctions continues par morceaux.
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Soient
Jo = [O,tl]; Jk:(tk7tk+1] k=1,...N meN"
J=10,T]

Soit y une fonction inconnue y : J — X ou X est un espace de Banach.On note par y(t;)
et y(t;) les limites & gauche et a droite de y en t = ;. Alors on introduit I'espace

y:J =X, yeCJn[0,T],X) k=1,..
PC(J,X) =

y(tf) et y(ty) existent et y(t;) = y(ty) E=1,..

Lemme 1.4.1. PC(J, X) est un espace de Banach muni de la norme
lyllpe = sup [[y(t)]|x
teJ

Preuve 1.4.1. Soit (y,), une suite de Cauchy dans PC(J,X) , alors

Ve > 0,3710 € N7VQOuQI > ng = ||yQO _yquPC <e

comme y, € PC(J, X) alors y, € C(Jy, X) , et on a

qu _yq1|||J0 < qu _yq1H7DC <e

donc (y,), est une suite de Cauchy dans C(Jo, X) alors on a Jyy € C(Jo, X) tq

1% = Yaollsp = 0 quand g — o0
On a aussi y, € C(J1,X), on considére la suite des fonction :
o ()t €]ty ty)]
yQ(t) - { yq(t+); t=1t
alors (y,)q est une suite de Cauchy dans C([t1,t2],X) , donc Jy; € C([t1,t2], X) tq
liInq—>c>o gjq =l
lim oy, =yi; V€]l ]y lim gy(t) = lim y,(t)) = 1 (t)
Donc ||y, — vills, = 0 quand q— oo

Par analogie , on peut continuer la démostration jusqu’a [’étape "m”, d’ou

lim ||yg — yl|[pc =0

q—00
tq :
yo(t) 5 te o
yi(t) 5 teg;

y(t) =

ym(t) 5 t€ Jy
Alors PC(J, X)) est un espace de Banach.
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1.5 Exemples et modeles

1.5.1 Exemples de la physique

Exemple 1.5.1. : On considére ’équation impulsive
& =0 t # Ti(z)

Az = zisgnx —x = Ti()

out>0,x€eR, m(x)=x+6k pourl|z|<3ethk=0,12,.

le mouvement qui commence d partir d’un point (0, xq) avec 1 < |xo| < 3 est soumis a
un effet impulsif plusieurs fois. Par exemple, le mouvement qui part du point (0,v/2) est
soumis da un effet d’impulsion trois fois , et aprés le moment 3 = 2 la courbe intégrale ne
croise plus les hypersurfaces oy (voir figure 1).

H
3 F
0 :Ji /ﬁt

figure 1

Un mouvement partant d’un point (0.xg) avec 0 < xy < 1 est soumis a un effet
d’impulsion t plusieurs fois aux temps 1, pour lesquels nous avons lim 7, = oo

. k—ro0
klg& e = 0 (figure 2).

figure 2

Le mouvement qui part d’un point (0,zq) avec —1 < xy < 0 est également soumis d
un effet d’impulsion infiniment de fois mais klim T = 6, klim 7 = 0 (figure 3). Dans ce
—00 —00

cas, ce phénoméne est appelé battement .

La courbe intégrale qui part des points (0,0), (0,1) et (0, —1) croise aussi les hypersur-
faces T infiniment de fois, mais d des points fizes de l'opérateur Ayx = x?sgnx (figure

3).
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figure 3

Outre le phénomeéne de battement dans cet exemple , on observe la fusion des solutions
a partir d’un moment donné. Ainsi, par exemple, les solutions avec des points initiauz
(0,v/2) coincident pour t > 2.

~

Exemple 1.5.2. : Corps attaché par un ressort d un point fize

Un corps M attaché par un ressort a un point fire A et excité par une force F =
hsin(pt + «), vibre le long d’une ligne horizontale et entre en collision avec une paroi
rigide B comme indiqué sur la Fig 4

figure 4 : Un corps M attaché par un ressort a un point fize

Le systéme peut étre décrit par les équations différentielles impulsives comme suit :

my” + cy' + ky = hsin(pt + «) Y €[ — az,a]

_Nyla Yy = a, y/ S (07 bl]? JIBS (O? 1]
Y+ =
v, y =a, Y €[=b,0)
ot y'+ est la vélocité du corps aprés que 'impact est appliqué, y = 0 pour y = —asy ,
et tous les constantes sont positives.
Un systeme multi-corps vibrant avec impact est donné par

Ny" +cy +ky=Hsin(pt +a),  gi(t,y,5) #0

y/+ = By/’ gl(t7 y? y/> = O? Z = ]"27 A

ouy € R" NC,K et B € R"xR"; N,K sont des matrices défnies positives et C' est une
matrice défnie non négative.
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Exemple 1.5.3. :(Une balle rebondissante [06] [33] [{8])

Dans cet exemple, nous considérons un ballon qui saute sur une surface horizontale plate
(voir Figure 1). La perte d’énergie, causée par le frottement d la surface,se caractérise par
une constante [ .

" 1 -,
{ A "
v f 54

\ YRR ¥ AN
i P i -

Figure 1 : Une balle qui rebondit

Ce processus est simulé par une équation différentielle de second ordre

d?z
2 _F
e
o m est la masse de la balle, F = —mg, est la force (g ~ 9.81m/s* est l'accélération de

la Gravitation de la terre). Chaque fois que la balle touche le sol, la composante verticale
a la surface, du vecteur de vélocité change de signe.

Nous considérons une boule de masse m soumise a l’action de la gravité. Nous la laissons
tomber d’une altitude zo > 0 avec une vitesse initiale nulle. L’altitude z(t) de la balle suit
Iéquation différentielle émis par la mécanique classique mz"(t) = —mg ; lorsque z(t) = 0,
la balle touche le sol et rebondit en perdant une fraction de son énergie :

2" (t) = —cz(t), avec ¢ <1

Regardons ce qui se passe dans le cas d’un réglage impulsif avec la méme balle rebondis-
sante. Au temps to nous laissons la balle tomber d’une altitude zy > 0. La variable du
systéme est x = (x1,x2), ot x;1 est laltitude de la balle et xo sa vitesse. L’état initial du
systéme impulsif est (Lo, (20,0)). Tant que laltitude de la balle est positive, on a

T (t) = 2o(t) et rh(t) = —g =

_ 9
2

L’impact de la balle sur le sol ( et donc la transition du systéme impulsif) se produit d un
temps ty tel que x1(t1) =0 et donc

[2x
tl = t() + 70, l‘g(tl_) = —\ 2920

En ce moment, la balle rebondit :

zo(th) = c1ma(t7) = ev/2g920

Soit t, le moment ou se produit le k" rebondir. Jusqu’a limpact suivant de la balle sur
le sol, on a

xo(t) = —g(t — to) et x1(t) (t —to) + 20

wat) = —g(t —tp) + 22(ty), et m(t) = %g(t — ) + 22t (t — 1)
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Au temps ty1, le ballon touche le sol
2 +
xl(tk—i-l) =0 = tk+1 = tk + ;ﬁg(tk)

et
Loty 1) = —caa(ti ) = cas(ty) = ... =¢ Fro(th) = V292

Ainsi, le systéeme impulsif admet une impulsion infinie et le temps nécessaire pour at-
teindre le position de repos est

k=00 k=00
2 2
T=3 (tr —t) = | —2 + Z W) = |2 + ’fz,/

k=0
k=00
2z 2c
S (ter — tr) = | —(1 + =T < o0
b g 1—c

1.5.2 Exemples de la dynamique de population (biologie)

st ¢ <1 alors

Les équations diférentielles impulsives apparaissent naturellement dans la dynamique
des populations comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 1.5.4. L’équation de Verhulst en dynamique de population est un modéle de
croissance proposé par Pierre Francois Verhulst vers 1840. Le modeéle de Verhulst considere
que le taux de natalité et le taux de mortalité sont des fonctions affines respectivement
décroissante et croissante de la taille de la population. Autrement dit, plus la taille de la
population augmente, plus son taux de natalité diminue et son taux de mortalité augmente.

Le méme modeéle est utilisé pour des réactions autocatalytiques( réaction chimique dont
le catalyseur figure parmi les produits de la réaction). Une observation immédiate montre
que : la fonction constante N = K est solution de cette équation; si N < K alors la
population croit; si N > K alors la population décroit. Le parameétre K est appelé la
capacité d’accueil ou capacité de charge qui est définie en écologie comme étant la taille
mazimale de la population d’un organisme qu’un milieu donné peut supporter.

L’équation de Verhulst s’écrit :

IV NGy
dt k

ou N = N(t) désigne la biomasse d’une population donnée au momentt > 0, k est appelée
capacité de charge et u est la différence entre le taux de natalité et le taux de mortalité.

Le cas ou les perturbations externes agissent sur la population est souvent rencontré.
Nous allons considérer les cas ou les perturbations externes ont lieu a des moments donnés
du temps et sont exprimées en ajoutant ou en prélevant certaines quantités de biomasse.
L’analogue impulsif de I’équation de Verhulst dans ce cas a la forme

% :%(K_N)v t#tkv

AN(t;) =N({t)—=N(ty) =1, k=1,2,.

o 0 < t1 < ty < t3 < ... sont les moments d’e ect externe, I,k = 1,2,... sont les
quantités de biomasse ajoutées a (I, < 0) ou prelevées (I > 0) aux moments ty,ta,ts, ...
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Exemple 1.5.5. : Prenons le modéle étudié par Panetta [[5] décrivant la dynamique des
cellules normales et cancéreuses, qui sont en interaction, sous l’effet impulsif de la chi-
miothérapie.

Le modeéles décrivant la croissance des cellules normales et cancéreuses qui sont en inter-
action est donnée par

% :7’1$<1—Ki1—)\13/)
(1.6)
W =yl — (% — A\az)

ot

x, y représentent les biomasses des cellules normales et cancéreuses, respectivement .

ri, ro représentent les taux de croissance des cellules normales et cancéreuses, respec-
tivement.

K1,K, représentent les capacités des cellules normales et cancéreuses, respectivement.

A1,Ag représentent les parametres d’interaction entre les cellules normales et les cellules
cancéreuses.

Ai,t = 1,2 décrivent les différentes interactions entre les cellules normales et cancéreuses,
par exemple \y > 0 décrit les effets négatifs de la tumeur sur les cellules normales, g > 0
décrit les effets négatifs des cellules normales (systéme immunitaire) sur la tumeur, enfin
dans le cas ou \; = 0, on suppose qu’il n’y a aucune interaction entre les deux types de
cellules.

A chaque injection du médicament, la chimiothérapie agit sur les deux types de cellules,
le systeme est sujet d’une perturbation de la forme :

2(t7) = e Pa(t;)

(1.7)
y(tr) = e 2Py(t,)

ot
exp AP exp=2P sont les fractions des cellules normales et cancéreuses survivantes,

respectivement, apres l’injection d’une dose D du médicament, ou o; sont des constantes
positives données.

z(th), y(th) représentent les biomasses des cellules normales et cancéreuses juste avant
l’injection du médicament.

L’analyse du systéeme (@— a montré que si la période T (T =t, +1—1t,) entre
chaque traitement (impulsion) dépasse un certain seuil, et si la dose D est inférieure au
volume

Tro(1 — A Ky)

a1 X Kiro
r1

g —

alors les cellules cancéreuses peuvent étre reconstituées. Dans le cas ou la dose D
dépasse la quantité

—1
— In(a+e™7(1 —a))
a1

le traitement pourra détruire les cellules normales et tuer le malade par la suite.
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1.6 Les spécificités liées a I’étude des Equations Dif-
ferentielles impulsives et difficultés découlant de
leur étude :

x Discontinuité de la solution : il existe des points de discontinuité de premier
type, c’est-a-dire que le saut est limité. Habituellement, on suppose que la solution
est continue a gauche auz points d’effet impulsif.

x Fxistence de l’effet de < battement > : Dans ce cas, la courbe intégrale ou tra-
jectoire de l’équation se rencontre d plusieurs reprises (éventuellement une infinité
de fois) ensemble impulsif. Ensuite, il est possible d’obtenir une situation spécifique,
dans laquelle les moments impulsifs ont un point de compression et, par conséquent,
la solution n’est pas continue vers la droite a partir de ce point. Cela implique la
< mort > de la solution. Il est donc impossible d’étudier les différents aspects de
la théorie qualitative de ces équations tels que : dépendance continue, périodicité,
stabilité, etc. dans la situation,décrite ci-dessus.

x Perte de la propriété autonome : Notez que, méme dans les cas ot les membres
droits des équations avec les impulsions ne dépendent pas du temps, les moments
impulsifs sont obtenus comme des solutions d’équations, impliquant une solution,
qui (bien sir) est fonction du temps. Par conséquent, ces moments dépendent du
temps, y compris l’instant initial. Ainsi, la conclusion est qu’elle n’est pas autonome.

x Changement des moments impulsifs aprés changement de la condition
initiale : Différentes solutions d’une méme équation impulsive (avec des conditions
initiales qui ne coincident pas) ont des moments impulsifs différents, y compris la
possibilité qu’une de ces solutions soit sans impulsions. Il est possible d’obtenir des
différences dans les tailles et les directions des problémes de base et perturbés apreés
les perturbations dans [’état initial.

x Changement des moments impulsifs lors des interférences du systéme
impulsif : changement du coté droit, changement des paramétres de systeme im-
pulsif, changement des fonctions impulsives, etc. Les solutions du probléme de base
et correspondant perturbé (avec méme condition initiale) ont des moments impulsifs
différents avec des effets impulsifs de taille et de direction différentes dans le cas
général.

x Accumulation des erreurs : les perturbations peuvent avoir un caractére insur-
montable et conduire a la formation de solutions, qui different sans limite de la
solution "non perturbée” étudiée.

1.7 Problémes étudiés

D’aprés Uavis de K. Dishlieva dans [25] , les études sur la théorie qualitative des
équations différentielles avec impulsions peuvent étre divisées en plusieurs groupes :

1. Transfert des résultats classiques de la théorie des équations sans effets impulsifs sur
les équations avec des impulsions. Ca devrait étre noté que la plupart de ces résultats
sont obtenus. Nous soulignons explicitement, que la reformulation et la preuve de
ce type d’énoncés ne sont pas toujours triviales. Ceci est particuliérement vrai pour
les équations soumises a des impulsions non instantannées.
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2. Etudier les différents phénomenes et propriétés spéciques des équations impulsives.
Notamment, nous pointerons les problemes, liés a :

— L’existence et unicité des solutions et leur réqularité.

— Stabilité des solutions apres les perturbations sur les instants des impulsins,
fonctions impulsionnelles

— Périodicité et propriétés d’oscillation des solutions, qui sont causées par les
effets impulsifs.

— Stabiliser et limiter les solutions par les effets impulsifs.

3. Modélisation et étude des propriétés des processus dynamiques qui modifient brus-
quement (par intermittence) leur état.

4. Résoudre des problemes d’optimisation a ['aide de ces équations. Par exemple, les
problémes liés a l'obtention dun rendement maximal de populations dans un environ-
nement limité, réalisation de réactions chimiques avec un apport impulsif minimal
d’un catalyseur, maintenance de concentrations thérapeutiques de médicaments par
des changements impulsifs de concentrations, etc...



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit des notations, des définitions, des résultats qui seront
nécessaires dans la suite de ce mémoire .

2.1 Notions et propriétés élémentaires sur les opérateurs
compacts
Dans cette section, nous regroupons toutes les définitions de base et les théoremes

fondamantauz de 'analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans le chapitre suivant. Soit
T un opérateur linéaire d’un espace de Banach X dans un autre espace de Banach'Y .

Définition 2.1.1. M une partie de X , est dite relativement compacte si et seulement si
elle est contenue dans une partie compacte de X.

Propriété 2.1.1. Une partie d’un espace topologique séparé est relativement compacte si
et seulement si son adhérence est compacte.

Définition 2.1.2. (Opérateur compact)
Lopérateur T qui transforme tout sous-ensemble borné de D(T) en un sous-ensemble
relativement compact de Y est un opérateur compact.

2.1.1 Equicontinuité

Définition 2.1.3. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques .Une famille A de
fonctions continues de X dans Y est dite équicontinue en x € X i

Ve>0 ,30>0/Vfe A Va'eX, dx(zx,2')<d0=dx(f(z)— f(z") <e

2.1.2 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréeme 2.1. Soit (X, ||.||) un espace Banach, un sous-ensemble M C C(]0,T], X) est
relativement compact si et seulement si

1. M est équicontinu
2. pour chaque t € [0,T], M(t) = {z(t) : x(.) € M} est relativement compact dans X .

Corollaire 2.1. Soit (X, d) un espace métrique compact et soit F C C'(X,R™) . Alors on
a:



18 Chapitre 2 : Préliminaires

(i) F est relativement compact si et seulement s’il est bornée et équicontinu.

(ii) F est compact si et seulement s’il est fermé, borné, et équicontinu.

2.2 Quelques notions de la théorie des semi-groupes

On va rappeler quelques notions et théorémes de la théorie de semi-groupe, nécessaires
pour le développement de notre théme. Pour plus de détails, nous référons aux monographes
de Henry [35)], Pazy [{6], Banasiak et Arlotti [11], Vrabie [52] et le document de Li [{1).

Soit X un espace de Banach muni d’une norme noté ||.||.

L(X) est l'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans lui méme dont la norme est

[Legi]
7]l ex) = sup
Y Tlal]

pour tout U € L(X).
L(X) est un espace de Banach.

2.2.1 Semi groupe fortement continu

Définition 2.2.1 (Semi-groupe). Une famille d’opérateurs T(t),, linéaires bornés
définis de X dans X est dite semi-groupe sur X si :

(i) T(0) =1 (I est lopérateur d’identité dans L(X)).

(i) T(t+s) =T(t)T(s) pour tout s,t > 0.(propriété algebrique)
Définition 2.2.2 (Cgsemi — groupe). Un semi-groupe T(t),, d’opérateurs linéaires
bornés est un semi-groupe fortement continu si :

i — 2|l = *
%1_12%||T(t)x z|| =0 pourtout =€ X (*)

Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un Cosemi —
groupe.

Remarque 2.2.1. si en remplace @) par :
lim||T(t) - I||=0, t>0
t—0

il s’agit d’un semi-groupe uniformément continu.

Théoréme 2.2. Pour T(t)tzo un Cysemi-groupe sur X, alors on a les propriétés sui-
vantes :

(1) t = |T(t)|zx) est bornée sur tout intervalle compact [0,1,] ;

(ii) Pour tout x dans X, la fonction t — T(t)x est continue sur RT ;

(i7) 1l existe des constantes w € R et M > 1 telles que :

T ()| cm) < Me*',Vt € RY

Remarque 2.2.2. Soit (T'(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X
- ST M =1etw =20
(T@[ <1).
ii- SIM>1etw=0, alors (T'(t))>0 est un Cy-semi-groupe uniformément borné sur
X.

, alors (T(t))i>0 est appelé Cy-semi-groupe de contraction
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2.2.2 Générateur infinitésimal

Définition 2.2.3. L’opérateur A défini par :

D(A) = {x € X: limT(t)gtc_x em’ste}

t—0
et
T(tr —
Az = limtﬁo(t)fx = iT(t)x\to, pour x € D(A)

est dit générateur infinitésimal du semi-groupe T(t),D(A) est le domaine de A.
L’ensemble D(A) est muni de la norme du graphe ||x||pay = ||z|| + [|Az||, 2 € D(A).

Remarque 2.2.3. D(A) est non vide (0 € D(A)) et est un sous espace vectoriel de X.
A est linéaire de D(A) dans X.

Lemme 2.2.1. Le générateur infinitésimal A du semi-groupe T'(t) d’opérateurs linéaires
bornés est unique.

Définition 2.2.4. soit A le générateur infinitésimal d’un Cosemi — groupe T(t);>o alors
pour x € X , t— T(t)x est une fonction continue de R* vers X.

Preuve : Soient tg,h € [0,00) et z € X

e sity < h nous avons :
1T(to + h)x — T(to)z|| < |T(t)IIIT(R)x — || < e ||T'(h)x — x|
e sity > h nous avons :
1T (to — h)z — T(to)a|| < | T(to = W)[[[|T(R)a — 2| < e || T(h)x — ||
La continuité forte en ty de l'application considérée dans l’énoncé est évidente.

Définition 2.2.5. Un Cy-semi-groupe T'(t)u>o) sur X est dit compact, si T(t) est un
opérateur compact sur X pour chaque t > 0.

Définition 2.2.6. Soient E un espace de Hilbert, et A: D(A) C E — E un opérateur
linéaire non-borné. On dit que A est accrétif si

(Av,v) >0 Vv € D(A),
A est mazimal accrétif si de plus R(I + A) = E c¢’est-a-dire
VfeE, Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Théoreme 2.3. Sur un espace de Hilbert, les générateurs infinitésimaux de semi-groupes
de contractions sont les opérateurs maximaux accrétifs.
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2.2.3 Semi-groupes analytiques

Dans cette partie, pour ¢ €]0,m|, on considére le secteur ouvert

Ss = {z € C'\|arg(2)| < ¢}

Définition 2.2.7. Soit ¢ €]0,7] , (1(2)).cg, est un semi-groupe sur X , analytique dans
Sy st et seulement si :

1. Vz € Sy, T(2) € L(X) .
T(0) = 1.
Vzl, 29 € §¢, T(Zl + 22) = T(Zl)T(ZQ)

Ve e B, lim, o .cq, [[T(2)r —z|[x = 0.

2+ T'(z) est analytique dans Sy .

Remarques 2.2.1.

e i de plus sup,cg, |[T'(2)|| < +oo, on dit que (T'(z)).cg, est uniformément borné dans
S,

o Un semi-groupe (T(t))i>0 sur E, est appelé semi-groupe analytique s’il existe ¢ €0, 7|
tel que (T'(t))i>0 se prolonge en (T(2)).eg, semi-groupe sur E, analytique dans S.

Notons que si (T'(t))i>0 est un semi-groupe analytique sur X, alors, de par la définition,
c’est un Cy semi-groupe, de plus, pour tout x de X, la fonction t — T(t)x est analytique
de |0, 400 dans X et donc (T'(t))i>0 est, a fortiori, un Cy semi-groupe différentiable.

Il est alors naturel de se demander a quelles conditions un Cy semi-groupe sur X, est
un semi-groupe analytique. M. G. Crandall, A. Pazy, L. Tartar ont proposé dans [18], la
caractérisation suivante :

Théoréme 2.4. Un Cy semi-groupe (T'(t))i>0 sur X est un semi-groupe analytique si et
seulement si son générateur infinitésimal A vérifie :

C

N

3C, k> 0:Vn € N, VA €)nk, +oof, ||A(A = M)~y <

1l est important d’avoir aussi une caractérisation du générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique uniformément borné. Les deux théorémes suivants répondent a ce probleme :

Théoréme 2.5. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T (t))i>0 uni-
formément borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe 0 €]0, 5[ et C' >0 tels que

p(A) ) Sg-‘r(ia

VA € Szis[|(A = AD) 71 ex) < (5

2. (T(t))i>0 est un Cy semi-groupe différentiable et il existe M > 0 tel que pour tout
t>0,
M
I(t) € £(X, D(4)) et [[AT@)llecx) < —
5. 1l existe ¢ €]0,7] tel que (T'(t))i>0 soit prolongeable en (1'(z)).cg, semi-groupe sur
E, analytique dans Sy, uniformément borné dans §¢.
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Théoréme 2.6. Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D(A) est dense dans X et il existe C > 0 tel que
p(A) DI = {AC*\Re(\) > 0} et

VA€ IL|[(A - M) le) <

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément borné
(T'(t))e=0 qui de plus se prolonge en (T'(2)).cg,, semi-groupe sur X, analytique dans
Se, uniformément borné dans S, (avec ¢ €]0,7]).
Théoréeme 2.7. ([40])
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné (T'(t))i>o sur X.

Si 0 € p(A), alors il existe 6 > 0 tel que A+ 01 soit encore générateur d’un semi-groupe
analytique borné et de plus pour toutt >0 et aw >0 on a :

1. T(t) : X — D(A%)
2. Pour touty € D(A®), on a T(t)A%y = A*T'(t)y.
3. Pour tout t > 0 lopérateur AT (t) est borné et il existe M, > 0, tel que

I|A°T(t)|| < Moz~ %e™%®
4. Si de plus 0 < a <1 et alors, il existe Cy > 0 tel que pour tout y € D(A®)
T @)y —yl| < Cat®||A%y]|

2.3 Solutions classiques et intégrales

Supposons maintenant que (X, ||.||) est un espace de Banach, (A, D(A)) est un opérateur
linéaire de domaine dense dans X et xqg € X est fizé.
On considere ’'équation différentielle abstraite suivante :

{ i’((g)) ifj’f“) +f(t), >0 )

avec f : X — X wune fonction localement continue sur X. Supposons dans la suite
que (A, D(A)) est le généateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu (T'(t))i>o
. Notre objectif est d’exprimer les solutions de probléme a l'aide du semi-groupe
(T'(t))i>0 . Pour se faire, on doit d’abord définir ce qu’on veut dire par une solution
de (]ED On commence par la notion des solutions classiques.

Définition 2.3.1. Une fonction x : [0,T] — X est une solution classique de définie
sur [0,T] avec 0 < T < oo si x est continue sur [0,T]; x(t) € D(A) pour tout t €
[0, T ;continument différentiable sur [0,T] et satisfait (P).

x(t) est une solution classique sur [0,+o0], si elle est classique sur [0,T] pour tout
T>0.

Lemme 2.3.1. Supposons que f € C([0,T], X) et que x(.) est une solution classique de
définie sur [0,T). Alors Az(.) est un élément de C([0,T],X) et la solution classique
x(.) vérifie I’équation intégrale suivante :

2(t) = T(H)z0 +/OtT(t _$)f(s)ds, >0 (2.1)
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Il est naturel de penser qu’une fonction qui vérifie (2.1) est toujours une solution
classique. Cependant, ceci n’est pas toujours vrai.

Théoréme 2.8. ([30/)
Supposons que f € CY([0,T]; X) et que o € D(A), alors une fonction x(.) qui vérifie
(2.1) est continument différentiable sur [0,T] et elle est la solution classique unique de

(P)-

Les conditions du Théoréme sont treés fortes en applications. En genéral, on ne
peut pas toujours supposer que f € CY([0,T]; X) ou que xog € D(A). C’est pour ¢a, on
introduit une autre notion de solutions qui est moins forte que la notion des solutions
classiques. On parle des solutions intégrales.

Définition 2.3.2. Supposons que f € LP([0,T]; X),p > 1, et que xy € X, alors une
fonction x(.) qui vérifie (2.1) est dite une solution intégrale de équation (P)).

Notons qu’une fonction qui vérifie (2.1)) n’est pas n ecessairement de classe C'. Elle
est cependant continue.

Lemme 2.3.2. Supposons que f € LP([0,T]; X),p > 1, et que o € X, alors la solution
intégrale x(.) définie par (2.1)) est continue sur [0,T].

Théoréme 2.9. s0it 0 < a < 1, f € C[0,T],X) , 2o € X et soit x une solution
intégrale de (P)). Alors, x appartient a C*([e,T]; D(A)) N C***([e, T); X) pour chaque
€ €]0,T], et si zg € D(A) , alors x est une solution classique de ([P)).

2.4 Théoremes de point fixe

Les théorémes de points fizes sont des outils trés utiles en mathématique et parti-
culierement dans la résolution des équations différentielles.
En effet, ces théoremes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles un opérateur
construit a partir du probléme différentiel considéré admet un point fize, de telle sorte que
ce point fixe constitue une solution du probléme différentiel de départ.

Définition 2.4.1. Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E est dite
Lipschitzienne de constante L > 0 | 0 si elle vérifie

Vu,v € E,  d(f(u), f(v)) < Ld(u,v)

Définition 2.4.2. L’application Lipschitzienne f est dite une contraction si L < 1, Dans
le cas ou L € (0,1) , f est dite une contraction stricte.

Définition 2.4.3 (Point fixe). soit f une application d’un ensemble X dans lui méme.
On appelle point fize de [ tout point x € X tel que

flz) =z

2.4.1 Principe de contraction de Banach

Le théoreme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contrac-
tion de Banach ou théoreme du point fize de Picard, est apparu pour la premiére fois en
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1922 dans le cadre de la résolution d’une équation intégrale. A moter que ce théoreme
est une abstraction de la méthode classique des approximations successives introduite par
Liouville (en 1837) et développée par la suite par Picard (en 1890). Ce principe est le
plus simple des théoremes de point fixe et certainement le plus utilisé dans la théorie
des équations différentielles. Le théoreme du point fize de Banach a connu de diverses
généralisations dans différents espaces. Pour plus de détails voir [1).

Théoréme 2.10. Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une contraction
. Alors f admet un unique point fixe.

2.4.2 Théoreéme du point fixe de Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder, établi en 1930, est plus topologique et ac rme
qu’une application continue sur un convexe, compact admet un point fize, qui n’est pas
nécessairement unique. Il n’est donc pas nécessaire d’établir que la fonction est lipschit-
zienne, mais simplement continue. Ceci qui donne la possibilité de traiter plus de cas
qu’avec le théoreme de Banach. Par contre, ce théoréeme ne donne aucun des avantages
du théoreme précédent, a savoir l'unicité et l'approximation du point fize.

Théoreme 2.11. Soit C' un sous ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach X
et f: C — C une application continue telleque f(C') est relativement compact. Alors f
posséde un point fize.

Plus généralement, si C' est un compact convexe alors toute fonction continue de C
sur C' posséde un point fize.

2.5 Mesures de non compacité et opérateurs conden-
sants

En 1955, Darbo [22] prowva un théoréme de point fize qui combine le théoréme de
point fixe de Schauder et le principe de contraction de Banach en considerant le concept de
mesure de non compacité, introduit par Kuratowski [38]. Plus tard, Sadovskii [50] prouva
un théoréme plus général de point fixe en considérant le concept d’application condensante.

2.5.1 Mesure de non-compacité

Rappelons qu’un sous-ensemble d’un espace de Banach X est relativement compact, si
pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon € tels que leurs union recouvre
Q. 50 Q est seulement borné, il y a une limite inférieure positive de tel réel €.

Définition 2.5.1. Soit X un espace de Banach et A la famille de tous les sous-ensembles
bornés de X. Une fonction ¢ définie de A dans [0, +o0[ est appelée mesure de non-
compacité (M.N.C) sur X si elle vérifie les propriétés suivantes :

— ¢(A) =0 <= A est relativement compacte

— ¢(A) = p(A) , VA € A.
— (AU Ay) = max{g(A1), 6(As)} , VAL, As € A.

Exemple :
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1. La fonction v : A — [0, 400 définie par :
v(A) =inf{e > 0: A admet un recouvrement fini par des boules de rayon < €}

est appelée M.N.C' de Hausdorff.
2. La fonction ¢ : A — [0, +o0] telle que :

0, si A est relativement compact
o(A) = { 1, sinon
est une mesure de non-compacité. En effet,
o 9(A) =0 <= A est relativement compacte(évidente)
o ¢(A) = d(A) , car A est relativement compact <= A est compact.

Aq est relativement compact
o (A; U A,) relativement compact <= < et
Aqy est relativement compact

Alors, dans tous les cas on trouve ¢p(A; U Ay) = max{p(A;), #(As)}

2.5.1.1 Mesure de non-compacité de Kuratowski

Définition 2.5.2 (la mesure de non-compacité de Kuratowski). Soient X un espace
de Banach, A la famille de tous les sous-ensembles bornés de X. La mesure de non-
compacité au sens de Kuratowski est l'application o : A — R définie par :

d >0 tel que A admet un recouvrement finie d’ensembles
a(A) = inf
de diameétre inférieure ou égal a d

c’est a dire

a(A) = inf {d >0 tel que JA1,As, ..., A, C X5 AC A, diam(4;) < d;Vi=1, ,n}
i=1

ou diam(A;) = sup ||z — y||,Vz,y € A; et diam(2) = 0.

Remarques 2.5.1. 1. La définition de la mesure de non-compacité de Kuratowski est
significative mon seulement pour les espaces de Banach mais également pour les
espaces métriques arbitraires.

2. 0 < a(A) < diam(A) < 00,VA € A.
3. A est fini = «a(A) =0.

Voici quelques propriétés élémentaires de la mesure de non-compacité de Kuratowski

Proposition 2.5.1. Soient X un espace de Banach et A la famille des ensembles bornés
de X . Alors, la mesure de non-compacité de Kuratowski o a les propriétés suivantes :

1. Régularité : a(A) =0 <= A est compact.

2. Monotonie : AC B — «(A) < a(B) i.e a est croissante.
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3. Invariance par passage a la fermeture : a(A) = a(A).

4. Semi-additivité : a(AU B) = max{a(A),a(B)},VA,B € A.

5. a(AN B) <min{a(A),a(B)},VA, B € A.

6. Semi-homogénéité : a(NA) = |Aa(A), VA € R, VA € A.

7. Semi-additivité algébrique : a(A+ B) < o(A) + a(B),VA, B € A.
8. Invariance par translation : a(A+z) = a(A),VA € A Ve € X.

9. Invariance par passage a lenveloppe convexe : a(convA) = a(A),VA € A.
10. |a(A) — a(B)| < a(B(0,1))Hy(A, B)

o

Hy(A, B) = max(supd(a, B),sup(b, A))

acA beB
est la distance de Hausdorff entre A et B.

Remarque 2.5.1. a- Les propriétés de semi-homogénéité et semi-additivité algébrique
nous donnent que la MNC' de Kuratowski est une semi-norme sur X.

b- Ce n’est pas facile de déterminer la valeur explicite de a(A) pour un ensemble borné
A d’un espace de Banach.

2.5.2 Contractions strictes d’ensembles et applications conden-
santes
Définition 2.5.3. Soient X etY deux espaces de Banach et f : X — Y une application

continue et bornée (c’est-a-dire f transforme les bornés de X en des bornés de Y ).

a. On dit que f est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que

a(f(A)) < ka(A),YAborné deX.
b. L’application f est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte

d’ensembles) si 0 < k < 1.

c. L’application f est dite condensante si
a(f(A)) < a(A), Aborné non relativement compact (a(A) > 0).

Remarques 2.5.2. [l est évident que toute application f complétement continue, est une
k-contraction stricte d’ensembles et toute k-contraction stricte d’ensembles est conden-
sante. De plus on a :

1. f est k-lipshitzienne = [ est une k-contraction d’ensembles.
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2. f est condensante = f est une 1-contraction d’ensembles.
3. f est completement continue <= f est une 0-contraction d’ensembles.

4. [ est k-contraction et g est compacte —> (f+g) est une k-contraction d’ensembles.

Preuve
a. f est k-lipshitzienne = f est une k-contraction d’ensembles

Soit ag = a(A) (M.N.C de Kuratowski de A). Par définition de g, on a :

Ve > 0, E'do > O, H{Ai}lgign CA: A= U Az et dzam(Al) < do < Qg +¢€

=1

Donc Vi € [1,n], diam(4;) < ag+e€ et f(A) = | f(Ai). Comme [ est k-lipshitzienne, on
i=1
a:Viel0,n],
diam(f(A;)) < kdiam(A;). (2.2)
En effet |
Vo, xe € Ai || f(x1) — f(z2)]] < kllxy — 22]| < kdiam(A;)

d’ou l'inégalité (2.2)) par passage au sup.
On en déduit que

Vi € [0,n], diam(f(A;)) < k(ag+¢€)  avec{ f(A;)}}1<i<n recouvrement de f(A)
D’aprés la définition de a(f(A)) , on en déduit que
a((A)) < k(o + ), ¥e > 0

et donc
(a(f(A)) < k(ao) = ka(A).

Lemme 2.5.1. Soient X wun espace de Banach, et D C X borné , alors il existe un
ensemble dénombrable Dy C D, tel que

a(D) < 2a(Dy).

Preuve :
On suppose que a(D) >0, soit r, = (1 — 5za(D)) ainsi 0 < r, < (D).
On choisit 2\ € D, alors D\B(xl ,Qn) # &, par ailleurs, si D C B(xg ), = ),par la
définition de la mesure de non compaczte on trouwve que a(D) < r, et ceci est un contra-
diction , c’est a dire D\B(:cl , 2n ;é .
ensuite , on choisit z5" € D\B( zi", =) , de méme on trouve D\B( U B(zY" =) #
.

On peut facillement contz’nuer cette procédure jusqu’a on obtient une suite {:c,(c")|k: =

1,2, .. }telquea;kHeD\UB (n)

=1

k=1,2,...
2) Y ?
Ainsi, on pose

D, ={z"k=1,2,.}
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en combinant cela avec la définition de la mesure de non-compacité , on sait que a(D,,) >
[o.¢]

%. soit Dy = U D,, , alors Dy est ensemble dénombrable ,puisque a(Dg) > «(D,) >
n=1
== @(n — 00), par consequent, a(D) < 2a(Dy).

Lemme 2.5.2. Soit X un espace de Banach, et soit D = {u,} C PC([b1,bs], X) un
ensemble borné et dénombrable alors

oz({/bb2 un(t)dt - n € N}) < 2 :2 a(D(t))dt.

Lemme 2.5.3. Soit X un espace de Banach, et soit D C C([by, ba], X) borné et équicontinue,
alors a(D(t)) est continue sur [by, by, et

ac(D) = max «a(D(t)).

telbi,ba]

2.5.3 Quelques propriétés des opérateurs condensants

Soient Fy et Fy deux opérateurs définies sur un espace métrique X dans lui méme,
alors

1. Si Fy et Fy deux opérateurs condensantes alors FyoF) est un application conden-
sante.

2. 81 F1 un opérateur condensant et Fy un opérateur compact alors Fy + Fy est conden-
sant.
En effet, si A un ensemble non vide borné de X tel que a(A) >0 :

3. L’ensemble de tous les opérateurs condensants est un ensemble convexe. En effet,
Soit A un ensemble non vide de X tel que a(A) > 0 et X € [0,1], considérons
Vopérateur Fy = AFy + (1 — \)Fy et supposons que

a(Fi(4)) = a(4) (2.3)
On a Fy\(A) C conv(Fi(A)UTy(A)). Et par les propriétés de a,
a(Fy(4)) < max{a(F1(A), a(F(A)))}
Ce qui entraine en utilisant que pour k =1
a(F(4)) = a(4)

ce qui contredit Fy, condensant.

Conclusion :
a(Fy\(A)) > a(A).

Théoréme 2.12 (Sadovskii). ([4)/)
Soit C' un sous ensemble fermé convex borné d’un espace de Banach X et F: C — C est
une application condensante. Alors F' admet un point fixe.
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Preuve : Etant donné un xo € C' on définit [’ensemble

M={D CC,D est convexe fermé ,xo€ D et F:D — D}

On pose A := Npeam et K := conv(F(A)U{xo}. Comme zg € A, F: A — A, il s’en
suit que K C A, ce qui implique que

F(K)CACK

En outre, comme xq € K ce qui entraine que k € M. Par conséquent K = A, et par les
proprietés de la mesure de non compacité o, on obtient

a(K) = alconv(F(A)U{z}
= a(F(A)) = a(F(K)) < a(K)

Ce qui entraine que oK) = 0.

Donc K est relativement compact, puisque F : A — A est continue et A est compact,
alors le théoréeme de schauder s’applique et permet d’assurer [’existence d’un point fize
pour F'.

2.6 Equation de chaleur

En mathématiques et en physique théorique, l’équation de la chaleur est [’exemple le
plus simple d’une équation parabolique, introduite originellement en 1811 par Fourier.Elle
est également connue sous le nom d’équation de diffusion, décrit dans des applications
typiques [’évolution dans le temps de la densité u d’une quantité par exemple la chaleur,
la concentration chimique, etc

Définition 2.6.1. Considérons le probleme suivant :
trouver une fonction u(z,t) : 2 x [0, +00[— R telle que

ug(z,t) — Au(x,t) =0 sur  2x]0, 00| (2.4)
u(z,t) =0 sur  0Qx]0, 00| (2.5)
u(z,0) = ug(x) sur (2.6)

N a2
0
ot A = E 92 désigne le Laplacien par rapport auz variables d’espace, t est la variable
i=1 i

de temps et ug(x) est une fonction donnée.
L’équation (2.4)) est applée équation de la chaleur car elle modélise la distribution de
la température u dans le domaine €2 a l’instant t.
L’équation (2.5) est la condition aux limites de Dirichlet, elle peut étre remplacée par
la condition de Neumann
ou
— =0 sur  0Qx|0, col.
on ) [
L’équation (2.6)) est la condition initiale ou donnée de Cauchy.
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Définition 2.6.2. La fonction

ld
—L e r€R"t>0

0 eR™"t<0
est appelé la solution fendamentale de ’équation de la chaleur.

Lemme 2.6.1. pour chaque t > 0

/n O(x,t)dr =1

Remarque 2.6.1. On note que ® est singulier au point (0,0). Nous écrirons parfois
O(x,t) = ®(|z|,t) pour souligner que la solution fondamentale est radiale en la variable
x.

Théoréme 2.13. Pour toute f € H=Y(Q) (dual de H}(S2)), pour tout X € C, il existe un
unique u € Hg(Q) tel que

—Au+ X u=f dans D'(Q)( L’ensemble des distributions).

De plus, si Q) est borné, ce resultat est encore vrai pour A = 0.

2.6.1 Le semi-groupe de la chaleur

Dans cette section , on montre que l’équation de la chaleur (2.4) sur ) avec condition
de Dirichlet sur le bord de Q2 , définit un semi-groupe de contractions sur L*(Q

Théoréme 2.14. Soit 2 un ouvert quelconque de R? | Uopérateur A = —A , défini par
D(A) = {u € H)(Q), Au € L*()}

avec
Au = —Au, pour tout u € D(A)

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe T(t)>o de contraction sur L*(L2).

Preuve : D’apres le théoreme il s’agit de montrer que lopérateur A est maximal
accrétif sur L*(Q). Tout d’abord, pour tout u € H} (),

(Aulu) :/ —Auudz :/ |Vul*dz > 0
Q Q
Lopérateur A est donc accrétif. La maximalité de A provient alors du théoréme |2.1

dans le cas particulier f € L*(Q2) et A > 0.
Interprétons maintenant [’évolution ainsi définie sur L*(Q2) et Tp(t)ug = u(t), alors

Vo € CP(RL), wuy:= /0 T o(hult)dt € HY(Q) (2.7)

et
/
—Auy = U
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En testant contre ¢ € C3°(Q2) cette derniére identité, on obtient l’identité équivalente

ou

< —Au, ¢(t)(x) >=< e

o) (z) > .
Les sommes finies de fonctions du type f(t)y(x) étant denses dans C3° (R x §2), on en
déduit que u est caractérisée par l’équation de la chaleur

ou

dans D'(R% x Q), la condition initiale u(0) = ug, et la condition (2.7), qui assure, en un
sens faible, la condition de Dirichlet.

Les exemples d’application considérées dans ce mémoire utilse souvant [’équation de
la chaleur qui entre dans la modélisation de plusieurs processus biologiques.
Dans ce qui suit, nous exposons un modéle mathématique de processus biologique faisant
intervenir [’équation de la chaleur.

2.6.2 Modele mathématique de la bio-chaleur Equation de Pennes
ID

Le controle précis de la température est necessaire pendant les interventions médicales
ainsi que durant l’hyperthermie lors du traitement de cancer, la chirurgie au laser, cryo-
chirurgie, confort thermique, cryoconservation et plusieurs autres applications de ther-
moréqulation sur les tissus biologiques vivants. En fait, le processus de transfert de la
chaleur dans les tissus biologiques vivants dépend du transfert thermique de la chaleur, la
convection, perfusion de sang, production de chaleur métabolique.

Le modéle mathématique de la bio-chaleur de Pennes publié en (1948) est le plus utilisé
Al modélise la diffusion dans les tissus biologiques par l’équation suivante :

pc%ﬁ1 = KAT — [T — Ty (2.8)
Ou T est la température des tissus, Ty, est la température du sang, p est la densité du tissu,
c et ¢, sont les chaleurs spéciques des tissus et du sang, K est la conductivité thermique
de tissu, w est le débit-masse de sang par volume unitaire de tissu.

L’équation décrit le transfert de chaleur entre le tissu et le sang. Le modéle est

construit sous l’hypothése que tout transfert de chaleur entre le tissu et le sang se produit
au niveau des capillaires. Pennes, a considéré que le sang pénétre dans les capillaires, a
la température du sang artériel, Ty, ou l’échange de la chaleur se produit pour amener la
température a celle du tissu environnant, T. Il est supposé étre sans transfert d’énergie
car [’échange d’énergie entre les vaisseauxr sanguins et le tissu environnant se produit
principalement a travers la paroi des capillaires (vaisseauxr sanguins avec 0,005 a 0,015
mm de diamétre), ou la vitesse du sang est trés faible. 1l postule que ’échange d’énergie
totale de la circulation du sang peut étre modélisé avec léquation .
Dans son modéle, Pennes regroupe toutes les informations de perfusion dans le terme
Cyw(T—Ty). Il a vérifié la validité de ce modéle en comparant les températures calculées par
son équation avec les températures mesurées expéri- mentalement a l’avant-bras humain.
Dans son approche, le terme w a été ajustée jusqu’a ce que les températures calculées
sotent en accord avec les températures mesurées.
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Les equations auz dérivées partielles sous effets dimpulsions entrent dans la modélisation
de la diffusion thermique dans des tissus cancéreux du cerveau incluant la- source de cha-
leur pulsée induite par laser. Ces doses sont administrées durant le traitement par hy-
perthermie thérapeutique. L’hyperthermie thérapeutique est une technique des traitements
thermiques médicales la plus utilisée durant la derniere décennie qui consiste en [’élévation
de la température dans une région précise ou la totalité du corps au-dessus de la normale.
C’est une technique médicale destinée a traiter le cancer, certaines maladies virales comme
le VIH et des infections bactériennes. Elle permet d’augmenter le métabolisme et donc le
taux de désintorication. L’exemple connu de tous est celui de la fievre qui est ['un des
mécanismes le plus efficace pour combattre une infection . Depuis 4000 ans et jusqu’a
présent, ’homme utilise et continue de déveloper différentes formes et sources de traite-
ment thermique. L’emploi de 'hyperthermie dans le domaine médicale a commencé par
I’échauffement d’une tige comme mentionné dans le papyrus médicale d’Edwin Smith [E.S]
en évoluant a travers le temps jusqu’aux techniques par laser utilisées a [’heure actuelle.



Chapitre

Résultats d’existence

Dans ce chapitre, nous étudions [’existence des solutions pour une claase d’équation
d’évolution implusives pour lesquelles mous commengons en premier lieu par le cas ou
les implusions sont instantanées. En second lieu nous considérons le cas d’impulsions
non instantanées ou le semi groupe de générateur infinitésimale A est compact ou non
compact.

3.1 Cas d’impulsions instantanées

3.1.1 Probléme étudié

Nous considérons dans cette section les équations différentielles impulsives a impul-
sions fixes :

y'(t) = Ay(t) + f(t,y), t € (0, T)\{t:}
y(0) = Yo (Py)
y(t) —y(ty) = Ay(ty) =vy(t), i€y

ol Yo est une condition initiale dans un espace Banach X,y : [0, T] — X est une fonction
vectorielle,{t; }icom est une suite croissante dans l'intervalle ouvert (0,T)

A: D(A) C X — X est le générateur infinitesimal d’un Cy semi-group d’opérateurs
linéaires bornés (T'(t))e>o défini sur l’espace de Banach X, 7; : X — X sont des opérateurs
bornés ou non bornés. La fonction f:[0,T] x X — X est continue sur chaque intervalle
fermé [ti;ti1], et elle est non linéaire en général et off est un sous ensemble de N defini
par

op=1{p,p+1,...9}, p<g¢pgeN

3.1.2 Concepts de solutions considérées

Nous commengons par rappeler la notion de solution pour le probléme (P

Définition 3.1.1. Une fonction y(.) € PC([0,T]; X) N C'((0, T)\{t:}om, X) est une so-

lution mild pour le probléme (P4)) s’il satisfait la condition impulsive et

y(t) =T(t)y" + tT(t —s)f(s,y(s))ds + D T(t—t)yy(t), Vte[0.T) (3.1)

to to<t; <t

ou T(t) est un Cy semi-groupe générée par A.
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Définition 3.1.2. Une solution classique de l’équation impulsive (P4)) est une fonction
y € PC([OaT]aX) N Cl((O7T)\{t7,}ZEJ{"aX) ’ y(t) € D(A) pO’LL’I"t S (OaT)\{tan tq Yy
satisfaite (P4|) sur [0, 7).

3.1.3 Hypotheses considérées
Nous présentons ici, les hypothéses sous lesquelles on peut établir le resultat d’exis-

tence et d’unicité des solutions pour le probléme (Pq)) :

(H1) f:[0,T]x X - X ety,: X = X ,i=1,..m , sont continues et vérifient une
condition de Lipschitz i.e il existe des constantes L(f) >0, L(~;) >0, i € o" , tq

1f(t2) = F(ta)| < L(Pllx—2'll, pour tout t € [0,T], z,2’ € X

i(z) = %@ < L(w)llz = ||, pour tous x,2" € X

(H2) soit T(.) le semi-groupe fortement continu engendré par l'opérateur non borné
A, on suppose que

M|L(HT+3 Liw)| < 1.
k=1

ol

M = sup [|T(t)|]zx)
te[0,7

Avant d’établir le résultat principal de cette section on montrera des résultats auxi-
liaires énoncés sous forme de lemmes.

Lemme 3.1.1. Si les hypothéses (H1)-(H2) sont satisfaites, et supposons que yo € D(A)
et f€CH(0,T) x X;X) .Alors pour l'unique solution y(.,yo) sur [0,t;) du systéme

{yi(t) = Ayi(t) + f(t,yu(t), 0<t<t
y1<0> = %Yo

on peut définir y(t1) de telle sort que y est continu d gauche en ty et y(t,) € D(A).

Preuve : On considére le probléeme d’évolution sans impulsions suivant sur (0,T)

{ y(t) = Ayt) + ft,y®), 0<t<T
y(O) =Y

par application du Théoréme , il existe une solution classique donnée par

w(t) :T(t)y0+/()t T(t— 8)f(s,y(s))ds, t€[0,)

avec y1(t) € D(A) , pourt € [0,T). Ensuite en appliquant le Théoréme on a, pour
te[0,t) C[0,T)

WO =Ty + [ T(t—9)f(sys)ds, e [0,t)

Ainsi, on définit

y(t) = Tt + [ Tt = ) (s, y(s))ds.
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donc y(.) est continue d gauche en t, . Alors appliquant le Théoréme en [0,t1] pour
obtenir

y(t) =yi(t), [0,1]
Ainsi, nous avons, y(t1) = y1(t1) € D(A) ce qui compléte la preuve.
Lemme 3.1.2. Suppose que y° € D(A) , ¢; € D(A) ,i € o et f € CY((0,T) x X; X)

alors, le systéme impulsif

y'(t) = Ay(t) + f(ty@)),
y(0)  =wo (3.2)
Ay(tz) = ¢, 1 € O'{n

a admet une unique solution classique y qui, pourt € [0,T) , vérifie

o0 =T+ [ T = )i y(s)ds + 3 70— ta

o<t;<t

(3.3)

Preuve : Considérons d’abord lintervalle J, = [0,t1) par application du lemme
précédent et le lemme

y'(t) = Ay(t) + f(t,y(t), 0<t<tr, y(0)=uo

On obtient une unique solution classique y; satisfaisant

nlt) =T+ [ Tt =) fsn(©)ds, te(0.n)

FEnsuite, définissons

yi(t1) = T(t)yo + /Ot1 T(ty —t)f(s,y1(s))ds

En appliquant le Théoréme on voit que y;(.) est continue a gauche en ty, et y;(t1) €
D(A). D’autre part sur Jy = [t1,t2) ,on considére I’équation

Y () = Ay(t) + f(t,y(t), t<t<ty ylt)=wnl)+a

Puisque y(t1) = y1(t1) + ¢ € D(A), nous pouvons a nouveau utiliser le Théoréme
pour obtenir un solution classique unique ys satisfaisante
t
ya(t) =Tt =ty () + ] + | T —5)f(s,92(s))ds, T € [t t2)

Alors
Ya(t2) = T(ts — t1)[y1(t1) + @] + /t12 T(t —s)f(s,ya(s))ds

Par conséquent, y,(.) est continu a gauche d ty et ya(ta) € D(A). On voit facilement que
cette procédure peut étre répétée dans J; = [ti_1,t;), i € o™ pour obtenir une solution

classique

(0 = Tt = o) lyims (o) + ami) + | T( = )F(s.i(o)ds. ¢ € frin.)
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Maintenant , on définit

y1(t) 0<t<ty
y(t) = yl(t) tiog <t<t,i€oy
Y (t), t, <t <T

Il est clair que y(.) est l'unique solution classique impulsive de (3.2]).
Ensuite, nous montrons par induction que (3.1.2) est satisfaite dans [0,T). En fait,

(3.1.2)) est satisfaite en [0,t1]. Si (3.1.2) est satisfaite dans (t;_1,t;], alors pourt € [t;_1,1;),

y(t) =y (t) = T(t —t:)[yi(t:) + ] + i, T(t = 5)f (s, y(s))ds

= T(t —t;)[T(t:)yo + Ji, T(t: — 5)f (s,y(s))ds

t

+ > Tt —t)ae +a) + | Tt —5)f(s,yis1(s))ds

t;

0<tr<t;
=Tt —t)T(t)yo + Jo Tt —s)f(s(y(s))ds+ > T(t—t)q
0<trp<t;
FT(t = t)gi + J, T(t = 5)f (5, y(s))ds
=T(t)yo + Jo T(t — s)f(s,y(s))ds + > T(t—t)q

0<trp<t

Ainsi (3.1.2) est aussi vrai sur (t;,t;41]. Donc (3.1.2)) est vrai sur [0;7T).

3.1.4 Reésultats principaux

Théoréme 3.1. Si les hypothéses (H1)-(H2) sont satisfaites. Alors pour tout yy €
D(A), le probléme admet une unique solution douce (mild solution).

y(0) =T + [ T(t =) (s uls)ds + Y Tt~ t(t:) (3.4)

0<t; <t

Preuve : Soit yo € X, on définit Uopérateur F' sur PC([0,T]; X) par

(Fz)(t) = T(t y+/ (t— ) f(s,x(s))ds + 3 T(t— ti)yeaa(ts)

0<t; <t

On a F : PC([0,T): X) — PC(]0,T): X).
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D’autre part, nous avons de l’hypothése (H1),
[(Fz)(t) = (F2)®I < o 1T = 9)llecollf(s,2(s)) — f(s,2(5))[|ds

+ > T = ta)lleexollyie(ts) — vizt:)|]

o<t; <t

< MLT||z = zllpe + Y Mhillz(t:) — 2(t:)]]

o<t; <t

< MLT ||z — 2||pe + M|z — z||pc D> hi

0<t;<t

< M[LT + > hill|lx = z|lpe, x,2z € PC([0,T]; X)

i=1

A partir de Uhypotheése (H2), on voit que F' est un opérateur de contraction sur PC([0,T]; X).
On conclut par le théoreme du point fize qu’il existe une unique solution intégrale y €
PC([0,T]; X) telle que

y=Fy
Théoréme 3.2. Si les hypothéses (H1)-(H2) sont satisfaites, et soit y(.) = y(., %)
l"unique solution douce (mild) de l’équation garantie par le théoréme et supposons
également que yo € D(A), vi(y(t:)) € D(A),i = 1,2,....,m, et que f € C'((0,T) x X, X).
Alors y(.) donne lieu a une solution classique unique de l’équation .

Preuve : Soit y(.) la solution mild. On peut maintenant définir q¢; = ~;(y(t;)), i =
1,2,...,m, alors d’apres le lemme [’équation a un unique solution classique w(.)
qui satisfait pourt € [0,T)

w(t) =T(Ow + [ T(t =) f(s,w)ds + 3 Tl = tuly(t)

0<t; <t

Maintenant, u(.) est la solution mild de I’équation(P)), de sorte qu’en utilisant (3.4) nous
obtenons pour t € [0,T],

w(t) = y(t) = [ Tl = $)[((s.wls)) — F(s, (s))lds

Alors la preuve du théoréme peut étre appliquée pour montrer que y(.) = w(.). Ceci
implique que y(.) est aussi une solution classique.

3.2 Cas d’impulsions non instantanées

3.2.1 Cas ou A engendre un semi groupe 7'(f) compact.

3.2.1.1 Probléme étudié

W) = Au(t) + ftu(t)),  t€ (sitip], i=0,..,N
U(t) :hi(t,Uhi(t)), t e (ti,Si], 1= 1,...,N
(
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OuA: D(A) C X — X estle générateur infinitesimal d’un Cy semi-group d’opérateurs
linéaires bornés (T'(t))i>o défini sur l'espace de Banach (X, ||.||), z0o € X, 0 =1y = 50 <
t) <s1 <ty < ..ty < sy <tni1 = a sont des nombres prédéfinis, I; fonction a valeur
des ensembles tel que I;(t) € 219 pour tout t, chaque fonction h(t,.) est une fonction
continue de l'espace de Banach Ci(t) da valeur dans X ot l'espace C;(t)

et dénote par uj, la restriction de u(.) @ un intervalle I C [0,a] et f:[0,a] x X — X.
Dans cette section, nous discutons de I'existence de solutions integrales (mild) et clas-

siques pour le systeme impulsif (Po). Pour cela, nous devons préciser les concepts de
solution considérées :

3.2.1.2 concepts de solutions considérées

Définition 3.2.1. une fonction u € PC(X) est une solution mild de st u(0) = xo,
u(t) = hi(si,uy, ) pour tous t € (t;,s;] et pour chacuni=1,..,N et

ut) =T()xo+ [y Tt —7)f(r,u(r))dr pour tous t € [0,t]

u(t) =Tt = s)hi(si, vy, ,) + [iT(E=7)f(T,u(r))dr  pour tous t € [si,tia],i=1,...

Définition 3.2.2. une fonction uw € PC(X) est une solution classique de si u(0) =
xo, u(t) = h;(s;, Uy, ) pour tous t € (tiys;] eti=1,...,N, la fonction U] appartient
a CH((si, tiy1]; D) pour tous i =1,..., N et u(.) satisfait a I"équation différentielle

u'(t) = Aut) + f(tult), te€ (sitiy], i=0,..,N

Remarque 3.2.1. on introduit la fonction u; € C([t;,t; + 1], X| définit par
_o ()

Notation :Pour B C PC(X), i€ {0,1,.., N} on utilise la notation B; pour l'en-
semble B; = {u; : u € B}

Lemme 3.2.1. Un ensemble B C PC(X) est relativement compact si et seulement si
chaque ensemble B; est relativement compact dans C([t;, t; + 1], X].

Notation : on notera (C;(t),||.||c,t)) avec t € (;,s;] et i € 1,..., N I'espace de Banach
formé par des fonctions définies de I;(¢) C [0, s;], a valeurs dans X.

L’existence de solution intégrale pour le probleme ([Pof) est établie en considérant les
hypotheses sur les fonctions f :
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3.2.1.3 Hypotheéses considerées

(H1) La fonction h,(t,.) appartient a C(C;(t); X) et soit une fonction borné L; €
C((t;, s;];RT) pour tous i = 1,..., N et t € (¢, s;] tel que :

[ha(t, u) = hi(t, 0) ]| < Li(1)]]

(H2) la fonction f € C([0,a] x X,;X) tel que il existe une fonction non décroissante
We e C([0,00); RT) et la fonction my € LP([0, a]; RT) , avec p > 1, alors

1f (& @)l < mp@)Wy(llz]l)  pour tous (¢, 2) € [0,a] x X

(H3) La fonction f(.) € C([0,a] x X;X) et il existe une fonction L; € LP([0,a; R™),
avec p > 1, tel que ||f(t,z) — f(t,y)|| < Lg(t)||xz — y|| pour tous z , y € X et t € [0, .
(H4) Pour tout ¢ € 1,...,N , u € PC(X) , la fonction ¢ — h;(t,u,) appartient a
C(Ci(t); X) et limy_y, hi(t, ujr, ) existe.

(H5) pour tout t € (¢;,s;] ,i€1,..., N, 'ensemble

i(t) 1 PC(x),,., = {uin - u € PC(X) = Ci(t)} — Cilt)

donné par W;(t)u = wujr) est un opérateur linéaire borné et on suppose toujours que
I'ensemble des opérateurs ;(t) : t € (t;,s:],7 =1,..., N est borné .

Notation : ¢(s) = [[¢i(s)|| c(pe(x),,, i)

3.2.1.4 Résultats d’existence

Théoréme 3.3. Si les hypothéses (H1),(H3)-(H5) et si la condition suivante sont sa-
tisfaites :
$i= sup |J L(t) <t; pourtous i€l,..,N (o)
te(tissi] te(t;,s4)

Alors il existe une unique solution intégrale pour le probléme (Pq)

Preuve :

Soit B > v et PsC(X) I'ensemble de PC(X) muni de la norme [|.|[p,c(x) definie par
ullpaex) = sup e u(t)]]

Transformons le probleme en un probleme de point fixe, pour cela ,nous considérons
Vopérateur I : P3C(X) — PsC(X) défini par :

F'u(0) = zq
T(t)xo + fg T(t—s)f(s,u(s))ds t €[0,t]
Fu(t) _ hi(t>u\1¢(8i) S (th Si]
T(t — si)hi(sis wrsny) + [y, T(t — 8) f(s,u(s))ds t € [si,tisa]

Soit u,v € PC(X) pour chaque i = 1,..., N
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e Site[0,t]

t
sup e ||Tu(t) — Tw(t)]| < Cy sup [ V"I (s)ds||u — v||psexy  (3.2.1)
te[0,t1] te[0,t1] /0

o Sit € (tl, Sl’]
[ITu(t) =To@l < At wr ) = hilt, vine)l|

wi(t)‘|L(’PC(X)|I><L,),C>(U)) 21111(30 e®e 5 |u(s) — v(s)|]

< Ly (t) sup d(s)e™

SE(ti,sz‘]

u = vl|pye(x)

Ceci implique :

sup e’ﬁtHFu(t) — Tu(t)]|

tG[ti,Si] ~
< L, lloqsgm sup e P sup i(s)]u — vllpyex)
tE(ti,Si] SE(ti,Si]
(3.2.2)
e Sit € [Si, ti+1]
En utilisant les hypothéses nous obtenons :
Tu(t) = To@)]] < T = si)ha(si wrsn) = T = s0)hi(si, Vs )|
+C fstl eW(t_S)eﬁst(s)e_ﬁﬂ|u(3) —v(s)||ds

< Coe" ) Ly (s) |l wri(s0) — Vini(sn)

Ci(sq)

+Coe [, €0™PUI Ly(s)ds||u — vl pyerx)

< Coe? ) L ()93 (8)] L 2(pe(x) 1, i) S e |lu(s) — v(s)|

+Coe™ J5 eI L (s)|Ju — v |pyecx)
On a alors
e P|[Tu(t) — To(t)]| < Coe?*ePED Ly (si)dhi(s0)|Ju — v]|pyex)
+CO/ (AL (s s)ds||u — v[|p,e(x)

Ce qui donne :

sup e‘ﬁt||1“u(t) —Tw(t)|| < Cy sup (V=B (t=si) oB(8i—si) L, (5:)d(s) lJu — U||7>Bc )
te[si,tprl] tE[SiytzHLl}

¢
+Cy sup O (5)ds|ju — v]|pse(x)
te[si,ti+1] Sg

(3.2.3)
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Donc de (3.2.3),(3.2.1)) et (3.2.2)), nous arrivons a :

[ITw = T0||pyex) 3.2.4)
< maxi—y,..n (Ai(B) +Zi(B8), 0:(8), Zi(B)][u — v]|psex)

O A ]
ANi(B) = CoePE=s) Ly, 4y (s;)

O, (ﬁ) — e B(ti—3i)

Li|lc(,sgm) sup i(s)

se(ti,si]

t
Z(8) =Cy sup [ eOPIUTIL (s)ds

t€[sistit1] /S

Ensuite , nous considérons dans laquelle la conditions (a) est satisfaite : pour 5 > v on
a:
-1 ‘

Zi(B) < o' (B =) ILsllirsy tyinimys G =1, N (3:5)
avec ;17 + 1% =1, ce qui implique A;(3) + 6;(5) + Zi(B) + Zo(5) — 0 quand 3 — 0 pour
tout ¢ € 1,..., N depuis max 3(8; — s;), 8(t; — §;) <0 .

Donc, pour 5 > v assez grand , l'application I'(.) est une contraction sur PzC(X) qui
assure l'existence d’'un unique solution mild de probléme ([P,

Théoreme 3.4. Supposons que les conditions (H1), (H2), (H4) et (H5) soient satis-
faites , le semi-groupe (T'(t))i>o est compact et

— t
0 =Cylim sup T_le(r)/ O my(r)dr <1, i=1,..,N

"0t sy tiga) Si

et si la condition suivante est vérifice :

8; = sup U L(t) < t;, ie{l,..,N} (*)

te(ti,si}
alors il existe une solution mild du probléeme ([Pa).

Preuve : on prouve qu’il existe § > v et r > 0 telle que 'application introduite
dans la preuve du théoreme est une application condensante de B, (0,PzC(X)) dans
B,(0,PsC(X)). Pour cela , On introduit la décomposition I' = I'y + I’y ot

T(#)o te0,t],i=0
hi(tau\li(t))a S (ti75i]>i >1
1 _
FZU/(t) B T(t - Si)hi(sia uIIi(Si)) te [Si7ti+1]7i Z 1
0 t e (ti,ti+1],i >0
fstl T(t - S)f(S, U(S>>d87 te (Sia ti-‘rl]ai >0
Tiu(t) =

0 st € (Si,t“_l],i Z 0
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a partir des hypotheses, on sélectionne rq > 0 et © € (0,1) tel que :

Wy(e%s)

C
07 eBsis

sup " my(r)dr < © (3.6)

SE[Si,tiJrl]

la preuve est présenté selon 5 étapes :

Etape 1 : nous montrons que I'?B,(0, PsC(X)) C B,(0,PsC(X)) pour tous r > 7.
soit 7 > g ,

[IT2u(t)]] < Co fsﬂ. eV NWy([[uls)|[ymy (s)ds
e MITPu)|| < Co fy, e IW (e e Ju(s)|[)my (s)ds

< Cor [, e~ S)Wmf(s)ds

Bsy

¢
<rCy Wf < ZT) sup " =Im(s)ds
tE[Si,tH_l] Si
Alors
SUPte[s; ti11] e_ﬂtHIQu(t)H < b, i=1.,N (3.7)

Ce qui montre que I'?B,.(0, PsC(X)) C B,(0,PsC(X))

Etape 2 : Pour i = 1,..., N et 5; <t < t;y; , l'ensemble U, ¢[s 4 B, (0, PsC(X)) est
relativement compact.
soit s; < <s,

Collmy||LryW (r) <

pour tous les intervalles I C [0,a] avec diam(I) < § , alors pour 7 € [s,t] et u €

B,(0,PsC(X)) on a :
157 T(r = 0 = 8)£(0,u(0)ddll < Collmyllzasr—ap W ([ul])

< Collmyllzrqo.apW(r) =: 1

175 T(r — 6)£(8, u(6))db]| < Collmyl|u sy W (I1ull)

S COHmeLp([T—é,T])W(T) =Tl
Ce qui entraine que
T—0
(/ T(t—60—20)f(6,u(f))dd) € B,,(0,X)
et )
/ 5T<T —0)f(8,u(f))do € B, (0,X)

Par suite I'?u(7r) € T(8)B,, (0, X) + B,,.(0, X) vue que

T1,e

Fu(r) = 7() | 5 T(r = 0= 8)fO.u(®)d0+ [ T(r—0)(6,u(6))ds



42 Chapitre 3 : Résultats d’existence

En se basant sur le lemme [3.2.1|, on conclut la compacité relative.

e~ —

Etape 3 :l’ensemble des fonctions [I2B,(0,PsC(X))] , ¢ = 1,...,N est un sous-
ensemble équicontinu de C'([t;, t;y1]).

e Il est évident que [I'?B,(0, PsC(X))] est equicontinu & droite et a gauche sur (¢;, s;]

e Pour t € (s;,t;41] 'ensemble est relativement compact dans X et T'(t):>o est un
Cpsemi-groupe,alors pour € > 0 il existe 0 < 0 < t;41 — t tell que pour u €
B,(0,PsC(X)) et 0 < h < § on trouve :

[TRu(t +h) = T2u(®)|| = [[TRu(t + h) — T2u(t)|
= || [ T(+ b= s) (s, u(s))ds — [ T(t = ) f(s,u(s))ds]|
= || [LT(t+h—s)f(s,u(s))ds+ [T T(t+h—s)f(s,us))ds
— JLT(t = ) [ (s, u(s))ds]|
S| T+ b= s)f (s, u(s))ds|
HI(T(h) = 1) L T(t = 5)f (s, u(s))ds]|
< CollmylloqeesnyW (r) + supf{||T(h) = Dzl : = € T2B,(0, PoC(X))(1)}

On a ||T(h) — I)z|| < € pour tous 0 < s < § et pour chaque x € I'7B,.(0, PsC(X))
ca veut dire que :

ITFu(t + h) = Tiu@)|| < Collmyl| oo W (r) + €

e~

ce qui prouve que [I'?B,.(0, PsC(X))]; est equicontinu & droite en ¢.

e En procédant comme ci-dessus, pour ¢t = s; et h > 0 avec s; + h < t;4; on a

[T2u(si + h) = T2u(s;)l| < [ T(E+ b= s) f(s,u(s))ds]|

< Collmi|lLo(iss ers) W (r)

ce qui implique que [I'?B,(0, Po(x)) )i est equicontinu & droite en s;.
e Supposons maintenant que t € (s;,t;11) et u € (s4,t].
On a que Usep,g Br(0,PsC(X))](s) est relativement compact sur X. pour € > 0 on

choisit 0 < & < S tell que [[(/ — T'(h))z|| < € pour tous 0 < h < 6 et chaque
2 € Usepu—q [ B-(0, PsC(X)) -
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Pour 0 < h < ¢ et u € B.(0,PsC(X)) en estimant la difference on arrive a

[T2u(t — h) = T2u(t)]| = |[T2u(t — h) — T2u(t)]|
= | [T+ h = 5)f(s,u(s))ds — [L T(t = 5) f(s,u(s))ds]|
= f;‘h T(t+h—s)f(s,u(s))ds — f;"‘ T(t+h—s)f(s,u(s))ds
— [, Tt —s)f(s,u(s))ds||
<L Tt = 5)f (5, u(s))ds]

HIL = (T(R)) i7" Tt — s)f (s, u(s))ds]|

< Collmyll Lo e—nayW(r) + sup{[|] = T(h))z|| : © € I7B,(0, PsC(X)) ()}

< CollmyllLee-npW(r) + e

Ce qui implique que [['?B,.(0, PsC(X))]; est equicontinu & gauche en t € (s;,t;11]

Etape 4 : Pouri # j , Uensemble [I'2B,.(0, PsC(X))]; est un sous-ensemble équicontinu
de C([t;, tj1]; X).

Etape 5 : Sir > rg et la condition (ED est vraie , alors il existe > 7 assez grand tell
que le probléme a une solution mild v € B,.(0, PsC(X))
Pour r > ry , u € B,(0,PsC(X)) et i > 1 en procédant comme preuve de théoreme

(3-3)

e Site [Si, tz‘+1]

s D] < O sup IS, (s 5 ol
Sitit1 Sitit1

+Cy sup V=7 |hy(s;,0)]|

[sistiti]
et donc
sup e P|Tu(t)|] < Cy sup eO™ A=) BE=s) L, (s)ii(s;)r
[si,tig1] [si,tig1]
(3.8)
+Cy sup eV(t_Si)_BtHhi(si,O)||
[sistit1]
e Site [ti78i] .
sup e [T u(t)l] < [ Dnlleqesgm) sup e 77 sup di(s)r
[ti,:] [ti,54] s€(ti,s4] (3 9)

+e Pl

i, 0)] et sa:x)

a partir des estimations, nous obtenons que

[ Tul|psex) < i:I{laXN{Ai(ﬁ)T + Ai(B)r +70,04(B)r + 6;(8)r,r0} (3.10)

.....
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ou

AN(B) = Coe?Eims) Ly abi(s;)
0:(8) = e P | Ly || o((tysi1m) SUPse s 00 Pi(5)

Ai(B) = Cpertini=si)=hsi

hi(si,0)||

0:(8) = e [hil., 0)lle((ta,sifsx)
a partir de la condition (EI) et la définition des nombres A;(f3) , A, ©:(6), 6;(\6/), il est

.....

Ainsi, il existe 8 > « assez grand tell que

—~—

max {Ai(8) + A +6i(5) +0:(8)} < (1 - O)r (3.11)

a partir des inégalités (3.10))-(3.11]) nous avons que
['B.(0, PsC(X)) C B,(0,PsC(X))

de plus, a partir de la preuve du théoreme (3.3)), il est facile de remarquer que

.....

tel que
max {A(5).0:(8)} < 1

Ce qui implique que T'' est une contraction sur B,.(0, PsC(X)).
De ce qui précede, il s’ensuit que I' est une application condensente sur B,.(0, PsC(X),
ce qui montre qu’il existe une solution mild de probleme ([Ps).

Dans ce qui suit, nous étudions I'existence et I'unicité de solutions classique ,pour cela
nous présentons quelques propositions .

Proposition 3.2.1. Si ['une des conditions suivantes est satisfaite :

(a) La fonction f(.,u(.)) appartient a C*([0,a; X), xg € D(A), Az, + f(0,20) € X,
hi(si,ul,(s)) € D(A) et Ahi(si,ulr(s,)) + f(si,u(s;)) € Xo pour tout i € {1,...,N}.

(b) La fonction f(.,u(.)) appartient a C*([0,a]; X), g € D(A), hi(si, ulr(s)) € D(A)
pour tout 1 € {1,..., N'}.
Alors u(.) est une solution classique de probléme (Ps)

Proposition 3.2.2. Supposons que f € C'([0,a]X; X), xy € D(A) et la les conditions
suivantes sont satisfaites :

(a) hi(si,w) € D(A) siw € Cy(s;) est une Fonction continue d valeur D(A) sur I;(s;).
(b) Ii(s;) CUjci1(85, tjq1|pourtousi € {1,...,N'}.

Alors u(.) est une solution classique de probléme (Ps).
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Preuve : puisque 7o € D(A) , f € C'([0,t1] x X; X) et v, | est une solution integrale
(mild) de probleme

V() = Au(t) + f(tolt),  telot], v(0) = (3.8)

sur [0,t;] , alors du théoreme on vois que uj,,  est une solution classique de et
we CH[0,t:]; X) N C([0,t:]; D)

De la méme facons ,nous prouvons que uy,, ,, est une solution classique sur [sq, t5] de
probleme

V'(t) = Av(t) + f(t, v(t)), t € [s1,1a], v(s1) = hi(st, vy, ) (3.9)

Comme I1(s1) C [0,t1] et u € C([0,t1]; D) et de condition (a) nous avons que
hi(s1, wn(sy) € D(A). En notant que f € C*([s1,t] x X;X) et uy,, ., est une solu-
tion mild de probleme ,alors par le théoréme nous obtenons que uy,, ,,, est une
solution classique de probléme et u € C([sy,ta]; X) N C([s1,ta]; D).

En répétant ce processus , nous prouvons que u), € C([s4, tiv1; XINC (84, tiv1; D]
pour tous i € {1,..., N} et ..., est une solution clas&que sur [s;, t;+1] de probleme

V'(t) = Av(t) + f(t,0(t)), t € [si, i), v(si) = ha(si, vy, ) (3.10)

Application 1. Comme application de nos résultats, nous considérons un probleme aux
limites associé a une équation de la chaleur avec la variable spatiale de dim 1 :
x est dans [0, 7], on considére des conditions de Dirichlet en x et une donnée
initiale en t soumis a des impulsions (3.11d)).

X1 = gg TPt w(t,€)), 6 Ulsta] x 001] @110
w(t,O) =w(t,m) =0, t €10, q (3.11Db)
w(0,§) = 2(§), ¢ e 0, (3.11c)

/ Gi(s ds), ¢ c0,n,t € (t; 5] (3.11d)

ol 0=ty =50 <t1 <s$1<..<ty<sy<tyy1=a,zeX,FeC(0,a] xR;R) et
Gi € C((ti, s;] x R;R), ¢ € C((ts, 4], R) pour tous i =1, ..., N

Soit X = L*([0,7]) , et définir A: D(A) C X — X par Az = —8%21' pour u € D(A)
avec

D(A) = {x € X, gz, ?;g € X,z(0) =z(r) = O}

Alors , A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe T'(t)i>o compact de contraction
sur L*([0, 7).
On considére Uapplication f:[0,a] x X — X défini par :

[t ) () = F(t,x(E))
et hi(t,.): Ci(t) = X donné par

h(t.2)(©) = it | Glo)(s.€)ds)
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avec I; : (t;, 8] — 2%l Ainsi, on peut écrire le probléme sous la forme abstraite de sur

L2([0, ]) -

¥ =Ax+ f(t,x(§)), t ee UX, [si, tiv1]
z(0) =xz(m) =0, t€0,q] (3.12)
x(t) = hi(t,x(€)), t € (ti, si]

On suppose que les fonctions F, Gy, ..., Gy sont globalement lipschitzienne avec constantes
de Lipschitz L, L, ..., Lgn respectivement , alors les hypothése [H1],[H3]-[H5] du
théoréme (3.3)) sont remplies tel que :

1

L, = Lal|Gll2((t:,5)07 €t Ly = L

Nous notons également que et §; = t; pour tousi=1,...,N.
D’autre part on a la condition (ED du théoréme est satisfaite.
Ainsi, on déduit que toutes les hyphotheses du Théoréme sont vérifiées ce qui nous

permet de conclure que le probléme (3.11a))-(3.11d)) admet une solution mild.

3.2.2 Cas ou le semi groupe 7T'(t) généré par A est non compact

3.2.2.1 Probléme considéré

w'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), tc Q(Siati+l]
u(t) = gilt, u(t)), te Q(t“ si] (P3)
u(0) = ug

ou A: D(A) C X — X est un opérateur linéaire fermé, A est générateur infinitésimal
d’un semi-groupe fortement continu (Cy-semi groupe) T'(t)>0y dans X.

0<t; <ty <..<ty<tmy =a, a>0estun constant, sop:= 0 et s; € (¢;,t;11) pour
chaque i =1,2,....m, f : [0,a] x X — X est une fonction non linéaire donnée satisfaisant
certaines hypotheses, ¢; : (¢;, 8;] x X — X est une fonction implusive non instantanées
pour tous ¢t =1,2,....m , ug € X.

3.2.2.2 Concepts de solutions considérées

Définition 3.2.3. Une fonction u € PC([0,a], X) est appelée solution douce de si
u satisfait

u(t) =T (t)ug+ fy Tt — s)f(s,u(s))ds, t €10,t4]
u(t) = gi(t,u(t)), te(t,si=12..m
u(t) =T(t—s:)gi(si,ulsi) + [5, T(t — ) f(s,u(s))ds, te (sitiv1],i=1,2,....,m

Notation : on note par a(.) , ac(.) et apc(.) la mesure de Kuratowski de non-
compacité sur 'ensemble borné de X, C([0, o], X) et PC([0, o], X) respectivement.
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3.2.2.3 Hypothéses considérées

Pour obtenir l'existence d’une solution mild pour 7 nous introduisons les hy-
potheses suivantes :

(H1) La fonction non linéaire f : [0, a] x X — X est continue, pour un certain r > 0,il
existe une constante p > 0, fonction intégrable de Lebesgue ¢ : [0,a] — [0, +00) et une
fonction continue non décriossante ¢ : [0,4+00) — [0, +00) tell que pour ¢ € [0, ] et
u € X satisfaisant ||u|| <,

Fltall < owlul) et timint P = < oo

r—-+00

(H2) La fonction implusive g; : [t;, s;] x X — X est continue et il existe une constante
Ky >0,1=1,2,...,m tell que pour tous u,v € X

lg:(t, 1) = gi(t, V)| < Kgflu =, vt e (5]

(H3) Il existe une constante positive L;(i = 0, 1,...,m) tel que pour tout ensemble
dénombrable D C X,

Oé(f(t, D)) < LZOZ(D), t e (Si,ti+1],i =0,1,....m

3.2.2.4 Reésultat principal

Théoreme 3.5. Supposons que le semi-groupe T(t)u>0) généré par A est équicontinu,
la fonction g;(.,0) est borné pour k = 1,2,....,m. Si les hypothéses (H1)-(H3) sont
satisfaites, alors (Ps)) a au moins une solution intégrale u € PC([0,a], X) a condition que

Mmax{pA + K, K +4L} < 1 (3.13)
tel que
K = max K,
1=1,2,..m
A= z:(r)nlaxm ||¢||L[8i,ti+1}
L = szg}ffm Li(tiv1, si)

Preuve : Définissons 'opérateur I' sur PC([0, ], X) par :

(Tu)(t) = (Tyu)(t) + (Tau)(t) (3.14)
o T(t)ug t € 0,t]
(T (t) = gi(t,u(t)), te(t,s],i=1,2,...m (3.15)
T(t — si)gi(si,u(si)), t e (Si7ti+1]7i =1,2,....m
fstz T(t—s)f(s,u(s))ds, te€ (sitiv1],1=0,1,2,....m
(Fau)(t) = (3.16)

0 sinon
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Par des calculs directs, il est facile de voir que l'opérateur I' est bien défini sur
PC([0,a], X). A partir de la Definition [3.2.3] on peut facilement voir que la solution
mild de équivaut au point fixe de 'opérateur I" défini par.

Etape 1 : nous montrons que I'u € PC([0,a], X) , Vu € PC([0, ], X) pour 0 < 7 <
t <t,

Comme M = sup;cpo, [|T(?)]|cx) et par on trouve :

1(Tu)(t) = Cu)(n)l| - < T (O)uo = T(T)uoll + || Jr T(t — 5)f (s, u(s))ds]|
HIJT(E =) =T(T = 5)]f (s, u(s))ds|
< M||T(t = 7)uo — uoll + M [7||f (s, u(s))||ds
+Jo T =7)T(7 = 5)f(s,u(s)) = T(T = 5)f(s,u(s))[|ds

—0 quand t— T

De et la continuité de la fonction implusives non instantanées g;(t,u(t)),i =
1,2,...,m , il est facile de voir que I'u € C((t, sx|, X) pour chaque i = 1,2, ..., m.
Tout a fait similaire avec la preuve de la continuité de (I'u)(t) avec ¢ sur [0, 1], on peut
prouver que T'u € C((s;;t;11], X) pour i = 1,2, ...,m. Par conséquent, nous avons prouvé
que I'u € PC([0,a], X) pour u € PC([0,a], X), & savoir que I' est une applications de
PC([0,a], X) a PC([0,a], X).

Etape 2 : nous prouvons qu'il existe une constante R > 0, telle que I'(Q2g) C Qg
Par absurde , on suppose qu’il existe u, C Q, et ¢, € [0, ] tel que ||(T'w,)(t.)|| > r pour
r > 0.

e Sit, €[0,t], en utilisant ([1.5.1)),(3.14]) et H1 nous obtenons :
1(Cur) ()] < Mlluol| + M fg™ 11/ (s, un(s))]|ds

< Mluol[ + M fo" (| |ur|)o(s)ds (3.17)

< M{luol| + Mo ()| Lo.01)
o Sit, € (t;,s],1=1,2,...,m alors d’aprés (H2) , on trouve

||(FUT)(tT)|| = ||gz<tr7ur(tr))|| < Kéhl

ur(te)[| + [lgi(tr, 0)]| < Kgr + N (3.18)
ou

N = max sup Hgi(t,@)\l
i=1,2,..., th[O,a}

e Sit, € (s, tit1] , les hypotheses (H1)-(H2) donnent
1(Cur )t < Mllgi(si,wr(s)ll + M [T [1f (s, un(s))lds
< M(E | |ur(si)|l +11gi(si, 0)]) + Map(r) 57 ¢(s)ds (3.19)

< M(KgiT + N) + Mw(r)||¢||L[8iyti+ﬂ
r < |[|(Tu,)(t)|| < M(|Jug + (r)A + Kr + N) (3.20)
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ensuite , on devise les deux cotés par r et quand r — oo on a
1 < (M(pA+ K)

on arrive a une contradiction avec ([3.14))
Etape 3 : 'opérateur I'y : Qg — Qg est lipschitz continu Soit u,v € Qg

e Site (tl, Si]
|(T1w) (@) = (Ta0) ()] < Ky, [[u(t) = v(@)[|lu = vllpc (3.21)

e Site (Si, ti—i—l]

[[(T1w)(t) — (Ta0) ()] < MKy [|u(si) — v(si)l] < MEg[lu—vllpe (3.22)
De (3.21)et (3.22) on obtient
||F1U—F2U||pc S MKHU—’UHPC (323)

Etape 4 : I'; est continu sur Qg
Soit u, € (2r une suite tel que lim, o u,, = u dans Qp Par la continuité de non linéaire
terme f par rapport a la deuxiéme variable, pour chaque s € [0,a] on a :

lim f(s,u,(s)) = f(s,u(s)) (3.24)

n—o0

ainsi par (H1) on obtien pour chaque s € [0, a]

1 (s, un(s)) = f(s,u(s))|] < 2¢(s)y(R) (3.25)

Le fait que la fonction — 2¢(s)y(R) est lebesgue integrable pour s € [s;,t] et t € (s, ti41]
i=1,2,...m

|(Taun) () = (Tau)(8)]] < M/t [1f (s, un(s)) — f(s,u(s))|ds (3.26)

— 0 quand n — 400
[IToun, — ' = 2u||pe = 0  quand n — 400 (3.27)

Etape 5 : L'operateur I'y : Qg — (g est equicontinu
pour tous u € Qr et s; <t' <t" <t;;1, i=0,1,...,mon a

1(T2u) (") — (Cau)()]] < || "T (" = ) (s, u(s))ds]]
HIL T =) = T( = s)|f(s,u(s))l|ds == I + I

ou

Lo = [T = 5)f(s,u(s))ds]]

L =, [T = s) = T(t' = 5)|f (s,u(s))llds

En utulisant (H1) , il est facile de voir que

"t
L < Mz/J(R)/t "¢(s)ds -0 quand t"—t —0
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Pour e > 0 assez petit, d’aprés I'hypothese (H1), équicontinuité des Cj semi-groupe
T'(t)i>0 et le théoreme de convergence dominée de lebesgue , on obtient

I < || [T =) = T(¢ = $)If (s, u(s))ds||
H Jo - [T = 5) = T(t' = 5)|f (s, u(s))ds]|

<SY(R) LT =1+ 5) = T(s)|$(t' = s)ds + 2M(R) [;_ d(s)ds

—0 quand t"—t —-0 et e€—0

Par conséquent ||(T'ou)(t”) — (T'au)(t')|| tend vers 0 indépendamment de u € Qg lorsque
t" —t' — 0 ca veut dire que I'y : Qr — Qg est equicontinu

Etape 6 : En utilisant lemme , on sait qu’il existe pour tout borné D C Qp ,
un ensemble dénombrable Dy = {u,} C D, tel que

a(Ty(D))pe < 2a(T2(Dy))pe (3.28)
Puisque I'y(Dyg) C T'9(2g) est borné et équicontinu, de lemme (1.5.1)) on a :

a(Dy(Do))pe = max  «a(ly(Dy)(t)) pour i=0,1,...m (3.29)

te[si,ti+1]

Pour t € [s;,t;41] , par lemme et I'hypothese (H3) nous obtenons
a(l2(Do)t()) = a({[s"T(t— s)f(s,un(s))ds})
<2M [5 a({f(s,un(s))})

(3.30)
< 2M [;, Lio(Do(s))ds
< 2ML;i(tiy1 — si)a(D)pe
Donc, de (3.28)),(3.29) et (3.30) on arrive & :
a(Ty(D))pe < 4AMka(D)pe (3.31)
D’aprés , on sait que pour tout borné D C Qg
a(l1(D))pe < MKa(D)pe (3.32)
Alors ,de , nous avons
a(l(D))pe < a(IT'1(D))pe + a(l'e(D))pe < M(K +4L)a(D)pc (3.33)

ce qui implique que l'operateur I' : Qg — Qg est condensant, par conséquent I' a au
moins un point fixe u € (2x par le théoreme de Sadowskii qui est juste une solution mild
de (P3)). Ceci complete le preuve.

Remarque 3.2.2. Le semi-groupe analytique et le semi-groupe différentiable sont des
semi-groupes équicontinus. Dans application des équation auzx dérivées partielles, telles
que les équations paraboliques et équations d’onde fortement amorties, la solution corres-
pondante semi-groupe sont des semi-groupes analytiques. Par conséquent, le théoréme
a une large applicabilité.
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Remarque 3.2.3. Le théoréme compléte les résultats de [36] et [[7], tel que ce
théoréme peut s’appliquer a une classe d’équations aux dérivées partielles de type évolution
pour lesquelles les semi-groupes de solution correspondants ne sont pas compacts.

Application 2. On considere l’équation aux dérivées partielles parabolique avec impul-
stons non instantanées :

(e, t) + Auz,t) = g zetel0,5) U3 1
Bu(zx,t) =0, z € 0 te|0,]1]
1 (3.34)
e’“"’ u(x,
u(x,t) =&~ 1J|F‘EL(;L|)‘, reQtels3)
u(z,0) = ¢(2), reQ

ot [0,a] = [0,1] , N> 1, Q CR" est un domaine borné, dont la frontiére 9Q
Au est un opérateur differentiel uniformément elliptique sur 2 définit par

Au = — Z > (f%(aw(x)gu) + ap(x)u

Lj

avec les coefficients a;; € C*HH(Q) (i, = 1,2,...,N) et ag € C*(Q) pour pu € (0,1) sur Q.
[a;j(x)|nxn est une matrice symétrique définie positive pour tout x € €2 i.e il exviste une
constante py > 0 telle que

S a(@)min; > polnl?, Y= (i, 2, ..ny) € RY 2 € Q

=1 j5=1
Bu est un opérateur frontiere sur OS2 définit par :
N Ju
Bu:=6Y> a;(z)cos(v,z;)=— + (1 — d)u
i=1 j=1 O

avec v est un ...... surd2 ,0=0 ou 1.

¢ € LP(Q) avec p > 2

On considére l’espace X = LP(Q)) avec p > 2 ,alors X est un espace de Banach muni
de la norme ||.||,. On définie l'opérateur A : D(A) C X — X avec

Au = Au

dans le domaine
D(A) = {u c W?P(Q) : Bu = O}

On sait que A est un générateur de semi-groupe analityque T'(t)i>0 dans X, et
1T <1 pour chaque t >0

cela veut dire que ||T'(t)||>0 est un Cy semi-groupe de contraction sur X.



52 Chapitre 3 : Résultats d’existence

On peut écrire ’équation différentielle partielle parabolique (3.34) sous la forme abs-

traite de (3.2) sur LP()) pour m =1 avec :

a=ty=1ty=s=0,t; = 11, =2
u(t) = u(., )
f(ta u(t)) = 2+|61:(,7t)|
67<t7l ulx,
giltut) = "
up = ¢(.)
Alors on a . Q)
-
tou)|| e = p < et 3.35
It = g gyl < 5 (3.35)
Donc f(t,u) satisfait (H1) avec
Q
o(t) = e
D’autre part,
u(z, t)| vz, )]

1 1
l91.(t,u) = g1, 0)l|z» < I |HLP < glle=vllze (3.36)

Lt Jue, )] 1+ Jo(z,1)
et donc (H2) est satisfaite avec
1
k= kg1 = Z
et l'hypothése (H3) est satisfaite avec

1

L=—
12

Ainsi toutes les hypothéses du théoréme (3.5)) sont satisfaites, par conséquent l’équation
différentielle partielle parabolique (3.34) posséde une solution intégrale.



Conclusion

Au terme de ce mémoire, nous avons essayé de souligner l'importance des équations
différentielles et aux dérivées partielles impulsives dans la modélisation des phénomene et
processus du monde qui nous entoure.

Les équations aux dérivées partielles considérées sont paraboliques intervenant dans la
modélisation de processus de diffusion sous ’effet d’impulsions.

Nous avons étudié en particulier ’existence de solutions intégrale et classique par
Uapplication de la théorie de semi groupe et la théorie de point fixe dans les espace de
Banach, pour les deux types d’équations a impulsions : instantanées et non instantanées.
Par ailleur, nous nous sommes interessées dans le cas d’impulsion non instantanées a la
théorie de mesure de non compacité pour presenter le théoréeme de point fixe de Sadowskii.

L’¢tude de l'existence de solution faible d’équations aux dérivées partielles paraboliques
soumises a des impulsions non instantanées est a envisager par formulation du probleme
sous forme d’une équation d’évolution impulsive.

Enfin, vu sa nouveauté ce domaine est trés riche en questions ouvertes, par conséquent
différentes perspectives peuvent étre lancées a la suite de ce travail.

En effet, nous avons l'intention d’étudier ultérieurement une classe d’équations impulsives
tel que nous prévoyons l’étude de la stabilité des solutions d’une telle classe d’équations.
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