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Introduction Générale

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la distribution asymptotique de la fonction
log-vraisemblance dans un cadre général de processus stochastiques.

Quand cette derniére est gaussienne on obtient la condition LAN (Normalité asymp-
totique locale) introduite par LE CAM [5], qui joue un role fondamental dans la théorie
de I'inférence statistique, elle entraine des bornes optimales pour les risques en statistique
paramétrique et elle engendre des conséquences directes sur le comportement asympto-
tique des estimateurs du maximum de vraisemblance et de Bayes, leurs consistence et
leurs normalité asymptotique en particulier.

De méme, ces problémes ont été résolus pour des variables aléatoires supposées indé-
pendantes mais pas nécessairement identiquement distribuées, comme mentionné dans les
travaux de Philippou et Roussas (1973)[6].

Pour le cas particulier ot ces variables aléatoires proviennent d’un processus Markovien
stationnaire satisfaisant certaines conditions de régularité, les problémes en question ont
été abordés dans la monographie de Roussas (1972)[7].

Dans ces deux cas, le concept de contiguité joue un role clé dans les discussions.

Dans ce travail, nous développons les résultats de I'article de Roussas (1979)[8] qui
sont des extensions naturelles des résultats prouvés dans les cas particuliers mentionnés
ci-dessus.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres

-Le premier chapitre est consacré aux notations et a quelques définitions notamment
celle de la contiguité ainsi qu’a certains théorémes qui seront utilisés dans les chapitres
qui suivent particuliérement le théoréme central limite de Brown pour les martingales.

-Dans le deuxiéme chapitre, considérons, pour un entier n > 0, les variables aléatoires
Xo, X1, ..., X, représentantes les n + 1 premiéres observations d’un processus stochas-
tique défini sur 'espace de probabilité (27, o7, Py). La loi de probabilité conjointe de ces

variables aléatoires est supposée avoir une forme fonctionnelle connue, dépendante d’'un



Table des matiéres

parameétre ¢ de dimension k. L’ensemble des valeurs possibles de 0, ou espace des para-
meétres O, est un sous-ensemble ouvert de R*, avec k > 1. Sous ces conditions et quelques
régularités supplémentaires appropriées, Roussas (1979)[8] a pu écrire la fonction de vrai-
semblance des variables aléatoires considérées et a déterminé la distribution asymptotique
de la fonction log-vraisemblance, ainsi que d’autres variables aléatoires associées & la fonc-
tion de vraisemblance.

- Dans le troisiéme chapitre, nous illustrons les résultats théoriques du deuxiéme cha-

pitre par des exemples et des simulations numériques.



Chapitre 1

Rappels Et Définitions Elémentaires

1.1 Notations

Tout au long de ce travail nous adoptons les notations suivantes :

Pour n > 0, Xy, X4,..., X, est une suite de variables aléatoires définies sur un espace
de probabilité (2, .4, Py) avec Py une mesure de probabilité qui dépend d’'un parameétre
6 €O CR"

Nous considérons la famille des mesures de probabilité (P, ¢,6 € ©) comme la loi de

probabilité¢ de (X7, ..., X,) : Pno = Px, .. x,. Nous notons par dP,, g« /dP, ¢ la dérivée de

,,,,,

la partie absolument continue de P, ¢« par rapport a P, , d’ou l'intérét de rappeler le

théoréme de Radon-Nikodym.

1.2 La Continuité Absolue

Soient v ety deux mesures positives o-finies définies sur un espace mesurable (X, A).

Définition 1.2.1. y est dite absolument continue par rapport a v et on note u < v si et

seulement si pour tout A € A :
v(A)=0= p(A)=0

On a I’équivalence suivante :
1 < v si et seulement s’il existe une fonction A mesurable positive telle que pour tout

Aec A,
M(A):/hdu:/ 14hdv.
A x
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Cette fonction h est appelée la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a v.

1.3 La Singularité Mutuelle

Soient v et p deux mesures positives o-finies définies sur un espace mesurable (X, A).

Définition 1.3.1. p et v sont mutuellement singuliéres, notées p L v, si et seulement si

il existe un ensemble mesurable A € A tel que

w(A)=0 et v(A°)=0.

1.4 Théoréme de Radon-Nikodym

Soient v et p1 deux mesures positives o-finies définies sur un espace mesurable (X, A).
Il existe un couple unique de mesures positives o-finies (1, p2) telles que :
o=+ e,
* py est absolument continue par rapport a v (u; < v),
*

2 et v sont mutuellement singuliéres (us L v).

Cette décomposition est connue sous le nom de décomposition de Lebesgue de p.

1.5 Contiguité

Définition 1.5.1. Soit {P,} et {Q,} deux suites de mesures de probabilité définies sur
une suite d’espaces mesurables (€2, .%,). On dit que la suite {Q,} est contigué a la suite
{P,}, notée Q,, < P,, si pour toute suite d’événements {4, } telle que P,(A,) — 0, on a

Qn(A,) — 0. Autrement dit,

P,(A,) -0 = Qn.(4,) = 0.

1.6 Différentiation en Moyenne Quadratique (MQ)

Définition 1.6.1 (Différentiation en moyenne quadratique). Soit X une variable aléatoire

et § € O. La fonction g(0) est dite différentiable en moyenne quadratique (MQ) s’il existe

10



Chapitre 1. Rappels Et Définitions Elémentaires

une fonction ¢(0) telle que :

lim E

h—0

1.7 Normalité asymptotique locale

On dit qu'une famille de mesures de probabilité paramétriques (P, 4,60 € O) satisfait
la condition LAN (normalité asymptotique locale) au point 0 s’il existe une suite de
matrices (nxn) définies positives (¢, = ©n(0)) telles que [|¢,(0)] — 0 et une suite de
variables aléatoires (S, (6)), telles que pour tout h € R¥ le log du rapport de vraisemblance

In (dP,,/dP, ) satisfait sous P, g la représentation suivante :
1
In(Z,g(h)) :=1n(dP,,/dP, ) = h'S,(0) — §Hh|]2 +o0p,,(1), quand n— oo (1.2)

avec

Sn(0) =00 N(0,1)

1.7.1 Exemples

Nous citons dans cette partie sans détailler, des théorémes permettant a des familles
de lois de v.a indépendantes non identiquement distribuées ainsi qu’a des processus mar-
koviens stationnaires de satisfaire la condition LAN. Les résultats de cette section sont
tirés du livre D’ Ibragimov et Hasminski [5] ainsi que des articles de Roussas (1972)[7],

A.N Philippou et G.G Roussas (1973)[6].

a) Condition LAN pour des v.a i.i.d

Le Théoréme suivant est dii & Le Cam, il donne la condition LAN pour la famille des

mesures de probabilité (P, g, 0 € ©).

Théoréme 1.7.1 (LeCam). [5] Supposons que les va X;...X,, sont #id a valeurs dans un

espace mesurable (X,U,v),0 € © C RF de densité f(x,0) = dﬂ;w (x,0) telle que :

v

1. Vx € x,0— f(x,0) est continue v ps.
2. fY2(x,0) est différentiable dans L*(v) et % e L*(v)

3. %(x,@) est continue dans L*(v)

11



Chapitre 1. Rappels Et Définitions Elémentaires

Soit ., (0) = p, := 1/y/n Alors, le rapport de vraisemblance devient :

Zuo(h) = [ £(X,,0+ hn™/)/£(X,.0).

Jj=1

Supposons de plus que pour tout 6 € O, det(1(0)) # 0, alors :

Zno(h) = exp(n=1/? Z 8lnf Il f(X;,6) Jh>—1/2 < I(0)u,u > +p,(h, 0))

avec P, (h,0) est telle que pour tout € > 0 et h € R*
Pyo(|ton (R, 0)] > €) =00 0

De plus sous Py

Liane _ OIn f(X5,0)
n2Yy < Tj’h >=> 00 N(0, 1(6)).

J=1

avec 1(0) la matrice d’information de Fisher donnée par :

= ﬂ T ﬂ T LYz, 0)v(dx
0= [ 0G0 s 0viae)

Remarque : Nous pouvons citer un autre résultat da a Hajek [5], qui affirme qu’on
retrouve les résultats du théoréeme précedent en remplagant les hypothéses 1 2 et 3 par :

a/ Yz € X, la fonction f(x,0) est absolument continue en 6 au voisinage du point 6.

b/ Le dérivé of (x 9 existe pour tout # au voisinage de ¢, v-presque partout Vo € X

¢/ La fonction /() est continue et définie positive pour 6.

b) Condition LAN pour des va indépendantes non identiquement distribuées

Soit Xi,...,X,,... des observations indépendantes. supposons que les densités f; (par
rapport & la mesure v;) des observations X; dépendent de j.

Le rapport de vraisemblance dans ce cas devient :

n

= H¢?(91,92)

j=1

d]P)n,G'g _ - fj(Xj792)
dPy, p, fi(X5,61)

=1
désignons par [;(6), la matrice de I'information de Fisher associée a la j éme expérience,

supposons que

12



Chapitre 1. Rappels Et Définitions Elémentaires

n

U (n,0) =Y (9

j=1

est définie positive alors il existe une matrice symétrique définie positive,
n
U (n, 0) == (D 1;(0))
j=1

Théoréme 1.7.2. Supposons que chaque f; vérifie les conditions 1,2 et 3 du théoreme de
LeCam [5]. Si © C R¥, la matrice U?(n;0) est définie positive et les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) Pour tout k > 0

lim sup
n—00 |u\<k =

" (0f Pt W () O (et 2

(2) Condition de Lindeberg : pour tout € > 0 et u € R¥,

n 2
nh_)rgloz Ey { (\I/_l(n,t)u, alnfja—(tX]’t)) X <‘ (‘I/_l(n, t)u, 81nf]a—(tX],t)> ’ > E) } =0,
j=1

alors la famille de mesures

Pno(A)= [ ... ﬁfj(xj,e)vj(dxj)
[/

satisfait la condition LAN avec

n ~1/2
p(n) = (Z Ij(9)> =V (n,0),

— [1(X;.0)
Su(8) = (n) Z T
Remarque :
Un autre théoréme da a Roussas(1973)[0] stipule qu’on retrouve les résultats du théo-
réme précédent sous les hypothéses suivantes :

Hypothéses.
(H1) L’ensemble {z € R; f;(z;0) > 0} ne dépendant pas de 6 € ©

13
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(H2)(i) Pour tout 6 € O, les fonctions aléatoires ¢;(6,60*),j > 1,sont différentiables en
moyenne quadratique par rapport a 6* au point (6, 6), sous Py.

(i) ¢;(0) est X 1(B;)xC mesurable, ou C est la tribu de Borel des sous-ensembles de ©.
(H3) Pour tout § € © et pour chaque h € RF |

E [ h'¢;(0) |’< M(= M(h,0) < 00), j>1

(H4) Soient I';(#),j = 1,...,n la matrice de covariance tel que I';(#) = 4Eg[¢5j(0)q5§(0)]
et T, (0) = L 3" T';(0) Alors pour chaque § € ©,T,(6) — T'(6).

J=1

c) Condition LAN pour les processus de Markov

Pour un processus de Markov X, strictement stationnaire et métriquement transi-
tive(ergodique), Roussas (1972) a montré la validité de la condition LAN sous les condi-
tions suivantes :

(A1) Pour chaque # € O, le processus de Markov {X,}, n > 0, est (strictement)

stationnaire et transitivement métrique (ergodique).

(A2) Les mesures de probabilité {IP,, p;:6 € O} sont mutuellement absolument conti-

nues pour tous n > 0.

(A3) i) Pour chaque 0 € ©, la fonction aléatoire ¢ (0, 6*) est différentiable en (M.Q).
par rapport a 6* au point (6, 6) sous Py et ¢ () la dérivée en (M.Q). de ¢, (6, 6%)
par rapport a 6* au point (6,0). Alors

ii) &;(#) est A;xC-mesurable, ot C est la tribu des sous-ensembles de ©.

iii) Soit I'(#) la fonction de covariance définie par

D(0) = 4Eo[d1(6)8% (6)).

Alors I'(0) est définie positive pour tout 6 € ©.
(A4) 1) Pour chaque 0 € ©, ¢(Xy, X1;60,60*) — 1 en probabilité P, 4 lorsque 6* — 6.
ii) Pour chaque 0 fixé, q(Xo; 0, 0*) est AgxC-mesurable et q(Xo, X1; 6, 0%) est Ay xC-
mesurable.

avec ¢ désigne la transition.

14
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1.8 Loi Faible des grands nombres pour des v.a. dépen-
dantes

La Loi Faible des Grands Nombres (LGN) faible peut s’appliquer aux variables aléa-
toires non indépendantes sous certaines conditions. La stationnarité ainsi que 'ergodicité

des suites garantit la convergence de la moyenne empirique vers 1’espérance.

Stationnarité et Ergodicité

1. Stationnarité stricte :Un processus (X;);cz est dit strictement stationnaire si,
pour toute suite d’instants (¢1,--- ,t,) et pour tout h, la distribution conjointe de

(X4, -+, Xy,) est identique a celle de (X, 4n, Xioan, -+ Xe,an)-
2. Stationnarité faible :
Un processus (X;)iez est dit faiblement stationnaire s'il vérifie les propriétés sui-
vantes :
i) Vt € Z: BE(X}?) < cc.
ii) Vt € Z: E(X;) = u. indépendant de ¢.
iii) V(t,h) € Z* : cov(Xypn, X¢) = E[(Xeon — p)( Xy — )] = v(h).
Les deux premiéres propriétés signifient que la moyenne et la variance du processus
sont indépendantes de l'instant auxquelles elles mesurées, la troisiéme propriété

signifie que la covariance ne dépend que du seul retard h.

3. Ergodicité(voir théoréme de Birkhoff (p34)[9]) : Une suite de variables aléatoires
stationnaires {X,} est ergodique si les moyennes temporelles convergent vers les

moyennes d’ensemble, c’est-a-dire si pour toute fonction mesurable f telle que

E[| (X)) < o0, )
36 B ()

1.9 Théoréme central limite pour les martingales (théo-
réme de Brown) [3]

Soit {Sn, Fn,n = 1,2,...} une martingale sur I'espace probabiliste (2, F,P), avec
So = 0, et
X, =S, — Sp_1,n > 1. Fy n’a pas besoin d’étre le trivial o-algebre {@&, Q}. Soit

15
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@J(t) = ]E(@ith | f‘]',l) = Ej,l(eitxj), j = 1, o,

ou E;_; désigne E(- | F;_1), et soit

0']2 = En_l(XJZ),
2
Vi=2_ 0
j=1
s2 =EV? =ES?,

et
Jj<n
Tout au long, nous considérons des martingales pour lesquelles
VZ2s % —, 1 lorsque n — oo. (1)

Pour cette classe de martingales, la condition de Lindeberg est dite satisfaite si

5.2 ZEj_leI(|Xj| > es,) =, 0 lorsque n — oo (2)

=1

pour tout € > 0, ou I(A) dénote la fonction indicatrice de I'ensemble A.

Théoréme 1. Supposons que (1) est vérifiée. Alors

fult) = e /% lorsque n — 0o, pour tout ¢, (3)
b, =, 0 lorsque n — oo (4)

et si seulement si la condition de Lindeberg (2) est vérifiée.

Théoréme 2. Si (1) et la condition de Lindeberg sont vérifiées, alors en plus de (3) et
(), ) I
lim P (—n < :r) =d(z) = (27?)_5/ e 2¥" dy

n—oo Sn

pour tout x.

16



Chapitre 2

Distribution Asymptotique de la
fonction Log-vraisemblance pour les

Processus stochastiques

Nous développons dans ce chapitre 'article de Roussas (1979) [8] Ce chapitre est
structuré en quatre sections. Les notations nécessaires et les hypothéses utilisées sont
introduites dans la section 2.1} Les commentaires sur les hypothéses ainsi que des résultats
auxiliaires sont donnés dans la section 2.2 Les principaux résultats du document, résumeés
dans les Théorémes a [2.3.6] sont présentés dans la section [2.3] On verra aussi dans
cette méme section une série de lemmes nécessaires aux preuves des résultats principaux.

Enfin, dans la section 2.5 on aura les preuves des six Théorémes cités précédemment.
2.1 Notations et Définitions

Soit {X,,n > 0},une suite de variables aléatoires définies sur l’espace de probabi-
lité (27,7, Py), avec § € O, ol © est un ensemble ouvert de R* k > 1. Soit 7, =
o (Xo, X1,...,X,), la tribu engendrée par les variables Xy, X1, ..., X, et notons par P, g
la restriction de Py & <7,. Supposons que pour chaque n > 0, les mesures de probabilité de
la famille {P,, p; 0 € O} sont mutuellement absolument continues. Ensuite, pour 6, 6* € ©,

la fonction
d]Pn,@*

- 0*) — X - *
i (050°) = a0 (X30,0) = T2

n >0 (2.1)

représente la dérivée de Radon-Nikodym de dIP, ¢ par rapport a dP,y , ou X, =
(Xo, X1,...,X,). Posons

17



Chapitre 2. Distribution Asymptotique de la fonction Log-vraisemblance
pour les Processus stochastiques

0,0%)
2 (0.6%) = o (Xo: 8, 07) — A B0)
4 0:07) = ¢ (Xib.0) = ST
=qn (Xp | X1;0,0%), n>1 (2.2)

La fonction de vraisemblance, basée sur X,,, est donnée par

L, (0;6%) =L, (X,;0,0") = q, (6;0")

=qo (0;07) | | ¢; (6;07) (2.3)

—1=
SN

<
Il
—

de telle sorte que

Ay (6;6%) =1log Ly (6;6%) =log g0 (6;67) + 2 _log o, (6;6). (2.4)

j=1

On supposera dans la suite que, pour chaque 6 € O, les fonctions aléatoires ¢;(0;-), j >
1, sont différentiables en moyenne quadratique (M.Q). sous Py . Notons par ¢;(6),7 > 1,
les dérivées en (M.Q). de ¢;(6;-),j > 1 au point §. Ensuite, posons

00) = 4B [¢,006 )], 521, Tald) = > T500) (2.5)
An(0) =202 zn:¢j<9), n>1 (2.6)
Hypothéses

(A1) Pour chaque n > 0, les mesures de probabilité {P, ;6 € O} sont mutuellement
absolument continues.

(A2) (i) Pour chaque § € © et j > 1, les fonctions aléatoires ¢;(6;.) sont différentiables
en (M.Q) sous [Pg] et uniformément en h borné de R¥ .

Autrement dit, il existe des vecteurs aléatoires de dimension k notés ¢;(6) qui repré-

sentent les dérivées en (M.Q) de ¢, (6;6%) par rapport a 6* en 6, tels que

% [l5(6 0 + AR) — 1] = Ah';(6)| — 0 (27)



Chapitre 2. Distribution Asymptotique de la fonction Log-vraisemblance
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en (M.Q) sous Py, lorsque A — 0, uniformément en h borné de R*.
(ii) Pour j > 1,¢;(0) est o7 x€-mesurable, ou € est la tribu borélienne de ©.
(A3) (i) Pour chaque # € © et chaque h € R, [hl¢;(0)])*,5 > 1, sont uniformément

intégrables par rapport & Py. Autrement dit, uniformément en j > 1,

[i[ht' - [htgbj(O)}Q dPy — 0, lorsque a — oo (2.8)
;i a

(ii) Pour chaque 6 € © on a quand n — +00
[n(0) = T'(0)

(pour n’importe quelle norme standard de R¥ ),ott I',,(#) sont des matrices de covariance
de taille (kxk) définies par (2.5) et I'(#) est définie positive.
(iii) Pour tout 6 € © et h € R¥, la suite

{(e0), =1}

vérifie loi faible des grands nombres sous Py.

(iv) Pour tout 6 € ©,h € R* et quand n — 400 on a ,

23 [Eo {1600 | 51} - (0] 250 (29)

(A4) Pour chaque 6 € ©, supposons que la fonction go(6;.) définie par (2.1) est <@

mesurable et continue en Py probabilité .

2.2 Quelques Commentaires sur les Hypothéses

Tout d’abord, ’hypothése (A3)(iii) signifie que, pour chaque @ € ©, chaque h € R¥ et

sous Py :

=S {000 — o 0]} — 0

en probabilité . Ensuite, sur la base de 'hypothése (A3)(ii) et de la relation (£2.5)), la
relation (2.2) peut étre reformulée de maniére équivalente comme suit :

(A3) (iii’) Pour chaque 6 € ©, chaque h € R¥ et sous PPy
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1 « 1,
- > [he0)]" = ZHT(0)h en Py -probabilite . (2.10)

Ensuite, sur la base des relations et (2.2), Phypotheése (A3) (iv) peut étre refor-
mulée de maniére équivalente comme suit :

A3) (iv’) Pour chaque 6 € © et chaque h € R¥, les variables aléatoires
( q q

. 2 :
(B {[nes0) | )}, 21
satisfont la LGN (faible) lorsque la mesure de probabilité Py est utilisée.
De plus, & partir des relations (2.9) et (2.10)), une autre reformulation équivalente de

I'hypothese (A3)(iv) est la suivante :
(A3) (iv") Pour chaque 6 € © et chaque h € R,

1 .
- Z]E,, { HEA } — JH'T(O)h  en Py -probabilite . (2.11)

Dans la prochaine section, un résultat concernant la normalité asymptotique de la
variable aléatoire A, (), définie par la relation , sera formulé. A cette fin, un certain
TCL de martingale (Théoréme 2 dans Brown (1971)[3]) sera approprié (voir aussi Scott
(1973) ). Ce théoréme s’applique sans ’hypothése que la suite de martingales sous-jacente
est stationnaire et ergodique.

L’applicabilité du TCL de martingale donné par Brown est basée sur deux conditions
(exprimées par les relations (1) et (2) dans Brown (1971)[3]), la deuxiéme étant une
condition de type Lindeberg familiére. Il sera montré que ces conditions sont vérifiées ici
en raison des hypothéses (A1)-(A4).

Pour chaque # € © et chaque h € R* (choisis arbitrairement et maintenus fixes par la

suite), définissons

ot =Eo { &0 |}, 21

(2.12)
VnQ:Z;lzlo-jQ'? Sn:Eg(V3)7 TLZl
Alors les résultats suivants sont vrais.
Lemme 2.2.1. Sous les hypotheses (A1)-(A4) et sous Py ,
VZs:2 1  en probabilité , (2.13)
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ou V7?2 et s sont définis par (2.12)).

Preuve. A partir des relations (2.12)), ([2.5)) et de 'hypothése A3(ii),
§2 = ghtfn(e)h et hiT,(0)h — KT (O)h

Ce résultat, ainsi que la relation (2.9)), fournissent la convergence souhaitée du Lemme

(2.2.1). On peut aussi remplacer (2.11]) par :

V2 Py 1.,=
= ZhiIT(6)h
= P T0O)
Par suite on aura :
e
V2572 — . _Vn2 Py thF(H)h -1

— _
nen nzhtT',(0)h ihtF(G)h
Le lemme ci-dessous fournit la condition de Lindeberg requise pour le TCL des mar-

tingales. Pour sa formulation, il sera pratique de définir

Z;=he;0), j>1. (2.14)

Lemme 2.2.2. Sous les hypotheses (A1)-(A4) et pour tout € > 0,

n

52 / Z2dPy — 0, (2.15)
2 (12,28,

J=1

ou s2 et Z; sont définis par (2.12)) et ([2.14)), respectivement.

Preuve. Comme cela a été vu dans la preuve du Lemme (2.2.1 AN R'T(0)h, d’ou

’on

Sy — 00.

Maintenant, pour £ > 0, soit a = a(e)(> 0) suffisamment grand tel que

/ ZidPy <e, j>1
(Z]2>a)

Ceci est possible par 'hypothése A3(i)(2.8). Ensuite, il existe N(eg) tel que n > N(e)

implique €2s> > a et donc

/ 7 dPy
(1Z;1>€5n)

:/ Z2dPy < / ZidPy <e, j>1
(Z?Zezs%) (ZJ2>a)
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Ainsi, avec 47, = h'T,(0)h et 47 = h'T(O)h (b # 0), il s’ensuit que, pour tout n

suffisamment grand,

- 4 8
2 Z3dPy < —ne < —¢.
j=1

(1Zj]=esn) NTn T

La preuve de la convergence en ([2.15)) est terminée.

2.3 Enoncé des résultats principaux

Dans cette section, les principaux résultats de I'article sont énoncés. Leurs démons-
trations sont reportées & une section ultérieure (Section aprés 'établissement de
quelques lemmes auxiliaires. Ces résultats fournissent un développement asymptotique
(au sens de la probabilité) de la fonction de log-vraisemblance appropriée, ainsi que sa
normalité asymptotique. De plus, ils donnent la normalité asymptotique des variables
aléatoires A, (0),n > 1, telles que définies par ({2.6)).

Il convient de noter que ces résultats généralisent les Théorémes 4.1-4.6, pp. 53-54
dans Roussas (1972) [7] qui sont vrais pour certains processus markoviens. De méme, ils
généralisent les Théorémes 3.1-3.6, pp. 457-458 dans Philippou et Roussas (1973) [6] qui
sont vrais pour le cas indépendants non identiquement distribuées Comme cela a été le
cas pour l'établissement des preuves des théorémes précités, les concepts et résultats de
continuité joueront également un role crucial ici.

Avec 0 € O, soit

0, =0+h,n" 2, hy—hecR* (2.16)

et soit A, (f) défini par

An(6) = A, (6;6,) (2.17)

ou A, (6;0,,) est donné par (2.4)). Alors la fonction de log-vraisemblance A,,(0) admet

sous Py le développement en probabilité suivant :
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Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses (A1)-(A4), pour chaque 6 € © et sous Py ,

1 .
A, (0) — REAL(0) — —§htF(9)h en probabilité.

La distribution asymptotique des variables aléatoires A, (6),n > 1, est fournie par le

théoréme suivant

Théoréme 2.3.2. Sous les hypothéses (A1)-(A4) et pour chaque 6 € ©,

ZLAL(0) | P] = N(0,T(0)).

La distribution asymptotique du log-vraisemblance A, (6) est également d’intérét. Elle

découle des deux théorémes précédemment formulés. Plus précisément,

Théoréme 2.3.3. Sous les hypothéses (A1)-(A4) et pour chaque 6 € O,

LIA0) | Py = N (—%htf(e)h, htf(e)h) |

Les trois résultats suivants sont des versions des trois théorémes précédents lorsque la
mesure de probabilité Py est remplacée par la mesure de probabilité Py . Leurs preuves

reposent largement sur des résultats de contiguité.

Théoréme 2.3.4. Sous les hypotheéses (A1)-(A4) et pour chaque § € ©, on a sous
Py

n’

An(6) = BEAL(8) — —%htF(G)h en probabilitc

Ensuite, la version appropriée du Théoréme est la suivante.

Théoréme 2.3.5. Sous les hypothéses (A1)-(A4) et pour chaque 6 € ©,

L) | P ] = N (%htF(Q)h, hfr(e)h) |

Enfin, sous Py, , la distribution asymptotique de A, (6) est donnée par
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Théoréme 2.3.6. Sous les hypotheéses (A1)-(A4) et pour chaque 6 € O,

L [AL(0) | Py,] = N(T(O)h,T(0)).

2.4 Quelques résultats auxiliaires

Dans cette section, les lemmes nécessaires pour les preuves des principaux résultats,
Théorémes [2.3.112.3.6] sont regroupés. La plupart de ces lemmes sont les versions ap-
propriées des Lemmes 5.1-5.5 dans Roussas (1972)[7] et/ou des Lemmes 4.1-4.6 dans
Philippou et Roussas (1973)[6].

Pour ce faire, il serait conseillé d’introduire la notation simplificatrice suivante. Consi-
dérons la quantité @2 (0;60%) = ¢2(X,; 0, 6*) et remplagons X,, par X; et 6* par 6,, défini
par ([2.16). Ainsi, ©3(6;0,) = ¢3(X;;0,0,) est noté ¢2.(0) ou simplement ¢2, pour sim-
plifier. C’est-a-dire,

Pnj = Pnj(0) = ©;(X;;0,0,) (2.18)

Ensuite, les quantités ¢;(0), A,(0) et T'(0) sont définies dans Uhypothése (A2)(i), par
la relation ([2.17)) et I'hypothése (A3)(ii), respectivement. Encore une fois, pour des raisons

de commodité, on pose

0;=p;(0), A, =AM, 0), T=T00), 1<j<nn>1 (2.19)
La proposition simple suivante est formulée et prouvée ci-dessous pour référence facile.

Proposition 2.4.1. Pour 1 < j < n, considérons les variables aléatoires Z; et Zy;

définies sur l’espace probabilisé (0, o7 | P) et supposons que

max (E[|Z,; — Z;[);1 < j<n) -0, E[Z}]<M(<o0),j>1 (2.20)

Alors

max (E[|Z7, — Z7|); 1<j<n)—0 (2.21)

Preuve. Il s’agit d'une conséquence immédiate de I’hypothése de bornitude et des
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inégalités de Holder et Minkowski. En effet,

max(E[|Zy; — Z7[]) = max(E[|(Zn; — Z))(Za; + Z;)])

IN

1 1
max(E2[|Z,; — Z;|*]) max(Ez[|Z,; + Z,|*)

A

2M max(E2[|Z,; — Z;%]) — 0

Pour plus de commodité, I'expression max; c,; sera utilisée plutot que max (a,;;1 < j < n)

pour plusieurs quantités désignées ici par a,;.

Lemme 2.4.1.

max [Ee ‘n (pn; — 1)° = (htgbj)Q

] 0. (2.22)

Preuve. Par la Proposition [2.4.1], il suffit de montrer que

2
=0, Ey(h'g,)’ <M(<o0), j>1 (2.23)

maxEy [nf (0 — 1) = (W)

La deuxiéme partie de ([2.23)) découle immédiatement de I'hypothese (A3)(i). Cest-a-

dire,

By (h';)° <M, j>1 (2.24)

De cette inégalité, il découle que

Eollo5l> <M, j>1 (2.25)

otl || - || est la norme usuelle dans R* et M est une constante générique. Ensuite, en
raison de l'inégalité précédente,

Eo | (b — B)' 5|" < |l — B> M — 0 (2.26)

Ainsi,

maX]Eé n2 (Pnj — 1) — (htgbj)

’ ) (2.27)
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Pour A =n"2 et h,, — h € R¥ dans I'équation ceci établi la premiére relation dans
@.23)

Corollaire 2.4.1.

Z (pnj — 1)2 — 1 Z (r'¢;)* 2% 0 (2.28)

Preuve. Pour tout € > 0,

n n

S (o =12 = 3 (1)’

J=1 J=1

Py

1 O 2 L\2
> 5] < R—EEEG ‘n(% — 12 = (W) ‘ (2.29)
]:
Suite au Lemme [2.4.1} il existe N = N(¢) tel que n > N implique
max [Ey ’n (pn; — 1)% = (htgbj)z‘ < ée? (2.30)
J

Alors, le membre de droite de ([2.29) est borné par -=ne? = & ce qui établit le corollaire.

Corollaire 2.4.2.

n 1 .
S (e — 1) 5 Jh'Th (2.31)
j=1
Preuve. D’aprés 'hypotheése (A3)(iii’), on a :

1o, 2 1, .y

= " [rei(0)]” — ZH'T(0)h  en Py -probabilité

n

j=1

et on conclut en appliquant le corollaire [2.4.1]
Lemme 2.4.2.

max (|pn; —1/;1 < j<n) =0 en Py probabilité (2.32)

Preuve. Posons R,; = nz (¢nj — 1) — (h'@;) et soit € > 0. Ensuite, en s’inspirant de

la démonstration du Lemme 4.3 dans Philippou et Roussas (1973)[6], on a

1

1 1
P, <max\¢nj —1] > s) <Py <max\any > %) + P (max n';] > 5%) (2.33)
J J J
Or
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1
Enz 4 2

Donc d’apres ([2.7)), appliqué pour A = n=2 et h =h,,

Ey |an|2 < % pour n > some N = N(g)et 1 <j<mn (2.35)
Ainsi,
Py (maX|an| > %) < g, n>N (2.36)
j

Ensuite, en travaillant comme dans la preuve de la derniére partie du Lemme 4.3 dans
Philippou et Roussas (1973)[6], on définie d’abord Fj la f.d.r sous Py des v.a |hf¢;| et

donc sous 'hypothése (A3)(i), on a pour tout n suffisamment grand :

+oo 9 e3
z*dF; :/ |h' ;] dPy < 3
= (Int;|> ="

Par suite :

(el ) = (el - )
J

< zn:IP’a (\ht¢j| > mé) Z/I

_ 22/ <€n2> dF, (2.37)
= neQZ/

o Ao e

= ner 8 2

Ensuite, les relations (2.36))-(2.37) établissent le lemme.

Remarque 2.4.1. A ce stade, rappelons que si Y, et Z,,n > 1, sont des v.a. définies sur

Uespace de probabilité (), o7 | P) et telles que

Y, — Z, 20 et {Y,.} est bornée en probabilité,

alors {Z,} est également bornée en probabilité, en effet :
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P(|Z,| >2M)=P(|Z,+ Y, =Y, >2M) <P(|Y,—Z,| >M)+P(|Y,| > M)
Lemme 2.4.3.

. 1
A, —2 [Z (pnj — 1) — = Z (pnj — 1)2] — 0 en Py-probabilité (2.38)

j=1 j=1

Preuve. De ([2.24)
By (h'¢;)" <M, j>1

Il s’ensuit que

> i1 (htgbj)2} est bornée en Py -probabilité . D’aprés la Remarque|2.4.1

—_

1
et le Corollaire [2.4. {Z?:l (Ynj — 1)2}est également bornée en [Py probabilité .

Par conséquent, on a le Lemme donne :

(max |onj — 1]) Z (¢nj —1)> = 0 en Py-probabilité. (2.39)
j

j=1
Ensuite, suivant la preuve du Lemme 4.4 dans Philippou et Roussas (1973)[6], on

obtient également, au moyen de ([2.39)),

n 1 n

;log ph;—2 [Z (Pnj = 1) =5 > (onj — 1)2] 50 en Pg-probabilite.  (2.40)

j=1 j=1

Maintenant, en raison de ([2.4), (2.18)) et (2.19)),

A, =logq (0;0,) + Z log ‘:Oij

Jj=1

et log qo (0;0,,) — 0 en Py probabilité, par ’hypothése (A4) et la relation (2.16]). Ainsi,

A, — Z log goij — 0 en Py-probabilité (2.41)

J=1

Les relations (2.40)) et (2.41]) donnent alors le résultat désiré.

En utilisant des arguments standard, on peut également montrer le résultat suivant.

Lemme 2.4.4.
Pour 1< j5 <n, E(gpi) =1
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Preuve. On rappelle la notation X,, = (X, ..., X,). On a :

dPn o* dPn—l 6
E 2\ _ ) > dpn
’ (‘Pn) / dPn,G dPn—l,G* g

dPn 0* dPn—10 dPn—lG
Or : ’ —dP,p = ———dP, p~
' dPn,@ dPn—l,Q* o dPn—l,G* .
dPy_1 X
= 29 gp | gedPX (2, (2.42)
dPn_176* 1)9 Xn,G (CU )

= dP,_15(Xp1)dPY "5 ()

Dou Eg (goi) = /dPn_LgdP;((:’;i =1

Lemme 2.4.5.
—0 (2.43)

nt (92, — 1) — 2%,

max Ky
j

Preuve. Considérons 'identité

1 . : 1 .
= Pnj {W (nj = 1) = ht%‘] + 0@ (ong — 1) + |02 (on; — 1) = ht%‘]
et travaillons comme dans la preuve du Lemme (5.4) dans Roussas (1972)[7], avec

Eglp2,] = 1 et en utilisant 'inégalité de Holder. On obtient alors :

2

maxE} n? (g2, —1) — 2h'¢;| < 2maxE] [n? (¢, — 1) — h'd;
’ o 1 (2.44)
[ (149,)°) [maxed oy~ 1
J J
D’aprés le Lemme [2.4.1],

1
max By |(n; — 1)* — = (B'¢;)*| = 0 (2.45)

J n

de sorte que

1 . 1 )
(Qonj - 1>2 — ﬁ (htcpj)z‘ + E mjaXEg (hthj)Q — 0

max Eg |¢y,; — 1|2 < max [Ey
J j

en raison de (2.45) et de la deuxiéme relation dans ([2.23) Eq (h'¢;)* < M(< oc).
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Avec (2.27) :

2

SV
[N

1 ) 2
< meEﬁ (enj — 1) — (hi;)

1
+maxE |(h, — h)' ¢;]" — 0
J

maxEZ [n7 (¢n; — 1) — (B'¢))

J

n

Ainsi que ce résultat et (2.44]) établit le lemme.
Maintenant, en interprétant ’espérance (conditionnelle ou non) d’un vecteur aléatoire
dans le sens usuel coordonnée par coordonnée, on peut formuler et prouver le résultat

suivant.

Lemme 2.4.6. Pour j > 1,
Eg (¢ | j—1) = 0 p.s. [Pg] (de sorte que Eq (h'¢;) =0 pour tout h € R* ).

Preuve. En utilisant des arguments standard (presque comme dans le Lemme [2.4.4]),

on peut montrer que

Eo (02| #-1) =1 ps. [Py], 1<j<n (2.46)

Sur la base de ce résultat et du Lemme [2.4.5] le résultat désiré est établi comme dans
la preuve du Lemme 5.5(i) dans Roussas (1972)[7], c-a-d :

On a d’apres le Lemme précédant :

—0

m]aXIEg ‘n% (goij — 1) — 2h'p;
et donc ce résultat reste vrai en conditionnant des deux coté d’apres 'hypothése (A2)(ii)2.7]:
By (n# (o3, = 1) | 1) 5 Eo (2095 | 1)
et grace a ([2.46)), on peut déduire que
Eg (2h'¢; | 1) =0 ps. [Pg), 1<j<n
Ceci est vrai pour tout ~ € R¥, ainsi on conclue que :

Eo (45 | #j—1) =0 p.s. [Pg]
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Pour j =1,...,n, définissons les variables aléatoires 1,,; comme suit

Unj = Ynj(0) = Eo (¢n; | 1) (2.47)

De plus, posons

Y=Y, = (pn; — 1) —n~ 2htg0] (Ynj—1), j=1,...,n (2.48)
Alors on a le lemme suivant.
Lemme 2.4.7.

Z Y; =0 en probabilité Py. (2.49)

Preuve. Remarquons d’abord que Ey[Y;] = 0 pour tout j > 1.
En effet :

EplY;] = Eq [(%j —1) =" 2htp; — Eg (0 | Wj—l)]
= Eg [(pnj — 1)] — n"2Eg [h'5] — Eo [Eg (onj | 5-1)]

1 (2.50)
= —n"2Ey [h'y]

=0 D’aprés le Lemme

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Tchébychév et le fait que (a — b)? < 2(a® + b%), on a :

M(
j=1

1 n
i >5> 5;203(%)

. 1
giﬁﬂ (nj = 1) = B p; — 3By [(0n; — 1) | Fji]

2

n

<=0 {Ee ‘n% (6nj — 1) = h'd;
j=1

o 03B (s~ )] -1

A ce stade, rappelons que, si X est une v.a. définie sur 'espace probabilisé¢ (€2, <7, P)

et pour laquelle E[X] existe, et si % est une sous-o-algébre de o7, alors :
E(X | #)" <E(X] | #) ps, r>1

On peut aussi ajouter et retrancher " h'¢; " car d’aprés le Lemme Eop (¢; | 5-1) =0
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p.s. [Py]

Eg |02 (Eg [pn; — 1| 1))

=K [’n%(wnj —-1) - htgbjIQ] —— 0 D’apres le Lemme [2.4.1

n—-4o00

Par suite :
1 9 83 ‘
Ey [’nE(SDnj—l)—htgo]]]SZ Pour un certain n > 7.
Et donec :
y 15 3 o |2 4  ned
M(;Yj >a>§n—€2;m’m(%_1)_h¢j < L.

D’ou la convergence en probabilité.

Lemme 2.4.8.

-

S Eo (00— 1) | #o1] =5 THTh
j=1

Preuve. On peut voir que

n

1 L\ 2
Fo{ [ o - 07 ] - 530 () ]
= = (2.51)
1 2
< ne ZEG ‘n(wm 1)? (h'e5)
j:
D’aprés le Lemme [2.4.1],
Eg |1 (¢n; — 1)° — (htgbj)Z‘ <e? n>some N=N()1<j<n (2.52)
Par conséquent,
n 1 n
ZE@ [(pnj — 1) | 4| — = Z]Eg [(htc,bj)z | 42%]-,1] — 0 en Py -probabilité.
n
=1 =1
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Ce résultat, avec la relation (2.11)), appliquée avec t = h donne alors :
1 .-
— ZE@ { | o } — thf(ﬁ)h en Py -probabilité. (2.53)

Ainsi :

n 1 -
D Eo [(0n; — 1) | ] — thl“h en Py -probabilité.

Lemme 2.4.9. Pour j =1,...,n, soient les v.a. y,; définies par (2.47). Alors
n 1
2 Z (Ynj — 1) — —thfh en Py -probabilité. (2.54)
Preuve. Sur la base du Lemme et du Lemme (2.54) est équivalente a :

hmZEe (0nj = 1) + (n; — 1)* | 1] = h}LnZEe [(pnj =14+ 1) = 1| 1] =0

j=1
Lemme 2.4.10.

) =202 ¢;(0), n>1
=1

Alors :
I = .y
2 E (onj — 1) — R'A, — —thFh en Py -probabilité.

Preuve.
En prenant en compte la définition des v.a. Y;,j = 1,...,n par (2.48)), le Lemme

stipule que
n

QZY _22 Pnj — 1) = DDAy =2) (e — 1) =50

7=1
Ce fait, en conjonction avec le Lemme [2.4.9] fournit le résultat désiré.

2.5 Preuves des résultats Principaux

Les résultats principaux formulés dans la Section 4 peuvent maintenant étre prouvés.
Preuve du Théoréme2.3.1| D’apreés le Lemme [2.4.3] le Corollaire et le Lemme

2.4.10, on a respectivement les convergences suivantes en probabilité Py :
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Ay =2 (gnj—1) =0
j=1

n

1 .
> (pnj =1 = thl“h

j=1

et

n 1 B
2> (pnj — 1) = B'A, — —thFh

j=1

A partir de ces expressions, on obtient que

1 .-
A, — WA, — —§h1Th en Py -probabilité.

[ |
Preuve du Théoréme Posons S, = Y, t'¢;,n = 1. Ensuite, par le Lemme

7=1
[2.4.6,

]EG (Sn ‘ Sla s 7Sn—1) = Sn—l + ]EG (tt('pn ‘ Sla s 7Sn—1> = Sn—l PQ -p.s.

Ainsi, pour chaque 6 € ©,{5,,, 9,} ,n = 1, est une martingale sur I’espace probabilisé

(2, o, Py) avec Sy = 0. Considérons les quantités définies en (2.12)). Ensuite, par (2.13))
et (2.14) dans les Lemme et les Conditions (1) et (2) de Brown (1971)[3] sont

satisfaites. Par conséquent, le Théoréeme 2 de la référence citée est valable.

< [ttAn (ttfnt)_%

Pg} - N(0,1)

Cette convergence et le fait que t'T',t — t'T't donnent ensuite,

Z (t'A, | Pg) = N (0,¢'Tt)

Puisque cette derniére convergence est vraie pour chaque ¢ € R¥, on conclut que

L (A, | Py) = N(0,T)

[}
Preuve du Théoréme2.3.3| Immédiat a partir des Théorémes [2.3.1], et des
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théorémes de Slutsky standard.

LML) | Py = N (—%htf(e)h, hT(Q)h)

[ |
Les preuves des Théoréemes découlent de celles des théorémes précédents et

de la proposition ci-dessous concernant la contiguité des suites de mesures de probabilité

{Po} (= {Pnp}) et {Po,} (= {Prg, })-

Proposition 2.5.1. Si {h*} est une suite bornée dans R* et si 0% = 0 +n~2h%, alors les

suites de mesures de probabilité {P,, o} et {P,g,} sont contigués.

Preuve. En raison de la bornitude de la suite {h}}, On a: 6, — 0

Maintenant si pour toute suite d’événements {A,} telle que P, 4(A,) — 0, on aura
Pro,(An) — 0
et d’otu la contiguité.

Nous pouvons maintenant compléter les preuves des théorémes restants.

Preuve du Théoréme [2.3.4] Par la proposition précédente, les suites {Py} et {Py, }
sont contigués. Ce fait, ainsi que le Théoréme et la définition de contiguité, fournit

la preuve requise.
1
A, (0) — AL (0) — —§htF(6)h en Py -probabilité.

Preuve du Théoréme Comme dans la preuve du Théoréme (4.5) dans Roussas
(1972)[7], c’est une conséquence du Théoréme de la contiguité des suites {Py} et
{Pp, } et du Corollaire 7.2, p. 35, dans Roussas (1972)[7].

LIA(0) | Py ] = N (%htf(e)h, htf(e)h)

Preuve du Théoréme Encore une fois, on se référe a la preuve du théoréeme
correspondant dans Roussas (1972)[7]. En effet, les hypothéses du Lemme 7.1, p. 36, dans
la référence citée sont remplies avec P, = Py, P! =Py T, = A, et I' = T. Cela est di

aux Théorémes et ci-dessus. Ensuite, le Théoréme 7.2 dans Roussas (1972)[7],
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p. 38, donne le résultat souhaité.

ZL[20(0) | Py, ] = N(I'(0)h,T(0))
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Chapitre 3

Exemples d’application

Nous présentons dans ce chapitre quelques exemples de processus stochastiques qui
satisfont les conditions A1l...A4 citées dans le chapitre précédent. Ces exemples sont tirés
de Plarticle de Roussas|§]

Pour tout ce qui va suivre, on notera X,, = (X, ..., X,).

3.1 Exemple 1

Soient (X,,)n>0 des v.a constituant un processus Gaussien tels que :

Ey [X,.] =0, s [X,] =1, Covyg [Xon, Xi] = plm=nl, lp| <1

3.1.1 Vérification des hypothéses.

A1) Pour tout n > 0, on a :

dP .5 _ — ! B
) = ot () = s e

z—0)'T~1(2—0)

Ou: T = (p"1,0 <4,j <n) est la matrice de covariance de X,,.

:f[Xn,H*] (.CUO, ) xn)
f[Xn,G] (Io, ceey LCn>

:ef%(xfe*)trfl(mfa*) ] e%(xfe)frfl(xfe) —1.Gn(0,0%)

Par suite : ¢, (6,0")

Avec :

It = (ai;,0 <i,j <n) (3.1)
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A2)
i) On a :
9,6%) . .
2(0.6") = 4 (6,607) _ o 5(Cn(0.07)~C 1 (0.6)
wn (0,07) ot (6.0
Avec

Gn (87 8*) - Gn—l (97 0*) ‘9*2 (2 Z Qi + A

—2(9*—9)(2 in * L) Z am>

Notons dans cet exemple : S, = 2> 0 in, + U

On aura :

on(0,0°) = exp<—}l<e*2—02>-Sn+§<0*—0>(' <am-Xn>+Z<Xi-am>>>

= exp(o, (0,0%)) .

3

o

Avec

Montrons que :

1 2
E [X|gpj(9, 0+ Ah)—1-— )\hgbj(ﬁ)q 22%0  Pour tout j >0 (3.3)

Ceci reviens a montrer que :

>\2

n n—1 2
E|exp(¢, (6,0 + Ah)) — 1 — %( (ainXn) + (ainX;) — 95n>] A=00

Avec :

exp(dn (0,0 + Ah)) = —
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Puisque Y,, = X,, — 0 sont des gaussiennes centrées réduites pour tout n > 0, alors toutes

combinaisons linéaire sera une gaussienne centrée. Avec

Cov(Yy,Yn) = Cov(X, — 0, X,

Notons :

On aura ainsi :Y,, ~ N (0,0?)

—0) = B[X,X,] — 62 = plnml — 62

En remplacant par Y,, dans I’équation (3.3]) on aura & montrer que :

1 _OmZg 1)y DY RN
—E |e7 T2 o2 "n—1—-—Y,| —/—0 Pour tout n > 0
A2 2
On a
1 [ _onp Y
EE 6_%5"4—%}”?7 — 1 — 7YJ:|
1 2 2 AR
—E (e—“ﬁ” Sut P Y, 1) Y- ARY je~ 1?5t 3 Y,
- 272
:%E o SN, L g O sy, | AT Y,” - )\the‘(AZ)QSnJr?Yj} (*)

De (*), on a :

E )\the*i(Ahﬁanr%Ya} —E [)\h(aZj)e*i(’\h)zsﬁ%(azj)} (avec o défini dans (3.4) et Z; :=

(Ah)

2

1 (Gho) | _ 22
=\hge 1 On (— ze 2 ‘e 2dz
V2T / )
2 2
—\hge™ ST 5n ( 12 e /ze[z_ﬂzw]zdz>
T
2 2
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Par suite :

2 212 2 272 2
E |+ (0,0 4+ M) — 1] — i (0)| = [~ 28580 41— ge -2, | ANOT  AWG o,

A A2 4 2
R R L | h%g%  h%0? one? om?g
= -2 + — e 8 T n

A2 A2 4 2
h%202 — h28, h202 — 2h2S,, h252 h2o2
—2( )+ - =0
A—0 2 8 4 2

ii) ¢; (0) calculé dans est &7, X ¢ - mesurable car c’est une combinaison linéaire d'un
processus 27; X% - mesurable

A3) i) Pour chaque # € © et chaque t € R, [t¢;(#)]*, 7 > 1, sont uniformément intégrables
par rapport a Py. Autrement dit, uniformément en j > 1, et d’aprés (3.2)) on déduit que :
;(0) = 3Y;

Rappelons aussi que Y; ~ N(0,0?),

On aura :

/{[twma} [t2,(0)) dPg By [(425(0)° L0250

< B [16,0)] P (10,0 > a)
< & B Y P (Y2> %)
< K~\/1—P(%§Zj§t§%) — 0

ii)
T,(0) = %er(e) = %ZEe (Y;)* = %ZU?

j=1
La matrice I' = (pl"=7)g<; j<, est une matrice de Toeplitz symétrique avec des éléments
qui dépendent uniquement de la différence |i — j|. Pour des |p| < 1, cette matrice a une
structure particuliére qui permet de calculer son inverse de maniére plus efficace.

Une propriété clé des matrices de Toeplitz de ce type est qu’elles peuvent étre liées
aux chaines de Markov et aux processus AR(1) (auto-régressifs d’ordre 1). L’inverse d’une
telle matrice de Toeplitz, lorsque |p| < 1, peut étre obtenue par des méthodes analytiques
spécifiques et est également une matrice de Toeplitz. Une formule explicite pour 'inverse
de cette matrice est connue sous le nom de **matrice de Toeplitz inversible pour processus
AR(1)**.

Pour I' = (pl"=71), ot |p| < 1, I'inverse I'"* est donnée par :
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1 —p 0 0

—p 14+p° —p 0

F1:1_1p2 0 —p 1+p7 0
' —p

0 0 0 —p 1

Le calcul de cette matrice a déja été détaillé dans un autre mémoire de master|2].

Dans notre contexte, la suite de variables aléatoires Y,, est définie par :

Vo= tin(Xa =00+ an(Xi=6) = 1 _1p2 (<1—p)~(Xn—9)—p-(Xn_1—9)) (3.5)
= Ky [Yﬂ =Ey {(1_—1,02)2 ((1 2 (X — 024 0% (Xt — 0)2—2p(1 — ) - (X — ) - (X1 — 9))_

1
:m <2p3 — 2p + 1 + 2p92 — 2p202) = 0'2

(3.6)
Ainsi,

j=1 j=1 j=1
iii) Nous avons déja établi que chaque Y, suit une distribution normale centrée N (0, c?)
avec une certaine covariance entre Y; et Y.
Pour appliquer la LGN faible & la suite { Y2}, nous vérifions les hypothéses suivantes :
— Les Y, sont faiblement stationnaires. En effet,
o Ey [Yﬂ =0? <0
e VteZ:E(Y,) =0. indépendant de t.
o V(t,h) € Z* : Cov(Yiin, Yi) = E[(Yeun)(Yy)] = v(h). (Remarquons que Y,
est une combinaison linéaire des X; et que Cov(Xyyp, Xi) = plfh

— Les Y, sont ergodiques puisque Eg [Y?] = 0% < co. Alors
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Conclusion pour la LGN faible

Sous ces hypotheéses, la LGN faible pour des variables stationnaires et ergodiques nous

donne :

1 & P _
- > Y7 S E[Y]] =0 =T(0)
j=1

ol 0% est donné par (3.6 :

%Z [t;(0)]” = L.l (Y,)? = LT

4 n = 4
iv)
1 « _ 2 , 2 I 2 2
=S B { [ @) | Fia - [EeiO)]] = S E Y | o} - Y]
j=1 j=1
t? . 2 Py
n =
En effet, d’aprés (3.5)) :
1< ?
S B VP | = { ) (X5 —0) - (X1 e)) wjl}
j=1
ZEa{ (( -0 (X =0 +p (Xj19)22/)(1p)'(Xj9)-(X119)>|Wj1}
Jj=1
n 2 —
:%Z 5B {1 - 0 |0} + o _”p2)2 (X1 - 0)% — ?f(_l p2§’2) (X o1 —0) - Eg {[X; — 0] | #_1}
(3.7)

Par hypothése, on sait que (X,,),>0 est un processus de Markov et gaussien. De (3.7)) on
déduit que :

B (X | i1} = B (X2 X} = [0 5 0o

s Fon (@)
‘/m o)

—p*+ 02 +20p(X;_ 1 — 0) + p*(X;_1 — 0)°

Ey (X, | 1} =Eg {X; | X} = / ()
/ foxx,_n (@ )$
fXgl)

—9+P( J— 1_9)
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Par suite, (3.7 devient :

BN 2 1~ 1=+ 6 +20p(X;1 — 0) + p*(X;0 — )
SNTCE YR | ot ) =
?’L; 0{[ J] | 7 1} TLZ (1+P)2

p’ ~ 2p(1-p)

o T Ty

=1

(Xjo1 = 0) - (04 p(X;-1 —0))

A4) est vérifiée étant donné que Xy ~ N (6,1)

3.1.2 Simulation numérique.

Dans notre exemple, des équations (2.6) et (3.2) on a :
e
n \/ﬁ s QDJ

Lo i i1 (3.8)
= %; (;(Xj —9)'az‘j+;(Xi—9)'aij>
Avec a;; définis par
La figure (1) désigne les résultats test de normalité QQ-plot, 'histogramme et ’esti-
mateur & noyau de la densité de la variable %An calculé a partir d’'un échantillon de 500
observations avec 1000 réplications.

Droite de Henry Histogramme de Detta_n avec courbe de densité estimée

o
. : oz o oo o e Yae
Quartis éorues " F1i gure ( 1 )

Voici le code associé a cette figure :
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# Etape 1 : Définir les paramétres et calculer sigman2
rho <- 8.5

theta <- 5

n <- 580

num_simulations <- 1808

cigma_sq <- (1 fF (1 - rho*2}*2) * (2 * rho™3 - 2 * rho + 1 + 2 * rho * theta®2 - 2 *# rho"2 * theta"2)
cigma <- sgrtisipma_sq)

# Etape 2 : Définir les fonctions de génération et de calcul
generate X <- function{mn, theta, rho)
mean_vector <- rep(theta, n)
cov_matrix <- matrix(®, n, n)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:n
cov_matrix[i, j] <- rho"abs(i - j)

myrnorm(1l, mu = mean_vector, Sigma = cov_matrix)

[

compute_Delta_n <- function{X, n, theta, rho, sigma} {
sum_term <- (1 f (1 - rho*2)) * {(1 - rho) * (X - theta) - rho * c(@, head(X, -1) - theta))
Delta_n <- (1 f (sipma * sgrt(n})) * sum(sum_term)
return(Delta _n)

h

# Ftape 3 : Générer les valeurs de Delta_n
Delta_n_values <- numeric{num_simulations)
set.seed(123) # Pour la reproductibilité

or (1 in l:num_simulations) {

X <- generate_X{n, theta, rho)

Delta_n_wvalues[i] <- compute Delta n(X, n, theta, rho, sigma)
} -
# Etape 4 : Créer le graphique de la droite de Henry (QQ plot)
qq_plot <- gegplot({data.frame(sample = Delta_n_values), aes(sample = sample))} +

stat_gqq(} +

stat_gq line() +

getitle("Droite de Hemry™) +

xlab{"Quantiles théorigques™} +

ylab{"Quantiles échantillonnés") +

theme_minimal()
print{qq_plot) # Affichez le Qf plot pour wvérifier

y <- Delta n_wvalues

# Etape 5 : Créer 1

histogram_plot <- ggplot(data.frame(y), aes{x = y})} +
geom_histogram({aes(y = ..density..), bins = 38, fill = "blue", alpha = @8.5) +
geom_density(color = "red", size = 1} +
getitle("Histogramme de Delta_n avec courbe de densité estimée™} +
wlab({expression{Delta[n])) +
ylab({ "Densité") +
theme_minimal()

print{histopram plot) # Affichez 1

# Etape 6 : Afficher les deux graphigques cite 3 cite
grid.arrange({ggq_plot, histogram_plot, ncol = 2)
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3.2 Exemple 2 :

Soient X,, des v.a, telles que pour tout n > 0.

Xn = aXn—l + Up,

XOZO

ou |a| <1, u, = A(0,1) et Xog=0

3.2.1 Vérifications des hypothéses.

Al)
AP0
On a: d(/\7 )(le'o,...,.flfn) = f[Xn’g] (l’o,...,xn)
et f[gnojéj-,Xn:CCO ..... étn) (xn) f[Xn_l,G] (:L,O’ - $n_1)
— f[(u)i(jé],Xn:wo ..... Tn) (xn — awn_l) f[Xn—lﬁ] (1’0, ceny xn—l)
= [Tz fu) (0 = i) - fxo (0)
Par suite : o ( - b (20)
AP, ¢ i=1 J [uy 0] i — QTi-1) * JXo (To
4 (0,0%) = L = o] :

- dPug I f[ui;e] (i — azi—1) + fx, (o)
d’out 'absolue continuité mutuelle entre les {IP,, 5,0 € ©} .

A2)ona:

2 @ (0,0%) . ~1(0°2-62) | _1(6"—0)(vn—an-1)
= — n 6’6 — 4 . n n—1
=0 ¢ (0,07) =e ez

Qon:  pu(0) = & (@ — az,_s —0)
Montrons que :

2
A—0

1
E X|g0j(9,t9 + Ah) —1—=Xhp(0)]| —0 (3.9)

uniformément sur des suites bornées h € R et uniformément en j > 1
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L’équation (3.9) sera équivalente a :

~ 2
L g |- ianonran) - damy )‘h(uj _ g)]

1 —2(Ah)2+ S AR (u;—0) PN 2 —2(AR)2+ 3 Ah(u;—0)
ZEE <e 1 2 —1) + 1 (uj —0)" — Ah(u; — f)e™ = 2 Mg
1 [ A2h?
ZEE e~ 3 (M) +Ah(u;—0) +1— 90~ 1 (M) 45 Mh(u;—0) + y (u; — 9)2 — M(uj — 9)6—1(Ah)2+§)\h(uj-—9):|
(*)
De (*) on remarque que (u; —¢) = .47(0,1), ainsi on aura :
E )\h( 9) )\h) +5 )\h(”u] 0) :)\he—i(kh)Q ( _12 /Ie(/\g)me_x;dx>
™
:)\he_zll(/\h)Q( 12 e(Ag)Q/xe[’”zh]{zdm)
™
Loz [(Ah on? MR om?
=\he 1 \W (76> =3 e s
Par suite :
1 ! 2 NR? AR ow?
E X [@](0,0 + )\h) — 1] — hgoj(e):| :ﬁ |:2 — 26_% + 1 _ 5 G—Og)}
(An)?
e s —1 h? h? _om? h? h* h?
;”<—7T—>+z—568 purd - e S

ii) ¢;(0) = % (x; — xj_1 — 0) est oZ-mesurable pour tout j > 1 .
A3) i)

J 1O 1 sy 0 < BV [(605(0)°] B (16500 > )

ii)
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iii) Par indépendance des u;, on aura :

1. . , 121 1. _
= [t (0)° = —- = (u; — 0)> » ~’T(0) (LGN Faible).
n o 4 n = 4

iv)
%Z [Ea { [tt¢j(9)]2 | 'Qf}—l} - [ttgbj(é)}?] = %ZEG {[U] — 9]2 | %—1} — [u; — 9]2
(Par indépendance des u;) = %ER:EG [uj — 9]2 — Juy — 9]2 ]P’_g) 0

A4) est vérifice étant donné que Xy =0

3.2.2 Simulation numérique

La figure (2) désigne les résultats test de normalité QQ-plot, 'histogramme et ’esti-
mateur & noyau de la densité de la variable A, calculé a partir d’'un échantillon de 500

observations avec 1000 réplications.

Droite de Henry Histogramme de Delta_n

Quantiles échantillonnés

0
Quantiles theoriques

Figure (2)
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Voici le code associé a cette figure :

n <- 5@
num_simulations <- 10880

# Fonction pour
(_
mean = @ ) # Générer n variables aléatoires suivant N(@, 1)
Delta n [ sqrt(n))
return(Delta_n)

# Générer les valeurs de Delta n
Delta n_values <- numeric(num_simulations)
.seed( )} # Pour la reproductibilité

for (i in 1:num_simulations) {
Delta_n_values[i] <- compute_Delta_n(n)

T

J

# Créer le graphique de la droite de Henry (QQ plot)
qq_plot <- ggplot(data.frame(sample = Delta_n_walues), a

stat_qq() +

stat_qq_line() +

- ) +

xlab( 1

ylab

theme_minimal()

# Créer 1
ta_n_values), aes
geom_histogram(a . .densi ), bins = 38, fill )
stat_function(fun , d list(mean = 8, sd = 1), color

P

theme _minimal()

# Afficher les deux graphigues cbte 3 cdte
grid.arrange(gq_plot, histogram_pleot, ncol = 2)

Code (2)
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3.3 Exemple 3 :

Soient X,,,n > 0 des v.a constituant un processus Gaussien tels que :

— Ey [X,] = 6 ou 26 suivant la parité de n (Impaire ou paire respectivement)

— 02[X,] = 2c, (¢ connue) pour tout n >0

— Covy [Xm, X)) = ¢, pour tout n et m (n # m)

vérifions les hypothéses.

[(A1)-(A4)| : Tout d’abord, considérons pu, = € ou 26 suivant la parité de n (Impaire
ou paire respectivement)

A1) On a:

AP, ., 1 L ) (e
((j),\u )(xo,--.,In) = fixo ) (T0s oo Ty) = o 3@ T @—p)

f[Xn,/J,fl] (mOa sy $n)
f[Xn,/Ln] (xOJ veey 'rn)

—e 3@ )T @) | o5 (e—p) T a—p) _ =5 Gnlpnpy)

Par suite : ¢, (tn, 11),) =

A2)
i) On a :
6,0%) 1 . .
2.(9,0%) = 4 (0,07) o= 3 (G (b p) =G (o))
6.6") = o .99
Avec
Gn (,un,,u;';) _Gn 1 :un7“n (QZCLW _:uz + app (:u;k2 _u?)>
n n—1
- 2(2 (@in ) - (17 = ) + Y (- @im) - (1 — Mi))
i=0 i=0

Notons dans cet exemple :

n—1 n n—1 n
Sn:< Z Qin + Z Qi | + 2 Z Qin + Z Qi )

7fimpairezl 7fimpauire:1 Tpaire =0 Tpaire =0
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On aura :

impaire Yimpaire tpaire

—%(0*2—02)577,4-(9* —0) <[Z" (Qin-xn)+ 3771 (wi'am)] +2 [Z?p (ain-zn)+>7 ! (mzam)})
02 (0,0%) =e

Yimpaire

_%(9*2_02)571""%(9*_9) ([an . Aim - xl+27‘1mp11re Qin* xn] +2 [Z p;llre QAin* CC1+Z p'nre azn'xn]>
=, (0,0%) =e

(3.10)

n—1 n
¢n(e):——es+ ( Zam X + Z“m' a2 X+ Y an - X, )

Zlmpalrc 'lepalrc Tpaire Tpaire

11)
n—l n n—1 n
:% Yoot (X =0+ D am- (Xa=0)| + [ D ain- (Xi =0+ Y tin- (X, —0)

Montrons que :
1 2
E {X\%(e, 0+ A\h)—1-— Ahgbj(G)]} —0 Pour tout j > 0 (3.12)
Ceci reviens a montrer que :

impaire=1 Yimpaire paire =0 ‘paire

1

i Xa | 42[S00L g ain X+ X7 _Oawxn])
3 -1

— 3 AR(AR+20)S,+Ah)+ 5 (AR) ([EZ‘.I @i X}
E le

_)\2h<[ i ain - (X; —0) + i ain-(Xn—O)]—i—Q{’i_ Qin - (Xi — 0) + zn:_ am.(}(ﬂ_g)])]

'Limpaire:1 7Aimpaire:1

—EOW)?Sut 5O ([zzmim ain (=00, e @i (X =0 [42[ S50 g ain (Xi=0+30 am-<Xn—9>]>
—1

n—1 n n—1 2
_)\2h<|:z ain - ( )+ Z ain - ( ”_0)]4—2[2&"”'( Zam. n_g])]

limpaire impaire ipaire ipaire

A—0
—0

Puisque Y,, = X,, — 0 sont des gaussiennes centrées réduites pour tout n > 0, alors toutes
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combinaisons linéaire sera une gaussienne centrée. Avec

Cov(Yy, Y,,) = Cov(X, — 0, X,, — 0) = E[X,, X,,,] — 0> = c — #*

La suite du calcul de cette limite se poursuivra comme dans ’exemple 1, cette fois on

notera :

n
Tpaire Tpaire

n—1 n n—1 n

limpaire %impaire

Et 0 = 0%(Y,)

On aura ainsi :
Y, ~ N (0,07

En remplagant par Y,, dans I’équation (3.13) on aura a montrer que :

;QIE ~ORE S+ WY 1— &Y 1 220 Pour tout n > 0
On a
:%E <e“3"25n+2’”% — 1> - 24h Y? - Athei<Ah>23n+?Yj]
:%E :e“g)QSthYj 41— 9~ Ml sty ?YJQ B )\theW;)zsnM;Yj] (%)

De (*), on a :

3 3 1
[,\hY 67%<Ah>2sn+%n] —E [Ah(gz.)ef%@m“ﬁ%(azﬂ} (avec o défini dans (B.4) et Z, := =Y, ~ N(0,1))
g

(Ah) ()Jza) _ 22
:)\ha'e Sn (\/7 2 Ze 2 dz)
<Ma>2 [z 2ke]?
=\hoe” 7 ze dz
7T
(AR) ha’ )\}02 M2h202 (he)2  (an)?
e O ( Qho)? ) JRCULILNEA L
2
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Par suite :
2 212 2 272 2
B % [p5(0,0 + M) — 1] — h¢j(9>] :% {emﬁ R ZU - hga e

(ARo)2 (AR)2 (Aho)2 (AR)2
JRC L e T et S, _q h202 h202 (o2 _Oom2g
= )\2 -2 )\2 + — e 8 T n
4 2

h%a% — h2S, 5 h%a% — 2h%S,, h?c?  h%o?

A0 2 -2 8 )t~ =0

ii) ¢; (0) calculé dans est &7, X ¢ - mesurable car c’est une combinaison linéaire d'un
processus .27; X% - mesurable.

A3) i) Pour chaque § € © et chaque t € R, [t¢;(0)]>,7 > 1, sont uniformément
intégrables par rapport a Py. Autrement dit, uniformément en j > 1, et d’aprés on
déduit que : ¢;(0) = Y
Rappelons aussi que Y; ~ N(0,0?),

On aura :

B [Wi (6))° 1(t¢j(9>>2>a]

E;/Q \/Pg tgpj 2> a)

t4

z-Eé/Q[YJ} IP’(YQ )

5;(0)] dPPg
[{[tw(en%a} 250

IN

IN

< K\ 1Py (35 < 2 < i) —— 0

a——+00
ii)On a :
_ 1 & 1 &
Ta(®) =~ > Ti0) = - > B (Y;)°
j=1 j=1

De ce qui précéde, nous avons poursuivi les calculs des deux premiéres hypothéses ainsi que
"A3)1)" avec une approche théorique sur la matrice de covariance I'™* = (a;;,0 < i, j < n)(n41,n41)
définie comme dans 'exemple 1 (3.1)).

Remarquons que puisque :

211 1
1 21 1
F'=cf1 1 2 1
111 -+ 2

Pour déterminer I'"!, nous devons comprendre comment cette structure particuliére
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influence les éléments de l'inverse. Une méthode efficace pour ce type de matrice est
d’utiliser la méthode de Schur complémentaire (cité dans le livre de R.Bellman (1997) [I])
ou d’autres techniques analytiques.

Pour une matrice I' de cette forme, son inverse I'"! a une structure spécifique. En

effet, il peut étre montré que :

n+1 -1 —1 —1
-1 n+1 -1 —1
1
| R _ _ _
n+2) 1 1 n+1 1
—1 —1 -1 - n+1

Pour vérifier cela, on peut calculer le produit I'T'~! et s’assurer qu’il donne la matrice

identité :
2 11 1 n+1 -1 —1 —1
1 2 1 1 -1 n+1 -1 —1
1
mt=—_ — — —
c(n+ 2) 1 1 2 1 1 1 n+1 1
1 11 --- 2 —1 —1 -1 - n+1

Effectuons le calcul pour quelques éléments pour vérifier :

Pour le premier élément de la premiére ligne :

n L 1 n _2en+c2—cn
;F%(F Yko = m(20-(7@—1—1)+z:(—c)) = W =1

k=1

Pour les autres éléments de la premiére ligne (i.e., FFajl, Jj#0):

n 1 2  —2c—c(n—1)+cn+1)
kz:; Loe(T™ )iy = m (20'(_1)+;(—C)+C(”+1>> = c(n+2) =0

En effectuant de maniére similaire les calculs pour toutes les lignes et colonnes, nous
confirmons que '~ = I.

Ainsi, 'inverse de la matrice I" est donnée par :
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n+1 -1 —1 —1

-1 n+1 —1 —1

r! ! 1 -1 n+1 -1
c(n+2)

1 -1 =1 - n+l

Par suite, pour tout k& € N I’équation (3.11]) sera :

bn (0) = %Yn = m ((n+1)(Xn—Q)-1n=2k+1+2(n—|—1)(Xn—9)~1n:2k—Z(Xi—9)— 3 (Xi—9)>

1=0 ipa,i're

A4) est vérifiée étant donné que Xo ~ N (26, 2c¢)
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Conclusion Générale

Nous avons considéré, dans ce mémoire un processus stochastique non nécessairement
Markovien ni stationnaire et avons montré que sa fonction de vraisemblance admet une
décomposition bien particuliére et est asymptotiquement gaussienne. Ces résultats pro-
viennent de I’article de Roussas (1979)[§]

Nous avons détaillé les résultats trés techniques de ’article en question et développé
les exemples qu’il a juste cité. Nous avons également fait des simulations numériques
montrant le caractére gaussien de la fonction de vraisemblance ainsi que des variables

issues de la décomposition de cette derniére et ceci pour quelques exemples.
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