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Introduction

Le taux de reproduction de base Ry est une quantité seuil tres importante
pour étudier la dynamique d’une maladie. Il est connu qu'une maladie dis-
parait si Ry < 1 et que la maladie s’installe dans la population si Ry > 1.
De nombreux travaux ont été réalisés sur ce sujet, Diekmann, Heesterbeek et
Metz [6] ont présenté une approche générale du Ry pour les modeles épidé-
miques autonomes par 1'utilisation de la notion de 'opérateur de la prochaine
génération, Van den Driessche et Watmough [25] ont donné une formule de
calcul de Ry pour les modeéles compartimentaux (EDO), le Ry a également
été étudié en [2],[4],[14],[26] pour les modeles épidémiques avec des popula-
tions se déplagant entre plusieurs sites. Récemment, Thieme [24] a développé
une théorie générale de la limite spectrale et du nombre de reproduction
pour la structure de population de dimension infinie et I’hétérogénéité tem-
porelle. D’autres études dans ce sens sont données dans [I5] pour un modele
de paludisme a réaction-diffusion non locale, dans [I1I] pour un modele de
maladie infectieuse avec une période de latence fixe et des infections non lo-
cales, dans [10] pour un modele de population d’advection-diffusion-réaction,
et dans [I8] pour un modele épidémique de réaction-diffusion périodique de

type susceptibles-infectieux-susceptibles (SIS).

Les systemes de réaction-diffusion sont fréquemment utilisés pour inclure les
mouvements de populations et les structures spatiales dans la transmission
épidémique. Wang et Zhao ont établi la théorie de R pour les modeles épidé-

miques compartimentaux des équations de réaction-diffusion et en particulier
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ils ont caractérisé Ry en terme de la valeur propre principale d’un probleme

elliptique [28].

Dans ce mémoire, nous tenterons de détailler la théorie développée par Wang

et Zhao et de I'appliquer a quelques modeles épidémiologiques.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle quelques notions de base qui seront

utilisées tout au long de ce mémoire.

1.1 Quelques notions sur les Matrices

Définition 1.1. (Matrice coopérative)[28] Une matrice carrée est dite

coopérative si ses éléments hors diagonale sont positifs.
Définition 1.2. (Matrice irréductible)[21]

Une matrice A € M, (K) (I’espace des Matrices carrées d’ordre n dont les
éléments appartiennent a K) est dite réductible s’il existe une matrice de

passage P, telle que :

P 'AP, = b0 :
C D

ou K=R ouC et B e M,(K) avecl <p<n-—1.
Une matrice non réductible est dite irréductible.

Proposition 1.1. Si une matrice carrée est strictement positive alors elle

irréeductible.

Théoréme 1.1. (Perron-Frobenius)[21]
Soit A € M(R).
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Le rayon spectral(voir la définition d’une matrice positive A > 0 est une

valeur propre a laquelle correspond un vecteur propre de ['orthant positif.

Si A > 0 est en plus irréductible alors le vecteur propre correspondant est

dans 'intérieur de [’orthant positif.

Théoréme 1.2. [2]|] Soient C' une matrice positive et B une matrice inver-
sible telle que —B™! soit positive. A = B + C est inversible et —A~! est
positive si seulement si r(—CB™!) < 1.

voir la définition de r(A).

Théoréme 1.3. [2]|] Si C' et B sont deux matrices telles que A est positive
et B est coopérative avec s(B) < 0 alors s(B + C) a le méme signe que
r(—CB™1) -1,

voir la définition de s(A) et r(A)

Définition 1.3. [19] On dit que A est une matrice stable si ses valeurs propres

ont des parties réelles strictement négatives.

Proposition 1.2. [2]] A € M, (R) est une matrice coopérative stable si et

seulement si A est inversible et —A a inverse positive.

1.2 Les opérateurs linéaires fermés

Définition 1.4. (Opérateur fermé)[l]

Soient X etY deux espaces de Banach, on dit qu’un opérateur A de X dans
Y est fermé si son graphe G(A) = {(z,Azx) : v € D(A)} est fermé dans
X xY.

Théoréme 1.4. (Théoréme du graphe fermé)[1]
Soient X et'Y deux espaces de Banach, soit A un opérateur linéaire de X
dans Y. Si le graphe de A noté G(A) = {(x,Ax) : x € X} est fermé dans

X XY , alors A est continu.
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1.3 Quelques notions sur la théorie des semi-groupes

Définition 1.5. [29/
Soit X un espace de Banach et L(X) représente 'espace des opérateurs li-
néaires continues dans X, un semi-groupe fortement continu d’opérateurs

linéaires sur X est une application
SRy = L(X)
vérifiant les propriétés suivantes :
(i) S(0) = 1.
(ii) Pour tous t1, to € Ry, S(t; +t3) = S(t1)S(ts).
(1ii) Pour tout v € X, limy_,0 S(t)u = u.

Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un Cjy

Semi-groupe.

Définition 1.6. (Générateur infinitésimal d’un semi-groupe)[29]
Soit S un semi-groupe fortement continu, le générateur infinitésimal de S est
[’opérateur non borné défini de la maniere suivante :

D(A) = {u € X : limy_,o+ MW" eriste}.

3
On pose alors, Au = limy,_,o+ S(h)h“_“.

Théoréme 1.5. [2]] Soit A le générateur d’un Cy-semi-groupe sur un espace
de Banach ordonné X avec un cone X, normal(voir [1.10) et "generating’
(i.e. X = X, — X,). Alors A est a résolvante positive(voir|1.8) si seulement
st S est un semi-groupe positif i.e. S(t) X, C X, pour tout t > 0. De plus
b
(M —A) 'z = lim [ e MS()xdt, N> s(A), € X, (1.1)

b—o00 /0
voir la définition de s(A).

Définition 1.7. (Opérateur compact)[3]

Un opérateur A linéaire borné de E dans F est dit compact si et seulement
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st ['une de ces deux propositions équivalentes suivantes est satisfaite :
1. L’image par A de Bg(0,1)(la boule unité) est d’adhérence compacte.

2. De toute suite (uy,), bornée dans E, on peut extraire une sous-suite (u], )y,

telle que la suite (Aul,) converge fortement dans F.

1.4 Quelques notions de la théorie spectrale

Définition 1.8. (Spectre et ensemble résolvant)[1)]
Soit X un espace de Banach et soit l'opérateur linéaire fermé A : D(A) C

X =X
on appelle :

p(A)={Ae C: X[ — A: D(A) — Xest bijective}

lensemble résolvant de A et son complémentaire o(A) = C\ p(A) le spectre
de A.
pour X € p(A) linverse

RO\ A) i= (AT — A)~!

est un opérateur borné dans X selon le théoreme du graphe fermé et on [’ap-

pelle la résolvante (de A au point \).

Théoreme 1.6. [5] Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) dans [’es-
pace de Banach X. Alors,

i) L’ensemble p(A) est un ensemble ouvert dans le plan complexe C.

it) La fonction A — R(\, A) est une fonction holomorphe de A dans chaque

composante connexe de p(A).

Définition 1.9. [29/

- A tout opérateur linéaire A, on fait correspondre sa borne spectrale dé-

finie comme



1.4. QUELQUES NOTIONS DE LA THEORIE SPECTRALE )
s(A) = sup{Re(N), A € a(A)}

- Pour tout opérateur linéaire borné A défini sur l’espace de Banach X
dont le spectre o(A) est compact et non vide, on définit son rayon spec-
tral comme suit :

r(A) = sup{|A| : A € 0(A)} = lim, o || A7
ce rayon spectral vérifie : r(A) < ||A||.

- Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu
T défini sur l'espace de Banach X, on définit la borne de croissance

exponentielle de 'T' par :
w(T)=inf{lw e R:IM > 1:||T(t)|| < Me“ pour tout t > 0}

- La borne de croissance essentielle de T' est définie par :

In a(T'(t))

Wess (T) — liInt—)oo n

avec « est la mesure de la non-compacité, c’est-a-dire pour tout opéra-
teur linéaire borné A dans X, a(A) = ;{n%HA — K|
S

ou IC est l’ensemble de tous les opérateurs linéaires compacts sur X.

Proposition 1.3. Soit s(A) la borne spectrale d’un générateur A et soit w(T)

la borne de croissance du semi-groupe associé¢ T', on a

S(A) < w(T) = tlggoiln o

Plus précisément,

Proposition 1.4. Soit (T(t))ier un semi groupe fortement continu généré

par A dans espace de Banach X. Alors

w(T) = max{s(A),wess(T)}.

Proposition 1.5. 57 le semi-groupe fortement continu est compact alors on

a,
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1)
7 = 5(T()) \ {0}, t > 0.

2) La borne spectrale égale a la borne de croissance, i.e. s(A) = w(T).

Théoréme 1.7. [2]|] Soient B un opérateur linéaire & résolvante positive
dans X avec s(B) < 0 et A = B + C une perturbation positive de B. Si A

est a résolvante positive alors s(A) a le méme signe que r(—CB™') — 1.

Théoréme 1.8. [2]|] Soient A un opérateur linéaire a résolvante positive dans
X. Alors s(A) < oo et s(A) € a(A) quand s(A) > —oo. De plus (s(A),00) N
p(A). Finalement, si A € RN p(A), alors (AN — A)™! est un opérateur positif

si et seulement si A > s(A).

1.5 Le théoréme de Krein Rutman

Le théoreme de Krein-Rutman est une généralisation du théoréme de Per-

ron—Frobenius aux espaces de Banach de dimension infinie.

Définition 1.10. (Un cone)[5]
Soit X un espace de Banach. On appelle cone de X un ensemble fermé K
dans X possédant les propriétés suivantes :

i)0e K

i) u,v € K = au+ pfv e K, Vo, >0

i) ve K et —ve K = v=0.
Un cone ordonné i.e. (x >y rx—ye K etx>ysx—y € Int(K), ou
Int(K) est Uintérieur de K ) est dit normal si
u,v e K, u<v=lullx <|lv|]|x.

Définition 1.11. [5] Soit A € L(X), A est dit fortement positif sur K si
Vo e K,v#0, Av € Int(K) ou Int(K) est l'intérieur de K.

Théoréme 1.9. (Krein-Rutman)[5]

Soient (E,||.||) un espace de Banach, A un opérateur linéaire continu et com-
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pact de E vers E. On suppose que A est fortement positif sur un cone positif,
1.€,

re K\{0} = A(x) >0
Le rayon spectral de A, r(A) (voir la définition est une valeur propre

simple strictement positive de A associée a un vecteur propre strictement

positif, i.e. 2° € Int(K) et c’est le seul vecteur propre positif.

1.6 Théorie de Fredholm

Définition 1.12. [28]

Soit (E, Ey) un espace de Banach ordonné (Ey est un cone muni d’une rela-

tion d’ordre < voir aussi [12]) et A: D(A) C E — E un opérateur linéaire.

1. L'opérateur fermé A est dit de Fredholm si R(A) est fermé, dim N (A)
et codim R(A) sont finies.

2. Un opérateur fermé A est dit semi-Fredholm si R(A) est fermé, et au
moins un parmi dim N (A) et codim R(A) est fini.
3. St A est de Fredholm ou semi-Fredholm, alors l'indice de Fredholm de
A est défini par
ind(A) = dimN(A) — codimR(A),
ou N(A) et R(A) désignent respectivement [’espace nul et le rang de A.

Lemme 1.1. Soit £, un cone positif normal et "generating” de l’espace de
Banach E et soit A : D(A) — E un opérateur fermé a résolvante positive.
S’il existe un w € R tel que NI — A est semi-Fredholm pour tous les nombres

réels A\ > w, alors les deuxr énoncés suivants sont valides :

i) A — A est un opérateur de Fredholm d’indice zéro pour tout nombre réel

A > w.

it) St A € o(A) N (w,00) alors A est une valeur propre de A avec une

multiplicité géométrique finie (i.e. la dimension du sous espace propre
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associé est de dimension finie.)

1.7 Le principe de comparaison parabolique

Les principes de comparaison sont parmi les résultats les plus utiles pour
I’analyse des équations de réaction-diffusion ; ce principe permet notamment
de comparer des solutions des problemes paraboliques avec condition de Di-

richlet ou de Neumann.
Théoréme 1.10. (Le principe de comparaison parabolique)[30]

Soit T > 0 (T peut éventuellement étre infini). Considérons une fonction
f = f(t,z,u) telle que f, 3L € C([0, TIxQUx R). Soient i et u dans C?(]0, T x
ONC([0,T] x Q) (C? i.e, f est ce classe C? par rapport d x et f de classe C*

par rapport a t), vérifiant

9 > DAu+ f(t,z,u),t

% < DAu+ f(t,x,u),

10, 7], z € Q,

on suppose également que soit :
Ju 0u
5, <0< 90, e i,
ou :
u(t,z) <0 <u(t,z),t€l0,T], v € .

Alors u < u dans t €]0,T] x Q. De plus, soit il existe (ty,zq) €]0,T] x 2 tel
que u(ty, xo) = u(ty, o), et dans ce cas u = u dans [0,tg] X Q, soit 4 > u dans

10, 7] x €.
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1.8 Le principe de maximum fort

Théoréme 1.11. (Parabolique) [30] Soit Q@ un domaine borné de R" et
u € L*((0,7); WhH2(Q)) N C([0,T], L*(2)), si

% —Au>0,(x,t) € Q2 x(0,7)
u(z,0) >0, (x,t) € Q x {0} (1.2)
u(z,t) >0, (x,t) € 02 x (0,T)

Alors v > 0 dans Q x (0,T) et siu#0 alors u > 0 dans Q x (0,T).

1.9 Quelques notions sur la stabilité

Considérons le systeme non autonome suivant :

() = f(t, x(t)),
z(0) = xg

ou f:RT xQ C R" xR" — R" est une fonction localement lipschitzienne
sur €. Une premiere approche pour I’étude des systémes dynamiques consiste

a chercher les points d’équilibre.

Définition 1.13. (Point d’équilibre)
Un point d’équilibre x* pour l’équation différentielle ©(t) = f(x(t)) est une
solution constante par rapport au temps c’est a dire % =0, donc

flax(t)) = f(z*) = 0.

Définition 1.14. (Attractivité)

1. on dit que x* est un point d’équilibre attractif s’il existe un wvoisinage
U(z*) tel que :
Vag € U(z"), limx(t) = x™.

Y
t—o0
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on dit que x* est un point d’équilibre globalement attractif si,

Vay € Q,tllrglox(t) =",
Définition 1.15. (Stabilité d’un point d’équilibre)
— x* est stable si Ve > 0,35 > 0, |vg—z*| < d alors |x(t) —x*| <€, Vt > 0.
— x* est dit localement asymptotiquement stable, s’il est stable et attrac-
tive.
— x* est dit globalement asymptotiquement stable s’il est localement asymp-

totiquement stable et globalement attractif.



Chapitre 2

Le taux de reproduction de base pour

un systeme d’EDOs

2.1 Introduction

Nous présentons la méthode développée par Van den Driessche et Watmough
pour les systemes en dimension finie. Dans cette technique de calcul, le Ry
est défini comme le rayon spectral de «l'opérateur de la prochaine généra-

tiony.

2.2 Calcul du taux de reproduction de base

On considere une population dans laquelle il n” y a pas d’immigration d’in-
dividus infectés et que cette population est divisée en n compartiments. Le
nombre d’individus dans le compartiment ¢ est donné par x;.

On suppose que 'on note les compartiments de telle fagon que les p premiers
soient constitués d’individus «non infectés», le reste des compartiments est

constitué d’individus «infectés». On note :
_ T
r = (T1,%2,...,%y)

I’état du systeme.

Maintenant, on décrit la dynamique de cette maladie infectieuse. Autrement

11
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dit on écrit I’équation différentielle & = f(z).

On fait le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort

Ti(x\ } Vi'(x)

X

\vi x)
Figure 2.1 — le bilan

1. On note F;(z) la vitesse d’apparition de nouveaux cas infectés, dans le
compartiment ¢. Ce sont de nouveaux infectés, obtenus par transmis-
sion de toute sorte. Verticale, i.e. de la mere a I’enfant ou horizontale
d’individu a individu.

2. On note Vf () ce qui entre des autres compartiments par toute autre

cause (guérison, déplacement, etc. . .)

3. On note V; (x) ce qui sort du compartiment i. Par exemple par morta-

lité, par mouvement, etc.

On a finalement

i = Fi(x) + V" =V
On note X les états sans maladie : X; = {z|zp41 =0,--- =2, = 0}.
On a les propriétés suivantes pour les fonctions introduites :
1.xZOetEZO,VZ*ZO,V[ZO
2. Si x; =0 alors V; (x) =0,
3. Sii < palors F;(x) =0,

4. Si z € X, alors Fi(xz) =0, pour i > p on a V' (z) = 0.
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Considérons un point d’équilibre sans maladie pour le systeme différentiel.
Par exemple, dans le cas ot on a une dynamique démographique, cela veut
dire que la population ne bouge pas. En fait, chaque z] est fixe et est nul
pour 7 > p. Autrement dit soit un équilibre «sans maladie», x* € X, est tel
que f(z*) =0.

Un tel équilibre s’appelle un équilibre sans maladie : DFE (disease free equi-
librium).

On note x; = (z1,...,2,)" les «non infectés» et xo = (zpy1,...,2,)7 les
«infectésy.

le systeme & = f(z) peut étre réécrit :

X, = fi(x1,%2)

Xy = fo(x1,X2)
par définition x* = (x},0) d’ou

fl(Xik?O) =0

et pour tout x; on a

fQ(xla 0) = 07

car (z1,0) est un point sans maladie, il ne peut y avoir d’apparition de nou-
veaux infectés.
Si I'on suppose que f est C! alors il existe des matrices Ajy(x), Ara(x), et

Ag(z) telles que

71 = A (x).(x1 — x7) + A12(7).x9,
To = Ago(x).Xa,
la Jacobienne au point d’équilibre (x7,0) s’écrit
App(x*)  Apa(x*)
0 Ago (™)
On a J(z*) = DF(x*)+DV*(x*) =DV~ (z*). De plus comme les composantes

J(z*) =
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F; de la fonction F sont identiquement nulles pour ¢ > p on a

0 0
DF(x*) = :
0 F
et
J3 Jy
DVt =V )(x*) =
( )(x¥) 0 v

Définition 2.1. 57 la matrice de transmission V est stable et F' est positive

on définit Ry par,

Ry = p(—FVﬁl).

2.3 Quelques exemples calculatoires

En général calculer analytiquement le rayon spectral d’'une matrice positive
en grande dimension est impossible ; cependant, en petite dimension, ou dans
des cas de structures particulieres on peut donner des formules explicites.

2.3.1 Le modeéle SIR

Soit le modele suivant :

S =—pB8I,
I =pBSI—~l,
Rzyl.

Dans ce modele S, I et R représentent le nombre des individus Sains, Infectés,
réfractaires respectivement. 3 est le taux de transmissions de la maladie et ~
est le taux de guérison. Notons que la population totale est constante disant

égale & N, car S+ I+ R = 0.
L’équilibre DFE est (N, 0,0)7, alors on a en ce point :

F=pN,V=-y,K=-FV =2 =R,
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2.3.2 Le modéle SEIS

On considere un modele d’une maladie sans immunité,

SzA—ﬁS%—uSJﬂy[,
E=pSt—(u+a)E,
I =aF — (p+7)1.

Le DFE est (%, 0,0)7. Au DFE tous les individus de la population sont sains,

on a,
SI
~ —(u+a)E
FED=| ¥ | yen=| Y
0 aF — (u+v)1
0 gy 0
[ 5 v (1 + )
00 a —(p+7)
of 8
vyl = | ra)(uty)  pty
0 0
D’ou
_ ap
Ro = G-

2.3.3 Le modéle SEIR

On considere un modele avec une classe de latents F et une transmission
verticale(de la mere a ’enfant).

Le modele s’écrit comme,

S = uN — BSI — pS — pul,
E = BSI — (1 +7)E + pul,
[ =%E — (u+)I,
R=3l —uR,

ou :
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— S, E, I, R représentent les individus susceptibles, latents, infectés, ré-
fractaires respectivement.

— 1 est le taux de naissance qui est égal au taux de mortalité.

— p représente le pourcentage des nouveaux-nés infectés.

— 75 représente le taux du passage du compartiment E vers [

— 73 représente le taux de guérison.

— [ est le taux de transmission de la maladie.

Le DFE est (N,0,0,0)T, on a

ST + pul — (s +)E
FEp=| PSP g | )
0 Yoo — (14 73)1
0 BN _ 0
P BN + pp v (1 +72)
0 0 ot —(p + 73)
_rvt | Gt BN o) (BN + ) |
0 0

D’ou :

Ro = i (BN + p).



Chapitre 3

Le taux de reproduction de base pour

un modele de réaction diffusion

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on veut développer la théorie relative au taux de reproduc-
tion de base pour des modeles épidémiques de type parabolique et étudier
I’existence de la valeur propre principale pour le probleme de valeurs propres
elliptique associé. Nous allons voir que cette valeur propre joue un role im-

portant pour caractériser la valeur de Ry.

3.2 Valeur propre principale

Soit € un domaine dans R! avec un bord 09 régulier, et soit n le vecteur
normal unitaire sur 9. Pour un entier donné k > 0, soit X = C(Q,R*) et
X, = C(Q,R"). Posons

ug = (uy,...,ur)?, V.(dg(2)Vug) = diag(V.(dy(2)Vuy), ..., V.(dr(2)Vug)).
Soit M (x) une fonction matricielle k x k continue de 2 € Q. On considere le

probleme elliptique de valeurs propres suivant :

V.(dg(x)Vug) + M(z)ug = Mg, = € §,

(3.1)
%qf;:() V1<i<k avec d; >0, x € 0.

17
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On pose L(¢)(z) = V.(dg(x)V¢(x)) et on note M 'opérateur de multiplica-
tion défini par M(¢)(x) = M(x)¢(x). Supposons ce qui suit :
(D;) 11 existe dy > 0 tel que d;(z) > dy, Yz € Q, 1< <k.

Théoreme 3.1. Supposons que I’hypothése (Dy) soit satisfaite. St M(x) est
coopérative pour tout x € Q et s’il existe un xo € Q tel que M (zg) est irré-
ductible, alors \* = s(L + M) est une valeur propre algébriquement simple
de avec un vecteur propre fortement positif et Re(\) < A* pour tout
A€ao(L+ M)\ {\}.

Démonstration : Soit 7(¢) le semi-groupe dans X associé au systeme pa-

rabolique linéaire suivant :

O = V.(dg(2)Vug) + M(z)ug, t >0, z € €,
ur(0,2) = ug(x), x € Q, (3.2)

%;(:0’ t>0, z e

Comme M (z) est coopérative pour tout = € Q et il existe un x5 € Omega
tel que M(xy) est irréductible, il s’ensuit que T'(t) est fortement positif et
compact pour chaque £ > 0. Le théoreme de Krein-Rutman permet d’obtenir

le résultat désiré (voir Théoreme 7.6.1 [23]).

Lorsque certains coefficients de diffusion dans sont nuls, on ne peut
pas avoir l'existence de la valeur propre principale par le théoréeme de Krein-
Rutman en raison du défaut de compacité de T'(¢). Faisons alors 'hypothese
suivante :

(D2) 11 existe un nombre dy > 0 et un entier 1 < iy < k tels que d;(x) >
do,Vr € Q,1<i<ip, et dii(x) =0 Ve € Q, 1<i<iy:=k—ij.

Soit Y7 = C(Q,R") et Y = C(2, R%). On divise la matrice coopérative M ()

comme suit :

Mu(fE) M12($) . . . . :
M(x) = ou My est une matrice de taille 7; X1 et Moo est
M21 (:c) MQQ(.%’)
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une matrice de taille i X iy. Posons u;, = (u1, ..., u;)T, wiy = (wiy1, ..., up)?,

V.(d;,(2)Vu;,) = diag(V.(d(x)Vuy), ..., V.(d;, (x)Vuy,)).
Soit Q(t) le semi-groupe solution dans X associé au systeéme parabolique

linéaire,

8;;1 = V.(d;,(2)Vu;,) + My (x)u;, + Mia(x)us,, t >0, v € Q,

85722 = Mou;, + Moo, t>0, z € (3.3)
%1 =0, xed0.

Q(t) est un Cj semi-groupe positif dans X (car M (z) est coopérative). Son
générateur B qui est un opérateur fermé a résolvante positive (voir la formule

(1.1]) dans le chapitre 1) peut s’écrire comme :

B Ly + My My |

My May
ot Ly (u;,)(x) := V.(dj, (x)Vuy, ). Soit Th(t)pa(x) = eM2 gy () qui est un Cj
semi-groupe positif dans Y5 et son générateur My, est a résolvante positive,

vérifiant :

()\I — MQQ)_1¢2 = /OOO G_AtT2<t)¢2dt VA > S(MQQ), gﬁg €Y. (34)

Ainsi, nous pouvons définir une famille & un parametre d’opérateurs linéaires

comime :

Ly=Ly+ M+ Mlz(/\f — Mgg)_lMgl, VA > S(MQQ).
Enoncons le théoréme généralisé de Krein-Rutman :

Théoréme 3.2. [28] Supposons que l'hypothése (D2) soit satisfaite, égale-
ment supposons que M (x) est coopérative pour tout x € § et pour tout A >
s(Mas), il existe un certain xy € Q tel que Myy(x))+ Myg( A — Mao) 1 Moy ()
est irréductible. S’il existe \g > s(Maa) et ¢g > 0 dans Y7 tel que Ly,d0 > Moo

alors les énoncés sutvants sont valables,

(i) s(B) est une valeur propre de multiplicité géométrique un avec un vec-
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teur propre positif pour .

(ii) L’équation s(Ly) = X\ admet une seule solution s(B) appartenant a
(s(M3), 00).

(iii) s(B) a le méme signe que s(Ly) a condition que s(Maz) < 0.

Démonstration

Pour tout A > s(Maso), soit T)(t) généré par Ly, on définit pu(A) := s(L)).
Puisque Miq(x) + Mig(A — M) 1My (x) est coopérative pour tout z € Q
et irréductible pour certains x) € Q alors T)\(t) est un opérateur compact et
fortement positif pour tout ¢ > 0. Le théoreme de Krein-Rutman implique
que f(A) est une valeur propre principale de £,. D’apres et la continuité
d’un systeme fini de valeurs propres on obtient () est une fonction continue
et décroissante sur (s(May), 00). Puisque Ly, ¢0 > Aoy, il est facile de vérifier
que e gy(x) est une sous-solution de u; = Ly, u. Alors le principe de compa-
raison implique que T, (t)¢o > e*'@y pour tout ¢ > 0. Par une variante du

théoreme de Krein-Rutman, voir ([L0], Theoreme 7.3,) il s’ensuit que :
et = (T (1)) > e, V>0,

et par conséquent, p(Ag) > Ag. Soit G(A) =: u(A) — A qui est une fonction
continue et strictement décroissante sur (s(Mag),00). De plus G(Ag) > 0
et G(A) < (M) — A < 0 pour tout A > u(Ng). D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, il existe \* > A tel que G(A*) = 0, puisque G(\) est
strictement décroissante alors \* est 'unique zéro de G(\) dans (s(Mas), 00).
Cela implique que pu(\) > X pour tout A € (s(Maa), A*), pu(A*) = A* et
() < X pour tout A > A*. Donc \* est une valeur propre principale de
L+ et par conséquent il existe un vecteur fortement positif ¢7 dans Y; tel
que Ly-¢7 = N¢}. Soit ¢35 = (NI — M)~ ' My1¢* et ¢* = (¢}, ¢3). Par suite
Bo* = X¢ c’est a dire que \* est une valeur propre de B avec un vecteur
propre positif d’ou s(B) > A*. On a s(B) € o(B) car B est a résolvante

positive, voir aussi théoreme 1.8
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Pour tout A > \* > s(Mass), si ¢ = (¢1, d2) € N (A — B) on arrive & montrer
que,

gbz = ()\] — M22)71M21¢1 et ¢1 - N()\I — L‘,)\>

Puisque L) génere un semi-groupe fortement positif et compact dans Y7, il

en découle que :
dim N(A\I — B) < dim N(A — L)) < oo VA >\
En particulier, nous obtenons :
1 <dim NA\ — B) <dim N\ - L)) = 1.

Ceci implique que \* est une valeur propre simple. On prouve que pour tout
A > X R(M — B) est fermé. Soit 9" € R(A — B) une suite avec
lim,, oo " = 1. Il existe alors une suite ¢" € X tel que (Al — B)¢" = "

pour tout n > 1. Un calcul direct montre que :

(A = LA)¢7 = ¢ + Mig(A — My) '3
% = (N — M) Y (M1 87 + %)

Puisque A > X*, on a A > u(\) = s(L,) et par conséquent
O = (M — L) [Yf + Mo (M — Maz)~'4)5]

d’ou ¢" = (@7, ¢4) converge vers ¢ € X lorsque n — oco. Puisque A\l — B est
fermé, on obtient (A — B)¢ = 1 c’est a dire ¢p € R(A — B). Cela prouve la
fermeture de R(AI — B) par conséquent A\l — B est un semi-Fredholm pour
tout A > \*.

Maintenant on prouve que s(B) = A*. Supposons par l'absurde que s(B) >

M*. Etant donné que s(B) € o(B), le Lemme |1.1] (ii) donne s(B) une valeur

propre de B avec une multiplicité géométrique finie. Soit ¢ = (gb_l,d_>2) un

vecteur propre associé a s(B). Ce qui implique ES(B)ggl = 5(B)¢, et

po = (s(B)I — M)t Mi26;.
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Cela implique que ¢; # 0 et s(B) est une valeur propre de L p). Notons que
p(s(B)) est une valeur propre principale de Lyg). Alors nous devons avoir

s(B) < u(s(B)). Puisque s(B) > A*, on a :
Lyp)@1 < L] = X¢]

et par conséquent u(s(B)) < M. Ainsi, on obtient s(B) < u(s(B)) < A,
ce qui est une contradiction. Grace a s(B) = A*, on voit que les énoncés (i)
et (ii) sont valides. Notons que () est continue et strictement décroissante
sur(s(Maz), 00) et s(B) est I'unique solution de pu(\) = A dans (s(Mas), 00).
Dans le cas ot s(Msy) < 0 on obtient que s(B) a le méme signe que

1(0) = s(Ly). Cela prouve (iii).

3.3 Le taux de reproduction de base

Considérons le modele épidémique de réaction-diffusion suivant :

0 = V.(di(z)Vu) + fi(z,u), 1<i<n, t>0, z€Q,

%7:;:0, Vi<i<n avec d; >0,t>0x € 0,

(3.5)

avec

- u; est la densité d’une population dans le compartiment .
- d;(x) est le coefficient de diffusion de la population w;.
- f; est le terme de réaction dans le compartiment ¢ sous I'influence du

processus démographique et des interactions épidémiques.

On suppose que certains coefficients de diffusion peuvent étre nuls et on
veux décrire la dynamique de cette maladie infectieuse. Soit u = (uy, ...., u, )"
avec u; > 0 représente 1'état des individus dans tous les compartiments et

supposons qu’il est divisé en deux parties :

* Compartiments des infectés o i=1,...m.

* Compartiments des non-infectés ot i=m-+1,...n.

On note Uy les états sans maladie, i.e



3.3. LE TAUX DE REPRODUCTION DE BASE 23
Us={u>0:u;=0,Vi=1,...,m}
On fait le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort de chaque compartiment,

1. On note F;(x,u) la vitesse d’apparition de nouveaux infectés, dans le

compartiment .

2. On note V;F(x,u) ce qui provient des autres compartiment par toute

autre cause (déplacement, guérison etc ...)
3. On note V; (z,u) la vitesse de ce qui quitte le compartiment 4.

Finalement le modele (3.5 peut étre écrit sous la forme suivante :

% = V.(di(2) V) + Fi(z,u) — Vi(z,u), 1 <i<n, t>0,2€9Q

9 =0, V1 <i<n, avec d; >0, t>0, z €0,

(3.6)

ouV;, =V, — V.
Pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :

(A1) Pour chaque 1 < ¢ < n, les fonctions Fj(z,u), Vi (z,u), V; (z,u) et
d; sont strictement positives et continues dans Q x R’ et continument
différentiables en u.

(A2) Si w;=0 alors V;” =0
S’il n’ y a rien dans un compartiment, rien ne peut en sortir,

(A3) F; =0 pouri>m
indique qu’il n’y a pas d’infection pour les compartiments non infectés.

(A4) Siu € Uy alors F; =V pouri=1,..,m.

S’il n” y pas de porteurs de germes, dans la population, il ne peut ap-
paraitre de nouveaux infectés.
Nous supposons que le systeme admet un état stationnaire sans mala-
die
w = (0,...,0,ud  (z),...,ud(z))T,

ott ud(x) >0, m+1<i<n, Vo€ Q. Posons

I, dr(x) = (di(x),. .., dn(2))T,

ur = (Upy ..oy Uy
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us = (Um—l—h e ;un)Ty dS(x) = (dm+1(x)7 ce 7dn(x))T7
et
V.(d;(2)Vur) = (V.(dy(x)Vuy), ..., V.(dpn(2)Vu,))T,
V(ds(l‘)VUS) - (v'(dm—H (Q?)Vum+1), ) V(dn(m)vun))Ta
f[(ﬂf, u) = (fl(x7u)v ) fm(xau»T
fS(SU,U> = (fm+1($7u)a SR fn(gja u))T

soit MO(x) = (%W)m%—léi,jﬁn-

Pour le systeme de réaction-diffusion linéaire,

(3.7)

ui — (), Vm+1<i<mn, avecd; >0, t >0, x € 00,

{ % = V.(ds(z)Vug) + Mo(x)us, t>0, xe
on

nous faisons I’hypothese suivante pour assurer que u° soit linéairement stable
dans I'espace sans maladie :

(A5) M°(x) est coopérative Vo € Q et \(MY) := s(V.(dsV) + M°) < 0.
d’apres les hypotheses (A1)-(A5) on pose :

D, F(z, ud(x)) = (F(g 8) DYV, u(a)) = (V(” 0 )

ou F(x) et V(x) sont deux matrices de taille m x m définies par,

F(x) = (%W)lgmgm, V(z) = (%&O(x)))lgi’jgm et J(x) est une matrice
de taille (n — m) x n. Notons que (Al) et (A4) impliquent que F(x) est
positive.

Posons X; = C(Q,R™) et Xi := C(Q,R™). Soit T(t) le semi-groupe dans

X7 associé au systeme linéaire suivant :

% = V.(di(x)Vur) = V(z)ur, t >0, x€Q

%?71':0, Vi<i<m, avecd; >0, t >0, x € 0.

(3.8)

Notons que I’évolution interne des individus dans les compartiments infec-
tieux due aux déces et aux mouvements entre les compartiments est dissi-

pative et décroit d’'une facon exponentielle dans nombreux cas, en raison de
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la perte de membres infectieux due a la mortalité naturelle et a la mortalité
causée par la maladie. Donc on suppose que :

(A6) —V est coopérative Vo € Q et A(=V) := s(V.(d;V) = V) < 0.

Pour définir le nombre de reproduction de base pour le modele (3.6)), nous
supposons que les variables d’état sont proches de l'état stationnaire sans
maladie u". Ensuite, nous introduisons la distribution de I'infection initiale
décrite par ¢(z). Sous les influences synthétiques de la mobilité, de la morta-
lité et du transfert d’individus dans les compartiments infectés, la distribution
de ces membres infectieux au cours de I’évolution du temps devient T'(t)p(z).
Ainsi, la distribution de la nouvelle infection au temps t est F'(x)T(t)¢p(x).

Par conséquent, la distribution totale des nouvelles infections est :
| F@)T @) ()dt,
on définit :
L)) = [ F@)T()odt = F(w) [~ T(t)odt

ou L est un opérateur positif et continu. On définit le taux de reproduction

de base par le rayon spectral de L, Ry := r(L) pour le modele (3.5]).

Théoréme 3.3. Supposons que les hypothéses (A1)-(A6) soient satisfaites.

Alors, les énoncés suivants sont valides :
(i) Ry — 1 a le méme signe que \* := s(B + F).
(ii) Si Ry < 1 alors u® est asymptotiquement stable pour le systéme .

Démonstration

— Soit B le générateur du semi-groupe 7'(¢) dans X;. Notons que T'(¢) est
un semi-groupe positif dans le sens ou T'(¢t)X;" C X pour tout ¢ > 0.

D’ou B est a résolvante positive et vérifie :

(M= B) o = [~ e MT(t)gdt, YA >s(B), ¢€ X1 (3.9)
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D’aprées 'hypotheése (A6), on a s(B) < 0. Prenons A = 0 dans (3.9)
—Bl¢ = /0°° T(t)pdt Vo € X,.

Par conséquent L = —F B~!. Définissons 'opérateur linéaire
A := F + B. Puisque A est le générateur d’un C semi-groupe positif

alors A est a résolvante positive. Ainsi s(A) a le méme signe que

r(—FB™ ) —1=Ry—1

Pour prouver I’énoncé (ii), on linéarise le systeme (3.6)) :

M = V.(di(x)Vur) + (F(z) = V(z))uy, t>0,2€Q,

Qs = V.(ds(v)Vug) — J(x)ur + M°(2)ug, t>0,2€Q, (3.10)

%1;;:() V1<i<navecd; >0, t>0, xed.

Soit Q(t) le semi-groupe associé a I’équation de u; de (3.10]) avec condi-
tion aux limites de Neumann généré par B + F' et soit w(Q)) la borne
de croissance exponentielle de Q(t). Puisque le semi-groupe est compact
on obtient w(Q) = s(B + F). Soit ®(t) le semi groupe associé a (3.10)
et w(®P) sa borne de croissance exponentielle. Définissons le probleme

des valeurs propres associé a (3.10)) :

V.(d;Vo1) + (F(z) — V(x))d1 = A,

(3.11)
V(dgv¢2) — J(ZE)¢1 + MO(ZL’)¢2 = )\¢2

Pour que A soit une valeur propre il faut que ¢ = (¢1, ¢2) # (0,0). Dans
le cas ou Ry < 1, si 'on suppose que ¢o = 0 et ¢ # 0 alors la premiere
équation de (3.11]) et I’énoncé (i) nous donne que w(Q) = s(B+ F) <0
et si 1 = 0 et ¢ # 0 alors d’apres la deuxieme équation de (3.11)) et
I'hypotheése (A5) on obtient w(®) = s(V.(dsV) + M) < 0. Finalement

on a la stabilité asymptotique locale de u° pour le systéme non linéaire
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B).

3.3.1 Caractérisation du taux de reproduction de base

On caractérise le taux de reproduction de base en termes de la valeur propre

principale du probléme elliptique de valeurs propres.

Théoreme 3.4. Supposons que les hypothéses (A1)-(A6) soient satisfaites et
qu’il existe dy > 0 tel que d;(x) > dy pour tout 1 < i < m. Si le probléme
elliptique

—V(d()Vo) + V(x)p = pF(x)p, x €,

(3.12)
%(5 =0, x € 01,

admet une unique valeur propre positive py, alors

1
Ry=r(-FB Y)Y =r(-B'F)= —.
Ho

Démonstration
Posons F.(z) = F(z) +eE,V, =V (z) — €E,
ou e > 0 et E la matrice de taille m x m dont tous les éléments sont 1.

Considérons :

O — V.(di(x)Vur) — Ve(x)ur, t >0, z € Q,

ou; __
o = 0, x € 09.

(3.13)

Soit T.(t)¢ la solution de (3.13) qui satisfait Te(0)¢p = ¢. On définit L.

comime .
00

L(@)(x) = F(w) [ T(h)o(w)dt.

ou L. un opérateur compact fortement positif. D’apres le théoreme de Krein-
Rutman le rayon spectral de L, noté par Ry(¢€) est une valeur propre principale

avec un vecteur propre strictement positif ¢.. Donc on a :

F(x) [ Te(t)oudt = Ro(e)o

Soit B, le générateur du T.(¢) qui est un semi-groupe continu.
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Beg = V.[di(2)V(9)] = Ve(2)9.

Comme T¢(t) est semi-groupe strictement positif on obtient que B, est a la

résolvante positive et vérifie :
(M —=B) o= e N (Hedt, YA > s(B.), ¢ € X (3.14)

D’apres 'hypothese (A6) et la continuité de la borne spectrale sur les para-

metres que l'on peut supposer suffissamment petits pour que s(B,) < 0.

Remplacons A par 0 dans (3.14)), on obtient

B¢ = /0°° T.(t)¢dt, Vo € X,
d’ou
— F.(2)B ¢ = Ry(€) . (3.15)

Posons 1), := —B !¢, on remarque que v, est strictement positif et (3.15))
implique que :

F(z)e = —Ry(€) Bt

par conséquent, on a :

U (dr(2) V) + Vila)he = g Fule)e, x € 9,

(3.16)
%‘f; =0, x € 0.
D’apres [9] il s’ensuit que le probleme des valeurs propres :
~V(dr{(2)V6) + V() = pF.(@)6, w € O .

e _
%—O,xéaQ,

a une valeur propre positive unique p. avec un vecteur propre strictement
positif. De plus 9. est strictement positif, par suite pu. = 1/Ry(e) et par
conséquent Ry = 1/p.. Lorsque € — 0 et par l'utilisation de la théorie de

perturbation d’un opérateur linéaire [I1] on obtient Ry = i
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Dans le cas ou certains d; sont identiquement nuls, on peut réduire le calcul
de Ry a celui de la valeur propre principale d’un probleme de valeurs propres
elliptiques de dimension inférieure sous des conditions supplémentaires. Nous
supposons que dj(x) = (dy(x),...,dy(x)) satisfait (D2) avec k = m, et utili-
sons les notation u;,, u;, et V.(d;, (x)Vu;,). On divise les deux matrices F(z)
et V(z) comme suit :

Flo) — ( Fir(x) Fio(x) ) Vi — [ V@ V) )

Foyr(z) Fh(x) Var(z) Vao(w)
ou Fiq, Vi1 sont 11 X i1 et Fhy, Voo sont de taille io X 79 et 21 4+ 19 = m.

Alors nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 3.5. Soient (A1)-(A6) satisfaites. Supposons que s(—Va2) < 0.
Soit Bl = V(d“V) — Vi ,O’L\L Vi = ‘/11 — ‘/12‘/251‘/21

(i) Si Fig =0 et Fyy =0, alors Ry = r(—B7'F) = r(—B{'F), ou
Fy = Fiy — ViaVi ' Foy.

(ii) Si Fyy =0 et Fyo =0, alors Ry = r(—B~'F) = (=B 'F), ou
Fy = Fiy — FiaViy ' Var.

Démonstration

Puisque —Vao est coopérative et s(—Va) < 0 alors Vip! existe et Vit =
/OOO e V2@t est une matrice positive pour tout x € Q. Soit L := —B7F,
clairement on a Ry = r(L). Pour tout ¢ € X3, soit ©» = L¢. Puisque —By =
F¢on a

—V(d;, ()Vhy) + Vi1iby + Vighey = Fiidr + Frago
Vo111 + Vagha = Fo101 + Faag.

Un calcul simple montre que :

(3.18)

—(B1)t1 = (F11 — V12V ' Fo1) 1 + (Fig — V1oV Fas ) o
Uy = Vgt (Fo11 + Faay) — Vgl Varfy.
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Dans le cas ot Fis = 0 et Fyy = 0, il résulte de (3.18)) que

1 = —By'Fi¢ := Agy,
Yy = (Vog ' For + Via'Va1 By ' F1) 1 = Bé.

Par conséquent Lo = (A, Boy) pour tout ¢ = (b1, ¢) € X;. De plus on
a:

L™(¢1, o) = (A"y, BA™ 1)) Vn > 2,0 = (61, $2) € X1

Notons que A : Y7 — Y et B : Y7 — Y5 sont des opérateurs linéaires ;
d’ou

A" < [ILM)] < (JJA"])> + || BI[*[| A Y)Y/, ¥n > 2
%<
A" < [|L"]]% < (JA Y75 (| A]]? + || B]2)=.

1AM < (1L < A=A + 1| B2

Lorsque n — 400 on obtient r(A) = (L) = r(—B;'F).
Dans le cas ou Fy; = 0 et Fyo =0, on a ¢y = —V2§1V21¢1. Posons,

Z:={¢=(¢1,02) € X1: 2 = —Vi' Va1 }.

Ainsi Z est un sous-espace de ’espace de Banach X; et f}(X 1) C Z. Soit Ly

la restriction de L & Z. Alors Ly est un opérateur linéaire sur Z. La relation
(3.18)) implique que
Lz(¢) = (=B ' Far, — Vi Var (=B ' Fagn)) Vo = (¢1,69) € Z

A

Par le méme argument que dans la preuve de r(L) = r(A) dans le dernier

paragraphe, on a r(ﬁz) = (=B 'Fy). De plus, il est facile de vérifier :

LRI < (1271 < (ILGHLILIL v > 2.

A

D’aprés la formule du rayon spectral on obtient : (L) = r(Ly) = r(—By ' Fy).



Chapitre 4

Applications

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons appliquer la théorie présentée dans le troisieme

chapitre a différents modeles de réaction-diffusion.

4.2 Le modeéle SIR avec diffusion

Soit €2 un domaine avec un bord 0f2 régulier.

Soit le systeme suivant :

%—f = d1AS — 5(x)ST — u(x)S + A(z), t>0, €,
% = do Al 4 B(x)ST — v(x)] — p(x)l, t> 0,2 € Q,
%—If = d3AR+v(x)] — p(x)R, t>0, x €,

08 _ 0I _ OR _

(4.1)

4.2.1 Le taux de reproduction de base

Soit (S*(x),0,0)T I’état d’équilibre sans maladie du systéme (4.1)). La linéari-

sation du systéme autour de ce point pour la deuxieme équation donne :

% = do AT + 5(x)S* T — ()] — p(x)I, t>0, €,

g—f;:O, x € 0f).

(4.2)

31
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L’espace fonctionnel approprié pour le systéme ci-dessus est Y = C (Q,R).
L’opérateur linéaire associé au systeme est A= F+B,ou F = p3(.)5*(.)
et B =dyA—(7(.) + pul.)).

Soit T'(t) le semi-groupe dans Y associé au générateur B. Puisque le prin-
cipe du maximum implique que T'(¢) est un semi groupe positif alors son

générateur est a résolvante positive, vérifiant :
(M -B) o= T e NT()gdt YA > s(B) .

Il est facile de voir que s(B) est strictement négative. Alors on a

~B'¢ = [~ T(t)pdt.

Multiplions par F' on obtient :

Maintenant on peut définir le taux de reproduction de base comme :
Ry=r(—FB™).
Définissons le probléeme de valeurs propres :
—F(z)B~(2)¢(z) = Roo(w).

Donc —doA¢ + (v + p)dp = \3S*¢ avec \ = Rio.

D’apres le théoreme Krein-Rutman

, i | &IVl + (v+ p)d’de
= mn
9#0.0EH () /Q BS*p*d

/Q BS*p2dx

et par conséquent Ry = sup .
¢¢o,¢eH1(Q)/Q do| Vo |* + (v + p)p*dx
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4.3 Le modele de la rage

La rage est une maladie zoonotique qui est fortement influencée par I’hétéro-
généité spatiale. Le modele décrivant 1’évolution de cette maladie est donné

comme suit :

98 — BIS —oE —[b+ (a —b)N/K|K, t >0, z € ,

U= 2(DIA yoE—al—[b+(a—b)N]I, t>0, v €, (4.3)
9 = (a—b)S(1—%)-pIS, t>0, €,

ou

— S est la densité des renards sensibles.

— F est la densité des renards infectés mais non infectieux,

— I est la densité des renards enragés.

— N =5+ E + I est la population totale des renards,

— D est le coefficient de diffusion et a est le taux de naissance

— b est le taux de la mortalité et K est la capacité limite,

— [ est le coefficient de transmission de la maladie,

— o est le taux par habitant de renards infectés devenant contagieux,

— « est le taux de mortalité causée par la maladie chez le renard enragé,
et x est la variable spatial unidimensionnelle,

— (a — b)N/K représente le taux de mortalité di a I’épuisement de I’ap-
provisionnement alimentaire par tous les renards.

Pour simplifier, nous nous limitons a ’habitat unidimensionnel Q2 = (0,1) et

imposons les conditions aux limites de Neumann pour le modele (4.3)),
ol __ 0l _
%|x:0 — %‘le =0

On suppose que a, b, o et K sont des constantes positives. On suppose que
D(z) > Dgy pour tout x € [0,1], pour une certaine constante Dy > 0, et

p(x), a(z) sont des fonctions continues positives sur [0, 1] avec f(z) non
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identiquement nulle. D’apres les hypotheses ci-dessus, le systeme (4.1) admet
un état stationnaire sans maladie (0,0, K). Ainsi, les matrices F' et V' définies

dans le chapitre 3 deviennent :

F(x):(o ﬂ(x)K))V(x):(0+a 0 )

0 0 —0 ax)+a

Considérons le probléeme de valeurs propres suivant associé au systéme para-

bolique linéaire :

—(c+a)E+ B(x)KI = \E, x € (0,1),
L(D@)L) + 0F — (a(x) +a)] = M, x € (0,1), (4.4)
dI _dI _

%lx:O — %‘x:l = 0.

Lemme 4.1. Le probleme admet une valeur propre principale simple

A* avec un vecteur propre positif.

Démonstration :
D’apres le Théoreme 3.2/ nous écrivons le probleme des valeurs propres comme

suit :
L(D(x)%) — (az) + a)d1 + 062 = A, @ € (0,1),

B(x)K¢1 — (0 + a)py = Ao, x € (0,1), (4.5)
%‘xzo - %lx:l = 0.

Ainsi, les opérateurs linéaires £, définis dans le chapitre 3 deviennent :

Lrp = (D)%) — (ax) + ) + o250, VA > —(0 +a).

Puisque §(x) > 0 et f(x) = 0, il existe un intervalle [¢,d] C (0,1) tel que
B(x) > 0 pour tout = € [c,d]. Soit A := ¢.mingepq B(z).K et soit A la

valeur propre principale du probleme des valeurs propres elliptiques,
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M—(o+a)+y/(A1+o+a)?+4A

)\0 = 5

Puisque A > 0, on a Ay > —(0 + a). Ceci implique que

L0"(2) 2 f(D(x)Gr) — (@) + a)¢(2) + or o @7 (2),
(A (@), (1.6)
= N¢*(z) Vz € (¢ d).

Maintenant, nous définissons une fonction continue ¢y(z) dans [0,1] par

¢*(x) six € ¢, d],

po(z) = 0, si, z € [0,1]\ [¢, d],

puisque 'on a Ly,¢o(x) > Nggo(x) pour tout « € (0,1)\{¢, d}, par conséquent
eMtpy () est une sous-solution de la forme intégrale du systéme linéaire
u, = Ly,u. D’apres le Théoréme [3.2] le probléme (4.5)) a une valeur propre de

multiplicité géométrique un et une fonction propre strictement positive.

Lemme 4.2. Soit py 'unique valeur propre positive du probleme de valeurs

propres

. (4.7)

%|x7 dm‘x 1 —Y

{ — (D)) + (o +a)o = u 500, w € (0,1),

avec une fonction propre positive, alors Ry =

Démonstration

Pour pouvoir utiliser le Théoreme [3.5, nous définissons :

N 00 A a+a —o
F(z) = , Vir) =
(=) (6(3})[( O) (@) ( 0 J(:E)+a)

et B = diag(%(D(a:)%),O) — V. Par suite Ry = r(—B7'F) = (—E‘lﬁ)

Puisque Fis = 0 = Fby le Théoréme 3.5/ implique que Ry = r(—By1F)) =

,U/ Y
avec [y = B0y B = 4 (D(2)%) — (o + a)py et g est Punique

o+a

valeur propre positive de —qubl = MF1¢1-
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4.4 Modéles cellulaires

Dans cette section nous étudions trois modeles d’infection virale. Supposons
que les cellules et les particules virales vivent dans un environnement spatia-
lement hétérogene continu.

Soit €2 un domaine avec un bord 9f2 régulier.

4.4.1 La diffusion des cellules avec des transmissions virus-cellule et cellule-

cellule

Désignons par uy(x,t),us(x,t) et us(x,t) les populations de cellules sensibles,
de cellules infectées et de particules virales a 'emplacement x et au temps t,
respectivement.

nous considérons le modele général d’infection virale suivant :

Jup

ot — V (dl(aj)vul) + CL(I’) o f(u17u2) o g(u17u3) o ﬂl(x)uly > 07 WS Qa
% = V.(do(2)Vug) + f(ur,us) + g(ur,uz) — pe(x)ug, t >0, v € Q,
Ois — k(z)ug — ps(z)us, t >0, z € Q,

(4.8)
avec des conditions initiales positives et les conditions aux limites homogene
de Neumann % =0,1=1,2, z € 90, t > 0,

avec

— dyi(x), dao(x) > 0 sont les coefficients de diffusion des cellules sensibles et
des cellules infectées a ’emplacement x, respectivement.

— 1(x), po(z) et ps(z) sont des fonctions positives continues dans . A
I’emplacement x représentent les taux de mortalité des cellules sensibles,
des cellules infectées et des particules virales, respectivement.

— k(x) a Pemplacement x représente le taux de production de virus di a
la lyse des cellules infectées.

— f(u1,us) est la fonction de transmission cellule-cellule.

— g(u1,u3) est la fonction de transmission virus-cellule.
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Taux de reproduction de base

Soit (w*(z),0,0)T I'état d’équilibre sans maladie du systéme (4.8)). La linéari-
sation du systeme autour de ce point pour les deux dernieres équations donne

le systeme coopératif suivant pour les cellules infectées et le virus :

B2 =V (dy(2)Vuz) + Ba(x)us + Bi(x)ug — pa(x)us, t >0, z € €,

% = k(z)up — ps(w)us, t >0, z € Q, (4.9)
G — 0, z € 0Q,

avee fy(w) = 258 et fil) = 2GT0

L’espace fonctionnel approprié pour le systéme ci-dessus est Y = C'(Q2, R?).
L’opérateur linéaire associé au systeme (4.9) est A = F + B, ou

e Ba(-) Bil.) B= V.(doV) —pa(.) 0

0 0 k(.) —p3(.)

Soit T'(t) le semi-groupe dans Y associé au systéeme de réaction-diffusion

linéaire suivant :

Q2 = V. (dy(2)Vug) — pia(w)u, ,x € Q,t >0,

W = k(w)uy — ps(w)us, T €Q, >0, (4.10)
G — 0,z € 0.

D’apres le principe du maximum fort on obtient que la solution uy est positive
puis on déduit que la solution ug est aussi positive. D’otu T(x) est un semi

groupe positif et vérifie :
(M -B)o= [ T e NT()pdt YA > s(B).

Définissons le probléeme de valeurs propres associé a (4.10) B¢ = A¢ ou
¢ = (¢2, P3) c’est a dire

V.(da(2) Vo) — pa(x)pa = Ao, x € €1,

(4.11)
k(x)po — ps3(z)ps = A3, = € Q.
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Multiplions la premiére équation de (4.11)) par ¢- puis intégrons,

— /de\vﬁﬁﬂzdfﬁ — /Q/i2\¢2|2 = )\/Q |po|*da
—/QdQ\ngSQ\de :/(/\+u2)|¢2|2dx
> (A min ) [ (o),

ce qui donne A\ < — min po(z).
z€f

La deuxiéme équation de (4.11]) donne A < —max p3. Dot s(B) < 0.
x€ef)

Finalement on a —B~1¢ = /0 - T'(t)¢pdt. Multiplions par F' on obtient

A présent on peut définir le taux de reproduction de base comme
Ry=r(—FB™").

Notons que B est triangulaire inférieure et s(B) < 0. Cela implique que
pa(.) — V(daV) et pg sont inversibles. Soit L := —B~'F. Pour tout ¢ € Y,
soit ¢ = L¢. Puisque —BvY = F¢, on a

—V.(d2(2)Vih2) + po(x)he = Ba(x) P2 + Bi(x) s, = € €,
k(x)s + pz(x)bs = 0, x € Q,

Yo = (2 — V.(d2 V)1 (Bac2 + Bihs),
U3 = kg (pe — V.(do V) (Bad2 + Bids),
Alors

kg H(po — V(do V)1 (Bagpa + Bigs) = Rods,

par suite on obtient :

{ (112 — V.(d2¥)) " (Bacbs + Biss) = Rocba,

(p2 — V(d2V))p2 = A(Bag2 + Bid3),
(12 — V(do V)3 = Moz M (Bagpz + Bigs), (4.12)

avec, \ = R—O.
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Si seule la transmission virus-cellule est prise en compte c’est a dire dans le

casou 3; =0on a : /Q,u2|qz5\2dx + /Qd2|ng|2da: = )\/Qk,ug?lﬁiWde

D’apres le théoreme de krein-Rutman(voir 3.8 [20]) :

S (126”4 do| Vo[ )da

A= in
HL(Q),$7#0 —1p 42
peH1(Q2),0# Aﬁwg@¢dx

D’ou le taux de reproduction de base pour la transmission virus-cellule est :

ks ' pdx
Ry = sup /92 Hy @ I
pEH!(Q),670 /Q(uqu + do|V|")dx

D’autre part, en I’absence de transmission virus-cellule c’est a dire 83 = 0, le

taux de reproduction de base pour la transmission cellule-cellule est donné

par :

Bap*dx
Ry = sup /% i I
¢6H1(Q),¢#0/Q(M2\¢| + do|V|7)dx

Dans le cas ou f; et 34 sont pris en considération le taux de reproduction de
base est donné par (ii) du Théoreme [3.5] du chapitre 3 :

Ro = r((p2 — V(daV)) " (Ba + kg ' 8i) = r(Ag + Ay),

avec Ag = (pg — V.(doV)) 1By et A; = (po — V.(doV)) ks 5:.

4.4.2 La diffusion de virus avec des transmissions de virus-cellule et de cellule-

cellule

Nous considérons le modele général d’infection virale suivant :

O — iz, u) — flur,ug) — glur,us), t> 0,2 € Q,

% = f(uy,u3) + g(ug, us) — b(x)us, t >0, x € €, (4.13)
% = dAuz + k(x)ug — m(z)us, t >0, x € Q, '
B — 0, x €,

ou,
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— d > 0 est le coefficients de diffusion de virus ,
— b(x) et m(x) a Pemplacement x représentent les taux de mortalité,

— n(x,up) est la fonction générale de la reproduction cellulaire

Maintenant, nous identifions le nombre de reproduction de base R pour le
modele en utilisant la procédure standard de 'opérateur de nouvelle généra-

tion.

Le taux de reproduction de base

Soit (u1(z),0,0) I'état d’équilibre sans maladie du systeme (4.13)). Le systéme
linéarisé de (4.13) pour (ug,u3) est :

8u2 = Baus + Bi(x)ug — b(x)us, t >0, x €
8“3 = dAug + k(z)uy —m(x)us, t >0, z € Q, (4.14)
8“3 =0, z € 09,

pour tout z € Q et t > 0, avec f;(x) = af(““ et By(z) = 99(a1,0)

8u2

L’espace fonctionnel approprié pour le systéme différentiel linéaire homogene
ci-dessus est Y := C(Q,R?). Soit A = F + B l'opérateur linéaire associé a

(4.14)) tel que :

o Ba B B- —b(.) 0

00 k(.) d()A —m(.)
Le taux de reproduction de base Ry est défini comme le rayon spectral de
—F B~ On suit les mémes étapes du premier modeéle on trouve

L P

Ry = r(B;(m — dA)™! b ; —).

Remarque 4.1. 1- En ['absence de transmission indirecte, le taux de repro-

duction de base pour la transmission directe est donné comme suit,

ulz)
Fo = max5ey
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2- St seule la transmission indirecte est prise en compte, le tauzx de reproduc-

tion de base est donné comme suit,

. /51 x)k(2)o"(x)/b(z)dx
0= sup 5 5
¢eH1<ﬂ),¢¢0/Q(d\V¢($)\ +m( )¢* (x))dax

4.4.3 La diffusion des cellules et virus avec une transmission virus-cellule

Considérons le modele d’infection virale suivant :

o = V.(di(2)Vur) + a(x) — glur,ug) — pu(z)ur 2 €Q, t>0
%2 = V.(do(2)Vun) + g(ur, uz) — po(x)us, 2 €Q, t >0,

) (4.15)
o = V.(ds(x)Vug) + () ps(x)us, € Q, t >0,
%%L—O pour 1=1,2,3, x € Q,

Le taux de reproduction de base

Soit (ui(z),0,0)T I'état d’équilibre sans maladie du systéme (4.12)).Le systéme
linéarisé de (4.15) pour (ug,us) est :

B2 = V.(do(x)Vug) + Bi(x)us — pa(x)uz € Q, >0,

s = V. (ds(2)Vug) + k(z)uz — ps(z)us ,x € Q, t >0, (4.16)
%‘;’i =0 aveci=2,3, z € 01,

ou fi(x) = 991 1;1’ 0 1 espace fonctionnel approprié pour le systeme(4.16|) ci-

dessus est Y = C(Q,R?). L’opérateur linéaire associé au systeme (4.9) est
A=F+ B, ou

F = 0 5i() B=— V(d2()V) = pa(.) 0
00 () V(ds()V) — pis(.)

D’apres la théorie de Zhao et al. développée dans le chapitre 3, Ry est défini

comme le rayon spectral de 'opérateur de la prochaine génération c’est a dire
Ry = T(—FB_l).

Par un simple calcul on trouve
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Bl— (V(d2V) — pi2) ™" 0
~(V.(dsV) = 1) " k(V (V) = o)™ (V.(dsV) = )" )

donc

avec By = (V(dgV) — Mg)_lk(V(dQV) — ,LLQ).
Finalement on obtient Ry = r(5;(x)Bs1(x)) et ceci implique que Ry est une

valeur propre principale du probleme aux valeurs propres suivant,

{ Bi(x) Bar (2)¢ = Ap,x € O, (4.17)

%sz,mE@Q.

Par conséquent, il existe une fonction propre strictement positive ¢, satisfai-

sant / P>dz = 1 telle que

BT (ds(@) ) = ps(@)) k()i
/( ()|V¢*I2+u2( odr

Considérons le probleme aux valeurs propres suivant,

—Bi(@)(V.(ds(2)V) — p3(2)) " k(2)pe = X'y, w € O,

4.18
% =0, x €. ( )

Puisque /Q ¢2dx = 1 alors \* = —/ Bi(x (dg( V) — p3(x)) th(z)pida.

/51 )p2da
D’apres (4.18]) on obtient \* = 5 :
| (ds()[ V6. +u( )¢2)da

Finalement,

/ BZ x k(:c gbzda:

(@) V. + iz (2)6) da [ (dof)|[ Vo[> + pa(ar) 62

Ry =
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Cela montre que,

/ Bi(x)k(x)p2dx

43

Ry = sup
HEH(Q),6740 / d3(2)|V . |* + ps(x

das/Q

2)|Véu|* + pa(x)d?)da
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Chapitre 5

L’étude d’un modele de réaction

diffusion

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent on a calculé le Ry pour plusieurs modeles dans ce

chapitre on s’intéresse a l’étude du modele particulier suivant :

% = V.(di(2)Vur) + a(x) — f(u1,u2) — g(ur, uz) — pi(z)ug, t > 0,2 € Q,

% = V.(do(2)Vug) + f(ur,us) + g(ur,u3) — pa(z)us, t > 0,2 € €,

% = k(x)ug — pz(x)us, t > 0,2 € .

(5.1)

5.2 La convergence

Théoréme 5.1. (i) Ry est une valeur propre principale de Aq+ A; associée
a une fonction propre positive.
(i) On suppose que dy est une constante sur Q, alors Ry est une fonction
monotone décroissante de do, De plus, nous avons :

>IN Ba(z) | Bi(z)k(x)

[ (Bal) + Bi(w)pz (2)k(x))
/Q po(w)da

45

Ry — Ry = quand dy — o0
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Démonstration :
(i) Puisque A; et A; sont strictement positifs et compacts, le théoreme de
Krein-Rutman implique que Ry est une valeur propre positive de A; + Ay

avec un vecteur propre strictement positif noté par ¢*(z) on a,

Ba(po — V.(doV))Lo* = Ryd*, z € Q,

%% =0, x € 0.

Prenons ¢* = ¢*/(B4 + Bipz 'k), donc le probléme aux valeurs propres ci-

dessus peut étre réécrit comme suit :

YV (ds(2) Vi (x)) — pa() () + L@ (M) gy — ) 7 € ),

Ro (5.3)
%17/7; =0, x € 0N

(ii) Supposons que dy est une constante dans Q. On voit facilement que R
est une fonction décroissante de ds, et le probleme des valeurs propres ({5.3)

peut étre réduit comme :

A" — o + Y = 0, 7€ O

. 5.4
%%:0,93689. (5:4)

Prouvons que Ry < Ry , sinon on a —us + (B4 + Bipz 'k) /Ry < 0 et que la
valeur propre principale est strictement négative, ce qui contredit . Donc
limg, 0 Ry existe. Ensuite, nous prouvons que limg, o Ry = Ry. Supposons le
contraire, alors il existe ¢y > 0 tel que Ry < Ry — € pour tout dy > 0. D’apres

la continuité des fonctions il existe un zy € 2 et un 6 > 0 tels que :

ﬁd(arg + Bi(z) K (z) > Ro —_ %0 > Ry + %0 pour tout = € Bs(xg).

Ce qui implique la positivité de By(x)/pa(z) + Bi(x)k(z)/[pe(x)ps(x)] dans
Bs(z). Par la compacité des fonctions continues dans un domaine borné, il

existe € > 0 tel que :

—pia () + PAEBUT M) o tout By ()
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L’inégalité ci-dessus avec (5.4) donne —A¢* > ep*/ds. Notons ¢4 (z) =
V" (x)/ minge g () ¥ (). Donc on a —Ay(z) > epi(z)/dy et y(z) > 1
dans Bg(xg). Soit 7 > 0 une valeur propre principale de —A dans Bjs(zg) asso-
ciée a la fonction propre ¥_(x), on peut normaliser ¢_(z) tel que ¢_(z) <1
dans Bs(zg). Donc on a —AY_(z) = np_(x) < ep_(x)/ds. Ainsijp, (z) et
Y_(z) sont la sur et sous solution de —A¢p = % avec condition aux limites de
Neumann, ce qui contredit les faits d% > 7 et 7 est la valeur propre principale
de —A. Ainsi, €¢/dy est une valeur propre de —A dans Bs(zg). Par consé-
quent, Ry — Ry quand dy — 0. D’apres la formule de Ry du systéme on
a Ry > Ry pour tout ds > 0 et limy, o Ry existe. Divisons les deux membres
de la premiere équation de par do pour obtenir :

Ba+ Bipz 'k — Ropis

* = Q. 5.5
Rods Y , TE (5.5)

AY* +

Il résulte alors de la régularité elliptique [7] qu’il existe une constante positive

Y telle que ¥* — 1) dans C(Q) quand dy — oco. L’intégration par parties de

(5.4) sur 2 donne :

Joratde = [, S
faisons tendre dy vers oo on obtient Ry — Ry, ce qui acheve la preuve.

Maintenant si on suppose que f(ug,us) = 0, g(uy,u3) = B(x)ujus et da, ds

sont des constantes alors on obtient le systeme suivant :

M — diAuy + a(z) — B(z)urug — pi(x)ur, t> 0,2 € Q,

6u2 = dyAusy + B(z)usuz — po()ug, t > 0,2 € Q, (5.6)
%_k( Jus — ps(x)uz, t >0,z € .

Le taux de reproduction de base pour le modele (5.6]) est :

[(Bwkpg ")

sup
s ()62 [ (o] ¢ + do| Vo[)d
teme linéarisé de (5.6) est A = F + B, ou

Ry = . L’opérateur linéaire associé au sys-
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- 0 6’(1}* 7 B— dQA — ,LLQ() 0
0 0 BG) o —ps()

D’apres le Théoreme 5.1/ on a :
S . Bw*k
Ry — Ry = TECLQI{TQMB } quand dy — 0

| (Bu* 15" k)
/Q o (x)dx

Dans la section suivante on va étudier la stabilité du modele ([5.6)).

Ry — Ry := quand dy — o0.

5.3 La stabilité de 1’état stationnaire sans maladie :
5.3.1 La stabilité locale

Lorsque Ry < 1 le Théoreme implique la stabilité locale de I'équilibre
(w*(z),0,0)T.

5.3.2 La stabilité globale

Pour prouver la stabilité globale de 1'état stationnaire on va d’abord citer

quelques lemmes qu’on va les utiliser dans la preuve.
Lemme 5.1. Soit ps, = min{us(z),z € Q}. Alors wee(T) < —ps3.,

Démonstration

Pour tout (usg,u3y) € C(Q,R?), soit (us(.,t),uz(.,t)) := T(t)(u0, usy) avec
T(t) = T(t) + T5(t), ot :

Tg(t) (UQ(), U30) = (Ug(., t), Jo €_u3(t_$)kUQ(., S)dS)

et T3<t)(u207 ugg) = (0, e " uz)

Comme 7' »(t) est compact alors on obtient :
a(T(1) = a(T5(1)) < | T3(1)]] < e¥on.

Par conséquent wess(7) < —pus,,
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Lemme 5.2. Soit u; la sous-solution du probleme suivant :

Gu = di Aty + a(x) — ()i © € Qt>0,
%:o, redt >0, (5:7)

7:51(3}'70) = U, T € Qa
ot ce probleme admet un état stable positif unique, noté w*(x), qui est globa-

lement attractif. Ceci avec le théoreme de comparaison implique que :

lim sup, . u(,t) < limy_ @1 (2, 1) = w*(x) uniformément pour x € Q

Lemme 5.3. Ry — 1 et s(A) ont le méme signe que \g.
Ou Ay est la valeur propre principale du probleme des valeurs propres suivant,
BAY — pp + g = N\, w € Q,

z (5.8)

96 _

Théoréme 5.2. Si Ry < 1 alors (w*(x),0,0)T est globalement asymptotique-

ment stable.

Démonstration : Puisque I’équilibre sans maladie est localement stable il
suffit de prouver 'attractivité globale de I’équilibre. Fixons ¢y > 0. D’apres
le Lemme il existe t; > 0 tel que 0 < uy(.,t) < w* + € pour tout t > t;.
D’apres le principe de comparaison pour les systemes coopératifs on obtient
(ug(,t), uz(x, 1)) < (Go(z,t), 03(z,t)) dans Q x [t;, 00). O (fg(x,t), Gz(x, 1))

est la solution du probléeme suivant :

8u2 = doAlly + 5(w + €0)U3 — poliy, x €8, t> 1,

881;3 = ko — u3ls, xr €Q, t>t, (5 9)
%;72:0, x €0 t>1

ﬁg(x,tl) = u2(x,t1) et ﬁg(x,tl) = u3(x,t1) x € .

Soit T, (t) le semi-groupe associé au probleme ((5.9) généré par A.. On peut
choisir €y petit tel que we, = w(T,,) < 0. D’apres le Lemme 5.1 on peut avoir

Wess(Te,) < —pg, . Par conséquent w,, a le méme signe de s(A.). On a déja
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vu dans le Lemme [5.3| que s(A,,) a le méme signe que () ), ot ()\,) est la

valeur propre principale du probléme des valeurs propres

A Ap — oy + Py — N 2 € Q,

H3

g—ﬁ:O, x € 0.

(5.10)

L’hypothese Ry < 1 implique Ay < 0. Puisque A, dépend contintiment de ¢,
on peut choisir ¢y > 0 tel que A\, < 0. Et donc nous avons we, < 0. Puisque
|72, (1)]| < Me“o! pour certains M > 0, alors (dg(z,t), 43(x,t)) — (0,0)
quand ¢t — oo uniformément pour = € Q. Par conséquent, on a

(ug(x,t), uz(x,t)) — (0,0) uniformément pour = € Q. De plus, d’apres la pre-
miere équation de (5.4]) et la stabilité globale de U comme état stationnaire
positif de (5.7)), nous concluons que u(z,t) — w*(z) quand t — oo unifor-

mément pour = € Q. Cela prouve 'attractivité globale de (w*,0,0)".
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