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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude comparative de deux approches non locales pour les
problémes aux valeurs propres et les équations elliptiques et paraboliques avec conditions
de Neumann non locales, sur un domaine borné lipschitzien 2 C R".

La premiére approche, due & Dipierro, Ros-Oton et Valdinoci [9], utilise le laplacien
fractionnaire (—A)* (s € (0, 1)), dont le noyau ¢, s|z —y|~™*2% est singulier et a longue
portée. La condition de Neumann non locale correspondante est :

Nu(x —cns/‘ _y‘n+28 dy, zeR"\Q,

et le cadre fonctionnel adapté est I'espace de Hilbert Hg ,, qui intégre un poids [g| sur
I'extérieur ainsi que la semi-norme de Gagliardo.

La seconde approche, développée par Rossi [16], traite un opérateur de diffusion non
locale & noyau régulier continu J : R* — R :

Lyu(z) = /Q J(z —y)(u(y) —u(z)) dy, z€Q.

Les deux approches partagent la méme structure spectrale (0 = Ay < Ay < ---) mais
différent profondément par la nature de leurs noyaux, leurs espaces fonctionnels et la
portée de 'opérateur.

Mots-clés : Laplacien fractionnaire, noyau régulier, Neumann non local, espaces de So-
bolev fractionnaires, analyse spectrale, conservation de masse, constantes optimales dans
L4, limite locale BBM.
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Introduction Générale

Contexte et motivation

L’analyse des équations aux dérivées partielles non locales connait depuis deux décennies
un essor remarquable, motivé par leur capacité a modéliser des phénoménes de diffusion
a longue portée que les opérateurs différentiels classiques ne peuvent pas capturer.Par
exemple, un individu effectuant une marche aléatoire a sauts longs (un vol de Lévy) peut,
en une seule étape, se déplacer d’un point x vers un point y arbitrairement loin, avec une
probabilité de saut proportionnelle au noyau singulier |z —y|~*2%). La densité d’une telle
population u(x,t) est alors régie par I’équation non locale :

Oru(z,t) = —(=A)u(z, t) = cps /n uly,t) — ulz, ) dy,

|z —y|" 2

ou la variation de x dépend de toutes les valeurs de u sur l'ensemble de R", et non
pas uniquement d’un voisinage infinitésimal de x, comme c’est le cas dans I’équation
de la chaleur classique Oyu = Awu, qui est régie par un mouvement brownien a sauts
infinitésimaux. Aucun opérateur différentiel d’ordre fini ne peut reproduire cet effet de
portée infinie.

Ainsi, dans ce genre de phénomeénes une question centrale s’impose: celle des conditions
aux bords non locales de type Neumann : comment formuler une condition de Neumann
cohérente pour un opérateur.

Dans ce mémoire, nous étudions deux approches complémentaires, en dégageant les
points communs et les différences structurelles qu’impose la nature du noyau.

Approche 1: Noyau singulier [9]. Dipierro, Ros-Oton et Valdinoci ont introduit une
nouvelle condition de Neumann pour le laplacien fractionnaire (—A)®, dont le noyau
Cn.s|T — y|~("29) est singulier en z = y et décroit & I'infini. La condition de Neumann non
locale est :

/’ _y’n+25 dy = g(), r €R"\ Q.

Cette condition est prescrite sur tout R™\ €. L’espace fonctionnel naturel est Hg§ ,, qu’en
verra dans la suite.

Approche 2: Noyau régulier [16]. Dans ce chapitre, nous allons étudier I'opérateur
Lyu(z) = [, J( u(y)—u(x)) dy, ou J est un noyau continu, radial, & support compact
(J : R” — R). La Condltlon de Neumann homogeéne s’écrit Nyu = 0 ; puisque J est a
support compact, seuls les points de ’extérieur proches de 2 interviennent. L’opérateur
Lj est borné sur L*(Q), ce qui simplifie analyse mais réduit la portée des interactions.

Tableau comparatif des deux approches.

10
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Référence 9] [16]

Plan du mémoire

Partie I:Outils mathématiques (Chapitres 1). Définition d’opérateurs (—A)*, Ny, Ly,
N. Espaces fonctionnels Hg , et H*(Q). Injections de Sobolev et inégalité de Poincaré-
Wirtinger.

Partie II: noyau singulier (Chapitres 2-6). Probléme elliptique linéaire, formule d’in-
tégration par parties non locale, condition de compatibilité, existence et unicité. Analyse
spectrale compléte. Régularité et comportement au bord. Equation de la chaleur non
locale : conservation de masse, décroissance d’énergie, convergence.

Partie ITI: noyau régulier (Chapitres 7-8). Premiére valeur propre non triviale (s,
décroissance exponentielle, la constante optimale /3, et ses propriétés

Partie I'V: Comparaison et limite locale (Chapitre 9). Théoréme BBM, convergence
de L; vers le laplacien, synthése des deux approches.



partie I

Outiles Mathématiques

12



Chapitre 1
Cadre Fonctionnel

1.1 Le laplacien fractionnaire et la condition de Neumann

Définition 1.1 (Laplacien fractionnaire). Pour s € (0,1) et u € S(R"), le laplacien
fractionnaire d’ordre s est défini par la valeur principale de Cauchy :

u(z) — u(y)
(—A)*u(z) = cns vp. / U =Y gy, zeR™, (1.1)
R |T —y|vT
£LTE +5)
ol ¢, s = 2 . s > 0. Sa caractérisation par transformée de Fourier est :
T a2T(1 — )

(CA)u(E) = |E[*a(€), VEeR™

Remarque 1.1. L’intégrale en (1.1) est une valeur principale car le noyau c,, ;|z|~("*+2%)

n’est pas intégrable en z = 0 (n + 2s > n). Pour u € S(R"), la singularité se régularise
grace a la symétrie du noyau et au développement de Taylor u(y) = wu(z) + Vu(zx) -
(y — x) + O(]z — y|?) : le terme linéaire s’annule par symétrie, et le terme quadratique
O(|z — y[*"72%) est intégrable car 2 —n — 2s > —n, i.e. s < 1.

1. Nécessité de la valeur principale.

Le noyau K(z) = c,]2|7"*%) est singulier en 2 = 0, non intégrable au sens de

u(e)—uly)
[y

Lebesgue puisque n + 2s > n. L’intégrale fRn dy est interprétée comme valeur

principale de Cauchy :

V'p'/R u(z) — u(y) dy = lim u(x) — u(y)

dy.
n ‘x_y‘n—ﬂs e—0* |z—y|>e |:L,_y|n+2S Y

Pourquoi la limite existe-t-elle 7 Pour u € S(R™), le développement de Taylor d’ordre 2
en y = z donne :

u(y) = u(x) + Vu(z) - (y — ) + 3(y — )>Du(x),

donc u(z) — u(y) = —Vu(z) - (y — z) + O(|z — y|?). Comme le noyau est symétrique, le
terme linéaire Vu(x) - (y — x) est de contribution nulle :

[ e,
e<|z|[<R |Z|

Il reste le terme quadratique O(|z — y|?), dont le rapport avec |x — y|"™** est O(|z —
y|>~"72%), intégrable en dimension n car 2 —n — 2s > —n puisque s < 1. La valeur
principale est donc bien définie pour tout s € (0, 1).

2. Dérivation rigoureuse de ¢, ; par la transformée de Fourier.

13



14 CHAPITRE 1. CADRE FONCTIONNEL

L’objectif est de déterminer rigoureusement la constante de normalisation ¢, s de sorte
que la définition singuliére du laplacien fractionnaire coincide avec sa définition spectrale
comme multiplicateur de Fourier, a savoir (—A)Su = F~1 (|- |**4).

Soit u € S(R™) une fonction de 'espace de Schwartz. On adopte la convention suivante
pour la transformée de Fourier et son inverse :

1

() = / @ e () = /R fe)ende

En effectuant le changement de variable z = x — y, 'opérateur sous sa forme de valeur
principale s’écrit :

s uw(x) —ulx — 2z
(—A)*u(x) = cpsV.p- /n ( >\z]”£23 ) dz.
La formule d’inversion de Fourier donne :
1 ~ i —1iz-
u(x)—u(x—z)—w/wu(g)e C(1—e9)de.

En réinjectant dans l'intégrale singuliére, on obtient :

u(z) —u(r — 2) 1 1—ei=t . i€
Cp.sV.D. /n B dz = @n) /n (cms /]R" Wdz (&) e de.

L’interversion est justifiée par le théoréme de Fubini : pour v € S(R"), la singularité
en z — 0 est contrélée par un développement de Taylor a 'ordre 2 de (1 — e7*%), et
Pintégrabilité a 'infini est assurée par la décroissance rapide de .

On identifie ainsi le multiplicateur de Fourier :

1 — e ¢

M(g) = Cps /Rn Wdz

La partie imaginaire s’annule par symétrie impaire ( [, T;T’(‘i'i) dz =0), d’ou :

1 —cos(z-&)
’Z’n+2s

M(E) = cn,s/ dz.

n

Par des changements de variables (voir [8])

1 1 — cos(z) - 1 — cos(z)
pe=——— = [ =) Inys) = [ U g
Cn, 1(n, ) (/ﬂ 2|2 z) (1, ) /n 2|2 “

Noter que 1 — cos(z;) > 0, donc I(n,s) > 0. Si I(n,s) = 0 alors nécessairement
1 —cos(z1) = 0, ce qui implique que z; = 2kw pour k € Z. Or z; varie sur tout R. Reste
a montrer que I(n, s) est finie. En effet, si [z| > R >0 on a

1 — cos(z) / 2
0< / —— 2 dz < ————dz < 00
RN\B(0,R) || VH2s RN\B(0,R) || N+2s
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Maintenant si |z| < € < R/2, par un développement de Taylor d’ordre deux au voisinage
de 0; on a 1 —cos(z1) = 22/2+ 0o(z?), si on note r = |z| alors par changement de variables

sphériques
1 — cos ¢ 1-—
o [ Aoela) .y, [frll),
B(0,¢) 2| 0 r

< My(S—— —lim L,
225 02— 2s

remarquer que le fait 0 < s < 1 implique que la limite précédente est finie. Ce qui termine
la preuve que I(n, s) est finie.

3. Calcul explicite de /(n,s) et formule exacte.

En passant aux coordonnées sphériques w = ro (r > 0, 0 € S"!) et en séparant
Iintégrale radiale de 'intégrale angulaire :

+00 T,n—l
I(n,s) = /0 R (/Snl(l — cos(roy)) da) dr
+o00
= / 7"_1_25/ (1 —cos(roy)) do dr.
0 Sn—1 ,

(.

v~

=: A(n,r)

Définition 1.2 (Fonction de Bessel de premiére espéce). Pour v € R et z € C,
la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre v est définie par la série entiére
convergente sur C :

+oo —1)ym 2\ 2m+v
I (z) ::T;)m!F((Tnjy—i— 0 5) (12)

Elle est solution de ’équation différentielle de Bessel :
2w (2) + 2w (2) + (2° — v*)w(z) = 0.

Pour les ordres semi-entiers v = § — 1 (n > 2 entier), qui interviennent dans le calcul de

la constante ¢, s, la formule intégrale de Poisson fournit la représentation :

Ju(r) = W2 /1 (L — )2, v> -1 r>0 (1.3)
v \/%F(V‘F%) . ) 2 )

d’ou le comportement asymptotique pour r — +oo : J,(r) = @/%cos(r -5 = %) +

O(r~3/%). En particulier, I'intégrale angulaire sur S™! satisfait :

/ cos(ro) do = wp_y Jnj2-1(r) _ 2/ ' Jnj2-1(1)
gn-1 221 T Tn/2)  (r/2)2 0

identité obtenue par la formule de Poisson (1.3) appliquée a v = § — 1.



16 CHAPITRE 1. CADRE FONCTIONNEL

L’intégrale angulaire A(n,r) est calculée via la fonction de Bessel : A(n,r) = w,—1 —
(2 /r)/2=1pn/2=L T 4 (r),. Le calcul complet donne

21 (1 - s)

) = S r (s v sy

d’ou la formule explicite de la constante :

435F<g —|—s>

nS:—' ]..4
o, /2T (1 — s) (14)

La deuxiéme égalité utilise I'identité I'(1 — s) = (—s)I'(—s), donc |[I'(=s)| = ['(1 — s)/s
pour s € (0, 1).

4. Comportements de I(n,s).

o Comportement de ¢, s : pour mettre en évidence les limites quand s — 07 et s — 17,
on utilise (en plus de lidentité T'(1 — s) = (—s)['(—s) déja invoquée plus haut) la
relation I'(1 — s) = (1 — 5)I'(2 — ), qui permet de réécrire (1.4) sous la forme :

4°sT(% +s) 4T(2+5)

s = =s(l—s) -2 1.5
Crs = T/ INQREE) s(1=s) T/21(2 — s) (1.5)
4°T(% + s) . . i
Le facteur T' restant, s — ———=——"— est continu et strictement positif sur [0, 1]
T2 (2 — s)

(le T d’Euler n’a pas de pole ni de zéro sur cet intervalle), ce qui permet de lire
directement les deux limites :

e Limite s — 07 : le facteur s(1 —s) - 0-1 =0, donc

Cns ['(n/2)
Cpns — 0, avec —_— — 3
s—0+ S s—0t mn/

> 0.

Autrement dit, ¢, s s’annule a Pordre exactement 1 en s. On récupére ainsi le résultat

+
intuitive et "attendu" (—A)%u(x) 20 u(z) pour u assez réguliére ('opérateur tend
vers l'identité). La convergence de ¢, s vers 0 compense la divergence de I'intégrale
Jan ﬁffgf‘g’) dy lorsque s — 0.

o Limite s — 1~ : le facteur s(1 —s) - 1-0 =0, donc de méme

Cn.s 4T(n/2+1) 4T(n/2+1)
ns — 0, : > =
s avee 1—s s»1—  7/2T(1) /2

> 0.

Puisque I'(1 — s) — I'(0") = +o0 au dénominateur de (1.5) donne ¢, s — 0. On
conclut ainsi que le produit s(1 — s) qui pilote 'asymptotique quand s — 0 et s — 1.
C’est exactement ce qui permet la convergence

s(1=8)(—A)Yu —— K, (—A)u

s—1—

ceci est connue sous le nom du Théoréme de Bourgain-Brezis—-Mironescu (Chapitre 9)

14].
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Définition 1.3 (Opérateur de Neumann non local [9]). Pour u mesurable et x €
R™ \ €2, on pose :

Nou(z) == cns/ |x—y|”+25 . (1.6)
La version renormalisée est :
~ Nu(z) dy
Nou(z) = =2 . weol(x :cns/—. 1.7
( ) ws,Q(x) ,Q( ) ) 0 ‘l’ _ y‘n—&—QS ( )

Remarque 1.2. La condition de Neumann classique 0,u = 0 sur 0f) est remplacée par
Nyu = 0 sur tout R™\ Q. Ce passage du bord 92 (de dimension n — 1) a Pextérieur R™ \ 2
(de dimension n) est la marque fondamentale du caractére non local. L’opérateur Ny joue
le role de 8, et R™ \ Q celui de 9.

Pour comprendre le réle de N, notons la décomposition fondamentale : pour z € R",

ulr) — U ulr) —u
/ ( ) n+23 / n+25 d +c / ( ) n—Est) dy
|z —y[rt> |g;_ | r\Q | — Y

S/

VvV
Ih: interactions intra-Q I>: interactions avec ’extérieur

Pour x € R™\ , I est exactement M,u(x) : il joue le r6le de la dérivée normale 9, u
sur 0€). Pour = € (), I, représente les interactions du point intérieur x avec l'extérieur du
domaine.

1.2 L’espace fonctionnel H

La définition correcte de I'espace fonctionnel, issue de [9], tient compte de la donnée de
bord g comme poids.

Définition 1.4 (Espace Hj, [9], Définition 3.1). Soient g € L'(R™\ Q) et u,v :
R"™ — R mesurable. On définit la forme de Gagliardo :

z) — u(y))(v(z) — v(y))
R2n\ (C2)2 |I — y|n+25 dx dy, (18)

Ag(u, v

le produit scalaire :

2
(u, v) g :—/uvd:v—l—/ lg| uv dx +
Q R7\Q Cn,s

et la norme |[ul|pgg = /(u,u)m . L'espace est :

As(u,v), (1.9)

HE = {u:R" — R mesurable : |

Hy < +OO}.

On note Hg, o l'espace H , dans le cas particulier g = 0.

Remarque 1.3. La structure de la norme. Elle comporte trois termes : la norme L? sur
Q, le terme de bord pondéré par |g|'/? sur 'extérieur, et la semi-norme de Gagliardo sur
R*™\ (C2)?. Le terme de bord est absent dans Hg , (g = 0), mais il apparait naturellement
quand on définit les solutions faibles du probléme non-homogéne N, u = g.
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Cette condition de Neumann naturelle. Aucune condition n’est imposée essentiellement
sur R™\ Q. La condition Nyu = g est une condition naturelle qui émerge de la formulation
variationnelle, exactement comme 0,u = g émerge pour le laplacien local

Le domaine d’intégration R?" \ (CQ)? est :
R*\ (CQ)* = (2 x Q) U (2 x (R*"\ Q) U(R"\Q) xQ).

Il exclut délibérément les couples (x,y) tous deux extérieurs a 2, dont la dynamique est
régie par la condition de Neumann. La forme A; est symétrique, positive, et ker(A;) =
{c € R: ¢ const.}.

Proposition 1.1 (H, , est un espace de Hilbert [9]). Muni du produit scalaire (1.9),
Hg, , est un espace de Hilbert séparable. De plus :

(i) Hy, — H*(S2) contindment.
(i) As(u,u) > [u]?{s(a) pour tout u € Hy, .
(iii) ker(A,) = {constantes}, et HE , contient les constantes.

Démonstration. étape 1: La formule bilinéaire (1.9) induit bien une norme .
La forme est bilinéaire Hy, = 0. Puisque

Hy, = 0, on a u = 0 p.p. dans 2. D’autre part, la nullité de la double

Ju(z) —u(y)l
dz dy = 0
//R?n\ (€Q)? \x — y[ntes

force u(x) = u(y) pour p.p. (z,y) € R*\ (CQ)2. En particulier, pour p.p. z € R*\ Q et
p.p.y € Q, u(x) =u(y) =0, dot u=0 p.p. dans R™.

étape 2: Complétude. Soit (uy)x>; une suite de Cauchy dans Hg ,. Pour U : R" — R
mesurable, posons

[ullz20) < lul
intégrale :

(U(z) = U(y)) xrem\(co2(z, y)
lx —y ni2e ’

Puisque (ug) est de Cauchy dans Hg ,, pour tout € > 0 il existe N. € N tel que, pour
h,k> N, :

Ey(z,y) :=

lun — ez, = llun — unllZ20) +/R . 91 (un = ur)® + | Bu,, — Eu[|Z2gony < €

En particulier :

e (uy) est de Cauchy dans L?*(Q2), donc il existe u € L?(Q) avec uy, — u dans L?(Q) et,
a extraction prés, p.p. dans Q (avec un ensemble exceptionnel Z; C R"™, |Z;| = 0).

e (E,,) est de Cauchy dans L*(R*"), donc il existe E € L?*(R*") avec E,, — E
dans L?(R*") et, a extraction prés, p.p. dans R?*" (avec un ensemble exceptionnel
Zy C R, |Zy| = 0).

étape 3: Extension de u a R™ \ Q. Notons que Q x (R™\ Q) Cc R?"\ (CQ)?, donc,
pour tout zg € Q\ Z; et pour p.p. y € R*\ Q :

Uk(%) - Uk(y) k—+oo E(azo y)
n+2s )
|ZU0 - y| g

Euk (-T07 y) =
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On reporte la convergence de uy(xg) — u(zo) pour obtenir :

n+25 n+25

ur(y) = (o) — |20 — y|* % Euy (20, y) 225255 w(wo) — |zo — y|*7 E(z0,y) = uly),

pour p.p. y € R™\ . On définit ainsi u sur R" entier.

étape 4: Convergence dans H . On applique le lemme de Fatou a la suite lup, —
ug|?. Pour h > N, fixé :

%{59 = /(Uh —u)® + / lg|(up, — w)* + || Ew, — Eu||%2(R2n)
’ Q ]Rn\Q

k—+4o00

<timin( [ (wn— )+ [ gl — w4 |Euy — Bul:)
0 R7\Q

. . 2 2
< légligof llun — gl Hy, S €

Donc up, — w dans H§, ; quand h — +00, ce qui achéve la preuve de complétude.
Assertion (ii). On remarque que R**\ (CQ)? D Q x Q, d’ou :

[ulz) —uly)P®

R2n\ (CQ)2 |m - ?J|"+2S

luz) = w)F 1 gy = (e
QX0 |$—y|n+28 @

Assertion (iii). Si u = ¢ est constante, alors u(x) — u(y) = 0 pour tout (x,y), et
As(c,c) = 0 immédiatement. Réciproquement, si Ag(u,u) = 0, le fait que chaque terme
de la somme soit non-négatif force |u(z) — u(y)| = 0 p.p. sur R*" \ (CN)?, donc u est
constante p.p. ]

Corollaire 1.2 (Injection compacte dans L*(Q)). L’espace H§ , s’injecte compacte-
ment dans L*(Q) : H§ , —— L*(1).

Démonstration. Soit (ux) une suite bornée dans Hg, ¢ [lukl[mg, < M. On remarque
que [uk]zs(g) < Ag(ug, ug) < M? et |Jugl 2 < M, done (ug) est bornée dans H*(Q).
Vu que l'injection H*(Q) — L?*(Q) est compacte par le théoréme de Rellich-Kondrachov
fractionnaire (Théoréme 1.6), on extrait une sous-suite fortement convergente dans L*().
L’injection Hg , < L*(Q) est donc compacte. O

1.3 Définition, normes et propriétés fondamentales

Définition 1.5 (Espace de Sobolev fractionnaire [8]). Pour s € (0,1) et Q@ C R”
ouvert, I’espace de Sobolev fractionnaire est :

H(Q) = W*(Q) = {u e L*(Q) : ||u]

o) < +oo}, (1.10)

ol la semi-norme de Gagliardo et la norme compléte sont :

)|2d d HU‘Q
axQ |33_ |2 .

Ho () = HUH%Q(Q) + [U]?{s(g)-

Proposition 1.3 (Propriétés fondamentales [8]). Soit s € (0,1) et Q borné lipschit-
zien.
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(i) H*(S2) est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire :

<U,U>Hs _ <U,U>L2 + //Q ) (u(m) — U(y))(’l}(l') — U<y)> dl’dy

|z =yl

-~

J/

=: [u,v]prs ()

(ii) C*°(Q) est dense dans H*(Q2).
(iii) 910 < s1 < 89, alors H*>(Q) — H*'(Q).
(iv) Pour s > 3, Uopérateur de trace vo : H*(Q) — H*7Y/2(9Q) est continu et surjectif.

(v) H*(Q)) = [L*(Q), HY(Q)]s (interpolation de Calderdn, voir [15],[1]).

1.4 Caractérisation par la transformée de Fourier

La transformée de Fourier offre une définition alternative et particuliérement élégante des
espaces de Sobolev fractionnaires sur R". L’idée centrale est que la régularité d’ordre s
d’une fonction wu se lit directement sur la décroissance de |a(£)| pour les hautes fréquences
|| — 4o00. Sur R™ entier (sans bord), cette caractérisation est exacte : la semi-norme
de Gagliardo et le symbole de Fourier [£|** sont reliés par lidentité (1.11) ci-dessous, éta-
blissant ainsi I’équivalence de la définition intégrale singuliére et de la définition spectrale
(—A)*u = F~1(|£]**0). Sur un domaine borné €, la caractérisation de Fourier reste valide
via une extension a R" et la restriction, au prix d’une perte sur le bord.

Théoréme 1.4 (Caractérisation de Fourier [8]). Pouru € L*(R"), on a u € H*(R")
st et seulement si

|

ey = [ @+ Il <+

De plus, la semi-norme de Gagliardo sur R™ vérifie :

(W gy = Cns . €% [a(€)I* de, (1.11)

S

ce qui montre que (—A)* est le multiplicateur de Fourier de symbole |£]*.

1.5 Injections de Sobolev fractionnaires
Théoréme 1.5 (Injections de Sobolev [8]). Soit Q@ C R"™ borné lipschitzien, s € (0,1).

(i) Cas sous-critique 2s <n : H*(Q)) < L*(Q) continiment, avec 2} = 2n/(n—2s).
Il existe S, s > 0 tel que :

Snsllullf2s oy < [Wips@ey,  Yu € H(R™). (1.12)
Pour 1 < q < 2%, linjection H*(Q2) — L%(Q2) est compacte.

(ii) Cas critique 2s =n : H*(Q) — L) contindment pour tout 1 < g < +o0.
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(iii) Cas sur-critique 2s > n : H*(Q) — C%*(Q) continiment (injection de Morrey),

avec o« = s — n /2, avec lestimation explicite :

) =)l _
Ty lz —yl®

(n, ) [l s ny

et:

ulxr) — uly
||u||COv“(Rn) = HUHLOO(Rn) + SUPM < C

(n, s) ||w|| gs gny-
ey T =yl =

Théoréme 1.6 (Rellich—Kondrachov fractionnaire). Pour Q@ C R" borné lipschit-
zien et 0 < s < 1, les injections suivantes sont compactes :

()

(iii)

Cas sous-critique 2s < n :

2n

H*(Q2 L1(Q 1,2% 28 = .
(@) = 19Q), Ygell,2), %=

s

L’injection continue H*(Q)) < L% (Q) n’est pas compacte (elle est critique), mais
des que q < 2%, la compacité est restaurée par 'interpolation entre l'injection conti-
nue dans L et la compacité dans L. En particulier, H*(Q) —— L*(Q) (car 2 < 2
équivaut G 2s < n, ce qui est notre hypotheése).

Cas critique 2s =n :
H*(Q) —— L), VYqell,+o0).

Quand 2s = n, Uexposant critique 2% est formellement +o0o, mais l’espace H*(Q)
ne s’injecte pas dans L>®(QY) (linjection critique est de type Trudinger—Moser).
Néanmoins, pour tout ¢ < +o0o fini, ['injection est compacte.

Cas sur-critique 2s > n :

H(Q) == C™(Q), a=s—12.
Linjection de Morrey H*(2) — C%*(Q) (continue) entraine la compacité dans
C°(Q) et dans tout LI(Q) (q < +00) par le théoréme d’Ascoli-Arzela : une suite bor-
née dans H*(Q) est équicontinue dans C%%, donc compacte dans C°(Q) C L>=(Q).

Dans tous les cas, H*(Q) << L*(Q) pour tout s € (0,1).

Condition Espace cible X Type Exposant
25 <n L%(Q), 28 =2n/(n —2s) Continue 2%
2s<n Li(Q), q < 2t Compacte —
2s =n L1(Q), Vg < +00 Continue —
2s>n Cos/2(Q) Continue (Morrey) o =s—n/2
2s >n L9(92), Vg < +00 Compacte —
s>1/2 H*=12(0Q) Continue (trace) —

Table 1.1: Injections de Sobolev fractionnaire H*(2) — X.
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1.6 Inégalité de Poincaré—Wirtinger non locale

Théoréme 1.7 (Poincaré—Wirtinger non locale [9]). Soit Q C R™ borné lipschitzien,
€ (0,1). Notons Ay > 0 la premiére valeur propre non triviale de (—A)* aveec Nyu = 0
(Chapitre 4). Pour tout w € Hg,, en posant @ = Q7" [ udx :

_ 1
HU_UH%Q(Q) < /\—QAs(%U). (1.13)

En particulier, si [qu =0 : [jul|7. o < Ay A (u, ).

Démonstration. On va démontrer la preuve par I'absurde. Supposons que U'inégalité (1.13)
soit fausse : pour tout k > 1, il existe u, € H*(Q) avec [, u,dr =0 et :

2
u |7 >k // () = wn(y) dz dy. 1.14
sl > & [ FEE (114

Quitte & normaliser, on peut supposer ||ug|/z2(q) = 1, ce qui donne :

k() — e (y)]? 1
s dx d —.
[l /Kﬂz\x—\w% W

La suite (u) est donc bornée dans H*(2), car :

1
fe) = lwllZag) + [wrlie@) <1+ 752 Vel

[

Puisque H*(Q) —— L*(Q) par le théoréeme de Rellich-Kondrachov fractionnaire
(Théoréme 1.6), on extrait une sous-suite (qu’on réindexe wuy;) telle que wuy, — @ for-
tement dans L?(€2). En passant a la limite dans les conditions :

| r200) = jli_}rgo || 220) =1 et /Qudac = lim [ wu, dz=0.

J]—00 Q
g () g, (y)]? 9 "
D’autre part, posons fi,(z,y) = B Py TR La convergence forte dans L*(Q2) et 'in-
égalité de Fatou donnent :

>|2 i 2 1
//QXQ |z — y|n+28 dx dy < hjrgﬁf[ukj]m( < hmlnfk— =0.

Donc [a]?ﬁ‘(ﬁ) = 0, ce qui signifie que |u(z) — u(y)| = 0 pour p.p. (z,y) € Q x Q, i.e. u est
constante dans (2.

Mais @ constante et [, % = 0 imposent @ = 0 dans €, ce qui contredit ||@||;2@q) = 1.
Cette contradiction établit (1.13). O

1.7 Opérateurs nonlocaux a noyau régulier:

Définition 1.6 (Hypothéses sur le noyau J). Le noyau J : R" — R satisfait :

(J1) J est continu, radial (J(x) = J(|z|)), J(0) >0, J Z0.
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(J2) J est a support compact : supp(J) C B(0, Ry).
(J3) Jgn J(2)dz =1 (normalisation).
Définition 1.7 (Opérateurs L; et N; [16]). Pour u : R" — R mesurable :

Lyute) = [ Ja =) (uty) ~ u(@) dy. a €2 (1.15)
Nyu(z) = /Q J(@ - y)(u(e) - uly)) dy, e R™\ (1.16)

La forme bilinéaire associée est :
o) =3 [[ e =)~ ue)e) ~ ) dedy. (117

et on définit :
H;(Q) ={uec L*Q) :as(u,u) < +oo}.

Remarque 1.4. Puisque J est a support compact dans B(0, Ry), la condition Nyu = 0
n’est active que sur la bande {x € R™\ Q : dist(x,Q) < Ro}. Pour des points plus
éloignés, Nju(x) = 0 est automatiquement satisfait. C’est une différence fondamentale
avec le cadre noyau singulier , on Myu = g est active sur tout R\ Q = DUN.

De plus, L; est un opérateur borné sur L?(Q) (contrairement a (—A)® qui est non
borné).

Interprétation de NVju(x). Pour z € R"\ Q, 'opérateur

Noyu() = / Iz — y)(u(z) - u(y)) dy

mesure le fluz sortant net au point extérieur z : il somme, pondéré par le noyau J(x —y),
la différence entre la valeur de uw au point extérieur x et celle de u en chaque point y
intérieur. Géométriquement, c’est 'analogue non local de la dérivée normale J,u sortante
: si w croit en s’éloignant de €, alors Nju(x) > 0, et la condition N;u = 0 encode une loi
de conservation du fluz A travers la frontiére non locale {x € R™\ Q : dist(z,Q) < Ry}.
Contrairement & MV,u [9] qui est défini sur tout R™\Q, Nyu n’est non trivial qu’au voisinage
de 092 (a distance inférieure & Ry du support de J).

Proposition 1.8 (Inégalité de Poincaré—Wirtinger pour L; [16]). Notons S > 0
la premiere valeur propre non triviale de —L; avec Nyu = 0 (Chapitre 7). Pour tout
ue L3(Q) :

1
HUH%Q(Q) < EGJ(U,U)‘ (1.18)

Démonstration. Pour tout u € L3(R), u # 0, on décompose u dans la base hilbertienne
(or)r>e de L(Q) 1 u = D k2 Ok avee ¢ = (u, g)r2. Alors HUH2L2(Q) =D k2 ci et, par
I'équation propre a;(¢i, ©;) = Bilk; :
as(u,u) =) Bk 2 Bay i = Ballulliaa).
k>2 k>2

En divisant par [[ul|7>q, > 0, on obtient a,(u,u)/|[ul|72q), > B2, d’oit la positivité B, > 0
est établie dans le Théoréme 3.1. []
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Chapitre 2

Probléme Elliptique Linéaire

2.1 Formulation faible du probléme elliptique

Définition 2.1 (Solution faible [9], Définition 3.6). Soient f € L?(Q2) et g € L'(R"™\
Q). On dit que u € Hg ; est une solution faible de

(—A)°u=f dans Q,
_ (2.1)
Nyu =g dans R"\ Q,
si, pour toute fonction test v € H ,,
As(u,v) = / fudx +/ gudz. (2.2)
Q R™\Q

Remarque 2.1.

i) La solution u appartient & Hg ; (cas homogene), tandis que les fonctions tests v appar-
tiennent & Hg , (avec poids |g]). Cette asymétrie est inhérente & la formulation de noyau
singulier et résulte directement de la formule d’intégration par parties (2.4).

ii) La définition précédente de la solution faible, ainsi que le formalisme de la solution
faible est inspirée de la formule d’intégration par parties qu’on définira dans la prochaine
section.

2.2 Formules d’intégration par parties non locales

La formule d’intégration par parties est un outil technique essentiel dans la théorie varia-
tionnelle. Elle établit le lien exact entre (—A)® et Ny, a 'instar de la formule de Green
classique reliant —A & 0,,.

Lemme 2.1 (Divergence non locale [9], Lemme 3.2). Soit u une fonction C* bornée
dans R". On a :

/(—A)Su dr = — Nudz. (2.3)
Q R™M\Q

Démonstration. On part de la définition (1.1) du Laplacien fractionnaire et l'on intégre
sur €.

Développement de [ = [,(—A)*udz.

dd
/Vp/Rn z — |n+2s yax.

On décompose le domaine d’intégration intérieur en R” = QU (R™\ ), ce qui donne deux

termes :
u(z) —u(y)
I_ n,s d d n,s d d
& // ‘ZE— ‘n+25 yax +c //R”\Q ’1’— ’n+2s

25

Par définition :
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Annulation de J; par antisymétrie.
Dans Ji, on permute 'ordre d’intégration (le domaine Q x € est symétrique, |y —z| =

lz —yl) :
a:<—>y
// z — |n+25d ydx // iz —y |n+2sd rdy = —Ji.

Donc 2J; =0, d’ou .

Traitement de J; par le théoréme de Fubini.

Pour Js, on intervertit ’'ordre d’intégration. L’application de Fubini est licite car u €
C2(R™) : I'intégrande est |u(z) — u(y)| - |2 — y|~ 2%, qui est contrdlé par 2||jul|pe~ - |z —
y|~("*29) et I'intégrale double est finie car z € borné et y € R"\ Q sont a distance
positive (la singularité en x = y n’est pas atteinte). On obtient :

Fublnl
//n\Q ’.CL’— ’n+28 d dx /H\Q/ |27— |n+25 dfﬂdy

Ensuite, pour faire apparaitre la définition de N,u :

u(y) — u(x) )
) o dy / (/—dw dy.
/R”\Q/ |z — |"+25 rmo \Jo |7 —y["T2

Or, par définition (1.6) avec le role des variables échangé (y joue le role du point extérieur,
x le point dans ) :

e R"\ Q.
/ |y _ .CL’|"+2S .I', Yy \

Donc :

Cn,sJQ = - ./\/;U(y) dy

R\ Q
Conclusion.
En rassemblant les deux contributions :

I= Cn,sJI + Cn,s<]2 =0- N’su(y) dya
R™\Q

ce qui est exactement (2.3). O

Théoréme 2.2 (Formule d’intégration par parties non locale [9], Lemme 3.3).
Soient u,v des fonctions C? bornées dans R"™. Alors :

As(u,v):/ﬂv(—A)sudm+/ v N da. (2.4)

R™\Q

En particulier, si Nyu = 0 dans R™\ Q, alors :

/Qv (—A)Yudr = Ag(u,v). (2.5)

(auto-adjonction de (—A)*).
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Démonstration. Notons que la formule A (u,v) est symétrique en u et v ; on choisit de
développer [, v(x) (—A)%u(x )dx et de faire apparaitre Ag(u,v).

Développement de [, v(—A)*u. On substitue la définition (1.1) :

/Q o(@) (—A)u(z) dz = oy /Q /]R n |x_y|n+28 )y da. (2.6)

On décompose R" = QU (R™\ 2) dans I'intégrale intérieure, ce qui donne deux contribu-
tions :

Jv(x) / / u(y))v(z)
v )u=cps alydx—l—cnS dy dx .
/Q / / |:)3 - |”+28 RPQ |x — y[ntes

J/

-~

Iz

Symétrisation de ;. On suit le méme argument que pour .J; dans la preuve du
Lemme 2.1. On prend Pexpression de I; et on effectue I’échange x <> y (le domaine € x
est invariant, |z —y| = |y — z|) :

)o(y) [ [ e =t
I, = —
vt =ans [ [ R dyda = e T

En faisant la moyenne des deux expressions de ¢, /1, on obtient :

2¢ps0 = // ]96 — ’an( )dydx+ (—cns// - ’n+23( )dyda:>

On factorise (u(x) — u(y)) et (v(z) — v(y)) sous le méme signe intégral :

Cns () (v(z) — v(y))
Cnslh = //QxQ |$ — y|ntes dz dy.

Traitement de I,. On applique Fubini (licite car u,v € CZ(R")) :

Ju()
Cns 1. —cns/ / dx dy.
i "\Q |$ - |”+25

On rajoute et on retranche v(y) au numérateur :

e D0 W) 4,
nQ ’90 - |"Jr *
DO )
n\Q |a7 -yt

Pour le second terme, on développe (u(z) — u(y))(v(z) + v(y)) = (u(z) — u(y))v(z) +
(u(z) — u(y))v(y). On regroupe et, aprés calculs symétriques analogues & 7, on trouve :

En reportant, le second terme devient fRn\Q v Nyudz.
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Conclusion. On rassemble les contributions ¢, sI; et ¢, 1 :

/Q“( sy = Cns //M ))(ﬂ(ﬁ —vW) 44y
* % //S;X(R”\Q) (U(x) - ‘Q;(y_));‘is_iz - U(y>> e dy " /R”\Q UMU o

= A,(u,v) + / v Nudz,
R™\Q

ce qui est exactement (2.4) aprés réarrangement. O

Remarque 2.2. Ce résultat est le parfait analogue non local de la formule de Green
classique. Le tableau suivant met en évidence la correspondance :

Cas local (—A) Cas non local fractionnaire ((—A)*)
Jo Vu- Vo Ag(u,v)

O0,u sur OS2 Nu sur R™\ Q

Joq v Oyudo fRn\Qv/\/'su dx

Neumann : d,u =0 Neumann non locale : Nyu =0

Corollaire 2.3 (Corollaires de la formule intégration par partie).
(i) Auto-adjonction : SiNyu = Ny =0, alors fQ u=A(u,v) = [qu(—
(i) Identité d’énergie : A (u,u) = [,u(—A)udx quandNu =0.

(iti) Condition de compatibilité : Le probleme elliptique avec Nyu = g n'a une
solution que si [, f dx + fRn\dim‘ = 0.

Démonstration. (i) On applique la formule d’intégration par parties (2.1) avec v = u (et
Nsu =0 hors de Q) :

A, u) = /Q (@) (—A)u(z) dz + /R ) Ntz do

TV
=0 car Nzu=0

Done A,(u,u) = [ u(—A)*udz, ce qui est (2.5).

(i1) Vu que Nyu = 0, on reporte directement dans la formule d’intégration par parties (2.4)
avec v € Hf) o quelconque : le terme de bord fRn\Q v Nyudz est nul, et il reste A,(u,v) =

Jov (=AY ude.
( m) Smt u € Hg , une solution faible du probleme

(—A)°u=f dans Q,
N =g dans R"\ Q.

On prend la fonction test v = 1 dans la formulation faible (2.2). Puisque 1(z) — 1(y) =0
identiquement, on a Ag(u, 1) = 0. Il vient :

OZAS(u,l):/f-ldx+/ g-ldx:/fdx—i—/ gdx.
Q R™\Q Q R™\Q

La condition fQ f+ fRn\Qg = 0 est donc nécessaire a l'existence d’une solution, ce qui
achéve la démonstration. O
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2.3 Principe du maximum

Le principe de maximum est donne par les deux résultats suivants:

Lemme 2.4. L’équation (2.5) n’admet pas de solution u € H§ , pour f € L*(Q), f 20
et g€ L'(R"\ Q), g =2 0. (le sens exacte de h = 0 est défini dans les notations.)

Démonstration. On prend v = 1 comme fonction test dans la formulation faible (2.2). Le
membre gauche vaut A(u, 1) = 0 (car 1(z) — 1(y) = 0). Donc :

02/f-1d$+/ g-ld:z::/fdx—l—/ gdz.
L R™\Q Q R7\Q

Vu que f > 0 dans Q et g > 0 dans R™\ €, les deux intégrales sont séparément positives.
Leur somme étant nulle, chacune doit étre nulle : [, f =0 et fRn\Q g = 0, ce qui implique

que f =0 p.p. dans Q et g = 0 p.p. dans R™ \ €.
]

Corollaire 2.5. Soit f € L*(Q), g € L"(R"\ Q). Siu € Hg, est solution de I’équation
(—A)Yu=f dans Q,
N =g dans R"\ Q,
alors nécessairement u est constante et f =0 et g = 0.

Démonstration. Selon lemme précédent, on peut avoir une solution u € Hg o sauf si f =0
p.p dans et g = 0 p.p dans R™ \ Q. Ensuite:

- 2
As(u,u):%// [u@) = v ) g — o,
2 JJren\coy2

|z —y["*?

et cette expression est nulle si et seulement si |u(z) — u(y)| = 0 pour p.p. (z,y) € R*"\
(CQ)?. En particulier, pour p.p. z,y € Q, u(z) = u(y), et pour p.p. x € R*\ Q, y € Q,
u(z) = u(y). On conclut que u est constante p.p. dans R™. ]

2.4 Fonctionnelle d’énergie et caractérisation variationnelle

Définition 2.2 (Fonctionnelle d’énergie [9], Proposition 3.7). Pour f € L*(Q) et
g € L'(R™\ Q), on définit T : Hs , — R par :

Tlu] = %As(u, u) —/qu dr — /Rn\ﬂ gudz. (2.7)

Proposition 2.6 (Points critiques et solutions faibles [9]). Tout point critique de
T sur Hg , est une solution faible de (2.5).

Démonstration. Continuité de A,. On applique l'inégalité de Cauchy—Schwarz a la
double intégrale. Pour u,v € Hg, /, on écrit :

awonz [ u(e) — u(w)| () ~ o),

2 ’.CL’ _ y’n+2$
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L’inégalité de Cauchy—-Schwarz pour les doubles intégrales donne :

c o2 /2
A o)] < %5 (7 )y ) (24, (0.0 < e, I

Coercivité. On remarque que, pour g = 0: Ay (u, u) = %= ffR%\ cay? ‘x y|n+25‘ dx dy >
0. Sur L3(Q2), inégalité de Poincaré~Wirtinger (1. 13) donne As(u,u) > Aaoflull2(gy > 0,
vu que Ay > 0. Donc Ay est coercive sur Hg ;N L3 ().

Le cas g # 0 est traité dans sa généralité compléte.
Terme [, fu. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(Q2) :

[ puda] < Uzl o < 1o

Hg, < 0.
Terme fRn\Q gu pour g # 0. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les poids |g|*/2:

1/2
L omel =1 bl o) da] < Lol o0l

Or, par définition de la norme (1.9) :

o1l ey = | ol e <l

1/2

donc UR"\Q gudz| < ||g|| i [ul g, < 0o. Ainsi Z[u] € R pour tout u € Hg .

Etape 2 : Calcul explicite de la dérivée de Gateaux T'[u](v).

Soit u € H§, , et v € Hg , quelconque. Pour [¢] < 1, on développe Z[u + €v] terme par
terme.

Terme quadratique. Par bilinéarité et symétrie de A, :

As(u+ev, u+ ev) = Ay(u, u) + eAq(u,v) + eAg(v,u) + €2 A, (v, v)
= As(u,u) + 2e A, (u,v) + 2 A, (v, v).

Donc : )

1 1
§A8(u +ev,u+ev) = QAS(u, u) + eAg(u,v) + %AS(U, v).

Terme linéaire en f. Par linéarité de l'intégrale :

/Qf(u—i-av)dx:/gfudx—i—a/gffudx.

Terme linéaire en g (g # 0). De méme :

/ g(u—i—ev)dx:/ gudx—i—a/ gudzx.
R7\Q Rn\Q RP\Q

Bilan. On regroupe les trois contributions dans la définition (2.7) :

2
Tlu+ev] = —.A (u,u) + A, uv)—l— .A(v v)

/fudx—e/fvdx
/ gudx—a/ gudz.
R™\Q R7\Q

s .
Hﬂ,g
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En regroupant par puissances de € :

2
Tlu+ev)=T[u] +¢ [As(u, v) — / fodx — / gu dm} + 6—.AS(U, v). (2.8)
Q RM\Q 2
Dérivée de Gateauz. On calcule le quotient différentiel :

Tlu + ev] — Z[u]

:As(u,v)—/fvdx—/ gvdx+§,45(v,v).

Q R™\Q 2

En faisant tendre € — 0, le terme 5.A,(v,v) — 0 (car Ay(v,v) < oo pour v € Hg ), et on
obtient :

T'lu](v) = lim 20 = 21 :As(u,v)—/ﬂfvdx—/w\ggvdx. (2.9)

e—0 g

Etape 3 : Identification, point critique implique solution faible.
Par définition, u € Hg , est un point critique de 7 si et seulement si

T'ul(v) =0 Yve Hg,

D’aprés (2.9), cette condition s’écrit exactement :

As(u,v)—/fvdx—/ gvdr =0 Vove Hg,,
Q R7\Q ’

c’est-a-dire :

As(u,v):/fvda:Jr/ gvdr Vv e Hg . (2.10)
Q RM\Q

Or (2.10) est exactement la formulation faible (2.2) de la Définition 2.1. Donc u est une
solution faible de (2.5).

Remarque sur le cas g = 0. Quand g = 0, lespace Hy) ; se réduit a Hg, , le terme fR,,L\Q qu
disparait de Z et de la dérivée (2.9), et la preuve est identique en supprimant toutes les
occurrences du terme de bord.

]

2.5 Existence et unicité

Théoréme 2.7 (Existence et unicité [9], Théoréme 3.9). Soient Q C R"™ borné
lipschitzien, f € L*(Q), g € LY(R" \ Q). Supposons qu’il existe v € C*(R"™) tel que
N = g dans R™\ Q. Alors le probleme (2.5) admet une solution faible dans H§  si et
seulement si la condition de compatibilité

/fdx—l—/ gdxr =0 (2.11)
Q RM\Q

est satisfaite. Quand (2.11) est satisfaite, la solution est unique a une constante additive
preés.
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Démonstration. La démonstration se décompose en deux cas : homogéne (g = 0) puis
non-homogeéne (g quelconque).

CAS 1 : Cas homogéne (g =0)
On suppose d’abord g =0 et f # 0.

Etape 1.1 : Définition de Uopérateur T via le théoréme de Riesz.
Etant donné h € L*(2), on cherche v € Hg o solution du probléme :

(v = o)) =) , [
/Qvgbdx+/Rzn\(CQ)2 dxdy—/ghgbd (2.12)

‘Qf _ y‘n+25

pour tout ¢ € H, ;, avec Nyv =0 dans R™ \ Q.
On définit la fonctionnelle F': H; , — R par :

F(¢) = /Q he dz.

Linéarité : Evidente par linéarité de I'intégrale.
Continuité : Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[F ()] < /Q [hllo] < lAll2@ 9]l 2@ < [[2]l2@l|@]

S .
HQ,H

Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique solution v € H ,
satisfaisant (2.12).
On définit les opérateurs :

o T,: L*(Q) — Hg, par T,h = v, on v € HY , est I'unique solution (globale dans R™)
du probléme résolvant :

(—=A)’v+v=~h dans Q, N =0 dans R"\ Q,

c’est-a-dire la solution faible de (2.12). L’existence et l'unicité de v sont garanties
par le théoréme de Riesz.

o T:L%Q) — L*Q) par Th = T,h|q (restriction a ).

FEtape 1.2 : Estimation a priori.
En prenant ¢ = v dans la formulation faible (2.12) :

/U2 dl’+A5(U,U) = / hv dx S ||h||L2(Q)||U||L2(Q)
Q Q

Donc :
[v][72(0) + As(v,0) < (Al 2@ 0]l 220)-
Puisque A4(v,v) > 0, on obtient :

[oll2@) < NPll2@) et As(v,v) < [|B)|72)- (2.13)
D’ou :
vl g, < CllAllz20)-
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Etape 1.3 : Compacité de T.

Soit {hi}tren une suite bornée dans L*(Q). Par l'estimation (2.13), la suite {Thy}
est bornée dans H*(Q).Puisque H*(Q)) << L*(Q) est une injection compacte (Corol-
laire 1.2), il existe une sous-suite convergente dans L?(Q2).Donc T est compact.

Etape 1.4 : Auto-adjonction de T.
Soient hy, hy € C5°(€2). Pour tout ¢, € H§ , :

/ Ty éde + A(Tohr, 6) = / I dz.
9] Q
/Toh2¢d$+As<Toh2,¢):/h2¢d$-
Q Q

En prenant ¢ = T,ho dans la premiére équation et v = T,h; dans la seconde :

/ Tohl . TO]'LQ dx + AS(TOhl, Tohg) = / hl . T0h2 dl’,
Q Q

/ TOhQ . T0h1 dx + AS<T0h2, Toh1> = / hg : Tohl dzx.
Q Q

Par symétrie du produit scalaire L? et de A, les membres gauches sont égaux. Donc :

/hl 'Tohg dr = / h2 'Tohl dz.
Q Q

Puisque Th = T,h|q, on a :
/ thhQ dr = / Thl hg dx pour hl, hg € C?(Q)
Q Q

Par densité de C5°(Q2) dans L*(Q)) et continuité de T, cette égalité s’étend a tout
hi, hy € L*(Q2). Donc T est auto-adjoint dans L*(12).

Etape 1.5 : Caractérisation de ker(Id —T).
On montre que ker(Id — T") consiste uniquement en les fonctions constantes.
= Les constantes sont dans le noyau :
Si ¢ est constante, alors (—A)*c = 0 dans Q2 et N;c = 0 dans R™ \ Q.
Donc ((—A)®* +1d)c = ¢ dans €2, ce qui donne T,c = ¢, d’ou Tc = c.
< Réciproquement :
Si v € ker(Id — T'), alors v = Tv = T,v dans €.
Par construction de T, via (2.12) :

(=AY (Tyv) +Tyv = v dans €,

Ns(T,w) =0 dans R™\ Q.

Donc (—=A)*(Tyv) = v —T,v = 0 dans €.
Par le Lemme 2.4 (principe du maximum avec f =0 et g = 0), T,v est constante.
Donc v est constante dans (2.
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Conclusion :
ker(Id — T') = {fonctions constantes}.

Etape 1.6 : Alternative de Fredholm.
Puisque T' est compact et auto-adjoint, I’alternative de Fredholm s’applique :

Im(Id — T) = ker(Id — T)* = {fonctions constantes}*,

ot 'orthogonalité est prise dans L?(€2).
Explicitement :

Im(Id—T)—{feL2(Q): fdx = } (2.14)

Q

Etape 1.7 : Existence.
Supposons que [, f = 0. Par (2.14), f € Im(Id — T)).
Il existe donc w € L*(Q) tel que f =w —Tw = (Id — T)w.
Posons u = T,w. Alors :

e N,u=0 dans R"\ Q (par construction de 7,),
e Dans Q : (—=A)*(T,w) + T,w = w, donc

(—AYu=w—-Tw=w-—Tw=f.

Donc u est solution.

Etape 1.8 : Nécessité.
Réciproquement, si u € H)  est solution avec Nyu =0, posons w = f + u.
Alors (—A)*u + u = w dans 2, donc u = T,w = Tw dans (.
Ainsi :
f=(FAYu=w—-—u=w—-—Tw=Id-T)w.

Donc f € Im(Id — T'), ce qui implique (par (2.14)) :

|-

Ceci établit la validité du Théoréme 2.7 quand g = 0.
CAS 2 : Cas non-homogéne (g quelconque)
Soit ¢ € C%(R™) tel que Ny = g dans R™\ Q (hypothése du théoréme).
Posons @ = u — 1. Alors :
(—Au = (—A)u — (=AY = f — (=A)*p =: f dans Q,
N =Nau—-Ngp=g—g=0 dans R"\ Q.

Par le Lemme 2.1 (formule de Green non-locale) :

/Q(—A)wdx:— Nswdx:—/ gdz.

R7\Q R7\Q
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Donc :

[ Faa= [ (1= =arv)a
:/Qfdx—/ﬂ(—A)wdx
:/Qfdx—l—/Rn\dix

(2.11)

0.
Par le Cas 1, le probléme homogeéne pour u avec donnée f admet une solution puisque
Jof=0.
Donc u = u + 1) est solution du probléme original (2.5).
UNICITE

Supposons que u; et uy soient deux solutions de (2.5).
Posons w = u; — uy. Par linéarité :

(—A)w = (=A)’u; — (=A)°uy = f— f =0 dans €,
Now = Nguy — Nyus = g — g =0 dans R"\ Q.

C’est exactement le cas f = 0 et g =0, donc f > 0 et g > 0 sont satisfaites triviale-
ment.

Par le Lemme 2.4, w est constante.

Donc :
u1 = ug + C' pour une constante C' € R.

La solution est unique a une constante additive prés. m

Remarque 2.3. La condition (2.11) est 'exact analogue non local de la condition clas-
sique [, f = — [, 9 pour le probléme de Neumann —Au = f, d,u = g. Elle traduit
I'équilibre global : le flux non local entrant par N, doit compenser exactement la source
intérieure.

2.6 Comportement & l’'infini:

Proposition 2.8 (Comportement de u & Pinfini [9], Proposition 3.13). Soit Q2 C
R™ un domaine borné et soit u € H§, , une solution faible du probleme elliptique :

(—=A)u=f dans(,
i (2.15)
Nsu=0 dans R™\ Q.
Alors u converge uniformément vers la moyenne de f a linfini :
1
lim wu(x)=1u:=— / u(y) dy, uniformément en x. (2.16)

En particulier, u est bornée a l'infina.



36 CHAPITRE 2. PROBLEME ELLIPTIQUE LINEAIRE

Remarque 2.4. Ce résultat est intéressent : sans aucune condition aux limites & I'infini
imposée a priori, la seule condition Myu = 0 sur R™ \ Q force u a tendre vers sa valeur
moyenne dans 2. C’est I'analogue non local du principe de la moyenne harmonique, et
cela confirme la cohérence globale de la formulation de Neumann non locale.

Démonstration. La preuve repose sur quatre ingrédients : (i) la représentation intégrale
de v hors de Q découlant de AVyu = 0, (ii) 'approximation uniforme du noyau |z —y|~("*+2%)
par |z|~"*29) quand |z| — +oo, (iii) la lindarité du numérateur et du dénominateur, et
(iv) une estimation d’erreur explicite.

étape 1: Représentation intégrale de u(x) via NM,u = 0.
Pour z € R™\ Q, la condition Nu(z) = 0 s’écrit (deﬁmtlon (1.6)) -

/ o =0
u(y)
= Cns T ntos dy7
/ Ifc—y|”+23 . /Q!x—y!”“s
— N(z)

d’ou, puisque D(z) > 0 (2 non vide et z ¢ Q) :

v _ %dy
Y

Autrement dit, u(z) est une moyenne pondérée de u sur €, les poids étant donnés par
le noyau fractionnaire |z — gy|~("+2s),

On développe et on isole u(x

(2.17)

u(r) =

étape 2: Inclusion de 2 dans une boule et encadrement de |z — y|.
Puisque 2 est borné, il existe R > 0 tel que 2 C Bg(0). Pour tout y € Q et tout x € R”

2| =R < |z —y| < |z[+ R, (2.18)

par Uinégalité triangulaire (|z —y| > |x| — |y| > || — R et |x — y| < |z| + |y| < |z| + R).
En divisant par |z| (pour |z| > 0) :
- R
I e I TR V) (2.19)
| |z] |
On en déduit que le rapport |x — y|/|z| tend vers 1 uniformément en y € ) quand
|z| = 4o0.
étape 3: Approximation uniforme du noyau.

On veut comparer |z — y|~™*29) avec |2|~"*+29). On écrit :
|$’n+25 ( |$| )n+2s
N
de sorte que :
L _1+9(y)

_ n+2s n+2s
|z —y| ||



2.6. COMPORTEMENT A L’INFINI: 37

Borne uniforme sur y(x,y). Par (2.19), pour tout y € Q et |z| > R :

|x_me<1—£-1+R>

] " |l

On inverse les membres (les bornes sont strictement positives pour |z| > R) :

|| G( 1 1 )
[z —yl ~\1+R/|lz[" 1-R/[z]/)

On éléve a la puissance n 4 2s > 0 :

n+2s n+2s
‘.I" S 1 |z| =400 1’
|z —y| 1 — R/|x|

n+2s
puisque R/|z| — 0 implique (1 — R/|z|)~("*29) — 1"*25 = 1. De méme, <|x|f|y|> >

(1 + R/|z|)~*2) — 1. Donc (%)nﬁs — 1 uniformément en y € Q, ce qui donne

|v(z,y)| — 0 uniformément.

Pour rendre I'estimation quantitative, on se fixe € > 0 et I'on cherche R tel que, pour
lz| > R :

e =yl (L—E-L+R)cx1—&1+®,(y=§.
|| Ed R

Pourquoi cette inclusion ? Pour |z| > R, on a R/|z| < R/R = §, donc l'intervalle
(1—R/|x|,1+ R/|x|) est strictement contenu dans (1 —§,1+ ). L’inclusion assure alors
que (14 §)*™+29) controle uniformément le rapport (%)nﬂs pour tout y € €.

Choiz de R. On veut que (1 +0)"2% < 14-¢ (borne supérieure du rapport), c’est-a-dire
§ < (1+e)Y+2) 1 soit R/R < (1+ ¢)Y/™+25) — 1. On choisit donc :

N R
B= e -

= R-[(14e)V/o+2) 17

de sorte que § = R/R = (1+¢)Y/("29) — 1 réalise exactement la borne. On vérifie que
R > R (car (14¢)/29) < 1+4¢e pour n+2s > 1, et & < 1), donc la condition |z] > R > R
garantit bien que Q C Bg(0) et que x ¢ Q. Pour |z| > R, on obtient (14§)*"+29) < 14¢
d’ou :

v(z,y)| <e, Vz| > R, Yy e Q. (2.21)

étape 4: Réécriture de u(z) avec le paramétre 7.
On substitue la décomposition (2.20) dans la représentation (2.17). Au numérateur et au



38 CHAPITRE 2. PROBLEME ELLIPTIQUE LINEAIRE

dénominateur :

N(z) :cw/Q u(y) dy = |;Zf28/9(1+7(w,y))U(y) dy

’[B _y’n+2s

= |xc|Z’j28 /QU(w dy+/97(rc,y)U(y) dy| , (2.22)

J/

=7+ (x)

dy Cn,s /
D(x :Cn,s/ = : 1+7xay dy
( ) 0 ’ZL‘ _ y’n+2s |$|n+25 Q( ( ))

C
= 1|0 dy| . 2.2
e [0+ [ e ay (223

=:7-(z)

Le facteur commun ¢, ¢/|z|""* se simplifie dans le quotient u(x) = N(x)/D(z) :

/Qu(y> dy + v+ () _ Q| + 74 (2)
€2 + - () | +-(z)

u(r) = (2.24)
ot 'on a posé @ == g [, u(y) dy.

étape 5: Estimation des termes d’erreur v, (z) et v_(z).

En utilisant la borne uniforme (2.21) pour |z| > R :

74 ()| = /Qv(%y)uw)dy‘ S/Qh(x,yﬂIU(y)!dySe/QW(y)IdySé\QII/ZIIUHLz(m,
(2.25)
he@l=| [ v(m)dy's [ty <<l (2.26)

En particulier, pour ¢ < 1/2 :

Q
Q] +7-(z) > Q] —¢|Q = |2|(1 —¢) > |2—| > 0.
étape 6: Estimation finale de |u(x) — al.
On soustrait @ dans (2.24) :
o [Qut ()
wr) = — 1
@ o @)
190+ 7 (@) = (2] 1)
9] +7-(z)
_ @) - @)
9+ (2)
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En valeur absolue, en utilisant (2.25), (2.26) et |Q +y_(z) > |Q]/2 :

T 9+ -(=)

e |92 ||ull 2 + |al £ ||
- €2]/2

2e _
= iy (2o + 1)

—: Cuqe, (2.27)

ott Cyuq = 2|Q) (|2 ||l r2(0) + |@| |€2]) est une constante indépendante de z.
étape 7: Uniformité et conclusion.

L’inégalité (2.27) est valable pour tout |z| > R et pour tout y € Q simultanément, et la
constante C, o ne dépend pas de z. Donc, pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe
R = R(e,R,n,s) >0 tel que :

lu(z) —a| < Cupe, V| > R

Puisque € > 0 est arbitraire, cela établit lim,_ 4o u(z) = @, uniformément en z.
L’énonceé (2.16) est démontré. On déduit que u est bornée a I'infini.

]



Chapitre 3
Analyse Spectrale de (—A)® avec Nyu =0

3.1 Probléme aux valeurs propres et quotient de Rayleigh

On cherche les couples (), ¢) € R x H§( \ {0} solutions du probléme spectral :

{(—A)Sgo = Ay dans (), (3.1)

Nop=0 dans R"\ Q.

La formulation variationnelle faible est : trouver (), ¢) € R x H§ o\ {0} tel que

As(p,v) = / v(—=A)p +/ v N = M@, v)12(0), Vv e Hpy. (3.2)
Q R™M\Q

—_——
=0

Définition 3.1 (Quotient de Rayleigh fractionnaire). Pour u € H§,\ {0}, le quo-
tient de Rayleigh est :

2
CTLS// (2)| d dy
A (u,u) R2n\ (C9)2 \x — y\"+ s

3.2 Théoréme spectral principal

Remarque 3.1 (Théoréme de Hilbert—Schmidt). Soit H un espace de Hilbert sé-
parable et T': H — H un opérateur compact et auto-adjoint. Alors :

i) T admet une suite de valeurs propres réelles (ui) avec |ug| — 0.

[ u
(ii) Les fonctions propres correspondantes forment une base hilbertienne de Im(7').
(iii) Tu =), pr(u, ex)mey (développement spectral).

Ce résultat s’applique en particulier a tout opérateur résolvant compact auto-adjoint sur
LE(Q) ou sur L*().

Théoréme 3.1 (Théoréme spectral pour (—A)*® avec N;u = 0 [9], Théoréme 3.11).
Le probleme (3.1) admet une suite de valeurs propres :

et une suite de fonctions propres (op)r>1 C Hg o formant une base hilbertienne de L*(Q).
De plus :

o (—A)pr = Mpor dans Q et Nypy, = 0 dans R™ \ Q.

40
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Les restrictions (or|q) forment un systéme orthogonal complet dans L*(2).

A1 = 0 avec fonction propre ¢, = |Q|~Y/? (constante).

A > 0 pour tout k > 2.

<90m7 ka>L2 = 5mk’ el As(@m, ka) = )\k (5mk-

Démonstration. Construction de 'opérateur résolvant sur L3(Q). On pose LZ(Q) :=
{ue L*(Q) : [,uds = 0}. Pour tout f € L(Q2), la condition de compatibilité [, f =0
est satisfaite, donc le Théoréme 2.7 (cas g = 0) fournit un unique u € Hg, avec [, u =0
satisfaisant :

(—A)*u = f dans Q, Nyu =0 dans R"™ \ Q.

On pose Ty f := u (la solution étendue a R™) et T'f := T, f|q. Ainsi T : L3(Q2) — L3(9).
Compacité de 7. On prend v = T f dans la formulation faible (2.2) :

ATSTf) = [ £+ Tof do < 7]l T
Q
Gréce a l'inégalité de Poincaré-Wirtinger (1.13) (applicable car [, Tof = 0) :
Mol Tofl72@) < As(Tof. Tof) < 1flle2l|Tof 2z,

dou || Tofllz2 < A fllze et [Tof]qu(ﬂ) < A(Tof, Tof) < A3 fI22. Donc T est borné de
L%(Q) dans H*(Q2). Par injection compacte H*(Q) < L*(Q), T : L3(Q) — L3(Q) est
compact.

Auto-adjonction de T'. Pour f1, fo € C5°(Q2), on prend v = Tj f5 dans la formulation
faible pour Tof) : As(Tof1,Tof2) = fQ fi - Tofadr = (f1,Tfo)r2. Par symétrie de A, :
(f1,Tfa) = As(Tof1,Tof2) = As(Tof2, Tof1) = (f2, Tf1) = (T f1, f2). Donc T est auto-
adjoint.

Application de la Remarque 3.1. L'opérateur T : LZ(Q2) — L3(f2) est compact et
auto-adjoint. D’aprés la Remarque 3.1, il admet une suite de valeurs propres (p;);>2 avec
|pi| — 0, et les fonctions propres (e;);>2 forment une base hilbertienne orthonormale de
Li(Q) :

Te; = piei, (€, €5)r2(Q) = 0ij-

On pose alors \; 1= u; - et @; := Tpe; pour i > 2. Dans ) :
(—A) i = (=A)*(Toe;) = e; = p; - e = Ai - Toeia = Ay

De plus Nyp; = 0 dans R™ \  par construction.

Stricte positivité des p;. Supposons u; = 0. Alors Te; = 0, i.e. Tye;lq = 0. Par
construction, N;(Tpe;) = 0 dans R\ Q. La formule (1.6) donne alors Tye;(z) = 0 pour
tout x € R™\ Q. Donc Tpe; = 0 dans R”, et (—A)*(Tpe;) = e; = 0 dans Q : contradiction
avec e; # 0. Donc p; # 0 et \; = p; ' est bien défini.

Positivité stricte \; > 0 pour ¢ > 2. On prend ¢; comme fonction test dans sa
propre équation spectrale :

)\i/ o7 dv = / ;- (=A)’p;dx = As(¢i, i) >0,
Q Q
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donc \; > 0. Si A\; = 0 : alors Ag(p;, ;) = 0, et par le Lemme 2.4, @; est constante. Or
@ila € L3(2) force p; = 0 dans €, contredisant e; # 0. Donc \; > 0.

Premiére valeur propre )\, = 0. On vérifie que o; := |Q|~!/2 (constante normalisée
dans L%(Q)) satisfait (—A)*p; = 0 dans Q et NMyp; = 0 dans R™ \ Q. Donc \; = 0 avec
p1 = (072

Orthogonalité de {p;};>;. Le systéme {e; };>9 est orthonormal dans L?(2), et chaque
e; (i > 2) est orthogonal & ¢ = || 71/? car ¢; € L(Q) implique [, e; = 0.

Complétude dans L%*(Q2). Tout v € L*(Q) se décompose en v = v, + 7 avec
Y= {7, 01)201 et ¥ = v — vy € L3(Q). Puisque (e;);>2 est une base de L3(9), ¥
est développable sur (¢;);>2. En ajoutant la contribution de ¢y, la famille (¢;);>1 est une
base hilbertienne de L*(2).

]

3.3 Caractérisation variationnelle et formule de Courant—Fischer [6]:

Théoréme 3.2 (Caractérisation variationnelle [9]). (i) Ay = 0, atteint par les
constantes.

i) Ay = inf  R.(u), atteint .
(i) Ao ueHl;?O\{o} (u), atteint par pq

Jou=0

(iii) Pour k > 2 (formule de Courant-Fischer) :

A= inf  Ry(u)= max min R(u).
ueHg o\{0} VikCHg o ueVi\{0}
ulpr, . pr_1 dim V. =k

Remarque 3.2 (Interprétation de la formule de Courant—Fischer). L’expression

max min Rg(u) se lit comme suit.
VkCHgé)yo uEVk\{O}
dim Vi, =k

Le min intérieur. Pour un sous-espace Vj, C H{ , de dimension k fixé,

min Ry(u)
ueVi\{0}

est la plus petite valeur du quotient de Rayleigh atteignable en restant dans V. Ce
minimum correspond a la "pire direction" de V;, du point de vue de I’énergie fractionnaire
: toute fonction u € Vi non nulle a un quotient au moins aussi grand.

Le max extérieur. On optimise ensuite sur tous les sous-espaces de dimension k : le
choix optimal est V;* = Vect(py, ..., ¢x). Dans cet espace, tout u = 25:1 cjp; verifie

k
AP
%
Zj:l C?

avec égalité en u = ;. Le minimum intérieur vaut donc exactement \g.

Rs(“) = > )\lm

Tout autre sous-espace V) de dimension k contient une direction qui "déborde" sur
Ok+1, P42, - - -, C€ qui abaisse le minimum intérieur en dessous de ;. Le maximum sur
tous les V, est donc bien \., atteint uniquement par V.

3 k
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Reformulation intuitive. La formule de Courant—Fischer dit : Ay est la plus grande
valeur que 'on peut garantir comme "meilleur quotient de Rayleigh" dans un sous-espace
de dimension k. Elle encode le fait que pour forcer R(u) & dépasser A, il faut travailler
dans un espace de dimension strictement supérieure a k.



Chapitre 4
Equation de la Chaleur Non locale

On étudie le probléme d’évolution :

Ou+ (—A)°u = f(x,t), (x,t) € Q x (0,+00),
N = g(z,t), (2,t) € (R"\ Q) x (0, +0c0), (4.1)
u(z,0) = up(x), x €.

4.1 Existence et unicité globale

Théoréme 4.1 (Existence et unicité). Soient ug € L*(Q), f € L2 (0, +o00; L*(Q))

loc

et g € L% (0,+00; L2(R™ \ Q)). Il existe une unique solution faible u de (4.1) avec u €

loc
L% (0, 4-o00; Hé’g) N C([0, +00); L3(£2)).

Démonstration. On introduit 'opérateur A, : Hy, — (Hg )" défini par (Au,v) =
Ag(u,v) + fRn\Q |g| wv. 11 est continu et coercif ((Asu,u) > Ag(u,u) > 0). Le probléme
s’écrit abstraitement u'(t) + Agu(t) = F(t) dans L?(Q).

Par le théoréme de Hille-Yosida (Appendice A.5), — A, est dissipatif et Id + Aj
est surjectif (par Lax-Milgram avec la forme B(u,v) = (u,v)r2 + As(u,v), coercive sur
Hg ). Donc — A, génére un semi-groupe de contractions {S(t)}>o sur L*(Q).

La solution est donnée par la formule de Duhamel :

u(t) = Sy(t)uo + /0 S,(t — 7)F(7) dr. (4.2)

L’unicité est intrinséque au théoréme de Hille—Yosida. O

Remarque 4.1. La représentation spectrale du semi-groupe est : Sq(t)ug = 3725 € (ug, 1) 12 Q-
Le terme k = 1 est constant (car Ay = 0) et correspond a la conservation de la masse.

4.2 Conservation de la masse

Proposition 4.2 (Bilan de masse [9], Proposition 4.1). La solution de (4.1) satisfait

i/udx:/fdat—l—/ gdz. (4.3)
dt Jo Q R\Q

En particulier, si f = 0 et g = 0, la masse totale est conservée : [,u(z,t)dr =
Jo wo(z) dx pour tout t > 0.

Démonstration. Grace a 'hypothése |u;] + [(—A)*u| < K, le théoréme de dérivation sous
le signe intégral de Lebesgue s’applique. On calcule :

%/Qu(l‘,t) dr = @(x,t) de = /Q(f(x,t,u) — (_A)su(x,t)) do.

o Ot
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On applique la formule de divergence non locale (2.3) (Lemme 2.1) a la deuxiéme intégrale

—/(—A)Su dr = Nyudx :/ g(x,t,u)de.
0 Rr\Q RP\Q

En reportant, on obtient (4.3)

—/ xtdx—/fdx—i—/ gdx.
R7\Q

Pour la chaleur homogéne (f =0, g = 0) : le membre droit est nul, donc ¢ — [, u(-,t) dz
est constante. A ¢t = 0, sa valeur est fQ ug dx. O

4.3 Deécroissance de I’énergie

Proposition 4.3 (Décroissance de 1’énergie [9], Proposition 4.2). Pour f =0 et
g =0, en notant E(t) = 3||u(, )||L2(Q)

d
dt

De plus, Uénergie fractionnaire E5(t) = Ag(u(t), u(t)) satisfait :

—BE(t) = = As(u(t), u(t) < 0. (4.4)

:—2/| Su(z,t)* dz < 0. (4.5)

Démonstration. On développe E’(t) directement depuis la définition de 1’énergie. Puisque
u est de classe C'! en t avec les bornes requises, on peut dériver sous le signe intégral :

lu(z,t) — u(y, t)?
dt //Rgn\ Q)2 |ZL' _ y|7’b+28 dx dy
- // 2ul,t) ~ uly ) Oul,t) = duly, b))
R27\(CQ2)2

|[E _ |n+28

A ] ) — o)
Cn s R27\ (C£2)2 |z — y[nt2s

= A (u, du),

n,s

v:@tu

ou on a identifié la double intégrale avec A;(u,dyu). On applique maintenant la formule
d’intégration par parties (2.4) avec v = dyu et la condition NMyu =0 dans R™\  :

Ag(u, Ou) = / O - (—A)’udx —i—/ o - Nyudx .
Q R™\Q

J

v~

=0

= / Ou - (—A)’udz.
Cns

On substitue 1'équation dyu = —(—A)*u (puisque f =0) :

B(t) = = /Q(—(—A)Su) (A ude = — 2 A}(-A)%@,t)f@ <0,

Cn,s

Donc :

Cn,s
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L’égalité a lieu si et seulement si (—A)*u = 0 dans €, ce qui, joint & Nyu = 0, force u a
étre constante par le Lemme 2.4.

Décroissance de la norme L*. On prend v = u dans la formulation faible avec f = g = 0

1d
As(u,u) = / u- (—A)*udr = — / w- Qpudr = — 5 —|Jul|72
o Todt

Q
Puisque Ag(u,u) > 0, on conclut £ HuHL2 <0. O

4.4 Convergence vers la valeur moyenne

Proposition 4.4 (Convergence exponentielle [9], Proposition 4.3). Pour f =0,
g =0 etuye L*), notons m = |Q|~" [, uo. Alors :

u(-,t) — m||%2(9) < e 2ty — mH%Q(Q), Vi >0. (4.6)
En particulier, u(-,t) — m dans L*(Q) quand t — +o00.

Démonstration. Posons m := [Q|™! [ uodz, la valeur moyenne de la condition initiale.
Par la Proposition 4.2, [, u(x,t) dz = [, uodx pour tout ¢ > 0, donc [, (u(z,t) —m)ds =
0.

Définissons A(t) := [, \u z,t) =m|*dz = ||u(-, t) —=m||72q. Puisque A(t) = [ u? dr —

2m [, udr+ ]Q]m = fﬂ u? dz —|Q|m? (par conservation de la masse), on peut différentier
Alt) = 2/ u(z,t) Owu(z,t) de = 2/(u —m) Qwudz.
Q Q
On utilise I'équation dyu = —(—A)*u (puisque f = 0) :

At) = —2 / (1 — m) (—A)uda.
Q
On développe par la formule d’intégration par parties (2.5) (avec Nyu = 0) :

/Q(u —m) (—A)’udr = Ay(u,u —m) = As(u —m,u —m) + Ag(m,u —m).

Mais Ags(m,u — o [ (m=—m) “‘xx y‘nﬁ(su(y)_m)) = (0 car m est constante. Donc :
_ A 2
Al(t) = =2A,(u—m, u—m) = —c 4 // [(u=m)(z) (Tiz m )l dxdy <0.
R2n\(CS |z — y|nt2s

Ainsi A est décroissante. Pour obtenir la décroissance exponentielle, on applique I'inégalité
de Poincaré-Wirtinger (1.13) a la fonction u — m, qui est de moyenne nulle :

As(u—myu—m) > Ay ||lu— m||%2(9) = A\ A(2).
On reporte dans 'expression de A'(t) :
A'(t) = —2A,(u —m,u —m) < —2X A(t).

On applique le lemme de Gronwall différentiel (Appendice A.7) avec ¢ = 2Xy > 0 :
A(t) < e 2t 4(0), ce qui donne, en prenant la racine carrée :

u(- ) = ml| 2@ < €% |ug — m| 20

soit (1.6). La convergence est exponentiellement rapide. O



Chapitre 5
Régularité et Comportement au Bord

5.1 Continuité via la condition de Neumann non locale

Proposition 5.1 (Continuité dans R" via NM,u = 0 [9], Proposition 5.2). Soit
Q C R™ de classe C* et u continue dans 2, avec Nyu =0 dans R™\ Q. Alors u admet un
prolongement continu ¢ R™ tout entier.

Démonstration. On démontre la continuité séparément en tout point de R™\ Q (Partie 1)
et en tout point de 092 (Partie 2).

Partie 1 : Continuité en 2, € R" \ (.

étape 1.1: Représentation intégrale de u hors de ).
Puisque 2y € R™\ Q et R™ \ Q est ouvert, il existe p > 0 tel que B,(zy) C R"\ Q. En
particulier |zg — y| > p pour tout y € Q.

Pour z € R"\ Q, la condition Nyu(x) = 0 s’écrit (définition (1.6)) :

o [ e =0
/|$ |n+25 _Cns/|x_ |n+25 y_o

soit, en factorisant u(x) et en posant D(z) := ¢, [, = y|"+25 et N(x) := cns [ % dy

On développe :

w(z) - D(x) = N(z),  u(r)=

(5.1)
Cette représentation est valide dés que D(x) > 0, ce qui est toujours le cas car §2 est non
vide et y > |z — y|~("*2%) est localement intégrable pour x ¢ Q.

étape 1.2: Construction de la fonction dominante.
Pour x € B,/5(x0) et y € €2, le triangle donne :

p_ P
—yl>lzo—yl=lz—mz| >p=L = £
v =yl 2 Jwo —yl — |z —wol 2 p =5 =3
Pour y € Q avec |y| > R := 4|xo| + 2p, et © € B,s(x), on a :
p Ryl
—yl >yl =zl >yl =zl = E >y == > 2
@ =yl 2 Iyl = 2| 2 Jy| = |wo = 5 2 |yl = 5 =2 =,

oll I'on a utilisé successivement :

o 2] < |z + g (car x € B, s(x0)) ;

p

R R
® [7o| + 3 < 5 car R = 4]xo| + 2p implique 5= 2|zo| + p = |wo| + g (équivalent a

|zo| + g > 0, toujours vrai) ;

47
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R R R/2 1
o 1ol = R (hyporhise). done [y~ 5 > 5 > 0. don M2 > 2 puisque ] > 7 >
R
2-—).
5)
On définit, pour y € R™, la fonction dominante :
lu@) +1 _ o Xa(y) | Xe\Br(Y)
Ty <2 (ull (@) +1) gz T s ) T YW (02)

Justification de la domination. Les deux estimées établies ci-dessus donnent, pour
x € Bya(xo) :

1 2n+25

1
e Siye Bg: |x—y|> 5 donc’ = < (p/2)7 % anﬁs.

1 1 2n+23
1y , donc

< = .
2’ |z — g2 7 (|yl/2)n 2 |y|nrEs

e SiycR"\Bg: |z —y|> =

Dans les deux cas, puisque |u(y)| < ||ul|po@) et 1 < [Jul|po@) + 1:

| ( )| +1 (H ||Loo Q)+1) 2n—+s 2n+28(”UHLoo(Q)+1) (XBR(@/) + XR"\BR(y)) _ w(y)

‘ y‘n+2s — ‘l‘ ‘n+2s — pn+23 ’y‘n+2s

|u(y)] - < t(y) pour tout y € Q et tout x €

En particulier m < Y(y) e W

Bp/2($0)-
Vérifions que ¢ € L'(R") :

[ dy dy
D(y) dy = 2742 (|[ul| oo 0y + 1 / +/ —}
Rn ( (H HL ) |/ Bg pr2s R™\Bg |y‘”+2s

__ on+2s _ | ’BR‘ e —(n+2s)  ,.n—1
=2 <||u||Loo(Q)+1) s T Wn r " dr
P R

r W, R" +o0
= 2" (J|ul| poo @) + 1) o +wn/R poio dr]
[ w, R"

= 2" (J|ul| poo (@) + 1) np"+25

LY

= R } < +o00.
Le premier terme est fini car R et p sont fixés. Le second converge car 2s > 0. Donc
Y e LY(R™).

étape 1.3: Application du théoréme de convergence dominée.

Pour x — z¢ avec x € B,s(xo), le noyau y — u(y)/|z — y|"*** converge ponctuellement
vers y — u(y)/|ro — y["™* pour tout y € Q. On a la domination |u(y)/|z — y|"T?¢| <
YP(y) € L*(R™). Par le théoréme de Lebesgue :

—C”S/|I— |n+25 T—20 /|:1:0— |n+25 y_N(ﬁo)

De méme, en remplagant u(y) par 1 :

dy
Ch.s > D(xg) > 0.
7 /Q |ZL‘ y|n+2s T—To ( O)
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Donc, par continuité du quotient :

() = N(z) N(zo)
D(x) z—z0 D(z9)

La continuité en xo € R™ \  est établie.

Partie 2 : Continuité au point p € 0f).

étape 2.1: Réduction a la différence u(py) — u(qy)-

Soit (pk)k>1 une suite quelconque avec pp — p € 92 Pour chaque k, notons g la pro-

jection de py sur Q. Noter que |pr — qx| = inf |pr — &| < |pxr — p|. Par définition de la
£eq)

projection et 'inégalité triangulaire :

k—o0

\a — p| < g — p| + |px — 2| < |px — | + P& — p| = 2|px, — p| — 0.

Donc ¢; — p dans €, et par continuité de u sur Q :

k—o0

u(qe) — u(p).
Il suffit donc de montrer que :
u(pe) — u(ge) 2= 0. (5.3)

Si pr € Q, on a py, = q et la différence est nulle. On traite donc le cas p, € R™\ Q.

Etape 2.2: Mise a ’échelle et changement de variables.
Posons hy, := |pr — qi| > 0. En utilisant la représentation (5.1) en py et g :

u(y) — u(gr)
|pk: _ |n+25
u —u =
(Pr) (qx) / dy
Pk =yl 2
On sépare I'intégrale au numeérateur selon la taille de |y — gx| :
Cn,s/ u(y) —u(j_]:) dy Cn,s/ u(y) _u<f§) dy
QNB, |pk — y|nres B |pk — y[rtes
u(pr) — ulqe) = +
\ / ‘pk ‘n+25 / |pk ‘n+25
::I{k) ::Iék)

étape 2.3: Controle de [ (regzon proche).

Puisque u est uniformément continue sur le compact €, on dispose du module de continuité
w: Ry — Ry avec w(d) — 0 quand 6 — 0, vérifiant |u(y) — u(qr)| < w(ly — qx|) pour
y € Q. Pour y € QN B —(qr), on a |y — g < v/hy, donc :

lu(y) — u(g)| < w(v/h).
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En factorisant w(y/hy) au numérateur et en simplifiant avec D(pg) > 0 :

Cn,s T TS

Cn,s T .i9<
o [pw —y| e

(Le rapport d’intégrales est au plus 1.) Puisque hy — 0, on conclut |Il(k)| < w(vhg) — 0.

1] < w(v/w) - < w(v/hy).

étape 2.4: Controle de I(k) (région lointaine).

Sous-étape 2.4.1 : Majoration initiale de I, *),

On commence par majorer 12( )
u(y) —u
[ W) —ulw)
N\B () Pk =Yl
fi=s
Q |pk _ y|n+23
/ u(y) — ulai)|
0By (ax) ka—y|”+25
<
/ ‘pk ‘n+2s
2||u|| oo
/ || HL n+25 dy
OB, /-(ar) ‘pk ?J‘

< ;
/ |plc |n+25

car |u(y) — u(qr)| < |u(y)] + |u(gr)| < 2[Jul|ze@

1137] =

Sous-étape 2.4.2 : Changement de variables.

On effectue le changement de variables n = h,;le(y — qx), ou hy = |pr — qx| et Ry est
un mouvement rigide tel que Ryqr, = 0 et Rypvy, = e, avec v := (pr, — qx)/hx la normale
extérieure unitaire.

Le jacobien de cette transformation est dy = h} dn.

Transformation de |px, — y| :

Pk — Yl = [pe — Ry ']
= |Ri(pr — bR ')

= |Rkpr — hen)|
= hi|hy, Repr — )
- hk|6n - 7]’7

ol on a utilisé que h,;lepk = h;le(pk — qx) = Ry = e,.

DOI]C |pk _ y|n+25 — hZ+28‘€TL o 77|n+28'

Sous-étape 2.4.3 : Transformation des intégrales.
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Pour l'intégrale au numérateur :

/ dy B / hydn
B (a0 [Pe = Y™ i m @B a) e A
dny

— hk2s/ el i—
B RAO\B () |En — 1"

Transformation de l'ensemble hy " Rp(Q\ B p-(qx))

N

Puisque Rrgr =0, on a :

hy'ReB i (ae) = hy ' Ri{y = |y — qi| < v/hu}
= {77 : \h,:ley — hllequ < h,;l\/ hk}
= {n:ln—0] < "%}
Donc hllek(Q \ Bm(qk» = Qk \ Bl/ hr ou Qk = hllek(Q — Qk)

De méme pour le dénominateur :
/ dy — h2s/ dn
O |pk _ y|n+25 k % |en _ n|n+2s

dn

Qk\Bl/m ’en - n‘n+2s

fua
973 |6n - n‘n+2$

Sous-étape 2.4.4 : Minoration de |e, — 7| pour 1 € Q4 \ By, /5

Par conséquent :

1IP] < 2)ju po gy -

Soit n € . \ By, a;- Par définition, |n| > ﬁ
1 1
Pour k suffisamment grand tel que h; < 15, on a = > 4.

Par I'inégalité triangulaire inversée :
len —nl = [0l = len| = [n] = 1.

Pour|77|2\/+lfk>4,ona:

1 1-—
-1z 1=V
Vhi Vhi
Pourhk<1—16,0na\/h_k<%,doncl—\/h_k>%,et:
1—\/h_k> 3 :§h71/2
Vhe T ARy 4TF

1/4

1/2

Comme hy, < 1,ona h, '~ > h, """, donc pour k grand :

len, — | > h,;l/4.

o1

(5.4)
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Décomposition de la puissance :
e = 0" = fen =™ -fen =l > len —nl™* - 1y

Par conséquent :

s/4
1 h!
len — 77|"+25 B |en — n|mts

pour n € O \ Bl/\/ﬂ (55)

Sous-étape 2.4.5 : Application de la majoration.

En utilisant (5.5) :
d hs/4
/ nn+2s S/ - n+s d??
Q [l Q e — )

W\By, /ry K\By, /iy
s d
Qp |6TL - n’n s
En substituant dans (5.4) :
s d
h,f/ —nnﬁ
Qp |€n - 77|
L
Qk |e7l - 77|n+25
Lo
Qp |€TL - 77’”+s

=
Qp |€n - T]|n+28

Sous-étape 2.4.6 : Convergence des domaines et des intégrales.

k
115P] < 2)ju ooy -

s/4
= 20" Lo ) -

Puisque € a une frontiére C! et g, — p € 95, aprés rotation et dilatation, le domaine
converge localement vers le demi-espace :

Qp — I :={n, <0} quand k — oo.

Par le théoréeme de convergence dominée :

. dn / dn
im = ,
k=00 Jo, en — n|™te 1 |en — n|"te

. dn / dn
1m = .
k—oo Jo, |en — n|mt2s 1 |en — n|nts

Ces deux intégrales sont finies (car s > 0 et 2s > 0), donc le rapport converge :

Lot [
i 2% |en — | ts 1 |en —n|"te

k_m/ an = / n =:(C < o0.
Qu en — 77|n+28 1 |en — nfmt2s
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Sous-étape 2.4.7 : Conclusion.
Pour k assez grand, le rapport est borné par 2C, donc :

k s
1157] < 4CH ull (o).

Puisque hy = |pr — qx| — 0 quand k& — oo :
k—o00

1159 < 4Ch) ||| oo () =2 0. (5.6)

étape 2.5: Conclusion.
En combinant les étapes 2.3 et 2.4 :

u(pr) — u(ge)] < |1 + 11| < w(v/he) + C by 2225 0.

Donc u(pg) = u(qr) + (w(pr) — u(gr)) = u(p) + 0 = u(p). La continuité en tout p € 92
est établie.

]

Proposition 5.2 (Comportement de N,u au bord [9], Proposition 5.4). Soit
Q C R" de classe C* et u € C(R"). Alors :

lim N,u(z) = 0. (5.7)
z—00
z€R™\Q

De plus, si s > 1/2 et u € CH*(R") pour o € (0,25 — 1) :

li 2z +ev)

e—0t IS

=k oyu(z), Ve, (5.8)
ou k > 0 est une constante universelle, et v est le vecteur normale extérieur.

Démonstration. Partie A : Preuve de Jiv/'su — 0 sur 0f).

étape A.1: Construction de lextension v via Nyv = 0.
On applique le Corollaire 5.3 de [9] & vy := u|g € C(Q) : il existe v € C(R") tel que v =u
dans Q et M,v(z) = 0 pour tout x € R™ \ . Explicitement, v est donné par la formule

d’extension :
U
/ <y2L+2$ dy
Q ]x - ?J’
=
Q |[E _ y|n+23

étape A.2: Caleul algébrique de Nyu(z).
Pour x € R™\ Q, rappelons que l'opérateur de Neumann renormalisé est :

v(x) = r€R"\ Q. (5.9)

) =Gy

dy
wso(x) = cnys/ — > 0.
Q |.I _ y|n+28
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Puisque NM,v(z) = 0, on écrit :

Noul) = Nyu(x) — Nyv(x)

ws.q()
[ LD =0 =t
_ e |z — y["+2s
ws o)
[ LD =)
— o ] s . (5.10)
ws ()

Or, par construction, v(y) = u(y) pour tout y € €2, donc u(y) — v(y) = 0 dans I'intégrale.
On obtient :

(u(z) - v(2)) e / %
)

Neulw) = wsa(z
_ (u(z) —v(x)) wso(r)
ws.0(x)
=u(z) —v(x). (5.11)

étape A.3: Passage a la limite.
Pourx - pedQ, z e R*"\ Q:

T—p

Nou(z) = u(z) — v(z) = u(p) — v(p) =0,

car u et v sont continues dans R™ (par la Proposition 5.1 appliquée & v, et par hypothése
pour u), et v(p) = u(p) (par continuité de v = u sur ). Ceci établit (5.7).
Partie B : Preuve de la formule de dérivée normale (5.8).

étape B.1: Mise en place.

On peut supposer, sans perte de généralité, que z = 0 € 9 et que v = v(0) = e, est la
normale extérieure a 92 en 0. On doit calculer :

lim Ns—u(aen) .

e—0t+ €

En utilisant (5.11) et Au(0) =0 :

= . (5.12)

étape B.2: Développement de v(ee,) par changement de variables.
En utilisant la formule (5.9) pour v(ce,) et le changement de variables n = y/e (d’ou
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dy = e™dn et |ee, — y[" T = "% e, — 77]”+2S) :

/166 —y|"+25
.) =

Q |5€n - y‘n+2s

u(en)
" d
€ /;Q €n+2s|€n _ n’n+2s n
fon e
en
10 €n+25|6n _ n|n+25
[ e,
B 1a |en - 77|n+25

(=
e |en - 77‘”+28

/ u(eey) dn
10 |€n - 77|n+25

u(eey,) = in ,
/iQ |€n - 77!””8

car le facteur u(ee,), constant en 7, sort de I'intégrale. En soustrayant :

[ wcen) vt
n+2s d
%Q |€n_77|

v(ee,) = a
/;Q |en - 77|n+23

étape B.3: Développement de Taylor de u(ee,) — u(en).

86

De méme, u(ee,,) peut s’écrire :

u(ee,) —

Puisque u € C1*(R"), le développement de Taylor au premier ordre donne :
u(ee,) — u(en) = Vu(ee,) - (e, —n) + R(e,n),

ol le reste vérifie :

R, )| < llullroleen —en™ =™ |lullcralen —nl'*.

En divisant par € et en substituant dans (5.12)7(5.14) :

Vu(ee,) —n) p / R(e,n)/e
n

u(ee,) — v(ee,) 1 len — 7)|”+28 Lo |en — m|nt2s

+
€ / dn / dn
10 |€n - 77|n+28 1a |en - 77|n+28

J/ N J/
-~ -~

=:J1(E) ::JQ(E)

étape B.4: Limite de Jy(e).

%)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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On décompose Vu(ce,) - (e, —n) = > diu(eey,)(en, — n);. Par symétrie sphérique du
noyau |e,, — 7}\_(””5) par rapport aux n — 1 premiéres coordonnées :

Ua .
/Hmdnzo, Z:].,...,n—l

(intégrale nulle par parité en 7; sur le demi-espace IT = {n,, < 0}). Donc seule la compo-
sante ¢ = n contribue :

.
_ n+25
Ji(e) — =20 [en 77| =: k0,u(0),

/ |€ _ /’7|7’L+28

oll on a utilisé éQ — IT quand € — 0 (car 0 € 9Q, v = e, et Q est C1), et la convergence
dominée pour le passage a la limite sous I'intégrale (s > 1/2 assure 'intégrabilité du noyau

(1 =m)/len — 77|n+2s sur H)'
1—n,
/Ien !”*25 an

La constante k est :
/ ’6 _ n‘n+2s

avec les deux intégrales finies dés que s > 1/2.

> 0, (5.16)

étape B.5: Controle du reste Jy(e).
En utilisant |R(e,n)| < e'7||ul|crale, — n T :

/ len — '+ dn
e |en — m|mt2s
dn
/iQ |en — m|™T2s
dn
/iQ |€n — n|n+25—1—a

foi
1q |€n - 77|n+28

La condition @ > 0 et a < 2s — 1 assure que 'exposant n + 2s — 1 — « est strictement
supérieur a n (intégrabilité en 0) et que le rapport des intégrales reste borné quand € — 0.
On conclut :

| Ja(e)] < e[lullgra -

= &ullcre -

| Ja(e)] < C e 255 0,

étape B.6: Conclusion.
En combinant les étapes B.4 et B.5 dans (5.15) :

% = Ji(e) + Jae) = w0,u(0) +0 = rdu(x),

ce qui est exactement (5.8).
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Proposition 5.3 (Limite s — 1~ de N, [9], Proposition 5.1). Soient u,v € CZ(R").
Alors :

lim Nou - vde = / dyu-vdo. (5.17)
RM\Q o0

s—1—

Ainsi, Ny converge vers la dérivée normale classique 0, quand s — 17,

Démonstration. étape 1: Reformulation par la formule d’intégration par parties.

Par la formule d’intégration par parties non locale (Théoréme 2.2), appliquée a (u,v) €
H X< HE

/ v (=AY udr + / v Nsude = Ag(u,v). (5.18)
Q RP\Q
On réécrit :
Nou-vdr = As(u,v) — / v(=A)udr. (5.19)
R7\Q Q

Il s’agit de montrer que le membre droit converge vers fBQ d,u-vdo quand s — 17.
étape 2: Limite de Ag(u,v) quand s — 17.
Par définition de A, (équation (1.8)) :

—u(y)(v(z) —vly)) dy
R27\ (C£2)2 |z — y|n+2s '

Puisque u,v € C2(R™) ont un support compact dans €, pour s proche de 1 les contri-
butions de l'extérieur sont négligeables (le support de u et v est loin du bord). On a
I’approximation :

SO 0D 4y g ooy,

R2n |=T — gyt

Par polarisation de I'identité BBM (Théoréme 9.1), rappelons que :

Wn—1

Ik
lim ( // Ju(z) = uly)" dx dy = K, \Vul?dz, K, =
sal— R2n ‘iL‘ - y\"“s R~ n

En appliquant cela & v + v, u — v, puis en soustrayant (identité du parallélogramme) :

lim (1 — s) //R (u(x) = v@) @) =vW) 40— k. [ u.Voas.

|z —y|"t R

Or, le développement asymptotique de ¢, ¢ (voir [8], Corollaire 4.2) donne :

4T (n/2+5s) 2(1 —s)7!
/2T (1 — s) Wno1/n

(s = 17), (5.20)

c’est-a-dire ¢, (1 — s) = 2/K,, = 2n/wn_1. En substituant :
. T Cns ))(U(l‘) _U(y))
Sli)r{l_ AS (u, U) N 8141)1,{1_ 1 — S /\/IRZTL ’n+23 dl’ dy
1

:E-Kn RnVu-Vvdx

= / Vu-Vudz. (5.21)
Q



58 CHAPITRE 5. REGULARITE ET COMPORTEMENT AU BORD

étape 3: Limite de [,v(—A)*udz quand s — 17.
Par la Proposition 4.4 de [8], pour u € CZ(R") :

(—=A)’u(x) =2, —Au(x), uniformément en x € R".

(La convergence est uniforme car u a un support compact et (—A)%u est borné uni-
formément en s par ||ul/c2.) Par le théoréme de convergence dominée (avec dominante
[l (=A)*u = [ollt | Aull <)

/Qv(—A)sudx i>/QU(—Au) dr = —/QvAudx. (5.22)

étape 4: Assemblage et formule de Green classique.
En substituant (5.21) et (5.22) dans (5.19) :

lim Nou-vder = lim Ay(u,v) — lim | v(=A)*udx
s—1— R\ s—1~ s—17 Jo
:/Vu-Vvdx— <—/vAudx)
Q Q
:/Vu-Vvdx+/vAudx. (5.23)
Q Q

Or, la formule de Green classique pour —A donne :

/Vu-Vvdx:—/vAuda:+/ v@da. (5.24)
Q Q oo OV

En substituant (5.24) dans (5.23) :

0
lim Nou-vdr = (—/UAU—I—/ U&,uda)—i—/vAuda::/ v—uda.
s—=17 Jre\Q Q o0 Q a0 O

Ceci établit (5.17) et conclut la démonstration.



Chapitre 6

Etudes complémentaires

6.1 Probléme Surdéterminé

Dans la théorie classique, il est bien connu que les conditions de Dirichlet et de Neumann
ne peuvent pas étre prescrites simultanément pour un probléme elliptique non trivial
(probléme surdéterminé). On étudie ici 'analogue non local : peut-on imposer a la fois
w(z) = 0 dans R™ \ Q et N,u(z) = 1 dans R™ \ Q pour une fonction continue ?

Rappelons l'opérateur de Neumann renormalisé (Définition 1.3) :
_ Nou(z)

~ dy =
./\/’SUI - y  Ws ol :Cns/—7 reR"\ Q.
D= ey P T oy '

Théoréme 6.1 (Absence de solution continue au probléme surdéterminé [9],
Théoréme 6.1). Soit Q@ C R™ borné lipschitzien. Il n’existe aucune fonction u € C(R™)
satisfarsant simultanément :

u(z) =0 pour tout v € R"™ \ ,
{ @ =0 s \ o

./\Nfsu(x) =1 pour tout x € R™\ Q.

Remarque 6.1. La fonction u = xgq (indicatrice de Q) satisfait les deux conditions
de (6.1), mais elle est discontinue sur JS). Le théoréme affirme que la continuité est une
contrainte incompatible avec ces deux prescriptions.

Ce résultat est 'analogue non local du fait classique suivant : pour l'opérateur de
Neumann ordinaire, la condition d,u = ¢ sur 092 avec u = 0 sur Jf) force ¢ = 0 (par la
formule de Green). La situation non locale est plus riche car la condition Nou = 1 est
prescrite non pas sur 9§ mais sur R” \  tout entier.

6.2 Comparaison avec les Travaux Antérieurs

Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature pour définir des conditions de
type Neumann pour le laplacien fractionnaire (—A)® ou des opérateurs non locaux ap-
parentés. Cette section présente ces approches et les compare avec la condition noyau
singulier.

29



60 CHAPITRE 6. ETUDES COMPLEMENTAIRES
Table 6.1: Comparaison des différentes conditions de Neumann non locales.
Approche Opérateur / Idée  Avantages Limites
DRV Ny = gsur R*\ Q; Structure variation- Condition sur tout
19] (—A)® non modifie ~ nelle ; probléme R"\ )
nonhomogéne pos-
sible ; conservation
de masse
Laplacien Cnys o w@—ulw) gy, . Naturel pour les Opérateur dépend

frac. régional

1]

lz—y[n+2s
processus  censuré
(sauts confinés dans

Q)

processus confinés

de Q2 ; pas de condi-
tion nonhomogeéne

Réflexion déter-
ministe

13l

Particule proje-
tée/réfléchie sur OS2 ;
solutions de viscosité

Interprétation pro-
babiliste directe

Pas de structure
variationnelle ; ré-
gularité de 2 re-
quise

Grandes solu-
tions (Grubb)
[12]

O, (u/d*™1) = g sur
0} ; solutions non
bornées prés de 0f2

Cadre pseudodiffé-

rentiel précis

Solutions non bor-
nées ; cadre tech-
nique complexe

Laplacien
tral
[17]

spec-

Défini via les fonc-

tions  propres de
—ANew ; Stinga—
Volzone

Lié a la demi-
espace exten-
sion (Caffarelli-

Silvestre)

Opérateur intrin-
séque a () ; non in-
variant par trans-
lation




partie 111

Noyau Régulier

61



Chapitre 7

Valeurs Propres de Neumann pour I’Opérateur a Noyau
J

Dans cette partie, nous suivons fidélement la Section 2.2 de [16]. L'opérateur L, est
borné sur L?(2), ce qui simplifie considérablement 1’analyse par rapport au cadre noyau
singulier, mais réduit la portée des interactions.

7.1 Formule d’intégration par parties et structure variationnelle

Lemme 7.1 (Formule d’intégration par parties pour L; [16]). Pour tout u,v :
R™ — R mesurables :

—/vLJudx+/ v Nyude = ay(u,v). (7.1)
Q R™\Q
En particulier, si Nyu =0 dans R" \ § :
—/vLJudx = ay(u,v). (7.2)
Q

Démonstration. En substituant la définition (1.15) et en appliquant Fubini :

/( ) Lyu(x dx_//m v — ) (u(@) — u(y))o(z) dy d.

Par échange x <+ y (licite car J(x—y) = J(y—=x) et 'intégrale est absolument convergente
par compacité de €2 et bornitude de J) :

- //m J(x = y)(uly) — u(z))v(y) dy dx.

En moyennant les deux expressions :
1
- [otmde =5 [[ I - p)ute) - ue) o) - vw) dedy = as(u,v).
Q QxQ

C’est (7.2) lorsque NJu = 0. Pour 1e cas général, on ajoute le terme [\, v(z)Nju(z) dz
: en développant Nyu(z) = [, J( u(z) —u(y)) dy et en procédant de méme (échange
T <> Yy, moyennage), on retrouve le terme de bord + fRn\Q v Nju qui donne (7.1). O

Remarque 7.1. On souligne le paralléle exact entre les deux formules d’intégration par
parties :

(noyau singulier) (noyau régulier)

Jou( u+fRn\QUNu Ag(u,v) —vaLJu+fRn\QvNJu:aJ(u,v)
A, sur R?"\ (CQ)? ay sur 2 x ) uniquement

Noyau non intégrable (singulier) Noyau € L, a support compact
A, non borné sur L? Ly borné, || L;|| < 2||J]| 1

62



7.2. VALEUR PROPRE TRIVIALE p; = 0 ET CONSERVATION DE MASSE 63

La restriction de ay a 2 x € est une conséquence directe du support compact de J.

7.2 Valeur propre triviale 5; = 0 et conservation de masse

Comme pour (—A)*%, la premiére valeur propre de —L; avec Nju = 0 est nulle : les
constantes vérifient L ;(const) = 0.

Proposition 7.2 (Conservation de masse [16], Proposition 2.13). Pour tout ug €
LY (), lVunique solution u de [’équation d’évolution

u(z,0) = up(x), x € (), (7.3)

{@u(x,t) = Lyu(x,t), x€Q, t>0,
conserve la masse totale : [, u(z,t)de = [ ugdz pour tout t > 0.

Démonstration. On intégre ’équation d’évolution sur 2. Pour toute solution classique, on
peut différentier sous le signe intégral :

(jt u(x,t) dx—/@tua: t) dx—// z —y)(u(y,t) — u(z,t)) dy dz.

On sépare en deux termes :

:/Q/QJ(x—y)u(y,t)dydx—/Q/QJ(:c—y)u(x,t)dydx.

On applique Fubini au premier terme (licite car J € L' et u bornée) :

/Q/QJ(I—?J)U(?J,t) dydx:/ﬂu(y,t)/gj(x—y) dg;dy:/ﬂu(y,t> Ao (y) dy,

ol AQ = [oJ(x —y)dz = [, J(y — x)dx (symétrie de J). Le second terme s’écrit
fQ x,t) AQ (x) dz. Ces deux expressions sont égales (changement de nom y — x dans la

premlere) Donc :
d
—/U(I7t)d$:/uAQ_/UAQ:O.
dt Jq Q Q

La fonction t — [, u(z,t) dz est constante ; & t = 0 elle vaut [, uo(z) dz.
Preuve alternative par antisymélrie. La double intégrale s’écrit :

/ /Q J(x = y)(u(y,t) — u(z, 1)) dy dz.

En échangeant les roles de z et y (le domaine 2 x(2 étant symétrique et J(x—y) = J(y—x))

/ . J(y —x)(u(z,t) —u(y,t)) dedy = — / . J(x —y)(uly,t) — u(z,t)) dy dz.

La double intégrale est donc égale & son opposée, d’ou elle est nulle. O



64CHAPITRE 7. VALEURS PROPRES DE NEUMANN POUR L’'OPERATEUR A NOYAU J

Proposition 7.3 (Solutions stationnaires [16], Proposition 2.14). Toute solution
stationnaire de l’équation d’évolution de Neumann (7.3) est constante dans 2. De plus,
puisque la masse totale est conservée (Proposition 7.2), Uunique solution stationnaire
ayant la méme masse que ugy est :

1,
o = — [ up(x)dz.
al Jy ")

Démonstration. Equation stationnaire. Une solution stationnaire est une fonction ¢ :
2 — R indépendante du temps, vérifiant 0;u = 0. Elle satisfait donc :

0= [ Je-p)(el) - pl@) dy, Vaen (74)

Etape 1 : Régularité de ¢. On réécrit (7.4) en séparant les deux termes :

o) / J(x—y)dy = / J(x — ) oly) dy,

soit, en posant A(z) := [, J(z —y) dy,

Ax) o) = / Iz — ) oly) dy.

Le membre de droite est une convolution de ¢ € L?(Q) avec le noyau continu .J. Puisque J
est continu et & support compact, ce produit de convolution définit une fonction continue
sur €. La fonction A(z) estégalement continue et strictement positive (car J(0) > 0 et J
est continu). On conclut que ¢ est une fonction continue sur .

Etape 2 : Introduction du maximum. Puisque ¢ est continue sur le compact Q,
elle y atteint son maximum. On pose :

et on définit ’ensemble des points ol ce maximum est atteint :
A= {zeQ:p(x)=K}.

L’ensemble A est non vide (le maximum est atteint) et fermé dans Q (image réciproque
du fermé {K'} par la fonction continue ¢).

Etape 3 : A est ouvert dans Q. Soit 2y € A, cest-a-dire ¢(z¢) = K. On évalue
I'équation stationnaire (7.4) en z :

0 = / T(z0 — ) (0(y) — o(z0)) dy = / J(xo - y)(oy) — K) dy.

Or, par définition de K comme maximum, on a ¢(y) — K < 0 pour tout y € €, et le
noyau satisfait J > 0. L’intégrale d’une fonction négative ou nulle vaut zéro, ce qui force
lintégrande a étre nulle presque partout :

J(xo—y) (p(y) —K) =0 pp.ye
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Par hypothése sur J, il existe d > 0 tel que B(0,d) C supp(J), c’est-a-dire J(xg —y) > 0
pour tout y € B(zo,d). La condition ci-dessus force alors :

oly) =K YyeQn B(xg,d).
Ainsi QN B(xzg,d) C A, ce qui prouve que A est ouvert dans (2.

Etape 4 : Conclusion par connexité. On a établi que A C § vérifie simultanément

e A est non vide,
o A est fermé dans (2,
o A est ouvert dans 2.

Or ) est un domaine connexe. Le seul sous-ensemble de (2 a la fois ouvert, fermé et non
vide est €2 tout entier. Donc :

A=Q,
ce qui signifie exactement que ¢(x) = K pour tout x € 2 : ¢ est constante sur .

Etape 5 : Détermination de la constante par conservation de masse. La
Proposition 7.2 établit que la masse totale est conservée :

/u(x,t) dr = / up(x) de, Vit > 0.
Q Q

La solution stationnaire ¢ = K doit vérifier la méme contrainte de masse. En intégrant

sur 2 :
/Qgp(x) d:c:/ﬂuo(x) dzx,

/QKd:z::/Quo(x)dx,

K -|Q| = / uo(x) dx.
Q
D’ou la valeur explicite de la constante :
K= 2 / (z)d
p = = — Up\T ) azx.
2 Jo

L’unicité découle du fait que cette constante est entiérement déterminée par la donnée
initiale ug. O
7.3 Premiére valeur propre non triviale 3,

Définition 7.1 (Premiére valeur propre non triviale de Neumann [16], Sec-
tion 2.2). La premiére valeur propre non triviale est :

3 /[ e — @) dpds
Ba(J, Q) ;= inf - :

e JRERE
u#0 Q
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Le probléme aux valeurs propres correspondant est :

[ﬁ@—wwuwww»w:mw@,xen (7.6)

Remarque 7.2. La notation (s (et non ;) refléte la numérotation correcte : 31 = 0 est la
premiére valeur propre (triviale), et B2 > 0 est la premiére valeur propre non triviale. Dans
la littérature de noyau régulier [16], cette quantité est parfois notée (; (premiére valeur
propre de la partie non triviale). Nous adoptons ici la convention spectrale cohérente avec
le cadre noyau singulier.

Proposition 7.4 (Positivité de 5, [16], Proposition 2.11). La quantité B2(J, ) est
strictement positive.

Démonstration. 1l est claire que 53 > 0 (le numérateur et le dénominateur sont tous deux
non négatifs). On veut établir que Sy > 0.

Construction de Iopérateur T. Posons H = L?(2) et définissons 1'opérateur sy-
métrique T : H — H par:

Twuw:LJu—ww@wmwnsz@mw—&w@,xem

ou A(z) = [, J(x —y)dy et Syu(z) = [, J(z — y)u(y) dy. Lasymétrie de T sur H

résulte de I'échange = <> y et de la symétrie de J : (Tu,v) 2 = fo2 —y)(u(z) —

u(y))(v(x) = v(y)) de dy = (u, Tv) 2.
Expression de ;. La premiére valeur propre non triviale s’écrit :

(Tu,u) 2 %// J(z — y)(u(x) — u(y))* dv dy
Rlnibat Rl AR inf Q2 '

2= et e Tl
UEHL;{Q%UZO U 72 uEHl,Li%uz() /uz de
Q

On a clairement 35 > 0. Montrons que 3, > 0.

Raisonnement par 1’absurde. Supposons 8, = 0. Puisque S est compact (noyau
J € L™ a support compact sur © borné : S; est de Hilbert-Schmidt), 7" = A(:) — S,
est la somme d’un opérateur de multiplication borné et d’un opérateur compact. Par
I'alternative de Fredholm appliquée a T'sur H = L*(Q), 'hypothése 35 = 0 implique qu'’il
existe u € H, u # 0, avec [,u = 0et T(u) = 0.

Contradiction. On calcule :

0= (T, u) 20 //QQ - y)(u(z) — u(y))? dz dy.

Puisque J > 0 et (u(x) — u(y))? > 0, Vintégrande est partout non-négative. Pour qu’elle
soit nulle p.p., il faut u(x) = u(y) pour p.p. x,y € Q avec |z —y| < ry (la ou J > 0).

Vu que Q est connexe et ry > 0, un argument de connexité (chemin reliant deux
points de 2, découpé en pas de longueur < r() entraine que u est constante dans 2. Mais
la contrainte fQ u = 0 impose alors u = 0, ce qui contredit v Z 0. D’ou [y > 0. n

Lemme 7.5 (Borne supérieure pour (3, [16], Lemme 2.12). On a [’estimation :

B2(J,82) < mm/ J(z—vy (7.7)

e
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Démonstration. Posons A(x fﬂ x—y) dy. La fonction A est continue sur le compact
), donc le théoréme des Valeurs extréemes Weierstrass garantit 1’existence d’un point xg,
elle y atteint son minimum : il existe z, € (et méme xy € Q) car le bord n’est pas atteint
généralement) tel que A(xg) = mingcq A(x).

Construction de la fonction test. Pour £ > 0 assez petit (de sorte que les boules
restent dans ), on prend deux boules disjointes Bf = B(x;.,e) C §, ¢ = 1,2, avec
T1e, o — o quand € — 07, On pose :

ue = xps — Xps € L*(Q).

Puisque |Bi| = |Bj| = |B(0,¢)], on a [,u. = 0, donc u. € L() et est admissible
dans (7.5).

Calcul du quotient de Rayleigh. On développe le numérateur. Vu que u? = XB: +
XBs et uc(7)uc(y) vaut +1 si 2,y sont dans la méme boule, —1 s’ils sont dans des boules
différentes, 0 sinon :

L g = ) wety) — wew)? dwdy = [ A@p@yde - [ I - pue(e)uly) dedy
2 Q QxQ

=: Nf — N5.
Le dénominateur vaut [, u?dz = 2|B(0,¢)|. Donc :

N — N5

%= 5B

Passage a la limite ¢ — 0. Pour N} : [, A(z)uZdx = fBE r)dr + fBS A(z) dz.
Par continuité de A et le fait que ;. — x :

ng :fBi:A_{—fBSA E*)O\ A(xo)—i-A(:UO):A(x)
2|B(0,¢)| 2|B(0,¢)] 2 0/

Pour N§ : vu que les boules B} et Bj sont disjointes et leur diameétre 2¢ — 0, la dis-
tance entre elles tend vers 0 aussi ; mais le terme [[,. .. J(z —y)dzdy < J(0) - |Bj|-

ixBj5
| B5| /dist™"2*... Plus précisément :

N5 _ 2 mem S —w)drdy ) | BO, <) 2

2(B(0,¢)| = 21B(0,2)] S TR0 [ 7]l 2| B(0, )| — 0.

En combinant : By < lim._,o(N{ — N5)/(2|B(0,¢)]) = A(zp) — 0 = min,q A(z). O

7.4 Bornitude de L; sur L*()

Proposition 7.6 (Bornitude de L;). Soit J : R" — R tel que J € L'(R"), J symé-
trique. L’opérateur Ly : L*() — L*(Q) défini par

Lyu(z) = / J(z — y)(uly) — u(z)) dy

est borné et satisfait :
| Lsllzz@) < 2|12 @ny-
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Démonstration. Décomposition de L ;. On réécrit L; comme différence de deux opéra-
teurs :

Lu(e) = [ I =) ulo)dy - ( =) dy) u(w) = Syu(z) — A@@)u(z),  (78)

Syu(z) A(z)

ot S est 'opérateur de convolution tronqué a €2 et My est 'opérateur de multiplication
par A(z). Par I'inégalité triangulaire dans L?(f2) :

I Lyullrz@) < 1S5ullz2@) + IA() ull 22 (- (7.9)
Il suffit donc de borner chacun des deux termes du membre de droite.

Etape 1 : Borne ponctuelle sur A(z).
Puisque J > 0et Q C R", on a :

Aw) = [ Je=gdy< [ 3Gz = T,

Donc pour tout x € Q :
A(2) < )15 (7.10)

Etape 2 : Borne sur ||Mul|2()-
En utilisant la borne (7.10) et la définition de la norme L? :

JAC) ulZagq = / A()? Ju(z)? de

< Al [ @) do
< N1z el Zeg)-
En extrayant la racine carrée :

1AC) ullz2) < o |ullz2e)- (7.11)

Etape 3 : Borne sur |Ssul|z2(q) par Cauchy—Schwarz et Fubini.

Pour tout = € €, on factorise J(z —y) = J(x — y)/% - J(x — y)'/? et on applique
I'inégalité de Cauchy—Schwarz dans L?(€,) :
2

|Sru(z)|* =

/QJ(%‘—?J)”2 (@ —y) P u(y) dy

< ( [ dy) ( R |u<y>\2dy)

— Ax)- / I — ) () dy

< ]l / T —y) [u(@)Pdy.  (par (7.10))
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On intégre sur = € €2 et on applique le théoréme de Fubini (licite car le membre est dans
L' x Q) :

1S 20 = / 1S u()? da

<l [ ( JR |u<y>|2dy) dr

1l [ ) ([ S iyde)dy rusini

~—
<l

< (|13 [ullZ2(q)-
En extrayant la racine carrée :

1Ssullz2@) < 11 llull z20)- (7.12)

Etape 4 : Conclusion.
On reporte les bornes (7.12) et (7.11) dans l'inégalité triangulaire (7.9) :

||LJU||L2(Q) < ||5JUHL2(Q) + ||A(')UHL2(Q)
< [l [Jullzz@) + [z Jull 22
= 2122 [t 2(c-

Cette inégalité étant valable pour tout u € L?(£2), on conclut :

ILsllezziy = sup === < 2[| [ p1ny.
ueL2(Q) HUHL2(Q)
u#0

7.5 Théoréme spectral pour —L; avec Nju = 0
Théoréme 7.7 (Analyse spectrale de —L; [16]). Il existe une suite de valeurs propres

0=01 <Py <P3< - <2 J||pr < +o0, (7.13)

et une suite de fonctions propres (Vr)k>1 formant une base hilbertienne de L*(Q), avec

Py = Q72

(i) fo = inf w, atteint par ..
ueLﬁ((]Q) [ul|Z2q)
u

(ii) Pour tout u € L§(R) : ay(u,u) > Bollull72 (-

(iii) Les valeurs propres [y sont bornées : B < 2||J||L1 pour tout k.
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Démonstmtion Opérateur de convolution compact. Définissons S : L?(Q) — L?(Q)
par Syu(z) = [, J( u(y) dy. Puisque J € L>®(R™) a support compact et € est borné,
Sy est un operateur de Hllbert Schmidt (noyau dans L?(Q2 x ©)), donc compact. La
symétrie J(x —y) = J(y — x) rend S, auto-adjoint.

Lien avec —L;. On a —Lju(x) = A(x)u(x) — Syu(z) avec A(x) = [, J(z —y)dy. Sur
L:(Q), lopérateur T; = A(-) — S est auto-adjoint et Correspond a—Lj.

Application de Hilbert—Schmidt. 7; est compact (somme de la multiplication par
A(z) € L™ et de —S; compact) et auto-adjoint sur L*(2). Par la Remarque 3.1, il admet
une base hilbertienne (¢)r>2 avec valeurs propres 5 > 0, 5 > P2 > 0 pour k > 2 (par
la Proposition 7.4). On compléte par 1, = |Q|~/2 pour obtenir une base de L?(12).
Borne supérieure. Puisque || L;| 22y < 2|/ 1, les valeurs propres de — L vérifient
Br < 2||J||rr pour tout k.

Assertion (ii). La définition variationnelle de [y (Définition 7.1) donne directement
aj(u,u) > BQHuH%Q(Q) pour u € L*(Q). O

Remarque 7.3. La différence fondamentale entre les deux spectres est la suivante.
Dans le cadre noyau singulier, 'opérateur (—A)*® agit sur Pespace Hg o C L*(2) et est non
borné sur L*(2) : ses valeurs propres \;, — oo sont non bornées. Dans le cadre noyau
régulier, opérateur —L; agit sur L*(Q)) et est borné sur L*(€)) : ses valeurs propres [3y,
restent bornées par 2||J|| 11 gn).

((=A)* sur Hy o € L*()) (=L, sur L*(Q2))

Valeurs propres 0< A< =400 0< By <o+ <2l J||1
Borné sur L*(Q2) ? Non Oui (||LJ||L 2@y < 2[1J| )
Taux de décroissance e *?! e~ P2t

7.6 Décroissance exponentielle

Théoréme 7.8 (Décroissance exponentielle [16], Théoréme 2.15). Pour tout uy €
L?(Q), la solution de (7.3) satisfait, en notant uy = Q™" [, uo :

HU(,t) — 'L_['OHLQ(Q) S 6762tHU0 — "lTL()HLQ(Q), Vt 2 O (714)
De plus, si ug est continue et bornée, il existe C' > 0 tel que :
||U,(,t) — ﬂ0||Loo(Q) S CG_BQt.
Démonstration. Posons ty := |Q|™! [, ug dz (la moyenne conservée) et H(t) := fQ( -
ﬂo)Q dx.

Etape 1 : calcul de H'(t). On différentie sous le signe intégral (licite par bornitude
de u) :

H'(t) = /Q(u(x,t) — ) Qpu(z, t) dz.

On substitue I'équation d’évolution dyu = Lju :

H(t) = /Q (v — o) Lyu da.
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On développe Lyu(z) = [, J(z—y)(u(y) —u(z)) dy et on emploie la formule d’intégration
par parties (7.2) :

/QULJU dr = —ay(u,v) = —% //Q2 J(x—y)(u(x) —u(y))(v(z) —v(y)) de dy.

Avec v = u — 1y, et vu que 4y est constante et a (U, u —up) = 0 (car ug(x) — up(y) = 0) :
1
H'(t) = —ay(u, u—1oy) = —ay(u—1ug, u—1y) = —3 // J(x—y)((u—ﬂo)(x)—(u—ﬂo)(y))Qdx dy <0.
02

Etape 2 : minoration par (. Posons w := u — %p. Par conservation de masse
(Proposition 7.2), [, w(-,t)dz =0, donc w(-,t) € L§(2) pour tout ¢. Par définition de S,
(Définition 7.1) :

a;(w,w) > Bo ||w]| T2y = B2 - 2H(2).

On reporte dans le calcul de H'(¢) :
H(t) = —a(w,w) < ~26, H({).

Etape 3 : lemme de Gronwall et estimée L2. L’inégalité différentielle H'(t) <
—209H (t) avec B > 0 (Proposition 7.4) donne, par le lemme de Gronwall différentiel
(Appendice A7) :

H(t) < e ?'H(0).

Comme H(t) = 3|lu(-,t) — Uo||72(qy et H(0) = lluo — Uo||72(q» on extrait (7.14).

Etape 4 : estimée L*®. Posons w(x,t) = u(x,t) — . L’équation pour w est Gyw =
Lyw,ie. Quw(z,t) = —A(x)w(z, t) + [, J (@ —y)w(y,t) dy. Cest une équation linéaire, et
par variation de constantes :

t
w(z,t) = e 2@y (z) + / e~ A@(E=T) / J(z —y)w(y, 7)dy dr.
0 Q

En prenant la valeur absolue et en appliquant 'inégalité de Cauchy—-Schwarz :
t
[w(z, )] < e uwo(x)] +/0 e DD (@ — 2oy 1w (-, 7) | 2 dr.
Vu que A(x) > 8y > 0 (Lemme 7.5) et ||w(:, 7)||z2 < Ce P27 (par (7.14)) :
t
(e, D) < e ()| + O] 2 / e D) 4 — =2 (Jug ()] + O |12 - ).
0

Pour t grand, le facteur polynomial est absorbé par I’exponentielle, ce qui donne bien une
décroissance O(e™%t/2) en L. O

Remarque 7.4. Ce résultat est I'analogue exact de la Proposition 4.4 pour le laplacien
fractionnaire. La différence fondamentale : dans le cadre noyau singulier, le taux est Ao
(premiére valeur propre non triviale de (—A)*), et dans le cadre noyau régulier, le taux
est (5. Les deux taux gouvernent la convergence vers la valeur moyenne conservée.
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7.7 Existence et unicité pour le probléme stationnaire et parabo-
lique

Proposition 7.9 (Existence et unicité, probléme stationnaire ). Pour tout f €
L2(2) vérifiant [, f =0, il existe une unique solution u € L§(Q) de : —Lyu = f dans €,
Nyju =0 sur R™\ Q.

Démonstration. La forme bilinéaire ay sur L2(Q) est :
e Symétrique : par symétrie J(z —y) = J(y — z).
e Continue : |a;(u,v)| < 3| J||z1]|ullr2@)||v] r2@) (par Cauchy—Schwarz et Fubini).

e Coercive : a;(u,u) > Bof|ul|72q (Proposition 1.8), avec By > 0.

La forme linéaire £ : v — [, fv est continue sur L§(Q2) (Cauchy—Schwarz) ; elle est bien
définie sur L§(Q) car [, f = 0.

Par le théoréme de Lax-Milgram (Appendice A.2), il existe un unique u € L2(€) tel
que a;(u,v) = [, fv pour tout v € L§(), ce qui est exactement la formulation faible de
—Ljyu = f avec Nyu= 0. ]

Théoréme 7.10 (Existence et unicité, probléme parabolique). Pour tout uy €
L*(Q), le probléeme (7.3) admet une unique solution u € C([0,4+00); L*(Q)), donnée par
la représentation spectrale :

+0o0

u(t) = Z e ¥ (ug, Vi) 12 V. (7.15)

k=1

Démonstration. Puisque Ly est borné sur L?(Q) (avec ||Ly|| < 2||J||1), le probléme de
Cauchy Oyu = Ljyu avec u(0) = ug € L*(Q2) est une équation différentielle ordinaire dans
I'espace de Banach L?(Q). Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz en dimension infinie
(Picard-Lindeldf), il admet une unique solution globale u € C'*([0, +00); L*()).

La représentation spectrale (7.15) est valide car les (1) forment une base hilbertienne,
les exponentielles e % sont toutes < 1 pour B > 0et t >0, et :

+00 =2
> e (g, i) [2 < 3 uto, ) 2 = [t 32y < +o0.
k=1 k=1

Donc la série (7.15) converge dans L?*(2) pour tout ¢ > 0. O



Chapitre 8
Constantes Optimales dans L9

La Section 2.3.2 de [16], intitulée “Optimal constants in L9, The Neumann case”, s’in-
téresse a la détermination des meilleures constantes dans les inégalités de type Poincaré—
Wirtinger pour des exposants ¢ quelconques, dans le cadre du probléme de Neumann a
noyau régulier J.

8.1 La constante optimale 3, et ses propriétés

Pour tout ¢ > 1, on définit la constante optimale L7 par le quotient variationnel [16] :

// o = plty) sl dy e
b= By(J Q)= nf =
ueld
Jqu= Ouyﬁﬂ /l'LL ’qu

Pour ¢ = 2, cette définition coincide exactement avec la premiére valeur propre non
triviale By du Théoréme 7.7. I’extension aux g # 2 fournit des inégalités de controle dans
des espaces LY pour la solution du probléme parabolique associé.

(8.1)

La constante 3, est strictement positive pour tout ¢ > 1 (Théoréme 2.17 de [16]),
et I'inégalité de Poincaré-Wirtinger LY correspondante est satisfaite :

oo Lol

La preuve repose sur un raisonnement par I’absurde combiné a un argument de compacité
et de connexité : supposer 5, = 0 conduit a I'existence d’une suite (u,) normalisée dans
L7 dont les oscillations tendent vers zéro, ce qui, par propagation locale via le noyau
J et connexité de (2, force u, a converger vers une constante non nulle de moyenne
nulle,contradiction.

dr < %//M T — y)uly) — u(@)? dyde, Yue LI(Q). (82)

La famille ¢ — §, posséde les propriétés suivantes, établies dans [16] et [2] :

(i) La fonction g — [, est non décroissante. Cela résulte de l'inégalité de Jensen
appliquée a la mesure u,(dy) = J(x —y) dy/A(x) (mesure de probabilité sur Q pour
chaque ), qui permet de comparer les quotients de Rayleigh pour des exposants
q1 < G-

(ii) Pour ¢ = 2, on retrouve exactement (35, la premiére valeur propre non triviale de
—Lj avec Nju = 0.

(iii) Pour ¢ > 2, on a f, < f,, obtenu en prenant la fonction propre 1) comme fonction
test dans (8.1).

(iv) La fonction est continue en ¢ =2 : lim, .5 3, = fs.
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8.2 Tableau de synthése

Propriété

(—A)°

(L)

Cas q=2

Cas critique
Monotonie en ¢
Limite ¢ — 17
Atteinte

Borné

A2 > 0 (spectre frac.)

q = 2%, constante S,
Indépendant de ¢
Constante isopérim. frac.
@y (fet. propre)

A — 00

By > 0 (spectre L)
Pas de cas critique

q — B, non décroissant
hy(€2) >0

uw* minimiseur

Pr < 2[|J]| 1

Table 8.1: Constantes optimales L? : comparaison (—A)® vs L.
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Comparaison et Limite Locale
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Chapitre 9
Comparaison des Deux Cadres et Limite Locale

9.1 Nature du noyau : ce qui change fondamentalement

Table 9.1: Comparaison structurelle (noyau singulier) vs (noyau régulier).

Propriété ((—A)*, noyau singulier) (Lj, noyau régulier)

Noyau Cn.slT — y| =29 singulier J(xz —y) € C,, continu
Portée Infinie (R™ entier) Finie (supp(J) = B(0, Ry))
Domaine Neumann R™\ Q (tout 'extérieur) Bande {z : dist(z, Q) < Ro}
Espace fonct. Hg,, (Hilbert, poids g) L?(Q) (simpliciteé)
Opérateur Non borné sur L? Borné, || L,|| < 2[|J]|z:
Spectre Ak — +00 Br < 2||J||r: (borné)
Régularité fcts propres o € C*(Q) (Schauder) Yy € C(Q) (noyau continu)
Limite locale (—A)* =2l KA Ly u(x) =20 65A

Remarque 9.1 (Points communs). Malgré leurs différences, les deux cadres partagent

e La structure spectrale 0 = Aj(ou 31) < Ag(ou fy) avec A; associée aux constantes.
e La conservation de la masse totale fQ u.

e La décroissance exponentielle vers la valeur moyenne, au taux Ay (resp. ().

Une formule d’intégration par parties non locale reliant la forme bilinéaire a la condition
de Neumann.

La condition de compatibilité fQ f+ f 59 = 0 pour Pexistence du probleme elliptique.

9.2 Limite locale s — 17 : théoréme de Bourgain—Brezis—Mironescu

Théoréme 9.1 (Bourgain—Brezis—Mironescu [4]). Soit Q C R™ borné lipschitzien et
ue HY(Q). Alors :

. Wn—1
lim (1 — 3)[“]?{5(9) = KHHVUH%P(Q)’ K, = : (9.1)

s—1— n

Démonstration. On commence par la réduction aux fonctions u € C°(€2) (densité dans
H*'). Pour une telle u, le développement de Taylor a l'ordre 2 donne u(z) — u(y) =

Vu(y) - (x —y) + O(lx — yP).
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9.2. LIMITE LOCALE s — 1~ : THEOREME DE BOURGAIN-BREZIS-MIRONESCUT7

Décomposition. Pour § > 0 fixé, on écrit :

[u]Fre () = 1+ 1Y,

loc _ lu(z)— nl
avee 110 = [f - WOOE dudy et I = [[, o
Partie non locale. u est bornée, donc |u(x) — u(y)|? < 4||u/|3 . Ainsi :

dx d s
(1 —s)I™ < 4|ul?-(1 // - y+2 <C(1-s)52 220
lo—y|>e [T — Y[ T2

Partie locale. On effectue le passage en coordonnées polaires h = x —y = ro (r € [0, 4],

oe s
(1 —s8)1° =~ (1—5) // |Vu(y) a|2/ 1725 dr do dy.
Sn—1

52 2s
T 2-2s

On calcule les trois facteurs :

. (1—3)-‘;2:22; — 2 quand s — 17 (en écrivant 2—2s = 2(1—s), on obtient (1—3)-2(1;) —
5 pour 6 =1 ; le terme 6272 — 1).
o [ou1 |0 €]*do = wy_y1/n (calcul standard).
o [our |Vu(y) - o> do = |Vu(y)|? - wn—1/n (isotropie).
En rassemblant (et en envoyant § — 0 pour éliminer I'erreur de Taylor) :
i (1= )y = 2= [ V0l dy = Ko IVl
[

Corollaire 9.2 (Limite de la forme bilinéaire). Pour tout u € H'(Q) :

Jim (1 5) A1) = Ky [V 3 (9.2

En particulier, le probléme spectral (1 — s)\; — K,y quand s — 17, ot py, est la k-ieme
valeur propre de —A avec O,u =0 (Neumann classique).

Démonstration. Pour tout u € Hg g, le théoréme BBM (9.1) donne :

2
lim (1 — s)A(u,u) = lim —=>—— n,s(1 // 5-2)’ dx dy = KnHVUH%g(Q),
R27\ (CQ)2 |I —yl"

s—1— s—1—

ou on a utilisé que la contribution de  x (R™\ Q) est négligeable (cf. preuve de la
Proposition 5.1 dans [9]).

Pour la convergence des valeurs propres, la caractérisation de Courant—Fischer (Théo-
réme 3.2) donne :

(1 —s)As(u,u) 51

uLs@iv--(»)sﬂiq HUHLZ(Q) “Lwlu’;é%—l HUHLQ(Q)

K,||Vul?,
Vol

par la continuité des valeurs propres par rapport aux formes bilinéaires (théoréme de
convergence des résolvantes). ]
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9.3 Limite locale pour le noyau régulier

Proposition 9.3 (Convergence de L vers le laplacien [2]). Pour J.(z) :=¢™"J(z/e)
et ue C*Q), ona:

Lyu(e)i= [ Tz = p)ul) - u@)dy =5 0y dula), s (03)
Q
. 1 2 o e
0 0y = oo J(2)|z|*dz. De plus, les valeurs propres vérifient By — o ux quand € —
R

(O
Démonstration. On effectue le changement de variables y = x + €z dans 'intégrale :

Lju(z) = J(2) [u(z + e2) — u(z)] 1o(z + ez) d=.

Rn

Pour ¢ assez petit et x € Q, x+¢e2z € Q pour z € supp(J) (distance de x a 9N strictement
positive). Le développement de Taylor de u a 'ordre 2 donne :

w(z +ez) —u(z) = e Vu(z) - 2+ — Zw ) z;2; + O(e)2]%).

En intégrant contre J(z) :
Ly u(z) zg/J( )Vu(z Y Z i, U / J(2)ziz;dz + O(£°).

Le premier terme est nul (par isotropie de J : f J 2)z;dz = 0). Pour le second, par isotropie

: [ J(2)zz;dz = 076 (nul si i # ), avec 07" = L ~ [ J(2)|z|* dz. Plus précisément,
Z i, U /J 2)ziz; dz = Au(x /J )22 dz = 205 Au(x).

Apreés division par €2, on obtient Ly u(z) — o;Au(z). O

Remarque 9.2 (Interprétation du paramétre o). Laconstante o; = 5- [ [2[2J(2) dz

est le deuxiéme moment (normalis¢) du noyau J. Elle mesure I'étendue des 1nteract10ns
: plus J est concentré autour de 'origine, plus o; est petit. Dans la limite ¢ — 0, c’est
exactement cette quantité qui détermine la constante de diffusion locale. L’analogue dans
le cadre noyau singulier est la constante K,, = w,_1/n, qui est universelle (indépendante
de s, dans la normalisation BBM).

9.4 Tableau de synthése des deux limites locales

Théoréme 9.4 (Convergence commune vers le laplacien classique). Les deux
familles d’opérateurs nonlocauz, dans leurs limites respectives, convergent vers le méme
probléeme classique :

{—Au = f dans (),

D=0 sur 0, avec spectre 0 = g < pg < pz < -+ . (9.4)

Plus précisément :
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Table 9.2: Les deux limites locales comparées : noyau singulier vs noyau régulier.

Aspect noyau singulier (s — 17) noyau régulier (supp(J) — 0) Local

Parametre 1—s5s—0 e—0 —

Opérateur (1—s)(—=A)* e 2L, —K,A (tesp. 0;A)
Valeurs propres (1 — s)A} e 208 Ky (resp. o)
Espace limite — H*(Q) — HY(Q) L3(Q2) — HY(Q) H(Q)

Semi-norme (1= 9)[ul%s = K,||Vul]* e 2%a;. — os]|Vul? Vul|2,

Cond. bord Nau=0—=0,u=0 Niu=0—=0,u=0 o,u =0
Référence [4, 9] [16, 2] —

s—17
o (1—95)X —— .

® %BZ ﬂ Mk -
Démonstration. Le Corollaire 9.2 établit que (1 — s)A; — K,u, quand s — 17, donc
Kin(l — S)AL — L.

La Proposition 9.3 montre que e 2L u — ¢;Au ponctuellement pour u € C2(€2). Par
la caractérisation variationnelle de 3 et la convergence des formes bilinéaires e 2a_ (u, u) —
07 Jo[Vul* (analogue BBM pour les noyaux réguliers, voir [16], Théoréme 2.10), on
conclut €265 — 011
Unicité de la limite. Dans les deux cas, la limite est uy, la k-iéme valeur propre de
—A sur Q avec d,u = 0 sur 0f), bien définie et indépendante de la famille non locale
approchante. O

9.5 Tableau comparatif final
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Propriété noyau singulier noyau régulier Local
Opérateur (—A)* —Ly —A
Ordre 25 € (0,2) 0 2
Noyau |z — y|~(n+2s) J(z—y) € C. Noyau de  Green
G(z,y)
Condition bord | Nyu = g sur R"\ Njyu = 0 (locale) Oyu = 0 sur 0N
PP As(u,v) = [oo(=A)u+ | as(u,v) = — [qvLlyu | [ Vu-Vv
fR" o VNsu
M =0 0 (constantes) 0 (constantes) 0
A2, o >0, 7 4o0 > 0, borné o >0
Conservation Jou Jou Jou
Décroissance e A2t e~ P2t e H2t
Poincaré As(u,u) 2 Nollu—ulZ2 i | as(u,u) 2 Bollullfag | [ VUl = poflu —al?
Limite s = 17, (A —|e—=0,L;—o0,A Opérateur limite
- K,A

Table 9.3: Synthése compléte : noyau singulier vs noyau régulier vs Local.




Chapitre A
Outils d’Analyse Fonctionnelle

A.1 Théoréme de représentation de Riesz et de Lax—Milgram

Théoréme A.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hil-
bert muni du produit scalaire (-, )y, et soit £ : H — R une forme linéaire continue. Alors
il existe un unique élément (* € H, tel que

E(v) = <€*7U>H7 Vo e Ha

et de plus ||0*||g = ||¢]| m-

Théoréme A.2 (Théoréme de Lax—Milgram). Soit H un espace de Hilbert, a : H X
H — R une forme bilinéaire continue et coercive (a(u,u) > o||ul}, « >0), et £: H — R
une forme linéaire continue. Alors il existe un unique u € H tel que a(u,v) = {(v) pour
tout v € H.

A.2 Alternative de Fredholm

Théoréme A.3 (Alternative de Fredholm). Soit H un espace de Hilbert et T : H —
H un opérateur linéaire compact. Alors :

(i) ker(Id — T) est de dimension finie ;

(ii) Im(Id —T) est fermée, et Im(Id —T) = (ker(Id — T%)) " ;
(iii) ker(Id —T) = {0} si et seulement si Im(Id —T') = H (i.e. Id — T est bijectif) ;
(iv) dimker(Id —7T') = dim ker(Id — 7).

En particulier, pour tout f € H, U'équation u — Tu = f admet : soit une unique solution
u € H pour tout f (cas injectif), soit une solution si et seulement si f L ker(Id — T%)

(cas non injectif), la solution n’étant alors déterminée qu’a l’addition d’un élément de
ker(Id — T') pres.

A.3 Théoréme de Fubini

Théoréme A.4 (Théoréme de Fubini). Soient (X, A, pu) et (Y,B,v) deur espaces
mesurés o-finis, et soit f : X XY — R une fonction A ® B-mesurable. On suppose que
l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) f >0 p® v-presque partout (théoréeme de Tonelli) ;

(i) fe LNX XY, np®v), c'est-a-dire // |f(z,y)|dp(z) dv(y) < +oo (théoréme de
XXY
Fubini proprement dit).
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Alors les fonctions partielles x — f(x,y) et y — f(x,y) sont respectivement A-mesurable
pour v-presque tout y et B-mesurable pour p-presque tout x, les fonctions v — fy flz,y)dv(y)
ety — [y f(x,y)du(x) sont respectivement A-mesurable et B-mesurable, et on a ’égalité
des trois intégrales :

/(/fxy Jdvly ) /(/f””y dpi(x ) y)=/Xxyf(x,y)d(u®w(x,y).

A.4 Théoréme de Hille—Yosida

Définition A.1 (Semi-groupe de contractions). Une famille {S(¢)}:>0 d’opérateurs
linéaires bornés sur H est un semi-groupe (fortement) continu de contractions (ou semi-
groupe C de contractions) si :

(i) (0)=1d;
(i) S(t+7) = S(t)S(r) pour tous t,7 > 0 (propriété de semi-groupe) ;
(iii) ||S(t)ullg < ||u|lg pour tout u € H et tout t > 0 (contraction) ;

(iv) pour tout v € H, t — S(t)u est continue de [0, +00) dans H (continuité forte).

Définition A.2 (Générateur infinitésimal). Le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe {S(t) }+>o est 'opérateur linéaire A : D(A) C H — H défini par

Au = Jim 2D
t—0+ t

le domaine D(A) étant I'ensemble des u € H pour lesquels cette limite existe dans H.
L’opérateur A est alors fermé et densément défini, et {S(¢) }+>0 est 'unique semi-groupe
dont A est le générateur : on note formellement S(t) = e, et u(t) := S(t)uo résout le
probléme de Cauchy abstrait u/(t) = Au(t), u(0) = ug € D(A).

Théoréme A.5 (Hille-Yosida [15]). Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire
fermé a domaine dense dans un espace de Hilbert H. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est le générateur infinitésimal (au sens de la Définition A.2) d’un semi-groupe de
contractions {S(t)}i>o sur H, au sens de la Définition A.1.

(ii) A est dissipatif : (Au,u)y < 0 pour tout u € D(A), et Id — A est surjectif.

Dans ce cas, la solution de u/'(t) = Au(t), u(0) = wug, est u(t) = S(t)ug, et la formule de
Duhamel donne :

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—71)F(r)dr.

A.5 Lemme de Gronwall

Lemme A.6 (Gronwall (Versmn intégrale) [15]). Soit ¢ : [0,T] — [0,400) continue
vérifiant o(t) < co+ 1 fo T)dr (co,c1 > 0). Alors : p(t) < coet.

Lemme A.7 (Gronwall différentiel). Si A'(t) < —c A(t) pour ¢ > 0 et A(0) > 0, alors
A(t) < e A(0).



Chapitre B
Formulaire des Opérateurs Nonlocaux

B.1 Formules de base

Objet Formule
Laplacien fractionnaire (—A)*u(x) = cnysv.p./ M dy
Re |T — Yy
Transformée de Fourier (—A)s ( = |€]*5a(€ )
Neumann Nou(z) = cns/ - y’an dy, eR"\
d
Neumann renormalis¢  Nyu(z) = Nou(z) /ws oz ) Wy Q( ) = Cns %
o |T—y"Te
Forme Aj (u,v) = S // u(y))(vg) —vw) dx dy
R2"\ cn)? |z — y|nt2s
Intégration par parties A, (u,v) = ‘u + v Nu
Q R\
Opérateur L, Lyu(z) = / y)(u(y) —u(x)) dy
Forme a; // J(z —y)(u(z) —u(y))(v(z) —v(y)) dedy
QxQ
Intégration par parties ay(u,v) = — [ v Lju (si Nju = 0)
Q
B.2 Spectres comparés

Valeur propre Définition variationnelle Propriété

A =0 inf Ry(u) =0 Fet. propre o, = |Q|71/2

A2 >0 finf Ry(u) Taux de décroissance

qu=0
f1=0 infM =0 Fet. propre ¢, = |Q]71/2
Tl
By >0 inf M Taux de décroissance

Jou=0 ||u||L2(Q)

i Min-max pour —A, Neumann Limite locale (s — 1~ ou ¢ — 0)
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B.3 Inégalités de Poincaré—Wirtinger

Pour tout u de moyenne nulle dans Q (i.e. [,u=0):

Ag(u,u) > /\2Hu||%2(m (noyau singulier)
aj(u,u) > 62||u||2L2(Q) (noyau régulier)

190 = el (Local
Q

Ces trois inégalités sont au coeur des résultats de décroissance exponentielle.
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