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Introduction

Les modeles épidémiques ont attiré 'attention pendant la pandémie du COVID-19.

Notre étude examine un modele épidémiologique SVIR en prenant en compte une vaccination

imparfaite, et met en évidence I'importance cruciale de la vaccination, qui permet de sauver
des millions de vies, et représente un important investissement dans la santé publique [5]

Un modele mathématique a été développé pour analyser l'effet de la vaccination sur la

dynamique de la transmission des maladies infectieuses. Nous examinons donc le modele SVIR

comme décrit par Liu et al [7], et représentons les interactions entre les compartiments comme

llustré ci-dessous :

Ce schéma est composé de quatre compartiments représentés par les lettres ( S, V, I, R ),
qui signifient respectivement les individus Susceptibles, Vaccinés, Infectés et Rétablis(guéris).
Les parametres sont définis comme suit :

A :Flux entrant des nouveaux individus susceptibles dans la population.
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B, B2 - Taux de transmission de la maladie pour les individus susceptibles et vaccinés, respec-
tivement.

p - Taux de mortalité naturelle (non liée a la maladie).

« : Taux de vaccination des individus susceptibles.

1,7 : Taux de guérison des individus vaccinés et infectés, respectivement.

on traduit le schéma en les équations différentilles suivantes :

(5 = A= BuS()1(1) — pS(1) — aS(1),
V o=aS(t) = BV)I(E) — (v + p)V (1), (1)

I = (BiS(t) + BV (O)I(E) — (v + (D),

\

tel que :

S : Le taux de changement du nombre d’individus susceptibles.
V : Le taux de changement du nombre d’individus vaccinés.

I : Le taux de changement du nombre d’individus infectés.

R : Le taux de changement du nombre d’individus rétablis.

Les équations décrivent comment les individus se déplacent entre ces compartiments au fil
du temps en raison du flux entrant, de la vaccination, de l'infection et de la guérison ou de
la mort. Ce modele peut étre utilisé pour prédire ’évolution d’une épidémie et pour évaluer
I'impact des interventions comme la vaccination.

Le nombre de reproduction de base Ry est un seuil crucial pour déterminer si une infection
se propagera dans une population. Pour mieux comprendre ce phénomene, nous souhaitons
intégrer un retard dans le temps pour décrire la phase d’exposition variable et son impact sur

la dynamique des seuils du systeme.
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En appliquant ce retard au modele SVIR, nous obtenons un systeme a retard, qui est une

version modifiée du modele initial.

(§ = A= Bi5() / " F()I(t — ) ds — uS(t) — aS(b),
V = aS(t) - BV(0) / CFE)I(E— s)ds — (n + mV(E).

i = (BiS() + AV(2)) / " F()I(E— 5)ds — (y + w)I(E),

|2 = V() +1() — ().
Le retard dans ce modele représente le temps passé pour devenir infectueux et il est introduit
sous forme d’'un retard distribué avec fOT f(s)ds =1 ou f est une fonction positive et continue
qui représente la fraction des individus infectés auquels le temps nécessaire pour devenir conta-

gieux est s.

Notre objectif est de démontrer que ce systeme a retard présente une persistance uniforme
lorsque Ry > 1 , tandis que l'infection s’éteint lorsque Ry < 1, les étude numérique confirme-
ront ceci. De plus, la présence du retard distribué dans les trois populations, comme il est mis
en évidence dans (2), génere des termes supplémentaires ou nous ajouterons d’autres termes
supplémentaires dans la fonction de Lyapunov pour prouver la stabilité globale. Pour atteindre

ce résultat, nous écrivons le systeme (2) en termes du modele (1) de la maniére suivante :

(

S'(t) =A—BS@t)I(t) — uS(t) — aS(t) — Gy,

VI(t) = aS(t) = BV(O)I(t) = (m + )V (1) — G, (3)

I'(t) = (B15(1) + BV () () — (v + w(t) + G1 + Go,

\

avec

Gi=BS(0) [ 191t =) ds = mSOI0),

Galt) = BV (1) / CH()I(t — s)ds — BoV(B)I(E).

Les conditions initiales de (3) sont :
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So(€) = 01(&), Vo) = 02(8), 1o(§) =03(&), &€[-7,0] (4
ot (0 = (0y,0,05)" € C([-7,0],R?))

Dans ce mémoire nous examinons comment la vaccination influence la propagation de la
maladie contagieuse avec un retard.
Le premier chapitre aborde des résultats préliminaires concernant les caractéristiques de la
fonction de Volterra . Puis, le second chapitre met en lumiere la stabilité globale de 1’équilibre
sans maladie dans le cas ou Ry < 1, en s’appuyant sur I’approche de Lyapunov. Nous y montrons
que lattracteur D, de nature compacte, est formé de I’équilibre DFE qui assure, par sa présence,
la stabilité asymptotique de ’état équilibré en question.

Le troisieme chapitre se consacre a 1’étude de persistance uniforme de la solution lorsque
Ry > 1.

Dans la derniere partie, nous avons établi une relation entre la fonction L du systeme a re-
tard (3) et celle du systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO) (1). Il est intéressant de
noter que le retard introduit des termes positifs supplémentaires qui compliquent la vérification
des propriétés de la fonction L. Pour surmonter cela, nous avons utilisé un terme supplémentaire
dans la fonction de Lyapunov pour obtenir le résultat souhaité. De plus, nous avons constaté
que 'attracteur global compact D est constitué de ’ensemble £*. Ce concept permet d’éviter

I'analyse du comportement local (voir également [4],[5]).



Chapitre 1

Résultas préliminaires

Nous considérons la fonction de Volterra suivante : H(y) = y — 1 — In(y), qui vérifie
H(y) > 0 pour y > 0. Cette fonction a un minimum global unique :H (1) = 0. De plus, nous
avons H'(y) =1 — i Cette fonction est tres connue pour étre utilisée dans la construction de
fonctions de Lyapunov|[7]. Le lemme suivant fournit certaines propriétés de cette fonction qui

peuvent étre tres utiles dans la derniere partie du mémoire.

Lemme 1.1. /2]

Supposons que Yo, Y1, - . ., Yn > 0 avec [['_,v; = 1, nous avons :

Yo+yi+-+Yp—n=(H(y)+H(y)+ -+ H(y)) > 0.

Lemme 1.2. /2]

Supposons que Yo, Y1, Y2, ys > 0 alors nous avons :

(Yo — y1) (Y2 — y3) = H(yoy2) + H(y1ys) — H(yoys) — H(y1y2)

Maintenant, nous supposons que N(t) = S(t) + V(t) + I(t). Dans le but de vérifier certaines

propriétés de la solution de (2) nous établissons les lemmes suivants :

Lemme 1.3.

La solution (S(t),V(t),1(t)) de (2) avec les conditions initiales (4) existe, est positive pourt > 0

7
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et vérifie :

limsup N(t) <

t—o00

limsup S(t) <
tamp ()_;r+a

: (1.1)

limsup V(1) < .
PPV S )

PREUVE.

Les termes du coté droit de chaque équation du systéme (2) sont des fonctions continues et
localement Lipschitziennes sur C([—T,0],R3). Cela garantit l’ezistence et ['unicité de la solution
(S(t),V(t),1(t)) dans [0,T) pour un certain T" > 0. Supposons que S(t) = 0 pour un certain

t €1[0,7), alors la premiére équation de (2) devient :

S(t)y=A>0

ceci signifie que S(t) augmente strictement a partir de S(t) = 0, ceci se traduit par S(t) > 0

pour t € [0,T).

Un raisonnement similaire peut étre appliqué pour V (t). Supposons que V(t) = 0 pour un

certain t € [0,T), alors la deuziéeme équation de (2) devient :
V(t) = aS(t)

Puisque nous avons déja montré que S(t) > 0, aS(t) > 0. ceci signifie que V(t) augmente
strictement a partir de V(t) = 0, ceci se traduit par V(t) > 0 pour t € [0,T). Maintenant, par
contradiction, nous prouvons que I(t) > 0 pour t € [0,T). Supposons qu’il existe t; € [0,T)
tel que I(ty) = 0 et I(t) > 0 pourt € [0,t1). En intégrant la troisiéme équation de (2), nous

obtenons :

I(tl) = Ioe_(lH—’Y)h + /t1 ((618(0) . BV(U)) /T fl (S)[(U _ 3) dS) 6—(u+’y)(t1—a) dO’,
0 0

Ceci est une contradiction avec le fait que I(t;) = 0. A partir de (2), nous obtenons R(t) > 0

pour t € [0,T). En additionnant les trois équations de (2), nous obtenons :



S+VHl=A=pS—m+mV -+l

S+V+4+1<A-uN,

d’ou
N < A — uN,
donc
A
N(t) < Cre ™ + =,
14
ainst

limsup N(¢) <

t—o00

==

On déduit donc lexistence, la positivité et l'unicité de (S(t),V(t),1(t)) la solution de (2).
Maintenant, en nous concentrant sur la derniere partie du lemme. De la premiére équation de

(2) :

50 =A=a50) [ F6)1(—5)ds = pS(0) — aS(0)

et puisque 1S(t) fOT f(s)I(t —s)ds > 0, étant donné que , >0, S(t) >0, f(s) >0

et I(t —s) >0, alors on obtient

$(t) < A — (u+a)S(),

d’ot
—(p+a)t A
S(t) < Cye™ + )
w+
et donc
A
limsup S(t) < ,
t—o00 1 et

Pour t suffisamment grand ,la seconde équation de (2) donne :
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V(t) = aS(t) — BV(2) / CFE)I(E— ) ds — (n + mV(E).

V() < aSt) - (n+ V(D) cor BV [ f1E-5ds>0

et donc
V(t) < Cae~(ntmt 4 al 7
- (1 +a)(n + )
d’ou
al
limsup V (t) < ,
toro0 Q (1 +m)(p+ )

Remarque 1.1. Dans le Lemme 1.3, il a été prouvé que ’ensemble
A
D={(S,\V,I):5>0,V>0,1>0,S+V+I<=}
1

est positivement invariant et attire toutes les solutions pour le systéme (2), et par conséquent,

il existe un attracteur compact global noté D.

Lemme 1.4 (7). La solution de (2) vérifie (pour € suffisamment petit) :

. Ap
hgéng(t) > BiA+ en) + o
A 2
. . f a /1/

PREUVE.

En supposant qu’il existe un petit nombre réel €, et suivant les résultats du lemme 1.3 il existe
un nombre suffisamment grand noté t; > 0 tel que ¥Vt > ty, I(t) < % + €. En utilisant (2),nous
obtenons pour t > t1+ 1 :

ona S(t)Z—[51<%+6>+u+a]8(1ﬁ)+A,

d’ou

A
Io (A—l—e>+u—i-047

S(t) > 046—[61(%+€>+H+0é]t +

0



donc

lim inf S(t) > :
e ()‘ﬁl(A+6u)+(u+a)u

De méme, pour un temps suffisamment grand t, > t; + 7, nous avons :

V(t) = aS(t) — BV (1) / TRt — s)ds(m + V(D).

> aS(t) - AV (1) (% ; ) (4 V),

“ B+ G/f)Aﬁ(u +a)u {52 (% N 6) —bnt u)] v

donc
e—[ﬁg(%%)—(vﬁu)]t ahy?
Vi) = C TG ) + (T W) Balh+ )+ (u+ )
d’ou
- ahp?
iminf )
lpm-sz(&m+qo+m+aMﬂ&M+ﬂﬁ+W+7MU

Remarque 1.2. [?] Le nombre de reproduction de base Ry est donné par

_ _BiMp A ) £ Bral
(1 +7) (e +7) (e + )

Lemme 1.5. [?]

Le modéle (2) a toujours un DFE noté Ey = (So, Vo, 0), et a l’équilibre positif (PE) noté

11

E* = (S*,V* I*) qui existe si el seulement si Ry > 1.Les points Ey et E* sont définis comme

suit :
_ A _ al
S0 = it Vo = mneray
= A Ve _ast___ ol
ptoatpiI*? pty1+B2I* (u+a+p1I*) (uty1+P21*)’
PREUVE.

on cherche les points d’équilibres comme suit :
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( (
S =0 A— B SI—
V=0 = | aS—BVI -
I =0 (ﬂls—f—ﬁz‘/)f—
\ \
pour Iy =0ona :
A—/LSO—OéS[):O

OzSO — (’}/1 +,U)V[) =0

pour I* > 0ona:

AN—GS* T —puS*—aS* =0 S*
=

aS* — GV I — (1 + )V =0 %

So =

CHAPITRE 1. RESULTAS PRELIMINAIRES

wS —aS =0
(nm+w)V =0
(y+mI=0
A
pta
al

Vo= (o +7)(p+ )

A
T ptat Bl
B aS* B al
Cpt A Bl (o Bl (A A+ Bod*)

au point d’équilibre PE on a de la troisiéme équation ($15*(t) + BoV*(t) — (v + p))I*(t) =0

avec I* > 0 on obtient donc :

B1S*(t) + BoV*(t) — (v + 1) =0,

en remplacant S*etV*parlesvaleursqu’onatrouvéavantona

. o (=0
Yitar Bl Pl at B+ pl) T
et donc
2 e ~ 4w
pA a4 piI* o (p a4 BiI*) (e + v+ o) ’
d’ou
BiM(p+ 1+ Bol*) + Poah
_fy—i_l’L?

(p 4+ Boil*) (u+ 71 + Bod*)
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on aboutit a

Bilh(p 4 y1 + BoI™) + Boah — (v + p)(pp + o + BrI7) (471 + B2 I7) = 0,

d’otl

BrA () FB1 A Bo I+ o= (y-+u2) [( + @) (e + ) + (p+ @) Bol” + Bul"(u + ) + Bi5eI*] =0,

apres arrangement des termes, on trouve

BilN(py)+BoaA—(y + p) (v + @) (p + m1) + [BiBeA — (v + 1) (v + @) Bo — (v + 1) (e + 1) B1] I*

~ . 7
-~

-~
AO _Al

- (Y+p) BB I =0
—_——

A
ou de maniere équivalente

51/\(,& -+ ’Yl) + ﬁQO&A — Ao — Alf* — AQI*2 =0

ce qui se Téécrit comme ceci

A21*2 + AT+ Ay (1 — BIA(M + ryl) + Brah ) =

(1 +7) (e +7) (1 + )

d’ot

Al + AT+ Ag(1 = Ro) =0 oo, (%)

avec Ay = (pu+7)b152,

Ay = (p+ )+ a)Br + (u+ 1) B2) — BiBap,



14 CHAPITRE 1. RESULTAS PRELIMINAIRES
Ag=(p+7)(p+m)(p+a).

Si Ry > 1 alors il y a une unique solution réelle positive I* pour l'équation (x) d’aprés la régle des

signes de Descartes, et donc E* existe bien.

St Ry < 1 il peut y avoir des solutions pour ’équation mais elles seront négatives.

Donc pas de solution I* > 0 pour l’équation (*), d’ot E* n’existe pas dans le cas Ry < 1.



Chapitre 2

La stabilité globale du DFE

Théoreme 2.1.

Si Ry <1, le DFE est GAS, et instable si Ry > 1.

PREUVE.

Nous considérons une fonction de Lyapunov Wo(I(t)) = 112(t), ot nous choisissons les
valeurs de t > 1 telles que Wo(I(t + o)) < Wo(I(t)) pour o € [—7,0], la dérivée de Wy(I(t))

par rapport au temps est :
W= (315(0) + BVON®) | F9)1(t = 5)ds = (24 )0
0
Nous utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le produit I(t) - I(t — s), qui donne :

It —s) < =(I*(t) + I*(t — s))

N | —

15
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Appliquons cette inégalité o Uintégrale dans Wy :
(BS(®)+ BYOI) [ 101t =9)ds < (SO +BVO) [ FOF00 + Pt - 9)ds
Nous pouvons donc écrire :
Wo < (BS(0)+ B2V (0) [ F)5(P0) + Pl =) ds = (3 + )0

Nous distribuons l'intégrale et utilisons la linéarité de ["intégrale :

(BiS(t) + BaV (1)) / IS0 + () ds

= (B1S(t) + B2V (t) %{/f V(¢ ds+/f VI3t —s)d

Ce qui nous donne :

i< s+ vy [ [ rerwas+ [0 a] -6+

Remarquons que I%(t) est indépendant de s, donc :

| rorwas=ra [ reas

Etant donné que Jo f(s)ds =1, nous avons :

/0 R () ds = I(1),
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et d’aprés Uhypothese sur Wy on a :

/OT F($)I2(t — s)ds < /0 F($)I2(t) ds

Donc :
L1 " 2 2
Wi < (350 + V)G [P0+ [ FOP0 -8 5] - 04 )
L1, ! 2 2
< G800+ BV [P0+ [ 1P ] - 6+ 0P
< (BuS() + BV (1) [P(0) + (0] ~ (v + wI(0)
< (BiS(t) + BV ()2 (t) — (v + ) I*(1)
Pour des valeurs suffisamment grandes de t, nous obtenons S(t) < ;T et V(t) < m

(voir Lemme 1.3). En substituant ces résultats dans l'inégalité précédente, nous obtenons pour

t suffisamment grand :

al 2 9
( a+u)(% +u)) o) = b+ )
B BraA o 2
_<u+oz (a+p)(n + p) WJFM))]@)

- (s mratT) m Y e

En utilisant le fait que Ry < 1 et le théoréme de Lyapunov-Razumikin (par exemple, voir [1]),
nous concluons que I(t) tend vers 0 lorsque t tend vers +o0c. En remplacant ce résultat dans

le systeme (2), nous affirmons que S(t) — Sy et V(t) — Vi lorsque t — oo.

Maintenant, nous présumons que la trajectoire totale ¢: R — D est donnée par
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o(t) = (So(t), Vo(t), In(t)), avec S(t) = 61(t), V(t) = O(t) et 1(t) = 05(t), pourt € [—7,0] et
(S(t),V(t),1(t)) est solution du probléeme (2) pour t € R. Nous savons que D est compact,
alors w(x) et a(x) sont non-vides, compacts, invariants et attirent ¢(t) lorsque t — oo,
respectivement. Wo(¢(t)) est une fonction décroissante de t, Wy est constant sur w(x) et a(x),
et donc w(z) = a(z) = {(So, Vo, 0)}. Ainsi lim; 4o ¢(t) = {(So, V5,0)} et

limy oo Wo((t)) = limy—, 00 Wo(o(t)) = Wo((So, Vo, 0)). Alors, nous concluons que

Wo(o(t)) = Wo(6y,602,0) pour tout t € R. Nous avons que a(x) = {(So, Vo,0)} alors

Wo(o(t)) < Wo(01,605,0) pour tout t € R. En utilisant le fait que ¢ atteint son point minimum
a (So, Vo, 0), il s’ensuit que ¢(t) = (So, Vo, 0) pour tout t € R. En particulier

(01,05,05) = (S(t),V(t),I(t)) = (S0, Vo, 0). Ainsi, lattracteur D, est l’ensemble singleton

formé par le DFE (Sy, Vp,0). Au vu du Théoréme 2.39 dans [3] le DFE est GAS.



Chapitre 3

La persistance uniforme

L’objectif de cette partie est de démontrer que l'infection persiste lorsque Ry > 1.
D’apres le lemme 1.5 on conclut que S(t) et V(t) sont permanent.Reste a vérifier si I est

permanent ou non.

Théoréme 3.1. (Persistance Uniforme)
Pour Ry > 1, alors nous avons la persistance uniforme de 1(t), cela signifie :
liminf, o [(t) > ["e” W7 = [*y,

PREUVE. Nous considérons

B#) = 10)+ (48" + 62") [ 1(6) [ roydods
donc  B(t) = I(t) + (615" + B.V*) /OT f(s)(I(t) —I(t—s))ds,
— (5,5 + BoV) / FE)I(E— ) ds + (BiS" + V) / P — 1t — ) ds — (u+ 1)),

=S =5 [ FOI=s)ds+ V= V) [ FOIE= ) dst (BiS+ BV~ (ut )

=0

_ B,(S — S /0 F)I(E— ) ds + Bo(V — V*) /0 F()I(E = s) ds.

19



20 CHAPITRE 3. LA PERSISTANCE UNIFORME
Légalité : B1.S* + BoV* — (4 ) = 0 vient de Uéquation de I* = 0 o l'on cherche a tirer I*.
On aura : (B15* + BoV* — (u+ ) [* =0= 51S*+ BoV* — (u+7) =0 car I* > 0.

Maintenant, nous allons montrer qu’il est impossible d’avoir I(t) < qI* pour tout 0 < ¢ < 1
ett > pr ou p > 1 est un nombre suffisamment grand.

Nous supposons que I(t) < qI* pour tout t > pr.

En remplacant ce résultat dans la premiére équation de (2), nous obtenons pourt > (p+ 1)1 :
S = A—Bls/ f(s)I[(t—s)ds—(u+a)S>A—=01Sq¢" — (p+a)S =AN—(Bigl" + (n+ «))S.
0

car

/OTf(S>d8_1et/0Tf(S>]<t_5>d8Sq[*/OTf(S)dS_qI*

Donc,pourt > (p+ 1)T , nous avons

A

S(t) > ————
) Sgl* +p+a

(1 _ e*(51q1*+u+a)(t*(P+1))T>

et donc pourt > (2p + 1)T nous obtenons :

- A
ql*Bi + p+«

S()

(1- e*(ql*ﬁﬁ““y)‘”) =95,>05" (6)

Par une méthode similaire, on obtient pour t> (2p; + 1)1 :

aS*

Vi(t) >
(¥ BagI* + p+ 7

(1 _ 6—(q1*,31+u+71)p17)) = V;) S U (7)
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En combinant les deuz résultats et en les substituant dans Uexpression explicite de B,

nous obtenons pour t > (2p; + 1)1

B> (S fo VI (t —s)ds + Bo(V, — V) fo VI(t — s)ds

Maintenant, nous posons : I = minge[—rq I (2p17 + 27 4 6). Nous prouvons alors que I(t) > I,
pourt > (2p1 + 1)7. En effet, s’il existe un T > 0 tel que 1(t) > I pour

2o+ DT <t < 2p+1)T+T, et I(t) =1 pourt = 2p, + )7+ T, et I(2(py +1)7+T) <0,

alors, a partir de la troisiéme équations de (2) et (6), (7) pourt =7112p; +1)+ T :
(1) > [BuS(8) + BV (1) — (u+ )L
= [51S, + B2V, — (u+ )L
L’équilibre endémique vérifie [’égalité p+ v1 = 51.5* + B2V*, donc Uinégalité précédente
devient : I(t) > [81(S, — S*) + Ba(V, — V*)|L > 0,
done B(t) > [B1(S, — S*) + Bo(V, — V*)]I > 0.
or 1(2(py + 1)7 +T) < Oet ceci est une contradiction.
Donc 1(t) > I pour t> (2p1 + 1)T avec I = cst > 0 car I(t) > 0 qulque que soit
t >0, donc nous déduisons que B(t) — +oo lorsque t — +o0, ce qui est une contradiction
avec les résultats montrés dans le Lemme 1.3 ou

liminf I(t) < qI

t—+o0

donc, nous déduisons que

liminf I(t) > ¢I* =€

t——+o00

1l reste maintenant a vérifier les deux cas différents suivants :

Cas 1 : I(t) > qI* pour une grande valeur de t.
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Cas 2 : 1(t) oscille dans le voisinage de qI* pour une grande valeur de t.
Nous étudions le deuzieme cas. Nous considérons des valeurs de temps suffisamment grandes

notées to, t1 vérifiant :

I(to) = I(t1) = qI*, et I(t)<ql™ pour to<t<t. (8)

Sity —to < 7, la troisiéme équation de (2) donne :

(1) > —(p+)1(t),

pour t € (to,t1) nous avons :

I(t) > I(tg)e”WNto) 5 gree=(WENT . — g1y

Evidemment, pour t, — to > T, nous avons I(t) > qI*v pourt € [tg,to + T]. En utilisant la
méme méthode que celle utilisée dans la preuve ci-dessus et en utilisant les hypothéses (8),

nous obtenons :

I(t) > I(tg + 7)e”WiNlt-to=m) 5 gree=wENt=to=r) & g e=WitNT — g1y,

Si ce nest pas le cas, il existe T* > 0 tel que I(t) > quI* pour ty <t <to+71+T",

I(to+71+T*) = ql*v, et I(to+71+T*) < 0.
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De plus, a partir de l’équation de I dans (2) et (6), (7) nous avons pourt =ty + 7+ T* :

I>[B1S(t) + BV (E) — (n+ )] al"v,
= [515(t) + B2V (1) — (B15™ + BV ) aI"v,
> [B1(Sp — ) + Bo(Vip = V)] qI'y,

> 0.

Ce qui contredit I(ty + 7+ T*) < 0. Ainsi, 1(t) > qI*v pour t € [to,t1]. Il est important de
mentionner que cet intervalle est considéré de maniére arbitraire et nous déduisons que

I(t) > qI*v pour tout t grand dans le Cas 2. Ainsi, nous déduisons que :

liminf I(t) > qI*v.

t—4o00

En utilisant le fait que 0 < g < 1 est choisi de maniére arbitraire, nous considérons que

q — 1, donc nous obtenons :

liminf I(t) > I"v.

t——+o0
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Chapitre 4

La stabilité asymptotique globale du

PE

Nous considérons la fonctionnelle Lyapunov [6]

an-sn () v () ()

ou H(y) =y —1—1In(y). Ici, nous utilisons la notation wy,,(t)pour la dérivée de la fonction de

Lyapunov w(t) par rapport auz variables du systéme (1) et wiy) (t) pour la dérivée de la
fonction w(t) par rapport aux variables de (3), ot nous déterminerons la fonction de
Lyapunov correspondante a (3) en utilisant la fonction de Lyapunov pour (1). Tout d’abord,

nous calculons wzl)(t) dans la sous-section suivante.
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4.1 Fonction de Lyapunov pour le modéle (1)

Pour calculer w; (1), nous devons d’abord dériver chaque terme de w(t).

oH()- (2-rn(2)
(3) - (- ()

en (1) (1o ()

Utilisons la regle de dérivation pour chaque terme. Par exemple, pour S :

(501 -n (30))) - (550 - 50

Simplifiant, nous obtenons :

Appliquons cela auz trois termes S, V et I :

)= (1-535) G+ (1) -+ (1 7)o

Pour substituer les dérivées de S(t), V(t), et I(t), utilisons les équations différentielles du

modele SVIR :

%ff) =A—B1S(t)I(t) — pS(t) — aS(t)

M) _ as5(6) - BV OI0) ~ (0 + W)V (D)
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T _ (Bi5(0) + BV NI ~ (7 + w1

Substituons ces expressions dans notre dérivée de w(t) :

@) = (1 ) (4= ASWI0 - uS(0) - aS(0)

n (1 - %) (@S(1) — B2V (1)) — (1 + 1)V (1))
; (1 - %) (BuS(E) + BV (O)I(E) — (o + wI(0)

En regroupant les termes similaires, nous obtenons :

wiy)(£) = (A — uS(t) — aS(t)) — %A + %usa) + %asu)

+(aS(0) = BV OI0) ~ O + 1)V () - a0+ 5 o
FAS)+ BV O)) = O+ W)I0) ~ 10 BSOIO + BV D10 - -+ wI().

Cela peut étre réécrit en groupant les coefficients des termes :

wl(£) = A — pS(t) — aS(t) + %usu) + %aS(t) - %A
FaS(t) — BVOI(L) — (n + pV(L) + %W(tw " %wl Vi) - %asm

+ (B1S(t) + BV ()L () = (v + ) I(t) — %(ﬁls(t)[(t) + BV (L) = (v + p)(t)).
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En simplifiant encore, nous obtenons [’expression finale :

*

S A+ B1S* T+ pS* 4+ aS”

wiy(t) = A = pS = (p+71)V = (u+ )1 -

*

—aSV

% + BV 4+ (n+ )V = ST — BoVIT+ (u+v)I".

Nous utilisons les relations d’équilibre suivantes :

aS* — /BQV*I*

(M+71) = V* ?

(+7) = BS™ + BV7,

A=pBST" + (a+ p)sS*

Ces relations permettent de simplifier les expressions pour les dérivées des compartiments au

point d’équilibre. Nous reprenons [’expression de w'(t) obtenue précédemment :

S*
wi(t)=A—pS—(u+m)V—(u+7)1I— GA+BST + S + a8

*

y
_ a8
Wy

+ BV + (u+ )V = B1STT = BoVIT 4+ (n+y) I

En utilisant les relations d’équilibre, nous pouvons remplacer (u+ v1) et (u+ ) dans

[’expression ci-dessus :

, aS* — BV ) s
T e e A T AGTEES
* * _ *[*
+ B1ST* + puS* + aS* — aS“// T BV + (%) v

— BLST* — BV I+ (BS* + BV
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En regroupant les termes et simplifiant, nous obtenons :

wi(t) = A —puS — aS*K — S—(,uS* +aS*) +aS" — aS“//

g — BiSI* = BV T

En simplifiant, nous obtenons [’expression finale :

wi(t) =2A — uS — aS*% — %(MS* +aS*) +aS" — aS“//

— BiSI* — BV I,

En utilisant le fait que A = 1.S*I* — (o + p)S*, nous substituons A dans w'(1)(t) :

|7 %
wy(t) =2(815* " — (a4 p)S*) — S — aS*W - g(HS* +aS*) +aS* —asS v BLST* — BV I
En simplifiant les termes, nous obtenons :
S* V*

wi(t) = 26051 —2(a+ pu)S* — pS — aS* v —(puS*+aS*)+aS* —al

e — BiSI* — BV I

Vv

Nous simplifions les termes pour obtenir [’expression finale :

wl(t):—(uS +5151)<§+§—2)—O@5’ (W+§+S*V_3)

En utilisant le Lemma 1.1, nous obtenons :

MMQ:—ﬁﬁﬂﬂﬁUﬂ(H(%)+H(%})ﬂﬁ”O¥G%)+H(%)+H<gx>)g&
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Conditions a vérifier pour la fonction de Lyapunov :

Positivité de wq)(t) : La fonction wa)(t) est définie comme :

w(l)(t) = S*H(%f)) + V*H(g) + I*H(

1(t)

I*>

ou H(y) =y — 1 —In(y). Pour que w)(t) soit positive : La fonction H(y) est toujours
positive ou nulle pour y > 0. Donc, wq)(t) est toujours positive ou nulle, ce qui signifie que
w)y(t) > 0.

Nullité de wq)(t) : a Uéquilibre, S(t) = S*, V(t) = V™, et I(t) = I*. En remplagant ces

valeurs dans w)(t), on obtient :
way(t) =S"H(1)+V*H(1)+I"H(1) =0

Donc, way(t) = 0 lorsque le systéme est a I'équilibre.

Décroissance de w)(t) : On a montré que wy,,(t) est négative :

oo =) (1 (3) o (5) o (o (52) o (5) + (35)

<

0.
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4.1 Fonction de Lyapunov pour le modéle (3)

Nous considérons la fonction W = ws)(t) + (81.S*I* + B V*I*)w,

0 I*

o w = [ a(s)H (I(t_s)> ds, et a(s) = [] f(o)do

ow ow ow
95 WGQ‘FW(Gl‘f‘GQ)-

tel que :

G1 = ﬁls/T f(S)[(t — 8) ds — ﬁlsl
0

G2 = ﬁQV/T f(S)I(t — 3) dS — /BQVI
0

La fonction w(t) est définie comme suit :

w(t) =S"H (S—) +V*H (@) +I'H <@) o H(y)=y—1-1In(y)

Les dérivées partielles de w sont :

ow S* ow V* ow I*

95 ~ 1T 50 v v ar I

En remplacant Gy et Gy dans ’équation précédente et les dérivées partielles, nous obtenons :

Wy (£) = wly (£) — (1 - %) (515 /O "Rt — s)ds — 5151)

_ (1 _ VV) (521/ /OTf(s)I(t — 8)ds —52v1)

+ (1 - %) (515/(: F$)I(t = 5)ds + foV /0 F($)I(t — s)ds — HuST — BQVI) |
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En utilisant le fait que fo s)ds =1, les formules précédentes peuvent étre réécrites comme

T S* SI(t— SI
wgg)(t) = wE’1)(t) —/0 f(s) [615*1* (1 — ?) ( ét*[* s) _ S*[*)
. 1% VI(t—s) VI
. I*\ (SI(t—s) SI
e (1_7)( ST +S*I*)

. 1 VIt—s) VI
+ BV <1—7)( T +V*I*)]ds.

suit :

En utilisant le Lemme 1.2, nous pouvons écrire :
S* SI(t—s) ST S*I* S*I* I* I*
1—— — = H H|—
( s) ( ST S*[*) <S[ s ) ( ) (I(t—s)) - (1
t—s) VI VI(t—s) I(t —s) I
- V*I*) ( VeI ) (V*I*) H ( I ) i (F

SI(t—s) 51> H(M>_H( 51)_1{

|
<
N————
VR
<
<=

) <
) (P ) () () (e

]ds
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Alors, nous obtenons

wig)(t) = wiy(H) + / 1) [ (BiS°T° + BoV°T7) (H (Ii) s ([ “[: 3>))
_BSTTH ( >) _AIrVH (wg; s))

It -
S*1
casran (L) varva (L)

Maintenant, nous remplagcons la valeur de sz) (t)dans l’équation précédente et en utilisant le

ds

fait que fo s)ds =1 (ou les deux derniers termes positifs de ’équation précédente seront

simplifiés avec les termes négatifs de wél)(t)),nous obtenons :

b= [ v (o ) - (45)
— uS* (H(bi) +H<*?;>>
— ST (H (SS) T H <§>)
o () (5) 0 (35)

S SI(t — N VI(t—s)
_BSTH ( - ) QIVH(T>
IS TH (Sﬁ) L GVIH (“;) s

Utilisant le fait que BoI*V*H ( o) = (aS* — (u+ ’yl)V*)H( =) et en effectuant quelques
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simplifications, nous obtenons :

o) = [ 1)~ @1+ sy - D)

I*

— S (H () + () =SS TH () -

a5 (1) + ) - s

S
VI(t—s)
VeI )] ds.

— ByI*V*H(

Maintenant, nous calculons la dérivée temporelle de w :

a’ " ar ), @ I

d . T T d
9= [—a(s)}szo—i—/o %a(s)H( T )ds. (4.2)

FEvidemment,

De plus,
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qui est exprimé comme :

= [ 1o (g0 - 8D ) as (13)

+H
+H

= (1) <1 (5)) - (5)
s (1 () (25))

- /O £(s) {515*171 (%) L BIVH (W)} ds < 0.

En suivant le méme raisonnement que dans la démonstration du Théoreme 2.1, nous

prouvons la stabilité asymptotique globale (GAS) du PE.
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Chapitre 5

Simulations numeériques

Le comportement global de la solution de (2) (ou (3)), avec les valeurs suivantes p = 0.1,
a=0.1,v=0.1, 51 =0.011, 55 =0.011, v = 0.3, 7 =20, et f(s) = e */(1 —e7), et les

conditions initiales S(t) = 7+ 0.5cos(0.3t), V() = 6 + 0.7 cos(0.5¢), I(t) =5+ 0.2 cos(0.9t),

pourt € [—7,0] ot :

S(t)
e V()

— | (1)

Populations

40 60 80 100
le temp

Figl : A =1 et nous avons Ry = 0.68 et nous obtenons la stabilité globale du I’DFE.
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R,>1

20

S(t)
— (1)
— | ()

15

Populations

-20 0 20 40 60 80 100
le temp

Fig2 : A =5 et nous avons Ry = 1.71 et nous obtenons la stabilité globale du I’PFE.



Chapitre 6

Conclusion

Dans cette étude, on a exploré un modéle a retard distribué [3] construit a partir du modéle de
Lui et all [5] on a mis en exergue différents points comment le retard distribué , également
appelé retard faible, qui influence la construction de la fonction de Lyapunov par rapport au
modele EDO (1). Dans la partie initiale, nous avons confirmé la cohérence du systéme analysé
(2). Dans la section "Stabilité globale du DFE”, en utilisant l’approche de Lyapunov, on a vu
que lattracteur compact est formé par le DFE Ey, garantissant ainsi la stabilité asymptotique
globale de cet équilibre lorsque Ry < 1. Pour Ry > 1, la persistance uniforme de la solution,
traduit par :

lim inf I(t) > vI",

t—+o00

est essentielle pour assurer la cohérence de la fonction de Lyapunov pour le PE. Enfin, dans
la derniére partie, on a vu comment exprimer la fonction de Lyapunov pour le systéme (3) par
rapport a celle du systeme EDO (1), révélant que le retard géneére des termes positifs
supplémentaires qui compliquent la vérification des propriétés de la fonction de Lyapunov

(w < 0). un terme supplémentaire a été introduit w pour obtenir les résultats souhaités, et on
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a constaté que ['attracteur compact global D est formé de E*. Enfin, on a terminé par des

simulations numériques qui attestent des résultats démontrés.
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Résumé : Dans cette recherche, nous étudions un systeme SVIR avec retard distribué. Nous
fournissons d’abord des résultats préliminaires sur les propriétés de la fonction de Volterra et
la bien-possession de la solution, ainsi que l’existence d’un attracteur compact global noté 9.
Ensuite, nous déterminons en détail le comportement global de la solution, caractérisé dans
deuz cas différents en fonction du nombre de reproduction de base Ry. Pour Ry < 1, nous
utilisons une fonction de Lyapunov appropriée pour montrer la stabilité globale, et nous
affirmons que 9 se réduit a I’équilibre sans maladie en utilisant les propriétés des ensembles
de limite a et w. Pour Ry > 1, nous prouvons la persistance uniforme.
Abstract : In this research, we investigate an SVIR system with distributed delay. We first
provide some preliminary results on the properties of the Volterra function and the
well-posedness of the solution, as well as the existence of a global compact attractor denoted as
9. Next, we delve into the detailed global behavior of the solution, characterized in two
different cases based on the basic reproduction number Ry. For Ry < 1, we utilize an
appropriate Lyapunov function to demonstrate global stability, asserting that 9 reduces to the
disease-free equilibrium using the properties of the a-limit and w-limit sets. For Ry > 1, we

establish uniform persistence.
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