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Introduction

Le cancer est un probleme de santé global majeur, étant la deuxieme cause de déces
dans les pays développés. Malgré les progres réalisés, le traitement des tumeurs solides
reste un défi persistant. La chimiothérapie, pierre angulaire du traitement, présente deux

inconvénients majeurs :
e Sa toxicité pour les cellules saines, qui provoque de graves effets secondaires.
o Le développement de résistances par les cellules cancéreuses, réduisant son efficacité.

Afin d’améliorer la chimiothérapie, la recherche se concentre sur des modes d’adminis-
tration plus efficaces et moins nocifs. Cependant, les approches conventionnelles basées
sur l'ajustement des doses ne permettent pas de comprendre pleinement les interactions
complexes entre le traitement et I'organisme. Les mathématiques offrent une solution
précieuse. Elles modélisent la dynamique de la maladie et I'action des médicaments, per-
mettant d’évaluer théoriquement des stratégies de traitement avant leur mise en ceuvre
clinique. Dans ce contexte, la théorie du controle optimal est particulierement pertinente.
Elle permet de définir le protocole d’administration médicamenteuse le plus efficace pour
réduire une tumeur tout en limitant les effets indésirables, rendant ainsi la chimiothérapie
plus efficace et mieux tolérée. Dans ce mémoire, nous étudions un modele mathématique
créé par [9]. Ce modele décrit comment les cellules tumorales, le systéme immunitaire (les
cellules effectrices et les lymphocytes) et un traitement chimiothérapeutique interagissent.
En utilisant des équations pour représenter la croissance de la tumeur, la réaction du sys-
teme immunitaire et 'effet du traitement. Ce modele est assez complet et facile a utiliser
avec la théorie du contrdle optimal pour trouver les meilleures facons d’administrer le
traitement. Tout d’abord, nous analyserons en détail la dynamique du modele [de Pillis]
en identifiant ses points d’équilibre et en étudiant leur stabilité, afin de comprendre le

comportement du systeme en 'absence de traitement ou sous traitement constant. En-



suite nous allons administrer un médicament ot la dose peut varier avec une pénalisation
quadratique du controle. Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres

Le premier présente le contexte biologique et les outils mathématiques (les bases de
la modélisation mathématique en cancérologie, ainsi que la théorie du contrdle optimal.)

Le deuxieme et troisieme chapitre détaille respectivement le modeéle mathématique
de de Pillis et al sans traitement et avec traitement constant. On analyse la dynamique
du modele, en recherchant les points d’équilibre et en étudiant leur stabilité. Enfin la
simulation numérique permet de visualiser les résultats obtenus.

Le quatrieme chapitre traite le contréle optimal quadratique, en établissant les condi-
tions d’optimalité puis nous illustrons notre étude avec des simulations numériques. Avec
cette étude, nous espérons mieux comprendre comment utiliser les maths pour rendre la

chimiothérapie plus efficace et moins nocive pour les patients atteints de cancer.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Partie biologique

1.1.1 Le cancer

Le cancer est caractérisé par une prolifération cellulaire incontrélée résultant d’altéra-
tions génétiques qui perturbent les mécanismes normaux de régulation du cycle cellulaire,
de I'apoptose et de la différenciation. Cette prolifération anormale conduit a la formation
de masses tumorales qui, en ’absence d’intervention thérapeutique, peuvent envahir les
tissus environnants et former des métastases a distance, compromettant ainsi le fonction-

nement des organes vitaux.

La croissance tumorale est un processus complexe qui implique plusieurs phases dis-
tinctes. Initialement, les cellules cancéreuses se multiplient de maniére exponentielle, profi-
tant d'un apport nutritif et d’oxygene suffisant via la diffusion passive depuis les vaisseaux

) . ) : .
sanguins environnants. Cependant, lorsque la tumeur atteint une taille d’environ 1-2 mm
de diametre, cette diffusion devient insuffisante pour maintenir la croissance, créant un

environnement hypoxique et pauvre en nutriments au centre de la tumeur.

Face a cette contrainte, les cellules tumorales sécretent des facteurs pro-angiogéniques,
notamment le facteur de croissance de 'endothélium vasculaire (VEGF), qui stimulent
la formation de nouveaux vaisseaux sanguins a partir du réseau vasculaire existant. Ce
processus, appelé angiogenese tumorale, permet a la tumeur de poursuivre sa croissance
en assurant un apport adéquat en oxygene et nutriments, tout en facilitant 1’élimination

des déchets métaboliques (voir la figure 1.1).
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Mathématiquement, la croissance tumorale est souvent modélisée par une fonction
exponentielle dans les phases précoces, puis par une fonction logistique ou de Gompertz
lorsque des contraintes spatiales ou nutritionnelles commencent a limiter I’expansion. Ces
modeles integrent généralement un taux de croissance intrinseque et une capacité de
charge, qui représente la taille maximale que la tumeur peut atteindre dans un environ-

nement donné.

| Principe de développement du cancer

Cellue
normake

hangemant
JEneticus

Dt e e 1

%

Cellule
maligne

Turmeur

maligne

F1G. 1.1 : Principe d’évolution d’une tumeur [1]

1.1.2 Roéle du systeme immunitaire dans la surveillance et 1’éli-

mination des cellules cancéreuses

Le systéme immunitaire joue un role crucial dans la reconnaissance et 1’élimination
des cellules cancéreuses, un processus connu sous le nom d’immunosurveillance. Cette
fonction repose sur la capacité du systéme immunitaire a distinguer les cellules normales
des cellules transformées, grace a la reconnaissance d’antigenes tumoraux spécifiques ou
d’antigenes associés aux tumeurs.

L’immunosurveillance antitumorale implique plusieurs types de cellules immunitaires :

1. Les lymphocytes T cytotoxiques (CD8+) : Ces cellules reconnaissent spéci-
fiquement les antigenes tumoraux présentés par les molécules du complexe majeur
d’histocompatibilité de classe I (CMH-I) a la surface des cellules cancéreuses. Une
fois activés, les lymphocytes T CD8+ peuvent induire I’apoptose des cellules tumo-

rales via la sécrétion de perforine et de granzymes, ou par I'interaction Fas-FasL.
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2. Les cellules Natural Killer (NK) : Contrairement aux lymphocytes T, les cel-
lules NK peuvent éliminer les cellules tumorales sans reconnaissance antigénique
préalable. Elles détectent plutét ’absence ou la diminution d’expression des molé-
cules du CMH-I (fréquente dans les cellules cancéreuses) et la présence de ligands
de stress. Les cellules NK exercent leur cytotoxicité par des mécanismes similaires

a ceux des lymphocytes T CD8+.

1.1.3 Traitement du cancer

Les méthodes de traitement du cancer sont nombreuses et les progres sont réels, qu’il
s’agisse de guérison totale ou de ralentissement de la maladie. Les chances de guérison
varient grandement selon le type de cancer. Il faut également garder a l’esprit que plus le

diagnostic est précoce, plus le traitement est efficace.

o Chirurgie ablative : C’est la solution la plus directe qui consiste a retirer la tumeur
et éventuellement une partie des tissus environnants. La chirurgie n’est pas toujours

possible. Dans certains cas.

o Radiothérapie : La radiothérapie est une méthode locale de traitement des can-
cers utilisant des radiations pour détruire les cellules cancéreuses en bloquant leur

capacité a se multiplier.

e La chimiothérapie constitue I'une des modalités thérapeutiques fondamentales dans
le traitement du cancer. Elle repose sur 1'utilisation d’agents pharmacologiques qui
interferent avec les processus de division cellulaire, affectant ainsi préférentiellement
les cellules a prolifération rapide, caractéristique commune a de nombreuses cellules
cancéreuses. Le principal inconvénient de ce type de traitement est qu’il n’agit pas

uniquement sur les cellules cancéreuses, il a donc de nombreux effets secondaires .



1.2  Outils mathématiques

1.2.1 Existence et unicité de la solution

On appelle probleme de Cauchy le systeme différentiel suivant :

dx(t) .
) .
.T(t()) =Xy

avec F' défini sur un ouvert U C R” — R™.
On dit que le systeme différentiel (1.1) est autonome car F' ne dépend pas explicitement

du temps.

Théoreme 1.1. [22] Si F est continue et localement lipschitzienne et (to, zo) un point de
U, alors il existe une unique solution maximale xq € u qui est définie sur un intervalle
ouvert contenant tg.

Si F est de classe Cy, alors elle est localement lipschitzienne.

1.2.2 Systéeme dynamique

Definition 1.2. /3]
o Un systeme dynamique modélise [’évolution d’un état dans le temps. Il peut étre :
En temps continu s’il est décrit par un systéme différentiel du type (1.1).
En temps discret s’il est décrit par des équations aux différences.

o Un systéme dynamique continue est linéaire si F(x) = Ax(t) avec A € M,(R).

Dans le cas contraire, on dit que le systéme (1.1) est non linéaire.

1.2.2.1 Point d’équilibre

Definition 1.3. [3/ Un point z* est un point d’équilibre si F'(z*) = 0.
Un point d’équilibre (ou état stationnaire) est une solution constante d’un systéme

dynamique ou toutes les variables restent inchangées au cours du temps.

Definition 1.4. [3] Un point d’équilibre x* du systéme (1.1) est dit stable si pour tout
voisinage V' de x*, il existe un voisinage U C V' tel que toute trajectoire pénétrant dans

U reste dans V' pour tout t suivant.(livre auger)
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1.2.2.2 Stabilité du point d’équilibre

Méthode de linéarisation Soit le systéme dynamique non linéaire

dx(t)
g = Fle)
[L’(to) = X9

La linéarisation au tour du point d’équilibre x* revient a poser :

r=z"4+ 0z

Alors

T =1+ 0z

On obtient donc :

&+ 8i = F (&* + 0i)

Par le développement de Taylor du premier ordre de F'(x), on obtient

F(&*+ i) =F (z*)+ F' (z%) (x — z7)

D’ou

0 = Jp (z%) dz, dz(0) = oz

Jr(z) représente la matrice jacobienne de F'(x) définie par :

O Oh .. Of

Ox1 Oxo Ozn

) = Ofs 0f2 ., Of2

Jf (ZE ) ox1 0z OTn
ofp O .. O

(9$1 81’2 8$n

Théoréme 1.5. [3]/L équilibre x* est :
1. Localement asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de
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la matrice jacobienne sont de parties réelles strictement négatives.

2. Instable si la matrice jacobienne admet au moins une valeur propre de partie réelle

strictement positive

3. On ne peut pas conclure la stabilité locale du point fize si certaines valeurs propres

de la matrice jacobienne sont nuls

1.2.3 Théorie du controle optimal non linéaire

[29]
Le controle optimal s’intéresse a la détermination d’une stratégie de contréle qui
optimise un critere donné pour un systeme dynamique, tout en respectant certaines

contraintes. Formellement, un probleme de controle optimal comprend généralement :

e Un systéme dynamique, décrit par un ensemble d’équations différentielles :

) _ o)
= = Fla(t),u(t).1), ¢ € [to, 1] (1.2)
[E(to) = Zo

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état du systéme, u(t) eUC R™ est le vecteur de

contrdle (ou commande), et F' est une fonction qui décrit la dynamique du systeme.

o Une fonctionnelle objectif a minimiser :

() = / " L), u(t), )t (1.3)

ou L est une fonction de cotit instantané qui dépend de I’état et du controle a chaque

instant.

L’objectif est de déterminer la fonction de contréle w*(t) qui minimise J tout en

satisfaisant les contraintes.

Definition 1.6. [15]

1. U est fermé si la limite de toute suite convergente de U appartient a U.

2. U est convexe si ¥V, Ve €U,V € [0,1], [A\Var1 + (1 = NV € U
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3. J est dite conveze si et seulement si pour tout deuz controles uy et us dans L*(0,T, )

et tout € [0,1], on a

T vy + (1= Aus < M () + (1 — \)J (up)

Si l'inégalité précédente est stricte alors J est dite strictement convexe.

4. On note par F' la classe de toutes les conditions initiales tel que pour tout u € U le

systéme (1.2) admet une solution.

1.2.3.1 Existence du controle optimal

Théoréme 1.7. [19]

Soit Rep = {(t,x) : [t — 7| <a, |t —&]| <b ,a>0,b>0}
Le probleme de Cauchy (1.1) admet une solution si pour un certain R,, C U centré
en (7,€) la restriction de f a R, est continue en x pour ¢ fixé, mesurable en ¢ pour z fixé

et verifie

| f(t,z)]] < m(t) pour tout (t,x) € Rap

Pour une fonction m intégrable sur intervalle [7 — a, T + d]

Théoréme 1.8. [13] Le théoréme suivant fournit des conditions suffisantes pour 1’éxis-
tance des controles optimaux dans les problemes de controles déterministe, II s applique
aux systemes d’équations différentielles ordinaires.

Considérons le probléme de controle (1.2)-(1.3). Si les hypothéses suivantes sont véri-
fiées

(H1) - F' est non vide.

(H2) - L’ensemble de controle U est fermé et conveze.

(H3)- F(x,t,u) = a(x,t) + Bz, t)u(t)

(H4)- L(z,t,u) est convexe sur U.

(H5)- L(z,t,u) > ci|ul® —cy,e0 > 0,8 > 1

alors il existe au moins un controle admissible u* qui minimise le cott J(u) parmi

tous les controles admissible.



1.2.4 Caractérisation du controle optimal

Théoréme 1.9 (Principe du minimum de pontryaguin[18]).
Si u*(t) et x*(t) sont optimales pour le probléeme (1.2), alors il existe une variable

adjointe différentiable par morceau \(t) telle que

H(x (), u(t), \(t),8) > H(z*(t), " (), (), )

pour tout control u et pour tout temps t, avec le Hamiltonien H est

H = L(t,x(t), u(t), t) + (A1), F(¢, 2(t), u(t), 1))

et

N(t) = — (systéme adjoint)

A(t1) =0  (condition de transversalité)

On obtient le contréle optimal en résolvant I’équation suivante

OH (t, x*(t), u*(t), A(t))
ou

=0
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Chapitre 2

Modele d’évolution d’un cancer sans

traitement

Le modele présenté dans ce chapitre vise a décrire les interactions dynamiques entre
une population de cellules tumorales notée T'(t) et le systéme immu- nitaire de 1’hote
noté N(t). Il est formulé comme un systéeme de deux équations différentielles ordinaires
couplées.

Le modeéle considere les deux variables d’état suivantes :

« T(t) : Population de cellules tumorales Cette variable représente le nombre
total de cellules cancéreuses présentes dans 'organisme au temps t. La dynamique
de cette population est influencée par sa croissance intrinseque et ’action inhibitrice

du systeme immunitaire.

« N(t) : Population de cellules immunitaires Cette variable représente le nombre
de cellules immunitaires actives capables de reconnaitre et de détruire les cellules
tumorales. Dans le contexte du modele, il s’agit principalement des lymphocytes T
cytotoxiques (CD8+) et des cellules Natural Killer (NK). Leur dynamique dépend
de leur recrutement stimulé par la présence de la tumeur, de leur inactivation au

contact des cellules tumorales et de leur mort naturelle.
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2.1 Le modele mathématique

Le modeéle est défini comme suit :

4L = aT(1—bT) —cNT

X =a—fN+gyzN—pNT

1. Equation pour les cellules tumorales (T) :

dr

— =aT' (1-0T)— cNT (2.1)
dt A e — 3 SN~~~

Croissance Elimination par

logistique cellules immunitaires

o Le premier terme représente la croissance logistique intrinseque des cellules
. "y 1

tumorales, avec un taux de croissance a et une capacité de charge = Cette

formulation suppose que la croissance est initialement exponentielle mais ra-

lentit a mesure que la population tumorale approche de sa taille maximale

supportable par I’environnement.

e Le deuxieme terme modélise I'élimination des cellules tumorales par les cellules
immunitaires (N), suivant une loi d’action de masse avec un taux c. Cela signifie
que le taux d’élimination est proportionnel a la fois au nombre de cellules

tumorales et au nombre de cellules immunitaires.

2. Equation pour les cellules immunitaires (N) :

dN T
- a4 +g9g——N-— pNT — fN (2.2)
dt ~~ h+T —~— NP
Source =" Inactivation par Mort
constante Recrutement contact tumoral naturelle

par la tumeur

o Le premier terme «, représente une source constante de production de cellules

immunitaires.

o Le deuxiéme terme modélise le recrutement et la prolifération des cellules im-
munitaires stimulés par la présence de la tumeur. Ce terme suit une loi de
type Michaelis-Menten, ot le recrutement est proportionnel au produit NT
mais sature lorsque la population tumorale 7' devient grande par rapport a la

constante de demi-saturation h. Le parametre g représente le taux maximal de

12



recrutement des cellules immunitaires provoquées par la tumeur.

o Le troisieme terme représente l'inactivation ou la mort des cellules immuni-
taires suite a leur interaction avec les cellules tumorales, avec un taux p. Ce
terme reflete 1’épuisement des cellules immunitaires dans le microenvironne-

ment tumoral.

e Le quatrieme terme modélise la mort naturelle des cellules immunitaires, avec

un taux f.

2.2 Etude du modéle mathématique

2.2.1 Recherche des équilibres

Le systeme d’équations pour les points d’équilibre est donné par :

aT*(1 = bT*) — eN*T* = 0 (2.3)

*

h+T*

a—fN*+g N* —pN*T* =0 (2.4)

Le systeme peut étre réécrit sous la forme :

T*[la—abT* —cN*| =0 (2.5)

*

h+T*

a+t N [=f+yg —pT"] =0 (2.6)

Cas 1: Si T* = 0, 'équation(2.6) devient « — fN* =0, d’ou N* = 4. Donc il existe un

|2

unique point d’équilibre non pathogene FE; <0, %)
Cas 2 : Si T* # 0, équation (2.5)implique a — abT™ — cN* =0, d'ott N* = 4(1 — bT™).

On remarque que N* > 0 si et seulement si 7" < %
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En remplagant N* par sa valeur dans 1’équation (2.6), on obtient :

+ (—f +97 +*T* —pT*) %(1 bT) =0
Sac(h+T*) + [=f(h+ T*) + gT* — pT*(h + T*)]a(l — bT*) = 0
=ach + acl* + [~ fh — fT* 4+ gT* — phT* — pT*?*](a — abT*) = 0
=ach + acT* + [~ fha + fhabT*| + [ fT*a + fT**ab]
+ [gT*a — gT**ab] + [—phT*a + phT*?ab] + [—pT**a + pT**ab] = 0
=abpT** + [abf — abg + abhp — ap|T** + [ac + abfh — af + ag — aph]T*

+ach —afh=0

Posons H(T*) = abpT*® + [abf — abg + abhp — ap|T** + [ac + abfh — af + ag — aph]T* +

ach — afh.

Pour que 'équilibre de coexistence Es(Ts, Ny) e

N* > 0 cest-a-dire T* <
1

H sur [O, 5}.

xiste et ait un sens biologique il faut que

% et H admet au moins une racine positive, pour cela étudions

1 1 1
H(E) _abpb3 (abf+abph—ap—abg)b2 (ac—af—l—abfh—aph—l—ag)g+ach—afh
B af aph ap ag af aph  ag
762+b+b TR b b+fh b—l—b—l—ach afh
ag ag
:—ﬁ—F?-i-?"i‘OélClh
:?+&ch>0

H(0) = ach — afh = h(ac — af)

Siac—af < 0,alors H(0) < 0et H(0) x H
au moins une solution 7, dans l'intervalle [0,

Dans le cas contraire, on ne peut rien conclure.
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2.2.2 Etude de la stabilité locale

La matrice Jacobienne J(E) est donnée par :

a — 2abT™ — cN* —cT™
J(B) = b r
(9t —p) N* —T + 5 — T
Soit Py(X) le polynéme caractéristique de J :
Py(X) = X? —tr(J)X +det(J)

Un point d’équilibre est stable si et seulement si :

tr(J) <0

det(J) >0

2.2.2.1 La stabilté locale pour I’équilibre FE;

Pour E (O, %), la matrice jacobienne devient :

IS
|
o

J(Ey) = s
)

B
|
=

tr(J)=a—c$—f

Sia>c$ + f, alors Ey est instable car tr(J) > 0.

Sia< G+ f, alors on étudie le signe de det(.J).

det(J) = —f (a—c%) =ca—af.

Sia < <, alors det(J) > 0 et tr(J) <0, donc Ey est stable.

Sia > <, alors det(J) <0, donc E} est instable.
Lemme 1.

1. Sia€e [O, c% [, alors Ey est asymptotiquement localement stable.

2. Siac¢€ }c%, +00 [, alors Ey est instable.

2.2.2.2 La stabilté locale pour I’équilibre F;
Pour Ey(Ty, N3), la matrice jacobienne devient :
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Jll J12
J21 J22

J(Es) =

L’équation(2.6) implique

T
a = (f—g 2 +pT2) Ny

h+ T,
— T2
N, = I PR

L’équation (2.5) implique a(1 — 2bT5) — cNy = —abTy = Jy;

tl"(J) = J11 + J22 = —(leQ — ]\% <0

Si gm —p >0, alors det(J) > 0.
Etudions le signe de (gﬁ — p)

h

(h+Ty)? (gm -p

) = gh —p(h+T3)* = —pTy — 2phTs + gh — ph®

Posons ¢(T') = pT? + 2phT + h(ph — g)

Etudions la fonction ¢ sur l'intervalle [O, ﬂ

Si g > ph, alors ph — g < 0 et le discriminant A > 0 donc ¢ admet 2 racines réelles
T, >0etT_ <0.

0(3) =&+ % —gh+ph?
Supposons que ¢ (%) <0, c-a-d. g > 75 + %p + ph
Comme ¢ (%) < 0, alors ¢(T') < 0 sur U'intervalle [0, %}
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D'ott, ¢(T5) < 0

Donc det(J) > 0 et E5 est stable.

Lemme 2. Sig> & + %p + ph, alors Es est asymptotiquement localement stable.

2.3 simulation numérique

Le tableau suivant représente les valeurs numériques utilisées lors de la simulation numé-

rique.

Parametres | Unité Valeur estimé | Source
a Jour ~

b Cellule ! 1,02.10-14 Estimé
c Cellule = Jour ~! | 3,41.10-10 Estimé
f Jour ~ 4,12.10-2 [16]

o Jour — 1,5.10-2 (16, 11]
h Cellule 2,02.10 ¢ Estimé
p Cellule =% Jour ~! | 8,00.10-1 Estimé
« Journée de cellule | 2,00.10-11 [16]

TAB. 2.1 : Valeurs numériques des parametres pour le systeme 2.1

Dynamique des cellules tumorales
T

Fic. 2.1 : Dynamique des cellules tumorales et immunitaires normales pour a € [0, c

100

4 5 6 ;4
Temps (jours)

Dynamique des cellules immunitaires normales
i

150

I
200 250 300 350
Temps (jours)

400

450 500

al

Dans le premier sénario illustré dans la figure 2.1 le taux de craissance tumorale est

faible ce qui entraine la suppression des cellules tumorales par les cellules immunitaires

qui finissent par atteindre une concentration normale.
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1o 210" ique des cellules tumorales

=
c 81 |
S
s
24
S
<
2 -
o | | I |
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Temps (jours)
5 x10° ique des cellules normales

Population N(1)
©

°

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Temps (jours)

F1G. 2.2 : Dynamique des cellules tumorales et immunitaires normales pour a € }c%, —+00 [

Dans le deuxieme sénario illustré par la figure 2.2 le taux de croissance tumorale est

élevé ce qui provoque la prolifération des cellules tumorales et I'extinction des cellules

immunitaires normales.
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Chapitre 3

Modele d’évolution d’un cancer avec

traitement

le modele présenté dans le chapitre précédent est enrichi en y incorporant les effets
du traitement par chimiothérapie sur la tumeur et les cellules normales. On définit deux

nouvelles variables d’états :

« C(t) : Population de lymphocytes circulants

Cette variable représente le nombre total de lymphocytes circulant dans le sang. Elle
est utilisée comme un indicateur global de 1’état du systeme immunitaire de 1’hote
et de sa capacité a répondre aux agressions. Sa dynamique est influencée par sa pro-
duction endogene, sa mort naturelle et, surtout, par la toxicité de la chimiothérapie

qui peut entrainer une lymphopénie (diminution du nombre de lymphocytes).

e M(t) : Concentration du médicament chimiothérapeutique

Cette variable représente la concentration active de l'agent chimiothérapeutique
dans l'organisme au temps t. Sa dynamique dépend du taux d’administration ex-
terne (le contrdle Vys(t)) et de son taux d’élimination naturelle par I'organisme

(clairance).
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3.1 Le modele mathématique

Le modele décrit [9] est défini par le systeme suivant de quatre équations différentielles
ordinaires couplées :
9L = aT(1—=bT) — cNT — KrMT
Y=oy — fN+g7N —pNT — KyMN

%ZQQ_BC—KCMC

\% = —’yM + VM(t)

Avec des conditions initiales positives

T(0)=Ty ; N(0)=No; C(0)=Co; M(0) = M.

1. Equation pour les cellules tumorales (T) :

dT T
C_ar(1-2) - NT  — KpMT (3.1)
dt K = ———
N——— Elimination par Effet de la
Croissance cellules effectrices ~ chimiothérapie

logistique

o Le troisieme terme représente l'effet cytotoxique de la chimiothérapie sur les
cellules tumorales. Il est supposé proportionnel a la concentration du médi-
cament (M) et au nombre de cellules tumorales (T), avec une constante de
proportionnalité K reflétant la sensibilité des cellules tumorales au médica-

ment.

2. Equation pour les cellules immunitaires effectrices (N) :

dN T
““ = a4 +g—-N— pNT — fN — KyMN (3.2)
dt ~— h+T —— N ———
Source “~———" Inactivation par Mort Effet de la
constante Recrutement contact tumoral  naturelle  chimiothérapie

par la tumeur

e Le cinquieme terme représente l'effet inhibiteur ou cytotoxique de la chimio-
thérapie sur les cellules effectrices, supposé proportionnel a la concentration du

médicament (M) et au nombre de cellules effectrices (N), avec une constante

Kn.
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3. Equation pour les lymphocytes circulants (C) :

dC
T o - BC — KeMC (3.3)
dt ~— ~— ——

Source Mort Effet de la

endogene  naturelle  chimiothérapie

o Le premier terme s, représente la production endogene constante de lympho-

cytes circulants (par exemple, par la moelle osseuse et le thymus).

o Le deuxieme terme modélise la mort naturelle des lymphocytes circulants, avec

un taux f.

o Le troisieme terme représente 'effet toxique de la chimiothérapie sur les lym-
phocytes circulants (lymphopénie), proportionnel a la concentration du médi-

cament (M) et au nombre de lymphocytes (C), avec une constante Kc.

4. Equation pour la concentration du médicament (M) :

dM
— = Yu@) - M (3.4)
dt —_——— ~—
Administration Clairance
externe (controle) naturelle

 Le premier terme, Vj(t), représente le taux d’administration externe du médi-
cament au temps t. C’est la variable de contrdle que ’on cherche a optimiser.

Elle est supposée étre bornée : 0 < Vi (t) < Vi

o Le deuxiéme terme modélise I’élimination naturelle du médicament par 1’or-
ganisme (métabolisme, excrétion), supposée suivre une cinétique de premier

ordre avec un taux de clairance .

3.2 Etude du modéle mathématique

3.2.1 Recherche des équilibres

Le systeme d’équations pour les points d’équilibre est donné par :

21



al*(1 —=bT") — cN*T — KpM*T* =0

*

al_fN*+gh+T*

(3.5)

N* — pN*T* — KyM*N* =0 (3.6)
as — BC* — KeM*C* =0 (3.7)
(3.8)

Le systeme peut étre réécrit sous la forme :

T*la — abT* — cN* — KpM*| =0 (3.9)
N*[— —pT™* — Ky M*| =0 3.10
o + [f+gh+T* p M| (3.10)
ag —C*[f— KcM*] =0 (3.11)
—’)/M* + VM - 0 (3.12)
L’équation (3.11) implique
Qo
"= —r7—
B8 — KeM*
L’équation (3.12) implique
v
M* = ™
Y
. A : Vi
Cas 1:Si 7" =0, I’équation(3.10) devient ay — fN* — KMN*7 =0,
d’ou N* = —*—. Donc il existe un unique point d’équilibre non pathogene,
f+KN%
p
N, = T
J+Kn—
Y
E1 (O, Nl,Cl,Ml) avec Cl = X2 v
ﬁ _ KC_M
v Y
M, =2
\ v

. Cas 2 : Si T* # 0, 'équation (3.9) implique a — abT™* — ¢N* — KT% =0,
d'ott N* = L(a — KpYL — abT™)).

=1 Y —
Pour que N* ait un sens biologique, il faudrait que N* > 0.
Pour cela, supposons que a — KT% —abT™ >0
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De plus, T* doit satisfaire : T* < T avec T = W

En multipliant les deux cotés de 1’équation (3.10) par (h + T™), on obtient :
ar(h+T*)+ [—f(h+T*)+gT" —pT*(h+T") — KnM*(h+T")|N*=0
Remplacons N* par sa valeur, on obtient :

al(h+T*)+% [—f(h+T*) + gT* — pT*(h+T*) — KyM*(h +T)] [a(1 — bT*) — Kz M*] =0

Multiplions par ¢

con (h+T*)+[—f(h+T*) 4 gT* — pT*(h + T*) — KyM*(h + T*)] [a(1 — bT*) — KpM*] = 0

En regroupant suivant les puissances décroissantes en 7%, on obtient le polynome

suivant :
P(T*) = AT™ + BT** + CT* + D =0
ou :
A = pab,
B = fab — gab — pa + pabh + pKrM* + KyabM™,
C=car+(a— KrM*)(g— f—ph— KyM*)+abh(f + KnM™)

D = carh — fah + fKrhM* — KyahM* + Ky KrhM*2,

On calcul P(T'), on obtient

P(T) = a®y*p—3a*ypKrVa+3apK7 Vi — LKAV +(a?y? + KV —2ayKrVar ) (ab f —

abg—apt—i—abph—i—pKTM—l—abKNM)—i—% laic+ (a — KpM)(g — f — ph — KyM)+

abh(f + Ky M) + "2 [0y — (a — KpM)(f + Ky M))]

a2b2+2

1
- a2b?~? a’y*p — 3a*ypK Vi + 3apK Vi — %K%VI\?;I + a’by* f — a®v%bg — a*v°p + a’~ybph

a2 ypK Vi + @Ky Vi + abf K2V — abgK2VE — apK2V2 + abphK2VE + L K3V
7
K
+K%VA§[ab—N—2a2b7fKTVM—|—2a2bgvKTVM+2a2p7KTVM—2a2bph7KTVM—2apKt2VJ\2/I
7

—2a*Kr KNV 4 (a*y2*b — abyKp Vi + ha®b*y?)ayc + a®y*bg — a®y*bf — a®~y*bph
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—a?”beNVM —2a?vbg K1V + 2a2'ybeTVM + 2a2~ybph K1V + 2aszTVA24 +a®b*~y2hf
—I—a3b27hKNVM—QQbQVthTVM—aQthKNV]@—a3b272hf—a3b27hKNVM+ha2627fKTVM

+a*’hKr Ky Vi)

1
= 2 [abyouc (ay — KpVig + abyh) + a*byKyVay (1 + bh) + abK7Vy (f +p+ KyM — g)]

On suppose que ay — K7Vy; + abyh > 0, alors

KrVy
v —byh

a >

On a P(0) = D, si p(0) < 0, alors

> coy + fKTM* + KNKTM*2
J+ KnM*

Donc on a, P(0) x P(T) < 0, alors ’équation P(T") = 0 admet au moins une solution T

dans l'intervalle [O, T} .

3.2.2 Etude de la stabilité locale

La matrice Jacobienne J(E) est donnée par :

a — 2abT* — cN* — Ky M* T 0 — KT
. (9o —p) N* = f 4 gyl — T = KM 0 —KyN*
0 0 _B— KcM* —KcC*

0 0 0 —y

Comme J est triangulaire par blocs et que

/\3:—5—K0M*<0

/\4:—/7<0
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Alors, la stabilité est déterminée par le bloc

a—2abT™* — cN* — KrM* —cT™

Jbloc: .
(Q(H%—p)N* —f + 95 —pT" — KyM*

3.2.2.1 La stabilté locale pour I’équilibre FE;

Pour E; | 0, & e a2 v—> My |, la matrice jacobienne devient :
J+EnN2E B+ Kot
V
[+ Kyt g
Jbloc(El) -
(% —p) a 1% —f — KnM,;
[+ Kyt
On a
/\gz—f—KNMl <0
R o S Vo 47}
' v+ ENV
Pour que E; soit stable il faut que
a<a
avec
N a7y Vi
a=c + Kp—
vf+EKxVu A

Dans le cas contraire E; est instable.

3.2.2.2 La stabilté locale pour I’équilibre E;

Pour EQ(TQ, N27 MQ, CQ), Jbloc devient :

Jll J12
J21 J22

Jbloc(E2) -

L’équation(3.9) implique

—CLbTQ = a— 2(1ng - CNQ - KTM2 = JH
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L’équation(3.10) implique :

T:
Oél"‘ [—f+g<h+2T2> —pTQ—KNM2:| NQZO

—Q T2
= — = — — 1Ty — KnMs = J
N, f+gh+T2 plo NIVlo 22
Le bloc devient alors
—CLbTQ —CT2
Jbloc(E2) =

h —Q7
—pN5 4+ gN.
PiNg +— g 2((h—|—T2)2) N,

Soit Py, (X) le polynéme caractéristique de Jyjoc
PJbloc (X) = X2 — tI‘(Jbloc)X + det(Jbloc)
Un point d’équilibre est stable si et seulement si :

tr(Jbloc) <0

det(Jbloc) >0

tr(Jpoe) = —ably — —— < 0
T(bz) abls N,

La stabilité de Fy est donc déterminée par le signe de det Jypc.

15

h
det Jyioe = b — T5 | —pN. Ny | ————
et Jy a1a (N2> +c 2[ pNa + g 2<(h—|—T2)2>]

Si gm —p > 0, alors det Jy,. > 0 et Ey est stable.
Etudions le signe de gm —p
gﬁ —p= m [gh — p(h + T2)?]
= Gy T 2T (017 = gh)]
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Posons ¢(T') = pT? + 2phT + h(ph — g)

Comme Tj € [0, 7], etudions alors la fonction ¢ sur l'intervalle [0, T].

Si g > ph, alors ph — g < 0 et le discriminant A > 0 donc ¢ admet 2 racines réelles
T, >0etT_ <O.

¢>(T>=p<

Supposons que ¢ (T) <0,cad g>1¢ <

o(T) - 0

ay — krVM\? ay — krVM )
L o2ph | ——1""") — gh + ph
= ) +2p gh+p

aby

aby

alors ¢(7") < 0 sur 'intervalle [0, T]
D’ou, ¢(13) <0

Donc det(Jypoe) > 0 et Es est stable.

Lemme 3. Sig> %(

ay — kTVM)2 +9p (a’y — kyVM

aby aby

tiquement localement stable.

3.3 Simulation numérique

— VM2 — VM
‘”—T) +2p(%> ok

) + ph, alors Ey est asympto-

Le tablau suivant représente les valeurs numériques utilisées lors de la simulation

numeérique.
Parametres Unité Description Valeur estimé Source
a Jour 1 Taux de croissance tumorale
b Cellule — T 1/b est la capacité de charge tumorale 1,02.10-14 Estimé
c Cellule — T Jour 1 Destruction fractionnaires des cellules tumorales par les cellules immunitaires 3,41.10-10 Estimé
f Jour ! Taux de mortalité des cellules immunitaires 4,12.10-2 [16]
g Jour 1 Taux de recrutement des cellules immunitaires provoquées par la tumeur 1,5.10-2 [16, 11]
h Cellule Constante de demi-saturation pour le recrutement de N 2,02.10 T Estimé
K Jour 1 Taux des cellules éliminées par la chimiothérapie 6,00.10-1 [24]
p Cellule — 1 Jour ! Taux des cellules immunitaires élimines par la tumeur 8,00.10-1 Estimé
aq Journée de cellule Source constant de production des cellules immunitaires 2,00.10-11 [16]
g Journée de cellule Taux de production (source constant) des cellules lymphatiques (normales) 1,2.10 T Estimé
B Jour — Taux de mortalité 7,5.10 [[17],[?]]
ol Jour T Taux de dégradation de médicament dans le corps 9,00.10-1 [7]

TAB. 3.1 : Valeurs numériques des parametres pour le systeme 3.1
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Fic. 3.1 : Dynamique des cellules tumorales, immunitaires normales, lymphocites circu-
lants et traitement par chimiothérapie pour a < a

Dans le premier sénario illustré dans la figure 3.1 le taux de craissance tumorale est en
dessous d'un certain seuil a ce qui entraine la suppression des cellules tumorales sous I’effet
conjugué de la chimiothérapie et des cellules immunitaires. Le maintien du traitement par
chimiothérapie a pour effet secondaire de baisser le nombre de cellules immunitaire et

lymphatiques.
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F1G. 3.2 : Dynamique des cellules tumorales, immunitaires normales, lymphocites circu-
lants et traitement par chimiothérapie pour a > a

Dans le deuxieme sénario illustré par la figure 3.2 le taux de craissance tumorale est en
dessus d’un certain seuil a. ce qui ne permet pas aux cellules immunitaires et au traitement
par chimoithérapie de lutter contre la tumeur. On constate que les cellules tumorales
atteignent un niveau élevé, le nombre des cellules immunitaire et lymphatiques est tres
réduit. Ceci est du a l'effet de la chimiothérapie ainsi que celui des cellules tumorales.

Dans le chapitre suivant, on essaie de trouver la dose idéale du traitement pour eliminer

la tumeur tout en minimisant 'effet de la chimiothérapie sur les cellules saines.
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Chapitre 4

Modele d’évolution d’un cancer avec

un controle optimal quadratique

Apres avoir analysé la dynamique intrinseque du modele, nous abordons maintenant
I'optimisation du traitement chimiothérapeutique a 1’aide de la théorie du controle opti-
mal. Ce chapitre se concentre sur la formulation et la résolution du probleme de controle
optimal avec une fonctionnelle objectif quadratique. Cette approche vise a minimiser a la
fois la taille de la tumeur a la fin du traitement et le cotit associé a 'administration du

médicament, ou le colit du médicament est pénalisé de maniere quadratique.

4.1 Formulation mathématique :

L’objectif du contrdle optimal quadratique est de déterminer la stratégie d’administra-
tion du médicament Vj(t) qui minimise une fonctionnelle objectif J, tout en respectant

la dynamique du systeme et les contraintes sur le controle.

4.1.1 Fonctionnelle Objectif

La fonctionnelle objectif J(Vy,) pour le contrdle quadratique est définie comme suit :
ty € )
IV = [T(0) + SVartePya (4.1)
0

Le taux d’administration du médicament Vj,(¢) doit rester dans des limites physi-

quement et cliniquement réalistes. Il est supposé borné. Donc I’ensemble des contrdles

30



admissibles est définie comme :

U = {Va(t) continues par morceaux ,0 < Vi (t) < 1;Vt € [o,1f]} (4.2)

Théoreme 4.1. Soit le systéme dynamique suivant :

T
Ciz_t —aT(1—bT) — eNT — KpMT (43)
AN T
— =4 — fN+g——N —pNT — KxMN 44
dC
~ =02 = fC = KcMC (4.5)
dM

Avec

tf €
IV = [@0) + §VanlePat (47)
0

Le probleme (4.3-4.6) admet un contrile optimal Vi, (t) parmi tous les contrdles ad-

missibles.

condition initiales T(0)=Ty, N(0) = Ny, C(0) = Cy, M(0) = M,

Démonstration. Pour démontrer I'existence d’un controle optimale V}(¢), on vérifie que
les hypotheses du théoreme 1.8 sont vérifiées.

(H1)- On note par F' la classe de toutes les conditions initiales tel que pour tout u € U
le systeme (1.2) admet une solution.

Montrons que F’ est non vide. Pour cela on vérifie les conditions du théoréeme de Cara-
théodory (1.7).

Montrons que le systeme (4.3) - (4.6) est continue. On pose G = (G, G2, G5, G4) avec
Gi(T, N,C,M) =aT(1 =bT) —cNT — Kt MT

Gs( T, NC,M) = ay — pC — KcMC

G4( T, N,C,M) = —yM + Vi (t)

sont, des fonctions polynomiales donc elles sont continues

Gy( T, N,C,M) =y — fN + g5z N — KyMN

Comme h > 0 et T'> 0 alors h + T # 0 et G5 est bien définie et continue.
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Comme
G1 S al

G2 S oy + gN
Gz < ay
Gy <V
Alors G( T, N,C,M) <m( T, N,C,M) avec m( T, N,C,M) = (aT, a1 + gN, s, Vis)
(H2)- Montrons que U est fermé.

Soit (Varn(t)), -, une suite de fonctions de U converge tel que

n—oo

comme Vn € N,Vt € [0,t7],0 < Vi, (t) <1 Alors 0 < Vi (t) < 1.

lim [V (t) = Vy(t)llo = lim sup[Vym(t) = Vy(t)] = 0

m——+00 m——+00

donc Vi (t) € U.
Montrons que U est convexe

Soit VM71 et VM72 eU

OSVMJ(t)SleJCOSVMQS]_

=0 < /\VMjl(t) + (1 — )\)VMQ(t) <Ax1+ (1 — )\) x1=1

De plus toute combinaison linéaire de fonctions continues par morceaux est aussi continue

par morceaux.
Donc )\VM,l + (1 — )\)VMQ elU

(H3)-Montrons que le second membre F' s’écrit :

F(X,t,Var) = a(X, 1) + B(X, ) Var (1)
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avec X = (T, N,C, M)

aT(1 —=bT) —e¢NT — KrMT
o —fN—l—thrLTN—pNT—KNMN
ay — pC — KeMC
—yM + Vi

F(X,t,u) =

aT(1 —bT) — cNT — Ky MT

al—fN+gh+LTN—pNT—KNMN v
= M

9 —ﬂC—KcMC

- o O O

(H4)-On pose L(X,t, V) = T(t) + §Var(t)?
Montrons que L est convexe sur U.

On a Yu,v € U

L(t,T, (1 — p)ut+pv) — [(1 — p)L(t, T, u) + pF(t,T,v)]

I
—~
-
S~—

2
[(1 = p)u*(1 = p) + po*(p — 1) + 2(1 — p)pu]

(p(p - 1)u2 —|—p(p - 1)1)2 — 2(]9 - 1)pu1})

o+ ] = () a0

M DM DN M

Comme p € [0, 1] on a
pP—p<O0et (u—v)220:>%(p2—p)(u—v)2§0

Alors
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(H5)- Montrons que L(X,t,Vas) > Cy|Vi|? — Co, Cy > 0,8 > 1

L(X,t,Vay) =T(t) + %V]@(t)
2§VJ\2/I(t)

201|VM|5 — (s

avecC’1:§>O,B:2>1et02:O. [

4.1.2 Application du Principe du Maximum de Pontryagin

Pour résoudre ce probleme de controle optimal, nous utilisons le Principe du Maximum
de Pontryagin. Cette méthode introduit des variables adjointes (ou costates) associées a

chaque variable d’état et fournit des conditions nécessaires d’optimalité.

1. Calcul de I’'Hamiltonien : L’Hamiltonien H associé au probléme est défini par :

H(X,\, Vi, t) = L(X, Vag, t) + N F(X, Vi, t) (4.8)

avec X = (T, N,C, M) et L = gv@ :

T
H=T-+ gvﬂi + X [T (1= 0T) = eNT = KpMT] 4 X on = fN +g5——N = pNT — KxMN

/\3 [OZQ — BC’ — KCMC] + )\4 [—’)/M + VM]

Le Principe du Maximum de Pontryagin énonce que si V() est un controle optimal
et X*(t) la trajectoire d’état correspondante, alors il existe une fonction vectorielle

adjointe \*(t) telle que :

2. Equations d’état : Les trajectoires X *(t) satisfont le systéme dynamique initial :

dxX*  OH,_. .. .

Ce qui redonne les équations (4.3)-(4.6) du modele.
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3. Equations adjointes : Les trajectoires A*(t) satisfont le systeme différentiel :

A\ OH

dt _8_X(

X5 N, Vi t) (4.10)

En calculant les dérivées partielles de H par rapport a T, N, C, M, nous obtenons

le systéme adjoint :

- OH

(4.11)
. OH T
AQ(t)——a—N—)\lcT—{—)\g f—g}H_—T —l—pT—l—KNM} (412)
- oOH
Aa(l) = — 55 = N[0+ KeM] (4.13)
: oOH
)\4(t) = — a_M = MK7T + X KnyN + MKoC + )\4’)/ (414)

4. Conditions de transversalité : A l'instant final ¢ #, les variables adjointes doivent

satisfaire :

Xi(tf) =0pouri=1,23,4

5. Conditions d’optimalité :

OH A
MZEVM‘F)\Z,L:O — VM:—?4

Cependant, le controle doit rester dans l'intervalle admissible [0, 1]. Nous devons

donc prendre en compte ces bornes. Le contrdle optimal V}(t) est donné par :

( At
0 si — () <0
€
Vi (t) = —A‘*E(t) si0 < ——A‘*E(t) <1 (4.15)
1 g - M) > 1
\ €

Ou, de maniere plus compacte :
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Vi (t) = max (0, min (1, —A4<t>>) (4.16)

€

4.2 Méthode Numérique de Résolution

Le systeme d’optimalité résultant du principe du maximum de Pontryagin est un
systeme couplé d’équations différentielles avec des conditions aux limites mixtes : les
conditions initiales pour les variables d’état X (0) et les conditions finales pour les variables
adjointes A(tf). Ce type de probleme est appelé probleme de conditions aux limites en
deux points.

Plusieurs méthodes numériques peuvent étre utilisées pour résoudre ce probleme. L’une
des plus courantes est la méthode de balayage avant-arriére (Forward-Backward
Sweep Method - FBSM).

L’algorithme itératif est le suivant :

1. Initialisation : Choisir une estimation initiale pour le controle V]&O) (t) sur l'inter-
valle [0, %] (par exemple, V]\(JO) (t) = 0 ). Fixer un critere d’arrét (par exemple, une
tolérance sur la variation relative du controle ou de la fonctionnelle objectif entre

deux itérations).
2. Itération k :

(a) Balayage avant : Résoudre le systeme d’équations d’état (4.2)-(4.5) de 0 a
t; en utilisant une méthode numérique (la methode de Runge Kutta d’ordre

1),

(b) Balayage arriére : Résoudre le systeme d’équations adjointes (4.10)-(4.13)
de ¢ty a 0 en utilisant une méthode numérique avec des conditions finales sur

ts (la methode de Runge Kutta d’ordre 4 regressive)

(¢c) Mise a jour du controle : Calculer une nouvelle estimation du contrdle
ViE¥(t) en utilisant la caractérisation du contrdle optimal (4.16) avec les va-

riables adjointes )\gk) (t) obtenues a I’étape (b) :

Vir"(t) = max <O, min (1, _M>>
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(d) Moyennage (Optionnel mais recommandé pour la convergence) :
Mettre a jour le contrdle pour la prochaine itération en faisant une moyenne

pondérée de 'ancien et du nouveau controle :
k+1 k new
Vir () = (L= ) Vg () + WV (0)

ot w € (0, 1] est un facteur de relaxation (souvent w = 0.5).
3. Test de convergence : Vérifier si le critére d’arrét est satisfait (par exemple, si
ij\(f ) _ V]\(f ) || < tolérance). Si oui, arréter et considérer Vz\(4k +1)(t) comme le controle
optimal V(). Sinon, incrémenter k et retourner a ’étape 2.

4.3 Simulation numérique

Le tableau suivant représente les valeurs numérique utilisées pour la simulation numé-

rique.
Parameétres Unité Description Valeur estimé Source
a Jour 1 Taux de croissance tumorale 4,31.10-3 Estimé
b Cellule — T 1/b est la capacité de charge tumorale 1,02.10-14 Estimé
c Cellule — ! Jour 1 Destruction fractionnaires des cellules tumorales par les cellules immunitaires 3,41.10-10 Estimé
f Jour ! Taux de mortalité des cellules immunitaires 4,12.10-2 [16]
g Jour 1 Taux de recrutement des cellules immunitaires provoquées par la tumeur 1,5.10-2 [16, 11]
h Cellule Constante de demi-saturation pour le recrutement de N 2,02.10 T Estimé
K Jour — 1 Taux des cellules éliminées par la chimiothérapie 6,00.10-1 [24]
p Cellule — T Jour 1 Taux des cellules immunitaires élimines par la tumeur 8,00.10-1 Estimé
a1 Journée de cellule Source constant de production des cellules immunitaires 2,00.10-11 [16]
g Journée de cellule Taux de production (source constant) des cellules lymphatiques (normales) 1,2.10 1 Estimé
8 Jour T Taux de mortalité 7,5.10 [17],[ 7]
~y Jour 1 Taux de dégradation de médicament dans le corps 9,00.10-1 [ 7]

TAB. 4.1 : Valeurs numériques des parametres pour le controle optimal

On constate a travers la figure 4.1 que initialement le taux de la chimiothérapie est
élevé conduit a une baisse importante des concentrations a la fois des cellules cancéreuses
et normales. Cette baisse nous incite a réduire le taux de la chimiothérapie, ce qui conduit
a une augmentation des cellules saines immunitaires et lymphatiques parallelement le taux

des cellules tumorales est tenues & un niveau bas.
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F1G. 4.1 : Dynamique des cellules tumorales, immunitaires normales, lymphocytes circu-
lants et concentration du médicament

)

F1a. 4.2 : Dynamique du contrdle optimal V(%)

La stratégie du traitement consiste a administrer une dose importante au début du

traitement et de baisser celle ci au fur et a mesure que la tumeur diminue ce qui est bien

illustré dans la figure 4.2.
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Conclusion

Ce travail de recherche s’est inscrit dans le cadre de 1’étude et de 'optimisation du
traitement du cancer a ’aide d’outils mathématiques, en particulier la théorie du contréle
optimal. Nous avons tout d’abord présenté le contexte biologique du cancer, en insistant
sur le role crucial du systeme immunitaire et les limites des traitements conventionnels
comme la chimiothérapie.

Ensuite, nous avons introduit et analysé un modele mathématique proposé par [9]. Ce
modele permet de simuler la dynamique des cellules tumorales, immunitaires et des effets
de la chimiothérapie. L’étude sans traitement, puis avec traitement constant, a permis de
mieux comprendre les conditions d’élimination ou de prolifération de la tumeur selon les
parametres biologiques.

Dans un second temps, nous avons formulé un probleme de controle optimal en inté-
grant une fonctionnelle objectif quadratique visant a minimiser la charge tumorale tout en
limitant la toxicité du médicament. Grace au principe du maximum de Pontryagin, nous
avons pu caractériser le controle optimale V), et proposer une stratégie thérapeutique
théoriquement efficace.

Les simulations numériques ont illustré 'intérét de cette approche, montrant qu'un
ajustement optimisé du traitement permet non seulement de réduire significativement la
taille tumorale, mais également de préserver au mieux les cellules saines, en particulier
les cellules immunitaires et les lymphocytes.

En conclusion, cette étude met en évidence la puissance de la modélisation mathéma-
tique et du contrdle optimal dans la compréhension et la gestion du cancer.

Comme perspective, il serait intéressant d’examiner des approches de controle linéaire,
surtout lorsqu’on souhaite une stratégie de traitement plus facile a interpréter et a appli-

quer cliniquement. En outre, le controle linéaire est plus réaliste.
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Annexe

1. Systeme différentiel décrit au chapitre 2

function dydt = modele_ cellulaire(t, y, p)
% FExtraction des wvariables
T =y(1);
N =y(2);

% Equations differentielles
dTdt = p.axTx(1 — p.bxT) — p.cl*N«T;
dNdt = p.al — p.f«N 4+ p.g«(T/(p.H + T))*N — p.p*N«T;

% Sortie
dydt = [dTdt; dNdt];

end

2. Tracage du graphe du chapitre 2

% Initialisation

clear; close all; clc;

% Definition des parametres
Dp.a = 4.831e—3;

p.b = 1.02e—14;

p.cl = 3.41e—10;

p.f =4.12e—-2;

p.g = 1.5e—2;

p.H= 20.2;
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p.p = 2.0e—11;
p.al = 1.2e4;

p.a=0.5%(p.cl*p.al/p.f);

% Conditions initiales

TO = 0;

NO = p.al/p.f;

%Y0 = [T0; NO]; % Vecteur colonne
YO = [1; 200000];

% Intervalle temporel

tspan = [0 1.0e5];

% Options de simulation

J%options = odeset (' RelTol’, 1le—6, 'AbsTol’, 1e—9);

% Resolution numerique
%[t, Y] = ode45(Q(t,y) modele_cellulaire(t,y,p), tspan, Y0, options);
[t, Y] = ode45(Q(t,y) modele_cellulaire(t,y,p), tspan, YO0);

% Ezxztraction des solutions
T=Y(:,1);

N =Y(:,2);

% Visualisation

figure ( ’Position’, [100 100 900 600])
% Graphique des cellules tumorales
subplot (2,1,1)

plot(t, T, ’b’, ’LineWidth’, 6 2)
xlabel ( "Temps, (jours) )

ylabel ("Population T(t) ")
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title ('Dynamique,descellules tumorales’)
grid on

set (gca, 'FontSize’, 12)

% Graphique des cellules mormales

subplot (2,1,2)

plot(t, N, ’r’, ’LineWidth’,6 2)

xlim ([0 500]) ;

xlabel ( "Temps, (jours) )

ylabel ( "Population N(t) ")

title ('Dynamique,descellules immunitaires normales’)
grid on

set (gca, 'FontSize’, 12)

3. Systeme différentiel décrit au chapitre 3

function dydt = modele4(t, y, p)

% Extraction des variables

T=y(1);
N =y(2);
C=y(3);
M=y(4);

% Fquations differentielles

dTdt = p.axTx(1 — p.bxT) — p.cl«N«T — p.Kt«M«T;

dNdt = p.al — p.fs«N 4+ p.g*(T/(p.H + T))*N — p.p*N«T — p.KnxMxN;
dCdt = p.a2 — p.betxC — p.KexMxC;

dMdt = —p.gam«NHp .Vm;

% Sortie
dydt = [dTdt; dNdt; dCdt; dMdt |;
end

4. Tragage du graphe du chapitre 3
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% Initialisation

clear ; close all; clc;

% Definition des parametres

p.b = 1.02e—14;

p.cl = 3.41e—10;
p.f =4.12e—-2;
p.g = 1.5e—2;
p.H= 20.2;
p.p = 2.0e—11;
p.al = 1.2e4;
p.a2 = 7.5e8;
p.bet = 1.2e—2;
p.gam = 0.1;
p.Kec = 0.6;
p.Kn = 0.6;
p.Kt = 0.8;
p.Vm = 0.2e—2;

aa=(p.clxp.alxp.gam/(p.gamx*p. f+p.Knxp.Vm))+p.Kt*p.Vm/p.gam ;

p.a=0.5%xaa; %E0 stable
%p . a=2xaa ; %E0 instable

% Conditions initiales
TO = le7:

NO = 3eb;

CO = 6.25e10;

MO = 2%p.Vm/p.gam;
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Y0 = [TO; NO; CO ; MO]; % Vecteur colonne

% Intervalle temporel
tspan = [0 2.0e4];
Y%tspan = [0 100];
% Resolution numerique

[t, Y] = oded45(Q(t,y) modele4(t,y,p), tspan, YO);

% Extraction des solutions

T=Y(:,1);
N=Y(:,2);
C=Y(:,3);
M=Y(:.4);

% Visualisation

figure (' Position’, [100 100 900 600])

% Graphique des cellules tumorales
subplot (2,2 ,1)

plot(t, T, ’b’, ’LineWidth’, 2)

xlabel ( "Temps, (jours) )

ylabel ("Population T(t) ")

title ( 'Dynamique,descellules jtumorales’)
grid on

set (gca, 'FontSize’, 12)

% Graphique des cellules normales

subplot (2,2 ,2)
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plot(t, N, ’r’, ’LineWidth’, 6 2)

xlim ([0 2000]);

xlabel ( "Temps, (jours) )

ylabel ("Population N(t) ")

title ('Dynamique,des cellules immunitaires normales’)
grid on

set (gca, 'FontSize’, 12)

% Graphique des cellules normales

subplot (2,2 ,3)

plot(t, C, ’r’, ’LineWidth’, 6 2)

xlim ([0 500]) ;

xlabel ( "Temps, (jours) )

ylabel ("Population C(t) )

title ('Dynamique,descellules lymphatiques circulantes’)
grid on

set (gca, 'FontSize’, 12)

% Graphique des cellules mnormales

subplot (2,2 ,4)

plot(t, M, ’r’, ’LineWidth’, 6 2)

xlim ([0 500]) ;

xlabel ( "Temps, (jours) )

ylabel ("Population M(t) ")

title ('Dynamique,dutraitement par,chimiotherapie’)
grid on

set (gca, 'FontSize’, 12)

. Parameétres utilisés lors de la simulation numérique au chapitre 4

%control parameters
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ep=10"(7);
alp=10"(—3);

Y%control bounds

u_min=0; u max=1;

%parametres du systeme

a=4.31x10"(-3);
b=1.02+10"(—14);
c1=3.41%x10"(—10);
[=4.12%10"(—2);
g=1.5%x10"(—2);
H=20.2 :

Kc=0.6;

Kn=0.6;

Kt=0.8;
p=2.0%10"(—11);
al=1.210"4;
a2="7.5%x10"8;

bet=1.2%x10"(—2) ;
gam=0.9 ;

. Méthode numérique pour le calcul du controéle optimal au chapitre 4

clc

clear all

%parametres du systeme
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p

arametres

% Initial conditions

T0=
NO=

MO=

151077 ;
3x107(5) ;

= 6.25x107(10) ;

1

N A

T=zeros

Mezeros

( )

( )
C=zeros(1,n+1);

( )

tol=0.02;
Tt=100; %temps final
n=1076; Y%nombre d’iterations

t=linspace (0,Tf,n+1); Y%vecteur temps
h=Tf/n ; % pas pour le temps
= h/2; % moitie du pas h

% /1)

%Initiation des wvecteurs detats :

1,n+1);

Y

—=zeros(1,n+1);

I

1,n4+1);

Y

T(1)=TO0;
N(1)=No0;
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=

)=Mo;

% /1L

%Initiation des wvecteurs adjoints :

% /11T

%Initiation du controle :

oldVm=zeros (1 ,n+1);
Vm=0.9%ones (1, ,n+1);

while norm(oldVm—Vm, *inf’)> tol

oldVm = Vm;

%methode RK4 forward pour resoudre le systeme detats :
for i = 1:n
k11l = axT(1i)*(1—bxT(i))

—c1«N(1)*T(1)—Kt+«M(i)*T(i);

k12 = al —f#N(i) +g#N(i)+T(i)/(HT(i))—psN(i)*T(i)—KnM(i)*N(i);
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k13 = a2— bet*C(i)—KcxM(1)*C(1);
k14 = —gam*M(i)+Vm(1i);

k21 = a#(T(i)+h2xk11)%(1—b%(T(i)+h2%k11))
T (N(i)+h2%k12)# (T(i)4+h2xk11)—Kt+(M(i)+h2xk14 )+ (T(i)+h2+k11
k22 = al —f#(N(i)+h2k12) +g#(N(i)+h2xk12)
#(T(i)4+h2%k11) / (H+(T(i)4+h2xk11))—p*(N(i)+h2+k12)(T(i)+h2+k11
—Kn*(M(i)+h2+k14)*(N(i)+h2xk12);
k23 = a2— bet*(C(i)+h2xk13)—Kcx(M(1)+h2xk14)x(C(1i)+h2xk13);
k24 = —gam=*(M(1)+h2+k14)+0.5%(Vm(i)+Vm(i+1));

K31 = ax(T(i)+h2+k21)%(1—bx(T(i)+h2%k21))
el (N(1)+h2k22 )% (T(i)+h2+k21)—Kt+(M(i)+h2xk24 ) (T(i)+h2xk21)
k32 = al —f+(N(i)+h2+k22) +g*(N(i)+h2xk22)
f(T(1)+h2%k21) / (HH(T(1)+h2xk21)) —p*(N(i)+h2k22) % (T(i)+h2xk21)
“Knx (M(1)+h2%k24 ) (N(1)+h2xk22) ;
k33 = a2— bet*(C(i)+h2xk23)—Kcx(M(1i)+h2xk24)%(C(1)+h2xk23);
k34 = —gamx (M(1)+h2xk24)4+0.5%(Vm(i)+Vm(i+1));

K41l = a#(T(i)+hxk31)%(1—b*(T(i)+hxk31))
—cl%(N(i)+h*k32)(T(i)+hxk31)—Kt+(M(i)+h*k34)*(T(i)+hxk31);
K42 = al —f#(N(i)+hk32) +g+(N(i)+h*k32)
#(T(1)+hxk31)/(H+(T(1)+h*k31))—p*(N(
“Kn# (M(1)+hxk34 )+ (N(i)+hxk32
k43 = a2— betx(C(i)+h*k33)—Kcx(M
k44 = —gam=(M(1)+h*k34)+Vm(i+1);

i)+hxk32)*(T(i)+hxk31)

) ;
(i)+h*k34)*(C(i)+hxk33);

T(i+1) = T(i) + (h/6)*(k1l + 2xk21 + 2xk31 + k41);
N(i+1) = N(i) + (h/6)*(k12 + 2xk22 4+ 2xk32 + k42);
C(i+1) = C(i) + (h/6)*(k13 + 2xk23 + 2xk33 + k43);
M(i+1) =M(i) + (h/6)*(kl4 + 2xk24 + 2xk34 + k44);



end

%methode RKj backward pour resoudre le systeme adjoint :

for i = 1:n

j=n+ 2 — i;

k1l = wl(j)*(2%axbxT(j)+cl*N(j)+Kt+M(j)—a)+w2(])
*(p*N(j)—g+h«N(j)/(H+T(j))"2) —1;

K12 = wi(j)scl#T(§)+w2(])x(f-gxT(j)/ (FRT(§))+psT(J)+Kn(j)) ;

k13 = w3(j)*(bet+KexM(j)) ;

k14 = wl(j)*«Kt«T(j)+w2(j)«Kn«N(j)+w3(j)*KexC(j)+w4(j)*gam ;

k21 = (wl(j)—h2xk11l)x(2*a*b*Tmtcl «Nm+Kt+«Mm-a)
F(w2(j)—h2%k12 ) (pNm—g#h+Nm/ (H+Tm) ~2) —1 ;

k22 = (wl(j)—h2%k11)%cl#Tmt(w2(j)—h2+k12)
# (f—g+Tm/ (H4+Tm)+p «Tm+-Kn«Mm) ;

k23 = (w3(j)—h2xk13)x*(bet+Kc+Vm) ;

k24 = (wl(j)—h2+k11)*Kt+Tmt(w2(j)—h2%k12)+Kn+Nm
+(w3(j)—h2xk13)*KexCm+ (w4 (j)—h2xkl4)xgam ;

k31 = (wl(j)—h2xk21)x(2*a*b*Tmtcl «Nm+Kt«Mn-a)
+(w2(j)—h2xk22 )% (p*Nm—g+h«Nm/(H+Tm)"2) —1;

k32 = (wl(j)—h2xk21)*cl*Tm+(w2(j)—h2xk22)
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s (f—g*Tim/ (H4+Tm)+p*TmKnsVm) ;
k33 = (w3(j)—h2xk23)x(bet+Kc«Vm) ;
k34 = (wl(j)—h2%k21)*Kt+Tmt(w2(j)—h2+k22)+KnsNm
+(w3(j)—h2xk23)*KcxCm+ (w4 (j)—h2xk24 )+ gam ;

k41 = (wl(j)—hxk31)*(2xaxbxT(j—1)+cl*«N(j—1)+Kt«M(j—1)—a)
(w2 (§)—hek32 ) (peN(j 1) —gehsN(j —1)/(HET(j ~1))"2) 1
K42 = (wl(j)—h#k31)#c1+T(j—1)+(w2(j)—h*k32)
H(F—gT(j 1)/ (B¥T(j —1))+peT(j —1)
+Kn+M(j —1)) ;
K43 = (w3(j)—h#k33) % (bet+KesM(j —1)) ;
k44 = (wl(j)—h#k31)sKt+T(j—1)+(w2(j)—h*k32)*KnsN(j—1)
+(w3(j)—hxk33)*xKc+xC(j—1)+(w4(j)—hxk34)*xgam ;

wl(j—1) = wi(j) — (h/6)x(k1ll + 2xk21 + 2xk31 + k41);
w2(j—1) = w2(j) — (h/6)x(k12 + 2xk22 + 2xk32 + k42);
w3(j—1) = w3(j) — (h/6)%(kl13 + 2xk23 4+ 2xk33 + k43);
wd(j—1) = wd(j) — (h/6)x(kl4d + 2xk24 + 2xk34 + kd4);
end

temp=(—1/ep)*xw4;
ul = min(1 ,max(0,temp)) ;

Vmm = 0.5%(ul + oldVm) ;

norm (oldVm—Vm, "inf ")

end
figure

plot (t,T/T0,t ,N/NO,t,C/CO,t M/MO, 'linewidth ’,2)
legend ("T(t)’,’N(t)’,’C(t) ", M(t)")
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figure
plot (t,Vm, 'linewidth ' ,2)
legend ( 'Vm(t) )
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Résumé :

- Ce mémoire porte sur ’étude d’un modele mathématique décrivant 1’évolution du
cancer et ses interactions avec le systeme immunitaire et un traitement par chimiothérapie.
Nous avons d’abord analysé la dynamique tumorale sans traitement, puis avec traitement
constant, en identifiant les points d’équilibre et leur stabilité. Ensuite, nous avons appliqué
la théorie du contrdle optimal pour déterminer la stratégie de traitement la plus efficace.
Une fonctionnelle quadratique a été utilisée pour équilibrer la réduction de la tumeur et
la minimisation des effets secondaires. Les simulations numériques ont montré 'intérét
de cette approche pour améliorer 'efficacité thérapeutique tout en préservant les cellules
saines.

Mots-clés : Modele mathématique, cancer, chimiothérapie, controle optimal, stabilité, si-

mulation numérique.

Absract :

- This thesis focuses on the study of a mathematical model describing cancer pro-
gression and its interactions with the immune system and chemotherapy treatment. We
first analyzed tumor dynamics without treatment, then under constant treatment, iden-
tifying equilibrium points and their stability. Next, we applied optimal control theory to
determine the most effective treatment strategy. A quadratic cost functional was used
to balance tumor reduction with minimizing side effects. Numerical simulations demons-
trated the relevance of this approach in improving therapeutic efficacy while preserving
healthy cells.

Keywords : Mathematical model, cancer, chemotherapy, optimal control, stability, nume-

rical simulation.
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