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Introduction

Le cancer est un problème de santé global majeur, étant la deuxième cause de décès

dans les pays développés. Malgré les progrès réalisés, le traitement des tumeurs solides

reste un défi persistant. La chimiothérapie, pierre angulaire du traitement, présente deux

inconvénients majeurs :

• Sa toxicité pour les cellules saines, qui provoque de graves effets secondaires.

• Le développement de résistances par les cellules cancéreuses, réduisant son efficacité.

Afin d’améliorer la chimiothérapie, la recherche se concentre sur des modes d’adminis-

tration plus efficaces et moins nocifs. Cependant, les approches conventionnelles basées

sur l’ajustement des doses ne permettent pas de comprendre pleinement les interactions

complexes entre le traitement et l’organisme. Les mathématiques offrent une solution

précieuse. Elles modélisent la dynamique de la maladie et l’action des médicaments, per-

mettant d’évaluer théoriquement des stratégies de traitement avant leur mise en œuvre

clinique. Dans ce contexte, la théorie du contrôle optimal est particulièrement pertinente.

Elle permet de définir le protocole d’administration médicamenteuse le plus efficace pour

réduire une tumeur tout en limitant les effets indésirables, rendant ainsi la chimiothérapie

plus efficace et mieux tolérée. Dans ce mémoire, nous étudions un modèle mathématique

créé par [9]. Ce modèle décrit comment les cellules tumorales, le système immunitaire (les

cellules effectrices et les lymphocytes) et un traitement chimiothérapeutique interagissent.

En utilisant des équations pour représenter la croissance de la tumeur, la réaction du sys-

tème immunitaire et l’effet du traitement. Ce modèle est assez complet et facile à utiliser

avec la théorie du contrôle optimal pour trouver les meilleures façons d’administrer le

traitement. Tout d’abord, nous analyserons en détail la dynamique du modèle [de Pillis]

en identifiant ses points d’équilibre et en étudiant leur stabilité, afin de comprendre le

comportement du système en l’absence de traitement ou sous traitement constant. En-
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suite nous allons administrer un médicament où la dose peut varier avec une pénalisation

quadratique du contrôle. Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres

Le premier présente le contexte biologique et les outils mathématiques (les bases de

la modélisation mathématique en cancérologie, ainsi que la théorie du contrôle optimal.)

Le deuxième et troisième chapitre détaille respectivement le modèle mathématique

de de Pillis et al sans traitement et avec traitement constant. On analyse la dynamique

du modèle, en recherchant les points d’équilibre et en étudiant leur stabilité. Enfin la

simulation numérique permet de visualiser les résultats obtenus.

Le quatrième chapitre traite le contrôle optimal quadratique, en établissant les condi-

tions d’optimalité puis nous illustrons notre étude avec des simulations numériques. Avec

cette étude, nous espérons mieux comprendre comment utiliser les maths pour rendre la

chimiothérapie plus efficace et moins nocive pour les patients atteints de cancer.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Partie biologique

1.1.1 Le cancer

Le cancer est caractérisé par une prolifération cellulaire incontrôlée résultant d’altéra-

tions génétiques qui perturbent les mécanismes normaux de régulation du cycle cellulaire,

de l’apoptose et de la différenciation. Cette prolifération anormale conduit à la formation

de masses tumorales qui, en l’absence d’intervention thérapeutique, peuvent envahir les

tissus environnants et former des métastases à distance, compromettant ainsi le fonction-

nement des organes vitaux.

La croissance tumorale est un processus complexe qui implique plusieurs phases dis-

tinctes. Initialement, les cellules cancéreuses se multiplient de manière exponentielle, profi-

tant d’un apport nutritif et d’oxygène suffisant via la diffusion passive depuis les vaisseaux

sanguins environnants. Cependant, lorsque la tumeur atteint une taille d’environ 1-2 mm

de diamètre, cette diffusion devient insuffisante pour maintenir la croissance, créant un

environnement hypoxique et pauvre en nutriments au centre de la tumeur.

Face à cette contrainte, les cellules tumorales sécrètent des facteurs pro-angiogéniques,

notamment le facteur de croissance de l’endothélium vasculaire (VEGF), qui stimulent

la formation de nouveaux vaisseaux sanguins à partir du réseau vasculaire existant. Ce

processus, appelé angiogenèse tumorale, permet à la tumeur de poursuivre sa croissance

en assurant un apport adéquat en oxygène et nutriments, tout en facilitant l’élimination

des déchets métaboliques (voir la figure 1.1).
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Mathématiquement, la croissance tumorale est souvent modélisée par une fonction

exponentielle dans les phases précoces, puis par une fonction logistique ou de Gompertz

lorsque des contraintes spatiales ou nutritionnelles commencent à limiter l’expansion. Ces

modèles intègrent généralement un taux de croissance intrinsèque et une capacité de

charge, qui représente la taille maximale que la tumeur peut atteindre dans un environ-

nement donné.

Fig. 1.1 : Principe d’évolution d’une tumeur [1]

1.1.2 Rôle du système immunitaire dans la surveillance et l’éli-

mination des cellules cancéreuses

Le système immunitaire joue un rôle crucial dans la reconnaissance et l’élimination

des cellules cancéreuses, un processus connu sous le nom d’immunosurveillance. Cette

fonction repose sur la capacité du système immunitaire à distinguer les cellules normales

des cellules transformées, grâce à la reconnaissance d’antigènes tumoraux spécifiques ou

d’antigènes associés aux tumeurs.

L’immunosurveillance antitumorale implique plusieurs types de cellules immunitaires :

1. Les lymphocytes T cytotoxiques (CD8+) : Ces cellules reconnaissent spéci-

fiquement les antigènes tumoraux présentés par les molécules du complexe majeur

d’histocompatibilité de classe I (CMH-I) à la surface des cellules cancéreuses. Une

fois activés, les lymphocytes T CD8+ peuvent induire l’apoptose des cellules tumo-

rales via la sécrétion de perforine et de granzymes, ou par l’interaction Fas-FasL.
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2. Les cellules Natural Killer (NK) : Contrairement aux lymphocytes T, les cel-

lules NK peuvent éliminer les cellules tumorales sans reconnaissance antigénique

préalable. Elles détectent plutôt l’absence ou la diminution d’expression des molé-

cules du CMH-I (fréquente dans les cellules cancéreuses) et la présence de ligands

de stress. Les cellules NK exercent leur cytotoxicité par des mécanismes similaires

à ceux des lymphocytes T CD8+.

1.1.3 Traitement du cancer

Les méthodes de traitement du cancer sont nombreuses et les progrès sont réels, qu’il

s’agisse de guérison totale ou de ralentissement de la maladie. Les chances de guérison

varient grandement selon le type de cancer. Il faut également garder à l’esprit que plus le

diagnostic est précoce, plus le traitement est efficace.

• Chirurgie ablative : C’est la solution la plus directe qui consiste à retirer la tumeur

et éventuellement une partie des tissus environnants. La chirurgie n’est pas toujours

possible. Dans certains cas.

• Radiothérapie : La radiothérapie est une méthode locale de traitement des can-

cers utilisant des radiations pour détruire les cellules cancéreuses en bloquant leur

capacité à se multiplier.

• La chimiothérapie constitue l’une des modalités thérapeutiques fondamentales dans

le traitement du cancer. Elle repose sur l’utilisation d’agents pharmacologiques qui

interfèrent avec les processus de division cellulaire, affectant ainsi préférentiellement

les cellules à prolifération rapide, caractéristique commune à de nombreuses cellules

cancéreuses. Le principal inconvénient de ce type de traitement est qu’il n’agit pas

uniquement sur les cellules cancéreuses, il a donc de nombreux effets secondaires .
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1.2 Outils mathématiques

1.2.1 Existence et unicité de la solution

On appelle problème de Cauchy le système différentiel suivant :


dx(t)

dt
= F (x(t))

x(t0) = x0

(1.1)

avec F défini sur un ouvert U ⊂ Rn → Rm.

On dit que le système différentiel (1.1) est autonome car F ne dépend pas explicitement

du temps.

Théorème 1.1. [22] Si F est continue et localement lipschitzienne et (t0, x0) un point de

U , alors il existe une unique solution maximale x0 ∈ u qui est définie sur un intervalle

ouvert contenant t0.

Si F est de classe C1, alors elle est localement lipschitzienne.

1.2.2 Système dynamique

Definition 1.2. [3]

• Un système dynamique modélise l’évolution d’un état dans le temps. Il peut être :

En temps continu s’il est décrit par un système différentiel du type (1.1).

En temps discret s’il est décrit par des équations aux différences.

• Un système dynamique continue est linéaire si F (x) = Ax(t) avec A ∈ Mn(R).

Dans le cas contraire, on dit que le système (1.1) est non linéaire.

1.2.2.1 Point d’équilibre

Definition 1.3. [3] Un point x∗ est un point d’équilibre si F (x∗) = 0.

Un point d’équilibre (ou état stationnaire) est une solution constante d’un système

dynamique où toutes les variables restent inchangées au cours du temps.

Definition 1.4. [3] Un point d’équilibre x∗ du système (1.1) est dit stable si pour tout

voisinage V de x∗, il existe un voisinage U ⊂ V tel que toute trajectoire pénétrant dans

U reste dans V pour tout t suivant.(livre auger)
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1.2.2.2 Stabilité du point d’équilibre

Méthode de linéarisation Soit le système dynamique non linéaire


dx(t)

dt
= F (x(t))

x(t0) = x0

La linéarisation au tour du point d’équilibre x∗ revient à poser :

x = x∗ + δx

Alors

ẋ = ẋ∗ + δẋ

On obtient donc :

ẋ∗ + δẋ = F (ẋ∗ + δẋ)

Par le développement de Taylor du premier ordre de F (x), on obtient

F (ẋ∗ + δẋ) = F (x∗) + F ′ (x∗) (x− x∗)

D’où

δẋ = JF (x∗) δx, δx(0) = δx0

JF (x) représente la matrice jacobienne de F (x) définie par :

Jf (x
∗) =



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

... ... ... ...
∂fp
∂x1

∂fp
∂x2

· · · ∂fp
∂xn


Théorème 1.5. [3]L’équilibre x∗ est :

1. Localement asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de
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la matrice jacobienne sont de parties réelles strictement négatives.

2. Instable si la matrice jacobienne admet au moins une valeur propre de partie réelle

strictement positive

3. On ne peut pas conclure la stabilité locale du point fixe si certaines valeurs propres

de la matrice jacobienne sont nuls

1.2.3 Théorie du contrôle optimal non linéaire

[29]

Le contrôle optimal s’intéresse à la détermination d’une stratégie de contrôle qui

optimise un critère donné pour un système dynamique, tout en respectant certaines

contraintes. Formellement, un problème de contrôle optimal comprend généralement :

• Un système dynamique, décrit par un ensemble d’équations différentielles :


dx(t)

dt
= F (x(t), u(t), t), t ∈ [t0, t1]

x(t0) = x0

(1.2)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état du système, u(t) ∈U⊂ Rm est le vecteur de

contrôle (ou commande), et F est une fonction qui décrit la dynamique du système.

• Une fonctionnelle objectif à minimiser :

J(u) =

∫ tf

t0

L(x(t), u(t), t)dt (1.3)

où L est une fonction de coût instantané qui dépend de l’état et du contrôle à chaque

instant.

L’objectif est de déterminer la fonction de contrôle u∗(t) qui minimise J tout en

satisfaisant les contraintes.

Definition 1.6. [15]

1. U est fermé si la limite de toute suite convergente de U appartient à U .

2. U est convexe si ∀VM1, VM2 ∈U , ∀λ ∈ [0, 1], [λVM1 + (1− λ)VM2] ∈ U
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3. J est dite convexe si et seulement si pour tout deux contrôles u1 et u2 dans L2(0, T,Ω)

et tout ∈ [0, 1], on a

J (λu1 + (1− λ)u2 ≤ λJ (u1) + (1− λ)J (u2)

Si l’inégalité précédente est stricte alors J est dite strictement convexe.

4. On note par F ′ la classe de toutes les conditions initiales tel que pour tout u ∈ U le

système (1.2) admet une solution.

1.2.3.1 Existence du contrôle optimal

Théorème 1.7. [19]

Soit Ra,b = {(t, x) : ∥t− τ∥ ≤ a, ∥x− ξ∥ ≤ b , a > 0, b > 0}

Le problème de Cauchy (1.1) admet une solution si pour un certain Ra,b ⊂ U centré

en (τ, ξ) la restriction de f à Ra,b est continue en x pour t fixé, mesurable en t pour x fixé

et verifie

∥f(t, x)∥ ≤ m(t) pour tout (t, x) ∈ Ra,b

Pour une fonction m intégrable sur intervalle [τ − a, τ + a]

Théorème 1.8. [13] Le théorème suivant fournit des conditions suffisantes pour l’éxis-

tance des contrôles optimaux dans les problèmes de contrôles déterministe, II s’applique

aux systèmes d’équations différentielles ordinaires.

Considérons le problème de contrôle (1.2)-(1.3). Si les hypothèses suivantes sont véri-

fiées

(H1) - F ′ est non vide.

(H2) - L’ensemble de contrôle U est fermé et convexe.

(H3)- F (x, t, u) = α(x, t) + β(x, t)u(t)

(H4)- L(x, t, u) est convexe sur U .

(H5)- L(x, t, u) ≥ c1|u|β − c2, c1 > 0, β > 1

alors il existe au moins un contrôle admissible u∗ qui minimise le coût J(u) parmi

tous les contrôles admissible.
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1.2.4 Caractérisation du contrôle optimal

Théorème 1.9 (Principe du minimum de pontryaguin[18]).

Si u∗(t) et x∗(t) sont optimales pour le problème (1.2), alors il existe une variable

adjointe différentiable par morceau λ(t) telle que

H(x∗(t), u(t), λ(t), t) ≥ H(x∗(t), u∗(t), λ(t), t)

pour tout contrôl u et pour tout temps t, avec le Hamiltonien H est

H = L(t, x(t), u(t), t) + ⟨λ(t), F (t, x(t), u(t), t)⟩

et

λ′(t) = −∂H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t))

∂x
(système adjoint)

λ(t1) = 0 (condition de transversalité)

On obtient le contrôle optimal en résolvant l’équation suivante

∂H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t))

∂u
= 0
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Chapitre 2

Modèle d’évolution d’un cancer sans

traitement

Le modèle présenté dans ce chapitre vise à décrire les interactions dynamiques entre

une population de cellules tumorales notée T (t) et le système immu- nitaire de l’hôte

noté N(t). Il est formulé comme un système de deux équations différentielles ordinaires

couplées.

Le modèle considère les deux variables d’état suivantes :

• T(t) : Population de cellules tumorales Cette variable représente le nombre

total de cellules cancéreuses présentes dans l’organisme au temps t. La dynamique

de cette population est influencée par sa croissance intrinsèque et l’action inhibitrice

du système immunitaire.

• N(t) : Population de cellules immunitaires Cette variable représente le nombre

de cellules immunitaires actives capables de reconnaître et de détruire les cellules

tumorales. Dans le contexte du modèle, il s’agit principalement des lymphocytes T

cytotoxiques (CD8+) et des cellules Natural Killer (NK). Leur dynamique dépend

de leur recrutement stimulé par la présence de la tumeur, de leur inactivation au

contact des cellules tumorales et de leur mort naturelle.
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2.1 Le modèle mathématique

Le modèle est défini comme suit :
dT
dt

= aT (1− bT )− cNT

dN
dt

= α− fN + g T
h+T

N − pNT

1. Équation pour les cellules tumorales (T) :

dT

dt
= aT (1− bT )︸ ︷︷ ︸

Croissance
logistique

− cNT︸︷︷︸
Élimination par

cellules immunitaires

(2.1)

• Le premier terme représente la croissance logistique intrinsèque des cellules

tumorales, avec un taux de croissance a et une capacité de charge 1

b
. Cette

formulation suppose que la croissance est initialement exponentielle mais ra-

lentit à mesure que la population tumorale approche de sa taille maximale

supportable par l’environnement.

• Le deuxième terme modélise l’élimination des cellules tumorales par les cellules

immunitaires (N), suivant une loi d’action de masse avec un taux c. Cela signifie

que le taux d’élimination est proportionnel à la fois au nombre de cellules

tumorales et au nombre de cellules immunitaires.

2. Équation pour les cellules immunitaires (N) :

dN

dt
= α︸︷︷︸

Source
constante

+ g
T

h+ T
N︸ ︷︷ ︸

Recrutement
par la tumeur

− pNT︸ ︷︷ ︸
Inactivation par
contact tumoral

− fN︸︷︷︸
Mort

naturelle

(2.2)

• Le premier terme α, représente une source constante de production de cellules

immunitaires.

• Le deuxième terme modélise le recrutement et la prolifération des cellules im-

munitaires stimulés par la présence de la tumeur. Ce terme suit une loi de

type Michaelis-Menten, où le recrutement est proportionnel au produit NT

mais sature lorsque la population tumorale T devient grande par rapport à la

constante de demi-saturation h. Le paramètre g représente le taux maximal de
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recrutement des cellules immunitaires provoquées par la tumeur.

• Le troisième terme représente l’inactivation ou la mort des cellules immuni-

taires suite à leur interaction avec les cellules tumorales, avec un taux p. Ce

terme reflète l’épuisement des cellules immunitaires dans le microenvironne-

ment tumoral.

• Le quatrième terme modélise la mort naturelle des cellules immunitaires, avec

un taux f .

2.2 Étude du modèle mathématique

2.2.1 Recherche des équilibres

Le système d’équations pour les points d’équilibre est donné par :

aT ∗(1− bT ∗)− cN∗T ∗ = 0 (2.3)

α− fN∗ + g
T ∗

h+ T ∗N
∗ − pN∗T ∗ = 0 (2.4)

Le système peut être réécrit sous la forme :

T ∗[a− abT ∗ − cN∗] = 0 (2.5)

α +N∗[−f + g
T ∗

h+ T ∗ − pT ∗] = 0 (2.6)

Cas 1 : Si T ∗ = 0, l’équation(2.6) devient α − fN∗ = 0, d’où N∗ = α
f
. Donc il existe un

unique point d’équilibre non pathogène E1

(
0, α

f

)
.

Cas 2 : Si T ∗ ̸= 0, l’équation (2.5)implique a− abT ∗ − cN∗ = 0, d’où N∗ = a
c
(1− bT ∗).

On remarque que N∗ > 0 si et seulement si T ∗ < 1
b
.

13



En remplaçant N∗ par sa valeur dans l’équation (2.6), on obtient :

α +

(
−f + g

T ∗

h+ T ∗ − pT ∗
)

a

c
(1− bT ∗) = 0

⇒αc(h+ T ∗) + [−f(h+ T ∗) + gT ∗ − pT ∗(h+ T ∗)]a(1− bT ∗) = 0

⇒αch+ αcT ∗ + [−fh− fT ∗ + gT ∗ − phT ∗ − pT ∗2](a− abT ∗) = 0

⇒αch+ αcT ∗ + [−fha+ fhabT ∗] + [−fT ∗a+ fT ∗2ab]

+ [gT ∗a− gT ∗2ab] + [−phT ∗a+ phT ∗2ab] + [−pT ∗2a+ pT ∗3ab] = 0

⇒abpT ∗3 + [abf − abg + abhp− ap]T ∗2 + [αc+ abfh− af + ag − aph]T ∗

+ αch− afh = 0

Posons H(T ∗) = abpT ∗3 + [abf − abg+ abhp− ap]T ∗2 + [αc+ abfh− af + ag− aph]T ∗ +

αch− afh.

Pour que l’équilibre de coexistence E2(T2, N2) existe et ait un sens biologique il faut que

N∗ ≥ 0 c’est-à-dire T ∗ ≤ 1
b

et H admet au moins une racine positive, pour celà étudions

H sur
[
0, 1

b

]
.

H

(
1

b

)
= abp

1

b3
+ (abf + abph− ap− abg)

1

b2
+ (αc− af + abfh− aph+ ag)

1

b
+ αch− afh

=
ap

b2
+

af

b
+

aph

b
− ap

b2
− ag

b2
+

αc

b
− af

b
+ afh− aph

b
+

ag

b
+ αch− afh

= −ag

b2
+

αc

b
+

ag

b
+ α1C1h

=
αc

b
+ αch > 0

H(0) = αch− afh = h(αc− af)

Si αc − af < 0, alors H(0) < 0 et H(0) ×H
(
1
b

)
< 0. Alors l’équation H(T ) = 0 admet

au moins une solution T2 dans l’intervalle
[
0, 1

b

]
.

Dans le cas contraire, on ne peut rien conclure.
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2.2.2 Etude de la stabilité locale

La matrice Jacobienne J(E) est donnée par :

J(E) =

 a− 2abT ∗ − cN∗ −cT ∗(
g h
(h+T ∗)2

− p
)
N∗ −f + g T ∗

h+T ∗ − pT ∗


Soit PJ(X) le polynôme caractéristique de J :

PJ(X) = X2 − tr(J)X + det(J)

Un point d’équilibre est stable si et seulement si :tr(J) < 0

det(J) > 0

2.2.2.1 La stabilté locale pour l’équilibre E1

Pour E1

(
0, α

f

)
, la matrice jacobienne devient :

J(E1) =

 a− cα
f

0(
g
h
− p
)

α
f

−f


tr(J) = a− cα

f
− f

Si a > cα
f
+ f , alors E1 est instable car tr(J) > 0.

Si a < cα
f
+ f , alors on étudie le signe de det(J).

det(J) = −f
(
a− cα

f

)
= cα− af .

Si a < cα
f

, alors det(J) > 0 et tr(J) < 0, donc E1 est stable.

Si a > cα
f

, alors det(J) < 0, donc E1 est instable.

Lemme 1.

1. Si a ∈
[
0, cα

f

[
, alors E1 est asymptotiquement localement stable.

2. Si a ∈
]
cα
f
,+∞

[
, alors E1 est instable.

2.2.2.2 La stabilté locale pour l’équilibre E2

Pour E2(T2, N2), la matrice jacobienne devient :
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J(E2) =

J11 J12

J21 J22


L’équation(2.6) implique

α =

(
f − g

T2

h+ T2

+ pT2

)
N2

⇒ −α

N2

= −f + g
T2

h+ T2

− pT2 = J22

L’équation (2.5) implique a(1− 2bT2)− cN2 = −abT2 = J11

tr(J) = J11 + J22 = −abT2 −
α

N2

< 0

det(J) = abT2α

N2

+ cT2N2

(
g

h

(h+ T2)2
− p

)
Si g h

(h+T2)2
− p > 0, alors det(J) > 0.

Etudions le signe de
(
g h
(h+T2)2

− p
)

(h+ T2)
2

(
g

h

(h+ T2)2
− p

)
= gh− p(h+ T2)

2 = −pT 2
2 − 2phT2 + gh− ph2

Posons ϕ(T ) = pT 2 + 2phT + h(ph− g)

Etudions la fonction ϕ sur l’intervalle
[
0, 1

b

]
.

Si g > ph, alors ph − g < 0 et le discriminant ∆ > 0 donc ϕ admet 2 racines réelles

T+ > 0 et T− < 0.

T

ϕ(T )

0 T+ +∞

− 0 +

ϕ
(
1
b

)
= p

b2
+ 2ph

b
− gh+ ph2

Supposons que ϕ
(
1
b

)
< 0, c-à-d. g > p

b2h
+ 2p

b
+ ph

Comme ϕ
(
1
b

)
< 0, alors ϕ(T ) < 0 sur l’intervalle

[
0, 1

b

]
.
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D’où, ϕ(T2) < 0

Donc det(J) > 0 et E2 est stable.

Lemme 2. Si g > p
b2h

+ 2p
b
+ ph, alors E2 est asymptotiquement localement stable.

2.3 simulation numérique

Le tableau suivant représente les valeurs numériques utilisées lors de la simulation numé-
rique.

Paramètres Unité Valeur estimé Source
a Jour −1

b Cellule −1 1,02.10-14 Estimé
c Cellule −1 Jour −1 3,41.10-10 Estimé
f Jour −1 4,12.10-2 [16]
g Jour −1 1,5.10-2 [16, 11]
h Cellule 2,02.10 1 Estimé
p Cellule −1 Jour −1 8,00.10-1 Estimé
α Journée de cellule 2,00.10-11 [16]

Tab. 2.1 : Valeurs numériques des paramètres pour le système 2.1

Fig. 2.1 : Dynamique des cellules tumorales et immunitaires normales pour a ∈
[
0, cα

f

[

Dans le premier sénario illustré dans la figure 2.1 le taux de craissance tumorale est

faible ce qui entraine la suppression des cellules tumorales par les cellules immunitaires

qui finissent par atteindre une concentration normale.
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Fig. 2.2 : Dynamique des cellules tumorales et immunitaires normales pour a ∈
]
cα
f
,+∞

[
Dans le deuxième sénario illustré par la figure 2.2 le taux de croissance tumorale est

élevé ce qui provoque la prolifération des cellules tumorales et l’extinction des cellules

immunitaires normales.
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Chapitre 3

Modèle d’évolution d’un cancer avec

traitement

le modèle présenté dans le chapitre précédent est enrichi en y incorporant les effets

du traitement par chimiothérapie sur la tumeur et les cellules normales. On définit deux

nouvelles variables d’états :

• C(t) : Population de lymphocytes circulants

Cette variable représente le nombre total de lymphocytes circulant dans le sang. Elle

est utilisée comme un indicateur global de l’état du système immunitaire de l’hôte

et de sa capacité à répondre aux agressions. Sa dynamique est influencée par sa pro-

duction endogène, sa mort naturelle et, surtout, par la toxicité de la chimiothérapie

qui peut entraîner une lymphopénie (diminution du nombre de lymphocytes).

• M(t) : Concentration du médicament chimiothérapeutique

Cette variable représente la concentration active de l’agent chimiothérapeutique

dans l’organisme au temps t. Sa dynamique dépend du taux d’administration ex-

terne (le contrôle VM(t)) et de son taux d’élimination naturelle par l’organisme

(clairance).
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3.1 Le modèle mathématique

Le modèle décrit [9] est défini par le système suivant de quatre équations différentielles

ordinaires couplées :



dT
dt

= aT (1− bT )− cNT −KTMT

dN
dt

= α1 − fN + g T
h+T

N − pNT −KNMN

dC
dt

= α2 − βC −KCMC

dM
dT

= −γM + VM(t)

Avec des conditions initiales positives

T (0) = T0 ; N(0) = N0; C(0) = C0; M(0) = M0.

1. Équation pour les cellules tumorales (T) :

dT

dt
= aT

(
1− T

K

)
︸ ︷︷ ︸

Croissance
logistique

− cNT︸︷︷︸
Élimination par

cellules effectrices

− KTMT︸ ︷︷ ︸
Effet de la

chimiothérapie

(3.1)

• Le troisième terme représente l’effet cytotoxique de la chimiothérapie sur les

cellules tumorales. Il est supposé proportionnel à la concentration du médi-

cament (M) et au nombre de cellules tumorales (T), avec une constante de

proportionnalité KT reflétant la sensibilité des cellules tumorales au médica-

ment.

2. Équation pour les cellules immunitaires effectrices (N) :

dN

dt
= α1︸︷︷︸

Source
constante

+ g
T

h+ T
N︸ ︷︷ ︸

Recrutement
par la tumeur

− pNT︸ ︷︷ ︸
Inactivation par
contact tumoral

− fN︸︷︷︸
Mort

naturelle

− KNMN︸ ︷︷ ︸
Effet de la

chimiothérapie

(3.2)

• Le cinquième terme représente l’effet inhibiteur ou cytotoxique de la chimio-

thérapie sur les cellules effectrices, supposé proportionnel à la concentration du

médicament (M) et au nombre de cellules effectrices (N), avec une constante

KN .
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3. Équation pour les lymphocytes circulants (C) :

dC

dt
= α2︸︷︷︸

Source
endogène

− βC︸︷︷︸
Mort

naturelle

− KCMC︸ ︷︷ ︸
Effet de la

chimiothérapie

(3.3)

• Le premier terme α2, représente la production endogène constante de lympho-

cytes circulants (par exemple, par la moelle osseuse et le thymus).

• Le deuxième terme modélise la mort naturelle des lymphocytes circulants, avec

un taux β.

• Le troisième terme représente l’effet toxique de la chimiothérapie sur les lym-

phocytes circulants (lymphopénie), proportionnel à la concentration du médi-

cament (M) et au nombre de lymphocytes (C), avec une constante KC .

4. Équation pour la concentration du médicament (M) :

dM

dt
= VM(t)︸ ︷︷ ︸

Administration
externe (contrôle)

− γM︸︷︷︸
Clairance
naturelle

(3.4)

• Le premier terme, VM(t), représente le taux d’administration externe du médi-

cament au temps t. C’est la variable de contrôle que l’on cherche à optimiser.

Elle est supposée être bornée : 0 ≤ VM(t) ≤ Vmax.

• Le deuxième terme modélise l’élimination naturelle du médicament par l’or-

ganisme (métabolisme, excrétion), supposée suivre une cinétique de premier

ordre avec un taux de clairance γ.

3.2 Étude du modèle mathématique

3.2.1 Recherche des équilibres

Le système d’équations pour les points d’équilibre est donné par :
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aT ∗(1− bT ∗)− cN∗T −KTM
∗T ∗ = 0 (3.5)

α1 − fN∗ + g
T ∗

h+ T ∗N
∗ − pN∗T ∗ −KNM

∗N∗ = 0 (3.6)

α2 − βC∗ −KCM
∗C∗ = 0 (3.7)

−γM∗ + VM = 0 (3.8)

Le système peut être réécrit sous la forme :

T ∗[a− abT ∗ − cN∗ −KTM
∗] = 0 (3.9)

α1 +N∗[−f + g
T ∗

h+ T ∗ − pT ∗ −KMM∗] = 0 (3.10)

α2 − C∗ [β −KCM
∗] = 0 (3.11)

−γM∗ + VM = 0 (3.12)

L’équation (3.11) implique

C∗ =
α2

β −KCM∗

L’équation (3.12) implique

M∗ =
VM

γ

Cas 1 : Si T ∗ = 0, l’équation(3.10) devient α1 − fN∗ −KMN∗VM

γ
= 0,

d’où N∗ = α1

f+KN
VM
γ

. Donc il existe un unique point d’équilibre non pathogène,

E1 (0, N1, C1,M1) avec



N1 =
α1

f +KN
VM

γ

C1 =
α2

β −KC
VM

γ

M1 =
VM

γ

. Cas 2 : Si T ∗ ̸= 0, l’équation (3.9) implique a− abT ∗ − cN∗ −KT
VM

γ
= 0,

d’où N∗ = 1
c
(a−KT

VM

γ
− abT ∗)).

Pour que N∗ ait un sens biologique, il faudrait que N∗ > 0.

Pour celà, supposons que a−KT
VM

γ
− abT ∗ > 0
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De plus, T ∗ doit satisfaire : T ∗ < T̃ avec T̃ = aγ−KTVM

abγ
.

En multipliant les deux cotés de l’équation (3.10) par (h+ T ∗), on obtient :

α1(h+ T ∗) + [−f(h+ T ∗) + gT ∗ − pT ∗(h+ T ∗)−KNM
∗(h+ T ∗)]N∗ = 0

Remplaçons N∗ par sa valeur, on obtient :

α1(h+T ∗)+
1

c
[−f(h+ T ∗) + gT ∗ − pT ∗(h+ T ∗)−KNM

∗(h+ T ∗)] [a(1− bT ∗)−KTM
∗] = 0

Multiplions par c

cα1(h+T ∗)+[−f(h+ T ∗) + gT ∗ − pT ∗(h+ T ∗)−KNM
∗(h+ T ∗)] [a(1− bT ∗)−KTM

∗] = 0

En regroupant suivant les puissances décroissantes en T ∗, on obtient le polynôme

suivant :

P (T ∗) = AT ∗3 +BT ∗2 + CT ∗ +D = 0

où :
A = pab,

B = fab− gab− pa+ pabh+ pKTM
∗ +KNabM

∗,

C = cα1 + (a−KTM
∗)(g − f − ph−KNM

∗) + abh(f +KNM
∗)

D = cα1h− fah+ fKThM
∗ −KNahM

∗ +KNKThM
∗2.

On calcul P (T̃ ), on obtient

P (T̃ ) = a3γ2p−3a2γpKTVM+3apK2
TV

2
M− p

γ
K3

TV
3
M+(a2γ2+K2

TV
2
M−2aγKTVM)(abf−

abg−apt+abph+pKTM+abKNM)+ aγ−KTVM

abγ
[α1c+ (a−KTM)(g − f − ph−KNM)+

abh(f +KNM) + ha2b2γ2

a2b2γ2 [α1c1 − (a−KTM)(f +KNM)]
]

=
1

a2b2γ2

[
a3γ2p− 3a2γpKTVM + 3apK2

TV
2
M − p

γ
K3

TV
3
M + a3bγ2f − a3γ2bg − a3γ2p+ a3γbph

+a2γpKTVM +a3γbKNVM +abfK2
TV

2
M −abgK2

TV
2
M −apK2

TV
2
M +abphK2

TV
2
M +

p

γ
K3

TV
3
M

+K2
TV

3
Mab

KN

γ
−2a2bγfKTVM+2a2bgγKTVM+2a2pγKTVM−2a2bphγKTVM−2apK2

t V
2
M

−2a2KTKNV
2
M + (a2γ2b− abγKTVM + ha2b2γ2)α1c+ a3γ2bg − a3γ2bf − a3γ2bph
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−a3γbKNVM − 2a2γbgKTVM +2a2γbfKTVM +2a2γbphKTVM +2a2bKTV
2
M + a3b2γ2hf

+a3b2γhKNVM−a2b2γhfKTVM−a2b2hKNV
2
M−a3b2γ2hf−a3b2γhKNVM+ha2b2γfKTVM

+a2b2hKTKNV
2
M

]
=

1

a2b2γ2

[
abγα1c (aγ −KTVM + abγh) + a3bγKNVM (1 + bh) + abK2

TV
2
M(f + p+KNM − g)

]
On suppose que aγ −KTVM + abγh > 0, alors

a >
KTVM

γ − bγh

On a P (0) = D, si p(0) < 0, alors

a >
cα1 + fKTM

∗ +KNKTM
∗2

f +KNM∗

Donc on a, P (0)× P (T̃ ) < 0, alors l’équation P (T ) = 0 admet au moins une solution T2

dans l’intervalle
[
0, T̃

]
.

3.2.2 Etude de la stabilité locale

La matrice Jacobienne J(E) est donnée par :

J =


a− 2abT ∗ − cN∗ −KTM

∗ −cT ∗ 0 −KTT
∗(

g h
(h+T ∗)2

− p
)
N∗ −f + g T ∗

h+T ∗ − pT ∗ −KNM
∗ 0 −KNN

∗

0 0 −β −KCM
∗ −KCC

∗

0 0 0 −γ



Comme J est triangulaire par blocs et que

λ3 = −β −KCM
∗ < 0

λ4 = −γ < 0

24



Alors, la stabilité est déterminée par le bloc

Jbloc =

a− 2abT ∗ − cN∗ −KTM
∗ −cT ∗(

g h
(h+T ∗)2

− p
)
N∗ −f + g T ∗

h+T ∗ − pT ∗ −KNM
∗


3.2.2.1 La stabilté locale pour l’équilibre E1

Pour E1

(
0,

α1

f +KN
VM

γ

,
α2

β +KC
VM

γ

,M1

)
, la matrice jacobienne devient :

Jbloc(E1) =


a− c

α1

f +KN
VM

γ

−KT
VM

γ
0

(
g
h
− p
) α1

f +KN
VM

γ

−f −KNM1


On a

λ2 = −f −KNM1 < 0

λ1 = a− c
α1γ

γf +KNVM

−KT
VM

γ

Pour que E1 soit stable il faut que

a < ã

avec

ã = c
α1γ

γf +KNVM

+KT
VM

γ

Dans le cas contraire E1 est instable.

3.2.2.2 La stabilté locale pour l’équilibre E2

Pour E2(T2, N2,M2, C2), Jbloc devient :

Jbloc(E2) =

J11 J12

J21 J22


L’équation(3.9) implique

−abT2 = a− 2abT2 − cN2 −KTM2 = J11
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L’équation(3.10) implique :

α1 +

[
−f + g

(
T2

h+ T2

)
− pT2 −KNM2

]
N2 = 0

⇒ −α1

N2

= −f + g
T2

h+ T2

− pT2 −KNM2 = J22

Le bloc devient alors

Jbloc(E2) =


−abT2 −cT2

−pN2 + gN2

(
h

(h+ T2)
2

)
−α1

N2


Soit PJbloc(X) le polynôme caractéristique de Jbloc :

PJbloc(X) = X2 − tr(Jbloc)X + det(Jbloc)

Un point d’équilibre est stable si et seulement si :tr(Jbloc) < 0

det(Jbloc) > 0

tr(Jbloc) = −abT2 −
−α1

N2

< 0

La stabilité de E2 est donc déterminée par le signe de det Jbloc.

det Jbloc = α1ab

(
T2

N2

)
+ cT2

[
−pN2 + gN2

(
h

(h+ T2)
2

)]

Si g h

(h+ T2)
2 − p > 0, alors det Jbloc > 0 et E2 est stable.

Etudions le signe de g
h

(h+ T2)
2 − p

g
h

(h+ T2)
2 − p =

1

(h+ T2)2
[
gh− p(h+ T2)

2
]

=
−1

(h+ T2)2
[
pT 2

2 + 2phT2 + (ph2 − gh)
]
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Posons ϕ(T ) = pT 2 + 2phT + h(ph− g)

Comme T2 ∈ [0, T̃ ], etudions alors la fonction ϕ sur l’intervalle
[
0, T̃

]
.

Si g > ph, alors ph − g < 0 et le discriminant ∆ > 0 donc ϕ admet 2 racines réelles

T+ > 0 et T− < 0.

T

ϕ(T )

0 T+ +∞

− 0 +

ϕ
(
T̃
)
= p

(
aγ − kTVM

abγ

)2

+ 2ph

(
aγ − kTVM

abγ

)
− gh+ ph2

Supposons que ϕ
(
T̃
)
< 0, c-à-d. g > p

h

(
aγ − kTVM

abγ

)2

+ 2p

(
aγ − kTVM

abγ

)
+ ph

alors ϕ(T ) < 0 sur l’intervalle
[
0, T̃

]
.

D’où, ϕ(T2) < 0

Donc det(Jbloc) > 0 et E2 est stable.

Lemme 3. Si g > p
h

(
aγ − kTVM

abγ

)2

+ 2p

(
aγ − kTVM

abγ

)
+ ph, alors E2 est asympto-

tiquement localement stable.

3.3 Simulation numérique

Le tablau suivant représente les valeurs numériques utilisées lors de la simulation

numérique.

Paramètres Unité Description Valeur estimé Source
a Jour −1 Taux de croissance tumorale
b Cellule −1 1/b est la capacité de charge tumorale 1,02.10-14 Estimé
c Cellule −1 Jour −1 Destruction fractionnaires des cellules tumorales par les cellules immunitaires 3,41.10-10 Estimé
f Jour −1 Taux de mortalité des cellules immunitaires 4,12.10-2 [16]
g Jour −1 Taux de recrutement des cellules immunitaires provoquées par la tumeur 1,5.10-2 [16, 11]
h Cellule Constante de demi-saturation pour le recrutement de N 2,02.10 1 Estimé
K Jour −1 Taux des cellules éliminées par la chimiothérapie 6,00.10-1 [24]
p Cellule −1 Jour −1 Taux des cellules immunitaires élimines par la tumeur 8,00.10-1 Estimé
α1 Journée de cellule Source constant de production des cellules immunitaires 2,00.10-11 [16]
α2 Journée de cellule Taux de production (source constant) des cellules lymphatiques (normales) 1,2.10 4 Estimé
β Jour −1 Taux de mortalité 7,5.10 8 [[17],[ ?]]
γ Jour −1 Taux de dégradation de médicament dans le corps 9,00.10-1 [ ?]

Tab. 3.1 : Valeurs numériques des paramètres pour le système 3.1
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Fig. 3.1 : Dynamique des cellules tumorales, immunitaires normales, lymphocites circu-
lants et traitement par chimiothérapie pour a < ã

Dans le premier sénario illustré dans la figure 3.1 le taux de craissance tumorale est en

dessous d’un certain seuil ã ce qui entraine la suppression des cellules tumorales sous l’effet

conjugué de la chimiothérapie et des cellules immunitaires. Le maintien du traitement par

chimiothérapie a pour effet secondaire de baisser le nombre de cellules immunitaire et

lymphatiques.

28



Fig. 3.2 : Dynamique des cellules tumorales, immunitaires normales, lymphocites circu-
lants et traitement par chimiothérapie pour a > ã

Dans le deuxième sénario illustré par la figure 3.2 le taux de craissance tumorale est en

dessus d’un certain seuil ã. ce qui ne permet pas aux cellules immunitaires et au traitement

par chimoithérapie de lutter contre la tumeur. On constate que les cellules tumorales

atteignent un niveau élevé, le nombre des cellules immunitaire et lymphatiques est très

réduit. Ceci est du à l’effet de la chimiothérapie ainsi que celui des cellules tumorales.

Dans le chapitre suivant, on essaie de trouver la dose idéale du traitement pour eliminer

la tumeur tout en minimisant l’effet de la chimiothérapie sur les cellules saines.
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Chapitre 4

Modèle d’évolution d’un cancer avec

un contrôle optimal quadratique

Après avoir analysé la dynamique intrinsèque du modèle, nous abordons maintenant

l’optimisation du traitement chimiothérapeutique à l’aide de la théorie du contrôle opti-

mal. Ce chapitre se concentre sur la formulation et la résolution du problème de contrôle

optimal avec une fonctionnelle objectif quadratique. Cette approche vise à minimiser à la

fois la taille de la tumeur à la fin du traitement et le coût associé à l’administration du

médicament, où le coût du médicament est pénalisé de manière quadratique.

4.1 Formulation mathématique :

L’objectif du contrôle optimal quadratique est de déterminer la stratégie d’administra-

tion du médicament VM(t) qui minimise une fonctionnelle objectif J , tout en respectant

la dynamique du système et les contraintes sur le contrôle.

4.1.1 Fonctionnelle Objectif

La fonctionnelle objectif J(VM) pour le contrôle quadratique est définie comme suit :

J(VM) =

∫ tf

0

(T (t) +
ϵ

2
VM(t)2)dt (4.1)

Le taux d’administration du médicament VM(t) doit rester dans des limites physi-

quement et cliniquement réalistes. Il est supposé borné. Donc l’ensemble des contrôles
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admissibles est définie comme :

U = {VM(t) continues par morceaux , 0 ≤ VM(t) ≤ 1 ; ∀t ∈ [o, tf ]} (4.2)

Théorème 4.1. Soit le système dynamique suivant :

dT

dt
=aT (1− bT )− cNT −KTMT (4.3)

dN

dt
=α1 − fN + g

T

h+ T
N − pNT −KNMN (4.4)

dC

dt
=α2 − βC −KCMC (4.5)

dM

dT
=− γM + VM(t) (4.6)

Avec

J(VM) =

∫ tf

0

(T (t) +
ϵ

2
VM(t)2)dt (4.7)

Le problème (4.3-4.6) admet un contrôle optimal V ∗
M(t) parmi tous les contrôles ad-

missibles.

condition initiales T(0)=T0, N(0) = N0, C(0) = C0,M(0) = M0

Démonstration. Pour démontrer l’existence d’un controle optimale V ∗
M(t), on vérifie que

les hypothèses du théorème 1.8 sont vérifiées.

(H1)- On note par F ′ la classe de toutes les conditions initiales tel que pour tout u ∈ U

le système (1.2) admet une solution.

Montrons que F ′ est non vide. Pour celà on vérifie les conditions du théorème de Cara-

théodory (1.7).

Montrons que le système (4.3) - (4.6) est continue. On pose G = (G1, G2, G3, G4) avec

G1( T, N,C,M) = aT (1− bT )− cNT −KTMT

G3( T, N,C,M) = α2 − βC −KCMC

G4( T, N,C,M) = −γM + VM(t)

sont des fonctions polynomiales donc elles sont continues

G2( T, N,C,M) = α1 − fN + g T
h+T

N −KNMN

Comme h > 0 et T ≥ 0 alors h+ T ̸= 0 et G2 est bien définie et continue.
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Comme
G1 ≤ aT

G2 ≤ α1 + gN

G3 ≤ α2

G4 ≤ VM

Alors G( T, N,C,M) ≤ m( T, N,C,M) avec m( T, N,C,M) = (aT, α1 + gN, α2, VM)

(H2)- Montrons que U est fermé.

Soit (VM,n(t))n≥1 une suite de fonctions de U converge tel que

lim
n→∞

VM,n(t) = V̄M(t)

comme ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, tf ] , 0 ≤ VM,n(t) ≤ 1 Alors 0 ≤ V̄M(t) ≤ 1.

lim
m→+∞

∥Vη,m(t)− Vη(t)∥∞ = lim
m→+∞

sup |Vη,m(t)− Vη(t)| = 0

donc V̄M(t) ∈ U .

Montrons que U est convexe

Soit VM,1 et VM,2 ∈ U

0 ≤ VM,1(t) ≤ 1 et 0 ≤ VM,2 ≤ 1

⇒0 ≤ λVM,1(t) + (1− λ)VM,2(t) ≤ λ× 1 + (1− λ)× 1 = 1

De plus toute combinaison linéaire de fonctions continues par morceaux est aussi continue

par morceaux.

Donc λVM,1 + (1− λ)VM,2 ∈ U

(H3)-Montrons que le second membre F s’écrit :

F (X, t, VM) = α(X, t) + β(X, t)VM(t)
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avec X = (T,N,C,M)

F (X, t, u) =


aT (1− bT )− cNT −KTMT

α1 − fN + g T
h+T

N − pNT −KNMN

α2 − βC −KCMC

−γM + VM



=


aT (1− bT )− cNT −KTMT

α1 − fN + g T
h+T

N − pNT −KNMN

α2 − βC −KCMC

−γM

+ VM


0

0

0

1


(H4)-On pose L(X, t, VM) = T (t) + ϵ

2
VM(t)2

Montrons que L est convexe sur U .

On a ∀u, v ∈ U

L(t, T, (1− p)u+pv)− [(1− p)L(t, T, u) + pF (t, T, v)]

=T (t) +
ε

2
((1− p)u+ pv)2 −

[
(1− p)

(
T (t) +

ε

2
u2
)
+ p

(
T (t) +

ε

2
v2
)]

=
ε

2

[
(1− p)u2(1− p) + pv2(p− 1) + 2(1− p)puv

]
=

ε

2

(
p(p− 1)u2 + p(p− 1)v2 − 2(p− 1)puv

)
=

ε

2
p(p− 1)

[
u2 + v2 − 2uv

]
=

ε

2

(
p2 − p

)
(u− v)2

Comme p ∈ [0, 1] on a

p2 − p ≤ 0 et (u− v)2 ≥ 0 ⇒ ε

2

(
p2 − p

)
(u− v)2 ≤ 0

Alors

L(t, T, (1− p)u+ pv) ≤ (1− p)L(t, T, u) + pL(t, T, v)
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(H5)- Montrons que L(X, t, VM) ≥ C1|VM |β − C2, C1 > 0, β > 1

L(X, t, VM) =T (t) +
ε

2
V 2
M(t)

≥ε

2
V 2
M(t)

≥C1|VM |β − C2

avec C1 =
ε

2
> 0, β = 2 > 1 et C2 = 0.

4.1.2 Application du Principe du Maximum de Pontryagin

Pour résoudre ce problème de contrôle optimal, nous utilisons le Principe du Maximum

de Pontryagin. Cette méthode introduit des variables adjointes (ou costates) associées à

chaque variable d’état et fournit des conditions nécessaires d’optimalité.

1. Calcul de l’Hamiltonien : L’Hamiltonien H associé au problème est défini par :

H(X,λ, VM , t) = L(X,VM , t) + λTf(X,VM , t) (4.8)

avec X = (T,N,C,M) et L =
ϵ

2
V 2
M :

H = T +
ε

2
V 2
M + λ1 [aT (1− bT )− cNT −KTMT ] + λ2

[
α1 − fN + g

T

h+ T
N − pNT −KNMN

]
+

λ3 [α2 − βC −KCMC] + λ4 [−γM + VM ]

Le Principe du Maximum de Pontryagin énonce que si V ∗
M(t) est un contrôle optimal

et X∗(t) la trajectoire d’état correspondante, alors il existe une fonction vectorielle

adjointe λ∗(t) telle que :

2. Équations d’état : Les trajectoires X∗(t) satisfont le système dynamique initial :

dX∗

dt
=

∂H

∂λ
(X∗, λ∗, V ∗

M , t) (4.9)

Ce qui redonne les équations (4.3)-(4.6) du modèle.
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3. Équations adjointes : Les trajectoires λ∗(t) satisfont le système différentiel :

dλ∗

dt
= −∂H

∂X
(X∗, λ∗, V ∗

M , t) (4.10)

En calculant les dérivées partielles de H par rapport à T,N,C,M , nous obtenons

le système adjoint :

λ̇1(t) =− ∂H

∂T
= λ1 [2abT + cN +KTM − a] + λ2

[
pN − g

h

(h+ T )2
N

]
− 1

(4.11)

λ̇2(t) =− ∂H

∂N
= λ1cT + λ2

[
f − g

T

h+ T
+ pT +KNM

]
(4.12)

λ̇3(t) =− ∂H

∂C
= λ3 [β +KCM ] (4.13)

λ̇4(t) =− ∂H

∂M
= λ1KTT + λ2KNN + λ3KCC + λ4γ (4.14)

4. Conditions de transversalité : À l’instant final tf , les variables adjointes doivent

satisfaire :

λi (tf ) = 0 pour i = 1, 2, 3, 4

5. Conditions d’optimalité :

∂H

∂VM

= ϵVM + λ4 = 0 =⇒ VM = −λ4

ϵ

Cependant, le contrôle doit rester dans l’intervalle admissible [0, 1]. Nous devons

donc prendre en compte ces bornes. Le contrôle optimal V ∗
M(t) est donné par :

V ∗
M(t) =



0 si − λ4(t)

ϵ
≤ 0

−λ4(t)

ϵ
si 0 < −λ4(t)

ϵ
< 1

1 si − λ4(t)

ϵ
≥ 1

(4.15)

Ou, de manière plus compacte :
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V ∗
M(t) = max

(
0,min

(
1,−λ4(t)

ϵ

))
(4.16)

4.2 Méthode Numérique de Résolution

Le système d’optimalité résultant du principe du maximum de Pontryagin est un

système couplé d’équations différentielles avec des conditions aux limites mixtes : les

conditions initiales pour les variables d’état X(0) et les conditions finales pour les variables

adjointes λ(tf ). Ce type de problème est appelé problème de conditions aux limites en

deux points.

Plusieurs méthodes numériques peuvent être utilisées pour résoudre ce problème. L’une

des plus courantes est la méthode de balayage avant-arrière (Forward-Backward

Sweep Method - FBSM).

L’algorithme itératif est le suivant :

1. Initialisation : Choisir une estimation initiale pour le contrôle V
(0)
M (t) sur l’inter-

valle [0, tf ] (par exemple, V (0)
M (t) = 0 ). Fixer un critère d’arrêt (par exemple, une

tolérance sur la variation relative du contrôle ou de la fonctionnelle objectif entre

deux itérations).

2. Itération k :

(a) Balayage avant : Résoudre le système d’équations d’état (4.2)-(4.5) de 0 à

tf en utilisant une méthode numérique (la methode de Runge Kutta d’ordre

4).

(b) Balayage arrière : Résoudre le système d’équations adjointes (4.10)-(4.13)

de tf à 0 en utilisant une méthode numérique avec des conditions finales sur

tf (la methode de Runge Kutta d’ordre 4 regressive)

(c) Mise à jour du contrôle : Calculer une nouvelle estimation du contrôle

V new
M (t) en utilisant la caractérisation du contrôle optimal (4.16) avec les va-

riables adjointes λ
(k)
i (t) obtenues à l’étape (b) :

V new
M (t) = max

(
0,min

(
1,−λ

(k)
4 (t)

ϵ

))
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(d) Moyennage (Optionnel mais recommandé pour la convergence) :

Mettre à jour le contrôle pour la prochaine itération en faisant une moyenne

pondérée de l’ancien et du nouveau contrôle :

V
(k+1)
M (t) = (1− ω)V

(k)
M (t) + ωV new

M (t)

où ω ∈ (0, 1] est un facteur de relaxation (souvent ω = 0.5).

3. Test de convergence : Vérifier si le critère d’arrêt est satisfait (par exemple, si

∥V (k+1)
M − V

(k)
M ∥ < tolérance). Si oui, arrêter et considérer V (k+1)

M (t) comme le contrôle

optimal V ∗
M(t). Sinon, incrémenter k et retourner à l’étape 2.

4.3 Simulation numérique

Le tableau suivant représente les valeurs numérique utilisées pour la simulation numé-

rique.

Paramètres Unité Description Valeur estimé Source
a Jour −1 Taux de croissance tumorale 4,31.10-3 Estimé
b Cellule −1 1/b est la capacité de charge tumorale 1,02.10-14 Estimé
c Cellule −1 Jour −1 Destruction fractionnaires des cellules tumorales par les cellules immunitaires 3,41.10-10 Estimé
f Jour −1 Taux de mortalité des cellules immunitaires 4,12.10-2 [16]
g Jour −1 Taux de recrutement des cellules immunitaires provoquées par la tumeur 1,5.10-2 [16, 11]
h Cellule Constante de demi-saturation pour le recrutement de N 2,02.10 1 Estimé
K Jour −1 Taux des cellules éliminées par la chimiothérapie 6,00.10-1 [24]
p Cellule −1 Jour −1 Taux des cellules immunitaires élimines par la tumeur 8,00.10-1 Estimé
α1 Journée de cellule Source constant de production des cellules immunitaires 2,00.10-11 [16]
α2 Journée de cellule Taux de production (source constant) des cellules lymphatiques (normales) 1,2.10 4 Estimé
β Jour −1 Taux de mortalité 7,5.10 8 [17],[ ?]
γ Jour −1 Taux de dégradation de médicament dans le corps 9,00.10-1 [ ?]

Tab. 4.1 : Valeurs numériques des paramètres pour le contrôle optimal

On constate à travers la figure 4.1 que initialement le taux de la chimiothérapie est

élevé conduit à une baisse importante des concentrations à la fois des cellules cancéreuses

et normales. Cette baisse nous incite à réduire le taux de la chimiothérapie, ce qui conduit

à une augmentation des cellules saines immunitaires et lymphatiques parallèlement le taux

des cellules tumorales est tenues à un niveau bas.
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Fig. 4.1 : Dynamique des cellules tumorales, immunitaires normales, lymphocytes circu-
lants et concentration du médicament

Fig. 4.2 : Dynamique du contrôle optimal V ∗
M(t)

La stratégie du traitement consiste à administrer une dose importante au début du

traitement et de baisser celle ci au fur et à mesure que la tumeur diminue ce qui est bien

illustré dans la figure 4.2.
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Conclusion

Ce travail de recherche s’est inscrit dans le cadre de l’étude et de l’optimisation du

traitement du cancer à l’aide d’outils mathématiques, en particulier la théorie du contrôle

optimal. Nous avons tout d’abord présenté le contexte biologique du cancer, en insistant

sur le rôle crucial du système immunitaire et les limites des traitements conventionnels

comme la chimiothérapie.

Ensuite, nous avons introduit et analysé un modèle mathématique proposé par [9]. Ce

modèle permet de simuler la dynamique des cellules tumorales, immunitaires et des effets

de la chimiothérapie. L’étude sans traitement, puis avec traitement constant, a permis de

mieux comprendre les conditions d’élimination ou de prolifération de la tumeur selon les

paramètres biologiques.

Dans un second temps, nous avons formulé un problème de contrôle optimal en inté-

grant une fonctionnelle objectif quadratique visant à minimiser la charge tumorale tout en

limitant la toxicité du médicament. Grâce au principe du maximum de Pontryagin, nous

avons pu caractériser le contrôle optimale VM∗ et proposer une stratégie thérapeutique

théoriquement efficace.

Les simulations numériques ont illustré l’intérêt de cette approche, montrant qu’un

ajustement optimisé du traitement permet non seulement de réduire significativement la

taille tumorale, mais également de préserver au mieux les cellules saines, en particulier

les cellules immunitaires et les lymphocytes.

En conclusion, cette étude met en évidence la puissance de la modélisation mathéma-

tique et du contrôle optimal dans la compréhension et la gestion du cancer.

Comme perspective, il serait intéressant d’examiner des approches de contrôle linéaire,

surtout lorsqu’on souhaite une stratégie de traitement plus facile à interpréter et à appli-

quer cliniquement. En outre, le contrôle linéaire est plus réaliste.
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Annexe

1. Système différentiel décrit au chapitre 2

function dydt = m o d e l e _ c e l l u l a i r e ( t , y , p )

% Ex t ra c t i on des v a r i a b l e s

T = y ( 1 ) ;

N = y ( 2 ) ;

% Equat ions d i f f e r e n t i e l l e s

dTdt = p . a∗T∗(1 − p . b∗T) − p . c1 ∗N∗T ;

dNdt = p . a1 − p . f ∗N + p . g ∗(T/(p .H + T))∗N − p . p∗N∗T ;

% S o r t i e

dydt = [ dTdt ; dNdt ] ;

end

2. Traçage du graphe du chapitre 2

% I n i t i a l i s a t i o n

clear ; close a l l ; clc ;

% D e f i n i t i o n des parametres

%p . a = 4.31 e−3 ;

p . b = 1 .02 e −14 ;

p . c1 = 3 .41 e −10 ;

p . f = 4 .12 e−2 ;

p . g = 1 . 5 e−2 ;

p .H = 20 . 2 ;
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p . p = 2 . 0 e −11 ;

p . a1 = 1 . 2 e4 ;

p . a =0.5∗(p . c1 ∗p . a1/p . f ) ;

% Condi t ions i n i t i a l e s

T0 = 0 ;

N0 = p . a1/p . f ;

%Y0 = [ T0 ; N0 ] ; % Vecteur co lonne

Y0 = [ 1 ; 200000 ] ;

% I n t e r v a l l e t empore l

tspan = [ 0 1 . 0 e5 ] ;

% Options de s i m u l a t i o n

%o p t i on s = ode s e t ( ’ RelTol ’ , 1e −6, ’ AbsTol ’ , 1e −9) ;

% Reso l u t i on numerique

%[ t , Y] = ode45 (@( t , y ) m o d e l e _ c e l l u l a i r e ( t , y , p ) , tspan , Y0 , o p t i o n s ) ;

[ t , Y] = ode45 (@( t , y ) m o d e l e _ c e l l u l a i r e ( t , y , p ) , tspan , Y0) ;

% Ex t ra c t i on des s o l u t i o n s

T = Y( : , 1 ) ;

N = Y( : , 2 ) ;

% V i s u a l i s a t i o n

f igure ( ’ P o s i t i o n ’ , [ 100 100 900 6 0 0 ] )

% Graphique des c e l l u l e s tumora le s

subplot ( 2 , 1 , 1 )

plot ( t , T, ’ b ’ , ’ LineWidth ’ , 2)

xlabel ( ’Temps␣ ( j o u r s ) ’ )

ylabel ( ’ Populat ion ␣T( t ) ’ )
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t i t l e ( ’ Dynamique␣des␣ c e l l u l e s ␣ tumora le s ’ )

grid on

set ( gca , ’ FontS ize ’ , 12)

% Graphique des c e l l u l e s normales

subplot ( 2 , 1 , 2 )

plot ( t , N, ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2)

xl im ( [ 0 5 0 0 ] ) ;

xlabel ( ’Temps␣ ( j o u r s ) ’ )

ylabel ( ’ Populat ion ␣N( t ) ’ )

t i t l e ( ’ Dynamique␣des␣ c e l l u l e s ␣ immuni ta i r e s ␣normales ’ )

grid on

set ( gca , ’ FontS ize ’ , 12)

3. Système différentiel décrit au chapitre 3

function dydt = modele4 ( t , y , p )

% Ex t ra c t i on des v a r i a b l e s

T = y ( 1 ) ;

N = y ( 2 ) ;

C = y ( 3 ) ;

M = y ( 4 ) ;

% Equat ions d i f f e r e n t i e l l e s

dTdt = p . a∗T∗(1 − p . b∗T) − p . c1 ∗N∗T − p . Kt∗M∗T ;

dNdt = p . a1 − p . f ∗N + p . g ∗(T/(p .H + T))∗N − p . p∗N∗T − p .Kn∗M∗N ;

dCdt = p . a2 − p . bet ∗C − p . Kc∗M∗C ;

dMdt = −p . gam∗M+p .Vm;

% S o r t i e

dydt = [ dTdt ; dNdt ; dCdt ; dMdt ] ;

end

4. Traçage du graphe du chapitre 3
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% I n i t i a l i s a t i o n

clear ; close a l l ; clc ;

% D e f i n i t i o n des parametres

p . b = 1 .02 e −14 ;

p . c1 = 3 .41 e −10 ;

p . f = 4 .12 e−2 ;

p . g = 1 . 5 e−2 ;

p .H = 20 . 2 ;

p . p = 2 . 0 e −11 ;

p . a1 = 1 . 2 e4 ;

p . a2 = 7 . 5 e8 ;

p . bet = 1 . 2 e−2 ;

p . gam = 0 . 1 ;

p . Kc = 0 . 6 ;

p .Kn = 0 . 6 ;

p . Kt = 0 . 8 ;

p .Vm = 0 .2 e−2 ;

aa=(p . c1 ∗p . a1∗p . gam/(p . gam∗p . f+p .Kn∗p .Vm))+p . Kt∗p .Vm/p . gam ;

p . a=0.5∗ aa ; %E0 s t a b l e

%p . a=2∗aa ; %E0 i n s t a b l e

% Cond i t ions i n i t i a l e s

T0 = 1 e7 ;

N0 = 3 e5 ;

C0 = 6 .25 e10 ;

M0 = 2∗p .Vm/p . gam ;
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Y0 = [ T0 ; N0 ; C0 ; M0] ; % Vecteur co lonne

% I n t e r v a l l e t empore l

tspan = [ 0 2 . 0 e4 ] ;

%tspan = [0 100 ] ;

% Reso l u t i on numerique

[ t , Y] = ode45 (@( t , y ) modele4 ( t , y , p ) , tspan , Y0) ;

% Ex t ra c t i on des s o l u t i o n s

T = Y( : , 1 ) ;

N = Y( : , 2 ) ;

C = Y( : , 3 ) ;

M = Y( : , 4 ) ;

% V i s u a l i s a t i o n

f igure ( ’ P o s i t i o n ’ , [ 100 100 900 6 0 0 ] )

% Graphique des c e l l u l e s tumora le s

subplot ( 2 , 2 , 1 )

plot ( t , T, ’ b ’ , ’ LineWidth ’ , 2)

xlabel ( ’Temps␣ ( j o u r s ) ’ )

ylabel ( ’ Populat ion ␣T( t ) ’ )

t i t l e ( ’ Dynamique␣des␣ c e l l u l e s ␣ tumora le s ’ )

grid on

set ( gca , ’ FontS ize ’ , 12)

% Graphique des c e l l u l e s normales

subplot ( 2 , 2 , 2 )
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plot ( t , N, ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2)

xl im ( [ 0 2 0 0 0 ] ) ;

xlabel ( ’Temps␣ ( j o u r s ) ’ )

ylabel ( ’ Populat ion ␣N( t ) ’ )

t i t l e ( ’ Dynamique␣des␣ c e l l u l e s ␣ immuni ta i r e s ␣normales ’ )

grid on

set ( gca , ’ FontS ize ’ , 12)

% Graphique des c e l l u l e s normales

subplot ( 2 , 2 , 3 )

plot ( t , C, ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2)

xl im ( [ 0 5 0 0 ] ) ;

xlabel ( ’Temps␣ ( j o u r s ) ’ )

ylabel ( ’ Populat ion ␣C( t ) ’ )

t i t l e ( ’ Dynamique␣des␣ c e l l u l e s ␣ lymphat iques ␣ c i r c u l a n t e s ’ )

grid on

set ( gca , ’ FontS ize ’ , 12)

% Graphique des c e l l u l e s normales

subplot ( 2 , 2 , 4 )

plot ( t , M, ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 2)

xl im ( [ 0 5 0 0 ] ) ;

xlabel ( ’Temps␣ ( j o u r s ) ’ )

ylabel ( ’ Populat ion ␣M( t ) ’ )

t i t l e ( ’ Dynamique␣du␣ t r a i t ement ␣par␣ ch im i o th e r ap i e ’ )

grid on

set ( gca , ’ FontS ize ’ , 12)

5. Paramètres utilisés lors de la simulation numérique au chapitre 4

%c o n t r o l parameters
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ep =10^(7) ;

a lp =10^(−3) ;

%c o n t r o l bounds

u_min=0 ; u_max=1 ;

%parametres du systeme

a =4.31∗10^( −3) ;

b=1.02∗10^( −14) ;

c1 =3.41∗10^( −10) ;

f =4.12∗10^( −2) ;

g =1.5∗10^( −2) ;

H=20.2 ;

Kc=0.6 ;

Kn=0.6 ;

Kt=0.8 ;

p=2.0∗10^( −11) ;

a1 =1.2∗10^4 ;

a2 =7.5∗10^8 ;

bet =1.2∗10^( −2) ;

gam=0.9 ;

6. Méthode numérique pour le calcul du contrôle optimal au chapitre 4

clc

clear a l l

%parametres du systeme
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parametres

% I n i t i a l c o n d i t i o n s

T0= 1∗10^7 ;

N0= 3∗10^(5) ;

C0= 6 .25∗10^(10 ) ;

M0= 1 ;

% /////////////////////////////

t o l =0.02 ;

Tf=100 ; %temps f i n a l

n = 10^6 ; %nombre d ’ i t e r a t i o n s

t=l inspace ( 0 , Tf , n+1) ; %v e c t e u r temps

h=Tf/n ; % pas pour l e temps

h2 = h/2 ; % moi t i e du pas h

% /////////////////////////////

%I n i t i a t i o n des v e c t e u r s d e t a t s :

T=zeros ( 1 , n+1) ;

N=zeros ( 1 , n+1) ;

C=zeros ( 1 , n+1) ;

M=zeros ( 1 , n+1) ;

T(1)=T0 ;

N(1)=N0 ;
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C(1)=C0 ;

M(1)=M0 ;

% /////////////////////////////

%I n i t i a t i o n des v e c t e u r s a d j o i n t s :

w1=zeros ( 1 , n+1) ;

w2=zeros ( 1 , n+1) ;

w3=zeros ( 1 , n+1) ;

w4=zeros ( 1 , n+1) ;

% /////////////////////////////

%I n i t i a t i o n du c o n t r o l e :

oldVm=zeros ( 1 , n+1) ;

Vm=0.9∗ ones (1 , n+1) ;

while norm(oldVm−Vm, ’ i n f ’ )> t o l

oldVm = Vm;

%methode RK4 forward pour re soudre l e sys teme d e t a t s :

for i = 1 :n

k11 = a∗T( i )∗(1 −b∗T( i ) )

−c1 ∗N( i )∗T( i )−Kt∗M( i )∗T( i ) ;

k12 = a1 −f ∗N( i ) +g∗N( i )∗T( i ) / (H+T( i ))−p∗N( i )∗T( i )−Kn∗M( i )∗N( i ) ;
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k13 = a2− bet ∗C( i )−Kc∗M( i )∗C( i ) ;

k14 = −gam∗M( i )+Vm( i ) ;

k21 = a ∗(T( i )+h2∗k11 )∗(1 −b∗(T( i )+h2∗k11 ) )

−c1 ∗(N( i )+h2∗k12 )∗ (T( i )+h2∗k11)−Kt∗(M( i )+h2∗k14 )∗ (T( i )+h2∗k11 ) ;

k22 = a1 −f ∗(N( i )+h2∗k12 ) +g ∗(N( i )+h2∗k12 )

∗(T( i )+h2∗k11 )/ (H+(T( i )+h2∗k11))−p∗(N( i )+h2∗k12 )∗ (T( i )+h2∗k11 )

−Kn∗(M( i )+h2∗k14 )∗ (N( i )+h2∗k12 ) ;

k23 = a2− bet ∗(C( i )+h2∗k13)−Kc∗(M( i )+h2∗k14 )∗ (C( i )+h2∗k13 ) ;

k24 = −gam∗(M( i )+h2∗k14 )+0.5∗(Vm( i )+Vm( i +1)) ;

k31 = a ∗(T( i )+h2∗k21 )∗(1 −b∗(T( i )+h2∗k21 ) )

−c1 ∗(N( i )+h2∗k22 )∗ (T( i )+h2∗k21)−Kt∗(M( i )+h2∗k24 )∗ (T( i )+h2∗k21 ) ;

k32 = a1 −f ∗(N( i )+h2∗k22 ) +g ∗(N( i )+h2∗k22 )

∗(T( i )+h2∗k21 )/ (H+(T( i )+h2∗k21))−p∗(N( i )+h2∗k22 )∗ (T( i )+h2∗k21 )

−Kn∗(M( i )+h2∗k24 )∗ (N( i )+h2∗k22 ) ;

k33 = a2− bet ∗(C( i )+h2∗k23)−Kc∗(M( i )+h2∗k24 )∗ (C( i )+h2∗k23 ) ;

k34 = −gam∗(M( i )+h2∗k24 )+0.5∗(Vm( i )+Vm( i +1)) ;

k41 = a ∗(T( i )+h∗k31 )∗(1 −b∗(T( i )+h∗k31 ) )

−c1 ∗(N( i )+h∗k32 )∗ (T( i )+h∗k31)−Kt∗(M( i )+h∗k34 )∗ (T( i )+h∗k31 ) ;

k42 = a1 −f ∗(N( i )+h∗k32 ) +g ∗(N( i )+h∗k32 )

∗(T( i )+h∗k31 )/ (H+(T( i )+h∗k31))−p∗(N( i )+h∗k32 )∗ (T( i )+h∗k31 )

−Kn∗(M( i )+h∗k34 )∗ (N( i )+h∗k32 ) ;

k43 = a2− bet ∗(C( i )+h∗k33)−Kc∗(M( i )+h∗k34 )∗ (C( i )+h∗k33 ) ;

k44 = −gam∗(M( i )+h∗k34)+Vm( i +1) ;

T( i +1) = T( i ) + (h /6)∗ ( k11 + 2∗ k21 + 2∗ k31 + k41 ) ;

N( i +1) = N( i ) + (h /6)∗ ( k12 + 2∗ k22 + 2∗ k32 + k42 ) ;

C( i +1) = C( i ) + (h /6)∗ ( k13 + 2∗ k23 + 2∗ k33 + k43 ) ;

M( i +1) = M( i ) + (h /6)∗ ( k14 + 2∗ k24 + 2∗ k34 + k44 ) ;
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end

%methode RK4 backward pour re soudre l e sys teme a d j o i n t :

for i = 1 :n

j = n + 2 − i ;

k11 = w1( j )∗ (2∗ a∗b∗T( j )+c1 ∗N( j )+Kt∗M( j )−a)+w2( j )

∗(p∗N( j )−g∗h∗N( j ) / (H+T( j ))^2) −1 ;

k12 = w1( j )∗ c1 ∗T( j )+w2( j ) ∗ ( f−g∗T( j ) / (H+T( j ))+p∗T( j )+Kn∗M( j ) ) ;

k13 = w3( j ) ∗ ( bet+Kc∗M( j ) ) ;

k14 = w1( j )∗Kt∗T( j )+w2( j )∗Kn∗N( j )+w3( j )∗Kc∗C( j )+w4( j )∗gam ;

Tm=0.5∗(T( j )+T( j −1)) ;

Nm=0.5∗(N( j )+N( j −1)) ;

Cm=0.5∗(C( j )+C( j −1)) ;

Mm=0.5∗(M( j )+M( j −1)) ;

k21 = (w1( j )−h2∗k11 )∗ (2∗ a∗b∗Tm+c1 ∗Nm+Kt∗Mm−a )

+(w2( j )−h2∗k12 )∗ ( p∗Nm−g∗h∗Nm/(H+Tm)^2) −1 ;

k22 = (w1( j )−h2∗k11 )∗ c1 ∗Tm+(w2( j )−h2∗k12 )

∗( f−g∗Tm/(H+Tm)+p∗Tm+Kn∗Mm) ;

k23 = (w3( j )−h2∗k13 )∗ ( bet+Kc∗Mm) ;

k24 = (w1( j )−h2∗k11 )∗Kt∗Tm+(w2( j )−h2∗k12 )∗Kn∗Nm

+(w3( j )−h2∗k13 )∗Kc∗Cm+(w4( j )−h2∗k14 )∗gam ;

k31 = (w1( j )−h2∗k21 )∗ (2∗ a∗b∗Tm+c1 ∗Nm+Kt∗Mm−a )

+(w2( j )−h2∗k22 )∗ ( p∗Nm−g∗h∗Nm/(H+Tm)^2) −1 ;

k32 = (w1( j )−h2∗k21 )∗ c1 ∗Tm+(w2( j )−h2∗k22 )
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∗( f−g∗Tm/(H+Tm)+p∗Tm+Kn∗Mm) ;

k33 = (w3( j )−h2∗k23 )∗ ( bet+Kc∗Mm) ;

k34 = (w1( j )−h2∗k21 )∗Kt∗Tm+(w2( j )−h2∗k22 )∗Kn∗Nm

+(w3( j )−h2∗k23 )∗Kc∗Cm+(w4( j )−h2∗k24 )∗gam ;

k41 = (w1( j )−h∗k31 )∗ (2∗ a∗b∗T( j −1)+c1 ∗N( j −1)+Kt∗M( j −1)−a )

+(w2( j )−h∗k32 )∗ ( p∗N( j −1)−g∗h∗N( j −1)/(H+T( j −1))^2) −1 ;

k42 = (w1( j )−h∗k31 )∗ c1 ∗T( j −1)+(w2( j )−h∗k32 )

∗( f−g∗T( j −1)/(H+T( j −1))+p∗T( j −1)

+Kn∗M( j −1)) ;

k43 = (w3( j )−h∗k33 )∗ ( bet+Kc∗M( j −1)) ;

k44 = (w1( j )−h∗k31 )∗Kt∗T( j −1)+(w2( j )−h∗k32 )∗Kn∗N( j −1)

+(w3( j )−h∗k33 )∗Kc∗C( j −1)+(w4( j )−h∗k34 )∗gam ;

w1( j −1) = w1( j ) − (h /6)∗ ( k11 + 2∗ k21 + 2∗ k31 + k41 ) ;

w2( j −1) = w2( j ) − (h /6)∗ ( k12 + 2∗ k22 + 2∗ k32 + k42 ) ;

w3( j −1) = w3( j ) − (h /6)∗ ( k13 + 2∗ k23 + 2∗ k33 + k43 ) ;

w4( j −1) = w4( j ) − (h /6)∗ ( k14 + 2∗ k24 + 2∗ k34 + k44 ) ;

end

temp=(−1/ep )∗w4 ;

u1 = min( 1 ,max( 0 , temp ) ) ;

Vm = 0 . 5 ∗ ( u1 + oldVm ) ;

norm(oldVm−Vm, ’ i n f ’ )

end

figure

plot ( t ,T/T0 , t ,N/N0 , t ,C/C0 , t ,M/M0, ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

legend ( ’T( t ) ’ , ’N( t ) ’ , ’C( t ) ’ , ’M( t ) ’ )
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f igure

plot ( t ,Vm, ’ l i n e w i d t h ’ , 2 )

legend ( ’Vm( t ) ’ )
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Résumé :

- Ce mémoire porte sur l’étude d’un modèle mathématique décrivant l’évolution du

cancer et ses interactions avec le système immunitaire et un traitement par chimiothérapie.

Nous avons d’abord analysé la dynamique tumorale sans traitement, puis avec traitement

constant, en identifiant les points d’équilibre et leur stabilité. Ensuite, nous avons appliqué

la théorie du contrôle optimal pour déterminer la stratégie de traitement la plus efficace.

Une fonctionnelle quadratique a été utilisée pour équilibrer la réduction de la tumeur et

la minimisation des effets secondaires. Les simulations numériques ont montré l’intérêt

de cette approche pour améliorer l’efficacité thérapeutique tout en préservant les cellules

saines.

Mots-clés : Modèle mathématique, cancer, chimiothérapie, contrôle optimal, stabilité, si-

mulation numérique.

Absract :

- This thesis focuses on the study of a mathematical model describing cancer pro-

gression and its interactions with the immune system and chemotherapy treatment. We

first analyzed tumor dynamics without treatment, then under constant treatment, iden-

tifying equilibrium points and their stability. Next, we applied optimal control theory to

determine the most effective treatment strategy. A quadratic cost functional was used

to balance tumor reduction with minimizing side effects. Numerical simulations demons-

trated the relevance of this approach in improving therapeutic efficacy while preserving

healthy cells.

Keywords : Mathematical model, cancer, chemotherapy, optimal control, stability, nume-

rical simulation.

: ڲڪٌۘ
أولً ᆇᅪٷ؇ .ሒᆶ؇اܳـܝ٭݄٭ ဪاܳأ؇ࠍ و݁ؕ ሒᇼ؇ٷৎ৊ا اࠍ۳੊؇ز ؕ݁ ᄩᄥ༟؇وّڰ ا๤ཏܳޗ؇ن ّޚިر لݱژ ๴ཚ؇ل ر ஓ஁ިذج دراݿ۰ اܳٴۜت ۱ڍا ཯ྥٷ؇ول
اݿٺ༱ڎ݁ٷ؇ ،ዻዧذ ًأڎ اݿٺگݠار۱؇. ودراݿ۰ اܳٺިازن َگ؇ط و༡ڎدَ؇ ،೑ಸ؇اܳټ ဪاܳأ؇ࠍ أݪڰٷ؇ ቕ቉ ،ဪࠍ؇༟ دون اܳިرم د਍ಱ؇݁٭ܝ٭۰ ౫౜భܹ٭ܭ
اܳިرم ܾ࿭੗ ّگܹ٭ݧ ඔ൹ً ّިازن ܳٺۜگ٭ݑ ਃಸأ٭۰ ߙߵ ၯ၍ڰ۰ ᄭᄟدا ا؜ٺ݄؇د ቕቆ ༟؇ࠍ੊٭۰. اݿଫଐا౯౏ళ٭۰ أڣݯܭ ܳٺ༲ڎࢴࣖ اأৎ৊ټܭ ુળ༲اܳٺ ل۰ َޙݠ
اగၵၽܳ؇ت اࠍఈః੅ل؇. আॻ༟ واࠍ੆ڰ؇ظ ဪاܳأ؇ࠍ ༇຀؇ਐ಻ ඔ൹ފොູ ሒᇭ اዛዊৎ৊۠٭۰ ۱ڍه ڣأ؇ܳ٭۰ اܳأڎدل۰ اႤ၍؇௱௯௫ة أޖ۳ݠت اࠍ੊؇ཹྟ٭۰. اآܳټ؇ر وّگܹ٭ܭ

اܳأڎدل۰. اႤ၍؇௱௯௫ة اًܳފٺگݠار، اأৎ৊ټܭ، ુળ༲اܳٺ ،ሒᆶ؇اܳـܝ٭݄٭ ဪاܳأ؇ࠍ ا๤ཏܳޗ؇ن، ،๴ཚ؇ل ر ஓ஁ިذج اৎ৊ڰٺ؇ۋ٭۰:
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