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INTRODUCTION

Le présent mémoire a pour objet l'étude de deux problèmes elliptiques. Le premier
est caractérisé par la présence de deux termes l'un convexe et l'autre concave. Quant
au deuxième, il contient le gradient de l'inconnue, ce qui rend, dans ce cas particulier,
la méthode variationnelle inopérante.
Rappelons que les équations elliptiques modélisent des phénomènes physiques, biolo-
giques ou plus généralement naturels ne dépendant pas du temps.
Soit par exemple une boule B conductrice, dont le potentiel p de sa frontière S est
connu. Si on veut déterminer le potentiel u en tout point x à l'intérieur de la boule il
su�t de résoudre le problème elliptique de Laplace suivant :

∆u(x) = 0, x ∈ B; u(s) = p(s), s ∈ S.

C'est un petit exemple d'illustration.
Revenons aux problèmes sus-cités.
Concernant le premier problème, il s'agit de prouver, sous certaines hypothèses plus
au moins restrictives, l'existence d'au moins une solution positive. En combinant les
méthodes variationnelle et celle de sous et sur solutions en plus du principe du maxi-
mum les résultats d'existence sont établis.
Pour le deuxième problème où le gradient de l'inconnue a fait obstacle à l'applica-
tion de la méthode variationnelle, ce dernier a été remplacé par le gradient d'une
fonction paramètre. Pour ce problème paramétré ayant une structure variationnelle,
l'existence de solutions est démontrée en utilisant le théorème du col appuyé par une
condition d'Ambrosetti-Rabinowitz. Ensuite par une méthode itérative, l'existence de
la solution du problème de départ est démontrée.
Ce mémoire constitue une introduction à la recherche. Son but est de tirer au maxi-
mum, des articles de sa base [16] et [9], les techniques de calcul et d'analyse en plus
de l'application des notions étudiées durant la formation de master.
Le premier chapitre de ce mémoire, est dédié aux préliminaires et aux di�érents ré-
sultats utilisés. Le deuxième traite un problème elliptique avec des termes concave et
convexe. En�n le dernier chapitre est consacré à l'application de la méthode varia-
tionnelle à un problème contenant le gradient de l'inconnue.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Lebesgue

Dé�nition 1.1. [4] Soit Ω un ouvert de RN

1. Soit 1 ⩽ p < +∞, on note par Lp(Ω) l'ensemble des fonctions mesurables

f : Ω → R telles que

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx

)1/p

< +∞

∥.∥Lp(Ω) est une norme sur Lp(Ω).

2. Si p = +∞, on note par L∞(Ω) l'ensemble des fonctions mesurables

f : Ω → R telles que

∥f∥L∞(Ω) = inf{α > 0 : |f(x)| ⩽ α p.p sur Ω} < +∞

∥.∥L∞(Ω) est une norme sur L∞(Ω).

Notation. L'espace dual de Lp(Ω) est noté par Lp′(Ω), où p′ est le conjugué de p

ie : 1
p
+ 1

p′
= 1.

Théorème 1.1 (Inégalité de Hölder). [4] Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec

1 ⩽ p ⩽ +∞. Alors fg ∈ L1(Ω) et∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ⩽ ∥f∥Lp(Ω).∥g∥Lp′ (Ω).
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1.2 Espaces de Sobolev

Soit Ω un ouvert de RN et 1 ⩽ p ⩽ ∞.

Dé�nition 1.2. [4] L'espace de Sobolev W 1,p(Ω) est dé�ni par

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∃g1, g2, ..., gN ∈ Lp(Ω) tels que∫

Ω
u ∂φ
∂xi

dx = −
∫
Ω
giφdx ∀φ ∈ C∞

c (Ω), ∀i = 1, 2, ..., N

}

Pour u ∈ W 1,p(Ω) on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
.

L'espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

∥u∥W 1,p(Ω) = ∥u∥Lp(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Lp(Ω)

,

ou parfois de la norme équivalente

∥u∥W 1,p(Ω) =

(
∥u∥pLp(Ω) + ∥∇u∥pLp(Ω)

)1/p

, pour 1 ⩽ p < +∞.

Si p = ∞, on munit W 1,∞(Ω) de la norme

∥u∥W 1,∞(Ω) = ∥u∥L∞(Ω) + ∥∇u∥L∞(Ω).

Pour p = 2, on note H1(Ω) = W 1,2(Ω).

L'espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

(
u, v
)
H1(Ω)

=
(
u, v
)
L2(Ω)

+
i=N∑
i=1

( ∂u
∂xi

,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

.

La norme associée

∥u∥H1(Ω) =

(
∥u∥2L2(Ω) +

i=N∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥2
L2(Ω)

) 1
2

,

est équivalente à la norme de W 1,2(Ω).

Dé�nition 1.3. Soit C∞
0 (Ω) l'espace des fonctions de classe C∞ à support compact

dans Ω. L'espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω) est dé�ni comme l'adhérence de C∞

0 (Ω) dans
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W 1,p(Ω) c-à-d

W 1,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
∥.∥W1,p

.

Pour p = 2, on note W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω).

Notation. On désigne par W−1,p′(Ω) l'espace dual de W 1,p
0 (Ω) avec 1 ⩽ p < ∞. Et

par H−1(Ω) l'espace dual de H1
0 (Ω).

Dé�nition 1.4 (Espace ré�exif). Soit E un espace de Banach et E ′′ son bidual et

soit J l'injection canonique de E dans E ′′. On dit que E est ré�exif si J(E) = E ′′.

Remarque 1.1. La fonction J : E → E ′′ est dé�nie de la manière suivante

pour x �xé dans E, on pose Jx(f) = ⟨f, x⟩ où f ∈ E ′ c-à-d J est dé�nie par

⟨Jx, f⟩E′′,E′ = ⟨f, x⟩E′,E

J ainsi dé�nie est une isométrie linéaire c-à-d ∀x ∈ E : ∥Jx∥E′′ = ∥x∥E.

Proposition 1.1. L'espace W 1,p(Ω) est un espace

1. de Banach pour 1 ⩽ p ⩽ ∞,

2. séparable pour 1 ⩽ p <∞,

3. ré�exif pour 1 < p <∞.

Théorème 1.2. Soit E un espace de Banach ré�exif et soit (un)n∈N une suite bornée

de E, alors il existe une sous suite (unk
)
k∈N de (un)n∈N et u ∈ E telle que unk

−⇀ u

faiblement dans E.

1.3 Espaces de Hölder

Dé�nition 1.5. Soit Ω un ouvert de RN et 0 < α ⩽ 1.

• Une fonction u : Ω → R est dite continue Höldérienne d'exposant α s'il existe

C > 0 tel que

|u(x)− u(y)| ⩽ C|x− y|α, ∀x, y ∈ Ω.

• On note une semi norme d'ordre α de la fonction u : Ω → R par

[u]C0,α(Ω) = sup
x,y∈Ω,x ̸=y

{
|u(x)−u(y)|

|x−y|α

}
.

• La norme d'ordre α est donnée par

∥u∥C0,α(Ω) = ∥u∥C(Ω) + [u]C0,α(Ω̄).
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Dé�nition 1.6. L'espace de Hölder, noté Ck,α(Ω̄), est constitué des fonctions de

classe Ck(Ω) pour lesquelles la norme

||u||C0,α(Ω) :=
∑
|α|⩽k

||Dαu||C(Ω̄) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,α(Ω̄) est �nie.

Donc l'espace Ck,α(Ω̄) est constitué des fonctions k−fois continument di�érentiables

et leurs dérivées partielles sont continues hölderiennes d'exposant α.

1.4 Théorèmes d'injections

Proposition 1.2 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Ω est borné. Alors, il existe

une constante positive C
(
ne dépendant que de Ω

)
telle que

∥u∥Lp(Ω) ⩽ C∥∇u∥Lp(Ω) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.3 (Inégalité de Sobolev). [4] Soit 1 ⩽ p < N , alors

W 1,p(RN) ⊂ Lp∗(RN) où 1
p∗

= 1
p
− 1

N
, et il existe une constante C = C(p,N) telle que

∥u∥Lp∗ (RN ) ⩽ C∥∇u∥Lp(RN ) ∀u ∈ W 1,p(RN).

Corollaire 1.1. Soit 1 ⩽ p < N . Alors

W 1,p(RN) ⊂ Lq(RN) ∀q ∈ [p, p∗],

avec injection continue.

Théorème 1.4 (Rellich-Kondrachov). [4]
Soit Ω un domaine borné de RN de classe C1. Alors on a les injections compactes

suivantes

1. si p < N alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ où p∗ = Np
N−p

,

2. si p = N alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω),∀q ∈ [1,+∞[,

3. si p > N alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄).

Remarque 1.2. Les résultats ci-dessus restent vrais si on remplace W 1,p(Ω) par

W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.5. [10] Soit Ω un ouvert borné de RN . On Suppose que sa frontière ∂Ω

est de classe C1. Si u ∈ W 1,p(Ω) avec N < p ⩽ ∞, alors u ∈ C0,γ(Ω̄) où γ = 1 − N
p

et on a

||u||C0γ(Ω̄) ⩽ C||u||W 1,p(Ω).

où C est une constante positive ne dépendant que de p,N et Ω.
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Théorème 1.6. [10] Soit Ω un ouvert borné de RN , à frontière ∂Ω de classe C1, et

soit u ∈ W k,p(Ω), alors ;

1. Si k < N
p
alors u ∈ Lq(Ω) où 1

q
= 1

p
− k

N
, et on a

||u||Lq(Ω) ⩽ C||u||Wk,p(Ω)

où C = C(k, p,N,Ω)

2. si k > N
p
alors u ∈ Ck−[N

p
]−1,γ(Ω̄) où

γ =
[N
p

]
+ 1− N

p
si

N

p
/∈ N, ou γ ∈]0, 1[ arbitraire si

N

p
∈ N

et on a

||u||
C

k−[Np ]−1,γ
(Ω̄)

⩽ C||u||Wk,p(Ω)

où C = C(k, p,N, γ,Ω).

1.5 Formules de Green

Théorème 1.7 (Théorème de la divergence).
Soit w = (w1, w2, ..., wN) un champ de vecteurs tel que wi ∈ C1(Ω̄), i = 1, ..., N. Alors∫

Ω

div w dx =

∫
∂Ω

w.η dS,

où η = (η1, η2, ..., ηN)
T est la normale unitaire dirigée vers l'extérieur de Ω, et dS la

mesure super�cielle sur ∂Ω .

Corollaire 1.2. Soit u, v ∈ C2(Ω̄). Alors on a les formules de Green suivantes∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

η.∇u dS.

∫
Ω

u∆v dx = −
∫
Ω

∇u.∇v dx+
∫
∂Ω

u
∂v

∂η
dS.

∫
Ω

(
u∆v − v∆u

)
dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂η
− v

∂u

∂η

)
dS.
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1.6 Notion de solution faible

Considérons le problème suivant{
−∆u = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(1.1)

où Ω est un ouvert borné et f : Ω× R → R est une fonction Carathéodory.

Dé�nition 1.7. Une fonction u est dite solution faible du problème (1.1) si
u ∈ H1

0 (Ω), et si −∆u = f(x, u) au sens des distributions.

Corollaire 1.3. Une fonction u est une solution du problème (1.1) dans H1
0 (Ω) si et

seulement si ∫
Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

f(x, u)φdx. ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

1.7 Théorème de Lax-Milgram

Dans ce qui suit H désigne un espace de Hilbert, et ∥.∥ la norme associée.

Dé�nition 1.8. On dit qu'une forme bilinéaire a : H ×H → R est

1. continue s'il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ⩽ C∥u∥∥v∥ ∀u, v ∈ H,

2. coercive s'il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ⩾ α∥v∥2 ∀v ∈ H.

Théorème 1.8 (Lax-Milgram). [4]
Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H. Alors pour tout φ ∈ H ′

il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩ ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− ⟨φ, u⟩ = min

v∈H

{
1
2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
.

1.8 Méthode de sous et sur solutions

La méthode de sous et sur solution est une technique non variationnelle pour la
résolution des problèmes elliptiques, basée sur la recherche de deux fonctions, dites
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sous solution, et sur solution qui encadrent la solution recherchée.

Considérons le problème (1.1) ci-dessus, où f : Ω × R → R est une fonction de
classe C1 par rapport à la variable u.

Dé�nition 1.9. [10]

i) On dit que u est une sous-solution du problème (1.1) si
• pour presque tout x ∈ Ω, −∆u(x) ⩽ f(x, u(x)),

• pour tout x ∈ ∂Ω, u(x) ⩽ 0.

ii) On dit que u est une sur-solution de problème (1.1) si
• pour presque tout x ∈ Ω, −∆u(x) ⩾ f(x, u(x)),

• pour tout x ∈ ∂Ω, u(x) ⩾ 0.

Exemple 1.1. Considérons le problème en dimension 1 suivant{
−u′′ = u2 dans ]0, π[

u(0) = u(π) = 0.

• Pour la sous solution, posons u(x) = x2 − πx. Alors

−u′′(x) = −2 ⩽ (x2 − πx)2 = u2(x) ∀x ∈]0, π[.

et puisque u(0) = u(π) = 0, alors u est une sous-solution du problème.

• Pour la sur solution, prenons la fonction ū(x) = sinx, alors

−ū′′(x) = sin(x) ⩾ sin2 x = ū2(x) ∀x ∈]0, π[

de plus ū(0) = ū(π) = 0, donc ū est une sur solution du problème.

• Remarquons que u ≡ 0 est aussi une sous-solution du problème, donc s'il n'y

a pas unicité alors le problème admet au moins une solution positive.

Théorème 1.9. [14] Soient u (resp. u) une sous-solution (resp. sur-solution) du

problème (1.1) telles que u ⩽ u dans Ω. Alors les propriétés suivantes sont satisfaites

i) Il existe une solution u du problème (1.1) satisfaisant u ⩽ u ⩽ u.

ii) Il existe une solution minimale umin et une solution maximale umax du pro-

blème (1.1) dans l'intervalle [u, u].

Démonstration.

i) Soit g(x, u) := f(x, u) + au où a est une constante réelle.
On peut choisir a ⩾ 0 su�samment grand tel que u ∈ R → g(x, u) soit croissante sur
[u(x), u(x)] pour x ∈ Ω. En e�et, il su�t de choisir a ⩾ 0 tel que

a ⩾ max{−fu(x, u);x ∈ Ω, u ∈ [u(x), u(x)]} où fu =
∂f

∂u
.
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Pour ce choix de a nous dé�nissons la suite de fonctions un ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) comme
suit :
u0 = u et pour n ⩾ 1, un est la solution unique du problème linéaire suivant :{

−∆un + aun = g(x, un−1) dans Ω

un = 0 sur ∂Ω.
(pn)

Montrons que
u ⩽ ... ⩽ un+1 ⩽ un ⩽ ... ⩽ u0 = u.

On a u1 ⩽ ū. En e�et, par dé�nition de u1, on a{
−∆(u− u1) + a(u− u1) ⩾ g(x, u)− g(x, u) = 0 dans Ω

u− u1 ⩾ 0 sur ∂Ω,
(1.2)

comme l'opérateur −∆+ aI est coercif, il s'en suit que u ⩾ u1 dans Ω.
Pour montrer que u ⩽ u1, on remarque que u ⩽ 0 = u1 sur ∂Ω, et pour x ∈ Ω, la
monotonie de g implique

−∆(u− u1) + a(u− u1) ⩽ f(x, u) + au− g(x, u) ⩽ 0.

Donc, par le principe de maximum, on obtient u ⩽ u1.
On montre maintenant que

u ⩽ ... ⩽ un ⩽ un−1 ⩽ ... ⩽ u0 = u.

Il su�t de montrer que
u ⩽ un+1 ⩽ un.

Par soustraction de (pn+1) à (pn), On obtient{
−∆(un − un+1) + a(un − un+1) ⩾ g(x, un−1)− g(x, un) = 0 dans Ω

un − un+1 = 0 sur ∂Ω,
(1.3)

ce qui implique que un ⩾ un+1 dans Ω d'après le principe de maximum.
D'autre part, comme {

−∆u+ au = g(x, u) dans Ω

u ⩽ 0 sur ∂Ω
(1.4)

et par dé�nition de un+1, on obtient{
−∆(un+1 − u) + a(un+1 − u) = g(x, un)− g(x, u) ⩾ 0 dans Ω

un+1 − u ⩽ 0 sur∂Ω.
(1.5)
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On en déduit par le principe de maximum que

u ⩽ un+1 dans Ω.

Il s'ensuit que, pour chaque x ∈ Ω la suite (un(x)) est convergente, car elle est
décroissante et bornée. Il existe donc une fonction u ⩽ u ⩽ u telle que

un(x) → u(x) quand n→ ∞.

Soit gn(x) := g(x, un(x)), on remarque que la suite (gn) est bornée dans L∞(Ω), et
par suite dans tout Lp(Ω) avec 1 < p < ∞. En passant à la limite dans (pn) et
d'après les estimations standard de Schauder la suite (un) est bornée dans W 2,p(Ω)

pour tout 1 < p < ∞. Or l'espace W 2,p(Ω) s'injecte continument dans l'espace de
Hölder C1,α(Ω), avec α = 1− N

2p
si p > N/2. Donc (un) est bornée dans C1,α(Ω).

Par les estimations dans les espaces de Hölder, nous déduisons que (un) est bornée
dans C2,α(Ω).
Et comme l'injection de C2,α(Ω) dans C2(Ω) est compacte, il s'en suit qu'il existe une
sous-suite de (un), notée encore (un), telle que

un → u dans C2(Ω).

Donc, la suite (un) converge vers u dans C2(Ω), puisque elle est monotone.
Par passage à la limite dans le problème (pn) quand n→ ∞, on trouve que u est une
solution du problème (1.1) (le premier point est démontré).

ii) On désigne par u la solution obtenue par la technique ci-dessus en choisissant
u0 = u. Donc umax est la solution maximale dans l'intervalle [u, u].
En e�et, soit u ∈ [u, u] une solution arbitraire du problème. Par raisonnement ana-
logue au précédent on obtient que u ⩽ un, pour tout n, donc u ⩽ u.
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1.9 Principe du maximum

Théorème 1.10. [14] Soit Ω un ouvert borné de RN à frontière régulière et v ∈ H1(Ω)

telle que {
−∆v ⩾ 0 dans Ω

v ⩾ 0 sur ∂Ω.

Alors v ⩾ 0 dans Ω̄, et s'il existe x0 ∈ Ω tel que v(x0) > 0 alors v > 0 dans Ω.

Corollaire 1.4. Soient v, w ∈ H1
0 (Ω) telles que{

−∆v ⩾ −∆w dans Ω

v ⩾ w sur ∂Ω.

Alors v ⩾ w dans Ω̄ et s'il existe x0 ∈ Ω tel que v(x0) > w(x0) alors v > w dans Ω.

1.10 Méthode Variationnelle

La méthode variationnelle est utilisée pour trouver les points critiques d'une fonc-
tionnelle, ces points correspondent souvent aux solutions de l'équation di�érentielle
associée à cette fonctionnelle.

Dans cette section, E est un espace de Banach, V ⊂ E ouvert et J : E → R une
fonctionnelle de classe C1 sur V.

Dé�nition 1.10. On dit que u0 ∈ V est un point critique de J si J ′(u0) = 0. Dans

ce cas c = J(u0) (c ∈ R) est dite valeur critique de J.

Si u0 n'est pas un point critique, on dit que u0 est un point régulier de J et c une

valeur régulière de J .

Proposition 1.3. Si J : E → R admet un minimum relatif au point u ∈ V , et si J

est di�érentiable au point u alors u est un point critique de J .

Dé�nition 1.11. Soit (un)n une suite de E. On dit que (un)n est une suite de Palais-

Smale au niveau c pour J noté (PS)c, si

|J(un)| → c et ∥J ′(un)∥E′ → 0, E ′ est le dual de E.

Dé�nition 1.12 (La condition de Palais-Smale). Soient E un espace de Banach, et

J ∈ C1(E,R). Soit c ∈ R, on dit que J véri�e la condition de Palais-Smale au niveau

c si toute suite de (PS)c admet une sous-suite convergente dans E, c.à.d si (un)n ⊂ E

véri�e

|J(un)| → c et ∥J ′(un)∥E′ → 0 quand n→ +∞

13



alors il existe une sous-suite (unk
) qui converge vers u ∈ E.

Théorème 1.11. [12] Supposons que la fonctionnelle J véri�e la condition de Palais-

Smale au niveau c et que :

i) J(0) = 0,

ii) il existe ρ > 0 et a > 0 tels que si ∥u∥ = ρ, alors J(u) ⩾ a,

iii) il existe u0 ∈ E tel que ∥u0∥ > ρ et J(u0) < a.

Alors J admet une valeur critique c telle que c ⩾ a. De façon plus précise, si on pose

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = u0},

et

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)).

Alors c est une valeur critique de J .

1.11 Valeurs propres et fonctions propres du Lapla-

cien

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. Considérons le problème suivant :{
−∆u = λu dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Dé�nition 1.13. On dit que λ ∈ R est une valeur propre de l'opérateur (−∆) s'il

existe ϕ ∈ H1
0 (Ω)\{0} telle que −∆ϕ = λϕ dans Ω.

Théorème 1.12. • Les valeurs propres de (−∆, H1
0 (Ω)) sont réelles.

• Ces valeurs propres constituent une suite croissante,

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3 ⩽ ...,

et

λk → +∞ quand k → +∞.

• Il existe une base orthogonale {ϕk}∞k=1 de L2(Ω), où ϕk ∈ H1
0 (Ω) est une fonc-

tion propre associée à λk i.e

−∆ϕk = λkϕk dans Ω, pour k = 1, 2, ...

14



Théorème 1.13. On a

λ1 := λ1(Ω) := inf
{∫

Ω
|∇u(x)|2 dx;u ∈ H1

0 (Ω),
∫
Ω
|u(x)|2 dx = 1

}
.

Théorème 1.14 (Caractérisation variationnelle de la première valeur propre). [15]
Pour u ∈ H1

0 (Ω), on pose

Q(u) =

∫
Ω
|∇u|2dx∫
Ω
|u|2dx

.

Q est appelé le quotient de Rayleigh.

Soit

λ1 = inf
u∈H1

0

Q(u),

alors λ1 > 0 et λ1 est la plus petite valeur propre du Laplacien.

1.12 Résultat de l'existence de solutions pour un

problème elliptique avec un terme concave

Considérons le problème suivant{
−∆u = g(x)up dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(1.6)

Où Ω est un ouvert borné de RN, à frontière régulière et 0 < p < 1.
Ce problème a été considéré dans [7] pour un cas plus général où le membre de droite
est de la forme f(x, u) avec f une fonction véri�ant les hypothèses suivantes

• La fonction u 7→ f(x, u) est continue sur [0,+∞[, pour presque tout x ∈ Ω.
• La fonction u 7→ f(x, u)u−1 est décroissante sur ]0,+∞[, pour presque tout
x ∈ Ω.

• Pour tout u ⩾ 0, la fonction x 7→ f(x, u) est bornée.
• Il existe une constante C > 0 telle que pour presque tout x ∈ Ω

f(x, u) ⩽ C(1 + |u|), ∀u ⩾ 0.

Théorème 1.15. [7] Sous les hypothèses précédentes le problème (1.6) admet au plus

une solution. De plus la solution existe si et seulement si

λ1(−∆− a0(x)) < 0, et λ1(−∆− a∞(x)) > 0,

où a0(x) = lim
u→0+

f(x, u)u−1, a∞(x) = lim
u→+∞

f(x, u)u−1.
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Remarque 1.3. 1. La preuve est basée sur les techniques de minimisation.

En plus de l'existence, la positivité de la solution est aussi établie.

2. Dans [5] le problème a été étudié pour Ω = RN , et g ∈ L∞
loc(RN).
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Chapitre 2

Résultat d'existence de solutions pour

un problème elliptique avec des

termes concave et convexe par la

méthode de sous et sur solutions

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie l'existence de solutions positives du problème
suivant : 

−∆u = λa(x)up + b(x)uq dans Ω,

u > 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(2.1)

où Ω est un domaine borné de RN , N ⩾ 3, 0 < p < 1 < q, λ un paramètre positif,
a et b sont des fonctions véri�ant les hypothèses suivantes
(H1) a, b ∈ L∞(Ω) ; a(x) ⩾ c0, b(x) ⩽ −c1, pour tout x ∈ Ω, où c0, c1 sont des
constantes positives.
Ou bien
(H2) a, b ∈ L∞(Ω) ; a(x), b(x) ⩾ c0, pour tout x ∈ Ω, où c0 est une constante
positive.
Si les fonctions a et b véri�ent l'hypothèse (H1) le problème correspondant sera noté
(P 1

λ ), pour l'hypothèse (H2) le problème est noté (P 2
λ ).

Notons que le problème (2.1) a été étudié dans le cas a ≡ 1 et b ≡ 1 par Brézis et al.
dans leur article pionner [1].
En combinant les méthodes topologique et variationnelle les auteurs ont montré l'exis-
tence de solutions positives. Il a été aussi prouvé que, pour λ > 0 assez petit, le
problème admet une in�nité de solutions.
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Concernant le cas b ≡ 0, une étude générale incluant le terme concave λ|u|p−1u,

0 < p < 1, a été faite dans [7]. dans cet article l'existence est établie par les techniques
de minimisation, quant à l'unicité elle a été prouvée par la méthode d'énergie.
Revenons à notre problème. La fonctionnelle d'énergie associée au problème (2.1) est
dé�nie sur H1

0 (Ω) par

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− λ

p+ 1

∫
Ω

a(x)|u|p+1dx− 1

q + 1

∫
Ω

b(x)|u|q+1dx. (2.2)

On note (λ1, ϕ1) le premier couple propre dans H1
0 (Ω) du problème suivant{

−∆u = λu, dans x ∈ Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(2.3)

avec 0 ⩽ ϕ1(x) ⩽ 1.

2.2 Étude de l'existence de solutions positives du

problème (P 1
λ )

On sait que |∇ϕ1|> 0 sur ∂Ω (voir [10], page 363), donc M := min∂Ω|∇ϕ1|2 > 0.
Considérons la partition de Ω, Ω = Ωε ∪ (Ω\Ωε),
où Ωε = {x ∈ Ω : |∇ϕ1(x)|2 ⩾M/2 et ϕ1(x) ⩽ ε}, avec ε > 0 assez petit.
Posons m = infΩ\Ωε ϕ1(x), alors m ⩾ ε car ϕ1 est positive dans Ω et Ω\Ωε n'est pas
vide pour ε assez petit.

Théorème 2.1. Supposons que les fonctions a et b véri�ent l'hypothèse
(
H1

)
,

et que 0 < p < 1 < q < 2∗ − 1, où 2∗ = 2N
N−2

. Alors il existe une constante λ0 > 0

telle que le problème (P 1
λ ) possède au moins une solution faible positive u∗ ∈ H1

0 (Ω)

pour λ ⩾ λ0.

Démonstration. Soit ν l'unique solution positive du problème de Dirichlet suivant{
−∆ν = 1 dans Ω,

ν = 0 sur ∂Ω.
(2.4)

La solution ν de ce problème est assurée par le théorème de Lax-Milgram.
Posons A = ∥a∥∞, B = ∥b∥∞, E = ∥ν∥∞.
Comme 0 < p < 1, alors pour tout λ ∈ R+, il existe une constante τ = τ(λ) > 0 telle
que

τ ⩾ λAτ pEp.

En e�et, en étudiant la fonction continue t 7→ t − λAtpEp, on voit qu'elle tend vers
l'in�ni quand t tend vers l'in�ni, donc il existe τ tel que τ − λAτ pEp > 0.
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La fonction τν véri�e
−∆(τν) = τ ⩾ λA(τν)p,

et puisque b(x) ⩽ −c1 < 0, alors

τ = −∆(τν) ⩾ λa(x)(τν)p + b(x)(τν)q.

Donc τν = u est une sur-solution du problème (P 1
λ ).

Soit l ∈]1,+∞[, alors u(x) = ϕl
1 est la sous-solution du problème (P 1

λ ).
En e�et, pour x ∈ Ω, on a soit x ∈ Ωε, soit x ∈ Ω\Ωε. Donc, nous avons deux cas à
discuter.

1. Pour l > 1, et ε assez petit, on a

M

2
l(l − 1)s−2 −Bsl(q−1) > λ1l, ∀s ∈ (0, ε).

Pour tout x ∈ Ωε on a ϕ1(x) ⩽ ε, et |∇ϕ1|2 ⩾M/2, d'où

λ1l ⩽ l(l − 1)ϕ1(x)
−2|∇ϕ1(x)|2 −Bϕ1(x)

l(q−1), ∀x ∈ Ωε. (2.5)

En multipliant (2.5) par ϕl
1, on obtient

λ1lϕ1(x)
l ⩽ l(l − 1)ϕ1(x)

l−2|∇ϕ1(x)|2 −Bϕ1(x)
lq, ∀x ∈ Ωε.

ainsi

l(1− l)ϕ1(x)
l−2|∇ϕ1(x)|2 + λ1lϕ1(x)

l ⩽ −Bϕ1(x)
lq, ∀x ∈ Ωε. (2.6)

Or,

∆(ϕl
1) = l(l − 1)ϕl−2

1 |∇ϕ1|2 + lϕl−1
1 ∆ϕ1

= l(l − 1)ϕl−2
1 |∇ϕ1|2 − λ1lϕ

l
1.

Ainsi l'inégalité (2.6) devient

−∆(ϕl
1) ⩽ −Bϕlq

1 , ∀x ∈ Ωε. (2.7)

Alors,
−∆(ϕl

1) ⩽ λa(x)(ϕl
1)

p + b(x)(ϕl
1)

q. (2.8)

Donc pour x ∈ Ωε , u(x) est la sous-solution du problème (P 1
λ ).

2. Pour le deuxième cas, on sait qu'il existe λ∗ > 0, telle que pour tout λ ⩾ λ∗,
on a

λc0s
pl −Bsql ⩾ λ1ls

l, ∀ s ∈ R, m ⩽ s ⩽ 1,
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En fait λ∗ = 1
c0
(λ1l +B), il su�t d'étudier la fonction

s 7→ c−1
0 (λ1ls

l−pl +BSql−pl).

Alors, pour tout x ∈ Ω\Ωε (ϕ1(x) ⩾ m et ϕ1(x) ⩽ 1), on obtient

−∆(ϕl
1) ⩽ λ1lϕ

l
1 ⩽ λc0ϕ

lp
1 −Bϕql

1 ,

⩽ λa(x)(ϕl
1)

p + b(x)(ϕl
1)

q. (2.9)

Et donc, pour x ∈ Ω\Ωε, ϕ
l
1 est une sous-solution du problème (P 1

λ ).

Alors, d'après ces deux résultats, on en déduit que pour tout x ∈ Ω et pour tout
λ ⩾ λ∗, on a

−∆(ϕl
1) ⩽ λa(x)(ϕl

1)
p + b(x)(ϕl

1)
q, (2.10)

donc u est sous-solution du problème (P 1
λ ).

Conclusion : Le problème (P 1
λ ) admet une solution u telle que

u ⩽ u ⩽ u.

2.3 Étude de l'existence de solutions positives du

problème (P 2
λ )

Théorème 2.2. Supposons que les fonctions a et b véri�ent l'hypothèse
(
H2

)
, et que

0 < p < 1 < q < +∞. Alors il existe Λ ∈ R∗
+, tel que

i) Pour tout λ ∈ (0, Λ), le problème (P 2
λ ) admet une solution minimale uλ telle

que Jλ(uλ) < 0, de plus la fonction λ 7→ uλ est croissante.

ii) Le problème (P 2
Λ) admet au moins une solution u ∈ H1

0 (Ω) ∩ Lp+1(Ω).

iii) Pour tout λ > Λ, le problème (P 2
λ ) n'admet pas de solution.

Avant d'établir la démonstration du théorème, nous établissons quelques lemmes
auxiliaires.
Dé�nissons

Λ = sup{λ > 0 : le problème (P 2
λ ) admet une solution}.

Lemme 2.1. On a 0 < Λ < +∞.
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Démonstration. Soit ν la solution du problème (2.4).
Puisque 0 < p < 1 < q, on peut trouver λ̄ > 0 tel que pour tout 0 < λ ⩽ λ̄,
il existe une constante τ = τ(λ) > 0 véri�ant

τ ⩾ λAτ pEp +Bτ qEq.

En e�et, en examinant la fonction g : t 7→ 1− λAtp−1Ep −Btq−1Eq, on voit que pour
t assez petit g(t) > 0, donc

1 ⩾ λAtp−1Ep +Btq−1Eq,

λ ⩽
1−Btq−1Eq

Atp−1Ep
,

donc pour λ ne dépassant pas un certain seuil λ̄ > 0, il existe τ telle que

τ ⩾ λAτ pEp +Bτ qEq.

En conséquence, la fonction τν véri�e

τ = −∆(τν) ⩾ λA(τν)p +B(τν)q ⩾ λa(x)(τν)p + b(x)(τν)q.

Donc τν est une sur-solution du problème (P 2
λ ).

Maintenant, soit u0 l'unique solution positive du problème suivant{
−∆u0 = λa(x)up0 dans Ω

u0 = 0 sur ∂Ω,
(2.11)

(l'existence de u0 est assurée par les résultats de [5] ).
En multipliant (2.11) par ε, où 0 < ε < 1, on obtient

−∆(εu0) = λεa(x)up0,

et puisque 0 < ε < 1 et 0 < p < 1, on trouve que

−∆(εu0) ⩽ λa(x)(εu0)
p + b(x)(εu0)

q,

cela implique que pour tout ε assez petit et tout λ > 0, εu0 est une sous-solution du
problème (P 2

λ ). En choisissant convenablement ε > 0 assez petit, nous obtenons

εu0 < τν.

Par conséquent, pour tout 0 < λ ⩽ λ̄ le problème (P 2
λ ) admet une solution u, telle

que
εu0 ⩽ u ⩽ τν,
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ainsi
Λ ⩾ λ̄ > 0.

Reste à montrer que Λ < +∞.
On sait qu'il existe λ̃ tel que

c0(λ̃t
p + tq) > λ1t ∀t > 0. (2.12)

En e�et, pour 0 < t < 1, on a

tp > t car 0 < p < 1, (1')

en prenant λ′ telle que
c0λ

′ > λ1, (2')

en multipliant membre à membre (1') et (2'), on trouve

c0λ
′tp > λ1t

d'où
c0λ

′tp + c0t
q > λ1t.

Maintenant si t ⩾ 1, il su�t de prendre λ′′ > maxt⩾1G(t) où

G(t) = λ1c
−1
0 t1−p − tq−p.

A noter que sur l'intervalle [1,+∞[, la fonction G admet un maximum en

t0 =
(
(1− p)(q − p)−1λ1c

−1
0

) 1
q−1 si t0 > 1, sinon son maximum est atteint en 1.

Avec ce choix de λ′′, nous obtenons

λ′′ > λ1c
−1
0 t1−p − tq−p ∀t ⩾ 1

d'où
c0(λ

′′tp + tq) > λ1t, ∀t ⩾ 1.

En prenant, λ̃ = max{λ′, λ′′}, on obtient

c0(λ̃t
p + tq) > λ1t ∀t > 0.

Si λ est tel que le problème (P 2
λ ) admet une solution positive u, en multipliant le

problème (P 2
λ ) par ϕ1 et en intégrant sur Ω, on obtient

−
∫
Ω

ϕ1(x)∆u(x) dx = λ

∫
Ω

a(x)upϕ1(x) dx+

∫
Ω

b(x)uqϕ1(x) dx, (2.13)
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et par la formule de Green on a

−
∫
Ω

u(x)∆ϕ1(x) dx = λ

∫
Ω

a(x)up(x)ϕ1(x) dx+

∫
Ω

b(x)uq(x)ϕ1(x) dx, (2.14)

d'où, d'après (2.3) et l'hypothèse (H2), on a

λ1

∫
Ω

u(x)ϕ1(x) dx ⩾ c0

[ ∫
Ω

(
λup(x)ϕ1(x) + uq(x)ϕ1(x)

)
dx

]
, (2.15)

ensuite, par utilisation de l'inégalité (2.12) avec t = u(x) > 0, on trouve que

c0

∫
Ω

(
λ̃up(x)ϕ1(x)+u

q(x)ϕ1(x)
)
dx > λ1

∫
Ω

u(x)ϕ1(x) dx ⩾ c0

∫
Ω

(
λup(x)ϕ1(x)+u

q(x)ϕ1(x)
)
dx,

donc ∫
Ω

(
λ̃up(x) + uq(x)

)
ϕ1(x) dx >

∫
Ω

(
λup(x) + uq(x)

)
ϕ1(x) dx

ce qui implique que λ < λ̃ ainsi Λ ⩽ λ̃ <∞.

Conclusion : 0 < Λ < +∞.

Lemme 2.2. [1] Supposons que f est une fonction telle que t 7→ t−1f(t) soit

décroissante sur ]0,+∞[. Soient v1 et v2 véri�ant
−∆v1 ⩽ f(v1) dans Ω

v1 > 0 dans Ω

v1 = 0 sur ∂Ω,

(2.16)

et 
−∆v2 ⩾ f(v2) dans Ω

v2 > 0 dans Ω

v2 = 0 sur ∂Ω.

(2.17)

Alors v2 ⩾ v1 dans Ω.

Démonstration. Multiplions l'équation (2.16) par −v2 et l'équation (2.17) par v1 on
obtient

v2∆v1 ⩾ −f(v1)v2,

et
−v1∆v2 ⩾ f(v2)v1.
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On additionne terme à terme, on trouve

v2∆v1 − v1∆v2 ⩾ f(v2)v1 − f(v1)v2 = v1v2

(
f(v2)

v2
− f(v1)

v1

)
. (2.18)

Soit δ : t 7→ δ(t) une fonction de classe C∞, croissante telle que

δ(t) =

{
0 si t ⩽ 0

1 si t ⩾ 1.

Posons
δε(t) = δ(

t

ε
).

Donc, on a
δε(t) ⩾ 0 ∀t ∈ R.

En multipliant (2.18) par δε(v1 − v2) et en intégrant sur Ω, nous obtenons∫
Ω

(−v1∆v2 + v2∆v1)δε(v1 − v2) dx ⩾
∫
Ω

v1v2

(
f(v2)

v2
− f(v1)

v1

)
δε(v1 − v2) dx. (2.19)

D'autre part, en utilisant la formule de Green, on a∫
Ω

−v1δε(v1 − v2)∆v2 dx =

∫
Ω

∇(v1δε(v1 − v2))∇v2 dx,

=

∫
Ω

δε(v1 − v2)∇v1∇v2 + v1(∇v1 −∇v2)δ′ε(v1 − v2)∇v2 dx,

et∫
Ω

v2δε(v1 − v2)∆v1 dx = −
∫
Ω

∇(v2δε(v1 − v2))∇v1 dx,

= −
∫
Ω

δε(v1 − v2)∇v1∇v2 + v2(∇v1 −∇v2)δ′ε(v1 − v2)∇v1 dx.

D'où

∫
Ω

(−v1∆v2 + v2∆v1)δε(v1 − v2) dx =

∫
Ω

v1δ
′
ε(v1 − v2)∇v2.(∇v1 −∇v2) dx

−
∫
Ω

v2δ
′
ε(v1 − v2)∇v1.(∇v1 −∇v2) dx
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Maintenant, en ajoutant à l'égalité le terme [
∫
Ω
v1δ

′
ε(v1 − v2)∇v1(∇v1 −∇v2) dx]

et son opposé, on trouve∫
Ω

(−v1∆v2 + v2∆v1)δε(v1 − v2) dx =

∫
Ω

v1δ
′
ε(v1 − v2)(∇v2 −∇v1)(∇v1 −∇v2) dx

+

∫
Ω

(v1 − v2)δ
′
ε(v1 − v2)∇v1(∇v1 −∇v2) dx,

⩽
∫
Ω

(v1 − v2)δ
′
ε(v1 − v2)∇v1(∇v1 −∇v2) dx,

=

∫
Ω

∇v1.∇[γε(v1 − v2)] dx,

d'où ∫
Ω

(−v1∆v2 + v2∆v1)δε(v1 − v2) dx ⩽ −
∫
Ω

∆v1γε(v1 − v2) dx,

où, γε(t) =
∫ t

0
sδ′ε(s) ds. On a

0 ⩽ γε(t) ⩽ ε, ∀t ∈ R,

il s'en suit que ∫
Ω

(−v1∆v2 + v2∆v1)δε(v1 − v2) dx ⩽ ε.

Alors, (2.19) implique que∫
Ω

v1v2

(
f(v2)

v2
− f(v1)

v1

)
δε(v1 − v2) dx ⩽ ε.

Lorsque ε→ 0, on arrive à∫
[v1>v2]

v1v2

(
f(v2)

v2
− f(v1)

v1

)
dx ⩽ 0,

où [v1 > v2] = {x ∈ Ω; v1(x) > v2(x)}.
Or,

f(v2)

v2
− f(v1)

v1
> 0 sur [v1 > v2].

Donc la mesure de [v1 > v2] est nulle, ainsi v1 ⩽ v2.

Lemme 2.3. [1] Soient ψ < Ψ , telles que ψ (resp. Ψ) est une sous solution (resp.

sur solution ) du problème (P 2
λ ), et supposons que ψ n'est pas une solution, soit u la

solution minimale telle que ψ ⩽ u ⩽ Ψ. Alors il existe µ1 > 0 et φ1 ∈ H1
0 (Ω) telles que

(−∆ − h(x))φ1 = µ1φ1, où h(x) = λpa(x)up−1 + qb(x)uq−1, c-à-d µ1 est la première

valeur propre de l'opérateur [−∆− h(x)] dans H1
0 (Ω).

Démonstration. Supposons par l'absurde que µ1 < 0 et φ̄1 la fonction propre associée

25



au problème {
−∆φ̄1 − hφ̄1 = µ1φ̄1 dans Ω

φ̄1 = 0 sur ∂Ω.

Alors u− ϑφ̄1 est une sur-solution du problème (P 2
λ ) pour ϑ > 0 assez petit.

En e�et

−∆(u−ϑφ̄1)−[λa(x)(u−ϑφ̄1)
p+b(x)(u−ϑφ̄1)

q] = −∆u+ϑ∆φ̄1−λa(x)(u−ϑφ̄1)
p−b(x)(u−ϑφ̄1)

q,

= λa(x)up+b(x)uq−ϑµ1φ̄1−ϑ(λpa(x)up−1+qb(x)uq−1)φ̄1−λa(x)(u−ϑφ̄1)
p−b(x)(u−ϑφ̄1)

q.

Puisque 0 < p < 1 la fonction t 7→ tq est concave, et on a

(u− ϑφ̄1)
p ⩽ up − ϑpup−1φ̄1.

d'où

−∆(u− ϑφ̄1)− [λa(x)(u− ϑφ̄1)
p + b(x)u− ϑφ̄1

q] ⩾ b(x)up − ϑµ1φ̄1 − ϑb(x)quq−1φ̄1

− b(x)(u− ϑφ̄1)
q.

= −ϑµ1φ̄1 + ε(ϑφ̄1) > 0,

donc pour ϑ > 0 assez petit, puisque µ1 < 0 et φ̄1 > 0 la fonction u − ϑφ̄1 est une
sur-solution du problème (P 2

λ ).
De plus, puisque ψ n'est pas une solution, alors u > ψ, et pour ϑ << 1, on peut
supposer aussi que

u− ϑφ̄1 ⩾ ψ.

Alors le problème (P 2
λ ) admet une solution ũ telle que

ψ ⩽ ũ ⩽ u− ϑφ̄1.

C'est une contradiction car u est une solution minimale.

Remarque 2.1. Puisque µ1 > 0 on a∫
Ω

(
|∇ϕ|2 − hϕ2

)
dx ⩾ 0, ∀ϕ ∈ H1

0 .

Passons maintenant à la démonstration du Théorème 2.2.

Démonstration. i) D'après ce qui précède le problème (P 2
λ ) admet une solution posi-

tive notée vλ pour λ ∈ (0, Λ).
Montrons que le problème (P 2

λ ) admet une solution minimale uλ, c'est-à-dire que pour
toute solution u du problème (P 2

λ ), on a uλ ⩽ u.
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Pour cela, dé�nissons la suite (un)n∈N par

−∆un+1 = λa(x)upn + b(x)uqn := g(un),

où u0 est la solution du problème (2.11).
La suite (un) est croissante et un ≤ vλ pour tout entier n. En e�et, on a

un ⩽ un+1 ∀n ∈ N.

Montrons-le par récurrence :

• Pour n = 0, puisque u0 est une solution du problème (2.11), on a

−∆u0 = λa(x)up0 ⩽ λa(x)up0 + b(x)uq0 = −∆u1,

et par le principe de maximum on obtient que : u0 ⩽ u1.

• Supposons que uk ⩽ uk+1 pour un rang k entier �xé, et montrons que
uk+1 ⩽ uk+2.

Par hypothèse, on a
uk ⩽ uk+1,

la fonction g : t 7→ λa(x)tp + b(x)tq étant croissante, donc

g(uk) = λa(x)upk + b(x)uqk ⩽ λa(x)upk+1 + b(x)uqk+1 = g(uk+1),

ainsi
−∆uk+1 ⩽ −∆uk+2,

donc, d'après le principe de maximum on a

uk+1 ⩽ uk+2.

On conclut que un ⩽ un+1,∀n ∈ N.
Montrons maintenant que un ≤ vλ pour tout entier n.

• Pour n = 0, u0 est la solution du problème (2.11) c'est-à-dire

−∆u0 = λa(x)up0 := f(u0).

Or, vλ véri�e
−∆vλ = λa(x)vpλ + b(x)vqλ ⩾ λa(x)vpλ := f(vλ).

On remarque que la fonction t 7→ f(t)/t est décroissante sur ]0,+∞[. Alors, d'après
le lemme (2.2) on a vλ ⩾ u0.

• Supposons que un ⩽ vλ pour n �xé et montrons que un+1 ⩽ vλ.
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D'après nos hypothèses, il en résulte que

λa(x)upn + b(x)uqn ⩽ λa(x)vpλ + b(x)vqλ,

d'où
−∆un+1 ⩽ −∆vλ.

Alors
un+1 ⩽ vλ.

On a donc un+1 ⩽ vλ ∀n ∈ N. Ainsi (un) est bornée et par conséquent elle converge.
Supposons que un → uλ quand n→ +∞, alors uλ ⩽ vλ et véri�e

−∆uλ = λa(x)upλ + b(x)uqλ.

Donc, uλ est une solution du problème.
Véri�ons que uλ est la solution minimale de (P 2

λ ). Il su�t de montrer que pour toute
solution positive u du problème, on a uλ ≤ u.
Montrons d'abord que pour tout n ∈ N, un ⩽ u.

• Pour n = 0, on a
−∆u0 = λa(x)up0 := f(u0),

comme u est solution du problème (P 2
λ ), on a

−∆u = λa(x)up + b(x)uq ⩾ λa(x)up := f(u).

La fonction t 7→ f(t)/t est décroissante sur ]0,+∞[, donc d'après le lemme (2.2) on
a u ⩾ u0.

• Supposons que uk ⩽ u pour un rang k entier �xé, et montrons que uk+1 ⩽ u.

On a
−∆uk+1 = λa(x)upk + b(x)uqk,

et d'après ce que nous avons supposé on a

−∆uk+1 ⩽ λa(x)up + b(x)uq = −∆u,

d'où, d'après le principe de maximum on obtient que uk+1 ⩽ u.
On conclut que un ⩽ u pour tout n ∈ N.
En faisant tendre n vers l'in�ni on aboutit à uλ ⩽ u. Donc uλ est bien la solution
minimale de (P 2

λ ).
Montrons à présent que uλ véri�e Jλ(uλ) < 0.
uλ est une solution du problème (P 2

λ ), alors

−∆uλ = λa(x)upλ + b(x)uqλ,
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en multipliant par uλ et en intégrant sur Ω, par la formule de Green, on obtient∫
Ω

|∇uλ|2 dx =

∫
Ω

λa(x)up+1
λ dx+

∫
Ω

b(x)uq+1
λ dx. (2.20)

d'après le lemme 2.3 et la remarque 2.1 on a∫
Ω

[
∇uλ|2 −

(
λpa(x)up−1

λ + qb(x)uq−1
λ

)
ϕ2
]
dx ⩾ 0 ∀ϕ ∈ H1

0 (2.21)

en particulier pour ϕ = uλ, alors∫
Ω

|∇uλ|2 dx ⩾ λp

∫
Ω

a(x)up+1
λ dx+ q

∫
Ω

b(x)uq+1
λ dx. (2.22)

De (2.20) et (2.2) on obtient

Jλ(uλ) = λ
(1
2
− 1

p+ 1

) ∫
Ω

a(x)up+1
λ dx+

(1
2
− 1

q + 1

) ∫
Ω

b(x)uq+1
λ dx, (2.23)

d'autre part en utilisant l'expression (2.20) dans l'inégalité (2.22), on obtient

(1− p)

∫
Ω

λa(x)up+1
λ dx+ (1− q)

∫
Ω

b(x)uq+1
λ dx ⩾ 0,

ainsi, ∫
Ω

b(x)uq+1
λ dx ⩽

(
1− p

q − 1

)∫
Ω

λa(x)up+1
λ dx.

On en déduit �nalement que

Jλ(u) ⩽ λ
(1− p

2

)(
− 1

p+ 1
+

1

q + 1

) ∫
Ω

a(x)up+1
λ dx < 0.

Reste à montrer que uλ est croissante par rapport à λ, c-à-d

uλ < uλ′ pour tout λ < λ′.

Si λ < λ′, alors

−∆uλ′ = λ′a(x)upλ′ + b(x)uqλ′ > λa(x)upλ′ + b(x)uqλ′ ,

donc, uλ′ est une sur solution du problème (P 2
λ ).

Or, εu0 est une sous solution du problème, donc le problème possède une solution v
telle que

εu0 ⩽ v ⩽ uλ′ .
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d'autre part uλ est la solution minimale du problème, alors

uλ ⩽ v ⩽ uλ′ .

De plus,
−∆uλ′ = λ′a(x)upλ′ + b(x)uqλ′ > λa(x)upλ + b(x)uqλ = −∆uλ,

d'où d'après le principe de maximum, on a

uλ′ > uλ.

D'où le premier point.
ii) Soit (λn) une suite croissante convergeant vers Λ, d'après i) pour uλn = un on a

Jλn(un) =
1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx−
λn
p+ 1

∫
Ω

a(x)|un|p+1 dx− 1

q + 1

∫
Ω

b(x)|un|q+1 dx < 0,

alors il existe c > 0 tel que
∥un∥2H1

0
⩽ c,

de l'injection compacte de H1
0 (Ω) dans L

p+1(Ω) (1 < p+ 1 < 2), on a

∥un∥p+1
p+1 ⩽ c′∥un∥p+1

H1
0
⩽ c′c

p+1
2 = C.

Donc il existe u∗ ∈ H1
0 tel que un → u∗ > 0 p.p dans Ω, fortement dans Lp+1(Ω) et

faiblement dans H1
0 (Ω).

Ainsi, u∗ est une solution du problème (P 2
λ ) pour λ = Λ.

iii) Finalement on a pour λ > Λ le problème (P 2
λ ) n'admet pas de solution d'après la

dé�nition de Λ.
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Chapitre 3

Résultat d'existence pour un

problème elliptique contenant le

gradient de l'inconnue par la méthode

variationnelle

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie l'existence de solutions pour le problème suivant{
−∆u = f(x, u,∇u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(3.1)

où Ω est un domaine borné de RN(N ⩾ 3).
Le problème (3.1) n'est pas variationnel à cause de la présence du gradient de la
fonction inconnue u. Pour appliquer la méthode variationnelle nous allons associer au
problème (3.1) le problème semi-linéaire suivant{

−∆u = f(x, u,∇ω) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(3.2)

où ω est une fonction quelconque de l'espace H1
0 (Ω), et f : Ω̄ × R × RN → R une

fonction continue localement Lipschitzienne qui satisfait les hypothèses suivantes

(f1) lim
t→0

f(x,t,z)
t

= 0 uniformément pour tout (x, z) ∈ Ω̄× RN .

(f2) il existe deux constantes α1 > 0 et p ∈]1, 2∗ − 1[ telles que

|f(x, t, z)| ⩽ α1(1 + |t|p) ∀x ∈ Ω̄, t ∈ R, z ∈ RN .
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(f3) il existe deux constantes θ > 2 et R > 0 telles que

0 < θF (x, t, z) ⩽ tf(x, t, z) ∀x ∈ Ω̄, |t| ⩾ R, z ∈ RN ,

où

F (x, t, z) =

∫ t

0

f(x, s, z) ds.

(f4) il existe deux nombres positifs α2, α3 tels que

F (x, t, z) ⩾ α2|t|θ − α3 ∀x ∈ Ω̄, t ∈ R, z ∈ RN .

Remarque 3.1. Un exemple de fonction satisfaisant les hypothèses ci-dessus est

donné par

f(x, t, z) = b1|t|p−1tg(z)

où b1 > 0 et g ∈ L∞(R) telle que 0 < b2 ⩽ g(z) pour une constante b2.

3.2 Résultat d'existence de solutions pour le pro-

blème auxiliaire

La fonctionnelle d'énergie associée au problème (3.2) est dé�nie sur H1
0 (Ω) par

Jω(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫
Ω

F (x, v,∇ω) dx.

Notons que les solutions du problème (3.2) sont les points critiques de Jω.

Remarque 3.2. De (f2) et (f3), on a θ ⩽ p+ 1.

En e�et, l'hypothèse (f3) implique que pour tout t assez grand on a

θ

t
⩽
f(x, t, z)

F (x, t, z)
,

par intégration de R à t on obtient

tθ

Rθ
⩽

F (x, t, z)

F (x,R, z)
,

d'où
F (x, t, z) ⩾ k(x,R, z)tθ,

où, k(x,R, z) = F (x,R,z)
Rθ .
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En multipliant les deux membres de cette inégalité par θ

θk(x,R, z)tθ ⩽ θF (x, t, z),

maintenant en utilisant l'hypothèse (f2) on obtient

θk(x,R, z)tθ ⩽ θF (x, t, z) ⩽ tf(x, t, z) ⩽ α1(t+ |t|p+1),

donc, on en déduit que θ ⩽ p+ 1.

Notation. Dans la suite de ce chapitre, on va noter par ∥.∥p la norme de l'espace

Lp(Ω), 1 ⩽ p ⩽ ∞ ; et par ∥.∥ celle de l'espace H1
0 (Ω).

la première valeur propre de (−∆, H1
0 (Ω)) est désignée par λ1.

Dans le théorème suivant, on établira l'existence de la solution du Problème (3.2).

Théorème 3.1. Supposons que la fonction f véri�e les hypothèses de (f1) à (f4).

Alors il existe deux constantes positives c1 et c2 telles que, pour ω ∈ H1
0 (Ω) le problème

(3.2) admet une solution positive uω avec

c1 ⩽ ∥uω∥ ⩽ c2.

Remarque 3.3. Pour avoir seulement des solutions positives, on suppose que

f(x, t, z) = 0 ∀t ∈]−∞, 0[.

Démonstration. La démonstration de ce théorème est basée sur les lemmes suivants.

Lemme 3.1. Soit ω ∈ H1
0 (Ω). Il existe deux nombres positifs a et ρ, indépendants de

ω tels que

Jω(v) ⩾ a ∀v ∈ H1
0 (Ω) : ∥v∥ = ρ.

Démonstration. On a

Jω(v) =
1

2
∥∇v∥22 −

∫
Ω

F (x, v,∇ω) dx. (3.3)

Le terme F (x, v,∇ω) est majoré.
En e�et, la condition (f1) implique que

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ∀t > 0, |t| < δ =⇒ |f(x, t, z)|
t

⩽ ε,

par conséquent, pour |t| < δ on a

|F (x, t, z)| = |
∫ t

0

f(x, s, z) ds| ⩽ ε

∫ t

0

|s| ds ⩽ ε

2
t2. (3.4)
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D'autre part, de l'hypothèse (f2) on a

∀ε > 0 ∃Cε > 0 : |f(x, t, z)| ⩽ Cε|t|p,

d'où

|F (x, t, z)| ⩽ Cε

p+ 1
|t|p+1. (3.5)

Donc, de (3.4) et (3.5) on a

|F (x, v, z)| ⩽ 1

2
εv2 + Cε,p|v|p+1,

où Cε,p =
Cε

p+1
.

Alors, (3.3) devient

Jω(v) ⩾
1

2
∥∇v∥22 −

ε

2

∫
Ω

v2 dx− Cε,p

∫
Ω

|v|p+1 dx,

ce qui implique que

Jω(v) ⩾
1

2
∥v∥2 − ε

2
∥v∥22 − Cε,p∥v∥p+1

p+1.

Or, par la représentation de la première valeur propre selon Rayleigh on a

λ1 = inf
v∈H1

0 ,v ̸=0
Q(v) =⇒ λ1 ⩽

∥v∥2

∥v∥22
,

d'où
∥v∥22 ⩽

1

λ1
∥v∥2, (3.6)

et par l'injection H1
0 (Ω) ⊂ Lp+1(Ω) (p+ 1 < 2∗), il existe une constante C̄ telle que

∥v∥p+1
p+1 ⩽ C̄∥v∥p+1.

Alors
Jω(v) ⩾

1

2
∥v∥2 − ε

2λ1
∥v∥2 − C̄ε,p∥v∥p+1,

d'où
Jω(v) ⩾

1

2

(
1− ε

λ1

)
∥v∥2 − C̄ε,p∥v∥p+1.

Si
P (∥v∥) := 1

2

(
1− ε

λ1

)
∥v∥2 − C̄ε,p∥v∥p+1 > 0,
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alors, on a
Jω(v) > 0.

Posons ∥v∥ = ρ, alors

P (ρ) > 0 ⇐⇒ 1

2

(
1− ε

λ1

)
ρ2 − C̄ε,pρ

p+1 > 0,

⇐⇒ 1

2

(
1− ε

λ1

)
− C̄ε,pρ

p−1 > 0,

⇐⇒ ρ <

( 1
2
(1− ε

λ1
)

C̄ε,p

) 1
p−1

:= ρ0.

On conclut ainsi, que Jω(v) > 0 pour tout v tel que ∥v∥ < ρ0.

Lemme 3.2. Soit ω ∈ H1
0 (Ω). Fixons v0 ∈ H1

0 (Ω), avec ∥v0∥ = 1. Alors il existe

T > 0, indépendant de ω tel que

Jω(tv0) ⩽ 0 ∀ t ⩾ T.

Démonstration. Posons v = tv0, on obtient

Jω(v) = Jω(tv0) =
1

2
t2 −

∫
Ω

F (x, tv0,∇ω) dx.

Or, d'après l'hypothèse (f4) on a

F (x, tv0,∇ω) ⩾ α2|tv0|θ − α3,

d'où,

Jω(tv0) ⩽
1

2
t2 −M |t|θ + α3|Ω|,

avec M = α2

∫
Ω
|v0|θ dx.

Ce qui donne
lim

t→+∞
Jω(tv0) = −∞.

Alors, il existe T > 0 tel que pour tout t ⩾ T on a Jω(tv0) ⩽ 0.

Lemme 3.3. Supposons que la fonction f véri�e les hypothèses de (f1) à (f4). Alors

le problème (3.2) admet au moins une solution uω ̸≡ 0 pour tout ω ∈ H1
0 (Ω).

Démonstration. On a bien Jω(0) = 0, et d'après les lemmes 3.1 et 3.2 on conclut que
Jω véri�e les conditions du théorème du col.
Maintenant reste à montrer que Jw véri�e la condition de Palais-Smale.
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Montrons d'abord que toute suite (un) de Palais-Smale est bornée dans H1
0 (Ω).

Soit (un)n∈N ⊂ H1
0 (Ω), il existe une constante C > 0 telle que

|Jω(un)| < C et J ′
ω(un) → 0 dans H−1(Ω).

On a,

Jω(un) =
1

2
∥un∥2 −

∫
Ω

F (x, un,∇ω)dx,

et

⟨J ′
ω(un), un⟩ = ∥un∥2 −

∫
Ω

f(x, un,∇ω)un dx,

où, ⟨., .⟩ désigne le crochet de dualité entre H−1(Ω) et H1
0 (Ω).

D'après les hypothèses on a

−C < Jω(un) < C i.e − C <
1

2
∥un∥2 −

∫
Ω

F (x, un,∇ω)dx < C.

En multipliant par θ on obtient

−Cθ < θ

2
∥un∥2 − θ

∫
Ω

F (x, un,∇ω)dx < Cθ. (*)

D'autre part, pour tout ε > 0 on a

−ε < ∥un∥2 −
∫
Ω

f(x, un,∇ω)un dx < ε,

d'où

−ε < −∥un∥2 +
∫
Ω

f(x, un,∇ω)un dx < ε. (**)

Par addition du (*) et (**), on obtient

−ε− Cθ < (
θ

2
− 1)∥un∥2 +

∫
Ω

f(x, un,∇ω)un dx− θ

∫
Ω

F (x, un,∇ω)dx < ε+ Cθ.

et puisque ∫
Ω

f(x, un,∇ω)un dx− θ

∫
Ω

F (x, un,∇ω)dx > 0,

d'après l'hypothèse (f3). Alors,

0 < (
θ

2
− 1)∥un∥2 < ε+ Cθ,

d'où,

∥un∥2 <
2(ε+ Cθ)

θ − 2
(θ > 2),
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ce qui implique que la suite (un)n∈N est bornée dans H1
0 (Ω).

Alors, on peut extraire une sous suite notée (unk
)
k
qui converge faiblement vers

uω ∈ H1
0 (Ω), c-à-d

unk
−⇀ uw dans H1

0 (Ω).

et converge fortement vers uw dans Lp+1(Ω), c-à-d

unk
→ uw dans Lp+1(Ω).

Et puisque p+ 1 < 2∗, l'injection compacte de H1
0 (Ω) dans L

p+1(Ω), donne

unk
→ uw dans H1

0 (Ω),

ce qui implique que la fonctionnelle Jω véri�e la condition de Palais-Smale sur H1
0 (Ω).

Et d'après le théorème du col, uω véri�e

J ′
ω(uω) = 0 et Jω(uω) = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

Jω(γ(t)),

où Γ = {γ ∈ C0([0, 1];H1
0 (Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = Tv0}, pour un certain v0 ∈ H1

0 (Ω)

et T comme dans le lemme 3.2.
Par conséquent uω est une solution du problème (3.2)

Lemme 3.4. Soit ω ∈ H1
0 (Ω). Alors il existe une constante positive c2, indépendante

de ω, telle que

∥uω∥ ⩽ c2, (3.7)

Démonstration. Du lemme précédent, on a

Jω(uω) = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jω(γ(t)),

alors pour γ(t) = tv0 on a
Jω(uω) ⩽ max

t⩾0
Jω(tv0),

Nous estimons Jω(tv0) en utilisant (f4)

Jω(tv0) ⩽
t2

2
−M |t|θ + α3|Ω| =: h(t)

d'où
Jω(uω) ⩽ max

t⩾0
h(t) = h(t1),

où, t1 =
(

1
θM

) 1
θ−2 .

Donc,
Jω(uω) ⩽ c2,
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qui implique que
∥uω∥H1

0
⩽ c2.

Lemme 3.5. Soit w ∈ H1
0 (Ω). Il existe une constante positive c1, indépendante de

w, telle que

∥uω∥ ⩾ c1. (3.8)

Démonstration. uω étant une solution du problème (3.2) alors,

−∆uω = f(x, uω,∇ω),

en multipliant l'équation par uω et en intégrant sur Ω, par la formule de Green on
obtient ∫

Ω

|∇uω|2 dx =

∫
Ω

f(x, uω,∇ω)uω dx. (3.9)

Il résulte de (f1) et (f2) que, pour ε > 0, il existe une constante positive kε, indépen-
dante de ω, telle que

|f(x, t, z)| ⩽ ε|t|+ kε|t|p. (3.10)

De (3.9) et (3.10) on obtient∫
Ω

|∇uω|2 dx ⩽ ε

∫
Ω

|uω|2 dx+ kε

∫
Ω

|uω|p+1 dx,

alors, de (3.6) et de l'inégalité de Poincaré on obtient(
1− ε

λ1

)
∥uω∥2H1

0
⩽ k̄ε∥uω∥p+1

H1
0
,

ainsi

∥uω∥H1
0
⩾

(
1

k̄ε
(1− ε

λ1
)

) 1
p−1

.

D'où le résultat avec c1 =
(

1
k̄ε
(1− ε

λ1
)
) 1

p−1 .

Démonstration. (du Théorème 3.1) D'après les cinq lemmes précédents le problème
(3.2) admet une solution uω telle que

c1 ⩽ ∥uω∥ ⩽ c2.

Montrons maintenant que le problème admet une solution positive.
Soit f̄ la fonction dé�nie par

f̄(x, t, z) =

{
f(x, t, z) si t ⩾ 0

0 si t < 0.
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On remarque que f̄ véri�e (f3) et (f4) pour tout t ⩾ 0.
Posons Ω+ = {x ∈ Ω : uω(x) ⩾ 0} et Ω− = {x ∈ Ω : uω(x) < 0}.

La fonction uω est solution du problème (3.2), donc{
−∆uω = f̄(x, uω,∇ω) dans Ω

uω = 0 sur ∂Ω,

Posons uω = u+ω + u−ω , en multipliant par u−ω et en intégrant sur Ω on obtient

−
∫
Ω

u−ω∆uω dx =

∫
Ω

f̄(x, uω,∇ω)u−ω dx,

ce qui implique que

−
∫
Ω

u−ω∆uω dx =

∫
Ω+

f̄(x, uω,∇ω)u−ω dx+
∫
Ω−
f̄(x, uω,∇ω)u−ω dx =

∫
Ω+

f̄(x, uω,∇ω)u−ω dx,

d'où, par la formule de Green on a∫
Ω

∇u−ω∇uω dx =

∫
Ω+

f̄(x, uω,∇ω)u−ω dx,

ainsi

0 ⩽
∫
Ω

|∇u−ω |2 dx = ∥u−ω ∥2 =
∫
Ω+

f̄(x, uω,∇ω)u−ω dx ⩽ 0,

Donc u−ω = 0. Alors, uω ⩾ 0 dans Ω.

3.3 Résultat d'existence de solution pour le problème

initial

Le résultat principal concerne l'existence de solutions pour le problème (3.1), pour
cela, on a besoin d'une hypothèse supplémentaire.
(f5) la fonction f véri�e la condition de Lipschitz locale :

∃S1, S2 > 0 avec S1 < λ1 tels que

|f(x, t′, z)− f(x, t′′, z)| ⩽ S1|t′ − t′′| ∀x ∈ Ω̄, t′, t′′ ∈ [0, β1], |z| ⩽ β2

et
|f(x, t, z′)− f(x, t, z′′)| ⩽ S2|z′ − z′′| ∀x ∈ Ω̄, t ∈ [0, β1]; |z′|, |z′′| ⩽ β2.
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Théorème 3.2. Supposons que f véri�e les hypothèses de (f1) à (f5). Alors si

S1 + λ
1/2
1 S2 < λ1,

le problème (3.1) admet une solution positive.

Démonstration. On considère la suite (un), où un est la solution du problème suivant{
−∆un = f(x, un,∇un−1) dans Ω

un = 0 sur ∂Ω.
(Pn)

En multipliant (Pn) et (Pn+1) par (un+1 − un) et en intégrant sur Ω, on obtient

−
∫
Ω

∆un(un+1 − un) dx =

∫
Ω

f(x, un,∇un−1)(un+1 − un) dx,

−
∫
Ω

∆un+1(un+1 − un) dx =

∫
Ω

f(x, un+1,∇un)(un+1 − un) dx,

par la formule de Green, on a∫
Ω

∇un(∇un+1 −∇un) dx =

∫
Ω

f(x, un,∇un−1)(un+1 − un) dx, (3.11)∫
Ω

∇un+1(∇un+1 −∇un) dx =

∫
Ω

f(x, un+1,∇un)(un+1 − un) dx, (3.12)

et par soustraction, on obtient

∥un+1−un∥2 =
∫
Ω

f(x, un+1,∇un)(un+1−un) dx−
∫
Ω

f(x, un,∇un−1)(un+1−un) dx,

en ajoute et en retranche le terme
∫
Ω
f(x, un,∇un)(un+1−un) dx au second membre,

on obtient

∥un+1 − un∥2 =
∫
Ω

[f(x, un+1,∇un)− f(x, un,∇un)](un+1 − un) dx

+

∫
Ω

[f(x, un,∇un)− f(x, un,∇un−1)](un+1 − un) dx.

En utilisant l'hypothèse (f5) on trouve

∥un+1 − un∥2 ⩽ S1

∫
Ω

|un+1 − un|2 dx+ S2

∫
Ω

|∇un −∇n−1||un+1 − un| dx,
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et d'après l'inégalité de Hölder on a

∥un+1−un∥2 ⩽ S1

∫
Ω

|un+1−un|2 dx+S2

(∫
Ω

|∇un−∇n−1|2 dx
)1/2(∫

Ω

|un+1−un|2 dx
)1/2

.

La représentation de la première valeur propre selon Rayleigh donne

λ1 ⩽
∥un+1 − un∥2

∥un+1 − un∥22
.

Alors

∥un+1 − un∥2 ⩽
S1

λ1
∥un+1 − un∥2 +

S2

λ
1/2
1

∥un+1 − un∥∥un − un−1∥,

et par conséquent

∥un+1 − un∥ ⩽
S2λ

−1/2
1

1− S1λ
−1
1

∥un − un−1∥ := K∥un − un−1∥

d'où
∥un+1 − un∥ ⩽ Kn∥u1 − u0∥,

et puisque K < 1, donc (un) est une suite de Cauchy dans H1
0 (Ω) qui est complet,

ainsi il existe u ∈ H1
0 (Ω) telle que (un) converge fortement vers u.

Et d'après le lemme 3.5, ∥un∥ ⩾ c1 pour tout n. Alors le problème (3.1) admet une
solution non triviale u.
Pour la positivité de la solution u, on procède de la même manière que dans la
démonstration Théorème 3.1.

Terminons ce chapitre par un exemple d'une fonction f véri�ant les hypothèses
(fi), i = 1, ..., 5.

Exemple 3.1. On donne

f(x, t, z) = a(1 + |x|)t2(1 + sin2(|z|2))

où a est une constante réelle telle que 0 < a ≤ λ1(2 + 2diam(Ω))−1,

avec diam(Ω) = sup{|x− y|;x, y ∈ Ω}.

41



Conclusion et perspectives

L'objectif de ce mémoire est l'application de deux méthodes pour la résolution des
équations elliptiques. La première est une méthode topologique, à savoir la méthode
de sous et sur solutions, que nous avons appliquée pour établir l'existence de solutions
positives pour un problème contenant des termes concave et convexe.

La deuxième méthode est variationnelle, et le problème elliptique concerné contient
le gradient de l'inconnue. Il s'est avéré que ce problème n'a pas une structure varia-
tionnelle. En conséquence, le gradient de l'inconnue a été remplacé par celui d'une
fonction paramètre. En supposant que la fonction source du second membre satisfait
la condition d'Ambrosetti-Rabinowitz, un résultat d'existence de solutions pour le
nouveau problème est démontré. Ensuite, par itération on démontre que le problème
initial admet une solution positive.

Pour perspectives, on souhaite, en s'appuyant sur les articles analysés, l'étude des
problèmes suivants

1. Généraliser les résultats du deuxième chapitre dans le cas où les fonctions a et
b ne sont pas bornées.

2. Analyser le cas où le Laplacien, dans le troisième chapitre, est remplacé par
l'opérateur de Kirchho�,

K(u) := −M(∥u∥)∆u,

où M est une fonction continue sur R+.
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////ملخصملخصملخصملخص     

أما الثاني . الأولى تتميز بوجود حدين أحدهما محدب والاخٓر مقعر. تهدف هذه الأطروحة إلى دراسة مسالٔتين إهليلجيتن 

.ففيه تدرج اGهول مما يجعل الطريقة التغايرية في هذه الحا6 >;ات غير فعا6  

من خلال الجمع بين الطرق التغايرية .  للمسا6ٔ الأولى، فهـي مسا6ٔ إثبات وجود حل إيجابي واحد على الأقل >لنسـبة 

.الحلول وطرق الحلول السفلية والعلوية >لإضافة إلى مبدأ الحد الأقصى، يتم تحديد نتائج وجود     

>لنسـبة لهذه المسا6ٔ الجديدة، تم إثبات وجود . طية>لنسـبة للمسا6ٔ الثانية، تم استبدال تدرج اGهول بتدرج دا6 وسـي   

ثم، >سـتخدام الطريقة التكرارية، يتم  . رابينوفيتش -المدعومة بشرط  أمبروسيتي" ممر الجبل"الحلول >سـتخدام نظرية  

.إثبات وجود الحل للمسا6ٔ الأصلية  

Summary:  The present dissertation aims to study two elliptic problems. The first is 

characterized by the presence of two terms, one convex and the other concave. As for 

the second, it contains the gradient of the unknown, which makes, in this particular case, 

the variational method ineffective. 

      Concerning the first problem, it is a question of proving the existence of at least one 

positive solution. By combining the variational methods and that of sub  and super 

solutions in addition to the maximum principle, the existence results are established. 

     For the second problem the gradient of the unknown was replaced by the gradient of 

a parameter function. For this new problem, the existence of solutions is established 

using Mountain-Pass theorem supported by an Ambrosetti-Rabinowitz condition. Then, 

using an iterative method, the existence of the solution to the initial problem is 

demonstrated. 

Résumé :  Le présent mémoire a pour objet  l’étude de deux problèmes elliptiques. Le 

premier est caractérisé par la présence de deux termes l’un convexe et l’autre concave. 

Quant au deuxième, il contient  le gradient de l’inconnue, ce qui rend, dans ce cas 

particulier,  la méthode variationnelle inopérante. 

          Concernant le premier problème, il s’agit de prouver l’existence d’au moins une 

solution positive. En combinant les méthodes variationnelle et celle de sous et sur 

solutions en plus du principe du maximum les résultats d’existence  sont établis. 

  Pour le deuxième problème le gradient de l’inconnue  a été remplacé par le 

gradient d’une fonction paramètre.  Pour ce  nouveau problème,  l’existence de solutions 

est établie en utilisant le théorème du col appuyé par une condition d’Ambrosetti-

Rabinowitz.  Ensuite par une méthode itérative, l’existence de la solution du problème 

de départ est démontrée. 
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