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INTRODUCTION

Le présent mémoire a pour objet I’étude de deux problémes elliptiques. Le premier
est caractérisé par la présence de deux termes 'un convexe et 'autre concave. Quant
au deuxiéme, il contient le gradient de I'inconnue, ce qui rend, dans ce cas particulier,
la méthode variationnelle inopérante.

Rappelons que les équations elliptiques modélisent des phénoménes physiques, biolo-
giques ou plus généralement naturels ne dépendant pas du temps.

Soit par exemple une boule B conductrice, dont le potentiel p de sa frontiére S est
connu. Si on veut déterminer le potentiel u en tout point x a 'intérieur de la boule il
suffit de résoudre le probléme elliptique de Laplace suivant :

Au(z) =0, z€B; u(s)=p(s), se€S.

C’est un petit exemple d’illustration.

Revenons aux problémes sus-cités.

Concernant le premier probléme, il s’agit de prouver, sous certaines hypothéses plus
au moins restrictives, ’existence d’au moins une solution positive. En combinant les
méthodes variationnelle et celle de sous et sur solutions en plus du principe du maxi-
mum les résultats d’existence sont établis.

Pour le deuxiéme probléme ou le gradient de I'inconnue a fait obstacle a I'applica-
tion de la méthode variationnelle, ce dernier a été remplacé par le gradient d’une
fonction paramétre. Pour ce probléme paramétré ayant une structure variationnelle,
I'existence de solutions est démontrée en utilisant le théoréme du col appuyé par une
condition d’Ambrosetti-Rabinowitz. Ensuite par une méthode itérative, I’existence de
la solution du probléme de départ est démontrée.

Ce mémoire constitue une introduction & la recherche. Son but est de tirer au maxi-
mum, des articles de sa base [16] et [9], les techniques de calcul et d’analyse en plus
de T'application des notions étudiées durant la formation de master.

Le premier chapitre de ce mémoire, est dédié aux préliminaires et aux différents ré-
sultats utilisés. Le deuxiéme traite un probléme elliptique avec des termes concave et
convexe. Enfin le dernier chapitre est consacré a 'application de la méthode varia-
tionnelle & un probléme contenant le gradient de 'inconnue.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. [4] Soit Q un ouvert de RY
1. Soit 1 < p < +o0, on note par LP(Q) Uensemble des fonctions mesurables
f:Q =R telles que

1/p
1fllLr ) = (/Q|f(fv)|pd$> < +00

|.[|zr () est une norme sur LP(£2).
2. Sip=+o0, on note par L>=(Q)) 'ensemble des fonctions mesurables
f:Q =R telles que

[ fllLe) = inf{a>0:|f(z)| <a p.psur Q} <+oo

|-l (q) est une norme sur L>=(£2).

Notation. I ’espace dual de LP(Q) est noté par LP (), ot p' est le conjugué de p

. 1 1
e -+ = =1.
p+p/

Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder). [4/ Soient f € LP(Q) et g € L' (Q) avec
1 < p < +oo. Alors fg € LY(Q) et

/Qlf(x)g(w)ldl’ < M lze@)- gl @)



1.2 Espaces de Sobolev

Soit Q un ouvert de RY et 1 < p < o0.

Définition 1.2. [// L’espace de Sobolev WP(Q) est défini par

Wir(Q) = u € LP(Q) : g1, g2, -, gn € LP(Q) tels que
Jo uJi de = — [gipde Yo eCX(Q), Vi=1,2,.,N

Pour u € W'*(Q) on note

(9u_ et Vo ou Ou ou
8%_92 \ Oz Oxy T DN |

Lespace W'P(Q) est muni de la norme

lullws@ = llullzsce +§ﬂ%

Lr(Q)’
ou parfois de la norme équivalente
1/p
ety =1y + IVulley)  pourt < p < 4ox,

Si p =00, on munit WH>°(Q) de la norme
[ullwroe@) = l[ull @) + [[Vul| L= (o)

Pour p =2, on note H'(2) = WH2(Q).
L’espace HY(Q) est muni du produit scalaire

ou Ov
(“ ”)Hl(ﬂ) - “ U L2(Q) +Z (&pi axi>L2(ﬂ)'

)

Définition 1.3. Soit C5°(Q2) l'espace des fonctions de classe C* & support compact
dans Q. L’espace de Sobolev W,*(Q) est défini comme Uadhérence de C°(Q) dans

La norme associée

=

lulln o) me +2ﬂ%l

est équivalente & la norme de WH2(Q).



WLP(Q) c-a-d
We(@) = G (@) .

Pour p =2, on note W,2(Q) = H}(Q).

Notation. On désigne par W=7 (Q) Uespace dual de W, P(Q) avec 1 < p < oo. Et
par H=Y(Q) 'espace dual de H}(Q).

Définition 1.4 (Espace réflexif). Soit E un espace de Banach et E" son bidual et
soit J Uinjection canonique de E dans E". On dit que E est réflexif si J(E) = E".

Remarque 1.1. La fonction J : E — E" est définie de la maniére suivante
pour x fixé dans E, on pose J.(f) = (f,x) ot f € E' c-a-d J est définie par

(Ja, fYenp = (f,2)pE

J ainsi définie est une isométrie linéaire c-a-d Vx € E : ||Jz| g = ||z||E-

Proposition 1.1. L’espace W'P(Q) est un espace
1. de Banach pour 1 < p < o0,
2. séparable pour 1 < p < 00,
3. réflexif pour 1 < p < o0.

Théoréme 1.2. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (u,), ., une suite bornée

de E, alors il existe une sous suite (up, ),y de (Un)nen €t u € E telle que u,, — u

faiblement dans E.

keN

1.3 Espaces de Holder

Définition 1.5. Soit Q un ouvert de RY et 0 < o < 1.
e Une fonction u : Q0 — R est dite continue Holdérienne d’exposant o s’il existe
C > 0 tel que
lu(z) —u(y)| < Clz —y[*,  Vo,ye

e On note une semi norme d’ordre o de la fonction u : ) — R par

[U]Co,a(g) = sup {—|u(|axc)_—y1liiy)\ } .
z,yEQ,x#y
e La norme d’ordre o est donnée par
[ullcoai@y = llulle@) + [U]coa@)-



Définition 1.6. L’espace de Hélder, noté C**(Q), est constitué des fonctions de
classe C*(Q) pour lesquelles la norme

lullcoa) = > _ [D%ullo@y + Y [D*Ulcoa@ — est finie.

la|<k |a|=k

Donc lespace C**(Q) est constitué des fonctions k—fois continument différentiables
et leurs dérivées partielles sont continues hélderiennes d’exposant .

1.4 Théorémes d’injections

Proposition 1.2 (Inégalité de Poincaré). On suppose que Q) est borné. Alors, il existe
une constante positive C(ne dépendant que de Q) telle que

||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q) Yu € Wol’p(Q).

Théoréme 1.3 (Inégalité de Sobolev). [4] Soit 1 < p < N, alors

WLP(RYN) c LP"(RYN) ow z% = i— ~, et il eziste une constante C' = C(p, N) telle que

]| o @y < ClIVul|po@yy  Yu € WH(RY).

Corollaire 1.1. Soit 1 < p < N. Alors
WP (RY) € LY(RY) Vg € [p,pT,

avec injection continue.

Théoréme 1.4 (Rellich-Kondrachov). [4/
Soit Q un domaine borné de RY de classe C. Alors on a les injections compactes
sutvantes

1. sip < N alors WHP(Q) C L1(Q),VYq € [1,p*] ot p* = NN—Z),
2. sip= N alors W'P(Q) C L1(Q),Vq € [1, +o0],
3. sip> N alors W'P(Q) C C(Q).

Remarque 1.2. Les résultats ci-dessus restent vrais si on remplace WP(Q) par

Wy (9Q).

Théoréme 1.5. [10] Soit Q un ouvert borné de RY. On Suppose que sa frontiére 99
est de classe Ct. Siu € WIP(Q) avec N < p < oo, alors u € C%7(Q) oty =1 — %
et on a

HUHCOW(Q) < C| ’u‘ |W17P(Q).

ot C est une constante positive ne dépendant que de p, N et Q.



Théoréme 1.6. [10] Soit Q un ouvert borné de RY, a frontiere 0Q de classe C', et
soit u € WkP(Q), alors;

1. Sik < alorsue LYQ) ou t =
p q

,eltona

SR
z|=

ullza) < Cllullwrro)

ou C = C(k,p, N, Q)

2. si k> % alors u € C’ki[%]fl"y(ﬁ) ol

N N N N
7:[§}+1_? i ;géN, ou v €]0,1[ arbitraire si — €N

et on a

||u||0k7[%]71,~,(ﬁ) < Cllul|lwrr @)

ou C = C(k,p,N,~,Q).

1.5 Formules de Green

Théoréme 1.7 (Théoréme de la divergence).
Soit w = (w1, wa, ..., wy) un champ de vecteurs tel que w; € C*(Q),i =1,..., N. Alors

/ div w dx = / w.n dS,
) o9

ot n = (N,M2,....nn)7 est la normale unitaire dirigée vers l'extérieur de Q, et dS la
mesure superficielle sur OS2 .

Corollaire 1.2. Soit u,v € C*(Q). Alors on a les formules de Green suivantes

/Au dx :/ n.Vu dS.
Q o0
v

/ ulAv dx = —/ Vu.Vou dx + u— d>s.
Q Q o On

ov ou
ulAv — vAu) dxr = / <u— — v—> ds.
/Q ( ) a0 on on



1.6 Notion de solution faible

Considérons le probléme suivant

—Au = f(x,u) dansQ
u=>0 sur 052,

ot ) est un ouvert borné et f : {2 x R — R est une fonction Carathéodory.

Définition 1.7. Une fonction u est dite solution faible du probléme (1.1) si
u € Hy(Q), et si —Au = f(x,u) au sens des distributions.

Corollaire 1.3. Une fonction u est une solution du probleme (1.1) dans H}(2) si et
seulement si

/Vqudx = / f(z,u)pd. Vi € Hy(S2).
Q Q
1.7 Théoréme de Lax-Milgram

Dans ce qui suit H désigne un espace de Hilbert, et ||.|| la norme associée.

Définition 1.8. On dit qu’une forme bilinéaire a - H x H — R est

1. continue s’il existe une constante C' telle que
la(u, v)] < Cllullllv]l  Vu,v e H,
2. coercive s’il existe une constante a > 0 telle que
a(v,v) > allv||? Vv e H.

Théoréme 1.8 (Lax-Milgram). [4/
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H. Alors pour tout ¢ € H'
il existe uw € H unique tel que

a(u,v) = {p,v) Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ueH et %a(u,u) —(p,u) = {}Iéllgl {La(v,v) — (p,v)}.

1.8 Méthode de sous et sur solutions

La méthode de sous et sur solution est une technique non variationnelle pour la
résolution des problémes elliptiques, basée sur la recherche de deux fonctions, dites

9



sous solution, et sur solution qui encadrent la solution recherchée.

Considérons le probléme (1.1) ci-dessus, oit f :  x R — R est une fonction de
classe C' par rapport & la variable w.
Définition 1.9. [10]

i) On dit que u est une sous-solution du probléeme (1.1) si
e pour presque tout x € Q, —Au(z) < f(x,u(x)),
e pour tout x € 09, u(x) < 0.

i) On dit que T est une sur-solution de probléme (1.1) si
o pour presque tout x € Q, —Au(x) > f(x,u(x)),
o pour tout x € 09, u(x) = 0.

Exemple 1.1. Considérons le probleme en dimension 1 suivant

{—u” = u? dans |0, 7|
u(0) = u(m) = 0.

2

e Pour la sous solution, posons u(x) = z* — wx. Alors

—u"(z) = -2 < (2* — 7z)? = u*(x) Vo €0, 7]

et puisque u(0) = u(mw) = 0, alors u est une sous-solution du probléme.
e Pour la sur solution, prenons la fonction u(x) = sinx, alors

—i"(z) = sin(x) > sin’x = @?(z) Va €)0,7]

de plus u(0) = u(mw) = 0, donc u est une sur solution du probléme.
e Remarquons que u = 0 est aussi une sous-solution du probléeme, donc s’il n’y
a pas unicité alors le probleme admet au moins une solution positive.

Théoréme 1.9. [1/] Soient u (resp. u) une sous-solution (resp. sur-solution) du
probléme (1.1) telles que u < u dans . Alors les propriétés suivantes sont satisfaites
i) Il existe une solution u du probléeme (1.1) satisfaisant u < u < .
ii) Il existe une solution minimale U, et une solution mazimale Upmqe, du pro-
bleme (1.1) dans Uintervalle [u, .
Démonstration.

i) Soit g(z,u) := f(x,u) + au on a est une constante réelle.
On peut choisir a > 0 suffisamment grand tel que u € R — g(x, u) soit croissante sur
[u(x),u(x)] pour x € Q. En effet, il suffit de choisir a > 0 tel que

of

a >z max{—f,(z,u);x € Qu € [u(x),u(z)]} ou f,= o

10



Pour ce choix de a nous définissons la suite de fonctions u,, € C*(Q) N C(Q2) comme
suit :
ug = u et pour n > 1, u, est la solution unique du probléme linéaire suivant :

—Au, + au, = g(x,u,—1) dans Q
u, =0 sur 0f).

Montrons que
UL oo S Upg1 S Uy L oo S U =W

On a u; < u. En effet, par définition de uq, on a

{—A(ﬂ —uy) +a(u—uy) > g(xr,u) —g(xr,u) =0 dans Q (1.2)

u— uy; = 0 sur 0f),

comme l'opérateur —A + al est coercif, il s’en suit que u > u; dans Q.
Pour montrer que u < uy, on remarque que u < 0 = uy sur 082, et pour = € €, la
monotonie de g implique

—A(u—uy) +alu—uy) < f(z,u) + au — g(z,u) <0.

Donc, par le principe de maximum, on obtient u < u;.
On montre maintenant que

UK. S Uy KU1 L oo S Ug =T

Il suffit de montrer que
u < Un+1 < Unp,.

Par soustraction de (p,+1) & (pn), On obtient

—A(Up — Upt1) + a(ty — Upy1) = g(, Uup_1) — g(x,u,) =0 dans Q (1.3)
Up — Upsr1 =0 sur 052, '
ce qui implique que u,, > u,,, dans €2 d’aprés le principe de maximum.
D’autre part, comme
—Au+au = g(r,u) dans )
u+au=g(z,u) (1.4)
u < 0 sur 0f)
et par définition de u,,1, on obtient
—A(up1 — u) + a1 —u) = g(z,u,) — g(z,u) >0 dans Q (1.5)
Upy1 —u <0 surdf). .

11



On en déduit par le principe de maximum que
u < Uy dans

Il s’ensuit que, pour chaque = €  la suite (u,(z)) est convergente, car elle est
décroissante et bornée. Il existe donc une fonction v < u < u telle que

up(z) = u(x) quand n — oo.

Soit g,(z) := g(z,un(x)), on remarque que la suite (g,) est bornée dans L>(£2), et
par suite dans tout LP(Q) avec 1 < p < oo. En passant a la limite dans (p,) et
d’aprés les estimations standard de Schauder la suite (u,) est bornée dans W?P(Q)
pour tout 1 < p < oco. Or lespace W?P(Q) s’injecte continument dans P'espace de
Holder C1(Q), avec a = 1 — 2% si p > N/2. Donc (uy,) est bornée dans C12(Q).
Par les estimations dans les espaces de Holder, nous déduisons que (u,) est bornée
dans C2%(Q).

Et comme linjection de C2%(Q) dans C2(€2) est compacte, il s’en suit qu’il existe une
sous-suite de (u,), notée encore (u,), telle que

u, —u dans C*(Q).

Donc, la suite (u,) converge vers u dans C?(f2), puisque elle est monotone.
Par passage a la limite dans le probléme (p,) quand n — oo, on trouve que u est une
solution du probléme (1.1) (le premier point est démontré).

ii) On désigne par u la solution obtenue par la technique ci-dessus en choisissant
Uy = U. DONC Upay est la solution maximale dans 'intervalle [u, u].
En effet, soit u € [u, @] une solution arbitraire du probléme. Par raisonnement ana-
logue au précédent on obtient que u < u,, pour tout n, donc u < u. O

12



1.9 Principe du maximum

Théoréme 1.10. [14] Soit Q un ouvert borné de RN a frontiére réquliere et v € H(Q)
telle que
{—Av >0 dans(

v>=0 sur 0.

Alors v = 0 dans Q, et s’il existe 1o € ) tel que v(xg) > 0 alors v > 0 dans 2.

Corollaire 1.4. Soient v,w € H}(Q) telles que

—Av > —Aw dans
V=W sur 0S2.

Alors v = w dans Q et sl existe xg € Q tel que v(xy) > w(xg) alors v > w dans Q.

1.10 Meéthode Variationnelle

La méthode variationnelle est utilisée pour trouver les points critiques d’une fonc-
tionnelle, ces points correspondent souvent aux solutions de ’équation différentielle
associée a cette fonctionnelle.

Dans cette section, E est un espace de Banach, V C F ouvert et J : E — R une
fonctionnelle de classe C* sur V.

Définition 1.10. On dit que ug € V' est un point critique de J si J'(ug) = 0. Dans
ce cas ¢ = J(up) (c € R) est dite valeur critique de J.

St ug nest pas un point critique, on dit que ug est un point régulier de J et ¢ une
valeur réguliere de J.

Proposition 1.3. St J : E — R admet un minimum relatif au point uw € V', et si J
est différentiable au point u alors u est un point critique de J.

Définition 1.11. Soit (uy,), une suite de E. On dit que (uy,), est une suite de Palais-
Smale au niveau ¢ pour J noté (PS)., si

|J(un)| = ¢ et ||J(un)||er — 0, E est le dual de E.

Définition 1.12 (La condition de Palais-Smale). Soient E un espace de Banach, et
J € CYE,R). Soit c € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale au niveau
¢ si toute suite de (PS). admet une sous-suite convergente dans E, c.a.d si (uy), C E
vérifie

|J(un)| = ¢ et || (un)||er — 0 quand n — +00

13



alors il existe une sous-suite (u,, ) qui converge vers u € E.

Théoréme 1.11. [12] Supposons que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-
Smale au niveau c et que :

i) J(0) =0,
i) il existe p >0 et a > 0 tels que si ||u|| = p, alors J(u) > a,
iii) il existe ug € E tel que ||ugl| > p et J(up) < a.

Alors J admet une valeur critique c telle que ¢ > a. De facon plus précise, si on pose

I'={y € C([0,1], E);7(0) = 0,7(1) = uo},
et

— inf J(v(1)).
¢ = Inf max (v(t))

Alors ¢ est une valeur critique de J.

1.11 Valeurs propres et fonctions propres du Lapla-
cien
Soit 2 € RY un ouvert borné. Considérons le probléme suivant :

—Au =M u dans Q,
u=20 sur O0f).

Définition 1.13. On dit que X\ € R est une valeur propre de Uopérateur (—A) s’il
existe ¢ € HJ(Q)\{0} telle que —Ap = \¢p dans Q.

Théoréme 1.12. o Les valeurs propres de (—A, HY(SY)) sont réelles.
e (es valeurs propres constituent une suite croissante,

0<M <Ao< s <oy

et
A — +00  quand k — 4o0.

o [l existe une base orthogonale {¢1}52, de L*(2), ot ¢ € HE(Q) est une fonc-
tion propre associée a A\ i.¢€

—A¢r = M, dans §Q, pour k=1,2,..

14



Théoréme 1.13. On a
A= M (Q) == inf { [,|Vu(z)|? dz;u € HY(Q), [,|u(z)]? de =1} .

Théoréme 1.14 (Caractérisation variationnelle de la premiére valeur propre). [15/
Pour u € H}(Q), on pose

|Vu|*dx
Qu) - e
Jolul?dx
Q est appelé le quotient de Rayleigh.
Soit
)\1 = inf Q(u)7
uGHé

alors Ay > 0 et Ay est la plus petite valeur propre du Laplacien.

1.12 Reésultat de 'existence de solutions pour un
probléme elliptique avec un terme concave

Considérons le probléme suivant

{—Au = g(z)u? dans Q, (1.6)

u=0 sur O0f).

Ot Q est un ouvert borné de RY, & frontiére réguliére et 0 < p < 1.
Ce probléme a été considéré dans [7] pour un cas plus général ot le membre de droite
est de la forme f(x,u) avec f une fonction vérifiant les hypothéses suivantes

e La fonction u — f(x,u) est continue sur [0, +oc[, pour presque tout z € ).

e La fonction u — f(z,u)u™!
x €.

e Pour tout u > 0, la fonction = — f(x,u) est bornée.

est décroissante sur |0, +oo[, pour presque tout

e Il existe une constante C' > 0 telle que pour presque tout z € €)
flz,u) < C(1+ |ul), Yu=>0.

Théoréme 1.15. [7] Sous les hypothéses précédentes le probleme (1.6) admet au plus
une solution. De plus la solution existe si et seulement st

AM(—A —ap(z)) <0, et AM(—A—ax(x)) >0,

ot ap(z) = uli}rgl+ flz,w)u™,  ax(x) = ugriloof(x,u)u_l.
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Remarque 1.3. 1. La preuve est basée sur les techniques de minimisation.
En plus de lexistence, la positivité de la solution est aussi établie.

2. Dans [5] le probléeme a été étudié pour Q = RN et g € L2 (RY).

loc
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Chapitre 2

Résultat d’existence de solutions pour
un probléme elliptique avec des
termes concave et convexe par la
méthode de sous et sur solutions

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie ’existence de solutions positives du probléme
suivant :
—Au = Aa(z)u? 4+ b(z)u?  dans Q,
u>0 dans €, (2.1)
u=>0 sur 0f2,

ot  est un domaine borné de RV, N >3, 0 < p <1 < ¢, A un paramétre positif,

a et b sont des fonctions vérifiant les hypothéses suivantes

(Hy) a, b € L*(Q); a(x) > ¢y, b(r) < —cy, pour tout = € Q, ou ¢g, ¢; sont des
constantes positives.

Ou bien

(Hy) a, b € L>®(Q); a(z),b(x) = ¢y, pour tout = € £, ol ¢y est une constante
positive.

Si les fonctions a et b vérifient 'hypothése (H;) le probléme correspondant sera noté
(P)), pour I'hypothése (Hy) le probléme est noté (PZ).

Notons que le probléme (2.1) a été étudié dans le cas a = 1 et b = 1 par Brézis et al.
dans leur article pionner [1].

En combinant les méthodes topologique et variationnelle les auteurs ont montré I’exis-
tence de solutions positives. Il a été aussi prouvé que, pour A > 0 assez petit, le
probléme admet une infinité de solutions.
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Concernant le cas b = 0, une étude générale incluant le terme concave \|u|P~1u,

0 < p < 1, a été faite dans [7]. dans cet article 'existence est établie par les techniques
de minimisation, quant a l'unicité elle a été prouvée par la méthode d’énergie.
Revenons a notre probléme. La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (2.1) est
définie sur Hi(Q) par

1 A 1
I(u) = = Vuzdx——/ax ulP e — —— [ b(z)|ulde. 2.2
=5 [1vurar =2 [ a@lae - [ 22

On note (A1, ¢1) le premier couple propre dans H} () du probléme suivant

—Au = Mu, danszx €
u=20 sur 052,

avec 0 < ¢1(z) < 1.

2.2 Etude de ’existence de solutions positives du
probléme (Py)

On sait que |V¢|> 0 sur 9Q (voir [10], page 363), donc M := mingg|Ve;|? > 0.
Considérons la partition de 2, Q@ = Q. U (Q2\£2.),
o Q. ={z€Q: |V (x)]* > M/2 et ¢1(x) <e}, avec € > 0 assez petit.
Posons m = infg\q. ¢1(x), alors m > € car ¢; est positive dans Q et Q\(). n’est pas
vide pour € assez petit.

Théoréme 2.1. Supposons que les fonctions a et b vérifient [’hypothése (Hl),

et que 0 <p<1l<qg<2F—1, 0122*:]\2[—%.

telle que le probléeme (Py)) posséde au moins une solution faible positive u* € Hj ()

Alors il existe une constante \g > 0

pour A = .

Démonstration. Soit v 'unique solution positive du probléme de Dirichlet suivant

—Av =1 dans ),
(2.4)

v=>_0 sur 0f).

La solution v de ce probléme est assurée par le théoréme de Lax-Milgram.
Posons A = ||a||ces B = [|b]|scs £ = ||V]| -
Comme 0 < p < 1, alors pour tout A € R, il existe une constante 7 = 7(\) > 0 telle
que
T > MNATPEP.

En effet, en étudiant la fonction continue ¢ — ¢t — NAtPEP, on voit qu’elle tend vers
I'infini quand ¢ tend vers 'infini, donc il existe 7 tel que 7 — AATPEP > 0.
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La fonction 7v vérifie

—A(1v) =7 =2 NA(TV)?,
et puisque b(z) < —c; < 0, alors
T =—A(1r) = Aa(z)(tv)? + b(x)(Tr)".

Donc 7v = U est une sur-solution du probléme (P}).

Soit [ €]1, +o00], alors u(z) = ¢} est la sous-solution du probléme (P}).

En effet, pour x € Q, on a soit x € €, soit x € Q\Q.. Donc, nous avons deux cas a
discuter.

1. Pour [ > 1, et € assez petit, on a

M
- 1)s 2= Bs'D >\l Vs e (0¢).

Pour tout = € Q. on a ¢;(z) < e, et [V |? > M/2, don
M <11 —= 1D (2) 2V oy (z)* = Boy(x) Y, Vo e Q.. (2.5)
En multipliant (2.5) par ¢!, on obtient
Mldn(@) <UL = 1)61(2) Vi (2)]* = Bou(2),  Va € Qe
ainsi
(1= 1)p1(2) 2|V (2)]* + Mgy (2) < =B (2),  VYeeQ..  (26)
Or,

AB) = 11— 1D 2 V| + 1o Ay
= (I =172V | — Ml

Ainsi I'inégalité (2.6) devient
~A(¢) < —BgY,  Vreq. (2.7)

Alors,
—A(¢)) < Aa(@)(¢y)” + b(w)(¢1)". (2.8)
Donc pour z € . ,u(z) est la sous-solution du probléme (P}).

2. Pour le deuxiéme cas, on sait qu’il existe \* > 0, telle que pour tout A > \*,
on a
Acps? — Bs? > Allsl, VseR, m<s<1,
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En fait \* = %(All + B), il suffit d’étudier la fonction

s+ cg H(M s BSITP),

Alors, pour tout x € Q\Q. (¢1(x) = m et ¢1(z) < 1), on obtient

—A(¢) < Mgy < gt — B,
< Aa(x)(¢))P + b(x)(6))". (2.9)

Et donc, pour z € Q\(Q., ¢} est une sous-solution du probléme (P} ).
Alors, d’aprés ces deux résultats, on en déduit que pour tout z € 2 et pour tout
A > A\*, ona

—A(¢)) < Aa(x)(61)" + b(w)(¢1)", (2.10)

donc u est sous-solution du probléme (Py}).

Conclusion : Le probléeme (P)) admet une solution u telle que

U< u<Lu.

2.3 Etude de I'existence de solutions positives du
probléme (P})

Théoréme 2.2. Supposons que les fonctions a et b vérifient [’hypotheése (H2)7 et que
0<p<1<gq<+oo. Alors il existe A € R7, tel que

i) Pour tout \ € (0, A), le probleme (P?) admet une solution minimale uy telle
que Jy(uy) <0, de plus la fonction \ — uy est croissante.

i) Le probleme (P3) admet au moins une solution v € Hj(2) N LPT(Q).

i1) Pour tout X > A, le probleme (P?) n’admet pas de solution.

Avant d’établir la démonstration du théoréme, nous établissons quelques lemmes
auxiliaires.
Définissons

A =sup{\ > 0 : le probléme (P§) admet une solution}.

Lemme 2.1. On a0 < A < 400.

20



Démonstration. Soit v la solution du probléme (2.4).
Puisque 0 < p < 1 < ¢, on peut trouver A > 0 tel que pour tout 0 < A < A,
il existe une constante 7 = 7(\) > 0 vérifiant

7> MTPEP + BT1E1.

En effet, en examinant la fonction g : t — 1 — MAtP~1EP — Bt9=1F4_ on voit que pour
t assez petit g(t) > 0, donc

1 > MNA'EP + Bt B,
1 — Bt~ 'Ea

A S Atr—1Ep

donc pour A ne dépassant pas un certain seuil A > 0, il existe 7 telle que
T > MNATPEP + BT?E1,
En conséquence, la fonction 7v vérifie
T =—A(1v) 2 MNA(Tv)’ + B(1v)? > Aa(x)(tv)? + b(z)(Tv)?.

Donc 7v est une sur-solution du probléme (P7).
Maintenant, soit ug 'unique solution positive du probléme suivant

{—Auo = Xa(z)uf dans Q (2.11)

ug =0 sur 0f),

(I'existence de ug est assurée par les résultats de [5] ).
En multipliant (2.11) par &, ou 0 < € < 1, on obtient

—A(eug) = Aea(z)ug,
et puisque 0 < e < 1let 0 <p<1, on trouve que
—A(eug) < Aa(x)(eug)? + b(x)(euo)?,

cela implique que pour tout € assez petit et tout A > 0, eug est une sous-solution du
probléeme (P?). En choisissant convenablement € > 0 assez petit, nous obtenons

EUg < TU.

Par conséquent, pour tout 0 < A < A le probléme (P2) admet une solution u, telle
que
euyg L u <L 1Y,
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ainsi

AZ>A>0
Reste a montrer que A < 4o00.
On sait qu’il existe A tel que
co(MP 1) >\t Vit >0, (2.12)
En effet, pour 0 <t <1, on a
P>t car 0<p<l, (1)
en prenant X\ telle que
Co)\/ > )\1, (27)

en multipliant membre & membre (1’) et (2’), on trouve
Co)\/tp > A\t

d’ou
CO)\/tp + Cotq > \it.

Maintenant si ¢ > 1, il suffit de prendre A" > max;>; G(t) oil
G(t) = Mg 't P — 9P,

A noter que sur l'intervalle [1, +oc], la fonction G admet un maximum en

B
to=((1=p)(g—p) " Aicy") =" sity > 1, sinon son maximum est atteint en 1.
Avec ce choix de N\, nous obtenons

N> Nttt P —7P > 1

d’ou
co(N"tP +t7) > A\it, Vi > 1.

En prenant, A = max{\, \”}, on obtient

co(AtP + 1) > M\t vt > 0.

Si A est tel que le probléme (P?) admet une solution positive u, en multipliant le
probléme (P}) par ¢; et en intégrant sur €2, on obtient

—/qul(x)Au(m) de = )\/Qa(x)uqul(x) dx + /Qb(x)uq¢1(x) dx, (2.13)
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et par la formule de Green on a

—/Qu(:v)Aqﬁl(x) dr = )\/Qa(x)up(x)qbl(x) dx + / b(x)ul(x)py(x) de,  (2.14)

Q

d’on, d’aprés (2.3) et ’hypothése (Hs), on a

A /Qu(a:)(bl(x) dr > cq [/Q (AP (z) 1 () + u(x) 1 (z)) d:z:], (2.15)

ensuite, par utilisation de 'inégalité (2.12) avec t = u(x) > 0, on trouve que

u(z)gn () d > ¢ / (AP (2) 1 (2)+u () by () dz,

Q Q

. / (A (2)(2) 1 (2) 1 (2)) dx > Ay /
Q

donc

/Q (AP (2) + u?(z)) ¢ () da > / (AP (z) + ul(z)) ¢ () dx

Q

ce qui implique que A < A ainsi A < )\ < .

Conclusion : 0 < A < +o00. O

Lemme 2.2. [1] Supposons que [ est une fonction telle que t — t=' f(t) soit
décroissante sur |0, +oo[. Soient vy et vy vérifiant

—Av; < f(v1)  dans

vy >0 dans Q (2.16)
G 0 sur 0f2,
et )
—Avy > f(vy) dans
vy >0 dans €2 (2.17)
v =0 sur 0f).

\

Alors vy = vy dans Q.

Démonstration. Multiplions I’équation (2.16) par —uvy et I’équation (2.17) par v; on
obtient
v Avy = — f(v1)va,

et
_leUQ 2 f(UQ)’Ul.
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On additionne terme a terme, on trouve

(2.18)

vaAvy — v1Avy = f(v2)vr — f(v1)v2 = v1v2 (ﬂUQ) — f(vl)).

V2 U1

Soit 0 : t — §(t) une fonction de classe C*°, croissante telle que

Posons

Donc, on a
0:(t) =0 vVt € R.

En multipliant (2.18) par d.(v; — v2) et en intégrant sur €2, nous obtenons

(f(v2) ACY

V2 (%1

/(—levg + v Avy)d.(vy — v9) dx > / V103 )(55(1)1 — vg) dz. (2.19)
Q

Q

D’autre part, en utilisant la formule de Green, on a

/ —v10:(v1 — vo)Avgdr = / V(v10:(v1 — v9)) Vg de,
Q Q

= / 0e(v1 — v2) Vo Vug + 01 (Vg — Vuy)ol (v — v9) Vg d,
Q

et
/9'0255(111 —v)Avydr = — /Q V(v20-(v1 — v2))Vuy dz,

= — /Q 0 (v1 — v2) VU1 Vug + v9(Voy — Vuy)ol(vy — v9)Vuy d.
D’ou

/(—levg + v Avy)de(v1 — v3) v10.(v1 — v2)Ve.(Vuy — V) dx
Q

:>\:>\

"(v1 — v2)Vu1.(Vu; — V) dr
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Maintenant, en ajoutant a I'égalité le terme [ [, v10.(v1 — v2) Vi (Voy — V) da]

et son opposé, on trouve

/(—UlAUQ + VA1) (v] — V) dz = / v10L(v1 — v2) (Vg — V) (Vv — V) da
Q Q

+ /(v1 — v2)dL(v1 — v2)Vui (Vuy — Vug) dz,
Q
< /(vl — v2)dL(v1 — v2) VUi (Vuy — Vug) dz,

Q
= Vu.Vye(vy — v9)] dz,

Q

/(—levg + v Avy)0.(v1 — v9) dx < —/ Avyy. (v; — vg) d,
Q

Q
ol, V. (t) = fot s0L(s)ds. On a

OgVE(t) <e, VtER,

il s’en suit que

/(—levg + veAvy)d.(v1 — v9) dx < €.
Q

Alors, (2.19) implique que

/Qvlvg(f(”) _ f(m))és(vl ) de <.

V2 U1

Lorsque € — 0, on arrive a

[ (A Sy,
[v1>v2] U2 U1

ou [v1 > vg] = {z € Qv (z) > va(x)}.

Or,
f(v2) _ f(v1)

V2 U1

>0 sur [v; > vy

Donc la mesure de [v; > vy] est nulle, ainsi v; < vs.

]

Lemme 2.3. [1] Soient ¢ < W, telles que ¢ (resp. ¥) est une sous solution (resp.
sur solution ) du probléeme (P}), et supposons que ¢ n'est pas une solution, soit u la

solution minimale telle que v < u < W. Alors il existe 1y > 0 et @1 € HY(Q) telles que

(—A — h(z))p1 = prp1, ot h(z) = Apa(x)uP™' + qb(x)u?™?, c-a-d py est la premicre

valeur propre de l'opérateur [—A — h(x)] dans H}(Q).

Démonstration. Supposons par ’absurde que p; < 0 et ¢ la fonction propre associée
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au probléme
—Ap1 — hgr = g1 dans
o1 =0 sur 0f).

Alors u — Y est une sur-solution du probléme (P7) pour 9 > 0 assez petit.
En effet

—A(u=9¢1)—=[Aa(z)(u=0p1) +b(x)(u=001)"] = —AutVAp1—Aa(z) (u—0@1)" —b(x) (u—9%1)7,
— (@) uP+b( s —Djur oy~ Apa ) +qb(a)ut )1 —Aa(w) (i) —b() (U= )",
Puisque 0 < p < 1 la fonction t +— t? est concave, et on a

(u —951)P < uf — IpuP~ .
d’ou
~A(u—9p1) — Na(2) (= 9@ ) +bayu =917 > ba)e? — g — Ob(a)qu

— b(x)(u —Jp1).
= —Jupr + () > 0,

donc pour ¢ > 0 assez petit, puisque u; < 0 et ¢; > 0 la fonction u — Y, est une
sur-solution du probléme (P3).

De plus, puisque ¥ n’est pas une solution, alors u > v, et pour ¥ << 1, on peut
supposer aussi que

u—9p1 2 .
Alors le probléme (P?) admet une solution @ telle que
C’est une contradiction car u est une solution minimale. ]

Remarque 2.1. Puisque 11 > 0 on a

/Q (IVo]> — h¢?) dz >0, V¢ € H,.

Passons maintenant a la démonstration du Théoréme 2.2.

Démonstration. i) D’aprés ce qui précéde le probléme (P?) admet une solution posi-
tive notée vy pour A € (0, A).

Montrons que le probléme (P}) admet une solution minimale uy, ¢’est-a-dire que pour
toute solution u du probléme (P?), on a uy < u.

26



Pour cela, définissons la suite (u,)nen par
—Atyg = Aa(z)ul + b(x)ul = g(u,),

ol ug est la solution du probléme (2.11).
La suite (u,) est croissante et u,, < vy pour tout entier n. En effet, on a

Up < Upt Vn € N.

Montrons-le par récurrence :

e Pour n = 0, puisque g est une solution du probléme (2.11), on a
—Aug = Aa(z)uf < Aa(x)ub + b(z)ud = —Auy,

et par le principe de maximum on obtient que : ug < u;.

e Supposons que u; < ugyq pour un rang k entier fixé, et montrons que
Ug41 S Ugg2-
Par hypothése, on a

U < Ugt1,

la fonction g : t — Aa(z)t? 4 b(z)t? étant croissante, donc
g(ur) = Aa(w)uy + b(x)uy < Aa(z)uyy + b(x)ui gy = g(ur),

ainsi
—Aup < —Aupyo,

donc, d’apreés le principe de maximum on a

Upt1 S Ug42-

On conclut que u,, < upi1,Vn € N.
Montrons maintenant que u, < v, pour tout entier n.

e Pour n =0, ug est la solution du probléme (2.11) c¢’est-a-dire
—Aug = Aa(x)ul == f(up).

Or, vy vérifie
—Auvy = Aa(z)? + b(z)v! = Aa(z)r? = f(vy).

On remarque que la fonction ¢ — f(t)/t est décroissante sur |0, +oo[. Alors, d’aprés
le lemme (2.2) on a vy > uo.

e Supposons que u, < vy pour n fixé et montrons que wu, 11 < v).
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D’apreés nos hypothéses, il en résulte que
Aa(z)ul + b(z)ud < Aa(z)vh + b(x)v,
d’ou
Aty < Ay,
Alors
Upy1 < Uy

On a donc u,11 < vy Vn € N. Ainsi (u,) est bornée et par conséquent elle converge.
Supposons que u, — uy quand n — +o00, alors uy < vy et vérifie

—Auy = Aa(x)ul + b(z)us.

Donc, uy est une solution du probléme.

Vérifions que uy est la solution minimale de (PZ). Tl suffit de montrer que pour toute
solution positive u du probléme, on a u, < u.

Montrons d’abord que pour tout n € N, u,, < u.

e Pour n=0,0n a

—Auy = Aa(z)uf = f(uo),

comme u est solution du probléeme (P3?), on a
—Au = Aa(x)u? + b(z)u? > a(x)u? = f(u).

La fonction ¢ — f(t)/t est décroissante sur |0, +oo[, donc d’aprés le lemme (2.2) on
au = up.
e Supposons que u; < u pour un rang k entier fixé, et montrons que ug1q < u.
On a
—Aug1 = Aa(z)u) + b(z)uj,

et d’aprés ce que nous avons supposé on a
—Augir < Aa(z)u? + b(x)u? = —Au,

d’oti, d’aprés le principe de maximum on obtient que w1 < u.

On conclut que u,, < u pour tout n € N.

En faisant tendre n vers l'infini on aboutit & uy < u. Donc uy est bien la solution
minimale de (P3).

Montrons & présent que uy vérifie Jy(uy) < 0.

uy est une solution du probléme (P?), alors

—Auy = da(x)ul + b(z)us,
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en multipliant par uy et en intégrant sur {2, par la formule de Green, on obtient

/Q|Vu)\\2 dx:/QAa( Jubt! d:zc+/Qb( Jult! da. (2.20)

d’aprés le lemme 2.3 et la remarque 2.1 on a

/Q [Vuy|* — (/\pa(a:)uf\_l + qb(w)uf{_l)ng]dx >0 Vo€ Hy (2.21)

en particulier pour ¢ = u,, alors

/|Vu,\|2 dx > )\p/a( Jul ! dw—i—q/b( Jultt dr. (2.22)
Q Q Q

De (2.20) et (2.2) on obtient

Ia(uy) = (% - L) /Qa(yc)u’;+1 dzx + (5 -—) /Qb(als)ug\Jrl dz, (2.23)

d’autre part en utilisant I’expression (2.20) dans l'inégalité (2.22), on obtient

(1—7p) /Q Aa(z)u T dr 4+ (1 — q) /Q b(z)ul™ dx >0,

/Qb( )ult dr < (%) /Q/\a( )b da.

On en déduit finalement que

ainsi,

1 N 1
p+1 qg+1

Jx(w) g)\(lgp)(_

)/Qa( Dl dr < 0,

Reste & montrer que uy est croissante par rapport a A, c-a-d
uy < uy pour tout A < N.
Si A< ), alors
—Auy = Na(z)uh, + b(z)ul, > Na(z)uf, + b(x)ul,

done, uy est une sur solution du probléme (P7).
Or, eug est une sous solution du probléme, donc le probléme posséde une solution v
telle que

ey LU K Uy
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d’autre part uy est la solution minimale du probléme, alors
U < (% < Uy’ .
De plus,
—Auy = Na(z)u, + b(x)ul, > Aa(x)ud + b(z)uf = —Auy,

d’out d’aprés le principe de maximum, on a
Uy > Uy.

D’oui le premier point.
ii) Soit (\,) une suite croissante convergeant vers /A, d’aprés i) pour uy, = u, on a

1
I, (up) = = /Q]Vun|2 dx — A /Qa(x)|un]p+1 dx — b(x)|u, |t dr < 0,

2 p+1 q+1 Jq
alors il existe ¢ > 0 tel que

o2y <

de I'injection compacte de Hj(2) dans LP™(Q) (1 <p+1<2),0on a

53 < € Nunllfy’ < e = C.
Donc il existe u* € HJ tel que u,, — u* > 0 p.p dans €2, fortement dans LP(Q) et
faiblement dans H; (€2).
Ainsi, u* est une solution du probléme (P}) pour A = A.
iii) Finalement on a pour A > A le probléme (P?) n’admet pas de solution d’aprés la
définition de A. ]
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Chapitre 3

Résultat d’existence pour un
probléme elliptique contenant le
gradient de I'inconnue par la méthode
variationnelle

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie 'existence de solutions pour le probléme suivant

{—Au = f(z,u, Vu) dans Q (3.1)

u=20 sur 052,

ot 2 est un domaine borné de RV (N > 3).

Le probléme (3.1) n’est pas variationnel a cause de la présence du gradient de la
fonction inconnue u. Pour appliquer la méthode variationnelle nous allons associer au
probléme (3.1) le probléme semi-linéaire suivant

{_Au = f(z,u,Vw) dans Q (3.2)

u=20 sur 052,

ol w est une fonction quelconque de T'espace HL(Q), et f: O x R x RY — R une
fonction continue localement Lipschitzienne qui satisfait les hypothéses suivantes

(f1) lin& M = 0 uniformément pour tout (x,z) € Q x RV,
—

(f2) il existe deux constantes a; > 0 et p €]1,2* — 1] telles que

|f(z,t,2)] < ar (14 [t]) Vr € Q,t €R,z € RY.
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(f5) il existe deux constantes 6 > 2 et R > 0 telles que
0 <OF(x,t,2) <tf(x,t, z) Vo e O, [t| > R,z e RY,
ou
t
F(z,t,2) :/ f(z,s, z) ds.
0

(f1) il existe deux nombres positifs aq, ag tels que
F(x,t,2) > aglt|” — as Vr € Q,t €R, 2z € RY.

Remarque 3.1. Un exemple de fonction satisfaisant les hypotheses ci-dessus est
donné par

flat,2) = bift] g (2)

ot by >0 et g € L®(R) telle que 0 < by < g(z) pour une constante bs.

3.2 Reésultat d’existence de solutions pour le pro-

bléme auxiliaire

La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (3.2) est définie sur H}(Q) par

J,(v) = %/Q|Vv]2dw—/QF(x,v,Vw)dx.

Notons que les solutions du probléme (3.2) sont les points critiques de J,,.
Remarque 3.2. De (fs) et (f3), on a 0 < p+ 1.

En effet, 'hypothése (f3) implique que pour tout t assez grand on a

0 o f(z,t,2)

t = F(x,t z)
par intégration de R a t on obtient

tf o F(z,t,2)
R? = F(z,R,z2)’

d’ou
F(x,t,2) > k(z, R, 2)t?,

o, k(x,R,z) = F(méff’z).
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En multipliant les deux membres de cette inégalité par 0
Ok(z, R, 2)t° < OF (x,t,2),
maintenant en utilisant I’hypothése (fy) on obtient
Ok(w, R, 2)t" < OF (x,t,2) < tf(x,t,2) < ay(t + ¢,

donc, on en déduit que 6 < p+ 1.

Notation. Dans la suite de ce chapitre, on va noter par ||.||, la norme de ’espace
LP(Q),1 < p<oo;etpar ||| celle de Uespace H ().
la premiere valeur propre de (—A, H}(2)) est désignée par ;.

Dans le théoréme suivant, on établira I'existence de la solution du Probléme (3.2).

Théoréme 3.1. Supposons que la fonction [ vérifie les hypothéses de (f1) a (f4).
Alors il existe deur constantes positives ¢, et ¢y telles que, pour w € H(Q) le probléme
(3.2) admet une solution positive u,, avec

c1 < Jlug|| < co
Remarque 3.3. Pour avoir seulement des solutions positives, on suppose que
flz,t,z) =0  Vte]—o0,0]

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est basée sur les lemmes suivants.

]

Lemme 3.1. Soit w € H}(Q). Il existe deur nombres positifs a et p, indépendants de
w tels que
Jo(v) =a Yve Hy(Q):|v| =p.

Démonstration. On a
1
To(v) = 5||vu||g—/F(Q;,U,W) . (3.3)
Q

Le terme F(z,v, Vw) est majoré.
En effet, la condition (f;) implique que

t
Ve>0,30>0:Vi>0, |t|<d = Mge,
par conséquent, pour [t| < 4 on a
t t €
|F(x,t,2)| = |/ f(z,s,2) ds| < 5/ |s| ds < 5752. (3.4)
0 0
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D’autre part, de 'hypothése (f;) on a
Ve >03C. >0:|f(x,t,z)| < Ct]?,
d’ou

C.
F(x,t, 2)| < ——[t|PT. 3.5
(2, t,2)] pHII (3.5)

Donc, de (3.4) et (3.5) on a

1
|F(z,v,2)] < 551}2 + C.plv]P,

C

ou Cgp, = o

Alors, (3.3) devient
To(@) > SVl - f/qﬂ dr — C /|v|p+1 do
w = 2 £,p )
2 2 Ja Q
ce qui implique que
1 € 1
Tofw) 2 Sl = Sl — Ceplellpt

Or, par la représentation de la premiére valeur propre selon Rayleigh on a

2
M= inf Q) = A\ < ||“’|2,
veHE w20 vll3

d’ou 1
ol < -l (36)
1

et par l'injection H}(Q2) C LPYH(Q) (p+ 1 < 2¥), il existe une constante C' telle que

lollpiy < ClloflP*.

p+1
Alors ] .
S 2nll2 — S Iz = ¢ il
Ju(0) 2 0l = 5ol = G0l
d’ou 1 .
Ju(0) = s (1= =) [[ol]* = CopllofP*.
2 A1
Si ] .
P([lv]]) := 5 (1 = =) [lv]]? = Cepllv]P*! > 0,
2 M
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alors, on a

Ju(v) >0
Posons [|v|| = p, alors
1 EN 2 A ptl
P(p)>0 <— 5(1 - )\—)p — Cepp™ >0,
1

= 1(1—£)—C‘ PP >0

2 A1 P ’
11— &)\ =1
= p< (%) ‘= po.
&;p

On conclut ainsi, que J,(v) > 0 pour tout v tel que [|v| < po.
UJ

Lemme 3.2. Soit w € H}(Q). Fizons vy € Hy(Q), avec ||vo|| = 1. Alors il emiste
T > 0, indépendant de w tel que

Ju(tvg) <0 Vi>T.

Démonstration. Posons v = tvg, on obtient
L,
Jo(v) = Ju(tvg) = §t — | F(x,tvy, Vw) dz.
Q

Or, d’aprés 'hypothése (fy4) on a
F(x,tvy, Vw) > asltuyl’ — as,

d’ou,

1
Ju(tvg) < 5152 — M|t° + a3]Q,

avec M = v [, |vol? da.
Ce qui donne

lim J,(tvg) = —o0.
t——+oo
Alors, il existe T' > 0 tel que pour tout ¢ > T on a J,(tvy) < 0. O

Lemme 3.3. Supposons que la fonction f vérifie les hypotheéses de (f1) a (f4). Alors
le probléeme (3.2) admet au moins une solution u, # 0 pour tout w € H(Q).

Démonstration. On a bien J,(0) = 0, et d’aprés les lemmes 3.1 et 3.2 on conclut que
J, vérifie les conditions du théoréme du col.
Maintenant reste a montrer que J,, vérifie la condition de Palais-Smale.
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Montrons d’abord que toute suite (u,,) de Palais-Smale est bornée dans H}(Q).
Soit (up)nen C HE(Q), il existe une constante C' > 0 telle que

| Jo(un)| < C et J' (u,) — 0 dans H~ ().

1

Jo(up) = §\|un]|2 — /Q F(z,up,, Vw)dz,

et
(T (1), 1) = a2 — / F (s, Vo) o,
Q

otl, (.,.) désigne le crochet de dualité entre H1(Q) et Hj ().
D’apres les hypothéses on a

1
—C < Jy(up) <C ie —-C< §||un||2 - / F(z,up, Vw)dzx < C.
Q
En multipliant par 6 on obtient
0 9 *
—Ch < 5““?1” —0 | F(z,u,, Vw)dz < C8. (*)
Q
D’autre part, pour tout € > 0 on a

e <l — / F (@t Vet der < e,
Q

—e < —|lun|* + / f(z, up, Vw)u, dr < e. (*%)
Q

Par addition du (*) et (**), on obtient

—e—Ch < (g — 1)||un|* + / f(z,up, Vw)u, de — 9/ F(z,up,, Vw)dz < e + C6.
0 0

et puisque
/ f(z,up,, Vw)u,, dx — Q/ F(z,uy,, Vw)dz > 0,
Q Q

d’aprés Phypothése (f3). Alors,

0
0< (5= Dllul* <2+ Co,
d’ou,
2(e + C0)

0> 2

HunH2 <
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est bornée dans Hj ().
Alors, on peut extraire une sous suite notée (u,, ), qui converge faiblement vers
u, € HY(Q), c-a-d

ce qui implique que la suite (u,),

Up,, — Uy dans H} ().

k

et converge fortement vers u,, dans LP™1(Q), c-a-d
Upn, — Uy,  dans LPTH(Q).
Et puisque p + 1 < 2*, l'injection compacte de H} () dans LP(Q), donne

Up,, — Uy dans H, (),

ce qui implique que la fonctionnelle J,, vérifie la condition de Palais-Smale sur H}(€2).

Et d’aprés le théoréme du col, u,, vérifie

J (u,) =0 et J,(u,) = inf max J,(y(t)),

vel' tel0,1]

o I' = {y € C°0,1]; H}(Q)) : v(0) = 0,7v(1) = Twy}, pour un certain vy € H}(Q)

et 7" comme dans le lemme 3.2.
Par conséquent u,, est une solution du probléme (3.2)

O

Lemme 3.4. Soit w € H}(Q). Alors il existe une constante positive cq, indépendante

de w, telle que
Juw || < e

Démonstration. Du lemme précédent, on a

Juo (1) = inf mmax Ju(1(1)),

alors pour 7(t) = tvy on a
Jo(u,) < max Ju(tvo),

=

Nous estimons J,(tvg) en utilisant (fy)

t2
J,(tvg) < 3 M|t|? 4+ as|Q| =: h(t)
d’ou
Jo(uy,) < maxh(t) = h(ty),

t=0

|
™)

N 1
ou, tl = (W)
Donc,
Jw(uw) < Co,
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qui implique que

[l 1z < 2.
O

Lemme 3.5. Soit w € H(Q). Il existe une constante positive ci, indépendante de
w, telle que
sl = e (3.8)

Démonstration. u,, étant une solution du probléme (3.2) alors,
—Auy, = f(x,uy,, Vw),

en multipliant I’équation par u, et en intégrant sur €2, par la formule de Green on
obtient

/|Vuw|2 dx = / f(z, u,, Vw)u, dr. (3.9)
0 Q

Il résulte de (f1) et (f2) que, pour € > 0, il existe une constante positive k., indépen-
dante de w, telle que
|f(x,t, 2)] < elt| + k|t|P. (3.10)

De (3.9) et (3.10) on obtient

/|Vuw|2 dz < 5/\uw|2 dz + /’~f:5/|uw|erl dz,
Q Q Q

alors, de (3.6) et de l'inégalité de Poincaré on obtient

€ T 1
(1 - )\_I)HUUJHJ%IS < kEHUWV;{E )

1 e \ 7T
ol > (0= 5)

1
D’ou le résultat avec ¢; = (Ei(l _ Ail))p—l' .

ainsi

Démonstration. (du Théoréme 3.1) D’aprés les cing lemmes précédents le probléme
(3.2) admet une solution u,, telle que

1 < uwl|| < co.

Montrons maintenant que le probléme admet une solution positive.
Soit f la fonction définie par

- f(z,t,2) si t>20
f x7t’ z =
( ) 0 si t<O0.

38



On remarque que f vérifie (f3) et (f4) pour tout t > 0.
Posons QT ={z € Q : u,(x) 20} e Q ={zreQ : uy(r) <0}

La fonction u,, est solution du probléme (3.2), donc

—Au, = f(z,u,, Vw) dans
U, =0 sur 052,

Posons u,, = u} 4+ u_, en multipliant par u_, et en intégrant sur € on obtient

—/u;Auw dx:/f(x,uw,Vw)u; dx,
Q Q

ce qui implique que

f(z,u,, Vw)u,, dx :/ f(z, uy, Vw)u, dz,

- / u,, Auy, de = f(z,u,, Vw)u,, dz+
Q o+ o+

O-

d’otu, par la formule de Green on a

/Vu;Vuw dx :/ f(z,uy,, Vo)u, dz,
Q o+

ainsi

0< / ]Vu;|2 dr = ||u;||2 = fz,uy, Vw)u, dx <0,
Q

O+
Donc u,, = 0. Alors, u,, > 0 dans €. O

3.3 Résultat d’existence de solution pour le probléme
initial

Le résultat principal concerne I'existence de solutions pour le probléme (3.1), pour
cela, on a besoin d’une hypothése supplémentaire.
(f5) la fonction f vérifie la condition de Lipschitz locale :

351,959 >0 avec S; <)\ telsque

|f(z, ', 2) — fla,t",2)| < Si|t —t"] Ve e Q' t"c|0,8], |2| < B

et
\f(z,t,2)) — fla,t,2")] < So| — 2| Vx e Q,te|0,B];]7], || < Bo.
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Théoréme 3.2. Supposons que f vérifie les hypothéses de (f1) a (fs5). Alors si
Sy 4+ A28, < Ay,

le probléeme (3.1) admet une solution positive.

Démonstration. On considére la suite (u,), ol u, est la solution du probléme suivant

—A n — y mv n— d Q
{ u, = f(x,u,, Vu,_1) dans ()

U, =0 sur 0f).
En multipliant (P,) et (P,11) par (u,+1 — u,) et en intégrant sur €2, on obtient
— /Q Aty (Upyr — up) de = /Qf(:c,un, V1) (tnp1 — up) dz,
— /Q Attyy1(Upr1 — uy)de = /Qf(x,unﬂ, V) (tni1 — uy) dz,
par la formule de Green, on a
/QVun(VunH —Vu,)dr = /Qf(x, Upy VUp_1)(Upi1 — up) dz,  (3.11)
/QVunH(VunH —Vu,)dz = /Qf(x, Uni1, VUp ) (Uni1 — uy) dz,  (3.12)

et par soustraction, on obtient

[ttt — un|]? = /Qf(af, U1, Vn)(Uny1 — uyp) do — /Q f(@, un, V1) (tng1 — uy) dr,

en ajoute et en retranche le terme fQ f(z,upn, V) (tys1 — uy,) do au second membre,
on obtient

[t — | = /Q (2 1, Vi) — F (2t Vi) (tn 1 — 11n) d

-I—/[f(x,un, Vu,) — f(2, tun, Vg 1) (tpe1 — uyp) de.
Q

En utilisant ’hypothése (f5) on trouve

ltmsr — wall? < S / st — u? dz + S / Vit — Vool — thn] i,
Q Q
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et d’aprés 'inégalité de Holder on a

1/2 1/2
|1 —un || < SI/|un+1—un|2 dx+52(/\Vun—Vn1]2 dx) (/|un+1—un\2 da:) )
Q Q Q

La représentation de la premiére valeur propre selon Rayleigh donne

A < |41 _un||2
h |41 _unH%

Alors
ﬂ

A1

S,
1 = un]|* + /\1_32Hun+1 =t [ =
1

||un+1 - UnH2 <
et par conséquent

52/\1—1/2

1f2f§;X?T\“%z—'un71H3==J(Hun — Un—1]|

”unJrl - unH <

d’otu
||un+1 - un” < KnHul - uO”?

et puisque K < 1, donc (u,) est une suite de Cauchy dans H} () qui est complet,
ainsi il existe u € H}(Q) telle que (u,,) converge fortement vers w.
Et d’aprés le lemme 3.5, ||u,|| = ¢ pour tout n. Alors le probléme (3.1) admet une
solution non triviale w.
Pour la positivité de la solution u, on procéde de la méme maniére que dans la

démonstration Théoréme 3.1.
O

Terminons ce chapitre par un exemple d’une fonction f vérifiant les hypothéses

(f),i=1,..5.
Exemple 3.1. On donne
fla,t,2) = a(l+ |z)t*(1 + sin’(|2[*))

ot a est une constante réelle telle que 0 < a < \(2 + 2diam(2)) ™,

avec diam(Q) = sup{|z — y|;z,y € Q}.
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Conclusion et perspectives

L’objectif de ce mémoire est 'application de deux méthodes pour la résolution des
équations elliptiques. La premiére est une méthode topologique, a savoir la méthode
de sous et sur solutions, que nous avons appliquée pour établir 'existence de solutions
positives pour un probléme contenant des termes concave et convexe.

La deuxiéme méthode est variationnelle, et le probléme elliptique concerné contient
le gradient de 'inconnue. Il s’est avéré que ce probléme n’a pas une structure varia-
tionnelle. En conséquence, le gradient de 'inconnue a été remplacé par celui d’une
fonction paramétre. En supposant que la fonction source du second membre satisfait
la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz, un résultat d’existence de solutions pour le
nouveau probléme est démontré. Ensuite, par itération on démontre que le probléme
initial admet une solution positive.

Pour perspectives, on souhaite, en s’appuyant sur les articles analysés, I’étude des
problémes suivants

1. Généraliser les résultats du deuxiéme chapitre dans le cas ou les fonctions a et
b ne sont pas bornées.

2. Analyser le cas ou le Laplacien, dans le troisiéme chapitre, est remplacé par
l'opérateur de Kirchhoff,

K(u) := =M([ul|)Au,

ou M est une fonction continue sur RT.
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Summary: The present dissertation aims to study two elliptic problems. The first is
characterized by the presence of two terms, one convex and the other concave. As for
the second, it contains the gradient of the unknown, which makes, in this particular case,
the variational method ineffective.

Concerning the first problem, it is a question of proving the existence of at least one
positive solution. By combining the variational methods and that of sub and super
solutions in addition to the maximum principle, the existence results are established.

For the second problem the gradient of the unknown was replaced by the gradient of
a parameter function. For this new problem, the existence of solutions is established
using Mountain-Pass theorem supported by an Ambrosetti-Rabinowitz condition. Then,
using an iterative method, the existence of the solution to the initial problem is
demonstrated.

Résumé : Le présent mémoire a pour objet I'étude de deux problémes elliptiques. Le
premier est caractérisé par la présence de deux termes I'un convexe et I'autre concave.
Quant au deuxieme, il contient le gradient de I'inconnue, ce qui rend, dans ce cas
particulier, la méthode variationnelle inopérante.

Concernant le premier probleme, il s’agit de prouver I'existence d’au moins une
solution positive. En combinant les méthodes variationnelle et celle de sous et sur
solutions en plus du principe du maximum les résultats d’existence sont établis.

Pour le deuxieme probléme le gradient de I'inconnue a été remplacé par le
gradient d'une fonction parametre. Pour ce nouveau probléme, 'existence de solutions
est établie en utilisant le théoreme du col appuyé par une condition d’Ambrosetti-
Rabinowitz. Ensuite par une méthode itérative, I'existence de la solution du probleme
de départ est démontrée.
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