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Espace dual de W, ().

Espace dual de X.

Injection continue.

Injection compacte.



Introduction générale

Actuellement, le cancer constitue I'une des principales causes de mortalité a 1’échelle mon-
diale, étant a l'origine d’environ un déceés sur sept. Il se classe au deuxieéme rang des pathologies
les plus mortelles dans les pays industrialisés, derriére les maladies cardiovasculaires, et occupe
la troisiéme position dans les pays en développement, devancé par ces derniéres ainsi que par
les maladies infectieuses [8]. Les types de cancer les plus répandus incluent le cancer du poumon
(12,3 % des cas diagnostiqués), le cancer du sein (10,4 %) et le cancer colorectal (9,4 %) [86].
Les origines exactes du cancer restent indéterminées dans prés de 90 % des cas, plusieurs facteurs
de risque ont été clairement établis. Parmi eux figurent ’exposition a des agents cancérigénes
environnementaux (produits chimiques, rayonnements, pollution), des comportements a risque
(tabagisme, alcool, sédentarité), certaines infections virales (comme le papilloma virus humain),
ainsi que le vieillissement et les perturbations hormonales. Ces éléments favorisent l’apparition
de mutations génétiques au sein des cellules, leur permettant de se multiplier de facon anar-
chique et de contourner les mécanismes d’apoptose.

Initialement, ces cellules anormales s’agrégent en une masse tumorale de forme généralement
sphérique, dépourvue de vascularisation propre (phase dite « avasculaire »). Lorsque la tumeur
atteint une taille critique, elle stimule la création de vaisseaux sanguins pour s’approvisionner
en oxygene et en nutriments, un processus nommé « angiogenése ». Cette transition vers un
état vascularisé marque un tournant : les cellules cancéreuses acquiérent alors la capacité de
migrer vers d’autres tissus ou organes via la circulation sanguine ou lymphatique, formant des
métastases. Ces derniéres, responsables de prés de 90 % des déces liés au cancer [56] [72], illus-
trent la dangerosité de la maladie lorsqu’elle atteint un stade avancé.

Pour ces cas, plusieurs traitements sont disponibles en fonction de I'individu, du type de cancer
et de son évolution, tels que la chirurgie, la chimiothérapie, la radiothérapie et les thérapies
ciblées. Cependant, ces traitements endommagent également les cellules saines, ce qui explique
pourquoi on les qualifie de cytotoxiques, et le taux de survie reste généralement faible. Depuis
une vingtaine d’années, la recherche se concentre alors sur la compréhension des mécanismes
impliqués dans 'apparition et le développement des tumeurs, ainsi que sur ’amélioration de

ces traitements et des méthodes d’imagerie médicale qui permettent de suivre les patients.

Les premiers modéles de croissance tumorale ont été élaborés par A. V. Hill et W.V. May-
neord [58], [70] au début des années 1930. Ces approches étudiaient la diffusion dans les tissus

et les cultures tissulaires, ainsi que la croissance des tumeurs sur une population de rats. Dans



les années 1970, Thomlinson et Gray [89], Burton [20], Sutherland et al. [60] 87, 88] se sont
principalement intéressés a 'impact de 'oxygénation sur la croissance des tumeurs et leur résis-
tance aux traitements, notamment la radiothérapie. Leurs recherches ont révélé que les tumeurs
présentent souvent des régions ot l'oxygénation est insuffisante, appelées régions hypoxiques.
Ces régions sont plus résistantes aux traitements, car 'oxygéne est essentiel pour que les ra-
diations endommagent I’ADN des cellules tumorales. De plus, leurs travaux ont montré que la
croissance tumorale dépend non seulement de la prolifération cellulaire, mais aussi de formation
de nouveaux vaisseaux sanguins (le phénomeéne de I'angiogenése).

Parmi les modéles les plus influents utilisés aujourd’hui figure celui proposé par H. P. Greenspan
en 1972. Ce dernier a utilisé des équations aux dérivées partielles (EDP) de réaction-diffusion
pour décrire ’évolution de la tumeur en fonction de la distribution spatiale de 'oxygeéne. Il a
introduit 'idée de modéles & frontiére libre pour représenter les interfaces entre les différentes
populations cellulaires. Dans ce cadre, chaque population cellulaire est considérée comme oc-
cupant un domaine spécifique, et la frontiére entre ces populations devient I'une des inconnues
du modéle (voir la section [2.4)).

Ce type de modélisation s’inscrit dans la classe des problémes dits a frontiére libre. Il s’agit
de problémes mathématiques, généralement formulés a 1’aide d’EDP, dans lesquels la frontiére
entre deux régions n’est pas connue a ’avance mais fait partie de la solution. Dans le contexte
tumoral, cela permet de modéliser de maniére réaliste les interfaces dynamiques entre diffé-
rentes régions cellulaires ou entre tissu tumoral et tissu sain. Plus généralement, ces problémes
apparaissent également en physique, en finance et en biologie. Mathématiquement, pour un
domaine €2 C R", avec n > 1 divisé en deux sous-domaines 2 et {25 séparés par une frontiére
inconnue I'. Le but est alors de déterminer a la fois la solution u dans € et la frontiére I', telles

que :
e 1 satisfasse I’équation différentielle dans €2.

e Les conditions de transmissions sont imposées sur I, et que la solution u (ou ses dérivées)
les satisfasse.

Un exemple typique de probléme & frontiére libre est le probléme de Stefan, qui modélise le
processus de fusion de la glace. Si, on note par u(x,t) la température en un point x a 'instante
t >0, et I'(¢) la frontiére inconnue séparant la glace (ot u < 0) et 'eau (ot u > 0). Le modéle

est donc formulé par les équations suivantes :

a_? —Au = 0 dans Q(¢)
{ ’ 0 sur I'(t) .

u =

avec la condition de Stefan, qui représente la conservation de I’énergie a la frontiére entre les

deux phases (glace et eau) :

ou ou
Vo= - —
8n glace (9n eau
ou V,, est la vitesse normale de déplacement de la frontiére I'(t), et g—n est la dérivée normale

de u de part et d’autre de la frontiére.

Pour plus de détails et pour d’autres exemples de problémes & frontiére libre, voir les références
[45., [46], [64], 73], [’1].



Dans cette thése, nous nous intéressons a I’étude d’une classe de problémes a frontiére libre dé-
crivant la croissance tumorale in vitro (au stade avasculaire). Soit, Q(¢) C R? la région tumorale
a linstant ¢ > 0, et u(x,t) la concentration d’oxygéne en un point x & cet instant. L’équation
de réaction-diffusion s’écrit :

ou

i D Au— A\f(u), dans (t) (2)

ou D est le coefficient de diffusion, et Af(u) est le taux de consommation d’oxygéne avec A > 0.
En supposant que % est négligeable en raison de la nature biologique de u a l'intérieur de (¢),

alors nous nous concentrons sur le probléme a frontiére libre suivant :

Au = Af(u) dans Q(t)
{ U = U sur 0€)(t) (3)

Ol Ty, désigne la concentration d’oxygéne a la frontiére 0€2(t), et f est une fonction discontinue.
Les points de discontinuité de f donnent lieu a ce qu’on appelle des frontiéres libres. La forme
exacte de f sera précisée ultérieurement, selon les différents cas étudiés dans ce manuscrit.

Notons que 'une des principales difficultés rencontrées dans ce type de probléme réside dans

la fonctionnelle d’énergie associée E, définie par

1 2
E(u) = 5/9@) |Vu(x)]| dm—{—)\/ﬂ(t) F(u(z)) dx

ott F(t) = [ f(s) ds.

Cette fonctionnelle n’est pas différentiable au sens de Fréchet, ce qui empéche ’application des
méthodes variationnelles classiques. Une autre difficulté est due a la présence de deux types
de fronti¢res libres : une frontiére libre extérieure 0€2(t), et des frontiéres libres intérieures,

générées par la discontinuité de la fonction f.

Dans ce travail, nous proposons deux modéles distincts de croissance tumorale, construit a

partir de différentes formulations de la non-linéarité f. Les principaux objectifs de cette étude
peuvent étre résumés comme suit :

e Dans un premier temps, nous abordons I’étude mathématique du probléme dans le cas ot

la tumeur est modélisée par une sphére de rayon R(t). Autrement dit, nous considérons

Q(t) = B(0,R(t)). En raison de la symétrie du Laplacien, on s’intéresse aux solutions

radiales u = u(r) du probléme suivant :
L2 (r2%4) = Af(u) 0<r<R(E), t>0
uw(R(t),1) = us Gu(0,t) =0

Le principe de conservation de la masse régit I’évolution du rayon tumoral R(t) selon la
relation suivante :

3 R(t) p2rn pm R(t) p2m pm
i<47TR ) = / / / S(u, B)r*sin @ do do dr —/ / / N(u, B)r?sin6 do do dr
dt 3 0 o Jo 0 0o Jo

Taux de variation du volume de la tumeur

Taux total de prolifération cellulaire Taux totale de mortalité cellulaire
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ot S(u) et N(u) sont respectivement les taux locaux de prolifération et de mortalité des cellules.
Donc, si 'on note par Ry le rayon de la tumeur initiale, nous obtenons I’équation différentielle

suivante : dR(t) R(t)
RO = [ Sprdr — [N Nwrtdr

Ainsi, nous démontrons des résultats d’existence et de multiplicité des solutions (u(r,t), R(t)),
et nous caractérisons les frontiéres libres générées par la fonction f pour le probléme suivant :

(L 2(r?%) = Af(u) 0<r<R(t), t>0
u(R(t),t) = o, 6r(0 t)=0 pour ¢t >0 @
RA() B0 — (RO §(u)r2dr — [FO N (u)r2dr

\ R(0) = Ro.

e Ensuite, nous étudions un probléme perturbé, dans lequel la tumeur est supposée étre une sphére
avec une petite perturbation /3 sur le rayon R(t). Plus précisément, nous considérons un domaine
Q3(t) tel que :

(C) La frontiere 0Qs(t) est paramétrée par R(t) + 3(0), avec B € C?(S), o S est la sphere
unité.

Nous étudions le probléme suivant :

{Au = Af(u) dans Qg(t)

U = TUso sur 0Qg(t) (5)

Ol Tso est la concentration d’oxygéne au bord 0€3(t), supposé proche de uao.

Nous construisons des solutions du probléme & partir des solutions du probléme . Pour
cela, nous formulons une équation intégrale pour la solution, puis nous appliquons le théoréme
des fonctions implicites afin de démontrer I'existence de solutions. Nous établissons également
certaines propriétés des frontiéres libres correspondantes.

e Finalement, nous étudions 'apparition d’un phénoméne de bifurcation pour le probléme ,
dans le cas ou le théoréme des fonctions implicites n’est plus applicable.

Ce travail se compose de cinq chapitres, organisés selon le plan suivant :

Le chapitre [I] présente un ensemble de définitions et de résultats fondamentaux nécessaires
pour la suite de cette thése, tels que les espaces de Sobolev, la théorie des points critiques et
des bifurcations, le Laplacien, les fonctions harmoniques sphériques, ainsi que le développement
de la fonction de Green en termes d’harmoniques sphériques. D’autres résultats essentiels a la

résolution des problémes traités y sont également exposés.

Le chapitre |2 est consacré aux aspects biologiques nécessaires a la compréhension des princi-
paux mécanismes du cancer et des thérapies disponibles, suivi d’une section sur la modélisation
mathématique de la croissance tumorale, afin de faciliter la compréhension de notre probléma-
tique et de permettre au lecteur de s’approprier les concepts de la modélisation mathématique

en oncologie.
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Dans le chapitre [3, nous supposons que la tumeur évolue selon deux phases distinctes. La
premiére correspond & une croissance exponentielle normale (ot v > ). La seconde survient
lorsque la disponibilité en nutriments diminue, ce qui entraine un ralentissement de la prolifé-
ration cellulaire. Durant cette phase, les cellules de la région externe continuent de se diviser
normalement, tandis que celles de la région interne voient leur croissance réduite (ot u < p).

On note par :
L(t) = {x € Qt), u(x)=p}

la frontiére inconnue qui sépare ces deux régions, et nous étudions le probléme & frontiére libre

sulvant :
{ Au = Me+ (1—e)H(u—p)) dans Q(t) (6)
U = T sur 0§)(t)

ot Q(t) C R3 pour ¢ > 0, et H est la fonction de Heaviside définie par :

0 s <0
H(s) = {1 s>0

avec \, € et Uy, des constantes positives, et p une valeur critique vérifiant 0 < p < Uy -
Le premier résultat d’existence de solutions du probléme (€] dans le cas ou Q(t) = B(0, R(t))

est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 0.1. Soit

27 (U — p) (g — 1)2
=R -

6(Upo —
)\1 = —( R2 ﬂ)’ )\2 =

Alors, pour tout € # 1 et A > Ay le probleme @ possede une solution radiale positive unique u
telle que la frontiére libre I'(t) est une sphére de rayon ry € (0, R).

De plus, pour € > % et Ao < XA < Ay, le probléme admet deuz solutions positives radiales u et v,
dont les frontiéres libres sont respectivement deux spheéres de rayons Ty et r,.

Finalement, pour € € (0,1), on a le comportement asymptotique suivant :

lim R(t) = Rs lim u(r,t) = us(r)

t—+o00 t—+o0

avec (us, Ry) la solution stationnaire du probleme (0]).

Un deuxiéme résultat d’existence de solutions qui concerne le probléme perturbé associé a
@, obtenu en étudiant l'effet de la perturbation [ sur les solutions du probléme @ et leurs

frontiéres libres.

Théoréme 0.2. Supposons que Q(t) satisfait la condition (C) (voir la page 10). Alors :
1. Poure # 1, A > A\ et X # Xg, le probleme @ admet une solution positive, et sa frontiére

libre est une hypersurface analytique de la forme :
Lt)={r\+b(0), 6€S}, t>0

ot b € CY est la perturbation causée par 3, avec 0 < o < 1.
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2. Pour e > % et X €]Xa, A1), le probleme admet deux solutions positives, dont les frontiéres

libres sont des hypersurfaces analytiques :
T(t) = {Fa+ 0u(0), 6 €S}, L(t) = fry+ba(6), 68} pourt>0

ol bl, b2 € Ol,a'

3. Dans le cas Q(t) = B(0,R(t)), si A\ = Xy, un phénomene de bifurcation apparait, le
probleme admet alors une solution dont la frontiere libre est de la forme
2e —3
— R el —

ol Poog = Z—; et € C(] —n,+n[), avec n > 0.

Ces résultats ont fait 'objet de l'article [2].

Dans le chapitre [} nous nous intéressons a 1’étude des trois phases du développement de la
tumeur au stade avasculaire : une phase de croissance normale (o0l u > ps), suivie d’une phase
de croissance ralentie conduisant a la formation d’une région hypoxique (ot p; < u < pg ), puis
une troisiéme phase caractérisée par 'apparition d’une région dite nécrotique au centre de la

tumeur (ot u < 1). Nous notons par
Fm(t) = {a: € Q(t), u(gj) — Mi}a i=1,2

les frontiéres libres (inconnues) qui séparent ces trois régions. Dans ce contexte, nous étudions

le probléme suivant :

(7)

Au = )\(EH(u —p)+(1—e)H(u— ,LL2)> dans Q(t)
U = TUs sur 0€(t)

ou e € (0,1), et py, pe sont les valeurs critiques vérifiant 0 < p < po < TUno.
Le résultat principal concernant le probléme (7)) dans le cas Q(t) = B(0, R(t)) est donné par le

théoréme suivant :

Théoréme 0.3. Soit ¢ € (0,1) et Ay := 6(“013—;“2). Alors

1. Il existe \* > 0 tel que, pour tout X\ € [A1, \*), le probleme (@ admet une solution radiale

unique u avec la frontiére libre I',,, est une sphére de rayon ry € (0, R)

2. Pour \ € [A\*,400), le probléme admet une solution unique u possédant deux frontiéres

libres Iy, et Iy, qui sont des sphéres de rayons ry ,, et ry,, respectivement.

De plus, sous I’hypothése nous avons :

lim R(t) =R, lim u(r,t) = u(r)

t—+o00 t—+o00
avec (ug, R) la solution stationnaire du probléme (@

Un autre résultat d’existence pour le probléme perturbé associé a (|7)) est présenté ci-dessous :
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Théoréme 0.4. Supposons que §2(t) satisfait la condition (C) (voir la page 10). Si A > \*,
alors le probléme perturbé admet une solution positive, dont les frontiéres libres sont de la forme

T+ 0i(0), avec b; € C(S) est la perturbation induite par B, pour i =1,2.

Ces résultats ont été publiés dans article [IJ.

Dans le chapitre o] nous généralisons les résultats d’existence et de régularité au probléme

a n frontiéres libres suivant :

Au = )\Zai H(u—p;)  dans Q (8)
i=1

U = TUs sur 0f)

ot 2 est un domaine régulier borné dans RY (N > 2), A, u;, & et Ty sont des constantes

positives pour ¢ = 1,2, .., n, vérifiant la condition :
1 < o < oo < Uy < Uggo

Notons que ce probléme ne modélise pas directement la croissance tumorale, mais il représente
une extension naturelle du cadre des problémes a frontiére libre & plusieurs phases. Le résultat

principal obtenu est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 0.5. Le probleme (§) admet au moins une solution uy € C*(2), avec a € (0,1),

telle que les frontiéres libres
L,={ze€Q, u(zx)=w}, i=12,..,n
sont des hypersurfaces analytiques de classe CH2.

Les résultats de ce chapitre font l'objet d’un article soumis.
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— Chapitre 1
Préliminaires et outils de base

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux outils de ’analyse non linéaire et rappelons
les résultats essentiels utilisés tout au long de ce manuscrit. Toutefois, cette liste n’est pas

exhaustive.

1 Espaces fonctionnels

Soit 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dx. Les références de base de cette
section sont [17], [35], [40], [49], [63] et [67].
1.1 Espaces de Lebesgue L”
Définition 1.1. Soit p € R, alors
e Pourl <p< oo, on définit
LP(Q) = {f : Q = R; mesurable et || f||1r@) < o0}

ol
p

1/
vy = [ [ 1]
e Pour p =400, on définit
L>(Q) ={f : Q — R;mesurable et 3 ¢ > 0 telle que |f(z)| < ¢,p.p dans Q}

qui est muni de la norme suivante :
[ fllze(@) = inf{c>0,[f(2)] <c,pp dans Q}

Théoréme 1.1. L’espace LP() est :
e Un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.
e Un espace séparable pour tout 1 < p < 400.

o Un espace réflexif pour tout 1 < p < +00.

Propriété 1.1. (L’injection des espaces de Lebesgue)
Soit Q un ouvert de R"™ de mesure finie, et soit 1 < p < g < +oo. Alors :

LUSQ) — LP(Q)
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1.2 Espaces de Holder

Définition 1.2. Soit 0 < a < 1, on note C%*(Q) l’espace des fonctions hélderiennes sur

d’ordre o, défini par :
C0(Q) = {u € O(Q), 3C > 0,%(z,y) € Q x O u(z) — uly)| < Clz — y|°‘}

Si o =1, on lappelle espace des fonctions Lipschitziennes. L’espace C%*(Q) est muni de la

norme :
ulloa = [[ullze(@) + [u]coe (o)

ol
o~ w000
{(z,9)€02, a#y} |z -yl

Plus généralement, on définit [’espace C™ par :
ome () = {u e C™(Q); (Vk: e N°, |k = m), Dru e (JO’O‘(Q)}
1l est muni de la norme

HUHm,a = Z ||DkUHL°°(Q) + Z [Dku](}ova(ﬂ)

|k|<m |k|=m

(C™(Q), |].||m.a) est un espace de Banach et on a
VOél, Qg € (0, 1), O<oyp<ay<l = Cm’QQ(Q) — Cm’al(Q> — Cm(Q)

avec des inclusions strictes.

1.3 Espaces de Sobolev WP

Dans cette sous-section nous introduisons les espaces de Sobolev d’ordre entier et leurs

propriétés fondamentales.

Définition 1.3. On définit l'espace de Sobolev W™P(Q)) par :
W (Q) = {u e LP(Q)\VkeN" | |k| <m, D'ue LP(Q)}
Ici DFu est la dérivée au sens des distributions de u sur €, c.d.d
Vo € CF(Q), < DFu,p >= (-1)M < wu, D*p >

WmP(€)) est un espace de Banach muni de la norme :

e pour 1 <p<+4o00:
1
lullwmo@y = (3 1D ull )"
|k|<m
® pour p = +00

[l [wrm +o0 () == max || D*ul| 1 (q)
|k|<m
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Proposition 1.1. L’espace WP (Q) est :
e Un espace de Banach pour tout 1 < p < 4o00.
e Un espace séparable pour tout 1 < p < 400.

e Un espace réflexif pour tout 1 < p < 400.
Définition 1.4. On définit l'espace WP (Q) comme 'adhérence de C§°(2) dans W™P(Q). Si

Q est un ouvert régulier, alors pour toute fonction u € W™P(Q), on a
ue Wy Q) & (‘v’k eN" k| < (n-— 1)) DFu = 0 sur 09Q.
Théoréme 1.2. Soit p € [1,400], alors
W (RY) = WP (R)
Théoréme 1.3. (Injection continue des espaces de Sobolev)
Soit p € [1,400] et m €N, on a :

1. Sin > mp, alors :

WmP(R™) — LYR™), pour p<q< np
n—mp

2. Sin =mp, alors :
e Sip>1, alors :
W™P(R") — LYR"), pour p < q¢ < +o0.
e Sip=1, alors :
W™HR"™) — Cy(R™)
ot Cyp(R™) est lespace des fonctions continues et bornées sur R™.
3. Sin < mp, alors :
e Pour % ¢ N et j satisfait (j — 1)p <n < jp, on a :

W™P(R") — C* P (R™) pour tout 0<a < j— z
p
ol C’;n_j’a(R”) est l'espace des fonctions holdériennes bornées sur R" d’ordre o
® Pour 2 eNetmz=j=_+1
W™P(R") « C* 7 (R™) pour tout 0 < a < 1.

Théoréme 1.4. (Théoréme de Rellich-Kondrachov)

Soit Q0 un ouvert borné, lipschitzien de R™ avec n > 1.

e Sin > mp, alors :

WmP(Q) —— L1(Q), pour q< np
n—mp

e Sin =mp, alors :
W™P(Q) —— L™(Q)
e Sin < mp, alors et j = [ﬂ + 1 alors :

W™P(Q) < C™ Q) pour a < j— L
p

Remarque 1.1. On note que dans le théoréme précédent, sans hypothése de régularité sur 052,
on peut remplacer WP (Q) par Wi (Q).
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2 Dérivées et points critiques

Dans cette section, nous présentons une bréve introduction a la théorie des dérivées et des

points critiques dans le cas régulier.

Définition 1.5. (Dérivée directionnelle [63])
Soient Q) une partie d’un espace de Banach X et J : ) — R une fonction a valeurs réelles. Si
u € Qetwve X sont tels que, pour t > 0 suffisamment petit, u + tv € €, on dit que J admet
(au point u) une dérivée dans la direction v si

lim J(u+tv) — J(u)

t—0 t

existe. On notera cette limite J) (u).

Définition 1.6. (Dérivée au sens de Gateauz [63)])

On dit que la fonction J définie d’un ouvert ) d’un espace de Banach X a valeurs réelles est
différentiable au sens de Gateaur en u € Q s’il existe | € X' tel que, dans chaque direction
v e X ou J(u+ tv) est définie pour t > 0 suffisamment petit, la dérivée directionnelle J)(u)

exviste et on a : 7 . 7
LS ) = ()

=<l,v>
t—0 t

On posera J;(u) = 1.

Définition 1.7. (Dérivée au sens de Fréchet [635])
Soient X un espace de Banach, ) un ouvert de X et J: 2 — R une fonction. St u € ), on dit

que J est différentiable en u au sens de Fréchet s’il existe | € X' tel que :
YVoeQ Jw)—J(u)=<l,v—u>+o(v—u)
Si J est différentiable au sens de Fréchet, | est unique et on note J'(u) = 1.

Proposition 1.2. ([63/). Soient Q un ouvert de X et J : Q — R une fonctionnelle Gateaux
différentiable dans un voisinage de u € €. St l'application u — Jé(u) est continue au voisinage

de u, alors J est Fréchet différentiable en u et on a
J'(u) = Jj(u).

Proposition 1.3. ([63]). Soient X un espace de Banach et 2 un ouvert de X. Si J : Q2 — R

est Fréchet différentiable en un point u € €0, alors J est continue en u.

Définition 1.8. ([63]/). Soit X un espace de Banach. On note [’ensemble des fonctions conti-
niment différentiables de X dans R par C'(X). Si J : X — R est différentiable en tout u € X

et que sa dérivée J' est continue, alors J est dit de classe C*(X).

Définition 1.9. ([63]). Soient Q un ouvert de R™, m € N et J : Q@ — R. On note par C™(Q)
l’espace des fonctions J m-fois continiment différentiable sur €.

En particulier, si m = oo alors

C%(9) = NpenC™(Q)

est l'espace des fonctions infiniment différentiables sur 2.
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Définition 1.10. (Points critiques [63])

Soient X un espace de Banach, 2 C X un ouvert et J € CY(Q). On dit que u € Q2 est un point
critique de J si J'(u) = 0. St u n'est pas un point critique, on dit que u est un point régulier
de J.

Sic € R, on dit que ¢ est une valeur critique de J s’il existe u € Q) tel que J(u) = c et J'(u) = 0.

Si ¢ n’est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur réquliére de J.

3 Hypersurface analytique

Nous rappelons dans cette section deux notions essentielles de géométrie différentielle a

savoir I’hypersurface et la frontiére analytique.

Définition 1.11. (Hypersurface). Soit Q0 un ouvert de R™, et soit f : Q — R une fonction de
classe C1*(Q), avec a € (0,1). On dit que l’ensemble

H={x=(v1,29,...,2,) €Q, f(x)=0}

est une hypersurface réguliere de R™ de classe C** si Vf(a) = (;—{1(@), ;—x];(a), ﬁ(a)) #
(0,0,...,0) pour tout a € H.

Définition 1.12. (Fonction analytique). Soit Q0 un ouvert de R"™. Une fonction f : Q@ — R
est dite analytique réelle sur ), si pour tout xo € €2, il existe s > 0 et une suite de constantes

(ak)ken telles que
—+00

f(a:):Zak(x—xg)k, |z — 20| < s

k=0

Définition 1.13. (Frontiére analytique) Soit w C R™ un ouvert borné. On dit que la frontiére
Ow est analytique si, pour tout point o € Ow, il existe s > 0 et une fonction analytique

v : R = R telles que, pour tout x € B(xg, s), on ait :
wN B(xg,s) ={z € B(xo,s), xn>y(T1,..;Tn_1)}

ot B(xg, s) est la boule ouverte de centre xq et de rayon s dans R™.

4 Théorie locale des bifurcations

Cette section est consacrée a la présentation de trois théorémes fondamentaux. Le premier
est le théoréme des fonctions implicites, suivi du théoréme de ’application ouverte. Enfin, nous
présenterons le théoréeme de Crandall et Rabinowitz, qui constitue la base principale de la

théorie de la bifurcation & partir d’une valeur propre simple.

4.1 Quelques théorémes fondamentaux

Soient X, Y, Z des espaces de Banach, et V C X, U C Y deux ensembles ouverts.
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Théoréme 1.5. (Théoréme des fonctions implicites [19])
Soit f € C*(V x U, Z), avec k > 1 et soit (\*,u*) € V x U tel que

fA" u") =0

Si Dy f(N*,u*) est une application linéaire continue inversible, alors il existe un voisinage V*

de \*, un voisinage U* de u* et une application o € C*(V*,U*) telle que
fu) =0, N\u) e V' xU" & u=p(A)

De plus, La différentielle de ¢ en \* est donnée par la formule :
-1
Dp(\*) = —(Duf(/\*,u*)> o Dyf(ON,u).

Preuve du Théoréme [1.5.

Commencons la démonstration par une petite digression. En effet, posons

Vi={v—X, veV} (le translaté de V par le vecteur —\*)

U:={u—u", ue U} (letranslaté de U par le vecteur —u")
Soit la fonction f: V x U — Y définie par
. -1
Fou) = (Duf(X‘, u*)) (f()\ AU u*)>

Ce qui implique
F(0.0) = (Dusv, ) (50 u)) =0
et
D.(0,0) = (Duf ) (Duf3,0)) = Iy
On a donc, réduit le probléme au cas Y = Z, A\* =0, v* = 0 et D, f(0,0) = Iy, ce que nous

supposerons dans la suite. Ainsi, posons g(A,u) = v — f(\,u) donc
FOuu) = 0& g\ u) = u

c.a.d, u est un point fixe de 'application g,(u) := g(\, u).
D’autre part, comme g est une fonction de classe C*, g(0,0) = 0 et D,g(0,0) = Iy — D, f(0,0) =
0. Par continuité de D, g en (0,0), il existe r > 0 et s > 0 tels que

|| Dug(A\, u)]| < %, YA e B(0,r)cV, ue B(0,s) C U.
Par le théoréme des accroissements finis, nous avons
g\, u) — g\, )] < %Hu —'||, YA € B(0,r), Yu, v’ € B(0,s).
Pour r suffisamment petit, on a
lgr0)ll < 3. ¥A € B0.7)
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D’oi1, pour tout A € B(0,7) et u € B(0, s), nous avons

1 S
g )l = Hlg(A,w) = g(X O+ [lg(X O)ff < Slfull + 5 < s.
Ainsi, 'application
gr: B(0,5) — B(0,s)
u — ga(u) =g\ u)
vérifie )
197 (1) = (@) < Fl[u =]
Donc, gy est une application strictement contractante de la boule fermée B(0, s) dans elle méme.
D’aprés le théoréme du point fixe, gy admet un unique point fixe p(\) € B(0, s), c.a.d u = p(A).
De plus, Iapplication ¢ : B(0,7) — B(0, s) est continue et vérifie
u=p() & f0 p(N) =0, YA€ B(0,7), ueB,s)
Maintenant, pour A\, A + h € B(0,7), posons L = ¢(A + h) — ¢(\). Alors
0=f(A+heA+h)=f(A+h,eA)+L)=Drf(A o(A).h+Duf(X @(A).L+ o[l | L]])

d’ol

L=—(Duf A o(0)) 0 Daf(A W)+ ol 1]

Ainsi, pour tout A € B(0,7), on a
De(X) = ~(Duf(\ 9(N) 0 Daf0,6(N)

-1
Pour montrer que ¢ est de classe C¥ il suffit de vérifier que (Du fA, cp(A))) est de classe
C*=1. Ceci termine la preuve du théoréme [1.5] n

Remarque 1.2.

Soient V. .C R? et U C RP des ouverts, et f: V x U — RP une application de classe C* définie

par

f($7y) = (fl(xvy)an(x7y)v"'7fp($>y))
Soit (xo,y0) € V x U tel que f(xo,y0) =0 et Dy f(xo,y0) € Isom(RP), c.a.d

of1 of1
dy1 T Oyp
det #0
fp fp
oy1 7 Oyp

Alors il existe un voisinage Vo de xq, un voisinage Uy de yo et une application g € CH(Vy, Up)
telle que
V(z,y) € Vo x Uy, [f(z,y) =0y =yg()

De plus, la dérivée de g en xy est donnée par

Dg(z) = — (Dyf(%, yo))

Si f est de classe C*, k > 1, il en est de méme pour g.

1
o Dacf(xm 90)
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Théoréme 1.6. (Théoréme de lapplication ouverte [17])
Soit f une application linéaire continue et surjective de X sur Y. Alors, f une application

ouverte, c.a.d qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
f(Bx(0,1)) > By (0,¢)

ot Bx(0,1) est la boule ouverte de rayon 1 dans X centrée en 0, et By (0, c) est la boule ouverte

de rayon ¢ dans'Y centrée en 0.

Preuve du Théoréme [1.6l.
On pose Y, = m pour r > 0. Puisque f est une application linéaire et surjective, nous
avons

Y = Unen+ Ya
Par le théoréme de Baire, il existe nyg € N* tel que Y,,, a un intérieur non vide. Par conséquent,
pour tout r > 0, Y, = nLOYno a un intérieur non vide.

Maintenant, soient 7o > 0 et y € Y tels que
By (y,m0) C Y%.
Alors, en utilisant la symétrie de Y% par rapport a 0, nous avons
By (—y, 1) C Vi
Par addition et par convexité de Y%, nous obtenons
By (0,79) C Y% + Y% = 2Y% Yy

Ainsi, si y € Y,, il existe x € Bx(0,r) tel que y — f(x) € Yi. Appliquant cela & y € Y7, on
trouve un x; € Bx(0,1) tel que y — f(x;) € Y% . Puis, par récurrence, on construit une suite

(Zn)nen, avec x, € Bx(0, 2%) telle que

y—flor+ao+ . +a,) €Yy

Comme,
“+oo “+o0o 1
Sl <3k -1
n=1 n=1
o0 -
La série Z x, converge vers un x € Bx(0,2). Par continuité de f, on a alors y = f(z), et les

n=1
inclusions suivantes s’en déduisent :

f(BX(074>> 2 f(BX(07 2)) ) le o BY<07TO)
Ainsi, pour ¢ = 7, on obtient f(Bx(0,1)) D By(0,c).

La preuve du théoréme [1.6| est compléte. [

Corollaire 1.1. ([I7]). Soit f une application linéaire continue et bijective de X sur'Y . Alors,

f~1 est continue, et f est un isomorphisme entre X etY .

Corollaire 1.2. ([17]). Soit f : X — Y une application linéaire continue et surjective entre
deuz espaces de Banach. Alors, f induit, par passage au quotient, un isomorphisme entre les
espaces de Banach X \ N (f) et Y, ou N(f) désigne le noyau de f.
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4.2 Bifurcation a partir d’une valeur propre simple

Soient X et Y deux espaces de Banach, (\g,ug) € Rx X et f: Rx X — Y un opérateur tel
que f(Ao,up) = 0. L’objectif de cette partie est de déterminer toutes les solutions non triviales
de I’équation

FOu) =0

dans un voisinage de (Ao, ug).

Définition 1.14. ([7/). Soit f : R x X — Y une application continue. On considére I’équation

de la forme
f(Au)=0 (1.1)

qui vérifie la condition
f(A,0)=0, YAeR. (1.2)

La solution (X, 0) est appelée solution triviale de [’équation . L’ensemble des solutions non

triviales de cette équation, noté S, est défini par :
S={(Au) eRxX, u#0, f(A,u)=0}

Définition 1.15. ([7/). On dit que (\*,0) est un point de bifurcation s’il existe une suite
(Ansup) € S telle que
lim (Ap,u,) = (A, 0)

n—-+0oo
Autrement dit, (A\*,0) est un point de bifurcation si et seulement si tout voisinage de (A\*,0)

contient une solution non triviale de l’équation .
La caractérisation de ce point est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.4. ([7]). Si (A\*,0) est un point de bifurcation de f, alors la dérivée partielle
D, f(X*,0) n’est pas inversible.

Preuve.
Supposons que D, f(A*,0) : X — Y est inversible. Alors, d’aprés le théoréme des fonctions
implicites, il existe un voisinage I x V' de (A*,0) et une application ¢ : [ — V C X telle que
e(A*) =0et

fAp(N) =0, VYrel

Par 'hypothese ([1.2), on a f(A,0) = 0 pour tout A € R, ce qui implique ¢(A) = 0 pour tout
A € 1. Cela signifie que f posséde (), 0) comme unique solution dans un voisinage de (A*,0).
Ainsi, (A*,0) ne peut pas étre un point de bifurcation pour f.

Ce qui termine la preuve de la proposition. [

Définition 1.16. ([66]). Soient A, B deux opérateurs linéaires bornées de X dans Y. Alors
o € R est appelée valeur propre de (A, B) ou B-valeur propre de A si 0 est une valeur propre
de A—oB, c.a.d, si

dimN(A—oB) > 1
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Définition 1.17. ([31]). Soient A, B deux opérateurs linéaires bornées de X dansY, et soit
rg € X. On dit que, 0 € R est une valeur propre simple de (A, B) si les deuz conditions

suivantes sont satisfaites :
1) dimN(A —oB) = codimR(A —oB) = 1.
2) Si N(A —oB) = [xg], alors Bxg ¢ R(A — oB).

Remarque 1.3. 51 X CY et B = Iy, ot Iy est lopérateur d’identité surY , on dit simplement

que o est une valeur propre simple de A.
Définition 1.18. ([50/). Un opérateur linéaire continue A : X — 'Y est dite de Fredholm si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. N(A) est un sous-espace de X de dimension finie.

2. R(A) est un sous-espace fermé de Y de codimension finie.

Définition 1.19. ([50]). Si A est un opérateur de Fredholm, l'indice de A est 'entier :
ind(A) = dimN(A) — codimR(A)

Lemme 1.1. ([30]) Soient X etY deux espaces de Banach, V' un voisinage de 0 dans X, et

f:(=1,1) x V=Y une application continue satisfaisante les hypotheéses suivantes :
1) f(X\,0) =0 pour |A| < 1.
2) Les dérivées partielles Dyf, D, f et D?\uf sont continues.
8) dimN (D, f(0,0)) = CodimR (D, f(0,0)) = 1.
4) La dérivée mizte D}, f(0,0)u* ¢ R(D,[f(0,0)), ot u* € N(D,f(0,0)) \ {0}.

Alors, il eziste un voisinage U de (0,0) € RxV et une fonction g continue sur R avec g(0) = 0,
tels que pour s € R, et z € Z ot Z est le complémentaire de N' (D, f(0,0)) dans X, on ait :

fA\su*+2) =0, V(\ su"+z)eU.
De plus, la relation suivante est vérifiée :

[12]] + [s[|A] < Islg(s).

Preuve.
D’aprés hypothése 2), Papplication f est de classe C!, donc il existe un voisinage U; de
(0,0) € R x V et une fonction continue h : R — R avec h(0) = 0, telles que pour tout

(A, su* + z) € Uy, on a les inégalités suivantes :
1F (A su™ +2) = (A, su™) = Duf(A, su”)z]] 1211 Ad211)-

Lf(A su™) = f(A,0) = sDuf(X, 0)u™[| < [s] A(]s]).
[1Duf (A, 0)u” — AD3 , £ (0, 0)u|| AL ACIAD- (1.3)

IA

IN
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Ces inégalités sont obtenues en utilisant les hypothéses de continuité des dérivées de f et en
appliquant un développement de Taylor au voisinage de (A, 0). Ainsi, on considére f(\, su*+z) =
0 avec f(A,0) =0. On a

0 = f\su"+2)=f(\su"+2)— f(\su")+ f(A su") — f()0)
( fA su™ 4+ z) — f(A, su™) — Duf()\,su*)z> + <Duf()\, su*)z — Duf(0,0)z)
+ (f (A, su™) — F(,0) — sDuf()\,O)u*) + s(Duf()\,O)u* - )\Diuf(o,o)u*)

+ (Duf(0,0) z+AsDMf(o,o)u*>.

Cela implique

||(f()\, su* + z) — f(A su™) — Dy f(A, su*)z)

+ (Duf()\, su*)z — D, f(0, O)z) + (f(/\7 su*) — f(X,0) — sDy f(A, O)U*)
+ s(Duf (A 0)u" = AD3, f(0,0)u")]]
< |IFOA su™ + 2) = f(A, su™) — Dy f(\ su®)z||

+ HDuf()‘v Su*)z - Duf<07 O)ZH + Hf(>V Su*) - f()‘a O) - 5Duf<)‘7 O>u*”
+ [s [IDuf (X, 0)u” = ADX (0, 0)u"]]

En utilisant les inégalités ([1.3)), on obtient :
1D £(0,0)z4As DX, £(0,0)u*[| < [[2]| ~(|[2] )+ Duf (A, su™) = Do f (0, 0)[] 2] +]s] A([s])+]s] [A] A(IA])-

D’aprés les hypothéses 3) et 4) 'application linéaire D, f(0,0)z + )\sD?\’uf(O, 0)u* est bijective.
Donc, par le théoréme d’application ouverte, cette application est un isomorphisme. Ainsi, il

existe une constante £ > 0 telle que :

|Duf(0,0)2 + AsD3 , £(0,0)u*|| > &(||2|| + |s| [A]), Vs, A\eRetVzeZ
Cela donne 'inégalité suivante :
k(=[] 4[] IA) < 121 121D + [Duf (X su™) = Duf(0,0)[] [[21] + [s| ~(Is]) + |s| [A] A(|A])-

Nous choisissons maintenant un voisinage U de (0,0) tel que pour tout (A, su* + z) € U, les

inégalités suivantes sont satisfaites :

k k
hllll) = 0 [1Duf (A su™) = Duf(0,0)[[ < 7. [A(A)] <

NN

Ce qui permet d’obtenir I'inégalité suivante :

o

k
R+ s M) < Sl + 18] Adls]) + 5 lsl 1A

[\]

Alinsi,
2
12l + Is] AL < 7 ls] A]s]) = Is] 9(s)
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ot g(s) = 2h((s]).

Donc, on a montré qu'il existe une fonction continue g telle que g(0) = 0, et que 'on a :
2]l + [s[ [Al < |s] g(s), VzeZ

Cela conclut la preuve de 'existence d’un voisinage U et d’une fonction ¢ continue satisfaisant

les conditions du lemme [T.11 n

Théoréme 1.7. (Crandall-Rabinowitz [30])
Soient X et Y deux espaces de Banach, V' un voisinage de 0 en X, et f: (—1,1) xV — Y une
application continue vérifiant les hypothéses du lemme[1.1]
Soit Z est le complémentaire de N (D,f(0,0)) dans X. Alors il existe un voisinage U de
(0,0) dans R x X, un intervalle (—n,+n) et des fonctions continues ¢ : (—n,+n) — R,
Y (—n,+n) = Z satisfaisant les propriétés suivantes :

e »(0)=0.

e ¥(0) =0.

o f7HO)NT ={(p(s),su" +s¢(s)), |s| <ntU{(A,0), (\,0) €U}

Preuve du Théoréme [1.77.

Soit la fonction h définie par
h:R*xZ — Y
sTHF(N s(u*+2)) , s#0
(s,\,z) — h(s,\z)= { FOs( ) #

Dyf(\0)(u*+2) , s=0

ou s(u*+z) e Vet |\ <L
Les dérivées partielles D, h, Dyh existent et sont continues en (s, A, z) et (D, f(0,0)) = [u*].

De plus, on a
h(0,0,0) = D, f(0,0)u” =0

La dérivée au sens de Fréchet de l'application (A, z) — h(0, A, z) par rapport a (X, z) en (0,0)

est donnée par :

(1(0,0,0),(\,2)) = lim MO, tA t2) = 1(0,0,0) _ o

t—0 t t—0

o Dy, f(tA, 0)u* Dy, f(tA,0)tz

Dy f(t\, 0)(u* + tz)
t

= 1 + lim
t—0 t t—0 t
D,f(tX,0) — D,f(0,0))u*

= AD3,f(0,0)u" 4+ D, f(0,0)z

Ainsi, application linéaire
h'(0,0,0) :Rx Z =Y

est continue. D’aprés les hypothéses 3) et 4) du lemme , on remarque que l'application
R'(0,0,0) est bijective et par le théoréme de 'application ouverte, on en déduit que 2'(0,0,0)
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est un isomorphisme sur Y.
En appliquant le théoréme des fonctions implicites, il existe deux applications continues ¢ et

1 définies sur un voisinage ouvert de 0 dans R telles que

et
h(s,¢(s),1(s)) =0, s~0

Pour montrer I'unicité des solutions, en utilise le lemme qui garantit l'existence d’un voisi-

nage U; de (0,0) € R x V' et d’une fonction g continue sur R telle que :
fA\ su*+2) =0, pour (A, su"+2) el

et
2][ + s [\l < [s] g(s), Vze€Z

Dons, si s =0on a z =0 et si s # 0 on obtient
157 211 + (Al < g(s).
Par la définition de h, on a :
h(s,\,s7'2) =s L f(\ su*+2) =0
Pour s suffisamment petit et puisque ¢g(0) = 0, nous avons
[[s7 2]+ |A] = 0

Alinsi,
h(s,¢(s),¥(s)) = h(s,\,s72) =0

Ce qui donne les relations suivantes pour s proche de O :
A= p(s)
z = sy(s)

(N, su* + 2) = (p(s), su”™ + sp(s)).

En conclusion, nous avons :

La démonstration du théoréme [I.7) est donc compléte. n
Maintenant, soit V* un voisinage de \* avec f(A,0) = 0 pour tout A € V*. On définit par
LX) :==Dyf(N\0): X =Y

l'opérateur de Fredholm d’indice zéro. Si 0 est une valeur propre simple de (L(\*), L'(\*)),
ou L'(\*) est la dérivée de L par rapport & A en \*, alors, d’aprés le théoréme de Crandall-
Rabinowitz, nous obtenons que (A*;0) est un point de bifurcation. Nous pouvons maintenant

en déduire le corollaire suivant :
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Corollaire 1.3. ([66]). Supposons que f(A u) est une application de classe C" pour r > 2,
telle que
f(A,0) =0, pour tout A € V*

et que 0 est une valeur propre simple de (L(\*), L'(X\*)). Soit Z C X un sous espace tel que :
NLN))eZ=X

Alors, le point (\*,0) est un point de bifurcation, et il existe n > 0, ainsi que deux applications

de classe O™ 1 :

T2 (_777+77> — Ra 77Z) : <_777+77) — 7
telles que :
e p(0) =A%, ¥(0) =0.
e pour chaque s € (—n,+n), nous avons :
f(p(s), 500 + s9(s)) =0

ot ¢ € X \ {0} est tel que N(L(A*)) = [¢o].

De plus, il existe v > 0 tel que si f(A\u) = 0 et (A\,u) € B=(A\*,0), alors soit u = 0, soit
(A, u) = (¢(s), s¢0 + s¥(s)) pour un certain s € (—n,n), ot B (A*,0) est la boule de centre
(A*,0) et de rayon r*.

Preuve.

Etant donné que 0 est une valeur propre simple de (L(A*), L'(A\*)), nous en déduisons que :
dimN (L(\Y)) = CodimR(L(\*)) =1

Autrement dit,
dimN (D, f(X\",0)) = CodimR(D, f(\*,0)) =1

De plus, nous avons L,()‘*)% ¢ R(L()\*)), avec N(L()\*)) _ [%], ce qui implique que
D2, f(\",0)¢0 ¢ R(Dyf(N*,0)).

Ainsi, toutes les hypotheses du théoréme [1.7]sont satisfaites. En particulier, N(L(A\*))®Z = X,
c.a.d Z est le complémentaire de (D, f(0,0)) dans X.
Par le théoréme , nous concluons que (A*,0) est un point de bifurcation et qu’il existe un

voisinage de (A\*,0), un intervalle (—n, +n) et deux fonctions de classe C™!;

o:(—n4+n) =R, Y:(-n4+n) = Z

satisfaisant les conditions suivantes :

f(gO(S), S¢o + 3¢(S)) =0, Vse (—77, +77)

Cela conclut la démonstration du corollaire [[.3] n
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5 Formes classiques du principe du maximum

Dans cette section, nous introduisons une version du principe du maximum pour le Lapla-

cien. Soit €2 un ouvert borné et régulier de R”. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 1.8. ([9]) Soit u une fonction de classe C*(Q) N C(Q). On suppose que

—Au >0, dans Q. (1.4)
Alors,

inf = inf 1.

inf u(z) = inf u(z) (1.5)

En particulier, si u(x) > 0, pour tout x € 0%, alors
u(z) >0, VYre

Remarque 1.4.

1. Si Au >0 dans Q, en considérant —u, on déduit du théoréme[I1.8, que :

sup u(z) = sup u(z)
z€Q z€0Q

2. Si Au =0 dans 2, on obtient :

inf u(y) <wu(x) < sup u(y), Ve
yeIN yeaN

Preuve du Théoréme [1.8.
Tout d’abord, nous traitons le cas ou la fonction w vérifie 'hypothése plus forte (inégalité

stricte) suivante :

—Au >0, dans Q. (1.6)

Comme Q est un fermé borné et u une fonction continue, il existe un point zq € Q tel que

() = inf u(y)

Nous avons alors 'alternative suivante :
1. Sizg € 09, alors I'équation (1.5 est vérifice.

2. Si g € 2, on peut alors écrire la forme classique de minimalité sous la forme :

Vu(zg) =0, D*u(zy) >0

c.a.d. la matrice symétrique D?u = ( 35?81;,)1 <ij<n est définie positive en xy. On en déduit
3 J =0
donc,
n
0*u
Au(zg) = @(ZITO) >0

Cela contredit (1.6)). Par conséquent, 'alternative 2. est exclue, ce qui établit I’équation

(1.5) sous I'hypothese (1.6]).
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Nous allons maintenant prouver (|1.5)) lorsque u vérifié I'hypothese ([1.4)). L’idée est de construire
une fonction ¢ € C%(Q) N C(Q) qui vérifie (1.6). Par exemple, soit z; la premiére coordonnée

de R"™, et considérons la fonction
o(x) = —exp(xq), Y= (x1,...,2,) €R"

Nous avons,
—Ap(x Z = exp(z1) >0

Posons u. = u + ep pour € > 0, nous obtenons
—Au(z) = —Au(z) —eAp(z) >0, Vel

c.a.d u, vérifie (1.6, ce qui implique

inf u, = inf u,
inf ue(z) = inf uc(r)

Comme u. — u uniformément quand ¢ — 0, on en déduit (1.5). Cela termine la preuve du
théoréme [L.8 n

Le résultat précedent peut étre généralisé aux opérateurs du type

u
Au = Z aijm + cu

ij=1

Lu = Za”@a:’ﬁ:c] +Zb

».7_ i=1

ou les fonctions a;; définies sur €2 sont continues, symétriques a;;(.) = aj;(.) et vérifient :

Jou, ag, V&= (&1, ,6) ER", ayfé]* < Z a;;&i&5 < anl€]?

ij=1

c.a.d Popérateur A (respectivement L) est elliptique dans €2, avec ¢ une fonction continue sur
Q, telle que
c(x) >0, Vel

Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer a 18] 27, 49, ©65].

6 Représentation de la fonction de Green par harmoniques
sphériques

Dans cette section, nous présentons certaines propriétés des polyndémes de Legendre et de

la théorie des harmoniques sphériques, ainsi que quelques fonctions essentielles pour la suite.
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6.1 Rappel sur les polynéomes de Legendre

Définition 1.20. ([39/). Soit t € [—1,1], on appelle P,(t) un polynéme de Legendre de degré

n si et seulement s’il satisfait les deux propriétés suivantes :
1. Py(1) = 1.
2. Pourte (—1,1), on a :

Z(“ —t >5tPn<t>) +n(n+ 1)P,(t) =0

De plus, P,(t) peut s’écrire sous la forme

+oo[]

(2n —2k)!
ZZZ”k'n— n—2k)t N

n=0 k=0

o1

[n} { 2 sin est pair

2 = 5, Stn est impar
Proposition 1.5. (Formule de Rodrigue [39]).
Pour —1 <t <1, la formule de Rodrigue est donnée par :

1 dr
— (= 1)™

Pult) = 2nn ! dtn

Preuve de Proposition [1.5. D’aprés la formule du binéme de Newton, nous avons :

(-1 =2 o —n/i;)!k! (=

Ce qui implique

1 dr 1 & n! d"
2nn! dt”( ) 27! ; (n— k)!k!( ) dtn

On remarque que

n d"
k>—- = —t 2k =
2 dtm
n (3]
Donc, on peut remplacer Z par Z Ainsi, si k < § nous avons :
k=0 k=0
dn
%ﬁ(“) = [2(n—K)][2(n — k) —1]...[2(n — k) — n + 1]¢27R)n
 (n—2k)!
On en conclut que
(3]
1 d” (2n — 2k)! _
2nn! dt”( ) k:O( ) 2n(n — 2k)!(n — k)!k! (®)
Cela termine la preuve du proposition [1.5] [

Une autre propriété nécessaire des polynémes de Legendre est énoncée dans la proposition

suivante :
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Proposition 1.6. (Fonction génératrice)
Pour0<z<let—-1<t<1,ona:

- 1
D a"Pu(t) =
— 1+ 22 — 2zt

Preuve de Proposition [1.6. Nous avons :
1
V1422 —2uxt

avec u = x(2t — z). La formule du binome de Newton pour les exposants négatifs est donnée

N

=(1—u)"

par :

+o0
(1+u) = Z ala—1)(« —s!)...(a —n—+ l)u”, our @ €R

n=0

Ce qui implique

G-wt =Y (%)(%)(z)m(‘ 7)oy

+o0
1.35...(2n -1
Z (2n )un

2nn!

n=0

En multipliant le numérateur et le dénominateur par (2"n!), on obtient :

n

D=

$%1.2.3.4.5...(2n — 1)(2n
3 ( )(2n)

(1—u)” i 22n(p])2 u
X (@2n)!
_ ;} oo
Alors
1
(2t — x)" (1.7)

V1+ 22 — 2t 22” n‘

En utilisant la formule de bindme de Newton on trouve
n—k k
(2t — x)" E k' (= 2t) (—x) (1.8)

En remplagons (|1.8) dans I’équation ((1.7]), on obtient

1 = on n n!
VIta?—2at Z%;( 1)km(2t)" b ()t

+o0o n
_ ZZ )¥(2n)! gn—h etk
= 2n+kk;l — k)l

n=0 k=0

Posons m = n + k. Nous avons alors :

M\E

= Dk(2m — 2k)! ok -
{2k g — P (t
\/1+:1c2—2x mzz ar mk‘m im — 2k " n;)x (®)
Ceci termine la preuve du proposition [1.6] [
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6.2 Le Laplacien et les harmoniques sphériques

Tout d’abord, nous rappelons que dans les coordonnés sphériques (r, 01, 65) ot r > 0,

0<6; <met 0< 0, <27 l'opérateur Laplacien s’écrit :

1 8( 8) 1 i
r20r\ Or r2sin 6, 06,

8) 1 0?

00, r2sin? 6, (3_93

( sin 0,

Il nous faut donc chercher les fonctions V' (r, 6y, 65) qui satisfont AV =0, c.a.d

18<8V>+ 1 0 _0

r2 Or or r2sin 6, (9_91

oV ) 1 (‘92_V
00, r2sin® 0, 0032

( sin 6 —

Par la méthode de séparation des variables, on suppose que la fonction V' peut s’écrire comme

le produit de trois fonctions, chacune dépendant d’une variable distincte.

V(r,01,02) = R(r)P(6,)Q(62)

En remplacant cette expression dans I’équation et en multipliant par RPQ, on obtient
10/ ,0R 1 10 oP 1 10%Q
F2 () i (0 28) e 58
ROr or sin 0; P 06, 00, sin” 0; Q 003

Ce qui implique

10°Q _sin2912(r2%> sinf; 0 (sme 8P) o
Qa2 R or\ or P 06, 06,

ol —m? représente la constante de séparation, choisie négative afin que les solutions de Q(6s)
soient périodiques sur 2.

La solution de I’équation différentielle = —m? est donnée par

N w|@

l
Qo
Q (02 ) :I:zm@g

On note que m est un entier car @) est une fonction périodique, c.a.d Q(02+27) = Q(6,). Ainsi,
Q(f) = ™2 m = —o0,...,—2,—1,0,1,2, ..., +00

D’autre coté,

2

8P)+m_

- —i(l+1) (1.9)

18( 8R>_ 1 1 0

— — 0
R Or or P sin 6, 06, <sm !

SiIl2 Ql
A cette étape, la constante de séparation est exprimée sous la forme I(I 4 1), ce qui donne

,O’R OR

L’équation ([1.10]) est une équation d’Euler. Donc, la solution est de la forme R(r) = r®, avec
s € R. En remplagant dans ((1.10]), on obtient

Ri(r) = A + Bir—"Y | avec A;, B, € R
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I’équation (1.9 conduit également & 1’équation suivante :
1 0 ( oP

9 (sing, 22N & (11 41) -
sin; 96, \ 7™ 1ael>+((+)

2

P=0 1.11
sin? 91) ( )

En appliquant le changement de variable x = cos 6, ’équation différentielle (1.11]) se réduit a

AP dP m?
1— 22— — 22— W(l+1) -
( x)dﬁ xdl‘—'—((—'— ) 1

Les fonctions solutions de cette équation sont les polynémes de Legendre, qui existent unique-

)P:O (1.12)

— 2

ment pour des valeurs entiéres et positives de [ et des valeurs entiéres de m comprises entre —I[
et +I. Ces polynomes s’écrivent

m dm
7

P{”(cos@l) — (_1)m(1 — cos? 91) d(cos—él)m

Py(cos 1) (1.13)

oul=0,1,....,etm=—l,—l+1,...0 — 1,1 et P, est le polyndme de Legendre de degré [ défini
dans la section [6.1]

En combinant ces résultats, on obtient la solution générale de 1’équation de Laplace :
V(T, 01, 82) = RZ(T).le(COS 91)6im02

oul=0,1,2,....m=—0,—l+1,.., -1,
La fonction des harmoniques sphériques Y}, est la solution de la partie angulaire de 1’équa-

tion de Laplace dans les coordonnées sphériques, qui s’écrit donc :

Yim(01,02) = P 0,)e"™”? 1.14
im (01, 02) \/ I Urmyl (cosbq)e (1.14)
avec (Qﬁ;l) 8;2;: une constante de normalisation. Puisque la solution finale est réelle, les

harmoniques sphériques peuvent s’écrire sous la forme :

V2 cos(mby) sim >0

—_ | )

Vi (61, 05) = @i+1) m);le(cos 0,) 1, sim=0
m (L4 m)! V2sin(—m#by) ,  sim <0

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [15], [59] et [75].

Un résultat caractérisant les harmoniques sphériques est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 1.9. (Théoréme d’addition [75])

Soit Yy, une base orthonormée de 21 + 1 harmoniques sphériques de degré . Alors

+1
20 +1
Z Y2m<917 62>§/1m(9/17 95) = 4 B(COS ’Y)

7

m=—I

ot P, est un polynéme de Legendre de degré | et v est ’angle entre deux vecteurs dont les angles

directeurs sont respectivement (01, 60) et (0},6)).

Lemme 1.2. ([75]). Soit x = (R, 01,0s), y = (1,07, 05) avec R > r, alors
1 IIR=NEAY
- = “\p
lx — y| R;(R) 1(cos )
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Preuve. Soient x = (R, 0y,0,), y = (1,07, 0,), alors la distance entre = et y est donnée par :

|z —y| = \/R? + 12 — 2Rr cos~y

avec
cosy = 0.0/
ot @ et & sont des vecteurs unitaire dans R? associés aux directions angulaires d'un systéme de
coordonnées sphériques, donnés par
_>
k

@ = (sinf; cosb + (sinf; sinf
( ' 2) ( ' 2) (1.15)
+

—r
()

ui ui

+ (cos 01)
¢ = (sin6] cosd) + %

(sin®] sin6y) j + (cos6})

Si R > r, nous avons

L

T — r
| y[ R\/ 1+ E R) cos 7y
En utilisant la proposition [1.6|avec = % € (0,1) et t = cosy € (—1,1), on obtient

\x — y\ i < ) Py(cosv) (1.16)

Lorsque R = r, nous remarquons que 1 — cosy = 2sin (2 ), donc

1
|z —y| = R\/2(1 — cosy) = 2Rsin(§7)

En prenant la limite dans I’équation (|1.16)) lorsque » — R, on trouve :

1
P
|z — y| 2Rsm Z t(cos7)

Ainsi, la preuve du lemme est terminée. [

6.3 Expansion de la fonction de Green en harmoniques sphériques

Dans cette section, nous présentons la fonction de Green du Laplacien sous forme développée

en harmoniques sphériques. La solution fondamentale de I’équation de Laplace est donnée par :

I
Go(r) = " !
D’apres [37], la fonction de Green dans la boule B(0, R) en dimension 3 s’écrit sous la forme

suivante : )
G(e.9) = Gallo =)~ Gol . [ =)

Pour simplifier, nous notons x = (rg, 0) et y = (19, 0') dans B(0, R), ou g < R, 6 et 6’ sont des
vecteurs unitaires de R? définis par (1.15)). Nous avons :

Gollz —yl) = Go(rov/2(1—cos))

n(§ ) = Gl (i —2lriom)) =Gl (3) —2(3) o)
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ol cosy = 0.0 = cos by cost| +sinfy sinf] cos(d, — 65), avec 0; € [0, 7] et Oy € [0, 27].

Cela implique que

G(ro,0,70,0") = Gy (mM) — Gy (R\/l + (%)4 - 2<T—RO>2COS’V> (1.17)

Maintenant, en appliquant la proposition au deuxiéme terme de ([1.17)), on obtient

To 4 To 2 —1 e To 271
GO(R\/ 1+ () —2(R) o) = MZ (3) | Ateos) (1.18)
ou P est le polynome de Legendre de degré [. Par le théoréme d’addition (1.9, nous avons

47
20+ 1

+l
D> Yin(01,602)Yin (67, 65) (1.19)

m=—I

Fy(cos ) =

ol Y}, est une base orthonormée des harmoniques sphériques de degré [ en dimension 3, définie

dans la section précédente.

Ainsi, en utilisant (1.18]) et (1.19), nous obtenons

) +I
o(m 1+ () =2() eonn) = 5 5 ()" 20 vt 0t 2
00 +I
= s i (B) X Vil i@t (1.20)
=1 m=—I

car Yyo(01,602) = \/%E pour tout 6, € [0, 7] et 6 € [0, 27].
D’autre part, en appliquant le lemme a le deuxiéme terme de ({1.17]), on obtient

1

Gollr =) = 5= 3 Rleos)
=0

De la méme maniére, par le théoréme d’addition [1.9] nous avons
)

00 +1

47 Il
Z l+ 1 Z nm(01;02)nm(01702)

=0 m=—|

1 00 1 +1
frnd R JE— Y Y / /
To IEZO 21 T 1 m§:l lm(eb 92) lm(917 92)

G0<T0\/m> =

1
4 To

~

+1

1 1 < 1 L
= > > Vi (61, 62)Yim(0),65)  (1.21)
=1

Cdmrg o =20+ Rt

En combinant alors ((1.20]) et (1.21]), nous obtenons la fonction de Green en termes d’harmo-

niques sphériques comme suit :

(%s) +l

1 - R 1 20+1
G(ro,0,70,0') = FO[TZWR +;2z—+1<<%> —1) Y Vi(0r,02)Yin (64, 03)]

m=—1
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7 Rappel sur la résolution des équations de degré 3 par la
méthode de Cardan

Dans cette partie, nous nous intéressons a la résolution de I’équation cubique générale sui-
vante :
ar® +br* + cx +d =0, aveca# 0. (1.22)

Pour simplifier la résolution, il est plus facile de travailler avec une équation cubique sans le

b

terme quadratique x2. Pour cela, en posant © = z — cette substitution raméne I’équation

3a)
(1.22)) a la forme réduite :
S 4pztg=0 (1.23)
ol
_ b2+c b(252 9c> d
P= 3a>  a’ q_27a a? a a

La méthode de Cardan permet de trouver les racines de I’équation réduite , en posant
2z = u+wv ce qui permet d’introduire deux inconnues au lieu d’une, offrant ainsi la possibilité de
poser ultérieurement une condition sur u et v afin de simplifier le probléme. Donc, ’équation
(1.23) peut s’écrire :

u® + v* 4+ (3uv + p)(u+v) + ¢ =0.

On impose un systéme de deux équations a deux inconnues en posant :

W+t = —q U+V = —q
~ .3
uww+p = 0 uv = &£

ou (U, V) = (u®,v?), on connait alors la somme et le produit de U et V, c.a.d U et V sont les
racines du polynéome Q = X? + ¢X + ’2’—; Soit, A = ¢ + %p“?’ le discriminant de ce polynome.
Nous distinguons trois cas :
1. Si A > 0, 'équation ((1.23)) posséde une solution réelle et deux solutions complexes. On
pose
u(—q—k\/K)é U(—q—\/z)é
B 2 ’ B 2 ’
La solution réelle unique est donc zy = u+v. En outre, il existe deux solutions complexes
qui sont conjuguées 'une de l'autre
z21 = ]U + jU
2 = ju+ v, avec j=¢e's
2. Si A =0, I'équation (1.23|) admet deux solutions réelles, dont 'une est simple et 'autre
est double :

1
2 = 2(‘761)3:—2 e

1
_ _ —q\* _ /-p
2= 22——<7> V3

3. Si A <0, I'équation (1.23) posséde trois solutions réelles. On pose

U:_Q+iv| | et V:_q_i\/| _— —if

=U=re

2 ’ 2
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avec

3 — 27
r= —]29—7 > 0, 0 = arccos <7q —_p?’> € 10, 27

d’ou les trois racines

(
zg = u+ﬂ:2,/%’cos<§)
_ . - —p % 21
7 = ju—i-]U—Qw/Tcos(g—i—?)
Zy = j2u—|—j?_u:2@/%pcos<§+%”>
\
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— Chapitre 2
La modélisation mathématique du
probléme

Ce chapitre a pour objectif de formuler les problématiques fondamentales qui orientent
notre démarche de modélisation, tout en positionnant notre méthodologie par rapport aux
approches existantes. Nous commencerons par présenter des notions biologiques générales liées
a la croissance tumorale. Nous nous intéresserons ensuite aux modéles mathématiques : d’une
part, en dressant un apercu des principaux types de modeéles utilisés pour étudier ce phénomeéne ;

d’autre part, en approfondissant I’étude des modéles continus spatiaux.

1 Introduction a la croissance tumorale

Cette section expose des éléments biologiques fondamentaux relatifs & la croissance tumorale.
Elle s’ouvre sur une présentation du cycle cellulaire et de ses mécanismes de régulation, avant
de s’attarder sur les propriétés des cellules cancéreuses et les principales étapes de ’évolution

tumorale. Un apercu non exhaustif des approches thérapeutiques est également proposé.

1.1 Fonctionnement et régulation du cycle cellulaire

Une tumeur correspond a un regroupement anormal de cellules résultant souvent dun dé-
réglement du cycle cellulaire ot les cellules proliférent de maniére incontrolée. Nous rappelons,
que le cycle cellulaire est le processus pour lequel une cellule, dite "cellule mére" divise pour
donner deux "cellules filles" identiques. Il est essentiellement constitué de quatre phases : les 3
phases G1, S et G2, formant I'Interphase, qui correspond a la croissance de la cellule et a la

préparation du phase mitose qui est associée a la division de la cellule en deux cellules filles
identiques (voir la figure [2.1])

e La phase G1 (gap 1) représente la premiére étape du cycle cellulaire. Pendant cette

phase, la cellule synthétise des protéines, augmente de taille et se prépare a la réplication
de son ADN

e La phase S (synthése) est la phase ou la cellule réplique son ADN pour que chaque

cellule fille regoive une copie identique.

e La phase G2 (gap 2) est la phase qui démarre lorsque la réplication de 'ADN est
compléte. Pendant cette phase, la cellule continue de croitre et prépare les derniéres

étapes pour la mitose. Elle vérifie également 'intégrité de ’ADN répliqué.
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e La phase M (mitose) est la derniére phase du cycle cellulaire, durant laquelle la cellule
meére se divise en deux cellules filles identiques. Cette phase se compose de plusieurs

étapes, telles que la prophase, la métaphase, 'anaphase et la télophase.

Point de contréle G,
(restriction)

Crolssance et réplication
de 'ADMN

Croissance ot fin des
élapes préliminaires
a la division

FIGURE 2.1 — Schéma illustrant le cycle cellulaire. Source https://images.app.goo.gl/
Xg zEu

En effet, la majorité des cellules se trouvent en phase GO, une phase correspondant a des
cellules quiescentes ayant quitté le cycle. Dans cette phase, les cellules continuent de vivre et de
fonctionner normalement mais ne proliférent pas. Ce phénomeéne peut étre temporaire (comme
pour les cellules hépatiques, qui entrent en phase GO puis réintégrent le cycle cellulaire si un
signal extracellulaire induit & la prolifération), ou permanent (comme pour les neurones et
les cellules musculaires, qui entrent en phase GO de maniére irréversible). Pour qu’une cellule
accomplisse un cycle cellulaire complet, elle doit traverser plusieurs mécanismes de régulation.

Les principaux points de controle sont :

e Le point de controle G1/S (restriction) est un point de controle qui a lieu a la fin
de la phase G1, au cours duquel la cellule vérifie la présence de facteurs de croissance
extérieurs. La cellule vérifie également si ’environnement est favorable et si TADN est

intact. Si tout est en ordre, la cellule passe en phase S pour répliquer son ADN.

e Le point de controle G2/M est un point de controle qui a lieu a la fin de la phase G2.
La cellule controéle 'intégrité des chromosomes qui ont été répliqués en phase S. Si des
dommages sont détectés, la cellule peut réparer ’ADN ou déclencher 'apoptose (mort

cellulaire programmeée).
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e Le point de contrdle de la mitose (métaphase/anaphase) assure que tous les chro-
mosomes sont correctement alignés et attachés aux fibres du fuseau mitotique durant la
mitose.

Ainsi, les points de controle du cycle cellulaire assurent que les altérations génétiques ne soient
pas transmises. Si un dysfonctionnement affecte ce systéme de régulation, il peut en résulter la
formation d’'une tumeur, dans laquelle les cellules proliférent de facon incontrolée et diffusent les
mutations qu’elles portent. Nous renvoyons le lecteur a [57], [72] et [90] pour une présentation

détaillée sur le cycle cellulaire, et ses liens avec le cancer.

1.2 Caractéristiques fondamentales des cellules cancéreuses

Comme nous ’avons mentionné, une cellule cancéreuse est une cellule au comportement
anormal qui échappe aux mécanismes de controle. Elle posséde des caractéristiques qui lui per-
mettent de survivre, de proliférer et de se disséminer. Dans I'article [56], Hanahan et Weinberg

ont établi les principales caractéristiques du cancer (voir la figure [2.2)).

1. Transmission continue des signaux de prolifération :
Dans les cellules normales, la transmission et I’émission des signaux de prolifération sont
soigneusement régulées pour induire I'entrée des cellules dans le cycle cellulaire, tandis

que les cellules cancéreuses peuvent croitre indépendamment de ces signaux.

2. Insensibilité aux signaux d’inhibition :
Contrairement aux cellules normales, les cellules cancéreuses ne répondent pas aux signaux

antiprolifératifs.

3. La résistance a la morte cellulaire (I’apoptose) :
L’organisme peut demander a une cellule défectueuse de déclencher I'apoptose, c.a.d, la
mort cellulaire programmeée qui élimine les cellules endommagées ou inutiles. Les cellules
cancéreuses échappent souvent a ce mécanisme, ce qui leur permet de survivre méme
lorsqu’elles sont anormales. En effet, la plupart des cellules tumorales ont tendance &
mourir par nécrose plutot que par apoptose.

4. Réplication a Pinfini :
Les cellules cancéreuses accumulent souvent des mutations génétiques et des altérations
chromosomiques qui augmentent leur diversité. Grace a une production élevée de télomé-

rase, elles sont capables de se répliquer indéfiniment.
5. L’angiogenése :
Aprés une certain taille de la tumeur, la vascularisation devient insuffisante pour assurer

I’apport nécessaire en nutriments et en oxygéne. Les tumeurs libérent des signaux pour

stimuler la formation de nouveaux vaisseaux sanguins (angiogenése) afin d’étre irriguées.

6. La formation de métastases :
Lorsque la tumeur forme sa vascularisation, certaines cellules cancéreuses ont la capacité
de se propager dans les vaisseaux sanguins ou lymphatiques et de former de nouvelles

colonies, appelées "métastases".
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Dans [57], Hanahan et Weinberg ont ajouté deux nouvelles caractéristiques, dites "caractéris-

tiques émergentes", a ces six caractéristiques fondamentales. Il s’agit des deux suivantes :

7. La résistance au systéme immunitaire :
Certaines cellules cancéreuses développent des mécanismes pour échapper a la détection

par le systéme immunitaire ou de résister a sa destruction.

8. La reprogrammation du métabolisme énergétique :
Le métabolisme énergétique regroupe toutes les réactions liées a la production d’énergie au
sein de la cellule, & partir des nutriments et de I'oxygéne. Une cellule tumorale est capable

de modifier ses besoins en nutriments et en oxygéne pour s’adapter a son environnement.

Avuto-suffisance en I
facteur de croissance |

Inhibition de Insensibilité aux
l'apoptose signaux anti-croissance

Angiogenese Invasion tissulaire
continue et meétastase

Potentiel réplicatif
illimite

FIGURE 2.2 — Principales caractéristiques du cancer. Source [56].

1.3 Principales étapes du développement tumoral

Lors du développement d’une tumeur cancéreuse, les cellules passent par plusieurs phases

intermédiaires qui sont illustrées en figure Les trois grandes étapes sont les suivantes :

1. La phase avasculaire : représente la premiére étape de la croissance tumorale. Dans
cette phase, la tumeur croit en utilisant les nutriments et 1’oxygéne présents dans son
environnement. Lorsqu’elle atteint une certaine taille, la région centrale manque de nu-
triments et elle se divise donc en deux régions : une région de cellules quiescentes et une

région de nécrose composée de cellules mortes

2. La phase vasculaire : a ce stade, la taille de la tumeur devient trop importante pour
étre soutenue par les seuls apports diffusifs en nutriments. Elle initie alors un processus
d’angiogenése, visant & induire la formation de nouveaux vaisseaux sanguins afin d’assurer

son approvisionnement.

3. La phase métastatique, ol la tumeur commence a disséminer des métastases dans

I’organisme afin de fonder des tumeurs.
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Cellule normale

(@] ] -
| e Cellule initiée
snebaglc _ INITIATION
D S 2@
0 e

1 50 | Lésion pré-néoplasique
-."t 4 o

o
Dysplasie @' ———
= L W . PROGRESSION
. 3 o
=1

—_—

INVASIOMN LOCALE
Carcinome invasif

Extravasation
sanguine et lymphatique

DISSEMIINATION

Formation de métastase:

Angiogenése

FIGURE 2.3 — Schéma représentant le développement tumoral. Source https://images.app.
go0.gl/KqErgYJVeUBrw6nM6

1.4 Approches thérapeutiques contre la maladie

Le traitement du cancer repose sur diverses approches, selon qu’il s’agisse d’éradiquer to-
talement la maladie ou d’en freiner I’évolution. Nous présentons une liste, non exhaustive, des
traitements disponibles [61], [62].

1. L’intervention chirurgicale :
Parmi les traitements disponibles, la chirurgie représente 'option la plus directe pour
éliminer une tumeur. Elle consiste généralement & retirer la tumeur ainsi qu’une partie
des tissus avoisinants, lorsque cela est jugé nécessaire. D’autres techniques chirurgicales
peuvent également étre mises en ceuvre, comme la chirurgie par radiofréquence, qui utilise
la chaleur pour détruire les cellules tumorales, ou la cryochirurgie, qui repose sur l'ap-
plication d’un froid extréme. Cependant, lorsque les métastases sont trop nombreuses ou
localisées dans des zones inaccessibles, la chirurgie devient impraticable, ce qui impose le

recours a d’autres modalités thérapeutiques.

2. La chimiothérapie :
La chimiothérapie est un traitement médicamenteux qui agit en bloquant la mitose, ciblant
ainsi les cellules qui se divisent rapidement. Elle endommage principalement les cellules
cancéreuses, mais affecte malheureusement aussi les cellules a renouvellement rapide dans
I'organisme, telles que les cellules des cheveux, les globules sanguins, les plaquettes et les

cellules de 'estomac.

3. Les thérapies ciblées :
Les thérapies ciblées reposent sur l'utilisation de molécules congues pour attaquer des
mutations spécifiques dans les cellules cancéreuses. Elles visent a accroitre l'efficacité du
traitement tout en minimisant certains effets secondaires de la chimiothérapie, notamment

dans les cas de cancers du poumon.
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4. La radiothérapie :
La radiothérapie est une approche thérapeutique qui utilise des radiations ionisantes afin

d’endommager ’ADN des cellules, ce qui entraine leur mort.

5. L’immunothérapie :
L’immunothérapie consiste a stimuler le systéme immunitaire afin de combattre les cellules
cancéreuses. Cette méthode est utilisée pour traiter divers types de cancer, notamment
le mélanome, le cancer du poumon non a petites cellules, ainsi que certains lymphomes
et leucémies. Parmi les méthodes d’immunothérapie, nous pouvons distinguer I'immuno-
thérapie non spécifique, qui consiste a stimuler le systéme immunitaire de maniére global.
Le deuxiéme type d’'immunothérapie est la vaccinothérapie, consiste a éduquer le systéme
immunitaire pour qu’il reconnaisse les antigénes spécifiques des cellules cancéreuses et les

attaque.

2 Quelques modéles de la croissance tumorale

La modélisation mathématique constitue un outil précieux pour tester des hypothéses, mieux
comprendre les mécanismes régissant la progression de la maladie et orienter les recherches cli-
niques futures. Sa valeur en biologie réside dans sa capacité a formuler de nouvelles théories et
a les confronter aux données expérimentales.

Dans cette section, nous proposons une analyse de la modélisation mathématique de la crois-
sance tumorale. Pour un apercu plus détaillé des modéles existants, le lecteur pourra se référer

aux travaux mentionnés dans [5, 9.

2.1 Modéles discrets

Les modéles discrets considérent chaque cellule comme une entité distincte, équipée de carac-
téristiques et suivie individuellement. Nous pouvons distinguer deux sous-familles de modéles :

les modeles sur grille et les modeéles agent-centrés (voir la figure [2.4)).

2.1.1 Modéles sur grille

Il s’agit de modeles dans lesquels 1'espace est découpé en petites cases appelées sites, et
formant une discrétisation appelée grille. L’état des cases change & chaque instant en fonction
des interactions avec les cases environnantes. Ces modéles présentent l'avantage d’'une implé-
mentation numérique aisée et permettent une modification facile des régles de modélisation.
Cependant, leurs inconvénients, résident dans le fait que les formes des cellules, leurs déplace-

ments et leurs positions sont imposés par la structure de la grille. Nous distinguons :

e Les automates cellulaires constituent une classe de modéles dans lesquels chaque site
représente une unité élémentaire de la population. Ces modéles ont connu un large usage

en modélisation mathématique appliquée aux systémes biologiques [4, [36].

e Les modéles de Potts cellulaires, qui sont une extension des automates cellulaires, ot les
entités peuvent occuper plusieurs sites, ce qui permet de modéliser la déformation et du

changement de taille d’une entité [4], [82].
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2.1.2 Modéles agent-centrés

Dans ces modéles, il n’existe pas de grille préétablie contraignant les entités, contrairement
aux modeéles sur grille. Leur position, leur forme et leurs mouvements sont donc totalement
libres. Les entités, appelées agents, sont représentées par des objets individuels possédant des
propriétés indépendantes. L’avantage de ces modéles réside dans leur capacité a offrir une
représentation plus réaliste des phénomeénes étudiés. Toutefois, leur implémentation numérique
s’avere plus complexe que celle des modéles sur grille. Dans ce type de modéle, les entités sont
généralement représentées sous une forme sphérique, comme dans les travaux de Drasdo et al.
[38, [47], qui introduisent des entités sous forme d’ellipses, ce qui leur confére une orientation

intrinséque, a l'instar des travaux de Palsson et al. |77 [78§].

Cellular Automata Cellular Potts Model Centre-based model

On-lattice models Off-lattice models

FIGURE 2.4 — Modéles sur grille et modéles agent-centrés. Source [52].

2.2 Modéles continus scalaires

Les modéles continus scalaires décrivent la dynamique temporelle de variables unidimension-
nelles tumorales, telles que le volume ou la masse, a ’aide d’équations différentielles ordinaires
(EDO). Parmi ces approches, le modéle de Gompertz constitue un cadre de référence pour
simuler la croissance volumique tumorale. Initialement congu pour modéliser la démographie
humaine en intégrant la capacité limite d’un environnement ([51]), ce formalisme a été trans-
posé en oncologie. Il postule que les cellules cancéreuses proliférent de maniére exponentielle
tant que les ressources environnementales (nutriments, oxygéne) le permettent. Au-dela d'un
seuil critique, les contraintes du microenvironnement (hypoxie, compétition spatiale) induisent
un ralentissement asymptotique de la prolifération, conduisant a un plateau de taille tumorale
maximale ([76]). Le modéle peut s’écrire sous la forme :

%(t) =Aln (%)N(t), pour t >0
oit N(t) est la taille de la tumeur a l'instant ¢, A > 0 est un paramétre influencant la vitesse de
prolifération et K est la taille maximale que la tumeur peut atteindre dans un environnement

donné.
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De nombreux modéles ont été élaborés a partir de modéle de Gompertz. Par exemple, le modéle

utilisé dans les travaux de Hahnfeldt et al. [55] est représenté par le systéme

() = Am(E) V), t>0
W) = —aK(t)+pV(t) = SK(OVI(t) —nK(t), t>0

ou «, [, v et n sont des constantes positives.

La premiére équation du systéme est I’équation de Gompertz appliquée au volume V de la
tumeur. Dans ce modéle, la taille maximale K de la tumeur n’est plus une constante, mais une
variable qui évolue dans le temps, comme indiqué dans la deuxiéme équation. Cette variable K
représente la vascularisation des tissus entourant la tumeur, ce qui permet donc de prendre en

compte les différents phénomeénes liés a cette vascularisation.

Cependant, ces modéles présentent des limitations importantes, car ils ne prennent pas en
compte les effets spatiaux, tels que la structure des tissus, qui sont pourtant cruciaux pour
décrire la croissance tumorale et son hétérogénéité. Par conséquent, pour intégrer les données

expérimentales et les observations cliniques, plusieurs modéles spatiaux ont été développés.

2.3 Modéles continus spatiaux

Les modéles continus spatiaux permettent de décrire I’évolution spatio-temporelle des popu-
lations cellulaires, en prenant en compte des facteurs tels que ’anisotropie des tissus, la densité
locale des cellules cancéreuses et la distribution spatiale des nutriments. Ces modéles reposent
sur des équations aux dérivées partielles (EDP). L’avantage principal de cette approche est
qu’elle permet de prendre en compte ’hétérogénéité spatiale observée en clinique a partir des
images médicales, sans se limiter & des mesures globales ou moyennées, comme c’est le cas dans
les modeles scalaires. On distingue deux grandes catégories de modéles, selon la maniére dont

les mouvements cellulaires sont modélisés.

e Les modéles basés sur des équations de réaction-diffusion s’expriment sous la forme sui-
vante :
oT

Fn + V.(—=DVT) = termes de creation — termes de mort (2.1)

ou T représente la densité de cellules tumorales, D est le coefficient de diffusion du
milieu, et le terme V.(—DVT) est la diffusion des cellules cancéreuses dans les tissus
environnants. Ce modéle suppose que les cellules ont un mouvement actif. Ce type de
modeéle est particulierement adapté aux tumeurs primaires ou invasives, qui ne présentent

pas de front tumoral net (voir [4§]).
e Les modéles basés sur des équations de transport se présentent sous la forme suivante

oT
— 4 V.(vT') = termes de creation — termes de mort (2.2)

ot

ou V.(vT) est le terme d’advection, modélisant le transport des cellules cancéreuses a une
vitesse v(x,t). Ces modeéles permettent de modéliser les tumeurs dans le cas ou 'interface

entre le tissu sain et la tumeur est nette et bien définie, comme pour les métastases (voir
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[28], [34]). Dans ces modéles, la croissance de la tumeur est liée au mouvement passif
induit par la prolifération cellulaire, comme illustré dans la figure 2.5 : I'apparition de
nouvelles cellules dans un milieu saturé pousse les cellules environnantes vers I'extérieur

de la tumeur, générant ainsi un mouvement passif global vers I'intérieur de la tumeur.

FIGURE 2.5 — Mouvement passif des cellules lié a la prolifération. Source [34]

En 1972, Greenspan propose une approche pionniére pour modéliser les interfaces dynamiques
entre populations cellulaires hétérogénes : les modéles a frontiére libre. Ceux-ci définissent
chaque sous-population cellulaire comme occupant un domaine spatial distinct, dont les fron-
tiéres évoluent selon des lois mécaniques ou biochimiques (contraintes de pression, gradients de
prolifération).

En effet, lorsque la tumeur est petite, les cellules regoivent des nutriments suffisants par diffu-
sion, ce qui permet une croissance exponentielle. Cependant, & mesure que la tumeur grandit, la
diminution des nutriments au centre conduit a la formation d’un noyau nécrotique. La croissance
ralentit alors, car les nutriments deviennent plus difficiles & atteindre par diffusion. Ultérieu-
rement, la tumeur se compose de trois populations : une population externe ou les cellules se
divisent et proliférent, une population intermédiaire contenant des cellules quiescentes, et une
population centrale composée de cellules mortes (noyau nécrotique). La frontiére entre chacune
de ces populations est alors I'une des inconnues du modéle (voir la figure . Nous détaillons

cela dans la section suivante.

Q) = B(0, R(t))

FIGURE 2.6 — Coupe transversale d’un carcinome montrant le noyau nécrotique r < Ry, les
cellules quiescentes R; < r < R,, et les cellules proliférantes R, < r < R. Source [53]
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2.4 Le modéle de Greenspan

Le modéle de H.P. Greenspan permet de décrire I’évolution de la tumeur en fonction de la
distribution spatiale de 'oxygéne. En effet, 'augmentation du rayon de la tumeur est liée a la
prolifération des cellules tumorales, laquelle est limitée par la quantité d’oxygéne diffusée dans
les tissus. Les cellules qui ne regoivent pas suffisamment d’oxygéne entrent alors en nécrose.
Soit () C R? la région tumorale, & symétrie radiale a 'instant ¢ > 0. On note R(t) le rayon de

la tumeur, et u(r,t) la concentration en nutriments (oxygéne) a l'instant ¢ > 0 et & la distance

r € [0, R(t)].

La concentration d’oxygéne u satisfait I’équation de réaction-diffusion suivante :
Ou = D Au - A f(u) dans Q(t) (2.3)
ot — —_———

Taux de .
consommation des nutriments

Taux de
diffusion des cellules
ou D est le coefficient de diffusion et A est une constante positive.
En raison de la symétrie du Laplacien, on s’intéresse aux solutions radiales u = u(r) de 1'équa-

tion suivante :

ou D0 ,,0u
- = (T -
ot r2or‘ Or

La diffusion de 'oxygéne sur les distances microscopiques qui caractérisent la taille et la struc-

) = Af(u), 0<r<R(t)

ture de la tumeur s’effectue dans un intervalle de temps trés court par rapport a la période
totale de croissance, mesurée en jours. Ces intervalles de temps peuvent méme étre considérés
comme négligeables par rapport & la période de 12 a 18 heures nécessaire pour la mitose. Ainsi,
la concentration en oxygéne u demeure pratiquement stable, par la suite, Greenspan a étudié
dans [53] I’équation suivante :
1 0, ,0u
ErAn
ol ¢ est une constante positive donnée, H est la fonction de Heaviside donnée par :

1, x>0
H<x):{0 <0

)=cH(r—R(), 0<r<R(E), t>0 (2.4)

et R(t) est la frontiére du noyau nécrotique, qui est définie implicitement par I’équation :
u(Ry(t),t) = w

ou u; représente la valeur critique de la concentration du nutriment u, en dessous duquel les
cellules cancéreuses ne peuvent plus survivre.

Dans le méme travail, il a introduit la concentration d’un inhibiteur chimique g(r,t) dans la
tumeur, cet inhibiteur freine la prolifération des cellules cancéreuses sans les détruire, et satisfait

I’équation de réaction-diffusion suivante :

10 ,,08
——(r"—) = —coH(Ry(t) — r O0<r<R({t), t>0
o Glwd) 2H(Ry(t) — ), (t)
oll ¢co > 0 est une constante donnée. Les concentrations u et 3 vérifient les conditions suivantes :

u(R(t),t) = ux t>0
B(Rg(t)vt)zﬂg ) 5(R(t)vt>:() t>0
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avec U, la concentration des nutriments sur le bord de la tumeur supposée constante, et
Ry(t) est la frontiére a partir duquel la prolifération des cellules cancéreuses s’arréte car la
concentration de I'inhibiteur chimique atteint une valeur critique f,.

Ainsi, Greenspan a défini les fonctions S(u, 3) et N(u, ) qui représentent respectivement les

taux locaux de prolifération et de mortalité des cellules, données par :

S(u,B) =sH(u—w)H (B, — B), N(u,p)=3nH((w —u).

ol s, 1 des constantes positives données.
Il a supposé que la densité de masse des cellules vivantes est constante et égale a la densité
des cellules nécrotiques, alors, la conservation de la masse est équivalent a la conservation du

volume. En d’autre termes, la loi de conservation peut s’écrire :
A=B+C—-D—-F

ou

A est le volume total de cellules vivantes a un instant ¢.

e B est le volume initial de cellules vivantes a t = 0

e (' représente le volume total produit par prolifération pour ¢ > 0.

e D est le volume total de débris nécrotique a un instant ¢.

e [/ est le volume de tissu nécrotique éliminé de la région tumorale pour ¢ > 0.

En coordonnées sphériques, les expressions mathématiques de ces termes introduits sont les

suivantes :

R(t) p2m pm A
A = / / / r?sin6 df d¢ dr = ?(R3(t) — R} (1))
o Jo

R ﬂS(u,ﬁ)TQSinﬁ df do¢ dr) dr = 4w t R(T)S(u,ﬁ’)r2 dr) dr
( 0 o Jo ) 0 ( 0 )

Ri(t) p27 prw A
/ / r?sinf df do dr = — R} (t)
o Jo 3

E = /Ot(/OR(T)/O%/OWN(U,B)TZSiDG df d¢ dr) dT—47T/Ot</OR(T)N(u,B)T2 dr) dr

En remplagant ces formes et en dérivant par rapport au temps, on obtient ’équation suivante :

ArR3 R(t) r2m pm R pom
i( mh ) = / / / S(u, B)r*sin® do do dr —/ / / N(u, B)r?sin6 do d¢ dr
at\ 3 0 o Jo 0 00

Taux de variation du volume de la tumeur

D =

J
J

Taux total de prolifération cellulaire Taux totale de mortalité cellulaire

La simplification de cette équation implique que la dynamique du rayon de la tumeur peut étre donnée
par

dR(t R(t) R(t)
dz(f ) :/0 S(u,,@’)err—/O N (u, B)r2dr

Dans le second modéele [54], Greenspan étudie la stabilité des cultures cellulaires et des tumeurs solides
en introduisant une théorie pour modéliser leur comportement en réponse a une distribution arbitraire

R(t)
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de nutriments. Il montre que 'instabilité survient lorsque les forces de pression interne Pj,; deviennent
supérieures a la tension de surface o et les forces d’adhésion P,q;, pour plus de détails voir [54].

I convient de noter que, dans les deux modéles proposés par Greenspan [53] [54], le taux de consom-
mation des nutriments par les cellules vivantes, noté f, est supposé constant et indépendant de la
concentration en nutriments u, ce qui constitue une hypothése restrictive.

2.5 Le modéle de McElwain et al

A la fin des années 70, McElwain et Morris ont traité le taux de consommation des nutriments
par les cellules tumorales de maniére plus dynamique, en tenant en compte la disponibilité locale des
nutriments. Contrairement & ’hypothése de Greenspan, ils ont supposé que le taux de consommation
de ces nutriments dépend directement de leur concentration dans la tumeur (voir [71]).

Ils ont également analysé l'effet de 'apoptose (mort cellulaire programmée), en intégrant le taux de
perte de volume au sein des régions prolifératives de la tumeur.

Plus précisément, dans la région B(0, R(t)), la concentration d’oxygéne u est donnée par I’équation
suivante :

D 0, ,0u
——(r =) =2A 0, R(t
S, (" 5) =AW, re (0,R(1))
ou f est une fonction continue définie par :
1 siu > o
fw)= {E . sim<usm
0o , siu <

avec A une constante positive, p1 et uo des valeurs critiques, et u satisfait les conditions suivantes :
u(R(t),t) = tUco , t>0

gu0,t) = 0.

Ainsi, I’évolution du rayon tumoral R(¢) est donnée par

dR(t) 1 RO
— = Rz(t)/o S(u)rdr

ou
S(u) = sf(u), s>0.

Notons que, McElwain et Morris ont supposé que la tumeur passe par trois phases. Dans la phase 1,
lorsque u > pa, la tumeur est trés petite, toutes les cellules regoivent suffisamment de nutriments, la
prolifération cellulaire et I’apoptose sont toutes deux actives, et la consommation d’oxygéne est normale.
Dans la phase 2 (lorsque p; < u < p2), le nodule présente une structure & deux couches : dans la couche
externe, les cellules se comportent comme dans la phase 1 avec un taux de prolifération local normal.
A Dintérieur de cette couche, le taux de consommation de nutriments et le taux de prolifération local
diminuent, tandis que le taux local de perte de volume dii & I'apoptose reste constant dans tout le
nodule. Dans la phase 3 (u < p1), le nodule adopte une structure a trois couches : dans la couche
externe, les cellules se comportent comme dans la phase 1. A I'intérieur de celle-ci, il y a une couche ot
la consommation de nutriments et le taux de prolifération local sont inférieurs aux valeurs normales.
Dans la région la plus interne, il y a un noyau de débris nécrotiques (voir la figure .
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phasel :u> iy phase2 : ji; < u < phased 1 u < iy

FIGURE 2.7 — Séquence des étapes de la croissance d’une tumeur solide. Source [71]

2.6 Les modéles de Byrne et Chaplain

En 1995, Byrne et Chaplain ont développé un modéle de croissance tumorale non nécrotique, dans

lequel le phénoméne d’apoptose est intégré a I’équation de conservation de la masse régissant I’évolution
du rayon de la tumeur. Ils ont pris en compte le fait que les cellules tumorales peuvent étre nourries non
seulement par diffusion, mais aussi par échange entre le sang et les tissus. Le taux de transfert sang-
tissu, noté -, est modélisé comme étant proportionnel & la différence de concentration en nutriments
entre la tumeur u et le milieu vasculaire ug . Ce modeéle s’applique ainsi & la croissance des tumeurs
vascularisées.
Suivant la référence [22], les auteurs se sont intéressés au cas d’une tumeur sphérique de rayon R(t),
en explorant numériquement 'influence des nutriments u et d’un inhibiteur chimique 8 sur I'existence
et la stabilité des solutions. Le modéle repose sur deux équations de réaction-diffusion décrivant la
distribution spatiale des nutriments et de I'inhibiteur, ainsi qu’une équation intégrale-différentielle qui
régit la dynamique du rayon tumoral :

%—? = %%(ﬂg—ﬁ)—'y(uB—u)—)\u—m(u,ﬁ) 0 <r < R()
9 — %%(,ﬂ%) — go(u, B) ,0<r < R(t) (2.5)
%it) = R%(t) fOR(t) S(u, B)r2dr >0

ou v(up —u) représente le taux de transfert des nutriments entre le sang et les tissus, supposé constant,
et Au est le taux de consommation des nutriments. g; et go sont des fonctions continues données.
S(u, B) est le taux de prolifération locale, supposé résulter d’un équilibre entre la création des cellules
et I'apoptose. Il est défini par

S(u,B) = s(u—a)(1 - E), s>0
avec u, B des constantes positives.
les conditions initiales imposées sont les suivantes :
2u0,6)=0 , wR(t),t)=us, u(0,t)=uy t>0

R(O) = Ry>0

En 1996, Byrne et Chaplain ont étudié un autre modeéle de croissance tumorale intégrant cette
fois la présence d’une région nécrotique. Ce modéle distingue deux mécanismes de perte cellulaire :
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I’apoptose, et la nécrose, cette derniére correspondant & la mort cellulaire induite par des altérations du
microenvironnement. Le probléme considéré présente ainsi deux frontiéres libres : 'une pour le rayon
externe de la tumeur R(t) et autre pour le rayon nécrotique interne R;(t). Plus précisément, dans la
région Q(t) = B(0, R(t)), ils ont étudié le probléme suivant :

(%) = qi(w,f)H(r - Ry) 0 <r < R(t)
BH05) = gBHe - R) 0 <r <R(t)
PO — ey 5O (S BYH(r = Ry) = N, S)H(Ry = 1) )rdr ¢ 0

ol g1, g2, S et N sont des fonctions données, et R; est définie implicitement par 1’équation :
U(Rl(t)at) =p, t>0

ol pu représente la valeur critique, en dessous de laquelle les cellules cancéreuses subissent une nécrose.
Dans [23], les auteurs ont présenté des simulations numériques dans un contexte sans inhbiteurs (5 = 0)
et avec inhibiteurs (8 # 0), en imposant les mémes conditions initiales dans (12.6)).

2.7 Les modéles de Friedman et Reitich

En 1999, Friedman et Reitich ont traité le modéle de Byrne et Chaplain [22], le modéle de croissance
tumorale non nécrotique dans le cas d’absence de l'inhibiteur chimique § = 0. Ils ont développé
des techniques mathématiques pour une analyse rigoureuse des solutions transitoires et stationnaires.
Autrement dit, ils ont étudié le probléme suivant :

L2 (r204) = q(up —u)+ Au ,0 <7 < R(t)
- 2.7
L%t) = 7R21(t) OR(t) S(u)ridr = 7R21(t) fOR(t) s(u — @)r3dr >0 2.7)

ol u est la concentration des nutriments dans la tumeur, up celle dans le tissu sain, et y(up — u)
représente le taux de transfert des nutriments entre le sang et les tissus, avec la condition au bord
suivante :

u(R(t),t)=1u, t>0

Ils ont montré que, pour o > ij:f , le probléme 1} admet une solution stationnaire unique. Sous cer-

taines conditions, ils ont étudié le comportement asymptotique du rayon R(t) et démontrer 'existence
d’une solution transitoire. Nous renvoyons le lecteur a [45] pour plus de détails.

Dans un autre article [46], ils ont étudié une fois de plus le modéle de Byrne et Chaplain [22], mais cette
fois lorsque la région de la tumeur est un domaine général de R?, c’est-a-dire lorsque la concentration
des nutriments u satisfait I’équation suivante :

— =Au—~vy(up —u) — Au dans Q(¢t), t>0
Des résultats d’existences et d’unicité ont été montré. De plus, la stabilité de la solution stationnaire

radiale ug avec la frontiére libre Ry. Autour de cette solution, ils ont démontré ’existence d’une infinité
de branches de bifurcation, les frontiéres libres sur ces branches sont de la forme :

“+o0o
R=Rg+ecos(lf) + Y e'f;(0), 1=2,3,.. et|e] <z
=2

Ces bifurcations donnent lieu & une infinité de solutions stationnaires non radiales de la forme :

u = ug(r) + euy (r,0) + >ua(r, 0) + ...
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Notons que Friedman (en collaboration avec d’autres chercheurs tels que Cui dans [33] et Hu dans
[43, 144]) a développé d’autres modeéles de croissance tumorale. Ils ont mené une analyse rigoureuse de
I’existence, de I'unicité des solutions et des bifurcations. De nombreux modéles ont été généralisés a
partir du travail fondateur de Greenspan [53], parmi lesquels on peut citer, de maniére non exhaustive,
les références 211 [T, 42] [74, [79]. Ces travaux ont contribué a approfondir la compréhension des méca-
nismes de croissance tumorale et ont favorisé ’émergence de nouvelles approches & la fois théoriques
et appliquées.
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— Chapitre 3
Analyse mathématique d’un modéle a
deux phases

Ce chapitre est le développement de article [2].

1 Présentation du modéle mathématique

Dans ce chapitre, nous étudions un modéle mathématique décrivant la croissance tumorale. Nous
supposons que la tumeur traverse deux phases : une phase de croissance exponentielle, ou les cellules
cancéreuses se divisent et proliférent, et une phase de croissance ralentie, due & la diminution des
nutriments, ce qui empéche les cellules de continuer leur prolifération normale.

Notons par :

e (3(t) la région de la tumeur dans R3 pour ¢t > 0, qui satisfait la condition suivante :

(C) La frontiere 0Q3(t) est paramétrée par R(t) + 5(0) pour t > 0, ot § est une perturbation
de classe C%(S), avec S la sphére unité.

e u la concentration d’oxygéne ou de nutriments dans Qg(t).

e \f la consommation d’oxygéne, donnée par :

flu) = e+ (1 —-e)H(u—-p)

_ € u < p
L1, u >

avec A, € et u des constantes positives, p étant une valeur critique de u, en dessous de laquelle
le taux de prolifération des cellules cancéreuses diminue, et H est la fonction de Heaviside.

® U, la concentration d’oxygéne sur le bord de 3(t), telle que Tse > p.

Nous considérons donc le probléme suivant :

Au = /\<5 +(1—¢e)H(u— u)) dans Q5(t) (3.1)
v o= T sur 0Q3(t)

Pour t > 0, on définit :
W) = {e € Qu(t), ulw) <), wh(t) = {r € Q(t), ula)> p}

Alors, le probléme ([3.1) est équivalent au probléme a frontiére libre suivant :

Au = >\<€+(1_5)Xw+(t)) dans Qp(t) (3.2)
U = T sur 0823(t)
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OU X+ (¢) représente la fonction caractéristique de w™. L’ensemble inconnu

D(t) = dw (1) = {w € Qa(t), ule) = p}

est la frontiére libre associée au probléme .

Notons que lorsque ¢ € (0,1), la tumeur se développe en deux phases distinctes. Dans phase 1, la
tumeur est composée uniquement de cellules vivantes et proliférantes, ce qui implique que w™(¢) = 0.
Dans la phase 2, la tumeur présente deux régions : une région externe w™ (t), ou les cellules se proliférent
normalement, et une région centrale w™(t), contenant des cellules quiescentes qui ne proliférent pas.
Dans cette phase, le probléme admet deux frontiéres libres : une frontiére libre externe 9€Q3(t) et une
frontiére libre interne I'(t), qui sépare ces deux régions. Lorsque € € [1,4+00), le probléme ne dé-
crit pas la croissance tumorale, mais il reste cependant trés intéressant d’un point de vue mathématique.

L’objectif de ce chapitre est de déterminer les solutions du probléme perturbé (3.1) a partir des so-
lutions du probléme réduit lorsque Qg = €, c.a.d dans le cas ou Q(t) est supposé étre de symétrie
radiale & l'instant ¢ > 0.

Ainsi, nous commencons par étudier le probléme suivant :

%29@(7"22?) = M(u) 0<r<R(t), t>0
u(R(W,) = o t>0 (33)
gu0,t) = 0 t>0,

0l Uy est la concentration d’oxygéne sur le bord de Qo(t), proche de U et vérifiant us > .
D’autre part, en appliquant le principe de conservation de la masse, nous obtenons I’évolution du rayon
tumoral R(t) :

ArR3 R(t) r2m pm R p2m em
i( st ):/ / / S(u, B)r*sin6 d de d?“—/ / / N(u, B)r?sing df d¢ dr t >0
dt 3 0 0 0 0 0 0

ot S(u) et N(u) sont respectivement les taux locaux de prolifération et de mortalité des cellules, définis
par :

S(u) = Af(u), N(u) =17

ol n est une constante positive représente le taux net de perte cellulaire due a ’apoptose.
Pour R(0) = Ry > 0, la dynamique du rayon tumoral R(t) est définie par :

dR(t R(t
R(0) = Ryp.
Nous pouvons résumer la situation par le probléme suivant :
T%%(rz%) = AMe+(1—e)H(u—p)) 0<r<R(t), t>0
u(R(t),t) = oo, 87, “0,t) =0 pour ¢t >0
(3.5)
R%(t) —dﬁ;gt) = )\fR(t yridr —n fOR(t) r2dr
\ R(0) = Ry.

Dans ce cas, lorsque w™(t) # 0, le probléeme (3.5) présente une frontiére libre externe R(t) et une
frontiére libre interne I'(¢) de la forme :

L(t) = {(ra(t),0) € (0,R(t)) x S, u(ra(t),t) = p}
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2 Analyse mathématique du modéle

Dans cette section, nous présentons les résultats d’existence de solutions pour le probléme ,
ainsi que certaines propriétés relatives & leurs frontiéres libres correspondantes. Nous commencgons par
établir 'existence et la multiplicité des solutions stationnaires du probléme lorsque Qy(t) = Qo =
B(0, R). Puis, nous prouvons 'existence globale d’une solution transitoire. Nous formulons enfin le
probléme perturbé (3.1) et montrons qu'’il est équivalent & une équation intégrale non linéaire, dont la
résolution nous permet de déterminer les solutions du probléme .

2.1 Solutions stationnaires

Considérons le probléme stationnaire suivant :
(3.6)

et ’équation intégrale :

%(A /ORf(u)rzdr — ?7/0R r2dr) =0 (3.7)

Une solution uy , du probléme (3.6) est une fonction uy , € C((0, R) \ {r»}) N C1([0, R]) vérifiant le
probléme (3.6)). La frontiére libre correspondant a la solution stationnaire est donnée par :

Iy ={(rx,0) € (0,R) xS, upu(ry) = pu}

Notons que ces solutions non négatives sont des fonctions strictement convexes, telles que :

i = 0).
023»?3 ux (1) = ux 1 (0)

Ainsi, si uy ,(0) > pu, on en déduit que uy ,(r) > p pour tout r € [0, R]. Le probléme s’écrit alors :
L2 (r20e) = A 0<r<R
u(R) =us u'(0) =0

A Dinverse, si ux,(0) < p, la continuité de la solution implique qu’il existe un point ry > 0 tel que
u),,(rxn) = p. Le probléme se réécrit alors sous la forme suivante, avec deux régions distinctes :

%%(TQ%) = )X 0<r<ry

%2%(1"2%) = A ry<r<aReR

u(R) = oo, u'(0) = 0, wu(ry)=p.
Afin d’indiquer le résultat principal de cette partie, nous définissons deux valeurs critiques du parameétre
A
27 (too — 1) (e — 1)?
2p2(4 3
R (5 - 3)

Le premier résultat concerne 'existence et la multiplicité des solutions du probléme (3.6) donné par le
théoréme suivant :

6(Uoo — ft)
R? ’

)\1 = )\2 =

Théoréme 3.1.
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1. Pour e € (0,400) et A < A1, le probléeme (@ posséde une solution unique uj{’# sans frontiére
libre. De plus,

. -
U)\7M(O) = ?R2 + Uso
c.a.d. la courbe (A, v:(N)), avec vi(N) := %)\R2+’U,oo définit une partie décroissante du diagramme
de bifurcation. Voir la figure[3.]]

2. Pour e € (0, %} ete#1, si A\> A alors (@) admet une solution unique uy , avec une frontiere
libre de la forme

(e—3) 1 27(c — 1)2(FR? — ==ty \ dgpg
- 1+ 2008 (5 arecos 1 )+3)] sie<t
T 3(&?—1)R{ + 2 cos 3arccos + 2(5—%)3]%2 + 3 stoe<
RGeS 1 27(c — 1)2(LR? — Heemi)y |
T = 3(8_1)]%[1—2008 <§arccos (1+ 2(5—%)31%2 >>} st e>1
De plus, leur diagramme de bifurcation est donné par : vs(\) = —%7’?\ + .

3. Poure € (%, %), nous avons;
(i) Si A\ < X< Ay, le probleme @ a une solution unique avec une frontiére libre ry, qui est
de la forme

27(e — 1)2(%R2 — 73(%?\7“)) ))]

1
3[1 _9 (7 (1
Ccos 3 arccos + 2(5 = %)3R2

(i) Si A > Aa, alors @ possede une solution unique uy , avec une frontiére libre donnée par

-9, <—Q+M);+ (—q—\/@>;

T3 2 5
ot
e 23R RGR - )
P=3e 12 17 Toq(e 18 (c—1)
De plus,

Ae
Ys(A) = —FTi + e

4. Sie= % et A > A1, alors le probleme admet une solution unique avec une frontiére libre

donnée par )
o= (- )

Et
AE o

1s(A) = =it p.

5. Pour e € (3,+00), nous avons :

(i) Si A = Ao, le probleme @ possede une solution unique wy, , avec une frontiére libre
donnée par
2 —3
3(e—1)

Ty =

(i) Si Ao < XA < Ay, alors (@ possede deuz solutions positives uy ,,, uy , avec leurs frontieres
libres correspondantes :

= — (e—3) 1 27(5—1)2(%32_M)
TN = 3(€_1)R[1+2cos (§arccoS (1+ 2(5—%)3}22 )}

_ (=9 1 27( — 12(LR2 - Bumm))\ gp
B = gyl e (e (1 T +3)]
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De plus, leurs diagrammes de bifurcation sont les suivants :

AE_, AE o

Ts(A) = =Tt p () =t u

(iii) Si A > A1, alors le probléme (@ admet une solution unique uy , avec une frontiére libre,
qui est de la forme

. _(e—3) +<—q+m)§+(—q— q2+247p3>;
AT 3(e—1) 2 2
De plus,
A&
Vs(A) = _FTE +u

Uuxu(0)

05 1 15 2 25 3
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CHAPITRE 3. ANALYSE MATHEMATIQUE D’UN MODELE A DEUX PHASES

Diagramme de bifurcation pour € € (3/2,+)

u,u(0)

M A

05 1 15 2 25 3

FIGURE 3.1 — Diagrammes de bifurcation pour € # 1.

Remarque 3.1. Les diagrammes de bifurcation précédents fournissent le nombre exact de solutions du
probléeme (@ en fonction de la position du parameétre X = N(R, e, u). Par exemple, lorsque € > 3/2
et Ag < X\ < Ay, il existe deux solutions avec des frontiéres libres et une (en rouge) sans frontiére libre
(voir la Figure . De plus, la formule explicite des frontiéres libres, énoncée dans le théoréme et
les différentes branches des courbes de bifurcation peuvent étre simplifiées I’étude de la stabilité de nos
solutions.

Preuve du Théoréeme [3.1l.
Tout d’abord, nous considérons le cas uy ,(0) > u, ce qui correspondant a 'absence de frontiére libre.
Nous avons le probléme suivant :

%%(TQ%) = A 0<r<R



CHAPITRE 3. ANALYSE MATHEMATIQUE D’UN MODELE A DEUX PHASES

La solution est de la forme :

A
uy (1) = E(TQ - RQ) + U, T €[0,R]
Ainsi
A o
OgnrigRuiyu(r) =uy ,(0) = —ERQ + Uso > v si et seulement si A < 6(uR2,u) = A

Par conséquent, cela prouve le point (1) du théoréme

Maintenant, nous considérons le cas uy ,(0) < p, ott le probléme (3.6)) posséde une frontiére libre
sous la forme {(ry,6) € (0,R) x S, wuy,(rx) = pu}. Alors, le probléme (3.6 s’écrit dans les différentes
régions comme suit :

10 ,,0u

ﬁa(?" E)—)\€ 0<T<T/\
1 0, ,0u

=Y 2Ty

7‘287“(T ('37‘) ry<r<R

w(R) = ux, u'(0)=0, u(ry)=p.

Dans la région (0,7)), nous avons :

r%%(rz%) = X r € (0,r))

’LL(T/\) =p U’/(O) =0

Ce qui implique,

AE
urpu(r) = 3(7"2 —r3) +u 0<r<ry
Dans la région (ry, R), nous avons :
%2%(7’2%) = A r e (ryR)
ury) =p ,  u(R) =ux
Alors,
(r—R)ry

A
u,\yu(r) = Uo + 8(7"2 — RQ) -+

(7 —R)T(M_UOO B 6(7aA B
En utilisant la condition de transmission (u € C!(Q)) c’est-a-dire :

ou, _ ou
5, () =5-() (3.8)
ou

N + ou (,.— 2 . P N . N .
ou & (7')\) et 5, (TA) représentent respectivement les dérivées a droite et a gauche en r = r}.
Nous obtenons

A= 3{uoo — 1) (3.9)
(e =R+ (B2 = 13)
Posons 5( )
Uso —
g(r) = — pour r € (0, R) (3.10)
(e — 1)r2 (RR ) 4+ 1(R? - r2)
avec

—3(Uoo — )r (572 (2R — 3r) — 1)
(r2(e — 1) B2 + L(R2 — r2))2

Nous allons analyser le comportement de la fonction g en fonction des valeurs de A, en distinguant
deux cas (voir la figure |3.2) :

g'(r) =
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Le graphe de la fonction ¢ pour € > 3/2

g(r)

I,

05 1 15 2 25 3

Le graphe de la fonction g pour € < 3/2

4 T T T

FIGURE 3.2 — Graphique de la fonction g pour € # 1.

1. Pour € € (3/2,+0), la fonction g posséde un minimum en r), donné par :

2 —3 _ 27(use — p)(e — 1)?

=2 R, _
e T e

Thy =

On conclut que,
e Si A\ < Ay :=g(ry,), 'équation n’admet pas de racine.
e Si A = A9, I’équation a une racine unique 7y,.
e Si o < A< A =g(0), alors posséde deux racines dans (0, R).
e Si A > A\, I’équation a une racine unique.
2. Pour € € (0, %], la fonction g est strictement croissante et admet un minimum égal a A; en 0.
Ainsi,
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e Si A\ < \j, I'équation (3.9)) ne posséde pas de racine.
e Si A > Ay, I'équation (3.9) admet une racine unique.

Nous obtenons explicitement la formule des frontiéres libres en résolvant I’équation algébrique suivante :

—(5—1)3 3,0 1o 3(uoo — )
7 ™+ (e ) +2R 3

5 =0, 0<r<R (3.11)

Posons,
(- 1) 3 1., 3ux—n
= ,b=e——-, d==-R"—
¢ R 2 2 )
D’apreés la section [7] du préliminaire, nous considérons le discriminant de cette équation défini par :

4
_ 2, %3
A=q +5p
avec
b _( _ %)2 )
b= 3a 3(e —1)2 R
o b (2[)2) d B —2(6 %)SR?) R(1R2 3 (oo ,u))
BRI -1
Ainsi,
o ( 2(e — 1) )(iR +27(6—1)2R N h\ )

Pour € > 3/2, nous avons

e SiAy < A< A, alors A <0 et les deux racines sont données par :

_ [|—D Q/
Ty = 2 ?cos arccos ?

Tz
: ;1—_%3)3[1”008(1% <§ )
= 3((65__31)) R[l + 2 cos ( arccos (1 " 27(e 8(%_]22);];;(%§\W) >>]
et
I = 2\/?(305 arccos 2(1\/> + 4?7r) 33

e—3 T
= 3<(5 21))R[1 + 2cos ( arccos (7(] 2;3) %)}

= 3<( __1>) R{l + 2 cos (% arccos (1 +

[\J[UV)

e Si A > Ay, alors A > 0 et la frontiére libre est de la forme :

b +( q—i—\/»)}s_i_(—q—\/x)é

r =

" 3a 2 2
-9 VA\E | (—a—-VA\}
e ((UE) ()

Pour obtenir (5.(), 5.(i7) et 5.(i7i)) du théoréme il suffit de noter par wx, i, Ux u, Uy, €6 Uy, les
solutions associées aux frontiéres libres données par ry,, Tx, 1) et r) respectivement.

Maintenant, soit € € (0, %], nous distinguons trois cas :
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1) Pour € € (0,2], si A > Ay, alors A < 0 et la racine est de la forme :

_ =) ! 27(e — 1P (3R = *57)\ Ay
r)\me[l—i—Qcos <§arccos (1—1— 2(5—%)3}%2 ) —1—?)} si ex1
=) 1 27(e — 1)2(4R? — 2=ty o
rA—T_l)R[l—m:os (garccos<1—|— 2(5—%)3}22 ))} si e>1

2) Pour € € (%, %), nous avons
e Si A < X\ < Ay, alors A < 0 et la racine est donnée par

3
(e—3)
3(e—1)
e Si A > A9, nous obtenons la frontiére libre suivante :

(e—3)
3e—-1)

27(e — 1)2(%R2 - S(U";’\_“))))}

1
R[l _9 (f (1 n
COS 3 arccos 2(5 — %)3R2

>\ —

= R+ (FLEVAY L (Z1VAYS

3) Pour e =3, si A > Ay alors A = (g)? > 0 et la racine égale a :

—q+ VA3 —q—VA\3 9 Uso — 3
e (TR () et

Ceci termine la preuve du théoréme [3.1 [

Maintenant, lorsque € € (0,1) et & partir du théoréme nous remarquons que les deux phases
de la croissance tumorale sont caractérisées par uy ,(0) > p et uy ,(0) < p. Cela conduit a déterminer
le rayon R* de la tumeur lorsqu’elle passe de la phase 1 (croissance normale) a la phase 2 (croissance
ralentie). Ainsi, la tumeur reste en phase 1 tant que uy,(0) = p (c.a.d. %‘RQ + U = p), €t par
conséquent, R* est donné par
6(uoo — 1)

3 .
Alors, si R < R* la tumeur est en phase 1 (ce qui correspond a I'absence de frontiére libre). Dans le
cas o R > R*, en raison du manque de nutriments, la tumeur forme une nouvelle région, et passe
ainsi en phase 2 (le cas avec une frontiére libre).

R =

D’autre part, pour conclure sur I'existence de la solution (uy ,, R) dans le cas stationnaire, nous devons
déterminer le rayon de la tumeur R qui satisfait ’équation (3.7). Nous posons

R R
L(R) —)\/ f(u)err—/ N (u)r?dr
0 0
Lemme 3.1. Supposons que
n <A (3.12)
est satisfaite. Alors, l'opérateur L posséde une racine unique Rs > 0. De plus, L(R) > 0 pour R < Ry,

et L(R) < 0 pour R > Rg.

Preuve. Nous avons :
* Pour 0 < R < R*

R R
N\ —
L(R) = /0 Ar2dr _/0 m’Zdr = <73 7’>R3 > 0.
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* Pour R > R*

X R R
L(R) = / Aaerr—i—/ )\TZCZT—/ nridr
0 T 0

Ae—1) A—1n
R Tt S

ot la frontiére libre ry € (0, R) est donnée par le théoréme[3.1]lorsque & € (0,1). Le comportement
de la fonction g (voir (3.10))) implique que la fonction R — A(R) est décroissante par rapport R,
par la suite lim A(R) = 0. D’ou,

R—4o00

_ L(R)
REI'EOO R3 -

< 0.

w3

On en déduit qu’il existe Ry > R* telle que L(Rs) = 0. Ainsi, pour montrer 'unicité de Ry il suffit de
prouver que la fonction L définie par

~ L(R) Xe—=1)/r\\3 A—n
() R 3 R 3
est monotone pour cela voir le lemme défini dans la sous-section suivante. [

Remarque 3.2. D’un point de vue brologique, la condition est justifiée : la tumeur passe de la
phase 1 a la phase 2 lorsque le tauz de prolifération locale, donné par S(u) = Af(u), devient supérieur
au taur de mortalité locale N (u) = 1.

2.2 Solution transitoire

Dans cette section, nous examinons l’existence des solutions globales du probléme (3.5) et leur
comportement asymptotique. Le principal résultat est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. Soit Ry > 0, pour 0 < ¢ < 1 le probléeme posséde une solution unique
(u(r,t), R(t)) pourt > 0. De plus, pour n < X\, nous avons :

t_lgrnoo R(t) = Rs tlgnoou(r, 1) =uxy

avec (uy ., Rs) la solution stationnaire du probleme @), .
La démonstration de ce théoréme repose sur les lemmes suivants.

Lemme 3.2. [9])]. Considérons le probléme suivant :

a'(t) = z(t)f(z(t)), t>0
{ z(0) = x> 0 (3.13)

avec f une fonction continue, dérivable et décroissante dans (0,400). S’il existe une constante unique
xs > 0 telle que f(zs) =0, alors
lim z(t) = zs.

t—+00
D’autre coté, pour t > 0 et A > A1, nous avons :

dr(t) 1 o, RO, BO N _AMe=D it  A-n
i - R)? (/0 Aer dr—{—/m(t) Aredr —/0 nr dr) = 3 R1) + 3 R(t)

— ro MY () - 21 - roLro)

avec 1o(t) := ra(R(t)), ot 7y est donnée par le théoréme lorsque € € (0,1). Nous avons le lemme
suivant :
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Lemme 3.3. Poure € (0,1) et A > A1, la fonction L est décroissante et satisfait

- A\ —
<L(R) < T” YR >0 (3.14)

Ae—1n
3

Preuve. Nous avons

ro(t) _ (- 3)

1
[1 + 2 cos <§ arccos (1 +

R(t)  3(e-1) 2(c — 3)3R(1)2 3
Un calcul simple montre que
d ro) 3(e—1) Uso — [ ) (1 47
— (=)= sin ( = arccos (A(R —1——)
or 7 B R VI ON e R Ch
ou
iy — (287 1 T D e
SN2V —p3) 2(c — 3)3R(t)?
Remarquons que pour A > Ay, on a A(R) € (0,1), ce qui implique que
r 1 4w 3m
5 < garccos (A(R)) + 5 <5
Ainsi,
0 o
@(E) > 0, Vee (0,1)
Nous concluons que
df To 2 9 To
YR = Ae -1 (—) —(—) 0 0,1
dR( ) (e—1) ) ar\z) < pour € € (0,1)
c’est-a~dire que L est une fonction décroissante.
De plus, puisque 0 < rg < Ret —1 < e —1 < 0 nous avons
_ — 3
AMe—1) < Ae 1)(1;0) <0
3 - 3 R/ —
Ce qui donne
Ae—n =~ A—n
<L(R) < ——
3 - () < 3
On en déduit I'inégalité (3.14]), ce qui termine la preuve du lemme. n

Preuve du Théoréme . Soit R(t) > 0. D’aprés la section précédente, nous savons que si A < Aq,
le probléme admet une solution unique u(r, R(t)) sans frontiére libre. Si A > Ay, alors le probléme
posséde une solution unique u(r, R(t)) avec une frontiére libre unique ro(t) = ry(R(¢)). Ainsi,
pour déterminer R(¢) nous distinguons deux cas,
1. Si A < A1, nous avons
R(t) = (33DR(t), t>0

d’ot,

64



CHAPITRE 3. ANALYSE MATHEMATIQUE D’UN MODELE A DEUX PHASES

2. SiA> A, ona

{R’(t) = R(L(R(), t>0 (3.15)

R(0) = Ry>0

En appliquant le résultat du lemme nous obtenons que le probléme ([3.15)) admet une solution
unique qui satisfait :

Ae—n /\—W)t

Roe*F) < R(t) < Roe (5590 | ¢ >0, (3.16)

Nous rappelons que L est une fonction décroissante et que pour 77 < A, il existe une unique Ry,
telle que
L(Rs) =0

Alors, d’apreés le lemme [3.2] nous concluons que :

tlzgloo R(t) = Rs.
Ainsi,
tiigloou(r, t) = uxp-
La preuve du théoréme [3.2] est compléte. [

Remarque 3.3. Le résultat d’existence et de l'unicité du théoréme reste valable pour tout € > 0,
sauf dans le cas € > 3/2 et A € (A2, A1], ot lunicité est perdue (voir 5.(ii) du théoréme . De plus,
nous rappelons que le cas € > 1 ne décrit pas la croissance tumorale.

2.3 Probléme a frontiére libre perturbé

Dans cette section, nous établissons le résultat principal de ce chapitre, énoncé dans le théoréme
suivant.

Théoréme 3.3. Supposons que la condition (C) est satisfaite et € # 1, nous avons :

1. Pour ¢ < %, A € [\, +00) et A # Ao, le probléeme posséde une solution positive, et sa
frontiére libre est une hypersurface analytique de classe CH%, 0 < a < 1.

2. Pour e > %, nous avons

(a) Si XA €]X2, \1], le probleme admet deuz solutions positives dont les frontiéres libres
sont des hypersurfaces analytiques de classe Cb%, 0 < o < 1.

(b) Si A € (A,+00), le probleme posséde une solution positive, et sa frontiére libre est
une hypersurface analytique de classe C1®, 0 < o < 1.

La démonstration du théoréme se décompose en quatre étapes. Nous rappelons que, sous les
hypothéses de ce théoréme, nous avons établi que le probléme réduit admet une solution radiale
positive, associée a une frontiére libre r) dans le cas A > A1, et posséde deux solutions radiales positives
correspondant aux frontiéres libres 7 et ry pour € > 3/2 et Ao < X < Aj.

2.3.1 Probléme équivalent

Soit 7o 'une des valeurs de la frontiére libre considérées dans le théoréme [3.1] qui satisfait I'équation
u(ro,0) =p, V6 €S

Au vu des sections 2.1] et 2:2] on peut considérer le cas stationnaire et généraliser les résultats dans
le cas non-stationnaire, c.a.d. nous fixons ¢t = T' et nous cherchons une frontiére libre sous la forme
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¥(0) :== 19+ b(0), ot b est la perturbation causée par f3.
Par conséquent, nous avons le probléme suivant :

Au = MNMe+(1—e)H(u—p)) dans Qg
_ (3.17)
U = TUso sur 0fg
avec Qg = B(0, R+ 3(0)), ot B € C?(S,R), et Uy est proche de uy vérifiant U, > .
Nous définissons I’ensemble des surfaces admissible dans {13 par
Sg={h € C(S5); (h(0),0) € Q3 pour § € S}
Pour une fonction v € Sg, on considére I'ensemble :
Qs ={(r,0) € Qs, 7 <9(0)}
On note aussi xq,\0 . la fonction caractéristique de €23\ Q3. Nous avons le résultat suivant :
Proposition 3.1. Le probléeme
Au = i(s + (1= €)Xam05.,) dans Qg (3.18)
U = Uso sur 0

possede une solution unique uy g € ch O‘(Qg R) avec a =1 — f, et p> 3.
De plus, s’il existe une fonction ¢ € Qg telle que,

urp(¥(0),0) = p

Alors uy g est une solution du probleme ,
Preuve de Proposition [3.1. Tout d’abord, nous savons que

)\(6 + (1 - 6)XQB\QH,¢) S Lp(Qg), p> 1.

D’apreés le théoréme 9.15 de [49], il existe une solution unique u>\ 5 du probleme dans W2Pp (Q3).
De plus, pour p > 3, W2P(Qg) < CH*(Q3,R) avec a =1 — 3

p
La solution uy g vérifie
A’u,)\’g = )\E, Qﬁﬂ/,
Auyg = A, Qp\Qgy
UNE = Uoo, 895

S’il existe une fonction 1 telle que wuy g(1(6),0) = u, alors uy g devient une solution de

A’LL)\’Q = )\E, Qﬁﬂﬁ

uxg = M, aQB,d)
Au,\ﬁg = A, Qfg\Qﬁﬂb

UNg = Uoo, 895
Dans la région {13, nous avons :

AU)\’B = )X dans ngﬂ/,
urg = p sur 0€g y

Par le principe du maximum,

maxuy s = max uy s = |
Qs,y 9,y
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Ainsi, uy g < p dans Qg 4. De la méme maniére, dans la région Qg \ Qg 4, nous avons ;

AU)\’B = A dans Qﬂ \ ngﬂﬂ
Ux3 7 sur 083y
Uyg = Uso on 895

Comme Uq, > p, alors

min_uyg = min uyg = p
25\ 4 Qg

Nous obtenons que uy g > p dans Qg \ Qg . Donc, la fonction uy g satisfait

Aurxg = AMe+ (1 —¢e)H(urg —p)) dans Qg
uxg = Uco sur 0Qg

Cela termine la preuve du proposition [3.1] "

Maintenant, pour conclure sur I'existence des solutions du probléme ([3.17)), il nous faut démontrer
I’existence d’une fonction ¢ qui satisfait I’équation suivante

ux3(¥(0),0) = p (3.19)

Nous remarquons que la solution uy g dépend du domaine €25, ce qui nous empéche d’utiliser direc-
tement les méthodes locales pour résoudre I'équation . Par conséquent, nous devons recourir a
une transformation T qui transforme le domaine 23 en un autre domaine 29, indépendant de 3 et
résoudre la nouvelle équation dans 2y. Cette approche sera développée dans la section suivante.

2.3.2 Transformation du domaine

Tout d’abord, nous considérons la transformation suivante :

Tﬁ : Q,B — QO = B(O,R)
p(0)

(r,0) — Tp(r,0)=(7,0) = (r+ TT,G)

avec (r,0) et (7,0) étant les coordonnées dans g et Qg respectivement.
Par définition de T, nous avons :

Ts(4(0),0) = (£(6),0)

avec ¢ € Sg et f € Sp, c.a.d. T effectue une transformation de Sg a Sp.
Notons que pour 3 suffisamment petit, la transformation T est un difféomorphisme de classe C2(Qg, Qp),
ainsi

uA:ﬁ(T’ 0) = uA,ﬁ(Tﬁ_l(Tﬁ(n 0))) = ﬂ)\(Tg(T, 0)) = ux(r,0), V(r,0) € Qs (3.20)

oll Uy 1= uy g (Tgl), qui satisfait le probléme suivant :

{ L,BUA = )\(5 + (1 - g)XQQ\QO,f) dans QO (3 21)

Uy = Uso sur 0€)

avec Lg un opérateur contintiment linéaire par rapport a 3. L’expression exacte de Lg est donnée par
le lemme suivant.

2
Lemme 3.4. L’opérateur linéaire Lg est donné par Lg = (1 + %) A+ 3, avec

9% 20 1
A= —+-—+=5A
o Tror T2t
ot Ag est un opérateur donné par :
0? 1 0% cosb, O

Ay = pour 0 < 01 < et 0 <0y <2m.

967 " Sin?0, 062 ' sy 06,
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Et 63 est de la forme

1 o6 0o T 0B 02 02 \oB 0*B 0
- (— =, T TP Y 49 il
% [(3(1 )06, 07 R+ D00 07 | 700, o6, * 902 or
1 1 o8 0 T B 02 0% \ 0B 1 0?80
S ) g, - TP Z
+ g RO+ 0) 06,07 " R(1+ B) 06,07 570 06, + e 203 o7
cosfy 0f (1+ E)
+ sin 0, 96, (‘37’] R7 (3.22)
Preuve. Tout d’abord, nous avons
82u>\ 2 Ouy, 1
Auyp = ) 2ﬂ - ar’ﬁ =+ 3 Aguy g (3.23)
et
o _ B(0)
upg(r,0) =ux(F,0), avecT =r+r—=
Ainsi,
8'&)\75 . ouy Or Ouy 00 . @ ﬁ L
o = matawma - altsE) =0
8210\5 aQ Q 8@ 00 62EA B 2
) — v % b e 1 ~
ar2 ot ora a7 Ut R)
8'&)\75 . 8@)\@ 8@)\%_1%@+8ﬂ,\
T 0p Juy, ouy,
= _— = D
R(L+ 296, or 08,
d%uy 5 0D 8T+8D%7ﬁ< T 0 Ouy (96;)1%4_
06? T Or 06, 06;00; OF R(1+ %) 00; or 00; ) Ro8;  00;
(LT, T 06Oy | Oy )L, r 80w v 08 o
R(1+ %) 00; oF R(1+ %) 90; Or? 873@ ROO; R 893 or R 00; 0700;
_ [( 1 9B duy T 0B &uy )85 0% B Oy, 7 0%y,
R(1+£)00; o7 R(1+ ) 00; Or> 8r80 00; 007 or Ir(1+ 2y 067

pour ¢ =1,2.

En remplacant ses dérivées dans (3.23) et en utilisant le fait que » = —L%-, on obtient
plag q AR

2
A’u,)\’g = (1 + %) Aty + 55@)\
ol d3 est donné par (3.22)).

sont équivalents au probléme (3.21]) et I’équation

0%u A
907

A partir de la relation (3.20]), nous concluons que le probléme (3.18)) et I'équation uy g(1(6),6) = p
3.21]

ux(f(0),0) =

(3.24)

Ainsi, en utilisant la fonction de Green qui transforme le probléme ([3.21)) en une équation intégrale pour
)y, nous démontrons la solvabilité de I'équation (3.24]) en formulant une équation intégrale non-linéaire

pour f. C’est I'objet de la partie suivante.
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2.3.3 Reésolution de I’équation intégrale

Dans cette partie, nous nous intéressons a la résolution de I’équation intégrale (3.24)). La solution
uy du probléme (3.21) admet la représentation suivante :

A
()
1

- ———— | Ssu(v)G(x,y)dy

2
(1+5) /o

avec P le noyau de Poisson et G la fonction de Green.
Nous passons aux coordonnées sphériques et nous définissons 1'opérateur suivant :

me) = e [ P + [ (e 0 o ) 6oy

J:RT xSy xRt xD — C(S,R) par

ot D est un voisinage de 0 dans C2(S);

J(tinos [0, B)(0) = Tine / P(f(0),0,0')d6"

+ — / (8 +(1- g)XQO\QO’f(/r,, 6'))G(f(9), 0,7, 0" dr'do’
(1+ E) 2

— ey [ S G0), 0.0, 6 )drad —
(1 + ﬁ) Qo

= T / P(f(6),6,0)d0 + / / G(f(0),0,v,6)r"dr' de’
1 + g) )

(e — 5gu>\(r 0))G(f(9),0,7,0")dr'd0" — p

(1+ %)2 /90
Le résultat suivant permet de caractériser les frontiéres libres.
Théoréme 3.4. Sous les hypothéses du théoréme il existe un voisinage V de (uoo, pt,0) dans
Rt x Rt x C?(S) et une application unique F : V — C(8S) continiment différentiable telles que :
(1) F(uso,p,0) =g
(2) J(Uso, F(Uoo, ity 8), 11, 8)(0) =0, VO € S.

La démonstration du théoréme repose sur 'application du théoréme des fonctions implicites
ainsi que sur les lemmes suivants :

Lemme 3.5.

L’opérateur J défini de RT x Sg x RT x D wvers C(S,R) est continiment différentiable par rapport a la
deuzieme variable au voisinage de (Uoo,T0, 14, 0).

Preuve. Soit DoJ la dérivée au sens de Frechet de J, par rapport a la second variable, et ¢(6) une petite

perturbation de f(#). Tout d’abord, nous montrons que ’expression de la dérivée Do J (U0, f, 1, 5) est
donnée par
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D2J<ﬂoovfa,u7ﬁ)90(9) = ﬂOO S

B R
+ AL 6)2// 8G H,T’,H/)go(e)r’er’dG’

(f(8),8,8)p(0)d¢’

/ (e — S5mn(r, 6))%G(f(e),H,T/,H’)w(ﬁ)dr’dﬁ’

r

_ Aze) / G(1(0),0, F(6),0') [£(¢0")] *(6")d0"

Posons L = DyJ. Alors

I (Toos [+, 11, 8)(0) — J (Too, [, 1, 8)(0) — Lp(0)

- uoo/S,P(f(a)+¢(6)’9’9/)d6,_u00/P(f<9),9,9/)d9/—uoo opP

57 (), 0,0")(0)do’
S g Or

R

" 0) +0(0),0,r",0')r"dr'dy’ — / G(f(0),0,r,6")yr"dr'do’

1040 "

R
_ / / aﬁ(f(e)y9,7'/,0/)%0(9)7“/2d7'/d9/i|
s Jfe) Or
+ 1 |:/ (Ag—éﬁﬂ)\(rl’el))G(f(e)_i_go(e)?H’r/’el)dr/de/
Qo

- / (Ae — dgun(r',0)G(f(6),0,7",6")dr'do’ —/Q (Ae — 65u>\(7“/,9’))aaf

Ml=¢) / G£(8).6, £(8)),0)[£(8))]o(6/)d8.

(£(0),0,7",0")p(0)dr'do’

On ajoute et on supprime le terme suivant

), 0,1, 6" )r"?dr’ do’

9/

Alors, nous obtenons

J(ﬂooaf + 907/1’76)(6) - J(EO(Hf?/’L?/B)(H) - Lgp(e) = [1 +I2 + I3 +I4

avec

no- . / [P(f(@) £(0),0.0) ~ PU0),0.0) — T (1(0),0,0)0(0)] a0
I, = 0),0,r.0)—G(f(0),0,7,0") — %(f(ﬁ)ﬁ,r',@/)go(ﬁ) r2dr’ do’
1(6") or
1
I = —— | Qo)+ 0),0,7,0") — G(f(6),0,7,0)
3 <1+%)2 /QJ )
oG

- 5, (f(0),0, v, 9’)90(0)} (Ae — dgur(r’,0))dr'do’
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et
A1l —¢) R R
o 2/ = [, GUO) +e(0),6. ) + / G(1(0) + ¢(0),0,7",0')"dr'| a0’
(1 + ﬁ) 55 e (f+0)(@)
v s / Y (6),0)[(8)]"o(6)ae!

M1 — (f+#)(6")
Li) L1 600+ 000,000 = 67006, 56,00 [700] o0 a#
(1 n %) s s

Tout d’abord, nous supposons
Vir,0) = / P(r,0,6)d0', (r,6) € (0,R) x S
S

D’apres le théoréme de Taylor, nous avons

V(f(0) +¢(6),0) = V(f(6),0) - %‘Z(f(@ﬁ)w(@) = o(lllloo)

quand ||¢]|ec — 0. Ainsi,

I = o([lelloo)

Par des arguments similaires, on a
Iz, 13 = o(||¢l|s0)

Maintenant, pour l'intégrale 14, nous ajoutons et supprimons le terme suivant :

A1 - f+s0)(9’
A —e // 0),0,r,6")r'"%dr'df’
nous avons
(1 = (F+e)(0)
o= M / / T+ (0), 0,77, 0% — GF(0),0,7",0')r"dr'do’ +
5@)

. (F+2)(0)

- /\(1 )2/ [/ i G(f(9)79,r',9')r'2dr’—G(f(ﬁ),O,f(el),9')[f(9/)}2s0(9/)}d9'
(1 n %) 1)

= Iy1+ 142

Nous estimons seulement I'intégrale I, 2, I'intégrale I, 1 se traite de la méme maniere. Nous remarquons
que I 9 peut s’écrire sous la forme

_ _ (f+e)(0)
Iip = )\1 c // )9,7"/,«9’)7"’2—G(f(@),&,f(@’),@’)[f(e/)]Q)dr’dG’

— — € (f+e)(0) 12
)\ 1 / / ) 9,7“”0/) _ G(f(@),e,f(e’),e’) [f(jg)] )T’2d7‘/d9/

Maintenant, soit B une boule de rayon s € (0, R) et de centre (f(6),6). Ainsi,

Ipg = / D= D+ D
E ENB E\B
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ou F représente la région de l'intégration et D l'intégrande. Alors, il existe deux constantes Cy, C}
telles que

S
| D| < C’l/ rlr?dr < O} s*
ENB 0

2
En dehors de B et en appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction r — G(f(6),6,r,6) (L,) ,

on montre qu’il existe deux constantes Co, C} telles que
[ al<e [ i llledt < Ghllelis
E\B E\B

puisque 7 > s dans F \ B, et
| @<l
E\B

ou C' est une constante positive.
Cela implique que

| /E DI < C}s? + ChlglSs~

Posons s = ||¢]|Z, avec 0 < 7 < 3/2. Nous obtenons;

I1p = o(|l¢lleo), quand [[¢ffec =0
D’autre coté, 'opérateur DoJ peut s’écrit comme

ouy,

D2 (e, f.11.8)00) = T2 (1(6), 0)0(6) — ) / G(1(0),0. £(8").0) [F(0")]*(6") 0!

Par conséquent, I’application Do J est continue, car la fonction dé“ dépend contintiment de (U, f, i, 3)

dans un voisinage de (uso, 70, 4, 0), et la singularité de G est intégrable. Cela achéve la démonstration
du lemme 3.5 "

Lemme 3.6. Sirg # ry,, alors Uopérateur DaJ est inversible au voisinage de (oo, T0, 14, 0).

Preuve. Nous avons

DaJ (oo, 0, it,0)0(0) = 8({;,? (r0)p(0) = A(1 —¢) /SG(T(J,@,T’O,@/) [’"0}2<P(9/)d9/

avec u) étant la solution radiale du probléme suivant :

Au AMe+(1- 5))(90\90%) dans Qg
U = Uso sur 08

et satisfait ’équation
u(ro) = p
Autrement dit, u) est la solution stationnaire du probléme (3.6)). D’aprés la section nous avons

(r) = %(rz—rg)—i—,u, 0<r<rmrg
D=\ g 302 - ) 4 O (g S 23 - RY). ro<r <R

Ce qui implique

Dy J(ucs, 0, 11, 0)0(8) = %Tow(e) - A1 —5>/G(To,ejro,el)[7“0}24/?(9,)659/
s

= /\7"()(%[ —(1- 6)7"0K>(p(0)
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avec K lopérateur compact défini de C'(S) dans C(S) par

/G ro, 0,70, 0" )o(8')d6’

Il convient de noter que la compacité de K est démontrée en Annexe. D’ot, 'inversibilité de I'opérateur
Dy J(uco, T0, 11, 0) est obtenue si 'on démontre que

€
3 (1 —¢)ro o #0 pour tout o valeur propre de K (3.25)

D’aprés la section [6.3] du préliminaire nous savons que :

. 00 20+1
G(r0797T039,) = 7“10|:71217TRR + ; 2] :_ 1 ((%)erl - 1) TnZ:lYim(GLHQ)}/lm( iveé)

ou les fonctions Yy, sont les harmoniques sphériques de degré [ en dimension 3, et (61, 62), (07, 65) sont
les vecteurs dont les angles directeur correspondent & x = (rg,6) et y = (ro,6’).
De cette expression, nous pouvons lire que les valeurs propres o; de K sont données par

1 1 o\ 241
- -1) tout [ € N 2
ro 2l+1(<R> pour tout £-€ (3.26)
Donc, nous distinguons deux cas
1) Sil =0, nous avons
€ € 70 rg 26—3 2e — 3
g—(l—g)roaozg—(l—s)(ﬁ—O:(a—l)R 3 , Carm#m]%:m?.

1. Sil > 1, nous avons

€ e e—1 r/rg\2+1
S-a-ama+ LG
s U=ama=5+57(%

On a -~
To
<E> ~1<0, Yroe(0,R)

ce qui implique
* 810 < e <1, nous obtenons {% (I1—¢e)ro al} >0

2+
* Sie > 1, nous avons [5—1 ((%’) )} < 0, donc
e, e—1 7“0)”“ e—1//rg\2+1 1 e—1/rg\2+1
3 7)) V255 (R -Y=3+5(R) >0
5o r1((m 373 R 37 3 \R

Nous concluons que l'opérateur DsyJ est inversible, ce qui achéve la démonstration du lemme [3.6]
"

Remarque 3.4.

Notons que la position de la frontiére libre ro est différente de ry, si X # Aa. Cette situation est possible
st et seulement si les conditions du théoréme sont satisfaites.

Preuve du Théoréme [3.7).
En utilisant les lemmes [3.5] et [3.6] toutes les hypothéses du théoréme des fonctions implicites sont
vérifiées, nous en déduisons alors I'existence d’une fonction unique F dépend de T, 1 €t 5 au voisinage
(Uoo, 11, 0), telle que
U)\(F(ﬂoomu’a ﬁ)(@),@) =u, VOES
et
F(uoo, 11, 0) = 19

Nous concluons finalement que, si € # 1, A > A; et A # Ao, le probléme (3.17) admet une solution
pour 79 qui prend la valeur ry. De plus, si € > 3/2 et A €]A2, A\1[ alors le probléme posséde deux
solutions positives u et v qui correspond respectivement & la valeur 7y et r,.

73



CHAPITRE 3. ANALYSE MATHEMATIQUE D’UN MODELE A DEUX PHASES

2.3.4 Reégularité des frontiéres libres

Cette partie concerne la régularité des frontiéres libres obtenues pour le probléme (3.17) dans le
cas oll 7o # T),. Sous les hypothéses du théoréme nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 3.2. Soit uy g une solution du probleme . Si |8l est suffisamment petit et que
Uso proche de uoo, alors la frontiere libre {x € Qg, wuyg(x) = p} est une hypersurface analytique de
classe CY avec a € (0,1).

Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit wy une solution du probléme perturbé transformé , et uy, une solution du
probléme rédusit (@ Sous les conditions du proposition il existe € > 0 suffisamment petit, tel que

[[Tx — urullw2r(oe) <€ pour p>3

Preuve. Soit uy une solution du probléme ({3.21)) nous avons
A

m@) = e [P is) ¢ [ (4 0-2xana,w)e@nds— [ ammee v

= ui(x) +ue(x) +us(x)

ou

000

wle) = ; AB) [ (e+ =200, )Gy
+E 0

uz(z) = (1;/\6)2 . dpun(y)G (z,y)dy
ﬁ 0

De maniére similaire, la solution du probléme réduit (3.6 prend la forme suivante

@) = s | P y)ds(y) + A /
8Q0 QO

= wui(z) + uz(x)

(= + (1 =), 1)) Gl y)dy

ou
wr ={(r,0) € (0,R) xS, 0<r<ry}
Ainsi,
Hﬂl - Ul”cO(ﬁo) < ’ﬂoo - uoo’ gé%)é/BQO |P(:Z},y)’d8(y)

Si ||B]|s est suffisamment petit, et par la définition de I'opérateur dg, on a

[@3|coag) = o([1Bl]e0)

De plus,

Ay —ug) = A <[5 +(1- 5)XQO\QO,f:| - (1 + %)2 [5 +(1- 5)prD dans Qg

(i)

D’aprés [17] (Th X1.32), nous concluons qu’il existe une constante positive C1 > 0 telle que

Tlw

U — U = sur 09

[z — usllw2r ) < CillXao\Qo; = XewrllLr(p): POUr p >3
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Cela implique que, pour %, proche de uqo, il existe € > 0 suffisamment petit, tel que

[\ — UNMHWQ'P(QO) <e
Ce qui termine la preuve du lemme. [

Preuve de Proposition . Soit uy g une solution du probléme (3.17)), et ) une solution du probléme
transformé (3.21)). On définit

x € Qg, U)\”B(x) = p}

(r,0) € Qg, uxp(r,0) = p}

(7,0) € Qo, uA(T,0) = p}

(f(0),0), ux(f(0),0) —p=0, 0€5}

On pose
F(Tva) :ﬂ/\(rﬁ) — My e Sa g€ (OaR)
Notons que 1y € W2P(§g) <> C1¥(Qp) avec a = 1 — %, oit p > 3, donc F est de classe C1*(€p).

Selon le lemme nous concluons que %y est proche dans C1*(€g) & la solution uy,, du probléme

réduit (3.6). Donc, puisque
ouy

or

(ro,0) #0, pour e S

nous obtenons
om
or
D’autre coté, soit 6y € S, on pose hg = f(0y) € (0, R). Alors

(f(0),0) #0, pour e S

F(ho,00) = ux(f(60),00) —p =0

et
oF oy

%(hoﬁo) = W(f@o)ﬂo) #0

En appliquant le théoréme des fonctions implicites, on déduit qu'’il existe V(6y) un voisinage de 0 et
V (ho) un voisinage de hg, ainsi qu'une fonction unique h dans C** telle que

h: V(@o) — V(h()) et h(@o) = hg

Puisque, wx(f(0),0) = p pour tout 6 € V (), alors, par unicité, on a f(0) = h(f) pour tout § € V(6y)
ce qui implique que f € C1¥(V(6y)). Notons que gy est arbitraire, alors on a f € C1%(S).
Nous concluons donc que la frontiére libre I' est une hypersurface de classe C1®. Pour analyser I’ana-
lyticité de I', nous utilisons la transformation de 'Hodographe introduite par Kinderlehrer, Nirenberg
et Spruck (voir [64] pour plus de détails).

Soit B une petite boule de centre g = (f(y),6p) € I'. Nous translaterons cette boule pour amener
xo a Porigine (z¢g = 0). Nous utilisons ensuite I'invariance du Laplacien par rapport aux rotations, et
réécrivons I' sous la forme I' N B, avec v = u) — pu. Par conséquent, nous avons

—Av+Xe = 0 dans Bt = {(z1,22,23) € B, v(z) > 0}
-Av = 0 dans B~ = {(z1,x2,23) € B, v(x) <0} (3.27)
v = 0 sur I' = {(z1,22,23) € B, v(z) =0}

La transformation d’Hodographe définie par

Yy = 21
Y2 = T2 (3.28)
y3 = v(z), ontve CBtUB Ul)etx€B
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transforme les ensembles BT, B~ et I' en U™, U™ et >_ respectivement, ot

U+ = {(y17y27y3) € U7 Y3 > 0}
u- = {(ylvaay3) € U7 Y3 < 0}
Z = {(ylayZay?)) S U) Ys = 0}

Nous définissons la transformation inverse par

1 = WY1
T2 = Y2 (3.29)
r3 = Y(y), oy € CLYUTUU UY))etyeclU

Par cette méthode, nous transformons les équations aux dérivées partielles dans les régions w™ :=
{(T,0) € B(0,R), ux(7,0) < pu} et B(0,R)\ w™ en de nouvelles équations dans le demi-espace U™.
Plus précisément, nous avons

h(y, Dy, D*)) +Xe = 0 dans U™t (3.30)
h(®,D®, D?®) = 0 dans U™T '
avec les conditions >
d—y =0 sur
3.31
{523@—1-8231# =0 sur Y, (3.31)
ou
P(y) = ¥(y1,y2, —y3), pour tout (y1,y2,y3) € U~
et
oY %y Py oy =L 9%
2 = —
Ay, Dy, D) = = (8y3> Z <8y3) Zayzayzayg Y2 (83/3) <1+; 8y3>

Finalement, en montrant que les systémes sont elliptiques et que les conditions aux bords
sont coercives au point 0, nous pouvons conclure que la frontiére ) est analytique, et par conséquent
la frontiére I' 'est aussi. Pour plus de détails sur la construction de la fonction h, la théorie classique de
régularité des systémes avec les conditions , ainsi que les propriétés de la transformation
d’Hodographe, nous renvoyons le lecteur aux références [11] et [64].

La démonstration de la proposition est donc compléte. [

2.4 Etude de la bifurcation pour un probléme 4 frontiére libre

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas rg = 1y, = 3_R, correspondant & A = M.

3(6 1)
Dans ce cas, 'opérateur DaJ (ueo, 70, i1, 0) n'est pas inversible ce qui fait que le théoréme des fonctions
implicites ne s’applique plus, et un phénoméne de bifurcation apparait. Le résultat principal de cette
section est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 3.5. Supposons que A = Ao poure >0 et ¢ # 1, c.a.d. qu’il existe u* > 0 tel que

2R2(£ — §)

A, A>0.
(e —1)2 pour A >

*
U = Uso —

Soit Z le complémentaire de {§ € C(S fs Y)poods(y) = 0}, avec oo une constante donnée. Alors,
il existe

1. un intervalle I =] —n,+n[, n > 0.
2. deux fonctions continues ¢ : I — R et : I — Z telles que, p(0) = u* et ¥(0) =
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3. un voisinage V' de (u*,ry,) dans R x C(S) tel que pour tout s € I, la paire suivante

(:uv f) = (90(8)7 T'Xa + S¥00 + 37#(3))
est une solution de ’équation J(uo, f, 1t,0) =0 dans V.
Pour démontrer le théoréme |3.5] nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.8. Soit gy = —ﬁ, le noyau de lopérateur DaJ (uoo, Tx,, p*,0) est de dimension 1, engendré
par @oo, et son image est de codimension 1, coincidant avec lespace des noyauzr des fonctionnelles
linéaires continues

o(¢) = /Sé(y)woodS(y)

Preuve. Nous savons que l'opérateur DaJ (oo, Tx,, 1%, 0) est non inversible, alors

. €
Do J(Uoo, Txy, 117, 0) 000 = AT, <§I —(1- 6)7',\2K><P00 =0

Ceci implique que le noyau de l'opérateur DaJ (uog, Tr,, #*,0) est de dimension 1 engendré par g,
ol qp est la premiére fonction propre correspond a la premiére valeur propre og. Puisque K est un
opérateur compact, ’équation suivante :

DQJ(UOO7T)\27/1**7O)QO(9) = 5(0)) pour ¢ € C(S)

posséde une solution si & est orthogonal & .
Donc,
R(DQJ(UCXM Tx\zvu*a O)) = N((I)(f))

ou

o(¢) = /Sé(y)woodS(y)

Ceci termine la preuve du lemme. [

Lemme 3.9. [12] La dérivée mizte D3DaJ (uso, f, i1, 0) existe et continue dans un voisinage de (oo, Tx,, 1, 0).

La preuve de ce lemme est similaire & la démonstration du lemme [3.5]

Maintenant, nous avons le résultat suivant

Lemme 3.10. D3DsJ (tuoo, Txys 1%, 0)p00 n'appartient pas a l'image de DaJ (oo, Tx,, 1%, 0)

Preuve. Si f = 0, nous avons

) o /ou
D3DaJ (too, Ty, 11, 0)p00 = *(%(f(e)ﬁ)wooﬂ

= i(%(%\g)%o)

(f=rag,u=p*,=0)

D’aprés la section [2.1| nous savons que,

ouy, €
W(Uz) =3 A2 T'x,

avec
27 (oo — 1) (e — 1)2 23

S I

Ay 1=
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Ce qui implique
D3DaJ (toe, Ty, 11750)p00 # 0 = DaJ (oo, Tx,, 17, 0) @00

D’oi, la démonstration du lemme est compléte. [

Preuve du Théoréme [3.5. Soit Z le complémentaire de l’espace

el /S £(y)ponds(y) = 0}

D’apres les lemmes [3.8] et [3.10] toutes les hypothéses du corollaire [T.3] sont satisfaites. Donc, nous
déduisons que (p*,ry,) est un point de bifurcation et qu’il existe une fonction f de la forme

f(S) =7T), + Spoo + Sw(s), S E] -, -H’][, n>0

qui satisfait
J(uoov f(8)7 90(8)7 0) =0, Vs E] - +77[

ol ¢ et ¢ sont des fonctions continues, vérifiant ¢(0) = 0, et p(0) = p*.

Ainsi, la preuve du théoréme est compléte. ]
Remarque 3.5. La régularité de la frontiere libre dans le cas ot rg =7y, = %R reste un probléme
ouvert. Nous avons seulement montré qu’il existe une fonction continue f. Il semble qu’il est possible
d’étudier la régularité optimale en utilisant les idées de L. Caffarelli dans [2])], [25)].
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— Chapitre 4
Analyse mathématique d’un modéle
avec multiphases

Ce chapitre est le développement de article [I].

1 La présentation du modéle

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, au probléme ot la tumeur se développe en trois phases.
Dans la phase 1, toutes les cellules proliférent et la tumeur croit de maniére exponentielle. Aprés un
certain temps, le niveau des nutriments diminue, ce qui empéche les cellules de continuer & proliférer a
leur rythme de croissance habituel. Ainsi, la tumeur passe & la phase 2. Dans cette phase, les cellules de
la région externe proliférent normalement, tandis que celles de la région interne voient leur croissance
ralentir (comme déja étudié dans le chapitre . Finalement, lorsque la concentration de nutriments
atteint une autre valeur critique, une nécrose peut se développer, marquant une région ot les cellules
entrent en mort cellulaire. A ce stade, la tumeur entre en phase 3.

Rappelons que Qg(t) est la région de la tumeur dans R3 pour ¢ > 0, qui satisfait la condition (C), et
u représente la concentration d’oxygéne, qui vérifie le probléme suivant :

{Auz Af(u)  dans Q5(t) (4.1)

U = U sur 0Qg(t)
ou Af représente le taux de consommation d’oxygéne, qui est cette fois considéré comme la somme de
deux fonctions discontinues, données par :

Ju) = eH(u—pm)+(1—e)H(u— ps)
0 , u < 1
= g 1 < u < o
1, u > pi2

avec € € (0,1), et uy, p2 étant les valeurs pour lesquelles la tumeur passe d'une phase a 'autre en
vérifiant 0 < p1 < po < Uso.
Notons par

wy (1) = {x € Qa(t), u(x) < pi}, wy (t)={zeQs(t), ulz)> u},
pourt>0,i=1, 2.
La discontinuité de la fonction f en les deux points p1, po génére les deux frontiéres libres Iy, (t) et
'), (t), données par :

Dult) = 0wy (1)
= {zeQpt), ulz)=p}, i=12.
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Ainsi, le probléme (4.1]) peut étre formulé sous la forme du probléme a frontiére libre suivant :

Au = )‘<5wa[1 o+ (1— z—:)xw:&(t)) dans Qpg(t)
U = Tso sur 05(t)

Nous utilisons la méme procédure de raisonnement que dans le chapitre précédent. Nous considérons
tout d’abord le cas ot 23(¢) est une boule de rayon R(t) (c.a.d lorsque Qg(t) = Qo(t) = B(0, R(t))).
Pour t > 0, nous avons le probléme suivant & étudier :

( %2%(7“2%) = /\<€H(u—,u1)—|—(1—5)H(u—,u2)) 0<r<R(t), t>0
_ du _
u(R(t),t) = s, 5:(0,£) =0 pour t > 0 (4.2)
R? (t)—dljlgt) = fOR(t) S(u)r?dr — fOR(t) N (u)r?dr
R(0) = Ry>0.

avec Uso la concentration d’oxygeéne sur le bord de Q¢(t), qui est proche de TUs. Les taux locaux de
prolifération S(u) et de mortalité N (u) sont donnés par :

S(u) = XeH (u— ) + (1 —e)H(u — p2)), N(u)=m H(u—p1) +n2 H(p — u).

ol 711 et 72 sont des constantes positives représentant respectivement le taux net de perte cellulaire
due a ’apoptose dans la région non-nécrotique, oul les cellules tumorales sont vivantes et proliférent,
et le taux de perte cellulaire dans la région nécrotique.

Les frontiéres libres associées au probléme sont de la forme :

Ly, (t) = {(TNM (t),0) € (0, R(t)) x S, u(m’m(t),t) =ity i=1,2.

Ensuite, a partir du probléme (4.2) et de la résolution de certaines équations intégrales non linéaires,
nous construisons les solutions du probléme perturbé (4.1)) et nous obtenons quelques propriétés rela-
tives & leurs frontiéres libres.

2 L’analyse mathématique de notre modéle

Dans cette section, nous présentons les résultats d’existence et d’unicité des solutions du probléme
dans le cas stationnaire, ainsi que les frontiéres libres qui y sont associées. Nous établissons
ensuite l'existence de solutions globales (ou transitoires) pour ce méme probléme et analysons leur
comportement asymptotique. Enfin, nous nous intéressons a 1’étude du probléme perturbé (4.1]).

2.1 Solution stationnaire

Considérons le probléme stationnaire suivant :

T%%(TQ%):A(eH(u—u1)+(1—5)H(u—,u2)), 0<r<R

(4.3)
u(R) = Uo, %(0) =0,

et I’équation intégrale
1 i 2 i 2
R2</0 S(u)rdr —/0 N(u)r dr) = 0. (4.4)

Une solution du probléme (4.3)) est une fonction u € C?((0, R) \UZ_;{r ., })NC ([0, R]), ot u(ry ;) =
i, qui satisfait le probléme (4.3)). Les ensembles

Ly = {(TA,HNQ) € (0,R) x S, u(r)\“ui) = i}
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sont les frontiéres libres correspondant au probléme (4.3)).
Nous rappelons que ces solutions sont des fonctions strictement convexes telles que :

Og?Ru(r) = u(0).

Au vu de la section du chapitre précédent, nous considérons trois cas. Le premier cas correspond &
u(0) > ua, ce qui représente la phase 1 de la croissance tumorale, le deuxiéme cas est 1 < u(0) < o,
associé a la phase 2 de la tumeur, et le troisiéme cas est u(0) < pq, lorsque la tumeur développe une
région de nécrose, c.a.d lorsqu’elle entre en phase 3.

Par la suite, on note par uy la solution du probléme dans le cas ou u(0) > g, correspondant a
'absence de frontiére libre, par uy ,, la solution dans le cas ot 11 < u(0) < g, correspondant & une
frontiére libre et wy ., 4, la solution dans le cas ott u(0) < 1, celui avec deux frontieres libres.

Le premier résultat concernant ’existence et 'unicité des solutions du probléme (4.3) est donné par le
théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Pour e € (0,1), nous avons :
(i) Si\< A := 6(1“’2,72_“2), le probleme posséde une solution unique uy. De plus,

—A

la courbe (A, v* (X)) ot v*(X) = u}(0) définit une partie décroissante du diagramme de bifurcation,

voir la figure [{.1]
(i1) Il existe \* > 0 tel que si A € [A1,\*), le probléme posséde une solution unique uy ,, avec
une frontiére libre v\ donnée par

(e - 3)
3(e—1)

27(c — (3R — W)) o)

1
R[1+2005 <7a CCoS <1+
3% 2(c — 3R 3

TN =

De plus,

e
7#2()‘) = _ETE\ + p2

(iii) Si X € [X\*,+00), le probleme admet une solution unique uy ,, u, avec deux frontieres libres
Taur €6 Ta s, telles que O <1y, < 7Ty, < R.

De plus
Y1 ,p2 (A) =M
Diagramme de bifurcation pour € € (0,1)
Yo ' ! - ,-)/*(/\)
S S LT ToTomooooooososoooooosoooooooooooooos oo m
: ; Yz (A)
= ~ — Vi1, g2 (A) -
e O S S
s |
=<2 i 3
= :
M1 E
LI R
0
A1 A
| | | |
0 2 4 6 8
A

FIGURE 4.1 — Diagramme de bifurcation pour € € (0,1).
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Preuve du Théoréme [{.1].
Tout d’abord, pour montrer (i), (i) nous considérons le cas u(0) > p; et donc nous avons le probléme
suivant

%%(7’2%) = )\(8 +(1—¢e)H(u— ,u,g)) dans (0, R)
(4.5)
wR)=us , W(0)=0
Nous rappelons que ce probléme a été abordé dans le chapitre précédent pour tout € > 0 et € # 1.

Nous avons étudié les deux cas u(0) > po et u(0) < po, associés respectivement aux phases 1 et 2 de
la croissance tumorale. Voir la section [2.1] pour plus de détails.

Maintenant, pour démontrer (ii7), nous considérons le cas u(0) < p1, qui est associé a des frontiéres
libres sous la forme {(r ,,,0) € (0, R) x S} avec u(ry ;) = ps, pour ¢ = 1,2. Par conséquent, nous exa-
minons les problémes correspondants vérifiés par u dans les différentes régions (0,75 4;), (TAu15 TAus)
et (7, R)-

Dans la région (0,r) 4, ), nous avons

%%(TQ%) = O danS (07 TA,LU)

w(rag)=m , ' (0)=0
La solution est donnée par,
U)HMLMQ (7‘) = Ml’ 0 g r S r)\vu‘l'
Ce qui implique
Vit po ()‘) = UN w2 (0> =M

Dans (7, 7A,u0), DOUs avons le probléme suivant

%2%(7“2%) = A& dans (rxu,Tapus)
_ 0 - _ 0 +
U(U,m) = M2 ) 871':(7-/\,;11) - 677;(71)\,;11)
Ainsi,
e Ae 1 1
Uiy paa (1) = E(TQ - Ti,uz) + 3 ri,m (; s ) FH2, Tau ST T
K2
Dans la région (7 ,,, 7 u,), DOUS avons
%2%(7“2%) = X dans (7, R)
_ o) - _ 0 +
U(R) = Uoo 871;(73\,/12) - 87?:‘(7-/\,;12)

Donc, la solution est de la forme

A Ae—1 Ae 1 1
UA,M,M(T) = E(TZ - Rz) + <<3) ri,ug T3 Ti,ul) (E - ;) +Uso, Tap, ST <R

D’autres part, la solution wuy ,, ., satisfait les conditions suivantes :
+ —
UN, 1, p2 (TA,M) = M

u)\,ul,,lu(r)—t/m) = M2

Plus précisément, nous obtenons le systéme

A2 .2 Ae .3 11 _ _
6 (TAJ'LI r>\7ﬂ2) + 3 T/\yﬂl (T‘A,ul TX,uo ) - Nl MQ
(4.6)
A2 p2 AMe=1) .3 _ X .3 11 _ o
6(,’”)")“2 R )+ ( 3 T‘)‘y,LLQ 3 T‘)‘y,LLl R X, uo - 'LL2 oo
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avec 0 <7y iy <Tapu, < R

La résolution du systéme (4.6 implique l'existence des frontiéres libres 7y ,, et 7\ ,, pour conclure
avec 1'étude des solutions du probléme (4.3). La premiére équation du systéme peut étre considérée
comme une équation algébrique ot la variable inconnue est r) ,,. Nous avons

6(p2 — 1)
iz~ <3T§\,u1 + T) Pag 213, =0 (4.7)
Posons r) ,, := 7, on obtient
)\ — 6(:“2 - /.1,1) T)\NU«Q (4 8)
e (r3,, = 3 1% Tau +20%)
Nous introduisons la fonction :
6(p2 — p1) T

K(r) =

, e, R
e (r3—=3n%r+2np?) rem ki
Ainsi,

12(p2 — 1) (n* — %)

€ (rim =302 rau, +213)

K'(r) = 5 < 0 pour tout r € (1, R)

Cela implique que la fonction K est strictement décroissante dans (7, R) et admet un minimum en R
égal a
6(u2 — )R

K = = s
(R) e(R® = 3n°R + 21) 3

On conclut que

e Si A\ < A3 l'équation (4.7)) ne posséde pas de racine dans (7, R).

e Si A > A3 I'équation (4.7) admet une racine unique 7y 4, € (7, R).

Alors, en supposant que A > A3 et en utilisant la méthode de Cardan pour I’équation nous
avons :

3 / U
o T € Taus + d=0

ou

6 —
' =- <3T§\,#1 + (N2)\€ :U’l))’ d = 27':))’\7“1-

Le discriminant de cette équation est de la forme :

4
a2 2 N3
o 3 2 4 2 6(”2 - Nl) 3
- (2 TA,ﬂl) B ? <3T>\,#1 + e )

—8(p2 — 1) [y, 2 5 o — f1 5 2(p2 — p1)\2
- e [2 v (TW T )+ (TW T ) ] <0

Dongc, la frontiere libre r) ,, est donnée par

- 1 —d [ 27 dr
TXp2 = 2 = CcoS (§ arccos (7 _70/3> + §>
2(”2 - Nl) 1 1 41
= 2\/7“?\#1 + DV cos (§ arccos ( — Tim - — 3) + ?) (4.9)
\/(T)‘:,Ufl + T)

Maintenant, nous considérons la deuxiéme équation du systéme (4.6) ou la variable inconnue est
Thu1- NoOus obtenons

3(Uoo — 12) T,Z\MQ—R2> Ry, (5—1) 3 )é
_ : : 4.10
M (( o T o o, — R U ) (4.10)
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Nous cherchons la valeur du paramétre A pour laquelle la frontiére libre r) ,, satisfait I'inégalité 0 <
Tapr < TApus- POSONS

I (i L HE Y ESE) PR

et

3(too —p2) —R R <5 -1

= (T—R)2+7+2 ?)7@ re (0,R)

h/(r) - 2¢e

Nous voulons démontrer que l'inégalité 0 < h(r) < r? posséde une solution dans (0, R) sous certaines
conditions sur \. Pour cela, nous allons étudier le comportement de la fonction h suivant les valeurs de
A. Nous savons que la fonction h’ est décroissante dans (0, R). Ainsi, nous distinguons deux cas (voir

la figure .

1. Si A < \q, alors A/(0) < 0 et la fonction h est négative décroissante dans (0, R).
2. Si A > Ay, alors h/(0) > 0 et la fonction h posséde un maximum positif en r* € (0, R).

Lorsque A s A4

Lorsque A >\
T I

40 [~ v —

' '
20 ' ' —
' '

FIGURE 4.2 — Graphique de la fonction A et de la fonction carrée pour A < Aj et A > A;.
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Alors, pour A > A; l'inégalité 0 < h(r) < r? posséde au moins une solution dans (0, R). Ainsi, nous
affirmons qu'il existe A* > max (A, A3) tel que, si A € [A*,+00), les frontiéres libres 7y ,, et ),

données par (4.10) et (4.9) satisfont 0 <7y, <7xu < R.

Finalement, en utilisant la continuité de la solution par rapport & A, nous déduisons que :

e Si A€ (0,\1), le probleme (4.3) a une solution unique u} sans frontiére libre donnée par :
* A 2 2
uy(r) = E(T - R ) + Uoo, T € [0,R]

e Si A € [A, A*[, le probléeme (4.3)) posséde une solution unique uy ,, avec une frontiére libre 7
telle que uy u, (ra) = p2. D’aprés le théoréme la solution wy ,, et la frontiére libre ry sont
données par :

- (=1} +p2 , 0<r<nr,
T\ o + 3 (2 = B + T (e —use = 303~ ) . m<r<R
Et
-} 1 27(e — 1)2(3R? — 3=ty 4
r = mR[l + 2 cos <§ arccos (1 + 2(8 — %)3R2 ) ?)j| (411)

e Si A€ [\, 400, le probléme (4.3) admet une solution unique wy ,, ., avec deux frontiéres libres
Txu €t 7, telles que :

u)\,m,,uz(m,m) = M1

Unpr s (Tapa) = 2
TAnu‘l < T)\,,LLQ < R

La preuve du théoréme [£.1] est terminée. n

Maintenant, soit le couple (u, R) une solution du probléme (4.3)-(4.4) avec R > 0. Alors R sera
une solution de I’équation I(R) = 0, ou I est une fonction continue définie par

I:[0,00) — R
1

R
R — IR) = R?,[A/O (eH(u— 1) + (1 — ) H(u — pg))rdr

R
—/0 (mH (u — p1) + noH (1 — U))T{‘)dr}

Nous rappelons que la tumeur évolue en trois phases ; une phase de croissance normale lorsque u(0) >
2, une phase de croissance ralentie lorsque p; < u(0) < ug, et une troisiéme phase correspondant a
lapparition de la nécrose lorsque u(0) < p.

Comme mentionné dans la section 2.1 nous en déduisons l'existence de deux rayons caractéristiques de
la tumeur, notés R*, R**, tels que R*, R** > 0, et correspondent respectivement aux seuils de transition
entre les différentes phases de 1’évolution tumorale : le rayon R* marque le passage de la phase 1 a la
phase 2, tandis que R** marque celui de la phase 2 & la phase 3.

Ainsi, la tumeur reste en phase 1 tant que u(0) = ug, ce qui correspondant a 1’équation

—A
e R? 4 uy = W
Par conséquent, le rayon critique R* s’écrit :

6(“00 - ,U2)

R* =
A
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En suite, la tumeur entre en phase 2 et y reste dans cette phase tant que u(0) = u1, ce qui implique :

—Xe
6

ol ry est définit par I’équation et dépende contintiment de R, A, €, pu1 et us.Nous pouvons
ainsi garantir I'existence d’un rayon critique R** := R**(\, €, p1, p2, Uso), qui correspond au passage
a la phase 3.

En résumé, si R < R* la tumeur est en phase 1, sans frontiére libre. Si R* < R < R** elle est en phase
2, avec une frontiére libre. Si R > R** la tumeur est en phase 3, correspondant & un probléme avec
deux frontiéres libres.

X+ e =

Nous avons ainsi le résultat suivant :
Théoréme 4.2. Supposons que l’inégalité
Ae> m (4.12)
soit vérifice. Alors, lopérateur I posséde une racine unique R > 0.
La preuve du théoréme repose sur les lemmes suivants.

Lemme 4.1. L’opérateur I est contindment différentiable sur l'intervalle (0, +00).

Preuve. Nous considérons les fonctions £, Fy définies de R‘i* dans R par :

Fi(xy,22,y) = %(ﬁ —73) + % 37?(;7 - %) = p1 2
(4.13)
oo ey) = g3 =)+ (M52 ad = o) (§ - 2) —pe e
ol A> N ee(0,1)et 0< py < p2 < Uso-
Un calcul simple donne :
8F1 17%
it} Y -1
01 (z1,72,y) 6(1‘1 1172)
oF Ae a3
8762(901,962#) = g(—aﬁri—;é)
0OF, 9,1 1
o2 - —\ - _ -
o2y (x1,22,y) 5331(y xg)
0F» A3 —2¢) 3 e}
— = — AMe—1)—=— ——
Dy (71, 72,9) g %2t (e—1) y 313

Ainsi, la matrice jacobienne J de Fy et Fy par rapport & x1 et x9 est donnée par :

Ae(ml—ﬁ) %(—xz—l—%)

2
J(:L'lyx%y):
A(3-2 2 dend
deat(t- L) e ae- 12 - FD

En utilisant le systéeme (4.6)), nous savons que pour A > \* les frontieres libres 7y ,,,, 75 ;, vérifient :

Fi(ra T B) = Fo(ra s Taus, B) =0
Et
0< Tapr < Thpe < R
Ce qui implique
det J(ry > Tapus, ) > 0.
Donc, en appliquant le théoréme des fonctions implicites dans un voisinage de (7 ;") u,, R), nOUS
concluons qu’il existe deux fonctions y — z1(y) et y — 2(y) de classe C! vérifiant le systéme (4.6)).

On en déduit que les frontiéres libres R — 7 ,, (R), 7, (R) sont de classe C!([R**, +00)).
Maintenant, nous avons :
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— Pour R < R*,

— Pour R* < R < R*,

R R
I(R) = ﬁ /\/0 (e + (1 —e)H(u— po))rdr —/0 n1r2dr)
Me=1)r3  A-m

3 R3 3
ol r) est donné dans le théoréme lorsque A € [A1, A*).

— Pour R > R**

R R
10 = (0 [ EHO )+ 0= ) = [ B =)+ o oy — ) %ar)

1 T, 5 R 9 R 9 T, u1 9
= R3(/ Aer dr—l—/ Ar dr—/ mr dr—/ Nar d’r)
0

X1 X, pg "X, m1
R3

Ainsi, puisque les frontiéres R — 75, 7 4, T)u, sont de classe C I nous assurons que l'opérateur I est
continfiment différentiable dans (0, +00).
La preuve du lemme [£.1] est compléte. n

Lemme 4.2. Supposons que soit satisfaite, alors la fonction I est décroissante et vérifie

A—m

(4.14)

Preuve. Posons s = g, nous avons

1
I(R) = )\/0 (eH(u(Rs) — p1) + (1 — e)H (u(Rs) — ,ug))52d5

1
- /0 (mH (u(Rs) — 1) + n2H (1 — u(Rs)))s>ds

1
= / g(u(Rs))s%ds
0
avec
gu) = Ae—m)H@uw—p1)+ N1 —¢e)H(u— p2) —neH(pu1 —u)
-2 , u < M1
= Ae—m pr < u < po
A— m , u > H2-

Nous remarquons que la fonction U(r, R) := u(r) vérifie :

AU = XNeHU — )+ (1 —e)H(U — p2)) 0<r<R
{ U.(0,R) =0 , U(R,R) = tn
ou 23U)

Al = i?g( or

Ainsi, Ugr := Satlsfalt le probléme suivant :

{ AU = 9(HU-m)+(1—e)HU —p)) 0<r<R
Ur(0,R)=0 , Ugr(R,R)=0
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Nous rappelons que la fonction R — A(R) est décroissante, alors par le principe du maximum nous
obtenons que la fonction R — U(r, R) est décroissante.

Maintenant, en utilisant la condition nous avons assurer que la fonction g est croissante. Cela
implique que la fonction I est décroissante dans (0,400) et vérifie I'inégalité . Ceci termine la
preuve du lemme. [

Preuve du Théoréme[[.3. Pour R < R*, puisque 71 < A £ nous avons
3

D’aprés lemme |3.1] nous savons qu’il existe R > R* tel que

Ae — 1 A—
L(Rs) = (53 )r§+ 3"11%3:0.

ou 7 est donné dans le théoréme [£.1] Donc,

>0

I(R)

(A= nl)Rg =—-Ae— 1)7‘?\ (4.15)

Nous distinguons deux cas
e Si R; € (0, R*™), alors I(Rs) = L(Rs)/Rs = 0.

e Si Rs € [R**,+00), alors nous avons

1 /AMe—1) 4 m—Ae—1n2 4 A—M 3
18 = g (S5 + T + )

En utilisant I'équation (4.15)) et la condition (4.12]), nous obtenons

1 /Ae—1) m — Ae —1n
IR = 45 (F g (R — D)+ 5 B,,) <0

Par la continuité de la fonction I, nous déduisons qu’il existe R > 0 tel que
I(R)=0

De plus, I'unicité de la racine R découle de la monotonie de I (voir lemme |4.2)). La preuve du théoréme
[42] est compléte. n

2.2 Solution transitoire

Dans cette section, nous démontrons 'existence des solutions globales du probléme (4.2)) ainsi que
leurs comportement asymptotique. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.3. Soit Ry > 0 et 0 < € < 1. Supposons que la condition soit satisfaite, alors le
probléme posséde une solution globale unique (u(r,t), R(t)) pour t > 0.
De plus,

tilféo R(t) = R, t_liinoou(r, £) = Ux g

avec (Ux g 0 R) la solution stationnaire de probléme —.

Preuve du Théoréme . Soit R(t) > 0. En utilisant la section , nous savons que le probléme
admet une solution unique wu(r, R(t)) sans frontiére libre pour A < A1, avec une frontiére libre
ro(t) := rA(R(t)) pour Ay < A < X, et avec deux frontieres libres r(t) := 7y ., (R(t)) et ra(t) :=
Taue (R(t)) pour A > A*.

Ainsi, nous déterminons R(t) par résoudre le probléme suivant

{R’(t) = R@I(R(1), t>0 (4.16)

R(0) = Ry
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D’aprés les lemmes et le probléme (4.16)) posséde une solution unique R(¢) qui satisfait :

) A—m

Roe(T)t < R(t) < Roe(T)t ,  t>0.

Nous rappelons que la fonction I est décroissante et posséde une racine unique R > 0 telle que I(R) = 0.
Alors, en appliquant le lemme [3.2] nous concluons que :

lim R(t) = R.
t—+o00
Par la suite, tlg—noo u(r,t) = uxu, uo- Ce qui termine la démonstration du théoréme . [

2.3 Probléme a frontiéres libres perturbé

Dans cette partie, nous nous intéressons a 1’étude du probléme perturbé (4.1]). Nous considérons le
cas stationnaire, puis nous généralisons les résultats au cas non-stationnaire, c.a.d. nous fixons t =T
et nous cherchons a résoudre le probléme suivant :

Au = )\<€H(u — )+ (L—e)H(u— NQ)) dans (2 (4.17)
o= T sur 0fg

avec Qg = B(0, R+ () C R3, ot B € C?(S,R), et U proche de Us.

Nous construisons des solutions du probléme perturbé & partir des solutions du probléme réduit
. Nous rappelons que, dans le théoréme nous avons montré que le probléme (4.3) admet une
solution unique avec une frontiére libre lorsque A € [\, A*) et deux frontiéres libres lorsque A > \*.
Ainsi, le premier cas sera similaire a celui de la section 2.3] du chapitre 3| Pour cela, nous considérons
uniquement le deuxiéme cas. Nous notons par r1, 79 les frontiéres libres mentionnées dans le théoréme
et nous cherchons les frontiéres libres du probléme sous la forme ;(6) = r; + b;(0), avec
0 € S et b; représente la perturbation causée par § pour i = 1, 2.

2.3.1 Probléme équivalent

Soit les fonctions 11,12 € Sg ot S est 'ensemble des surfaces admissible dans €2g, nous considérons
les ensembles

wy, ={(r,0) € Qg, r<i(0)}, i=1,2

Dans la proposition suivante, nous formulons des équations non linéaires pour 11, ¥9 et prouvons qu’en
les résolvant, nous pouvons résoudre le probléme (4.17])

Proposition 4.1. Soit € € (0, 1), le probleme suivant

Au = )\(6 XQp\wy, +(1—¢) XQB\L%Q) dans QB (4.18)
U o= Tey sur 0

posséde une solution unique uy g € Cl’o‘(ng) avec =1 — %, oup > 3.
De plus, siUso > 2 > p1 et 87l existe 1, 1o € Sp telles que

uxg(i(0),0) = pi pour i =1,2 (4.19)
alors uy g est une solution du probleme .

Preuve de Proposition [{.1].
Nous remarquons que xo,\u,, € LP(Qg), pour p > 1 et i = 1,2. Selon [49], nous savons que le probléme

(4.18]) possede une solution unique uy g dans WQ’p(Qg). De plus, pour p > 3
3

W2P(Qg) s C(Q5,R), a=1-".
p
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Maintenant, nous supposons qu’il existe deux fonctions 11, 19 vérifiant (4.19)), alors uy g devient une
solution des problémes suivants dans les différentes régions wiy, , wy, \ Wy, €t wy, \ wy, .
Dans la région wy,, nous avons :

{Auw = 0, wy
urg = p1, Owy,

Selon le principe du maximum, pour tout = € wy,, on a

inf  uxp(y) <urg(x) < sup wurg(y)
YEwy, YEQwy,

Ainsi,
uxg = p1, dans wy,

Dans la régions wy, \ wy, , nous avons

Au/\ﬁ = s, %\%1
urxg = p1, Owy,
urg = p2, Owy,

En utilisant 'hypothése py < pa, et par le principe du maximum, nous obtenons :
p1 <uxg < p2, dans wy, \ Wy,
De maniére similaire, dans la région Qg \ wy,, et puisque po2 < Us, nous obtenons que uy g satisfait
Auyg = A Qp\wy,

ux,g H2, wag
Uxg = Uco, 895

Et I'inégalité
po < upg < TUso, dans Qg \ wy,.

Nous concluons que u) g est une solution du probléme suivant :
Auyg = A(sH(uA”g — )+ (1 —e)H(urg — ug)) dans Qg
Urg = oo sur 0fg

Cela termine la preuve du proposition (4.1 [

Maintenant, nous démontrons 'existence des fonctions 1, et 19 qui vérifient I'équation (4.19). En
appliquant le méme raisonnement que dans le chapitre précédent, nous savons que la variation du
domaine €23 nous conduit a utiliser la transformation Tz, qui transforme le domaine 25 en le domaine

Qp (voir la section ). Ainsi, pour conclure sur I'existence des solutions du probléme (4.17)), nous
devons montrer 'existence des fonctions f1, fo € Sy telles que

ux(fi(0),0) = pui- (4.20)

pour ¢ = 1,2, avec u) satisfaisant le probléme suivant :

2
{ (1 + %) Auy +dguy = )\<€ XQo\wy, T (I1—¢) XQO\wa) dans g (4.21)

Uy = TUso sur 0€)

ou l'opérateur dg est donné par (3.22). C’est I'objet de la partie suivante.
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2.3.2 Reésolution des équations intégrales

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution de I’équation intégrale (4.20) pour ¢ = 1,2. Tout
d’abord, nous commengons par démontrer I’existence de la fonction fs. On pose par e la restriction
de la solution %y dans I'espace g \ wy,, qui satisfait le probléme suivant :

2
(1 + %) AUy + gty = A(s +(1—¢) XQO\%> dans €9
Uy = Teo sur 0

La représentation intégrale de la solution wy dans les coordonnées sphériques est donnée par :

E2(T7 0) = ﬂoo / P(T; 07 9’)d9’ —|— (6 + (1 - E)XQO\wa (7"/’ 0’))G(7", 0’ ,r./’ 0/)d7,/d01
S

: /
2
(1+5) S
1
- — Spuz(r', 0" G(r,0,r',0")dr'do’
R

ol P est le noyau de Poisson et G est la fonction de Green dans ().
Nous cherchons & démontrer I'existence d’une fonction fo € Sy telle que :

uz(f2(0),0) = pe, pour 0 € S. (4.22)

Pour cela, on introduit 'opérateur Jo de R x Sy x RT x D dans C(S,R) par

Jo(Uoo, f2, 2, B)(0) = ua(f2(0),0) — p2

avec D un voisinage de 0 dans C?(9).

Selon la section pour € € (0,1) et A > X\* ou \* > max(A1, A3), on peut montrer en utilisant le
théoréme des fonctions implicites qu'’il existe un voisinage Va de (teo, 12, 0) dans RT x RT x C?(S9) et
une application unique Fj : V5 — C(S) continiment différentiable, telle que :

F (oo, pi2,0) = 13

et
JQ(EOCMFQ(EOO7H25B)5M2)/B)(9) = 07 v (awvlLZaB) € ‘/2 et VoelS.

Ainsi, par construction et en raison de 'unicité des solutions, au voisinage de V5 nous avons :

U (F2 (Too, 12, 8)(0),0) = po.

Maintenant, nous montrons ’existence d’une fonction continue f; qui satisfait (4.20]). De maniére
similaire, nous considérons une partie de la solution 7%y dans wy,, notée uy. Nous avons le probleme
suivant :

2
(1 + %) Auy + g = Ae XQ0\wy, dans Qg
Ul = TUso sur 0

Nous passons aux coordonnées sphériques et nous définissons l'opérateur .J; de R* x Sp x RT x D dans
C(S,R) par :

J1 (oo, f1, 11, 8)(0) = u1(f1(0),0) —

R
= uOO/P(fl(G)’eve/)dQ/_{_)\eQ// G(f1(0),0,7,6")r"dr' do’
s 1+% S Jf1(07)

s )G 0),0,0, )i e — 1, VO €S

2
(e ay
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Lemme 4.3. L’opérateur Ji est continiment différentiable par rapport & la deuxiéme variable au
voisinage (Uso, 71, t1,0). De plus, DoJy est donné par

Do (e, 1,1, 8)00) = DL(H(0), 0)(0) — / G(11(0),0, 11(0),0) [11(0)]0(0') 8!
<1+
TL(F10),0)0(0) = T / o (1(0).0,0)0(0) a0
+ / / ’ %G ), 0,7",6")p(0)r"dr' d6’
1(07) T
__4;L7 5@Wﬁb§@@€fﬂﬂ@ww

2
ERRs
et p(0) est une petite perturbation de f1(0).

La démonstration de lemme est similaire & celle du lemme [3.5]

Lemme 4.4. Poure € (0,1) et A > X*, l'opérateur Dy Jy est inversible au voisinage de (uoo, 71, ft1,0).

Preuve. L'opérateur DsyJ; peut s’écrit sous la forme :

Ougp

Doy (uses 1, 11, 0)p(6) = (F2(m) = Ae 1 K1) o(6)

avec ug la solution radiale du probléme suivant :

Aty = e XQ0\wr, dans Q¢ = B(0, R) (4.23)
U = Tso sur 09y = 9B(0, R) '
et K1 un opérateur compact défini de C'(S) dans C(S) par :
Kipl0) = [ Glra.0,1,0)0(6")d8 (4.24)
S

Ainsi, le probléme (4.23]) peut s’écrire dans les différentes régions (0,71) et (r1, R) par :

1 0, ,0u

72(%< 8r) =0 0<r<mn

10, ,0u

T—Qar( (%) = X 71 <r<R
u(R) = uco

En ajoutant les conditions suivantes :

ou ou, . Ou, _
87" (0) 07 a(rl ) - 87" (Tl )

Cela implique que g est de la forme :

H(T)_ M1, 0<7“ST'1
0\ = %(rz—RQ)—F%r:f(%—%)—l—uoo, m<r<R
Alors,
Oug
— =0
or (r1)
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De plus, nous savons que les valeurs propres de 'opérateur compact K; sont données par :

1 1 1\ 20+1
== ((= 71) tout
o} o 2l—|—1((R> pour tout [ € N

Par conséquent, nous obtenons
DyJi(uoo, 1, 11, 0)1(0) = —Ae 1{ o1 ¢1(60) > 0, VI €N

ou ¢; représente la fonction propre associé a la valeur propre o; pour tout [ € N.
On en déduit que 'opérateur DoJ (uso, 71, pi1,0) est inversible. La preuve du lemme est terminée.
(]

Finalement, en utilisant les lemmes [£.3] et [£.4] et par le théoréme des fonctions implicites, nous
déduisons 'existence d’une fonction F) au voisinage de (uoo, f11,0) qui dépend de oo, 11 et 3 telle que

Fl(uoo,,ul,()) =T

et
Jl(ﬂmvFl(ﬂooauhﬁ)hula/@)(e):07 vges

Par la suite, nous obtenons
Ux(F1(Too, i1, B)(0),0) = p.

Ainsi, nous avons montré qu’il existe deux fonctions f1, fo € Sy telles que :
ﬂ/\(fl(e)79) =i, 1=1,2
Ce qui implique I'existence de 91 et 12 dans Sg qui vérifient :
Ts(4i(0),0) = (fi(0),0), i=1,2

et
uxp(¥i(0),0) = i, i=1,2

ou Ty est la transformation définie dans la section m et uy g est la solution du probléme (4.18]).
Par conséquent, selon la proposition nous avons prouvé que uy g est une solution du probléeme
perturbé (4.17)) avec les deux frontiéres libres 1)1 et 1y lorsque A > \*.
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— Chapitre 5
Sur un probléme elliptique a n
frontiéres libres

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’existence de solutions ainsi qu’a la régularité des fron-
tiéres libres du probléme suivant :

(5.1)

Au = Af(u) dans €
U = TUso sur Of)

oil © est un domaine régulier borné dans RY (N > 2), X et T, sont des constantes positives, et f est
une fonction non linéaire discontinue par rapport & u définie par :

flu) =Y e H(u— )
=1

avec g;, p; > 0 pour tout ¢ = 1,2, ..., n, satisfaisant la condition :

H1 < po < oo < Uy < Uso-

Notons que ce probléme ne modélise pas directement la croissance tumorale, mais constitue une gé-
néralisation des résultats d’existence et de régularité de la frontiére libre dans le cas d’'un probléme
a n phases. Il présente néanmoins un grand intérét d’un point de vue mathématique, notamment en
prolongement des cas & deux et trois phases que nous avons déja étudiés dans un contexte de croissance
tumorale, respectivement dans les chapitres [3] et

Ainsi, le probléme peut étre formulé de la maniére suivante :

(Au = 0 dans {z € Q, w(x) <1}
Au = de dans {z € Q, m <wu(z) < p2}

Au = A Zaj dans {z € Q, p; <wu(z) < pit1}
j=1

n—1
Au = A Zaj dans {z € Q, pp—1 <u(z) < pn}
j=1

Au = A Zaj dans {z € Q, wu(zr) > un}
j=1

U = U sur 0N
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Nous supposons que la solution u atteint son maximum sur 92, oll u = Uy, et qu’elle décroit en
direction de l'intérieur du domaine Q. Cette propriété suggére 'existence de sous-domaines {€; }1<i<n
définis par :

Q, CQp1C...C C
ou

Q={xeQ, ulz)>p}.

Dans chaque région €2; \ ©;4+1, 'équation se réduit a :

Au =\ i:z-:j.
j=1

Pour s > 0, posons :

Iy:={z e, ulx)=s}

Remarquons que sur chaque interface I',;, la solution u doit satisfaire la condition de transmission :
le gradient Vu doit étre continu & travers chaque I'y,;. Ainsi, une solution du probléme est une
fonction de classe C1*(2), avec o € (0, 1), qui satisfait et telle que les frontiéres libres I',;, pour
1=1,2,...,n, sont des hypersurfaces analytiques.

Dans ce travail, nous utilisons une technique d’approximation pour résoudre le probléme (5.1)). Nous
désignons par uy, la solution du probléme approximé (5.3) et montrons que cette solution converge
vers uy, la solution du notre probléme (j5.1)), lorsque n = (91,72, ...,n,) — 0 dans Pespace approprié.

Auryg = A Hy(ury) dans )
7 u | (5.3)
Urp = Uso sur 99
ou H, est une approximation réguliére de la fonction de Héaviside H, donnée par
0, t<m
61(%) , o S<t<pr+m
€1, prtm St < p
51"”52(%) ;o2 << po 4
e1tex , p2tneSt<us
i—1 " i
— Wi
H,(t) = ZEJJFEZ‘(T) oo <t < g4 5.4
j=1

i
Doei s i << i
=1

n—1 t_lln
=1 n

n
Zgj R U
j=1

avec 7 = (n1, M2, ..., Nn) qui satisfait

0<771 < i1 — M, pouri:1727"7n
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2 Existence de la solution

Considérons le probléme suivant :

Au = /\Z:EZ (u — 1) dans 2

(5.5)
u = uoo sur Of2
Le premier résultat de ce travail est énoncé dans la proposition suivante :
Proposition 5.1. Le probleme
Au = X Hy(u) dans
{ U = T sur 0 (5.6)

ou H, est donné par , possede une solution uy , € C1(Q) avec a € (0,1). De plus, on a

lim [[uy; — url[cre(xy =0, pour tout compact K C
n—0 ’
ot uy € CH(Q) est une solution du probleme .

Preuve de Proposition . Nous avons que H, est une fonction continue et uniformément bornée

sur R;
n
|| Hplloo < ZEJ'
j=1

D’aprés [49], le probléme (5.6 admet une solution uy , € W2P(Q) << C1(Q) ottp > N et a € (0,1).
Nous voulons montrer que

[[uxy — uxllctox)y — 0, quand n — 0 (i.e. quand 7; — 0, i=1,.,n) (5.7)

ot K est un compact dans €2 et uy est une solution du probléme (5.5)).
Remarquons que la suite (uy ), est uniformément bornée dans C1*(K) :

l[urpllotexy < C < +oo, VneN"

Ainsi, par le théoréme d’Arzela-Ascoli on peut extraire une sous-suite, notée (uy,), qui converge
uniformément vers une fonction v € C1*(Q).

Dongc, si nous montrons que (uy,), converge vers uy, la solution du probléme , dans W12(Q),
alors par unicité de la limite, nous concluons que uy = v et que uy € C1(Q).

Pour cela, en multipliant ’équation du probléme (5.5)) et celle du probléme par (uy, —uy) et en
I'intégrant par rapport & x dans €2, on obtient :

/Q(Au,\ﬂ7 — Auy)(ury —uy) do = / <H77 Ury) — 252 (uy — i )(UA,n —uy) dzx

Q
)\/Q (H77 Z‘E" (ux — ;) )(u,\m—ux) dx
JRCIOWE Hnm)) (g — ) d

d’ou

. — 2 — — .
/Q|Vu>\7n Vuyl® dzx A/Q( ZSZ (uy — ;) )(u,\777 uy) dx
+ A/Q (Hn(U,\,n) - Hn(U,\)) (ury —uy) dx
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Par ailleurs, nous savons que H, est une fonction croissante, ce qui implique que :

(Hn(uA,n) - Hn(UA)) (uay —ur) = 0.

Ainsi,
/ Vuy, — Vuy[*dz < )\/ (ZEZ (ux — i) Hn(uA)) (uny — uy)dx
Q
ou
0 ’ U(]T) < H1
er1(1— u(x,%l_’“) ;1 <u(z) < pr+m
0, m+m<u(@)<ps
e2(1 u(x,)];m) v p2 < ulw) < pg 42

Z ei H(u(z) — pi) — Hy(u(r)) = : (5.8)
= s pie1 i1 < ulz) <
gi(1— Moy <ua) <

gn(l_m) ’ MnSU($)<Mn+77n

Mn
0, u(x) > fin + 1
Par conséquent,
/ ‘VU)\W - VU)\‘Q dx < A / Ei(l - A MZ)(U,)\J7 - U,)\) dx
Q i1 -Jan{u Sua(e) < pi+ it i

< A / gi(uny —uy) dm}

Z N{0 <wux(z) — pi < i}
< C QUL {0 < up(z) — pi < i}

avec C' = C(\, €, ;) une constante positive, et |.| désignant la mesure de Lebesgue.
On en déduit que Vuy, — Vuy dans L?(Q) lorsque n — 0 c.a.d lorsque 7; — 0 pour i = 1,...,n
Alors, puisque uy , — uy = 0 sur 9€2, nous avons

luxy — uxllwr2@) — 0, quand n —0

Ainsi, nous obtenons
lury — uxllcro(xy =0, quand 7 — 0

Ce qui termine la preuve de la proposition n

3 Caractérisation des frontiéres libres

Dans cette section, nous analysons la structure des frontiéres libres dans le cas ou 2 = B(0, R).
La symétrie radiale du domaine permet une caractérisation explicite des solutions ainsi que de leurs
frontiéres libres I';,. Nous étudierons ensuite le comportement de ces frontiéres libres sous une petite
perturbation 8 € C%(S) du domaine, c’est-a-dire lorsque Q = B(0, R+ 3(f)), en examinant la persis-
tance et la régularité des interfaces I';; dans des géométries plus générales.
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Supposons que §2 = B(0, R), et considérons une solution radiale v = u(r). Le probléme (5.5 se réduit
alors au probléme suivant :

LR < AT 0<r<
=1
u(R) = U, u'(0)=0

Les frontiéres libres associées sont données par :
Iy, ={(r,0) € (0,R) x S, u(r;) =p}, pouri=1,...,n

ou S est la sphére unité.
Puisque u atteint son minimum en r = 0, le nombre de frontiéres libres dépend de la position de u(0)
par rapport aux seuils p;. Par exemple :

e Siu(0) > pp, il n’existe aucune frontiére libre.

® Si fip—1 < u(0) < pip, une seule frontiére libre I',, se forme.

o Sifin—2 < u(0) < pp—1, deux frontiéres libres '), | et I';,, se forment.

e Siwu(0) < pi, toutes les frontiéres libres 'y, I'y, ,..., 'y, apparaissent.

Rappelons que les rayons r; sont déterminés par I'équation u(r;) = pu;, ainsi que par la condition de
transmission :

o (rf) =/ (r])

ot /(r) et u/(r;") représentent respectivement les dérivées a droite et & gauche en r;.
Ces conditions impliquent I'existence d’un paramétre A* > 0 tel que, pour tout A > A*, les frontiéres
libres I, sont des spheéres de rayon 7;.

Maintenant, supposons que = B(0, R + 5(0)) ot 3 € C?(S) et Ty proche us. Soit les fonctions
Y1,...,n € Sg, ot Sg est 'ensemble des surfaces admissible dans €.
On considére les ensembles :

Qy, ={(r,0) €Q, r<y(0)}, i=1,....,n
On note aussi xg\q,, la fonction caractéristique de € \ €y,. Nous avons le résultat suivant :
Proposition 5.2. Soit ¢; € (0,1) et A > \*. Le probléme
n
Au = )\Zsi X\Qy, dans

i=1
U = TUso sur Of)

(5.10)

possede une solution unique ug € CH*(Q) avec v =1 — %, etp> N.
De plus, si p1 < pg < -+ < pip < Uso et 87l existe des fonctions ; € Qy, telles que,

Alors ug est une solution du probléme .

La preuve de cette proposition est similaire a celles des propositions [3.1] et [£.1]
Au vu des chapitres précédents, les fonctions 1;, qui représentent nos frontiéres libres, prennent la
forme suivante :
ri+0(0), i=1,...,n

ou b; représente la perturbation causée par 3.
Notre approche construit une solution dans laquelle les frontiéres libres {I',,, }1<i<n émergent successi-
vement, sous l'effet de la croissance de u. Ce qui implique

{u<m}od{u<pe}D...D{u<py}
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ou chaque frontiere libre I';,; n’existe qu'une fois que u dépasse la valeur critique p;.
Pour cela, nous supposons que pj+1 — p; > 0 > 0 et nous définissons les fonctions v; = u — u; pour
Jj=1,...,n. Alors, chaque v; satisfait le probléme suivant :

J
A’Uj = )\Zél H(Ul) dans 2 (5 11)
i=1 '

Vi = U — M sur Of)

et nous désignons par v, la frontiére libre associée, définie par

Yuj = {z€Q, vj(x)=0}

Nous obtenons alors le résultat de régularité suivante :

Proposition 5.3. Sous les hypothéses €; € (0,1), A > X\* et p1 < pg < ... < i < Uso, les frontiéres
libres ,,; sont des hypersurfaces analytiques de classe Ch avec a € (0,1).

Preuve de Proposition . Nous construisons les frontieres libres v, de maniére itérative et
établissons leur régularité.
Tout d’abord, pour j = 1, la fonction v; est une solution du probléme suivant :

{ Avy = Xep H(vp) dans Q (5.12)

V1 = Ueo — 1 sur 0f2

D’apres [10] et en utilisant le théoréme des fonctions implicites, on en déduit que v, est une hyper-
surface de classe C1® et de la forme :

Y1 = {7“1 + 61(9), 0 c S}

ol by € CH* est la perturbation causée par 3.

Ainsi, en appliquant la transformation de I'Hodograph, on obtient 'analyticité de la frontiére libre vy, .
Cette méthode a été utilisé dans [10] en dimension N > 2. En effet, cette approche de régularité est
similaire & celle étudiée pour le probléme , défini dans la section en dimension N = 3. Pour
une description compléte de cette méthode, nous renvoyons le lecteur a [64] .

Ainsi, pour j = 2, ’équation de vs est donnée par :
Avg(x) = XegH (v2(x)) + Xe1, =€ Q (5.13)

Puisque v; est déja résolu (la frontiére libre v, existe), nous analysons maintenant va pour le probléme
suivant :

{ Avy = Aeg H(ve)+Aep dans Q (5.14)

Vo = o — M2 sur OS2

Donc, de maniére analogue, la régularité de frontiére libre :
Tuo = {2 €Q, v2(2) =0} = {ra+b2(0), 08}, oubyeChe

s’obtient en appliquant le théoréme des fonctions implicites, ainsi que la transformation de I’Hodo-
graphe introduite par Kinderlehrer, Nirenberg et Spruck en dimension N > 2.

Finalement, pour j > 3 supposons que le méme résultat soit valable pour tout ¢ < j, ot les fron-
tieres libres 7, sont des hypersurfaces de classe C1 de la forme :

Y = {ri +b:(0), 0 € S}, oub € CH
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Pour la solution v;, nous avons le probléme suivant :

7j—1
Av; = Xgj H(vj)+>\z;€i dans (5.15)
1=
Vi = Uso — U sur Of)

ol v1, V2,...,vj—1 sont les solution du probléme (5.11) pour i = 1,2, ..., j — 1 respectivement.
Ainsi, la construction itérative se déroule pour j = 1,...,n, ol n représente le nombre total de nos
frontieres libres v,,, = {r; +b;(0), 6 € S} pour j = 1,...,n (ou équivalemment I', ;) qui sont des
hypersurfaces analytiques de classe C1@.
La démonstration de la proposition est compléte. [
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons développé deux modéles de type frontiére libre pour décrire la crois-
sance des sphéroides tumoraux. Le premier modéle, présenté au chapitre [3| suppose que la tumeur
évolue en deux phases : une phase initiale de croissance exponentielle, marquée par une prolifération
cellulaire active, suivie d’une phase de ralentissement due a la diminution progressive des nutriments.
Le second modéle, abordé au chapitre |4, introduit une troisiéme phase caractérisée par ’apparition
d’une région nécrotique.

Notre étude s’est d’abord concentrée sur I'existence de solutions stationnaires du probléme dans le
cas ol la tumeur occupe une région sphérique de rayon R. En réduisant le probléme de frontiére libre
a une équation différentielle ordinaire avec conditions initiales, nous avons démontré ’existence de
solutions globales et analysé leur comportement asymptotique. Par la suite, une approche perturbative
nous a permis de caractériser les frontiéres libres lorsque la région tumorale est une sphére légérement
perturbée.

Dans la continuité de ces travaux, nous avons généralisé les résultats d’existence et de régularité des
frontiéres libres pour le probléme dans un cadre plus général, en tenant compte d’une non-linéarité
f discontinue en n points et d’'un domaine €2 de dimension N > 2. D’autres prolongements peuvent étre
envisagés, notamment I’étude du probléme avec des conditions de Neumann, des conditions mixtes
ou encore des conditions dépendant de maniére non triviale de la concentration en oxygéne w. Il serait
également pertinent d’aborder ce probléme sous I'angle des équations paraboliques. Ces perspectives
ouvrent de nombreuses pistes de recherche, parmi lesquelles :

1. Les diagrammes de bifurcation obtenus pourraient jouer un role clé dans ’analyse de la stabilité
des solutions des problémes et . Rappelons que le théoréme de Crandall-Rabinowitz
[30], utilisé classiquement dans ce type d’analyse, ne s’applique pas dans notre cadre.

2. Dans le probléme principal du chapitre [3] un phénoméne de bifurcation apparait lorsque
A = Ag. Il serait intéressant d’étudier le comportement des solutions aprés perturbation dans
ce cas. Nous avons seulement montré 'existence d’une fonction continue b telle que la frontiére
libre s’exprime sous la forme ), + b ou

2e — 3
3(e—1)

o =

I1 est probable que les méthodes développées par L. Caffarelli puissent étre utilisées pour établir
la régularité optimale de cette frontiére libre.
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Annexe

Dans cette partie, nous montrons la compacité de 'opérateur K défini sur C(S) dans C(S) par

Kp(0) = [ Glr0.0.70,0)0(0)d0'
S
Nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 5.1. [12]. Soit © un vecteur unitaire de la sphére unité 0B(0,1) en dimension 3. Alors, il
existe un systéme orthonormal {y1,7v2,73} tel que les points de OB(0,1) seront représentés par

n=cos¢ x+sing 1, pour ¢ € [0,7]

avec (x,m) = cos ¢, ot (.,.) est le produit scalaire entre x et n, et 7 est le vecteur unitaire dans l’espace
engendré par i, va.

Preuve. Soit x1 = z, il existe deux vecteurs xo, x3 tels que I’ensemble
S = {x1, 72,23}

forme une base de l'espace euclidien R3. En appliquant le processus d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt, nous obtenons les vecteurs suivants

Yy3s = 1 =2
Y2 = T2 —C171
Yypr = I3 — C2X2 — (121

ol ¢1, ¢ et ¢ sont choisis de maniére a orthogonaliser {y1,y2,ys}. En divisant chaque vecteur y; par

sa norme |y;|, nous obtenons une base orthonormée {1, 72,73}, ot v; = l%ll pour i = 1,2, 3.
1

Puisque v3 = x, alors les points 1 de 9B(0, 1) peuvent représentés sous la forme
n=cos¢ x+singn

avec ¢ € [0, 7], et 77 étant le vecteur unitaire dans ’espace engendré par 7;, vo.
Cela termine la preuve du lemme. [

Lemme 5.2. [12]. Soit x € 0B(0,1), alors

/ ! ds(y) = 2meas(0B2(0,1))
dB(0,1) lz —yl

ot meas(.) est la mesure de Lebesque, et 0B2(0,1) est la sphére unité en dimension 2.
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Preuve. Soit x, y € 0B(0,1), d’apres le résultat du lemme précédent, on a
y=cos¢ x+sing 1, pour ¢ € [0,7]

ot ¢ € [0, 7], et 77 est le vecteur unitaire dans I’espace engendré par 71, 7o.
Ce qui implique

|z —y| = VI]z]> + |y]> — 2(z,y) = /2 — 2cos ¢

Ainsi,

1
d = _— d
/8B(0,1) [z —y s(0) / /332 0,1) 2*2COS¢ sing ds(y) d¢

T sing
= — 0B5(0,1 —_—
ﬂ meas( 2( ))/0 1 —cos¢
Posons t = cos ¢, avec t € [—1,1]. Alors
/ L ist) ! (9B5(0,1)) /1 WU _ omeas(9Bs(0,1))
s(ly) = —= meas(9By(0, = 2meas(0B3(0,
2B(0,1) [T — Y| V2 1vV1I-—1t
la preuve du lemme est compléte. [

Maintenant, en utilisant les coordonnées cartésiennes, 'opérateur K s’écrit :
Ko@) = [ Gla)p)dsty
0B(0,r0)
Soit M l’ensemble des fonctions mesurables et bornées. Donc, il existe une constante ¢; > 0 telle que

|@| < ¢1 pour tout ¢ € M.
Nous voulons montrer que K (M) est borné et équicontinu. Nous avons

Ko@) < /0 Gz, y)|ds(y)
2

/Om (€t — o] + |co (2 |R|2 v —))|)dstw)
R?

T~ yD est une fonction réguliére sur 0B(0, o) et bornée. Ainsi,

Kp(@)| < e /
0B(0,rg)

Pour estimer la premiére intégrale, nous avons

1 1 70 1
ds / ds(y) = — ds(z
/BB(O,ro) W)=z 0B(0,r0) |7 — Yl W= aB(0,1) |20 — 2| (2)

ol T = 120 et y = roz. D’apreés le lemme [5.2] on en déduit que l'intégrale est bornée.
Maintenant, nous montrons que K (M) est équicontinu. On a

IN

|z|

Nous rappelons que Go(

Golle = y)|ds(y) + ez

Go(lz —yl)

Kpta) ~ Ko@)l = | [ (Gla1,y) = Glea )2 0)ds(v)

< /
0B(0,ro)

Soit Be(x1), Be(z2) deux boules centrées respectivement en x; et xg2, de rayons ¢ > 0 suffisamment
petits, telles que

Glw1,y) = Glas,y)|ds(y)

B.(z1) N Be(x) =10
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et soit 6 > 0, telle que |21 — z2| < 4. Alors

/63 (0,r0)

Gla1,y) = Gloa, )| dsly) = G(a1,y) = Glaa,y)|ds(y)

/83(0,7‘0)0(35(1‘1)UB5($2))
/ G, y) ~ Gl )| ds(y)
0B(0,r0)\(B: (z1)UBe (22))

= L+
L’intégrale I est bornée puisque la fonction de Green est uniformément continue sur

aB(O,To) \ (Ba(.’L'l) U BE(.TQ)).

Pour l'intégrale I, nous avons

h= / ’GO 21 — y|) — Go(lzz — y|) + ¢ (21, 32,y ’ds
BB(O TO)m(Bs(ﬂ?l)UBg a?g

ou 1 est la partie analytique de la fonction de Green, qui est donnée par

o) =Go 2 [ = ) (3] | )

Il nous reste a estimer le terme

I = / ’Go(\$1 —y|) — Go(lz2 — y|)|ds(y)
0B(0,rg)N(Be(x1)UBc(x2))
1 1 1
_ - ds(y)
4r 6B(O,T0)m(Bs(Il)UBs(x2)) |.’E1 o y| |.’E2 a y|
1 ‘|x27y|f|$1*y|’d8
AT JoB(0,r0)N (B (21)UB.(22)) | 121 — Yllz2 — ¥
o i R

AT JoB(0.r0) (Bo(21)UB. (z)) 171 — Yllz2 — Y]

1 1
ds(y) + ca2lx1 — 2

ds(y)

< colry — x|
OB(0,r0)NBe(x2) |1 — Yllz2 — Y|

1
T—ds(y)
OB(0,r0)" B (z2) 172 — Y|

OB(0,r0)NBe(21) |1 — Yllz2 — Y|

< ezl — a2 ds(y) + ca|lx1 — 2|

9B(0,r0)NB.(z1) |71 — Y

D’autre coté, on a

1 1
ds(y) = /  XOB(Oro)B. (e
/BB(O7TO)OBE(IZ') |$z - y| ( ) 2B(0,r0) |-Tz | B(0,r0)NBe (:) ( )

1 1
< / ds(y) = 7“0/ ds(z) < const.
8B(0,r0) |Ti — | aB(0,1) |71 — 2

ou x; =1rgz; pour ¢ = 1,2, et y = rpz.
Finalement, nous avons

|Kp(w1) — K@(wa)| < Clog — 22

D’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, nous concluons que K¢ est un opérateur compact.
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Résumé

Dans cette thése, nous étudions une classe de problémes a frontiére libre modélisant la croissance tu-
morale. Le probléme est exprimé sous la forme d’une équation elliptique impliquant des non-linéarités
discontinues dans un domaine spécifié, avec une frontiére externe libre. Sous différentes hypothéses
concernant la non-linéarité, nous obtenons divers résultats d’existence et de multiplicité des solutions.
Nous fournissons également une analyse qualitative des frontiéres libres générées par ce terme non-
linéaire (frontiéres internes) et étudions la dynamique de la frontiére de la région extérieure.

Pour ce faire, nous utilisons des méthodes non variationnelles, la théorie des points critiques et de
bifurcation, ainsi que des techniques de perturbation combinées aux méthodes locales.

Mots-clés : non-linéarité discontinue, frontiére libre, perturbation, croissance tumorale.

Abstract

In this thesis, we study a class of free boundary problems modeling tumor growth. The problem
is formulated as an elliptic equation involving discontinuous nonlinearities in a specified domain, with
a moving boundary. Under different hypotheses concerning the nonlinearity, we obtain various results
on the existence and multiplicity of solutions. We also provide a qualitative analysis of the free boun-
daries generated by this nonlinear term (inner boundaries) and study the dynamics of the outer region
boundary.

To achieve this, we use non-variational methods, critical point theory and bifurcation theory, as well
as perturbation techniques combined with local methods.

Keywords : discontinuous nonlinearity, free boundary, perturbation, tumor growth.
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