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Résumé

Le but principal de ce mémoire est de développer un modele mathématique hasé sur les
équations différentielles ordinaires, pour décrire la dynamique de transmission du palu-
disme. Dans une premiére partie, on présente un modele pour un seul patch isolé, pour
décrire le processus de transmission, on suppose que les semi-immuns sont des porteurs
asymptomatiques de la maladie. On divise la population humaine en trois classes : suscep-
tibles, infectés et semi-immunes 1 Pour la population des moustiques on la divise en deux
classes : susceptibles et infectés. L’objet de cette partie est de donner les conditions d’exis-
tence du point d’équilibre sans maladie et de I'équilibre endémique, on démontre aussi

qu'une bifurcation backward peut se produire. One
cette maladie & travers un sous-groupe spécifique.

xplore une possibilité de contrdle de

La deuxiéme partie va nous aider 4 mieux comprendre le chapitre consacré a Panalyse
mathématique d’un modele de propagation du paludisme sur plusieurs patchs, ainsi; on
divise I'espace en n petites régions géographiques séparées dite patchs, tel que dans chaque
patch i,4=1,---,n;onaun modeéle similaire d'un patch isolé plus le déplacement des
humains d’un patch a un autre, on obtient un systéme de 5n équations différentielles

ordinaires.

On analyse le modele mathématiquement, puis on

étudie limpact du mouvement des

&tres humains d’une zone endémique vers une zone non-endémique sur la transmission
du paludisme, enfin quelques simulations numériques ont été faites pour justifier tous les

résultats théoriques obtenus.
Mots clés :

Paludisme, Nombre de reproduction de base Ro,
bifurcation backward, Méta-population.

1. Voir la définition dans le chapitre 4.

Nombre de reproduction type T’ La




Abstract

The main purpose of this thesis is to develop a mathematical model based on ordi
differential equations to describe the dynamics of malaria transmission. In the first
we formulate a model for a single isolated patch to describe the transmission process,
assumed that the semi-immune semi-immune are asymptomatic carriers of the disease
human population is divided into three classes : susceptible, infected bringing the par
in the form gametocyte and semi-immune, which also carries the parasite in the form
metocyte but they have no symptoms patients. For the mosquito population it is div
into two classes : susceptible and infected that carry the parasite in its form sporoz
The model is analyzed by identifying reservoirs of infection, and studying the existen
disease-free equilibrium DFE, then we study the existence of endemic equilibria by u
bifurcation analysis, we give a theorem when R, crosses one for backward bifurcation
explore the possibility of a control for malaria through a specific sub-group.

In the second part we are interested in a generalization, a metapopulation model

to study the spatial and temporal spread of malaria. Thus, we subdivide the space
n small geographical areas said patches. Such that in each patch 4,7 = 1, cdots, n
have a similar model of an isolated patch plus the movement of humans from one p
to another, we obtain a system of 5n differential equations.

We analyse the model by trying to generalize the same results for a single patch. T

we proceed to the consideration of an example of malaria transmission due to hu
movements from a rural to urban areas, in the aim to justify all the theoretical resul

Keywords :
Malaria, Basic reproduction number Ry, Type reproduction number T, The backv
bifrucation, Metapopulation.
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Introduction générale
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Le paludisme (malaria en anglais) est une maladie parasitaire?, transmise pa
moustiques. Cette maladie est trés dangereuse pour les populations vivant en zone d’er
(zone intertropicale), est aussi pour les voyageurs. Elle tue un enfant dans le me
toutes les 30 secondes. Selon I’'OMS (Organisation Mondiale de la Santé), cette ma
est responsable de 300 a 500 millions de malades et de 1.5 & 2.7 millions de déces pa
Le paludisme est un réel probléme de santé publique mondial [ |.

Les jeunes enfants, les fernmes enceintes et les voyageurs non immunisés venant des
régions exemptes de paludisme sont particuliérement vulnérables a la maladie lorsqu’ils
sont infectés. Les femmes enceintes peuvent étre sujettes a des fausses couches, pouvant
méme provoquer leur morts suite a la maladie, qui constitue 'un des principaux facteurs
de la mortalité maternelle dans les régions d’endémie paludique.| ]

Les pays touchés vont jusqu’a tenter ’éradication des moustiques femelles respongsable
de la maladie. De plus, la situation est trés compliquer car actuellement les moustiques
deviennent de plus en plus résistants aux insecticides et les parasites aux médicaments.

Pour plusieurs raisons, la lutte contre le paludisme constitue, avec la lutte contre le
SIDA et la Tuberculose, un des « Objectifs Du Millénaire ». Les Nations-Unies, et le Fond
Mondial est destiné a approvisionner les pays demandeurs en médicaments (Objectifs du
Millénaire pour le développement Rapport 2015).
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Le paludisme est une maladie évitable dont on peut guérir et les efforts supplément
déployés permettent de réduire considérablement la charge de la maladie 4 de nomk
endroits. Entre 2000 et 2015, U'incidence du paludisme a baissé de 37% a échelle
diale, tandis que le taux de mortalité a reculé de 60% toutes tranches d’dge confor
et de 65% chez les enfants de moins de 5 ans. En 2013, 88% des cas de paludisme et
des déces dus a cette maladie sont survenus dans I’ Afrique sub-saharienne [ ], [ ]

Comme la science ne détient pas encore une solution miracle pour éradiquer cette
ladie, un vaccin contre le paludisme n’existe toujours pas, donc il faut chercher des mq
plus élaborés pour au moins réduire les chiffres catastrophiques de nombre de morts.
ce cas on peut pensé a la modélisation mathématique et son réle dans les autres discip

La modélisation mathématique consiste 4 utiliser les outils mathématiques, pour d
et expliquer un comportement des phénomeénes dans le monde réel. Cette derniére
étre particuliérement trés utile pour approfondir des questions ou tester des idées
des systémes complexes, & fin de pouvoir répondre aux questions posées.

2. Maladie parasitaire : est une maladie causée par un parasite.
Un parasite est un organisme animal ou végétal qui vit aux dépens d’un autre.
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Le premier exemple moderne de modélisation mathématique influencant une politique
de santé publique, a été ’étude de Daniel Bernoulli * au 18e siécle sur I'amélioration de
Pespérance de vie grice 4 V'inoculation contre la variole [ .

En 1760, Bernoulli a réussit & trouver un modele mathématique pour montrer que les
avantages de l'inoculation dépassaient les conséquences négatives de la variole artificielle
€t sa propagation ultérieure [ |.

Ce travail, publié en 1766, a été le premier & décrire mathématiquement, en terme de
force d’infection et d’espérance de vie moyenne, la proportion des individus susceptibles
d’étre infecté, lorsque la maladie est dans 1'état d’équilibre endémique | 1.l

3. Daniel Bernoulli (né & Groningue, le 8 février 1700 et mort & Béle, le 17 mars 1782) est un|/médecin,
physicien et mathématicien suisse. C’est le fils de Jean Bernoulli et le neveu de Jacques Bernoulli.
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Premiére partie

Présentation du paludisme et les
modeles mathématiques




Chapitre 1

Présentation du paludisme

- Bref historique de la découverte du parasite du paludisme :

A origine on pensait que le paludisme provenait des zones marécageuses, d’ou le
nom du paludisme dérive du mot ancien Palud, marais (Malaria en Italien). Aprés les
découvertes de Louis Pasteur montrant que la plupart des maladies étaient causées par
des germes microbiens, cette hypothése a mené & un nouveau sicle de recherche.

Le Francais Alphonse Laveran' découvre en 1878, dans le sang de malades atteints de
paludisme, un organisme microscopique particulier, qu’il nomme hématozoaire. Il confirme
son observation chez des malades paludéens de la région romaine en 1882 et rend sa
découverte publique tous ces détailles et méme plus sont dans | ].

L’illustration de Laveran des différents stades du parasite a donné la chance aux cher-
cheurs de mieux comprendre la biologie de cette maladie malgré qu'elle n’a pas répondu
A toutes les questions posées. Les modalités de transmission du parasite par les anophéles
sont d’abord proposées par Laveran, puis démontrées par le britannique Ronald Ross? en
1895. Son travail fondateur de la parasitologie moderne, largement mené sur le terrain, se
poursuivit avec des travaux similaires [ |.

C’est qu’a la fin du 19 éme siécle ot R. Ross invente son premier modéle mathématique
basé sur les équations différentielles ordinaires.
R. Ross a introduit I'idée d’un seuil critique en épidémiologie, une densité crucial de
moustiques en dessous de laquelle le parasite du paludisme disparait, il en parle dans son
théoréme de moustiques (Théoréme 10 voir annexe). Les modéles mathématiques de R.
Ross ont dominé les premiéres dizaines d’années de lutte antipaludique.

- Biologie du paludisme :

- Les types du plasmodium :

Il existe plus de 100 différents types d’espéces de plasmodium, ils transmettent le pa-
ludisme & plusieurs type d’animaux. Mais seul quatre espéces de plasmodium infectent les

1. Le Francais Alphonse Laveran (1845-1922) Médecin militaire frangais connu pour ses travaux
sur le paludisme, Laveran étudie la médecine & Strasbourg (thése de doctorat en 1867 : Recherches
expérimentales sur la régénération des nerfs), puis il prend part & la guerre franco-allemande de 1870
(Metz). Professeur agrégé au Val-de-Gréce (1874), il est envoyé quatre ans plus tard en Algérie, a Bone,
puis & Constantine. La il observe, dans les capillaires du foie et des centres cérébro-spinaux des cadavres de
paludéens, la formation d’un pigment noir. Il retrouve ce pigment dans le sang des paludéens (mélanémie),
et incrimine un parasite dont il étudie 1’évolution : il montre que les crises de paludisme correspondent
aux différentes phases du cycle du parasite.[ ]

2. Voir 'annexe mathématique




humains.
Les quatre especes du plasmodium sont différents sous microscope et produit des
symptomes différents. Deux ou plusieurs espéces peuvent étre présents dans la méme

zone et infecté une méme personne en méme temps [ |.

Les espéces du paludisme sont :

o Plasmodium falciparum : 11 est distribué dans toute la ceinture tropical du globe
(Amérique du sud, Afrique du sud et Asie du sud). C’est la souche la plus viru-
lente, la plus mortelle du paludisme. Elle s’attaque aux globules rouges jeunes ou
matures, ceci conduit & une fievre tierce maligne et aussi une anémie. Elle est aussi
la seul souche qui séquestre les organes vitaux, rendant inaccessible toute mesure
de parasite-mie.

o Plasmodium vivax : sévit beaucoup en zone tropical et sub-tropical. Elle provoque
des symptdmes moins sévere que le P.falciparum, elle s’attaque aux globules rouges
jeunes, ceci conduit a une fievre tierce et peut coexister avec le P.falciparum.

e lasmodium malaric ; est beaucoup plus rare, elle peut se développer sous les tro-
piques comme les zones tempérées. C’est une souche dont 'infection ne produit
pas des symptomes typiques du paludisme mais reste dans le sang pour une trés
longue période, probablement des décennies, elle n’est pas meurtriére mais peut en-
trainer une rechute 20 ans plus tard. Elle s’attaque aux globules rouges matures,
ceci conduit a une fievre quarte. Une personne asymptomatique du P.malaric peut
infecter des moustiques.

o Plasmodium. ovale : espéce la plus rare, on la trouve en Afrique tropicale et en Asie
du sud-est. Elle s’attaque surtout aux globules rouges jeunes, ceci conduit & une
fievre tierce. Elle ne tue pas, mais peut entrainer des rechutes 4 & 5 ans aprés la
primo-infection.

Récemment les scientifiques ont découvert une nouvelle espéce, qui peut causer la
malaria c’est Plasmodium knowlesi, il sévit en Asie du sud-est (particuliérement en
Malaisie & Bornéo) ; en zone forestiére car il est étroitement lié 4 la répartition des
singes macaques. Il est morphologiquement proche de P.malaric, i se différencic
parmi d’autres espéces par un cycle érythrocytaire de 24 heures, responsable d’une
fiévre quotidienne.

- Transmission :

Le paludisme est transmit & ’homme, par 'intervention d’un moustique Anophéle
femelle qui va injecter dans le sang le parasite infectant. Ces parasites ont généralement
la forme de Kyste.

L’intensité de la transmission dépend des facteurs liés au parasite, au vecteur, a I'hu-
main et & 'environnement. Elle est plus intense aux endroits ol les espéces de moustiques
ont une durée de vie relativement longue (ce qui permis au parasite d’achever leur cycle).

Elle dépend aussi des conditions climatiques qui peuvent influer sur la survie des mous-
tiques (la température, Vhumidité...), & beaucoup d’endroif la transmission est. saisonniére




Homme aiteing Horme s3in ¢n voie ¢ Contamination

FIGURE 1.1 — Schéma explicatif du cycle de transmission

avec un pic pendant ou juste apres la saison des pluies.

Un autre facteur important est I'immunité humaine, en particulier chez les adultes
dans les zones de transmission modérée et intense. Une immunité se développe apres des
années d’exposition, mais elle ne confére jamais une protection totale, elle peut réduire le
risque que linfection cause des troubles séveres.

- Symptomes :

Le paludisme est une affection fébrile aigué, chez un sujet non immunisé, les symptomes
apparaissent au bout de sept jour (généralement de 10 & 15 jours), apreés la pigfire d'une
moustique infecté, Les premiers symptomes apparaissent [ | :

~ fievres, maux de téte.
— frissons et des douleurs diffuses, abdominales, articulaires, musculaires.
— des troubles digestifs avec nausées, vomissements et diarrhées.

Peuvent étre modéré et difficiles A attribuer au paludisme. S’il n’est pas traité dans les
24h, le paludisme & P.falciparum peut évoluer vers une affection sévére souvent mortelle.

Les enfants fortement atteints développent fréquemment un ou plusieurs des symptomes
suivant : anémie, détresse respiratoire consécutive a une acidose métabolique ou paludisme
cérébral, chez I'adulte, on peut observer fréquemment une atteinte multi-organique.

- Origine de Paludisme [ ] :

Beaucoup de recherches ont étaient faites pour définir le réservoir de germes d’infec-
tion, ce qui a permis de mieux comprendre ce parasite mortel.

En 2009, Une équipe internationale a comparé le patrimoine génétique de ce parasite
(P.falciparum) avec celui de Plasmodium reichenows, qui infecte les Chimpanzés. Conclu-

sion : le premier descend du second.

En 2010 Pour la premitre fois, un consortium international de chercheurs, dont une
équipe de 'IRD ( Institue de Recherche pour Développement) et de 'Université de Mont-
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Chimpanzé Gorille Cercopithéque

pellier 1 montrent que le plus grand des primates le Gorille est a Vorigine de l'infection
de ’homme par P.falciparum, les scientifiques démontrent que les parasites du gorille,
P.praefalciparum sont trés proches génétiquement de ceux de 'homme.

En 2011, communication CNRS (Centre Nationale de la Recherche Scientifique) publie
que Pagent de paludisme a été retrouvé chez le Cercopithéque un petit singe d’Afrique
issu d'une lignée différente de celle du Gorille et du Chimpanzé.

- Répartition géographique du paludisme :

La répartition géographique varie d’un continent a l'autre, d’'un pays a 'autre, mais
aussi d’une région & une autre, d’un village & un autre et méme parfois au sein d'un méme
village [ ]. Elle est trés présente dans certaines régions du monde, comme représente la
carte géographique 1.2.

% de population

a risque t,

2015 Giodal Malaria Mapper

FIGURE 1.2 — Carte du pourcentage de la population exposée au risque de paludisme par

pays. Source | |
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FIGURE 1.3 — Carte du stade de contrdle de la maladie par pays. Source [

En Europe, le paludisme a été éradiqué y compris aux Acores, aux Canaries, a Chypre,
dans les Etats de I'Burope de lest et dans la partie européenne de 1a Turquie. En revanche,
la Fédération de Russie région de Moscou est 3 surveiller car il y persisterait une trans-
mission de paludisme dfi & P.vivaz espece capable de se réimplanter temporairement dans

tout le sud de I'Europe.

Le paludisme est tres largement répandu dans toute 1’ Afrique sub-saharienne ol co-
existent P.falciparum (nettement prédominant), P ovale et de manicre plus sporadique
P.malariac. . vivaz peut atre retrouvé en Afrique de Vest. Par exemple en Afrique du
Nord (Algérie) la transmission est faible essentiellement due & P. vivaz, ainsi qu’au Cap-
Vert et a Vile Maurice.

En Amérique du Nord, le paludisme a été éradiqué ; mais la transmission se PoUTsuit
en Amérique centrale (P.vivaz essentiellement), mais les Caraibes sont indemnes & Vex-
ception d’Haiti et d’une partie de la République Dominicaine. Il faut donc noter qu'il n'y
a pas de paludisme dans certain départements.

En Amérique du Sud, la transmission est essentiellement due a P.falciparum et au
P.vivaz.

Toute ’Asie du Sud-Est est touchée par une transmission due & P. falciparum (avec
présence, dans certaines régions de souches multirésistantes & P.vivaz et all P.knowlest).

Toutes les grandes villes asiatiques sont indemnes (sauf les villes indiennes).

La transmission est hLétérogéne. Certaines iles sont atteintes; d’autres en sont totale-
ment dépourvues.

Pour le moyen Orient, P_falciparum sévit sur la cote Ouest de la péninsule arabique
et au Yémen. Toutes les villes sont indemnes ainsi que Bahrein, Jordanie, Liban, Koweit,
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A noter que 'on décrit parfois des cas de paludisme d’aéroport en lien avec 'impor-
tation de moustiques infestés dang les bagages ou les cabines des avions venant des zones

- Mode et vie du vecteur moustique :

Il existe plus de 400 espéces de moustiques anopheles®, dont yne trentaine
sont des vecteurs tres importants du paludisme.
L’anophele femelle pique quand elle 3 besoin d’ab-
sorber un repas de Sang avant chaque pontes, Elle
vit généralement entre deux semaines et un mois, sa
durée de vie dépend des conditions climatiques, elle
ne s’accouple qu’une seul fois. Aprés un accouplement
le stock de Spermatozoides dépose dans le corps de la
femelle assure g fécondation de toys les ceufs. Elle
pondes en moyenne 9g ceufs une fois tous les deux &
trois jours, elle ne pique qu’a partir dy coucher de so-
leil (crépuscule & Paube) avec un maximum d’activité
entre 23h et 6h.

Remarque :
La plupart des moustiques méiles se hourrissent que de nectar de fleurs, et ne piquent
jamais.

a;- Ve ‘,.v
[ 3
DT (= G
. x g
cmergence nymphe

4 stades

Vie aquatique larvaires

e e—

eviedu moustique

——
—
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- Cycle de vie du parasite :

I existe plusieurs forme de paludisme, mais la biologie de 'agent responsable de cette
maladie est généralement similaires et leur cycle de vie se déroule entre deux hétes : la
femelle d’un moustique anophele et ’homme | | ].

Les plasmodies changent constamment de taille, de morphologie et d’habidat, au cours
de leur cycle biologique. Pour ce cycle 'homme est qu’un héte intermédiaire, chez lequel
s’effectue la multiplication asexuée. Le moustique est ’hote définitif, chez lequel s’effectue
la reproduction sexuée.

MALARIA o

f
|
!
!
|

|
1
+
'
[
¥
1

! Glandes salivaires
) ;
Oocyste :

Sporosoites

\(aptés rupture oocyste)
\\..‘_ __——'~_/"

(—-—~ = Repas de sang

= Pigire dune moustique infectée

GR = Globule e
roue Copyright, Creapharma.ch 2013

FIGURE 1.6 - Cycle de vie du parasite

Chez I’humain le parasite subit -
1) deux phase asexuées de multiplication distincts appelé shizogonie :

e dans les cellules du foie (phase hépatique).

¢ dans les globules rouges dit aussi érythrocyte (phase érythrocytaire).
2) la formation de gamdtocytes,

Chez le moustique le parasite subit :

1) le développement de gametes.
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2) la fertilisation.
3) une phase asexuée de multiplication appelé sporogonie,
4) la maturation de sporozoites.

Explication de ces stades [ ] :

Les plasmodies péneétrent dans Porganisme humain sous forme de sporozoites,
Cette forme de Sporozoites du parasite est transmise
du moustique 4 I'humain lorsque le moustique pique EALO)
bour un repas de sang, quelque sporozoites sont in-
Jectés dans les vaisseaux sanguins de ’humain avec de cw"‘::mcym
la salive. stage
Ces sporozoites restent une trentaine de minutes dans
le sang, durant ce temps la plus part sont détruits par hyprozaite AP
le systéme immunitaire en particulier par les macro-
phages, et certains parvienne 4 atteindre les cellules
du foie hépatocytes®.

SPoTOzaites
/ ‘

erythrocytic

asexuée durant 5 3 7 jours, (un sporozoite peut en- e
gendré de 10 milles 3 plus de 30 milles mérozoites) ;
alors les sporozoites ils se nourrissent, et deviennent des shizontes. Apres 7 3 15 jours de
maturation, ces schizontes éclatent les hépatocytes et libérent des milliers de mérozoites
dans le sang.

phozoite,
il donne alors naissance au  schizonte. Celui-ci
PALUDISME apres segmentation montre une forme caractéristique
Globule rouge Globule rouge de rosace, puis libére 16 3 39 mérozoites (pour
sain infecté . FEN .

D Jalciparum) qui infectent alors d’autres cellules entre
autres globules rouges, ’ensemble de ce cycle dure
généralement entre 31k a 48h.

Ce processus est 3 Torigine des fieyres et des frissons
symptomatiques de 1a malaria, lorsque la destruction
(I’éclatement) des globules rouges dépasse un certain
Skt o g seuil, elle entraine des convulsions, des difficultés res-
biratoires, le coma et 13 mort.
FIGURE 1.7 - Eclatement des glo-  Certain mérozoites vont s'orienter vers la formation de
bules rouges infectés gamétocytes males oy femelles ; ici commence la phase
sexuée de reproduction mais ceux-ci ne peuvent pour-
suivre leur développement que chez les moustiques.

Boutons adhesits
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GaratonAg,

leurs enveloppes en 1( minutes généralement.
Le gaméte male ( microgamétocytes) va produire
8 microgamdtes flagelles mobile; la fertilisation
du gamétocytes femelle par le gamétocytes male
va produire un ceuf libre et mobile dit ookinéte.
Ce ookinéte va s'établir comme oocyste sur la
face interne du tube digestif. Les cellules pa-~
rasitaires se multiplient 3 Vintérieur de cet oo-
cyste, produisant des centaines de sporozoites,
qui vont migrer dans les glandes salivaires du
moustique. "La maturation de I'oocyste ou sporognie dure de 4 & 21 jours suivants les
conditions climatiques”.

La présence de sporozoites dans les glandes salivaires de 'anophéle boucle Ie cycle
d’évolution du parasite.

T Spurcen tes

Les rechutes tardives de paludisme observées par P.vivaz et P.ovale sont dues a la
possibilité pour ces especes de subsister sous une forme latente "hypnozoite” dans la cellule
hépatique de I'homme.

- L’immunité

Il existe principalement trois sortes d'immunité, naturelle, acquise et congénitale, mais
dans notre travail on s'intéresse & 'immunité acquise. Les individus qui ont une immu-

nité acquise, tolérent le parasite généralement aprés de nombreuses années d’infection
chronique. Ils sont alors des porteurs asymptomatiques du parasite. Il s agit d’un état de

Les personnes qui ont acquis leur immunité peuvent abriter et tolérer les parasites du
paludisme sans présenter de symptomes cliniques. Elles deviennent alors des porteuses
asymptotiques de parasites (sous forme de game’tocytes) mais ces parasites sont moins
contagieux pour les moustiques selon le principe connu : "Vimmunité bloquant la trans-
mission”.

Remarques :

* En Afrique, les trois principaux complexes d’espéces vectrices sont : A funestus,
A _gambiae et A.arabiensis. Ce sont les vecteurs les plus redoutables. Tous vivent
presque exclusivement en association proche avec Phomme (anthropophih'e). La

en 1941 .

* Certains auteurs estiment par exemple que la malaria peut se transmettre d’une
bersonne a une autre par transfusion sanguine, par piqiire d’aiguilles contaminées
ou par greffe d’organes, ou lorsqu’une femme enceinte infectée contamine son enfant
par voie transplacentaire,

Mais pour ce travail on considere que le paludisme est transmis & une personne sus-
ceptible par un vecteur (moustique) infectieux et on ignore ou néglige toute autre
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e e

forme possible de transmission.

5. La drépanocytose est une waladie génétique du sang, due 3 la mutation d'un géne cody
partic de Phémoglobine. En wodifiant la forine deg globules rouges, clle affecte 1, cirenlation sy

et se traduit par une anémie sévare (fatale avant Page adulte en Pabsence de traitement), des d
aigués et un fort risque d’infection.

6. La thalassémie regroupe des maladies du sang comme des anémies génétiques et héréditaire
récessives qui se caractérisent par un défaut de fabrication de P’hémoglobine.
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Chapitre 2

Quelques modéles mathématiques SuT la malaria

La modélisation mathématique des maladies infectieuses et spécialement le paludisme
a déjd contribué a de grandes réussites dans le controle de cette maladie. Les modeles
mathématiques de la propagation du paludisme remontent au début du siecle dernier
(19eme siecle). On présente dans ce chapitre quelque modeéles de base, qui font référence
jusqu’ aujourd’hui, commencant par :

- Modéle de Ronald Ross 1911 :

Ronald Ross (R. Ross) a écrit un modéle mathématique qui prédisait qu’en dessous
d’un certain seuil critique de la densité des moustiques, cette maladie mortelle disparait
d’elle méme.

On suppose que la population des moustiques et celle des stres humains sont divisés en
deux compartiments :

Susceptibles : les individus ou les moustiques sains qui peuvent étre infectés.

Infectés : les individus ou les moustiques qui sont infectés et peuvent transmettre la
maladie.

avec retour dans la classe des susceptibles pour les humains, il s'agit donc d'un modele
de type S-I-S [ | pour les humains, et de type S-I [ ] pour les moustiques.

ug H ok
Sn ‘ In
SuSCEptibles | g Infectieux Humains

l Hy

wy V I
3 v Anophel
3 Susceptibles Infectieux fe,:e:;,s
l' Uy L Uy

FIGURE 2.1 — Représentation graphique du modele de Ross

tel que :
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Sg(t) : la densité des humains susceptibles.
Sy (t) : la densité des moustiques susceptibles.
Ig(t) : la densité des humains infectés.

Iv(t) : la densité des moustiques infectés.

Le modele mathématique est donné comme suit * :

S Iy
r ddtH = pgH — pySe — abl—SH +vuln
dl
d: = ab1—SH (pa +ve)1H
| ds I &y
—dt_v = pyV — py Sy - ab2—I—{IiSV
dI I
L d; = abzﬁHSv —pvly

avec :

a : taux des piqgfires & ’homme par unité de temps.

b, : proportion des piqiires produisant une infection sur I’humain.

b, : proposition des pigfires par lesquelles un moustique susceptible devient infecté.
vg : taux de guérison pour les humains.

py : taux de mortalité des humains.

py : taux de mortalité des moustiques.

H : 1a population totale des humains (cste).

V : la population totale des moustiques (cste).

L’évolution de la fraction des individus dans les classes des infectés (Iy,Iy) a été
étudié par R. Ross en utilisant deux équations différentielles ordinaires :

d
d_: =raby(l —z) - mz
(2.2)

d
—Cg— = abyz(1 — y) — pvy

ol :
: proportion des infectés humains r = 1,1} ;
y : proportion des infectés moustiques y = I ;
r : ratio du nombre de moustiques femelles / humains r = H ;
m : taux moyen de quitter la classe des infectés pour les humains.
Remarque :

Le modéle de R. Ross a été analysé par Lotka en 1923 dans un article de 121 pages
[ ], mais comme on utilise des outils mathématiques plus développés I'analyse est plus
simple actuellement. On peut trouver 'étude mathématique du modéle de R. Ross dans
la littérature & titre d’exemple voir [ .

1. ce modele a été publié dans le livre de Ross "Prevention of Malaria ” en 1911.
Aprés avoir abouti & un modéle mathématique qui décrit un peu ce qui se passe en réalité.
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B Modéle de Macdonald en 1926 :

Macdonald a modifié le modéle de Ross en y intégrant les informations biologiques
de latence dans les moustiques, suite au développement du parasite de la malaria. Il a
aussi intégré la survivance des anophéles adultes, avec un modele S-I-S pour la population
humaine, comme le modéle de Ross [ ].

En supposant que la population de I'hdte et du vecteur sont divisés comme suit :

Pour les humains :
S), : humains susceptibles.
I;, - humains infectés.

Pour les moustiques :
S, : moustiques susceptibles.
E, : moustiques exposés.
I, : moustiques infectés.

Sh ‘ L Humains
SusceptiblesJ‘________‘ Infectieux
S. L E. N I, Anopheles
™ Susceptibles ! Exposé "1 Infectieux femelles

v

!

!

FIGURE 2.2 — Représentation graphique du modeéle de Ross-Macdonald

1l 2 négligé la naissance et la mortalité chez la population des étres humains car
échelle de temps dans lequel, elles se produisent est plus grand & celui de la dynamique
de la population des moustiques.

11 suppose également que la population humaine et celle des moustiques sont constante

tel que :
H =58+ 1
V=S +I,+E,
Posons :
I(t
1 : proportion des humains infectés y(t) = ’}EI)
. e e E.(t)
y : proportion des moustiques infectés pas encore infectieux z(t) = v
. . o _L(Y)
2 : proportion des moustiques infectieux z(t) = -
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Il propose le modéle suivant [ | :

| c;—:; = mabz(t)(1 — z(t)) — vz(¢)
< % = acz(t)(1 —y(t) — 2(t)) — py(t) —acx(t — 1) (1 —y(t —7) — 2(t — 7)™
{ % = aczx(t — 1)(1 —y(t — 7) — 2(t — tau))e™ " — puy2(t)

(2.3)
Ou les parameétres sont donnés dans le tableau 2.1.

En utilisant les équations différentielles & retard on peut modéliser la période d’incu-
bation (c’est le temps qu’il faut & un moustique infecté pour devenir infectieux) comme
une durée fixe et en permettant une distribution exponentielle de la survie.

B Modele d’Anderson et May :

Anderson et May | | ont construit une extension des modéles de R. Ross et Macdo-
nald, en introduisant la classe des exposés dans la population humaine. Cela a divisé la
population héte en trois compartiments (Sy, En, In), méme chose pour la population des
moustiques (Sy, Ev, Iv).

Leur modeéle est composé de quatre équations différentielles ordinaires décrivant I’évolution,
en fonction du temps, des classes exposés et infectés :

bl (6)(1 ~ Ea(t) ~ In(t)
—abmlIy(t — tg)[1 — Eg(t — ) — Iy(t — mg)] e~ OFre)™
—vEy(t) — unEn(t)
4—5—5— = abmly(t — t5)[1 — Eg(t — m5) — Iy(t — 7y)] e” O FP0)7H
—vIu(t) — uuln(t)
dd% = acly(t)[1 — Bv(t) — Iv(t)]
—acly(t — )1 = Ev(t —1v) — Iv(t = 7v)| e ™™™ —uv Ev(t)
%K = acly(t— )1 - Ev(t—mv) - Iv(t — )] e™™ —puvlv(t)

les parametres du modele sont donnés dans le tableau suivant :
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a nombres de piqiires par des moustiques par unité de temps (temps=?).

b probabilité de transmission de Vinfection de moustiques infectieux & ’homme par
pigires.
c probabilité de transmission de l'infection d’un homme infecté a un moustique

par piqgfire.

¥ taux de guérison moyen pour les humains.

m nombre des femelles moustiques par humain (héte)(temps™?).

LH taux de mortalité naturelle des hétes (temps™).

% taux de mortalité des moustiques (temps™).

TV la période de latence des moustiques (estimée entre 5 et 15 jours).
T™H la période de latence des humains, estimée entre 10 et 100 jours.

TABLE 2.1 — Table des parametres

Aprés le travail de R. Ross, Kermack et Mckendrick ont repris son travail pour un
modele S — I — R dans leur étude sur I’épidémie de peste ainsi sur le choléra ; cela permet
4 un nouveau modéle sur la malaria celui de Tumwiine et Mugisha.

- Modéle de Tumwiine et Mugisha :

Ce modele est de type S-I-R-S pour les hétes et S-I pour les vecteurs, avec les hy-
pothéses suivantes :
» Tous les individus ont le méme taux de mortalité.
» Ils excluent dans leur modeéle les moustiques & partir du moment ou ils ne participent
pas au cycle d’infection.

" Humains

2
RN ’
-~ ,
~ . ’
= ¢

Anopheles
femelles

wn
P-4
h 4
=

FIGURE 2.3 — Représentation graphique du modéle de Tumwiine et Mugisha
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a taux d’infection.

b proportion de pigfires produisant une infection sur ’homme.
c la probabilité qu'un moustique devient infectieux.
T taux d’acquisition d’immunité pour ’humain.

) taux de mortalité du a la maladie chez I’homme.
153 taux de mortalité naturelle des hotes.

v taux de récupération des hotes.

~ taux perte d’immunité des hotes.

Ay taux de natalité des hotes.

Av taux de natalité des moustiques.

Ly taux de mortalité des moustiques.

Ny population totale des hotes.

Nv population totale des moustiques.

TaRLE 2.2 — Table des parametres du modele de Tinmwiine et Mugisha

Leur modéle est donné comme suit [ ]:

(49 _ ANy — —Qb—SHIV +vly ++Ruy — puSH
dt Ny
%%Ii = %%SHIV —(w+r+8+pu)ln
W 4—5% = rly —yRy — paRu (2.4)
_dgtl = ANy — —J%Svfu — pvSv
L %‘i,_t‘i = -]%C;Svfn — pvly

Avec :
Sy. Iy, Ry représentent la densité des hotes susceptibles, infectés et partiellement immu-
nisés. Sy, Iv la densité des moustiques susceptibles et infectés.

Une modélisation mathématique approfondi sur la malaria est développé, jusqu’a
arriver aux modeles intra-hdtes cest 3 dire des modéles mathématiques qui décrivent
I’évolution d’un parasite dans le corps humain, un des tout premiers modeles intra-hotes
a été proposé par Anderson, May, Gupta en 1989.

- Modele d’Anderson, May et Gupta :
L’objectif des modéles intra-hotes du paludisme est décrire la dynamique des différents

niveaux d’états du parasite, leur interaction avec les globules rouges parasités et les effec-
teurs d’'immunité.

Un modéle de base des modeles intra-hdtes est celui de Anderson-May-Gupta (AMG),
qui est donné comme suit [ | :
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¥ =A—p, — fmx
Y = Bmz — pyy (2.5)

m' = T,y — pmm — Sz

Avec :
x : représente la concentration des globules rouges non infectés par micro litre,
y : représente la concentration des globules rouges infectés par micro litre,
m : représente la concentration de mérozoites libres dans le sang par micro litre.
Les parametres :

Pz iy pm sont les taux de mortalités des globules rouges sains, des globules rouges
infectés et des merozoites libre respectivement.

B est le taux de contact entre les globules rouges sains et les merozoites.
A taux constant de la moelle épiniére des globules rouges sains.

La mortalité, au dernier stade, d’un érythrocyte infecté aboutit 4 la libération de r
merozoites.

C’est vrai que ce modéle n’a fait 'objet que de simulation numérique, mais les modéles
dérivés sont nombreux; & titre d’exemple (le modele d’Anderson Hentzel [ |, le modeéle
de Barbara Hellriegel [ |,..).

BBl Modzéle structuré en age d’Anderson et May :

Le fardeau du paludisme varie selon I'dge et le sexe chez les humains. Chez les enfants
africains, la plupart des décés dus au paludisme se produisent sous l’dge de 5 ans. A la
suite de I'exposition continue et la capacité de développer un certain degré d’immunité a
la maladie, les Africains plus Agés ont un risque réduit.

Un certain nombre d’études épidémiologiques ont mis 'accent sur cet aspect important
en incluant I'immunité et la structure d’age de la communauté humaine dans les modéles.
Dans ce scénario, I'infection se déplace différemment au sein de différents groupes d’ages
en fonction de leur statut immunitaire, et aussi avec le temps.

Un modele structuré en 4ge a été inclus par Anderson et May dans le modéle de

R. Ross simple, en considérant que la densité de la population des étres humains dans
la classe I, est une fonction de I’dge a et le temps ¢, le modéle est donné comme suit | ] :
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O, 1)+ %%(a, ) = bl ()N (a) — Tn(a 0] = (r + ) t)

ot (2.6)

El-dILtn—(t) = a,cTh(]\/I - Im(t)) - NmIm(t)

N(a):1la Jensité des humaines d’age a.
M : la densité des moustiques.

r - taux de guérison.

Les paramétres a,b,c sont, interprétés dans la tableau 2.1. Pour plus de détails sur le
modele 2.6 voir [ .

P1usieurs modeles mathématiques ont été développés durant ces dernieres années, et
beaucoup de scénario ont été abordés.

e En considérant les effets de la migration et de visite sur la transmission du palu-
disme, en 2001 Torres-Sorando et Rodriguez ont développé un modele basé sur le
modele de R. Ross, qui fait introduire 'importance de la migration dans la propa-
gation de cette maladie [ 1

e A fin de simuler un scénario réaliste les chercheurs ont introduit méme la stochas-
ticité dans différentes variables et parameétres, car le cycle de vie de plasmodium et
la densité de population des moustiques sont tres dépendants, aussi beaucoup de
facteurs sont de nature probabiliste.

Et jusqu’d maintenant les chercheurs continuent leurs recherche pour mieux comprendre
la dynamique de cette maladie qui est encore mortelle.
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Chapitre 3

Le nombre de reproduction de base Ry

Etant donnée une maladie, une des questions fondamentales est de savoir si elle peut se
propager dans la population ou non, Cest A dire si elle peut causer des dégats est devenir
une épidémie, ou bien va t-elle disparaitre au bout d'un certain temps. Ceci revient a

calculer un parameétre clé en épidémiologie Ro.

- Bref historique de Ro [ , ]

A D'origine, le concept de Ro le taux de reproduction de base est issu de la démographie
et de I'écologie. Le premier avoir introduit ce concept est Richard BOCKH! en 1886.
Dans le contexte démographique, la notion et le calcul de ce concept a était introduit par
Dublin et Lotka (1925) et Kuczynski (1928).
Si F(a) est la probabilité pour une fenme de survivre & age a, et f(a) est le taux de
naissance de filles, a 'age a pour une fernme alors

Ro = /:o F(a)8(a)da

C’est le nombre de filles epgendrées par une femme au cours de sa vie. C’est le calcul en
approximation fait par BOCKH.

Plus récemment en épidémiologie, ce concept de seuil a été utilisé par R. Ross de
fagon élémentaire dans son théoréme du moustique. R. Ross a développé un modeéle et il a
calculé le nombre de nouvelles infections par mois comme un produit de certains facteurs,
il affirme que I’éradication du paludisme est possible dans une zone spécifique, & condition
de faire baisser la densité des moustiques dans cette zone.

La seconde étape est le fameux théoréme du seuil de Kermack et McKendrick ? en

1927. Mais Ni R. Ross, ni Kermack et McKendrick n’ont attaché un nom ou symbole a
leur concept de seuil.
1l faut attendre 1952 et George MacDonald  pour voir apparaitre la notion de reproduc-
tion; en 1974 en épidémiologie ce concept a été redécouvert avec K .Dietz et H. Hethcote.
Le terme de taux de reproduction de base est définitivement établie lors du Dahlem Work-
shop Proceedings.

1. Richard BOCKH (Boeck) né le 28 Mars 1824 & Berlin, mort le 5 Décembre 1907 & Berlin ; était le
plus célébre statisticien allemand & la fin du 19 &me siécle. C'était le directeur du bureau des statistiques
de Berlin.

9. McKendrick était un médecin militaire. I a servi sous les ordres de R. Ross, lors de la cam-
pagne d’éradication en Sierra Leone en 1901. Cest R. Ross qui a incité McKendrick 3 apprendre les
mathématiques pour les appliquer aux problimues médicanx.

3. MacDonald, directeur du Ross Institute baptisera.
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Aprés un certain temps, la définition mathématique du Ry, a été introduite par Diek-
mann, Heesterbeek et Metz (1990). Alors que Van Den Driessche et Watmough (2002)
ont introduit une méthode de calcul, par la la matrice de prochaine génération.

- Définition :

R, Le taux de reproduction de base représente le nombre moyen de cas secondaires
générés par un individu infectieux durant sa période d’infectiosité ; lors de Yintroduction
dans une population entierement susceptible. On peut le définir pour un premier temps
comme suit :

Ro = BCd

avec :

 probabilité de transmission de la maldie.
¢ : le nombre de contact.

d : temps moyen de la période d’infectiosité.

Si ce taux est inférieur 4 1, chaque cas donne naissance en moyenne 4 moins d’un cas
secondaire, le nombre de cas diminue & chaque génération et la chaine de transmission finit
par s'interrompre. Inversement, si Ry > 1, le nombre de cas s’accroit a chaque génération
créant une situation endémique.

- Méthode de Van den Driessche et Watmough pour calculer Ro :

On présente briévement la méthode développée par Van den Driessche et Watmough
pour le calcul de Ro pour des systemes déterministes en dimension finie [ |.

Soit une épidémie modélisée par un systeme d’équations différentielles ordinaires, que
’on peut écrire sous la forme :

d:l),;
dt
Supposons qu’il existe n compartiments dans lesquels les m premiers compartiments sont

celles des infectés.
Soit : X, 'ensemble des états sans maladie, i.e.

= fi(z); z:(0) 20 pour i=1,...,n; T= (z1,. - 2T (A)

X,={z20: z;,=0; i=1,---,m}

Ficure 3.1 — le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort d'un compartiment 1

tel que :
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. . . 4
Fi(z) le taux d’apparition de nouveaux cas d’infections (de toute sorte horizontale

ou verticale?) dans le compartiment .

Vi (z) le taux de de ce qui provient des autres compartiments au compartiment 1, par
toute autre cause (déplacement, guérison, vieillissement, etc o)

V; (x) le taux de ce qui quitte le compartiment i, exemple par mortalité, par change-

ment de statut épidémiologique, par mouvement etc ...

Chaque fonction est supposée étre au moins deux fois différentiable par rapport a la va-

riable .

Le systéme (A) peut se mettre sous la forme :
- T; = J:,,(ZL‘) - V;(:li) (A].)

avec Vi(z) = Vi () — V, ().

Les fonctions Fi; Vi s Vit sont supposées vérifier les hypotheses (H,)-(Hs).- Comme
tous positives.

chaque fonction représente un transfert direct des individus, elles sont
Alors :

Si un compartiment est vide, rien ne peut e1 sortir par mortalité, infection au autre

moyen.
(Hg) Sizi= 0 alors V; =0.En particulier si T € X, alors V; = 0 pour i=1,...,m

La condition suivante provient du simple fait que Iincidence de Vinfection pour les
compartiments des non infectés est nulles.

(Hs) F: =0 pour i > m.
(H4) SizeXs alors ]'-i(.’li) = V:_(:z:) = 0 pour i=1,---,m

(Hs) Si F(z) =0 alors toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne D f (o) ont
des parties réelles positives & un point Zo € X,.

Sous les conditions précédentes, pour un To € X, ; les matrices F et V sont définies par
le lemme suivant;

Lemme 1
Si o est un équilibre sans maladic (DFE) du systtme (A.1) et fi(z) satisfis (H1)-(Hs),
alors les dérivés de DF (zo) et DV(z0) sont données par :

DF(zo) = (g g)

DV(zs) = (2 34)

4. transmission de la maladie d’un individu 3 un individu.
5. transmission de la maladie de la mére a son enfant.

el
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ot F et V sont deuz matrices de taille m X m définies par :

F= [Q‘E(zu)] V= [8% zu)} avec 1 < 4,5 <m.

(’)xj 5;;

F est positive et V est une M-matrice non singuliére et toutes les valeurs propres de J4
sont de partie récl positiNg

Démonstration: Soit xg un équilibre sans maladie i.e zo € Xs,

aF. ... 84 B8R ... 8F1
9z 0L O m+1 Ozn
or. .. OF 9Fu 8Fm
DF . Dz, DEm OEm+1 Ot n
(@) = |omhy .. OFmi OZmim .. p2b
a1 OTm BBm+1 OTn
k 7 ... 8k oF; ... 9
Bar Brm T 0zn )

En utilisant les hypotheses (Hs) et (Hs) %—ﬁ —Qsii>mouj>m.

o oV 8V avy
dz Orm 9T m+1 Ozn
_,m%V . __mgv ____m._aav e Qa_mv
— 1 T Tm+1 T

DF(z0) = | 8Vmt1 ... Vs OVmil ... WV
0x1 Oxm T m+1 Btn

ova ... &V 8y BVn

k R D&m Sl Jn

De méme, en utilisant (H2),(H4) siz € X, alors Vi = 0 pour i < m, par conséquent,
%}%’? =0 pour 4 <m et j>m. Cela montre la partition indiquée dans le lemme.
2

7 est une matrice positive I > 0, car F verifi¢ los hypotheses (17 1),(I7s)-
. o Vi
Reste a montrer que V cst uue M-matrice nou singulicre, V = 5;' z0) |-
J
Soit e; un vecteur de la base euclidienne; autrement dit €; est 1a jeme colonne de la
matrice identité de taille n x n. Ensuite, pour j=1,m

Vi(ao + h) — Vi(wu)
a.’lij h—0t h

Tour 2 = 1---m, Vi(zo) = 0, car de (IT2) Vi (m0) = 0, ct de (TI1) Vi (wo) = 0 pour
i=1---m.

Le DFE zo € X, alors ces m premiers éléments sont tous nuls, et sii # J la ™
composante de o + he; = 0, de (Hp) on a si T = 0;V; =0eton sait que si ¢ 2 03
v.
V" > 0 alors V;(zo + hej) < 0; tous ¢a implique —a—j(azo) < 0 pour i < m et i#j.on
J
conclue que V a le Z-signe pattern (voir la définition dans 5.5.1).

En utilisant P’hypothese (Hs), toutes les valeurs propres de V sont de parties réelles
positives, ces deux conditions impligue que V est une M-matrice non singuliere ; vOir le
lemme 3.

La condition (IIs) implique aussi que tous les valeurs propres de Jy sont tous de partics
réelles positives. |
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La matrice F V-1 est appelée opérateur de la prochaine génération.

Un élément (i, k) de F est interprété comme le nombre d’individus infectés dans .1e (;oml—C
partiment ¢ engendré par un individu infecté initialement introduit dans le compartiment

Un élément (i, k) de V-1 est interprété comme le temps passé dans le compartiment &
d’un individu infecté initialement introduit dans le compartiment k

Un élément (i, k) de FV-! est interprété comme le nombre de nouvelles infections at-
tendues dans le compartiment produit par un individu infecté présenté originellement
dans le compartiment k.

Alors R est défini comme le rayon spectral de V’opérateur de la prochaine génération
ie.

Ro = p(FV™)

Théoréme 1
Considérons le modéle de transmission d’une maladie donnée par (A) avec f(z) satis-
fait les conditions(H1)-(Hs)-
Si 7 est un équilibre sans maladie (DFE) du modéle, alors :
_ §iRo <1, le DFE Zo est localement asymptotiquement stable (LAS).
_ SiRe > 1, alors le DFE o est instable.

Démonstration : Soit J* la matrice jacobienne du systéme du (A1) calculé au point
d’équilibre sans maladie,
F-vV O
* = 3.1
J ( —Js —JA) (3:1)

Notons par J1 = F — V, Péquilibre sans maladie est localement stable si tous les valeurs
propres de J * ont toutes des parties réelles négatives. les valeurs propres de J* sont celle
de J; ct —Js.

Du lemme précédent les valeurs propres de —J, ont tous des parties réelles négatives,
donc pour que Péquilibre sans maladie soit LAS il faut que tous les valeurs propres de
Jy solent négatives, rappelant que F est positive et V est une M-matrice non singuliére
et en utilisant le lemme 4, on déduit que DFE est LAS si seulement si Ro < 1.

Pour que le DFE soit instable il faut qu’il existe au moins une valeur propre de J, de
partic réelle positive. oun peut dircctement appliquer le lemmne 6 de | ], avee II' = Vet

K=F. u

- Le nombre de reproduction type T [ ]

On sait bien que le concept le plus utile dans I'épidémiologie mathématique des ma-
ladies infectieuses est le taux de reproduction de base Ry défini au dessus, il est aussi un
indicateur utile de Veffort requis pour éliminer une infection. Par exemple, une infection
sera éliminée au cours du temps, si une proportion de la population supérieure & 1— —1%0 est
protégé contre linfection, en étant effectivement vaccinés 3 la naissance ou par d’autres
moyens disponibles. Ce critére intéressant est basé sur Iliypothese que la population est
homogene et bien mélangée, mais peut stre étendu a des populations ayant une structure
plus complexe.
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Si nous identifions n types d’hote distinctes, on construit une matrice de nouvelle génération
K de taille n x n, La valeur de R est calculée comme étant le rayon spectral de K. Si
on veut calculer Peffort de contrdle nécessaire pour éliminer une infection, nous construi-
sons la matrice de nouvelle génération pour la population avec un contrdle, on définit un
nouveau opérateur en fonction de K et 'effort requis pour éliminer la maladie, on le note
K., aprés on détermine V'effort de controle qui assure p(K;) < 1.

Mais malgré I'utilité du taux de reproduction de base R, ce concept est moins utile
lorsque Veffort de controle doit étre ciblé a des types particuliers d’hétes, ou si le cycle
d’infection comprend un autre type tel qu'un vecteur, héte intermédiaire ou réservoir
d’infection. Comme par exemple la malaria, Ry est bien défini. Cependant, le nombre
secondaire attendu d’humains infectés qui résultent d’un seul humain infecté est RZ, donc
deux génération sont requis pour transmettre I'infection d'un humain a un humain, alors
si un vaccin était disponible qui peut étre administré a ’homme a la naissance, une pro-
portion supérieure a 1 — R—lg doit étre vacciné pour éliminer l'infection ; par conséquent,
I'application du seuil initial de 1 — R%) conduirait & une sous-estimation de l'effort de
controle requis.

M.G.Roberts et J.A.P.Heesterbeek ont proposé une nouvelle quantité seuil, pour I'ana-
lyse de Pépidémiologie des maladies infectieuses, ils présentent, une méthode pour estimer
Peffort de controle nécessaire pour éliminer une maladie infectieuse lorsque le contréle
est appliqué & une sous-population spécifique d’hétes, mais ils prennent compte du fait
que T'infection passera par d’autres sous-populations (de la méme espéce ou d’une autre
espéce, dans la méme zone ou dans une autre zone géographique) avant de provoquer des
cas secondaires dans la sous-population d’intérét.

Une question fondamentale c’est pourquoi définir ce nouveau seuil 77
On peut dire que ce seuil sa raison d’étre, c’est quand il est question d’analyser des modeles
ayant plusieurs types d’hotes par exemple le cas du paludisme moustiques humains.

- Description de la méthode :

Nous décrivant la méthode développée par Roberts et Heesterbeek ([ ], [/ ]). On
suppose qu'il existe n types d’hétes distincts, et soit K la matrice de next génération.
Considérons une infection qui a des multiples types d’hotes, et on se concentre sans perte
de généralité sur I’hdte de type 1.

On introduit un seul hote infecté de type 1, dans une population totalement suscep-
tibles, et on veut calculer le nombre de reproduction type 71, le but est d’appliquer la
matrice K pour déterminer  la prochaine génération, le nombre attendu d’hotes infectés
de tous types des infections générées par I'individu infecté de type 1.

Notons par :
E, le vecteur unité dont la premiére composante égale a4 1 et les autres nuls, et ET la
transposée de E;.
P, est la matrice de projection défini comme une matrice diagonale de taille n X n tel que

(P)u = 1
(Pr)s 0 pour i#1 ou j#L

et donc E;‘"P1 = E?
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Le vecteur K E; représente la deuxiéme génération des infectés, donc :
fectés de type 1.

_ P,KE, représente le nombre de nouveaux in
— les nouveaux hotes infectés de type 2, ...,n est (I, — 1)K Er.
ant mis de coté les infectés de type 1

&me génération, ay
1, — P))KE; on obtient :

on réitere le processus, a la troisi
plique P au vecteur (

de la deuxiéme génération. on ap
PK(I,— P )KE: qui représente les infectés de type 1, obtenu 3 partir des infectés

d’autres types.

Si on répete le processus pour plusieurs génération, en particulier & la (j+1)™° génération

d’infection, on aura :

le nombre de hotes infectés de type 2,
((In — P)KYE, = (In — POK((In — Pl)K)-7'1E1

Le nombre d’hotes infectés prévu de typ de transmission sans faire participer

pe d’hdte 1 dans la transmission inter

[ - PYKY B = ETK((In — P)K) " E

. n est donné par :

e 1 découlant du cycle
le ty médiaire est donné par :

ETPK((
individus infectés de type 1, généré par un seul

D’ou le nombre secondaire attendu d’

individu infecté de type 1 est
T1 = Er{M E1
ol -
M= KZ((In - Pl)K)j
=0

Si le rayon spectrale de (I, — P1)K) est inférieure & 1, alors la somme CODVETge vers

T1 = E’{K(In - (In - Pl)K)_lEl

Définition 1
Si p((In — P)K) <1 alors le nombre de reproduction type Ty est défini par :

T, = ETK(In— (In — PY)K) 'E

Dans | | Hessterbeek énonce que si K est irréductible alors :

Proposition 1
iy Ty >1 st seulement si Ro > 1
i) Une infection sera éliminer a

hotes de type 1 supérieure al-— T sont protégés p
1

servoir d’hdte autre que 1 exziste st p(In

travers le temps si une proportion de a population des

ar vaccination ou autre moyen.

iii) un ré

La preuve est donnée dans [ |-
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Cette colonne c’est pour les
infectés de type 1 qu’on obtient
aprés chaque génération, en
introduisant un seul infecté de
type 1 au départ de processus

Cette colonne c’est pour
compter le nombre d’infecté
d’autre type a chaque

génération.

Schéma explicatif pour compter le nombre d’infecté de type a chaque génération




Interprétations et Remarques :

+ T c’est le nombre de cas attendu chez les individus de type 1, causé par une seule
personne infectée de type 1 dans une population complétement susceptibles a la
maladie, soit directement, ol 3 travers des chalnes d’infection en passant par toute
la séquence des autres types.

+ L'exigence de convergence est que le rayon spectral p(In — D)) K est inférieur al,
cela signifie que T' est bien définie si les autres types 2, M, auxquels V'effort de
controle n’est pas destinés, ne peut pas soutenir eux-mémes une épidémie. Notez
que si ces types pourraient soutenir la maladie, donc aucun effort de contrdle visant
seulement le type 1 serait en mesure de prévenir I’épidémie.

+ Dans un systeme homogene Ro = T, mais dans un systeme hétérogene, les deux
quantités ne partagent leur comportemnent de seuil ue a Ro =71 = 1.

- Généralisation :

Le résultat peut étre généralisé en outre, en considérant la transmission de Vinfection
3 partir d'un sous-ensemble de I types hotes sur un total de n types d’hotes, on peut
prendre les | types d’hébtes comme les premiers i.e 1,.. l, sans perte de généralité. La
quantité seuil T est alors le rayon spectral d'une | x | matrice définie par

M, = E'K(I — (I - P)K) By

Ou:
— E; une n x | matrice, tel que (Ep)i = 1 pour i=1,.. let (E)i =0 sinon.
— P, une n x n matrice de projection, tel que (P)u = 1 pour i = 1,..,let (P =0
sinon.
pour plus de détails voir [ ]

- Description de la méthode daus le cas d’une bifurcation Backward :

Pour un modéle comportant une bifurcation backward, réduire Ro en dessous de 1
n’est pas vraiment suffisant pour que le DFE soit. globalement asymptotiquement stable,
sutrement dit ce n’est pas guffisant d’éradiquer ls maladie en réduisant R, en dessous de
1. (voir 4.3.5)

Supposons qu'il existe un seuil R, tel que si Ro < R, < 1 le DFE est GAS. ’R:l’Ro <1,
et comme Ro = p(K), alors on a I’équivalence suivante :

R-1p(K) < 1 <= p(R;'K)

On note par Knew = R'K la nouvelle matrice de prochaine génération, les éléments de
K00 §'interpretent de la méme maniére que les élément de K.
Dans ce cas pour définir T, il suffit de remplace K par Kpew, pour cela,
la série }:?io((ln - Pl)Kn,ew)j converge si p((In — P Kpew) <1lie (I,- P)K < R. <1,
et donc

Tl = E;[‘Knew(-[n - (In - Pl)Knew)_lEl

- Le contrdle des susceptibles :

Toujours on considere un infecté de type 1 sans perds de généralité, un controle des
susceptibles est un controle réduisant la proportion des susceptibles (par exemple : la
vaccination, isolation,...) de type 1 disponible pour la transmission de la maladie d'un
infecté de type 1 & tous les autres types d’hotes 2, -, 7.

Soit v e controle effort requis 0 < v <1, pour éradiquer la maladie, le but est de réduire
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le contact avec les gens capables d’étre un héte intermédiaire dans la transmission, donc
la méthode consiste de remplacer les éléments de la premiére colonne de la matrice K
par (1 — v)K;; pour tous j = 1,...m, ceci permet d’obtenir une nouvelle matrice de next
génération K, correspondant & un nombre de reproduction type T,

T,=(1-v)T,

Donc Peffort requis pour le type 1 & fin d’éliminer 'épidémie dans toute la population
satisfait 7, < 1. En conclusion on peut dire que toute I'épidémie est prévenu par le
contréle des susceptibles de type 1 si seulement si

1
1— —
v T
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Deuxiéme partie

Modele du paludisme de type
méta-population et stratégies de
controle

34
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- Introduction :

Dans ce chapitre on développe un modéle mathématique basé sur les équations différentielles
ordinaires, pour la transmission du paludisme entre le vecteur moustique et les étres hu-
mains, en considérant que méme les semi-immunes sont des porteurs du parasite dans
sa forme gamétocyte, ils ont une probabilité de transmission du parasite aux moustiques
susceptibles mais cette probabilité est différente que celle des humains infectés. Les semi-
immunes pourraient étre réinfectés directement, mais leur sensibilité est moins que les
P Fes 3o o s icAs o sunnose iei au’ils doivent d’abord devenir susceptibles a




La .tra.nnsmission fréquence dépendante est courante pour les maladies directement
transmissibles comme la rougeole ou les oreillons pour lesquelles le nombre de contacts
est fixe. En effet, pour ces maladies, la transmission se fait par contact rapproché entre
un individu susceptible et un individu infecté.

A noter qu'il existe bien d’autres formes de transmission, €n particulier, on remarque
que quel que soit le type de transmission, noter la présence de la constante de proportion-
nalité 8 appelé taux de contact infectieux. Il est important de se rendre compte que ce
parametre dépend des propriétés intrinseques noun seulement de la population hote mais
également de la maladie. La encore, il existe de nombreuses expressions différentes de B.

Dans notre travail on définit deux forme d’incidence, commengant par une incidence
qui est déjd introduite dans beaucoup d’article, parmi ces articles on utilise celui de Ngwa
et Shu [ ]. Clest la forme classique utilisée dans les modéles hote-vecteur est donnée

comme suit :

1
(I)H = OlUV,HIV’ﬁ (4.1)

I R
Ot((TH,v—HIi + O’H,v—-y— (4.2)

Oy i

i

& la force de Vinfection du moustique infectés & I’homme.
&y la force d’infection de Thomme (semi—immuns et infectés) aux moustique susceptibles.
Les parametres de ces fonctions sont interpréteées dans le tableau 4.1.

Explication :

Les nouveaux humains infectes :

— Pour quun individu devient infectieux il faut avoir été pique, soi-méme par un
moustique infectieux.

— Le nombre moyen de pigures que chaque moustique effectue sur un humain par unité
de temps est @.

~-Nlyaly moustiques infectieux, ils vont induire aov g Iy piqures infectantes.

Dans toutes ces piqures, seules celles faites sur unl humain susceptible produiront

un nouvel infectieux.

La proportion des susceptibles humains est : S u/H, ol H est la population totale

des humains.

Par conséquent le nombre de nouveaux humains infectés est dySy = aOV,H IV%‘}.

Les nouveaux moustiques infectés :

— Pour devenir infectieux il faut avoir piqué un humain infectieux ou semi-immunes.

_ Tl y a & humains infectés et 14 semi-immune, qui peuvent induire 5 aopy . et
aoHV EI_J} piqures infectantes.

_ Dans toutes ces piqures; seules celles faites par unl moustique susceptible produiront
un nouveau infecté.

— Par conséquent le nombre de nouveaux humains infectés est Py Sv = Ol(O'H’V!g' +

-~ R
UH’\/—]?)IV.
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On définit une deuxiéme forme utilisée dans les modeles hote-vecteur donnée dans [ ]
comme suit :

. aVaHV IV
(I)H B a,VV‘l-(I,HHGVH-17 (4.3)
Iy
= bH(H,V)O‘VHV
. avaHH IH - RH
Vo= Ve B TR 44
I . R
- bv(H,V)(aHV—;j—f+oHVTII-{—

®; la force d’infection des moustiques infectés aux susceptibles humains.
&, représente la force d’infection des humains semi-immuns et des humains infectés aux
moustique susceptibles.

Les parameétres de la fonction incidence sont interprétés comme suit :

ogyv | probabilité qu’une piqure par un moustique susceptible sur un humain
infectieux transfere le parasite (dans sa forme gametocyte)au moustique.
any probabilité de transmission du parasite (toujours dans sa forme game-
tocyte) d’un semi-immune au moustique susceptible.

ovy | probabilité de transmission du parasite dans sa forme sporozoite) d'un
moustique infectieux aux humains.

ag le nombre maximum de piqures qu'un humain peut recevoir par unité
de temps.

ay nombre de fois qu'un moustique voudrait piquer un humain par unité
de temps.

a nombre moyen de piqures que chaque moustique effectue sur un humain

par unité de temps.

TABLE 4.1 — Table des paramétres de la fonction incidence (force d’infection).

Remarque :
Cette deuxiéme forme est plus développée par rapport & la premiere forme car on a pu
définir le contact a.

Explication :

On s'intéresse donc & 'expression du nombre de contact.

% ayV est le nombre total de piqflires que les moustiques aimeraient réaliser dans
I’unité de temps.

* apgH est la disponibilité des humains.

Le nombre total de contacts moustiques-humains est définie dans [ | comme la moitié
de la moyenne harmonique de ayV et anH.

Donc le nombre total de contacts de moustiques-humains dépend des populations des
deux especes.

Notons par b le nombre total de contact b = b(H, V).

1
b = — L
ayV agH
G,VV(I,HH

ayvV +apH
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On définit par :

b

br = 7 (4.5)
b

bv = 3 (4.6)

by le nombre de pigiires par humain par unité de temps (nombre de piqures que
chaque moustiques effectue sur un humain)
by le nombre de piglires par moustique par unité de temps.

— Cette formule générale définit une sorte de moyenne entre la disponibilité des hu-
mains 3 piquer agH, et le nombre maximum de pigiires que les moustiques peuvent
produire par unité de temps avV.

— Lorsque le nombre de moustiques est grand V — oc, cette formulation introduit
la compétition entre les moustiques, et le taux correspondant. de piqures réduit a
a HH .

_ Au contraire, lorsque le nombre de moustiques est bas, il n’y a pas de compétition
entre les moustiques pour les piqgires et en plus chaque moustique pique autant qu'’il
veut, & cause de la disponibilité relative des humains. Le taux de pigfire correspon-
dant alors est réduit a avV.

- Formulation du modele mathématique :

On suppose que la population des humains est divisée en trois classes et celle des
moustique en deux classes comme pressente la figure suivante :

Humain

Moustique

FIGURE 4.1 — Schéma de transmission du paludisme entre I'héte humain et le vecteur
moustique dans un patch i, i =1, , 7. Les fleches en pointillés représentent exactement
la direction de transmissions. :

avec :

Sp. les susceptibles humains.
Iy; les infectés humains.

Ry, les semi-immunes humains.
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Sy, les susceptibles moustiques.
Iv; les infectés moustiques.

tel que :

S : représente exactement les susceptibles (humains ou moustiques) qui sont apte a
atre infecté par le paludisme.

] : pour les humains c’est les infectés qui héberge le parasite sous forme gametocyte;
pour les vecteurs c'est les infectés qui héberge le parasite sous la forme SpoTOZOILES-

R - cest les étres humains ayant développé une certaine {mmunité acquise et ils sont

capable de transmettre le parasite dans sa forme gametocyte.

On considére que pour la population humaine les infectés et les semi-immunes peuvent
devenir & nouveau susceptible & contracter la maladie, alors que pour la population des
moustiques il 0’ y a pas pas de retour Vers la classe des susceptibles, car J'est admis par
tous les entomologistes qu’un moustique s'il devient infecté il le restera toute sa vie.
Soit la table des parametres suivante :

interprétation biologique
recrutement dans Ta classe des susceptibles humains.
taux de progression de 1a classe des infectés 3 la classe des semi-immunes.
taux de guérison taux de récupération d’étre infectieux.
taux de perte dimmuniteé.

taux de mortalité du 2 la maladie chez les humains.
taux de mortalité naturelle des humains.

recrutement dans la classe des susceptibles moustiques.

taux de mortalité naturelle des moustiques.

Parametres

TABLE 4.2 - Parametre du modele et leur signification pout un patch i, 1= 1,¢-+,M

Tous les parametres sont strictement positifs sauf v, > 0.

En ignorant Vindice du patch g’il ny a pas d’ambiguité puisque on parle d’un seul patch
isolé, le modele décrit la transmigsion du paludisme est donné comme suit :

( dS

—&f = Ay + PfuRu+ puly —@nSH — puSH
dl

—Ziéi = ®ySy —anln — puly —vala — puln

dR
1 ——c_i—t}i — aply — BnRo— pr R M

dS
_(R‘i — Ay — By Sy — pvSv

dl
| S = oS- vy

Avec les conditions initiales : Su(0) > 0; Sv(0) >0et In (0), Ru(0), Iv (0) =0.

On note par H = Sy + In + Ry la population totale des étres humains, et par
V=S +Ivia population totale des moustiques (vecteurs).
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On a donc le systéme suivant :

dH
5 Ay — puH —yuln
(L1)
dav
o Ay — vV

- Existence et unicité de la solution :

Soit Q = R*¥2 x R? ; les points dans Q sont notés par (S,I)7T, avec S = (Su,Sv) et
1= (Im, R, Iv)-

On peut écrire le systeme (1) sous la forme suivante :

dS
-551 = (S, I) (47)
prie $a2(S, 1) (4.8)

En utilisant les équations 1 et 4 du systeme (I) on peut écrire équation de S comme
suit :

A1(S,])

—

as _ (Mw)_ (%ntum 0\ (Su), (pv Bn © o
it Av o @y+m)\Sy) \0 00O o
N 1

Hl(Sw’)

= A+A1(I,S)S+B1(I,S)I
Avec A = (An, Av)F.

Les équations 2, 3 ef 4 du systeme (1), donnent :

Az(S.I)
(I)H 0 €H 0 0 IH
%—i— = 0 0 ( gH ) —|—-an %= 0 Ry
0 v v 0 0 pv/\Iv

Ba(S,1)
= AZ(I, S)S + BQ(I, S)I

Avec ey = ag + YH + PH T PH et 0y = Pu+ HH

Alors le systeme (I) s’écrit comime suit :

(S, 1) = A+ A(S, )5+ B.(S, DI 12)
0a(S, 1) = Aa(S, DS + Ba(S, NI '

Le théoréme suivant assure Pexistence et Punicité globale de 1a solution.

Théoréme 2
Pour toutes conditions imatiales (5(0),1(0)) € Q, le system (I) admet une solution

unique positive €t globale (S(t),1 (t)) dans .
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Démonstration: L'unicité locale de la solution, découle de fait que ¥ = (1h1,92) est une

fonction de classe C' dans €. ‘
En utilisant la proposition 5 on montre que notre solution est positive.

i §=01(0,1) = A+ B1(0,]) >0=>120

qi [ =0 g(5.0)=020=>5>0

Donc § est invariant par le systéme (1).

obale résulte de 1a bornitude de HetV:

L’existence gl
et sachant que JTg < H on obtient :

De l'équation —~ du systeme (L.1),

dH
Ay — (pwr+y)H < 5 < Ap—puH

Pour tous t >0 :

min (H (0).

Au ) < H() < max (HO), A
pH +YH HH

Pour %‘% du systéme (L.1) on a:

dv

d
@y vV =Av = T HvEtYY) = Ay pvi
dt ad dt(P ) ¢

Soit V(0) la condition initiale, on obtient donc :

min (V(O), %) < V(t) £ max (V(O)v %%) [ ]

Ceci termine la démonstration du Théoreme.

- Etude mathématique
admet un unique état

section, on commence par montrer que le modele M
die aussi la stabilité de cet état d’équilibre, et on démontre
et 1a possibilité d’avoir une bifrucation backward c'est

es méme dans le cas ou Ro < 1.

Dans cette
d’équilibre sans maladie. On étu
d’équilibre endémique,

Vexistence
endémiqu

a dire P'existence d’équilibres

- Equilibre sans maladie DFE

e sans maladie est une solution const
I =058 correspond a la solution S* des é

L’équilibr ante du systéme (1), dans lequel il 0’
y a pas de maladie i.e quations algébriques

suivantes :

Ay — pnSn =0
Ay — pvSy =0
Ag A
4" __K’(]’()’())

L équilibre sans maladie est donné par : (S3, Sv» i, R Iy) = (“ I
H Mv
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Bl calcvl Ro

Ro = p(K), mn simple calcul donne :

- Stabilité de I’équilibre sans maladie :

Stabilité locale :

La stabilité locale du (S*,0) est gouvernée par le nombre de reproduction de base Ra.

Théoréme 3
SiRo < 1 alors équilibre sans maladie (S*,0) est localement asymptotiquement stable

tandis que pour Ro > 1 il est instable.

La preuve de ce théoreme est similaire 3 celle du théoreme 1.

Stabilité globale :
Pour la stabilité globale de DFE (5*,0) toujours dans le cas yu = 0, on veut montrer

que :

G Re<l I)—0= VY 10)20 (4.9)

t—oc
1(t) = (In(t), Bu ), Iv (t))T donc on ’intéresse aux equations des infectés (infectieux,
gemi-immune).

Réécrivant les equations de Iy, Ru, Iv

@:@HSH—EHIH
W ——-—dRH=OtHIH—5HRH (12)
dt
dIy
GV _ gy Sy — vl
L 7 vSy — pvlv

Proposition 2
Supposons que :

1) HO) <22
pH

2 V()< Y
3%
8) yu=0

Alors si Ro <1 ’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.
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Démonstration: On peut écrire les forces d’infection (4.1) et (4.2) comme suit :
oy = Yly (4.
oy = ®WIy+ oM Ry (4.

Notons par A= F —V, o0 F et V sont définit dans la section 4.5.2.

—en 0 oySy
A= ay -3y 0 (4.
oSy eyTSy  —wy

En utilisation les conditions 1) et 2) de la proposition 2; le systeme (L.2) s’écrit 1

( dI i
Tﬁﬁ <®Y ISy —enlp

dRy
dt
dly

| S oISy + & RuSy — wv v

Le systéme s’écrit comme suit :

I
L a1
dt (4l
I >0
en utilisant le principe de comparaison, avec le systéme suivant :

dy

A

a =Y (4

y(0) = I(0)

W —— < agly —duRu (L.3)

10)
11)

12)

13)

14)

11 suit du lemme 4, limse y(t) = 0, car A a des valeurs propres tous de partics réplles

négatives d’aprés le lemme. Par comparaisou, litng 00 1(¢) = 0.

Dans la partie suivant on démontre qu’une bifurcation backward peut apparaitre, dans le

cas ou vy # 0,.

- Existence de bifurcation Backward

Les bifurcations backward ont été étudiées dans des modeles épidémiques dans deux
domaines principaux : la vaccination, ou ils se posent souvent en présence d'une perte de
immunité (Arino et al. 2003), et certains modeéles vecteur-hbte (Chitnis et al. 2006).

La bifurcations Backward se produise généralement quand il y a plusieurs types d’in-
dividus infectés et qu’une ou plusieurs de ces classes infectés peut revenir directement a
la classe des susceptibles. Dans le cas classique selon que le nombre de reproduction de
base R soit supérieur ou inférieur a 1, le point d’équilibre sans maladie est instable ou
stable. Mais comme on le verra dans ce chapitre, cet propriété peut étre "tordu” a cause

de la présence d’une bifurcation backward.
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Etude de existence d’une bifurcation backward pour un seul patch

isolé :

Dans cette section, on étudie I'existence d’équilibres endémiques pour le modeéle (I). En
utilisant la premiére forme de forces d’infections donnée par (4.1) et (4.2), méme travail

peut se faire avec la deuxiéme forme, réécrivant le modele :

' égtﬂ = Ay + BuRu + puln — pnSu — aUVII%SH
%1 = OAGVH%SH —enln
T fd—%{- = ayly — 0alln
%‘%‘i = Av — pvSv = Ot((ffnv% + 3nv%li))sv
L %—;—/— = alogv— + aHVEﬁ,-L)SV — pvily

rééerivant aussi I'expression de :

_ amg, Avpn
R = a20 ag + 0 — )
0= 4/0i va(onv + 0Hv 6H)€HAH“’%/

Le résultat principal est donné dans le théoréme suivant :

Théoréme 4
Le systéme (1.4) peut avoir jusqu’a trots équilibres biologiquement possible.

(i) L’équilibre sans maladie est toujours un point d’équilibre frontiere.

(iti) St Ro < 1 alors :
a) si Az <0 alors il n’y a pas d’équilibre endémique positif.

b) si Ay > 0 alors :

et
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(i) Si Ro>1le systéme posséde un unique équilibre endémique positif.

(1.4)

(4.15)

notre systéme (1.4) a deuz équilibres endémiques positifs si sculement s1




de I'équation (4.20) on aura Ry = °H Iy

Si on somme (4.18) et (4.19) et en remplagant Ry par son expression on aura :

en remplacant Sy et Ry par leur expressions dans I’équation (4.22) on obtient :

un simple calcul on tombe sur :

De ’équation (4.18) on a:

Notons par :

1.¢

oIy (A — Iivn)

R > max(A

, 4.16
2y + alfpn(Ag — 2I4vw) (4.16)
(Appv)? + (opnlf)* + Suvpgaly(Ae — 2TvH) '
a2yl (A — Tvn)
— 2I57m)

En plus 81 A2—4A5A; = 0 i.e RZ =
P ! 2 0 (AHP‘V)2 + (GMHIE)Q + 2uVuHaI}“1(AH
alors les deux équilibres sont égau.

arovulvSu

Démonstration : Les équilibres positifs non triviaux du systéme (1.4) sont solutions de|:

Ay + BuRu + pulg — pHSH — msH =0 (4.18)
%SH —egly = 0 (4.19)

agly — dgke = 0 (4.20)

Ay — pv Sy — a“‘;’;"fg;f’g’HRH) Sy = 0 (4.21)

wtonsts o),y <0

OH

pv

= A
ar(opv +FrvE) a (G — Iv)

S+ 1+ $5)

= pvly

ar(ogv +8rvEE)] Ay
PR p— I1( HE‘; BV G oy -
EYAw + H(““H’YH"‘CH(GHV‘*‘UHV,;H))

[ 7
HIJ'II+'YTI+ oH AH——'YHIH

Iv =T2(Ig) =
v 2(ITH) aroviiAn W — Iy
7

Iy.

~ OH
Y = oalonv +0mvys )
H
et
A
Iy = ———amw

pr +m + S
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Iy est solution de I’équation :
T1(Ig) = T2({) (4.23)

Enfin on aboutit aux expressions suivantes :

Ay

Sy = I, -1 4.24

“HI;{( = 1n) (4.24)

Ry = Iy (4.25)
0H

Sy = AK— v (4.26)
pv

Iv = Ti(In) avec k=1,2 (4.27)

avec Iy solution de (4.23).

Pour que (Su,Iu, Ru,Sv, Iv) soit un équilibre positif, il faut que Iz € [0.IF).

Pour trouver I’équilibre, il faut résoudre ’équation (4.23) pour Iy € [0,I3). Un simple
calcul conduit & :
Ir(Agl? + Al + Ao) =0 (4.28)

avec .

eglgvH BV
by = HHE(qy -3
An (u117 )
eq iy  bv 2
CHIHTH (2 ny — aR
Ay (H.H )

Avaio . 2
4 = sAYOVE (- 8)
Y 1H
A
- R [61{ HBV
pH
A egl;
Ay = PRV - RP)
H

2uvYH
1324

+ aeHI}}] —enly

egAapd

ajoyHAVBH
b

R = =
0 a

a =

8i Iy = 0 on a équilibre sans maladie DFE.
Soit Iy € (0,Ij), on pose :
fUy) = Aolfy + Ailn + Ao
Iy est solution de :
f(Ig) =0 <> Al + Ay + Ao =0 4.29)

On sépare cette étape en deux cas :

1- Rp>1
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i) Siyg=0:

A
fn) = [ﬂ’—lfl—"i + aeHI;I] Iz + Ao

A
f(Tu) =0« R} {f—}l——fH—u—V-+aeHm] Ty +Ap=0

Alors
Iy = - Ao = —(1-R2) Aupvenly >0
gAupy cgAgpv
P LY P LTI
Ol mm HH HERO ™ g HH

Donc il existe un unique équilibre strictement positif.
ii) Siyg #0
{2
caleulous (1), pour des raisons de simplification ou calcule 7\_— JU5), ou:
H

OH IJH
on

E=pg+YH T+

§2 e §2 * \2 *
H H

A
= A2AH+A1£+M(1—R%)
UH
cgIiy Avayo .2
- _ﬂxﬂ__fi(ﬁl’_,y,,_g)A,,Jrg_Z__l_Kﬁg_e,,]H(_’i‘iw,_g)g
H HH uv HH
A
LRven ”6(1—72%)

JH
A 2
_ enyuhu pvoH —Z)+6HAH(HY-§'— 2UyTH | 5y

& Wit T Wi

— eyhn ("/H(MV’YH ) + wvé 2NV’YH+E))
pH pH pH

= CHAH< (1———)+W( 2y +{t %I)>

— eyAu 2(1—-— gVH(l--'-gi)z)

Y ‘
A HH+“H“”)+—’iV—-(1—1’1)2) >0

= A
CHEH & Enn £

donc f(I3) > 0.

[0,Iy) — R
Iy — fUn)

f est continue, f0) < 0 et f(Iy ) > 0, on applique le théoréme des valeurs
intcrmédiaires, alors il cxiste au moins un récl ¢ € (0, T%) tel que f(c) =0 D’o
I'existence d’un équilibre endémique.

2- Rg<1
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i) Siyg =0

egA
fn) =R} {%—ﬁﬁz + aéHI?I} Ig + Ao

f(Ig) = 0 n’a pas de solution strictement positive dans Vintervalle (0, I7) car

Ag > 0, ct 1o scul 4quilibre existant cst lc DFE qui GAS (voir proposition 2).
it) Siyy #0

On a f(0) = Ag > O et f(I%) > 0 donc on ne peut rien conclure, on passe a

l’étude de :

f(Ig) = Aalh + Al + Ao
A = A3 —4AcA;

R4 (CHAHHV
HH

2 v
0 + a€gr I}'}) —4a
R2(ARS — 4B)

2

« Si A < 0 pas de solution pour I’équation

*+ SEA>0

£ (Iy) = 2A2In + A

2 I*" . 2.2 J*

pyhilim | _ gy | BVILHTE (A — Tiym)
JAH By
(4.29).

/ - Ay
Tg)=0=ITg=—5 -
f(Tu) H= 37,
SiTy € (0,IF) alors: (car on veut résoudre f(Ig) = 0 dans V'intervalle (0,1%))
- Ay
I = —_
f(In) yw
A? A?
_ a2 L
2442 249 *
1
— —— (A2 -4A0A
Az( | 0Az)
) - A
e Si Ay <0, f(Iu)=~—-——— > 0.
Az
douc pas de solution strictement positive dans (0, I7;), par coustquent pas
d’équilibre non trivial dans ce cas.
e Si A =0,
f(Iy) = Ailn + Ao
On voit bien qu’on a pas uue solution strictement positive dans ce cas, et alors

pas d’équilibre non trivial.
. - A
e SiAy>0, f(Tu)=—7- <0
Ao
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Table de variation de f dans ce €85 est donnée comme suit :

On a deux solutions strictement positives 81,52 dans (

de deux équilibres endémiques.

Si A =0 c'est deux solution coincident.

0,I%), d'od Vexistence

- Stabilité locale de P’équilibre endémique dans le cas ou YH = Guy =0

Dans ce cas notre systeme gécrit comme suit

| d%i _ Ay + BuRp + puln — pHSH = O‘UVH%SH
%?— = aovu—Su —enln

w %{{- = ayly — duRu
%K = Ay — jivSv — CXUHV%SV

dl I
L —a—t‘i = O‘O'HV’}_I;SV — pvlv

Pour vy = 0 les équations de la population totale sont les suivantes :

iH
e
dVv

8 — Ay —

a Y wV

(L5)

(L6)

Ce systéme admet un unique point d'équilibre (H™, V) = (é—li, '/—\1) et qui GAS.

pnn Bv

Dans ce cas en utilisant le Théoreme 3.1 de Vidyasagar | ], on peut réduire la |dimension

de note systeme (1.5), en un systéme de dimension 3 comme suit :

dl S

__(-i-ii = aO'VH—T{{‘I-Iv(H* — Iy — Ry) — egly
dfy aply — duRu

dly Iy

it O‘UHV’ESV(V* — Iy) = pvlv
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Les équations de I’équilibre endémique sont les suivantes :

Oy (H* — Ity — RYy) —eglly =0
CIHI}} - 6HR* =

oy (V* - Iy) — puvly =0
L’équilibre endémique est donné par :

a. It (H* — Ry)
€] + 0‘211*/
du(c102V*H* — egpuy)

o102V*(ay + dy) + o1€ndn
AH 1y

%
nm - Ir
oy
0'1.[;1‘/*
lop) I;} + vy

L, =
Cet équilibre existe si o1 + g,V*H* — egpuy > 0, équivalent a dire si RE> 1.

Proposition 3
Si Ro > 1 Uéquilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

Démonstration: La jacobicnne au point d’équilibre endémique (S7;, Ify, Iyy) est de
comme suit :
O —eg  —OY OW(H* Iy - Ry)
J(S. I, Iy) = ays —drr 0

slHV*-1) 0 8} — py
Pour montrer la stabilité locale de EE, on utilise le lemme suivant [ | :

Lemme 2
Soil M une malrice réelle de taille 3 x 3. Si lr(M), det(M) el det(MP) sont
négatives, alors tous les valeurs propres de la matrice M sont de partie réelle néga

La matrice additive de la jacobienne est donnée comme suit { | :

—®% — ey —On 0 ~®lY (H* -~ I} - RY)
JA = 0 —®% — ey — O — v -3%
P (V* - T) an —8y — B} — py

mnée

lous
tive.

On remarque qu’on peut écrire 3 = <I>£‘{ I et &}, = <I>{,” I%; et en utilisant les equations

de I’équilibre endémique, on obtient :

NI (H* ~ I} — RYy) = enly = W (H* —Ij; ~ Ry) = en 2
I3
(V- k) = wly = (V' -Iy) = Wi
Aprés un simple calcul et en utilisant les égalités précédentes on trouve que :

det(J) = —®}(®Y +puv)0n +an) — Pyduen
tr(J) = -0y —eny—90n— Py —pv
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Passant par les mémes étapes on trouve le résultat suivant pour la matrice additive :

ao(J) = —(@+ e +Im)TuoH
(@5 + e+ BV + V) (v (& + 8mr) + (B Hen + Sir) (@ + e+ 3V

Comme la trace de J et son déterminant sont négatifs, en plus le déterminant de la
matrice additive est négatif, donc cela implique que EE est LAS. |

- Le nombre de reproduction type T et stratégie de controdle :

- Introduction :

Pour controler la malaria, Ro doit étre < 1 olt R., selon que la bifurcation est orward
ou backward &8 Rg =1 respectivement.
Dans plusieurs cas on peut appliquer des stratégies de controle 4 fin que Ro soit inférieur
a1 (ou Re), pour les humains par exemple il y & utilisation de moustiquaire, | le trai-
tement. prophylactique, ou ui vaccin dé qu’il existe. Par contre pour les moustiques les
mesures de controle impliquant pulvérisation résiduelle intérieur et 1a réduction des sites
de reproduction.
Une meilleur stratégie est de contrdler la malaria en ciblant un seul type d’hote pour cela
on calcule le nombre de reproduction type T.

Soit = {H,V} Vensemble des hotes, pour un controle optimal on cible un des hotes.
Pour simplifier les calculs on suppose que R.=1.

- Un contrdle ciblant une population spécifique :

On dirige notre controle, en premier temps Vers la population humaine et on s intéresse
4 calculer le nombre de reproduction type T dans ce cas comme suit :

Ty = ERKUI-(I- Py)K) ' En (4.30)
avec .
_ 0 Y Sty
oSy + O Sy 0

K( ; )les mémes propriétés comme K mais plus simple a manipuler, en plus Ro|[= p(K) =
p

0 oY St

4

Il

ERk = 1of
olp Sy L + BV Sy oty 0

= (0, i §£)
3%

10y (10 0 oty 551

I Pk = K
o 1) \oof|\elsptrovsigiy O
0 0
0

Im gx 1 Ry o _of
DY St + BV PV s
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-1

1 0
(I-(I-PpE)" =

. vy * 1  xRposx o
Syt — afgyen

- 1
I—~(I-Pp)K)'Ey =
( ( H) ) H ((I)‘I/n‘sv{cjé_’_@gns{/ﬁ?;)

enfin :

Ty = ERK(I-(I-Pp)K)"'Ey

— (o 415k 1
v ) oSy 4 olnsy e

S3 1 a
= oty L (ol -+ ol L)
122% €H

€EHOH

Ty représente le nombre des humains infectés engendré par un seul humain infecté intro-

duit dans une population totalement saine (la population contient les deux hétes).

En utilisant les mémes étapes de calcul on change juste Ey par By et la matrice de pro-

jection Py par Py on obtient Ty pour la population des moustiques est égale a Ty
des étres humains.

Remarque :
On a exactement RZ = Ty = Ty

- Stratégie de contrdle :

Un contréle proposé est de réduire Ia densité des susceptibles humain (resp.moust
qui sont disponible pour la transmission du parasite d’un étre humain (resp.moust

celui

ique)
ique)

infecté & tous les hotes (moustiques et humains). Choisissons v comme le controle requis

pour réduire la densité des susceptibles.

Donc la question qui se pose est : Quelle est la proportion Sy & protéger a fin d’éradiquer

la malaria? avec (X = H ou V).

Calcul de T, :

T, : le nombre de reproduction type spécifique a 'hdte X lorsqu’on introduit un

controle v dirigé vers les susceptibles de type X, avec 0 < v <1

la méthode déja décrite dans le chapitre 3, consiste a remplacer les éléments de de
de la colonne X = H Vie X = 1,2 de la matrice K pour ji=12.

Kx;

Ce qui permit d’obtenir une matrice de next génération K, a un nombre de reproduction

T, définit par :
Tv = (1 - 'U)Tx.

Donc Peffort requis pour éliminer I'épidémie dans toute la population satisfait

T, <1

En ciblant seulement une sous population X, la malaria disparaitre, si seulement si :

1
v>1— —.
Tx
Donc la proportion des susceptibles Sy & protéger pour éradiquer la maladie doit

supérieure 2 %
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Modéle mathématique pour plusieurs patchs

Chapitre 0

- Introduction :

Les voyageurs quels que soient leur destination, sont fréquemment victimes de problemes
de santé, un de ces problémes est le paludisme. Il existe actuellement plusieurs pays
touchés par cette maladie, qui sont visités annuellement par plus de 125 millions|de voya-

geurs [ .

Les personnes qui contractent le paludisme pendant leur voyage peuvent étre eux méme
une source de transmission de 1a maladie, lors de leur retour. C’est & dire ils penvent de-

venir des porteurs du parasite dans sa forme gametocyte.

Dans ce chapitre on développe Varticle [ ] cité dans les références, qui décrit|la propa-
gation de cette maladie entre plusieurs régions dit patchs, avec des humains qui peuvent
déplacer d'un patch ¢ vers un patch j pour tous i=1,..,n,maison néglige le déplacement
des moustiques, car c'est admis qu’ils ne peuvent explorer que quelques km durant leur
vie ; on suppose également que les humains ne changent pas leur statut pendant le voyage,
puisque le temps mit pour voyager est trés petit par rapport 3 la durée d’incubation.

- Modele mathématique :

On sépare cette sous-section comme suit :

- Le cas de plusieurs patchs non connectés :

Dans un premier cas on suppose que J’espace est divisé en 1 patchs non connectés

autrement dit il n’ y a pas de déplacement entre les patchs.

Dans chaque patch pour @ = 1,---,n on divise la population des étres humains en

trois classes et celle des moustiques en deux classes. En adoptant les méme

comme auparavant.
Les parametres pour chaque patchs sont définis dans le tableau 4.2, tous les
sont strictement positifs sauf vg; = 0.

Notons par :

H;(t) la densité totale des &tres humains dans le patch 4 & Vinstant ? :
H;(t) = Sma(t) + Ini(t) + Rui(t)
Vi(t) la densité totale des moustiques dans le patch i 2 linstant t :
Vi(t) = Sva(t) + Ivi(?)
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Utilisant les formules de force d’infection du chapitre 4, on assume que ®y;,$v;
d.ependent uniquement des individus présents dans le patch 7 et pas d’autre patch|i # ] ,
¢'est 3 dire l'infection concerne seulement les hétes (moustiques, étres humains) présent

dans le patch i.

Pour chaque patch ¢, i = 1,--- ,n, on a le modele suivant :
' El—%—’- = An; + BuiRui + puilis — priSni — PHiSH
d—g—:’—i = ®yiSui — amilni — puilu: — pailH: — Ya,ilH
< E{%ﬁ_’: = oagiu; — BuiRu: — puiRu (IT)
%{’i = AV,i - H'V,iSV,i - ‘I’V,iSv,i
t
| %‘;ﬁ = ®y;Sv; — wvilv

Avec les conditions initiales : Sy;(0) > 0; Sv,(0) > 0 et I11,(0), Ru.i(0), Iy,(0) > 0,
En additionnant les équations du systéme (II); on obtient le systéme suivant :

dH;
—cﬂ_ = AH,i - ,U'H,iHi - ’YH,iIH,i
(IL.1)
av;
L= Avi— Vi
dt V,L “IIV
On remarque que si yg; =0 pour i =1,--- ,ncest a dire qu'il n’ y a pas de mortalité due

& la maladie, ce type de dynamique est largement utilisé dans la littérature biologique.
Donc pour toute condition initiale H;(0), V;(0); on peut résoudre facilement les deux
équations différentielles, on obtient :

Hi(t) = —£(1—e %) + Hy(0)e "

Vi(t) = —2(1—emveh) + Vi(0)e v
My,

Par conséquent, lorsque { — 00,

. Av;
Hit) — 225 Vi) — =
MH v,

Si on note par H la population totale des étres humains et V la population totale des
moustiques, on aura le systeme suivant :

dH ™. dH;
T T 2
= Y (Awi — paiHi — ymiln;)
i=1
dv = dV;
dt 2 dt
— (AV,,,'_IJ»V,zV;)

i=1
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- Le cas de plusieurs patchs connectés :

Dans cette section, On construit un modéle de type méta-population. Un modéle de
type méta-population c’est un modele qui inclue explicitement la dynamique dans chaque
patchs. Les humains sont repartis sur plusieurs patchs disant n, ol ils peuvent se déplacer
d’un patch i vers un patch j pour tous ¢,j =1,---,7n.

Patch i Patch j

Moustiques

FIGURE 5.1 — Interaction entre deux patchs %, j, ,j=1--,n

On note par m; le taux de migration (supposé constant) des étres humains d’un|patch j
aunpatchiVi=1,---,n.

Soient M™ = [mfj], n = S,I, R les matrices de migrations. On garde toujours les
mémes notations comme auparavant.

Pour chaque patchs 4, i=1,---,n,0na le modeéle suivant :
( dS i
dIt]’ = Ag; + BniRu; + prilmi — priSHi — ®piSh
+ 37 m$ Sy, — T 1 m5iSH,
Al
—dlzi = ®piSui — anilni — priln; — pEilg — Yriln
ﬁ + S mileg — i mglH; (I11)
dRH,i,__ R ) I RR o 10 RR i
el apdp: — BuiRui — priRui + Ljoa Mgl = 2aj=1 TG VH s
dSv;
=¥ = Ay — pvaSvi — v
dt
dlyv;
L nd £ GyiSvi — pvilv
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Avec les conditions initiales : Sui(0) > 0; Svi0)>0et ] 1,i(0), Ry i(0), Iy:(0) > 0, pour
tousi=1,... p '

En additionnant Jes équations du modale (ITT), on obtient
dH;
E;=Am—ume“me+ZK#UJ-ZLM%WM+ZLN%MM)

(I11.1)

Le type du modele de migration qu’on a utilisé dans ce chapitre ne tiendra pas compte du
’ ou vient un
individu considéré, mais considérera seulement le lieu ot il se trouve & un instant ¢ donné,
les humaing déplacés s’identifient aux humains dans Je patch d’arrivé, donc les atrices
de migrations qu'on a utilisé, elles sont appropriées aux mouvements a longue durée (la

Gardant les mémes notations pour la population totale des étres humains et des mous-
tiques, on obtient :

dH = 4,
it =g

= Yy (Ami — pp H, ~ Yl ;)
=1

+Z ( 51: (— Zm;irmyi + mejmq,j))
i=1 \n j=1 ;

=S1R 7=1

dH &

@ Z (Am; — pHH; — VH,iln ;)
dV . 7L
A

Car

n
Z mfjmi,j = 0
j=1

J

En: ( i (_gm;WH,i +

i=1 \r=8,],R

- Existence et unicité de la solution :
Soit Q = R*?" x R%"; les points dans O sont notés par (S, )T | avec § = (Shyi, Sv.;)

et I = (Iy,, Ry;. Iv;) pour i = 1,....n.

On peut écrire le systéme (1) (resp.(II1)) sous la forme suivante :

O w(s.I) (5.1)

d7
7 = (S, 0)

—~~
(=21
N2

Notons par :
Ag = (Ag,,--- Awa)T; Ay = Ay, yAva)T.
SH = (SH,la ot SH,H)T; IH = (IH,I: e JIH,n)T; RH = (RH,I; Tt RH,n)T'
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Sv=(Svy, - ,Syn)T; Iy = (I, Iy,)T.

Déterminons la formule de Y1 et 1, dans les deux cas suivants :

1) Plusieurs patchs non connectés :

En utilisant les équations 1 et 4 du syst
on obtient :
AL(S,])
ds Ay _ (diag(pm; + ®g;) 0 S
dt Ay 0 diag(pv; + @v;) ) \ Sy
Iy

n (diag(()pH,z‘)

~

diag(Bu,) 0)

0 0 (

Les équations 2, 3 et 5 du systéme (II) conduisent 4 :

Ry
Iy

|

—

BI(S:I)
A+ A(1,8)S + By(I,8)I

éme (II),

As(S,T)
dI . diag(Py;) 0 \ s —diag(en ;) 0 0 Iy
E— = 0 0 ( SH ) + diag(aH,,-) —diag(éy,,;) 0 RH
g 0 diag(Py;) v 0 0 Tdiag(pv,:) Iy
By(S,1)
= A+ Ay(I1,8)S + By(I,9)I
Le systeme (II) s’écrit comme suit :
1/J1(S,I):A+A1(S,1)S+B1(S,I)I (11.2)
V2(S, 1) = A2(S, I)S + By (8, nI '
2) Plusienrs patchs connectés :
En suivant les mémes étapes comme auparavant avec le systéme (III), on | obtient

les équations de S et I suivantes :

AL (S,1)
ds Ay M*® — diag(pp; + Py + X5 mS; 0
= + : =11 .
dt Ay 0 —diag(py; + ®vy)
: . I
o (aglon;) diag(Bu,) 0 RI;I
0 0 0 I
~— , 14

Bi(8.])
A+ Ay (I,8)S + By(1,8)I
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a [die9(@m) 0
(&)

dt 0 diag(Pv, Sv
M — diaglen; + Sl m 0 0
+ diag(ar) MP — diag(8ir; + Tiey M 0
0 0 ~diag(pv;)
Bz@

= A+ Ay(I,8)S + By(I,8)1
donc le systéme (III) s’écrit :
Ba(S, 1) = Ag(S, I)S + Ba(S, 1)1 '

Le théoreme suivant assure l'existence et 'unicité globale de la solution pour les deux
systémes (I1I), (I1I).

Théoréme 5
Pour toutes conditions initiales (S(0),1(0)) € ©, le systéme (1I)(resp.(11])) admet une
solution unique positive et globale (S(t),1 (t)) dans .

Démonstration: En utilisant le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on prouve I'existence et
"unicité locale de la solution, car ¢ = (41,1)2) est une fonction de classe C! dans €1

La solution est positive car :

Si § =0 alors 1 (0,1) = A+ Bi(0,1) >0=>12>0.
Si T = 0 alors ¥2(S.0) = A2(S5,0) 2 0= 52> 0.
Done €} est invariant par le systéme (11) (resp.(III)).

Rappelant que pour les deux systemes (11),(I11), les équations de la population totale
des deux hotes sont données par ;

dH -

- = > (Ami — paiHi - VHiIH,) (5-3)
=1

dv ¢ -

o= LAvi- 2wl (5.4)
i=1 =1

De Iy; < Hi, découle que :

> Ami— > (uri +vHi)Hi < %Itl <> Ami- S pniHi
i1 il i1

i 1

On obtient facilement Vinégalité suivante :

3

n dH
i — g )H<S — < ;— mi ;
Y A max (pgi+ym)Hs — S Ap;— min ppH

N < 1<i<n
i=1 i= ==

it

On résout cette derniére équation, on aura pour tout Lt =2 0

maxi<icn(BH + TH) min <i<n (1A’
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En utilisant les mémes étapes comme précédemment avec Péquation (5.4), on aura
Pinégalité suivante pour tout ¢ >0

min{j_l_AL),V(o)}g V(t) gmax{M,V(O)}

maxi<i<n (v, ming ;< (pv,

Donc H et V qui représentent la densité des humains et des moustiques respectivement
sont bornécs. n

Ceci termine la démonstration du Théoreme.

- Etude mathématique

- P’équilibre sans maladie DFE :

L’équilibre sans maladie dn systéme (I) correspond & la solubgwy,
d’équation algébrique suivant :

»i(S*,0)=0
$2(5%,0) =0

Notons par S;i = (S;i,la T 7SL,7L)T; ST/ = (S“},l’ T ’ST/,'IL)T'

On sépare cette section en deux cas comme suit :

Plusieurs patchs non connectés :
Le cas ouil n’ y a pas de migration M™ = 0 pour tous 7 = S, I.R.
Notant par Gy = diag(pn;); Gy = diag(jsv;) pour tous 5 = 1,--- ,n.

Théoréme 6
Le systéme (1I) posséde un unique €tat d’équilibre sans maladie (8*,0) dans Q. De plus,
les matrices Gy et Gy sont inversibles et nous avons St; = Gi'Ay et Sy = GylAy.

Démonstration: Soit (S*, 0) ’équilibre sans maladie de notre systéme (I1.2). Donc (S*,0)
est solution du systéme :

wl(‘g*;O) =0
1/12(5*70) =4

cela est équivalent a
.A + AL(S*,O)S* =0

A\  (diag(un,) 0 Sg) _ (0
Ay 0 diag(uvs) ) \s5 ) = o

Ay -GuSy; = 0 (55)
Av——GVs{k/ = 0 (5:6)

alors :

I'équation (5.5) nous donne :

AH 1 AH n\T
S* = G—IAH = (2" ... , JioOlinint hod
H="H (ﬂH,] ’ MH,n)
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et puisque pp i, Api >0 pour tousi=1,---,7m alors S§; > 0.
De Péquation (5.6), nous obtenons :

Ava Ay,
St =Go'Ay = ,...,__L'lT
v v (H'V,l NV,'M)

pvi, Avi > 0 pour tousi=1,---,n alors Sy > 0.

Plusieurs patchs connectés :

Maintenant on suppose quon a une migration entre les patchs, et on cherche a

déterminer l’equlhbre sans maladie. Notons par :
SH - (SH 1077 SHn)T V - (SVI SVn)T
Ly = diag(pm; + 25- 1m‘5 _ MS: Ly = diag(pv,) pour tous i=1---,n.

Théoréme 7

Le systéme (II1) posséde un unique état d’équilibre sans maladie (S*,0) dans Q. De
plus, les matrices Ly et Ly sont inversibles ¢t mous avons Sy = LAy et Sy =
.LV1 AV.
Démonstration: Soit (S*,0) I'équilibre sans maladic de notre systéme (II1). (S*./0) cst
solution du systeme :
¥ (8*,0) = 0 (5.7)
Pa(S5,0) = O (5.8)
avee 1, Yo sout dounts daus (111.2).
(5.7) est équivalent a A + Ay(S*,0)8* = 0, alors :
Any diag(pm,i + 25=1 M3 )—MS 0 SyY _ (0
Av 0 diag(pv,) ) \Sv 0
Ag—LpSy = 0 (5.9)
Ay —LySy = 0 (5.10)
en résolvant 'équation (5.10), nous obtenons :
A -
S = L' Ay = (AV1 Ava . ,AV,n I’AV,n
BV Bv2 Wn-1 HVin
Et comme IJV,,AV,, > 0 pour tous 4 = 1,---,m alors Sy, > 0
Pour (5.9), observons que les éléments or dlagona,ux de Ly sount négatifs
Ly = diag(uH,i+me,i)‘Ms
Jj=1
pH + -1 M5 ~miy . —mi,
_ —m3, pH2+ 5= m“?z - —ms,
—miy —myy co pHa et Min
On a aussi la somme de chaque colonne de Ly = prr; > 0 pour i=1,-+,n; cela

implique que Ly est une matrice 3 diagonale strictement dominante donc en utilisant le
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théoréme 12, on prouve que Ly est une M-matrice non singuliére.
Alors il existe une unique solution de (5.9) donnée par S} = LI}'AH. Puisque Ay > 0,
a partir des résultats sur la théorie des M-matrices énoncés dans [[ ], Chap.s, Theorem

2.7, on a L,",l >0. Dot I;'Ay > 0 on obtient donc Pexistence et P'unicité du DFE du
systéte (I11). |

- La structure de la matrice de Ia prochaine génération :

Ecrivant %2 comme ¢y, = F(I) — V(I); rappelons que la variable des infectés I vérifié
dI
== ¥o(S, ).

Ou les fonctions F(I ) et V(I) dans ce cas sont données comme suit :

'F(I) = ((I)h,ISH,l’ Oa (I)V,ISV.I; Tt (I)H,nSH,na 0, (I)V,nSV,n)T

( Y m{jIH,j — (ema + X mjl‘l)IH,l
andyy + 57 mERy; — (6, + 37 mE )Ry,

—twaly,

V) = -

E;?’:l m,Iq.jIH,j — (€rn + 2?:1 m]I‘n)IH,n

Hnlin+ X5 mE Ry ~ (6, + Yiaml)Ry,

—/Avm,lv:n

F et V deux fonctions vérifient les hypothéses (Hy)-(H;). Gardant les mémes nota-
tions du chapitre 3, soient alors F — DF l(s*0) et V = DV](S*,U) les matrices jacobiens des
fonctions V et F calculées au point d’équilibre sans maladie; alors FV ! est bien définie,
c’est la matrice de la prochaine génération.

Rappelant que les fonctions d’incidences données par (4.1), (4.2) et (4.3), (4.4), sont :
Oni = Bui(Sus. Svi, I, Ry, Iy,y): Pvi = Ovi(Sws, Svi, Ini, Ry, Iyy).

Un simple calcul de dérivées partielles des fonctions d'incidences au point d’équilibre sans
maladie donne : ‘

0Py, 0Py ; . 0dy ; o,
Er— - = —_— * == V y t : hd = O v
T, lism0) = 0 T sy =0 Vi,j e s l(s+,0) LF£ ]

8®Vi B(I)Vi R . aq)v,‘ ..
—_— — 0 —_— ra — 0 V’ /] t : o = 0 V’t, y
alH,j ‘(5 ,0) 8RH,j l(b ,0) 4 7é J € al‘:j '(" ,0) J
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Ru. _ 9%vi

Vi " ORp,

i 8 () i év,i .
1 22 503 oy = L8+ 0y l(s* 0

Vi T aIH,i

F et V sont des matrices de taille 3n x 3n , que nous réécrivons par blogue sous|la forme
d’une n X n matrice de 3 X 3 sous-matrices comme suit :

F = diag(Fy) pour i = 1,---, 7 ou

; 8%v,i 8%v, Tvi gx
Tl BT (50 oL |(5%,0) 0 0  @y;Sh
. By i 8%y Ta,i ox Ry o
D0\ se0) BIelsn0 Bl (70 oSy vitSv: 0
’ ’ (3.11)
et V = (Vij)1<i,j<n €St définie comme suit :
I
Vy=| 0 -m} 0 si 1F# ] (5.12)
0 0 0
et
e+ T M 0 0
Vii = —0H,; S+ X7 om0 (5.13)
0 0 Hvi

Pour calculer K = FV~1, on doit passer par le calcul de linverse de V, sachant qu’elle
est de taille 3n x 3n (it’s hard but not impossible ). Alors pour éviter ce calcul qui n’est
pas évident, on doit obligatoirement approfondir dans les détails de la matrice K.

Soit. K;; un bloque de taille 3x 3de K pour 1 <4,j <n,

(In; < Inj)

Ki; = (Ry; + In;) (Bus+ Rug) (Rmi+ Ivy)

(Ivi ¢ In,;)

(IH,i — RHJ‘)

(Ivi = Ruy)

(In; < Ivy)

(Iv; + Ivy)

La notation Y « X indique que un individu du compartiment X infecte in individu

du compartiment Y par exemple Iy, < Ry,

moustique du méme patch.

un humain infecté du patch 7 infecte un

La matrice K;; ainsi donnée d'écrit la prochaine génération d’infection des vecteurs et
des hotes dans le patch 4, produit par les vecteurs et les hétes introduis initialement dans
le patch j, donc connaitre la structure de K est tres utile, car elle nous permet de bien

comprendre comment l'infection se propage dans la population des deux hotes.
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Théoréme 8

Les éléments de la matrice I prennent la forme suivante pour i=1---,n:
0 Q 0
K = 0 0 0 si 1#] (5.14)
(Ivi < Inj) (Iv; ¢ Ruy) O
0 0 (In; ¢ Ivi)
Ki = 0 0 0 (5.15)
(Iv;, < 1 mi) (Tvi < Rirs) 0

Explication :
Car un humain (resp moustique) n’infecte pas directement un humain (resp moustique)
pour tous %, J = 1,---,n.

Comme on a déja supposé que I'immunité bloque la cransmission, alors Ry <7 Iy; =90
Vi, j.

0 si 1F#] car les moustiques ne s déplacent pas.

POUIIH,i « IV»j = {IHi « Iy, st i=]

Démonstration: Remarquons que V ainsi définit appartient a G(U) (GU) est défini dans
Panncxe B.2 ); car V;; définit dans (5.12) € H ot V;; définit dans (5.13) Vi € J Donc la
matrice V est un élément de U (G). 11 suit que linverse V! reste dans 'ensemble U(G),
en appliquant le lemme 5 on peut conclure la preuve du Théoréme 8 par de simples
calculs du produit F v-1L. ||

Donc K a bien la forme indiquée dans le Théoréme 3.

- Calcul de Ro

Aprés avoir défini la matrice de la prochaine génération K, le nombre de reproduction
de base est donnée par Ro = p(K), pour simplifier les calculs, on utilise le corollaire
suivant :

Corollaire 1

Soit K une nxn matrice, défini par blogue de 2% 2 matrice dont ses éléments sont extraits
des éléments de la matrice I, défini pour i,j=1,..,npar:

~ 0 0

IV,i < IHJ') 0

_ 0 (Ig; < Iv;)
i = (5.17)
(IV,i < IH71;) 0

>
!

Soit Px()) (resp. Pi(})) le polynbme caracteristique de 1a matrice K (resp. K). Nous
avons

Pc()) = (=N)"Pg(}).
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ule de la multi—linéarité du déterminant. Nous

de ce corollaire déco
montrer que

La démonstration
facilement

det(K — Man) = (-1)* (A det(Kalan) = (=2 Px(N)

pouvons

pour tous 7 > L

ifier les calculs, puisque 1es deux matrices Ket K

L utilité du corolaire 1 est de simp! t 1
ont, les mémes valeurs propres noun-nuls, par conséquent, ils ont le méme rayon spé ctrale,

alors Ro = o(K).

Notons par :

ka,vi = Ivi < Inj
kHi,,Vi = IV,i «— IH,z'
kv = Jmi< Iv;

Les éléments k. de K représentent le nombre attendu de cas secondaires dans
I’hote s produit par un seul hote infecté de type” introduit dans une population completement

susceptible.

On calcule Rg pour les deux cas particuliers suivants :

Plusieurs patchs non connectés :

On suppose que les patchs sont isolés les uns des autres je M™ = 0pour ™= S, 1,R.
A partir dn Théoreme 6, on a
Ava A -
55 = ( vi va . ’AV,n l,AV,'n,)
wvi B2 bvmn—-1 BV,
et
. A Anpa Aypnt A
,’— 7—’_3.-"———————3—“
UHA HH?2 UHn—1 HHn
F = diag(F;) donnée dans (5.11) et V = diag(Vi;) avec :
€H,i 0 0
‘/ii = | —CGHi (SH:,; 0 (518)
0 0 i
Apres un simple calcul de FV-1 on aurala structure de la matrice K= dz'ag(f{,;i), avec :

0 kVi:Hi
Ki =
kn,v, O
Iv, 1
0 SuiSHiT
_ i
IH,:. 1 Ry all,"
By Sy + Qv Syi—— 0
€H,i €ri0H i

)
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avec .
ky, H, UD moustique infecté du path i infecte un humain du méme pateh.

ky.v; o0 Tumain infecté (infectieux) du patch @ infecte un moustique du patch .

Gi on note par Ro, le nombre de reproduction dans chaque patch 1, alors :

Ty 1 {admeoe & 4 @RHASY QH,i
Oy Shi (‘I’w Svit + v SV
2 .2 k) )

(3.19)

Par conséquent, pour le gysteme complet, on obtient Pexpression de RO comme guit|: Ro

est défini par :

R — max Roji-
0 i<ign 0,1

5.20)

Notons, queé cela ne veut pas dire que la maladie devient persistante dans tous les patchs
lorsque Ro = 1. Puisque les patchs sont déconnectes, le comportement dans un patch

donné est déterminé par 12 valeur du nombre de reproduction de base Rosi dans ce patch

i
En fait pour obtenir un équilibre sans maladie instable dans le sens classique, on

que le min‘siSn 'R«(]’,; Z 1.

Deux patchs connecteés :

1’équilibre sans maladie est donné par :

a/besoin

T
(Sius S - (HH,zAH,l +miy(Ama t Ana) paibdHE2 T miy (Ama AHz))
51’ 3 - y y J Y
: (a2 + M) T oy pHa(pE2 T mSy) + HH2MAL

La matrice de la prochaine génération K est donnée par :

0 kvm O 0
K - kHl Vl 0 kHzV‘ 0
0 0 0 kwH

kHl Va 0 kHsz 0

Pour trouver Ro, o0 doit calculer les valeurs propres de la matrice K.
Le polynome caractéristique de K est:

A= M (kg vibvim kv hvaHa) — ke, v, kvaHa KH2V: kv, H,

le rayon spectrale de K, est la valeur propre la plus grande en valeur absolue, il est donné

par :

i

1
Ro a(kH1V1kV1H1 + kHszszHz) +

67

.  ——

-

1
Z(kyl"l kv, + kravakvar)* kriva kv o Favs kviHs




kyr, = S
1

bav = <I>Vl 5?11(6H2+m{z) oSy [aH1(5H2+m12)(6H2+m12+7721)+ay’2m£1m{32]

- (€H1€H2 + mm) + m215H2 (eﬂl(eHZ + m12) + M3 €H,2) (65,1 (0,2 + mi) + m&idn2) |
kv, = _ oSme M (et mh)

2Vi €H, (emz + m{z) + 'm£1€H,2 (eH, 1(em2 + 'rmz) + 'm21€H2)(5H 1(6p2+ m1 ) + m%fiy,z)

I
bvats = PHSiaT—
1

kv, = oS +wﬂ,

1V em(em ) + mbena  (enalemzt mly) + mben ) (ra(0m2 + i) + mEdn2)
k - (I) 75 Sy alen + miy) (I)VI;A *
HVa —

- Stabilité de 1’équilibre sans maladie :

Stabilité locale :

La stabilité locale du (5*,0) est assurée par le théoreme suivant :

Théoréme 9

SiRo < 1 alors ‘équilibre sans maladie (S*,0) est localement asymptotiqueme nt stable
tandis que pour Ro > 1 il est instable.

La preuve de ce théoreme est similaire & celle du théoréme 1.

Stabilité globale :

pour la stabilité globale de DFE (5*,0), on cherche un moyen pour pouvoir montrer

que :

I(t) = (Ima(t), Rus (t), Iva(t), -+ Im, A(8), Rua(t), Ivin (t))T, donc on §'intéresse pux équations
des infectés (infectieux , seml-lmmunes

dt

OB _ gy I — BualtHi — ppiRui+ Xjm mERp; — Li-1 M RRy;|  (IL3)

dlvi _

Proposition 4
Pour touti=1,"""
1) dui= 0
1) SHZ S SH1
2) Svi< SV

_Pvatval il _____/'/——____,__,___
egilen2+ mi,) + mbien2 (ega(em2+ miy) + m21eH,2)(5H,1(5H,2 +mb) + m&dn2)

dly
Uoi _ gy .S, — enilns + 25 omb Iy — X myIn

= Oy, Svi — wlvi

, T, SUPPOSOTLS quion a:

o Ro<1 I —0= V¥ 10)20 (5.21)

t—oc
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Si R < 1, alors I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration : En choisissant la premiére forme de force d’infection, la démonstration

est similaire & celle de la proposition 2.

Conclusion @

(S*,0) est CGAS si Ro < 1 et THi = 0 pour tous ¢ = 1.0 Mais pour YH, + 0 pour
i=1,.,nle point (5*,0), n'est pas toujours globalement asymptotiquement stable et

une bifurcation backward peut s€ produire (voir la section suivante).

- Existence de bifurcation Backward

On a montré J'existence d’une bifurcation backward dans le cas d'un seul patch,
ainsi Véquilibre endémique peut exister méme lorsque Ro < 1 sous certaines com ditions.
Par conséquent, des petits changements dans les parametres (ou conditions initiales) du
modéle peuvent impliquer des changements importants dans le comportement dynamique

de la maladie.
On peut généraliser ce résultat pour les deux cas suivants :

Existence de bifurcation backward pour plusieurs patchs non connectés :

Dans le cas ot Ro < 1silundesn patchs vérifie les conditions du théoreme du chapitre
4, disant le patch [ alors on 2 une bifurcation backward & Ro = 1: et donc Pexistence

d’un équilibre endémique POUr au moins ce patch | noté (St SV It v
implique que tous le systeme a un état d’équilibre endémique.

Ry)- Ce qui

Existence de la bifurcation backward pour plusieurs patchs connecté

L’existence d'une telle bifurcation peut apparaitre méme dans le cas de plusieirs patchs

connectés.

Considérant une faible migration, nous réécrivons le modele (IT1) & V'état d’équilibre en

fonction de M et de z sous la forme :
Y(M,z)=0

Avec : M = (M5, M, MF) et z = (8,1).

En isolant les patchs i.e. M = 0, nous supposons que I'équation v (0,z) =0 admet une
unique solution Tg méme si Ro(0) < 1, ol nous avons indiqué explicitement la dépendance

de R par rapport a M.

Maintenant si les patchs sont connectés, avec de faibles migrations de sorte que
Ro(M) < 1 alors, Si %‘%l(o,mo) est inversible; en utilisant le théoréme des fonctions im-

plicites, on conclut existence d’un équilibre endémique.

En utilisant le méme raisonnement, on montre aisément P'existence d’équilibres endémiques

pour Ro(M) >1 (M assez pefit).

Conclusion :

Pour Ro < 11l peut y avoir des équilibres endémiques sous Ccertaines conditions,

2

donc si on veut appliquer un controle pour éradiquer la maladie on doit D
considération.
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- Stratégie de controle et réservoir d’infection :

Un contrdle ciblant toute la population humaine ou celle des moustiques peut donner
des résultats, mais il est tres difficile et cofiteux pour I’appliquer & tous les types d’hotes
dans les n patchs (hotes : moustiques et les humains) ; alors il est plus efficace de cibler

des sous-populations o des patchs spécifiques 1a ol le contrdle sera le

plus efficace.

La premiére chose 3 faire c’est d’identifier ces patchs (ou sous-populations), pour ensuite

proposer des stratégies optimales 3 fin d’éradiquer la maladie.

La question qui se pose est, - Est-ce-que le paludisme peut stre éradiquer en ciblant un
sous ensemble J avec un certain controle? tel que J est un sous ensemble de I'ensemble

Q= {H17V17 tre aHnaVn}-

- Le nombre de reproduction type T :

En utilisant toujours la technique introduite dans les articles |
détaillé dans le chapitre 3, pour caleuler le nombre de reproduction T

Soit T'; le rayon spectrale de M; défini dans le casou R.=1par:
M; = EYK(Izn — (I2n — P)K)'E;

rappelons que :

1, [ ], et qui été

E; et Py sont des matrices de projection de taille 2n X cardinal(J) et 2n X on, res-
pectivement, satisfaisant (Ey)j5 = (P1)ii = 1 pour j € J et (Ej)j; = (P1)j; =0 sinon.

(L’indice j designe ici la position des éléments de J dans Pensemble ).

Il est affirmé dans les deux articles [, lqueTs= p(M;) est bien défini si les autres

A

types d’hotes Q1\ J ne peuvent pas eux-mémes soutenir une épidémie,
bien défini si p((Izn — P1)) < 1.

c'est a dire Ty est

Par conséquent, la réduction de Ty en dessous de 1 est suffisante pour réduire Ro en
dessous de 1, qui peut étre réaliser en ciblant seulement un sous ensemble J de Q. Cette
hypothése est valable lorsque Iéquilibre sans maladie est globalement asymptotiquement

stable quand Ro < 1 (ou R, dans le cas d'une bifurcation backward).

- Stratégie de controle :

Cas de plusieurs patchs non connectés :

On distingue deux cas pour cette section :

1) Si R.< 1.

Supposons qu’on a une bifurcation backward, cest & dire il existe un Re tel que :

2

~SiRo<R.<1liln’ yapas d’équilibre endémique.
_SiR.<Ro<lilya deux équilibres endémiques.

Donc pour que le DFE soit globalement asymptotiquement stable, il faut réduire

Ro en dessous de Re.

On se met dans le cas oit le DFE est GAS,ie Ro < R, < 1 alors R;"Ro < 1. avec

Ry = p(K), donc ) )
RIp(K) <1+ p(R'K) <1
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On définit une nouvelle matrice de la prochaine génération notée par Knew =
Kpew ont 12 méme interprétation comme les éléments de K.

les éléments de

T; est défini en utilisant la nouvelle matrice de la prochaine
remplacant simplement K par Kpew dans ’expression de M;,

TJ == ETKnew
T est bien défini si p((I2n — P;)me) < 1.
population humaine :

e En ciblant une sous-population de la

Comme les patchs ne sont pas connectés, on applique un

sous-population de la population totale des

génération Kre

R}

wy €0

voir chapitre 3.

[IZn - (I‘Zn - PJ)I{new]—l EJ

contrdle ciblant une

humains, soit par exemple J =

(0 0
BT =(0,,0, 1 0---,0); Pr= 00 L
position deH; 00 ¢ .

E;, Py sont deux matrices de taille 2n X 1, 2n X 2n, respectivement.

Un simple caleul, donne :

{H.}-

T

o O

T, = (R7'Ros)? (5.22)
Ty est bien défini & condition que le rayon spectrale de la matrice
(Izn — P7)Knew <1 1€ (In — P1)K < Re < L.
Application :
Soit par exemple J = {H,}, alors,
1000
T o000
EJ-‘(170)070)’ PJ" 0 0 0 0
0 000
0 R kv 0 0
K 'R«j IR 0 0 0
new 0 0 RzlkV2H2
0 0 R kuavs 0
Apres un simple calcul, on obtient :
E?]’Knew = (09 REI’MH“O,O) et (14 - (14 - pJ)Knew)_—lEJ = (L ’Rzll‘;thHOaO)T
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donc

T) = EVKpew(Is — (Is — P))Kpew) E; (5.23)

= (R—I)Zkvlmkmvl (5.24)

= RV (ol sy + W St e
178 ’ TEH €H15H1

— (R;—I’R’O,l) (526)

T, est bien défini si le rayon spectrale de la matrice (Iy — P, ) Knew < 1.

0 R;lkvlﬂl 0 0
0 0 0 0
(IA - PJ)I(ne'w
0 0 0 R, kvan,

0 0 RS kv, 0

p((I = P;)Knpew) = RZRo2 Pour que le seuil calculé T, soit bien défini, il faut
que Ro2 < R, iele patch 2 ne soit pas lui méme un réservoir d’infection.

e En ciblant une sous-population de la population des moustiques :

Soit dans ce cas J = {Vi}, on suit les mémes étapes comme auparayvant, on
obtient :

TJ = E;I{new(IZn - (1211 - PJ)I{new)-lEJ
= (R:'Ro,)*

Le seuil T est bien défini dans ce cas si p(lon — P Kpew) < 1.

2) Si R.=1.

e Ciblant une sous-population humaine :
on remplace dans ce cas R, par 1, dans I’équation (5.22) on trouve :

Ty, = EiK(Izn— (In — Pu)K) "' Eng,

3

= Rg,i
e En ciblant une sous-population de la population des moustiques :
on trouve :
Ty, = ELK(Ion— (Ion— Py)K) ™ By,
Rii
Conclusion :
On remarque que si R, = 1 alors le nombre de reproduction type Ty, et Ty,
vérifie ’égalité suivante,
Ty, = Tv, = Rq,
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2 . . . ’ .
Rj; est le nombre d’humains (resp.moustiques) infectés par un seul humain (resp.

moustique)

infecté introduit dans une population d’humains et moustiques totalement susceptible du-

rant toute sa période d’'infectiosité.

Par contre Ry; est le nombre d’humain ou moustique infecté par un seul humain ou
moustique infecté durant toute sa période d’infectiosité, dans une population d’humains

et de moustique totalement susceptibles.

Cas de plusieurs patchs connectés :

Pour simplifier les calculs on suppose que R, = 1.

Un contrdle ciblant la population humaine :

On veut appliquer un contréle pour éradiquer la malaria en ciblant seulement
pulation humaine, soit donc : Jy = {H,, -+, H,} € Q.

Caleulons My, = ET K (I3 ~ (Izn — Py, )K)~'Ey,,.

\

ol :
(1 00 0 0\
0 0O 00 (1 00 0 0 0
010 00 6 0 0 - 0 00
000 00 0 01 000
Ej,=1: : ;o Py = : :
000 10 0 00 000
000 00 06000 --- 010
000 01 \0 0 0 --- 00 0
\0 0 0 00
Des calculs simples montrent que :
kmvikvim -+ kmvokv,m,
M;, =
kg, vikvim, - kmv.kv.m,

Si on note par Ry, H, = k'yiV, kv, H,, la matrice M}, s’écrit alors :

My = [Rum)

1<i,j<n

R, n, est interprété comme le nombre attendu d’humains infectés du patch J. géné
un seul humain infecté du patch i introduit dans la population des hotes (moustig
humains) complétement susceptible durant sa période d’infectiosité.

T, le rayon spectrale de M, est bien défini, si seulement si :

p(ls— P )K < 1
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Ona:

/0 0. 0 0

kmv 0 kg,v, 0

_ 0 0 .- 0 0
(IZTL_P]H)R = . . . . )
0 0 0 0

KkHlvn 0 kuv. 0

Le polynome caractéristique de cette matrice est ;
PA = det((IZn - P]H).f{ - AIZn)
( A) 2n

donc p(Is — PJH)I;’ — 0 < 1, ceci confirme que le seuil T, est bien défini. Alor
propriété i) du proposition 1, on a :

Ty, <1l Re<1

s de la

Par suite, T, peut étre utiliser comme une uantité seuil pour tous le systéme. On conclut
y LIy P q p Y
qu’un controdle dirigé uniquement vers la population humaine, permettant d’éradiquer la

maladie est réalisable théoriquement.

Un contrdle ciblant la population des moustiques :

La malaria peut &tre aussi contrdlé, en ciblant la population des moustiques.

Soit Jy = {Vi,- -, Va}, on suit les mémes étapes comme le cas précédent, pour calculer
M;,.
Avec :
000 - 0 0
100 00 (0 0 0 . 00 0\
0 00 00 010 - 00090
010 00 000 - 000
Ejy=1: ¢ ol P = :
000 00 000 - 100
000 1 0 kO 00 000
6 00 00 000 - 0 01
\0 0 0 0 1
Aprés un simple calcul, on obtient
kv,mkmv, -+ kwmnkmyv,
My, =
kv ke - kvamkr.v,

Pour simplifier la notation on pose :
Rv,v, = kv,nikn.y,

On peut donc écrire,

My, = [Ruy)

1<i,j<n

o

T}, est bien défini car p((Lon — PJVf{) =0 < 1, de nouveau Ty, <1 <= Ry <
TJV = p(l"-/[-]v)
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- Condition suffisante pour qu’un patch soit un réservoir d’infection :

Rappelons qu’on a :

M;, = [RH,«Hj]

1<i,j<n

My, = |Ru)] 1<ij<n

Avec Ry, n; = kn,v;kv,n, et Rv,v, = kv, kn,v;. On remarque que les deux matrices My, et
Mj, ont la méme diagonale. Notons par Py(Mj,,), Px(Mj,) les polynémes caractéristiques

de My, , Mj,, respectivement. On démontre que :

P\(Myy) = P(My,)

Mj,, et My, ont le méme polynéme caractéristique, et par suite elles ont les mémes valeurs

propres, donc
TJH = p(MJH) =Ty = p(MJV)

Remarquons que M}, est une matrice positive car tous ces éléments sont positifs

D = d’l:ag(RHlH,)lglgn

Alors D < MJH i.e D,;j < (A{JH)U pour tout 1,’] =1,--- M.

Corollaire 2
Les deux matrices D et My, vérifient l'inégalité suivante.

p(D) < p(MJH) > E%RH[H' < TJH

Démonstration: D = diag(Ruy,n,)1<i<n €t My, = [RHi,HJ‘]].SIS‘IH D et My, sont pos]
ie Dij,(Mj,)ij 20pouri,j=1---,n.

D _<_ MJ” et “D“ = max15i5n E?:llDijla donc Z;':ﬂDiﬂ S Z;-‘:ll(M]"),‘jl.
Ceci implique || D] < [|[My,|l.

En utilisant le corollaire 2, on déduit que :
e Si Ty, <1, alors max i<, Rug, < 1.

e Si minlgg.,,_R","l > 1, alors T]H Z 1.

Par conséquent, s'il existe un patch [ dans {1,2.--- ,n} tel que Ry,pm, > 1,
patch [ est un réservoir d’infection.
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- Application et simulation numérique

- Mouvement d’une zone endémique vers une zone non-endémique :

Dans cette section, on donne un exemple d’application de notre modele, dans
de deux patchs connectés. On simplifie les calculs en prenant R.=1.

M, = [(kmvibvim kpykvg,
o kavskvn,  kmyv,kv,m,

et

1
TJH = E (RH1H1 + RHsz + \/(RH1H1 - RH2H2)2 + 4RH2H1RH1H2)
= RZ
On peut aussi calculer Ty, pour 4= 1,2

TH:’ = E]J‘,‘(Li - (I4 - PHik))—lEHi

on trouve :
To, = Rupp + Ripm R, i,
1- RH2H2
Ty, = Rup, + et Rin
]. - RH2H2
et en plus :
0 0 0 0 0 kv, g, 0
_ - kH1V1 0 kH2V1 0 . S kHlvl 0 kHZVI
(I4 PH1)K - 0 0 0 kH1V1 3 (14 PHz)A - 0 0 0
kmve, 0 kg, O kayv, 0 kg

e Pour que Ty, soit bien défini il faut que p((I4 — Py,)K) = Riuym, < 1, clest
il faut que la patch 2 ne soit pas un réservoir d’infection.

¢ Pour que Ty, soit bien défini il faut que p((Iy — Py )K) = Ry, < 1, cest
il faut que la patch 1 ne soit pas un réservoir d’infection.

Supposons, par exemple que le patch 1 est la zone non-endémique, donc Ry, <l

résulte que T}y, est bien définie et une proportion Sy, > 1— T des individus suscep

H,
du patch 2 doivent étre protégés pour éradiquer le paludisme dans les deux patchs

Simulation numérique :

On veut analyser numeériquement le modeéle (ITD). En particulier, pour le cas du

le cas

SO oo

a dire

a dire

.llen
rtibles

mou-

vement des étres humains entre une zone endémique et une zone non-endémique, donc¢ on

doit avoir un ensemble raisonnable de données, on trouve dans la littérature [,

Soit les matrices de migrations suivantes :

S:( 0 0'00003)MR:( 0 0.000054>M,:< 0 Lmi)

1 R
007M21 0

0.00001 0 0.00001 0
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[ Patch 1 Patch 2

Ay =40 Az = 3.0
ap; = 0.0035 anz = 0.0035
pH1 = 0.0083 pH2 = 0.035

B =27x10"% | B2 =55x10"*
Y1 =9x%107° Y2 =9x 1075
pr1 =45x%x107° | pga =6.08x107°
Ay, =700 Ayv2 = 2000

vy = 0.04 pyvo = 0.04

TABLE 5.1 — Valeurs des parameétres pour deux patchs.

Patch 1 Patch 2

OV, = 0.24 OHyVa = 0.48
Gy, = 0.024 Gy, = 0.048
ov,g, = 0.022 ov,u, = 0.022
am = 6.0 am, = 19.0

ay, = 0.6 ay, = 0.7

i € [0.13,0.47) | d; € [0.13,0.47]

TABLE 5.2 — Valeurs des parameétres pour deux patchs (force d’infection).

Sans migration Avec migration
Patch 1 || (88889, 0,0, 17500, 0) (96549, 0,0, 17500, 0)
Patch 2 || (49342, 0,0, 50000, 0) (43673, 0, 0, 50000, 0)

L’équilibre sans maladie (S¥ ;, If ;, Riri» Svi» Iy:;), est représenté dans le tableau

suivant :

En considérant les mémes conditions initiales, et les mémes valeurs des parametres bio-
logiques, on fait deux simulations, une dans le cas ou il n’ y a pas de migration i.e
MS = MT = MR = 0, et Iautre dans le cas ou les deux patchs sont connectés, pour

pouvoir observer I'impact de la migration sur la propagation de cette maladie.

Patch 1 la figure (5.2) montre la disparition du paludisme lorsqu’il n’y a pas de migra-

tions des humains, alors que sur la figure (5.3) on observe I'apparition du p
due au déplacement remarquable des semi-immunes, qui augmente dans
d’arriver.

Patch 2 la figure (5.2) montre que la maladie est endémique dans le cas ou il
de migrations, et on remarque une diminution des semi-immunes, dans ce
a la migration, voir la figure (5.3) : lorsqu’il y a un mouvement, on remarq
densité des moustiques devient plus importante.
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8000
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2000
0
temps x 10
x 10° patch2
0 1 j. i
o 2 4 8 8 10
temps x10*

FIGURE 5.2 — Simulation numérique du modele (IT), pour deux patchs non connec tés sans

contréle administré dans la population de deux hotes.

patch1
............................. iy |
..................................... Rin ||
: by
L NN SRS SRR ]
4 6 8 10
temps x10*
patch2
hiz
.............. RHz-
z —
0 i i i |
0 2 4 6 8 10
temps x10°*

FIGURE 5.3 — Simulation numérique du modele (IIT), pour deux patchs conne¢tés sans

controle administré dans la population de deux hotes.
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Conclusion général :

Dans ce mémoire, on a présenté la biologie du paludisme et toutes les informations im-
portantes sur le vecteur responsable de la transmission, les différents types de palsmodium,
ainsi qu’une section détaillée du cycle du parasite, qui entraine infection. ce qui a permis
de mettre en évidence l'interaction entre les humains, les moustiques et le parasite. Toute
un chapitre était sacrifié pour les modeles de base du paludisme, cela nous a aidé pour
identifier deux éléments essentielles, la négligence des migrations des porteurs asympto-
tiques de parasites, et la considération d’un seul type d’héte infecté dans la population
humaine qui peut transmettre la maladie. Un chapitre était inclus sur la définition, ’in-
terprétation et le calcul mathématique de deux termes clés en épidémiologie : le nombre
de reproduction de base Ry qui défini le rayon spectral de la matrice de la prochaine
génération des infections et le nombre de reproduction type T; est bien défini sous cer-
taine condition par T; = p(M,) avec M; une matrice qui dépend de la matrice de prochaine
génération.

Pour tenir compte des hypothéses négligées auparavant, on a étudié et analysé un
modele mathématique déterministe proposé par J. Arino et al [ ], qui décrit la dynamique
de transmission du paludisme, entre plusieurs régions ou méme les semi-immunes peuvent
transmettre la maladie, pour cela I'espace était subdivisé en n régions géographiques
appelées patchs, puis dans chaque patchs 4 (4 = 1--- ,n) la population humaine a été
subdivisée en trois classes : susceptibles, infectés et semi-immuns et la population des
moustiques en deux classes : susceptibles et infectés.
Avant de présenter le modele final sur les n patchs, on a d’abord commencé par exposer
la modélisation de la transmission du paludisme entre humains et moustiques dans un
patch ¢ isolé, puis on a passé au modéle de n patchs non connectés, et enfin nous avons
pris en considération la migration des humains d’un patch 4 un autre, cela a condunit 4 un
modele de transmission pour 'ensemble de tous les patchs par un systeme de 5n équations
différentielles ordinaires. Une démonstration détaillée étais faites pour prouver que tous
les modéles ainsi définis, mathématiquement et épidémiologiquement sont bien posé. Pour
'analyse mathématique on a commencé par démontrer que le modele admet un unique
point d’équilibre sans maladie DFE. La stabilité locale de ce point est administrée par
le nombre de reproduction de base Ry, mais il n’est pas toujours globalement asympto-
tiquement stable. Pour 'équilibre endémique tous ce qu’on a pu faire c’est de montrer
la stabilité locale pour un cas spécifique. Pour des valeurs numériques des paramétres
biologiques, on prouve qu’une bifurcation backward peut se produire, dans le cas d’un
patch isolé, pour une valeur de vz = 9 x 10~3. Ensuite lapparition d’une telle

on 'a
, mais

avais une forme simple, alors que ce n’était pas le cas pour plusieurs patchs, o
obtenu aprés avoir approfondi dans le processus de transmission de cette maladi
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Annex

Parasite :

c’'est un étre vivant animale ou végétale qui pendant une partie ou la totalit
existence vit aux dépends d’un autre organisme appelé Hote.

Hote :

Organisme vivant qui héberge un agent pathogeéne, il y a deux type d’hote :
e héte intermédiaire : il héherge la forme asexuée ou larvaire de parasite, c’est

e A

é de son

la ou le

cycle évolutif du parasite doit obligatoirement passer pour arriver chez 1’hte définitif ou

final.
e hote définitif : quand il héberge la forme asexuée ou adulte du parasite.
Il y a deux type de parasite :

* unicellulaires : appelés également protozoaires.

* pluricellulaires : appelés également metozoaires (ex Ténia)

Plasmodium :

Est un hematozoaire c’est & dire un organisme unicellulaire et parasite des
rouges du sang, c’est 'origine du paludisme.

Les Protozoaires :

globules

sont des organismes unicellulaires, pouvant s’associer en colonies, qui paraissent former
des étres pluricellulaires. Les Protozoaires vivent exclusivement dans I’eau ou du moins

dans la terre humide; dés que '’humidité vient a manquer, ils s’enkystent jusqu

a ce que

les conditions redeviennent favorables a la vie. Ils jouent un role important dans la nature.
Ils détruisent, pour s’en nourrir, une foule de bactéries pathogenes et surtout d’agents de
putréfaction, en méme temps que certains sont les agents de maladies qui peuyent étre
trés dévastatrices (paludisme, notamment, qui est dii & un Sporozaire, le Plasmodium).

Les sporozoites :

Dans le cycle vital des protozoaires, les sporozoites sont des cellules qui infectent de

nouveaux hétes. Par exemple, chez les parasites qui provoquent le paludisme,

les spo-

rozoites sont des cellules qui quittent le moustique et pénétrent dans le foie, on elles se
multiplient. Les cellules infectées par les sporozoites éclatent, libérant des mérozoites.

gamétocytes :

Sont des cellule germinale produisant, par le processus de la gamétogenese, un gamete

fécondant, ovule ou spermatozoide. Cellule répandue dans le sang des paludéens,
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de laquelle se forme le gaméte du parasite du paludisme.

Les maladies a transmission vectorielle :

Sont des maladies pour les quelles I'agent pathogene (virus,bactérie ou para

site) est

transmis d’un individu infecte (un hote vertébré : homme ou animale) & un aufre par

I'intermédiaire arthropode (insecte).

Fievre tierce :

Une fidvre intermittente dont les épisodes reviennent le 3 éme jour.

Fiévre quarte :

Une fievre intermittente de caractérisant par le survenu chaque 4 jours.

Immunité acquise :

Etat immunitaire (permanentent en zone endémique) conférant une protection relative

acquise progressivement (246 ans), provoque et entretenus par la présence du
dans lorganisme de 1’hdte.

Un kyste :

est une poche fixée sur ou dans un tissu organique ou un organe, de taille et de s
variables, mais qui n’a pas de communication avec l'extérieur. Il peut contenir
une substance liquide ou semi-liquide, ou plus rarement solide.

L’oocyste :

parasite

+

[ructure
un gaz,

correspond & I'ccuf encapsulé chez des protozoaires dit sporozoaires (ou apicomplexés).

Ces étres unicellulaires, dont fait partie le Plasmodium, responsable du paludisme,

connaissent

un cycle de vie complexe se composant de plusieurs phases. Le stade oocyste s’intercale

entre le stade ookinete (juste apres fécondation) et avant le stade sporocyste,
dugquel les sporozoites infectieux sont libérés.

métapopulation :

a la fin

On parle de métapopulation pour désigner un ensemble de populations d’une méme
espéce séparé par des barrieres géographiques entre lesquelles il existe des échanges plus

an moins abondant et fréquent ; les especes restent interconnecter entre eux.

En savoir plus sur les définitions sur :
* http://wuw. vulgaris-medical. com/encyclopedie—medicale/parasite
% http://www.aquaportail. com/definition-1266-parasite.html
x http://www.larousse.fr/dict jonnaires/francais/

* http://www.cosmovisions. com/protozoaires.htm

* https://fr.wikipedia. org/wiki/M/C3%A9tapopulation
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Annexe B

Ronald Ross

Médecin britannique, né en 1857 3 Almora (Inde), mort en 1932 & Londres.
Attaché 3 larmée des Indes (1881), il débute en 1892 ses
travaux sur la malaria (paludisme). En Inde, Ross parvient
3 démontrer le caractére parasitaire de cette maladie et son
mode de transmission par des moustiques (1897), confirmant
I’hypothese avancée par Laveran quelque quinze ans plus tot.
Le mérite de Ross est d’avoir isolé le moustique vecteur,
un anophele, d’avoir identifié¢ ’hématozoaire responsable, et
d’avoir reconstitué les différentes phases de développement du
parasite dans la genese de la maladie. Ces recherches ont été
approuvées par de nombreuses autorités médicales notamment
par Koch, Daniels, Bignami, Celli, Christophers, Stephens,
Annett, Austen, Ruge, Ziemann, et bien d’autres. Apres avoir
supervisé des activités de lutte antipaludique a lile Maurice,
il publie son premier modele de transmission du paludisme,
avant de faire connaitre son modéle le plus célebre basé sur les
équations différentielles.

Ces travaux lui vaudront le prix Nobel de physiologie et medecine en 1902.

- Quelque théorémes et notes mathématiques | , ]:

B Définitions :

Définition 2
Soit A € M,(R) une matrice ayant ses valeurs propres A, »An € C.
— Le rayon spectral de A noté par p(A) est défini par :

p(A) = max |\

1<ikn
_ L’abscisse spectrale de A noté par s(A) est définie par :

s(A) = max Re(})

1<i<n

Définition 3
Une matrice B = [bij] a le Z-signe pattern siby; <0, Vi#J.

Définition 4 (M-Matrice)
On dira qu’une matrice A = (@ij)ij=1,.n € M, (R) est une M-Matrice st tous ses coef-
ficients extra-diagonaus sont négatifs, c’est-d-dire ai; < 0 pour tout les i , j avec i #£ J
et s'il eziste k > O et B une matrice tel que B = b;; avec b; € M. (R) Vi, j tels que
A=kI—B etk> p(B), avec I est la matrice identité.
Si k> 0 alors A est dite une M-Matrice non singuliére.
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Définition 5
Soit A une M-matrice, 0T appelle décomposition régquliére de A toute décomposition de la

forme

A=F-V
Avec F et V sont deuz matrices tel que F 2 0 ie Fip 2 0, et V est une M-matrice
asymptotiquement stable (équivalent a dire V est inversible).

- Théorémes, propositions ot lemmes [ , ¢

Théoréme 10 (Original mosquito theorem)
1. Whatever the original number of malaria cases in the locality may have been, the
ultimate endemic malaria ratio will tend to settle down to a fized figure, dependent

on the number of Anophelines and the other factors ~ that is, if these factors re-

mains constant all the time.

2. If the number of Anophelines 18 sufficiently high, the ultimate malaria ratio (m)
will become fized at s0Me figure between 0 and 1 (that is petween 0 and| 100 ). If the
number of Anophelines is sufficiently low (say below 40 per person ), the ultimate
malaria ratio will tend to zero that s, the discase will tend to dic out. (In this cal-
culation a negative malaria ratio, that is, one which is less than nothing, must be
interpreted as meaning z€To)-

9. A small change the constants (e-g. the Anopheline factor) may produce @ great
change in the malaria.

Proposition 5
Considérant un systéme d’équations différentielle dans R™,

i=F(t )

Avec z(t) = (x1(t): - za(t), Flt,x) = (Fi(t, x),- F,(t,z)), ou F est une fonction
défini pour tous t >0,z €R" Supposons quc F o la propriété tel que les solutions dcs
problémes a valeur initiale z(te) = To existent et sont uniques pouT tous To € [0, 00)",
to > 0. De plus, supposons que pour tous j=-,n,t >0, o0na;

Fj(t,z) 2 0 pour tous z € [0,00)", Zj = 0, t>0.

E‘{l)lors)a:(t) € [0, 00)" pour tous t > tg > 0 pour lequel elle est défini, pour tous x(to) €
,00)™.

Théoréme 11 ( théoréme de Hadamard)
Soit M € Mo (R), si M est & diagonal strictement dominante alors M est inversible.

Théoréme 12
Soit A = (asj)ij=1,.n € M. (R) ayant tous ccs éléments cxtra diagonaud négatifs i.c
aij <0 pour tout les i # j. Si la somme de chagque colonne de A est positive, alors A
est une M-Matrice non-singuliere.

Lemme 3
Si une matrice B a le Z-signe pattern et s(B) > 0 alors B est une M-matrice non sin-
quliére.

Lemme 4
Si F est po.sz'tz'vc et V est une M-matrice inversible, alors Ro = p(FV“l) < 1 siet
seulement si toutes les valeurs propres de A= (F—V) ont des parties réelles négatives.
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- La structure de la matrice de next génération [ ] :

Pour pouvoir démontrer le théoréme 8. On commence par définir deux sous-ens

7 et H de M3(R) comme suit :

a 00
H = {Hlabc)=|b ¢ o|, abceR
0 060

Les ensembles J et H vérifient les propriétés suivantes :

(P) Iz = J(1,0,1,1)eJ
(P,) J et M sont stable par addition et multiplication.
(Ps) pour tous (J,H) e JxH, J-H=H-JeH, J+HeJ.

Posons :

g {Ge Min(R) : Gis € H pour tous | # s et Gu € J}
UG = G N GL3,(R).

It

On a donc le résultat suivant. :

Lemme 5

embles

l’ensemble G forme une sous-algébre de l'algébre Min(R). De plus le sous-ensemble U(G)

de G forme un sous-groupe du groupe des matrices inversibles GLaa(R) [ ]-
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