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Résumé

L'objectif de ce mémoire est d’étudier un systéme SIR avec retard. Tout d’abord, on étudie
la stabilité globale d’équilibre endémique dans le cas des systémes avec retard discrete et ana-
lyser I'effet du retard sur cette stabilité, puis on s'intéresse apres au systeme SIR avec retard
distribué. On étudie la stabilité d’équilibre endémique et nous déduisons 'effet du retard sur
cette stabilité.

Abstract

The objective of this memory is to study a SIR model with delay. Based in our work, the glo-
bal stability of the endemic equilibrium have been proved and we show the effect of the delay
on stability. Further, we propose a SIR model with distributed delay and we prove the stability
of the endemic equilibrium. We study the endemic equilibrium stability and we deduce the
effect of the delay on this stability.
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Introduction

Les modeles mathématiques se sont peu a peu affirmés comme outils d’aide a la décision
pour les politiques publiques, car permettant de prévoir les conséquences sanitaires d’actions
aussi variées que la vaccination, la mise en quarantaine ou la distribution de tests de dépistage.

Une approche fondatrice fut celle des modeles compartimentaux créés en 1927 par McKen-
drick et Kermack; elle fut ensuite étendue par ces derniers dans deux autres articles scienti-
fiques quelques années plus tard (1932 et 1933). Le principe est de diviser la population en
classes épidémiologiques telles que les individus susceptibles d’étre infectés, ceux qui sont in-
fectieux, et ceux qui ont acquis une immunité a la suite de la guérison. Depuis, cette approche
est utilisée pour modéliser de nombreuses maladies, et continue d’étre un sujet de recherche
actif en prenant en compte de nouveaux éléments tels que les découvertes de la science des
réseaux.

Le but de ce mémoire est de montrer la méthode de construction de la fonction Lyapunov
dans le cas des systémes avec retard. Il existe deux types de retard temporel, retard discrete et
retard distribué. Le mémoire est divisée en trois chapitres principales :

Chapitre 1 : Résultats préliminaires qui contient tous les outils mathématiques utilisées a

travers le mémoire.

Chapitre 2 : Un exemple de retard discrete, o nous considérons un exemple simple comme
modele SIR, ou la stabilité globale de I'équilibre endémique est ]'objective principale de
ce chapitre.

Chapitre 3 : Un exemple de retard distribué, ou nous considérons un exemple simple comme
modele SIR, nous montrerons également la stabilité globale de I'équilibre positif qui est
|’objective principale de ce chapitre.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, nous allons exposer I'ensemble de toute les notions de base utilisées dans
notre travail. Nous rappelons les équations a retard, les équations logistiques et la fonction de
Lyapunov, le théoréme de bifurcation de Hopf et le principe de lasalle. Nous donnons aussi
quelques notions et définitions sur la stabilité.

Définition 1.0.1 (Taux d’incidence) (/4])

Lincidence dans le domaine épidémiologiques, rapportant le nombre de cas nouveaux d'une
maladie observés durant une période précise, a la population a laquelle appartiennent les cas,
ce taux est tres efficace pour évaluer la vitesse a laquelle une maladie se propage.

Définition 1.0.2 (Taux de reproduction de base) (/4])

Nombre de reproduction de base Ry, est le nombre moyen de personnes qu’'une personne conta-
gieuse peut infecter. Ce taux s'applique, et se calcule a partir d’une population qui est entiére-
ment susceptible d'étre infectée, c’est-a-dire qui n'a pas encore été vaccinée ni immunisée contre
un agent infectieux. Ce nombre représente la vitesse de propagation de la maladie dans la popu-
lation étudiée.

Définition 1.0.3 (Domaine positivement invariant) (/6])
Soit le systeme dynamique suivant :

x flx, ),
(1.1)

/

y = gkx.

Un domaine D du plan est dit positivement invariant si : V(xy, yo) € D, (x(t), y(t)) reste dans
le domaine D pour ¥Vt = 0, telle que (x(t), y(t)) solution du systeme (1.1) avec condition initiale
(xO! yO) .

Définition 1.0.4 (Domaine attractant) (/6])
Un domaine attractant signifie que toute trajectoire arrive a la frontiére du domaine entre dans
Uintérieure du domaine, et le domaine attractant est une région qui est compacte.

1.1 Stabilité
Considérons un systeme continu autonome d’écrit par une équation différentielle du 1ére
ordre :

x'=f(x),xeR". (1.2)
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x* est appelé point d’équilibre pour le systéme (1.2) sil est vérifie 'équation : f(x*) = 0.
Le point d’équilibre est stable si: Ve >0, 3u > 0 tel que::

| x(0)—x* |[<u= x(r)—x" ||<e, Vt>0.

Sinon il est instable.
Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable s’il existe r > 0 telle que pour toute
solution x(f) de (1.2) ona:

| x(0)—=x* |<r= lim || x(8)—x"|=0.
t—+o00

1.1.1 Stabilité globale

L'équilibre x* est dit globalement asymptotiquement stable s’il est stable pour n'importe
quelle condition initiale dans R".

1.1.2 Fonction de Lyapunov

Soit v : Q — R une fonction continue, ou 2 désigne un ouvert non vide de R"(n € N*)
contenant I'équilibre x*, on dit que v est définie positive (respectivement définie négative)si
seulement si :

() v(x")=0,

(ii) v(x) >0 (respectivement v(x) <0) Vx € Q\ x*.

Elle est dit semi-définie positive (respectivement semi définie négative) si seulement si :

() v(x*)=0,

(ii) v(x) =0 (respectivement v(x) <0) Vx € Q.

Stabilité au sens Lyapunov

(voir[16])
Soit x(¢) solution de :
x' = f(x). (1.3)

Et v une fonction de classe C! définie positive sur 2 au voisinage de x* = 0.
(i) Si v’ est semi- définie négative alors x* est stable pour le systeme (1.3).
(ii) Si v’ est définie négative alors x* est un point d’équilibre asymptotiquement stable
pour le systeme (1.3).
Dansle cas (i) v est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (i7) v est dite fonction
de Lyapunov stricte.

1.1.3 Principe de Lasalle

Théoreme 1.1.1 (voir[16]) : Sil existe une fonction v : U — R, continue sur un voisinage U de
Xy telle que :
(@) v(xg) =0etv(x)>0six#Xp.
(b) Av=v(f(x))—v(x)<0,VxeU.Alors xq est un point d'équilibre stable.
Si de plus la fonction v est telle que :
Av(x) <0,Vx e U —{xo}. Alors xqy est asymptotiquement stable.



1.2 Equations a retard

On appelle équation différentielle a retard une équation de la forme :
x(8) = f(t,x(t), x(t - h)), t > ty, ou1 f : R3 — R une fonction continue.

1.2.1 Théoréme de bifurcation de Hopf

(voir([6])
Soit le systéme dynamique suivant gouvernant les variables réelles x(¢) et y (1) :
¥ = flxyo0,
(1.4)
y = g y0.ceR.

Supposons que le systéme admet un point d’équilibre de cordonnées (x* (c), y* (¢)). Soit A(x™*(c), y*(c))
la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre.

Supposons que les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont complexes conjuguées et
s’écrivent sous la forme : A1 = a(c) + ib(c) avec a(c) la partie réelle et b(c) la partie imagi-

naire. Soit ¢* une valeur particuliere du parametre ¢ pour laquelle on a a(c*) =0et b(c*) #0 et

da
Te (c*) # 0, si les hypotheses précédente sont vérifiées alors le systeme (1.4) admet une bifur-

cation dHopfen c = c*.

1.2.2 Equation logistique

L'équation logistique est de la forme :

@—rx(l—f)
dr kK

Avec r le taux de croissance de la population et la constante k la capacité limite de I’espace,
c’est a dire la taille maximum de la population atteignable en fonction des facteurs limitants,
la population a I’équilibre. Le terme de droite forme un polynéme du second degré, qui est ici
factorisé. Ce polynome posséde deux racines x = 0 et x = k, qui forment les points d’équilibres
de I’équation de la logistique. La racine x = 0 est triviale, la racine x = k nous indique que k
représente |'effectif de population pour lequel la dynamique de la population est stable, avec
la condition initiale : x(0) = xp, on trouve que la solution de cette équation est :

k
1+(x—’f)—1)e—”'

x(t) =

Ou l'on observe que la population tend vers la capacité limite k, qu’elle est croissante si la
population initiale est inférieure a la population limite et décroissante si non.

1.2.3 Equation logistique avec retard constant

L'équation logistique avec retard est de la forme :

dx(1) x(t—1)
T rx(H)(1 - 0

).



Avec 1 constant représentant le retard.
Telle que les équilibres sont : x = 0 et x = k, 'équation caractéristique est :

i)

ii)

A+—e M=o, (1.5)
On pose 7 =0, alors I’équation caractéristique (1.5) devient :

r
A+—==0,
k
on trouve A = 5+ <0, alors pour 7 = 0 I'équilibre x = k est stable.
On suppose que 7 # 0. On cherche les solutions de la forme A = iy avec y > 0, on rem-
place A par iy dans I'équation caractéristique on trouve :

r .
iy+—e 77 =0,
YTy

et puisque : e~"Y7 = cos yT — i sin y7. On peut séparer la partie réelle de la partie imagi-
naire. Alors on obtient :
% cosyt =0,

y—gsinyr =0.
On met les deux équations au carrée puis on somme alors on trouve : y = ¢ = y*.
Onadéja: cos%r* =0cequidonne 7* = ’frm, nez.
Maintenant on applique la condition de transversalité c’est a dire on calcule % au point

7 = 1" dans I'’équation caractéristique (1.5), on trouve I"’équation :

dA  Age ™V

dr  1- %Te‘“’

alors
dA

dr

y*gsiny*t*

r=re 1+ LTrisiny*r*’

re( G|
dr "

Remarque 1.2.1

e
ar "

sign =sign
Donc
R (cml )]-1 1
| —|r=+* e ——
dr '~ y*psiny*7*
k 2
R
r
dA

Alors 72 # 0 donc il existe une bifurcation de Hopf.



1.3 Modeéele SIR classique

On consideére le systeme SIR suivant :

as
== —BS(t)I(t) — u1 S(1) + b,

3 % = BS(OI(1) — poI(t) — AL(2), (1.6)

dR 1
——- = M0~ p3R(@).
Ou (S(r) + I1(t) + R(t) = N(1)) est la population totale S(¢),I(t) et R(t) représente le nombre
des susceptibles, des infectés et le nombre d’individus qui sont encore en vie en temps ¢, res-
pectivement, u, U2, i3 sont les taux de mortalité des susceptibles, des infectés, et réfractaires
respectivement.

Le systeme (1.6) a un équilibre sans maladie Ej = (Sp,0,0) ou Sy = u_bl et un équilibre endé-

mique : E, = (S*,I*,R*) ou $* = '“2;)[, I* = b%’éﬁs et R* = %, qui existe si et seulement
bp

si Ry := o 1. Puisque les deux premieres équations sont indépendante alors on peut
étudier le systeme réduit de (1.6).

ds
=7 = ~BSOIO) ~m SO +D,

al

a7 =BS)I(t) — (U2 + A)I(1).

1.3.1 Stabilité locale d’équilibre endémique
Théoreme 1.3.1 Si Ry > 1 I'équilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

Preuve
Le systéme linéarisé en E, est:

{ S'(1) = (-pI* — u1)S— BS*1(1),
I'(t) = BI*S(1) + (BS* — (2 + M) (2).
On définit la matrice Jacobienne de model SIR sans retard de la forme :

_(-BI" = —PS”
1—( m*l o

Le polyndme caractéristique est :
O+ BI* + 1) (6 — BS* + pa+ A) + B2S*I* =0,
qui s’écrit sous la forme :
82+ 8(ua + A+ BI* + ) + (BI* + py) (uz + A) =8 BS* — (BI* + u1) BS* + B>S*I* = 0.
En utilisant y» + A = fS™ on trouve :

8%+ 8(BS* + BI* +py — BS*) + (BI* + 1) BS* — (BI* + 1) BS* + B>S*I* = 0.

10



Apres les simplifications on trouve :
82+ 8(BI" + )+ B2S I =0,

elle est de la forme :

5% —8tr(J) +det(J) =0,

avec tr(J) = —(BI* + 1) <0 et det(J) = B2S* I* >0, alors I'équilibre endémique est localement
stable.

1.3.2 Stabilité globale d’équilibre endémique

Théoreme 1.3.2 Si Ry > 1 l'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

Preuve
On consideére la fonction de Lyapunov suivante :

vio-sig[S)ere(L)
=0 8 g+ 8 7
Avec
gy)=y—-1-Iny.
Remarquons que :
1
/
gy)=1--.
y
Alors

* *

1- %) (b—BSI—11S) + (1—17) (BSI— (o + A) ),

V(1) :(
puisque: b= BS*I* + u; S*, alors

V(1) (1 - %) (BS*I* + 111 S* — BSI — 11 S) + [1 - %) (BSI— (2 + V)D),

= —u(S—SM2+ S I* = BSI—BS I*S + BS T+ BSI— (tp + I — BST* + (2 + M I*,
= —wi(S—SM2+BS I* - BS*I* S + BS* I BS*I-BSI* + BS*I*,

—p(S—S*)2+2BS*I* — BS*I* S — BSI*,

= S-SV pS I (2= % - 2.

Remarque 1.3.1

2_S_ S _ 2_5—;—S—ﬁ+ln(§§;)
- 2_5—;—S—i+ln(5%)+ln(%)

= _(g—l—ln(s—;))—(s—i—l—l”(s—i))
= —g(%)-g()=0

11



Alors

S S*
Donc I'équilibre endémique est globalement attractive. D’aprées le théoréme de Lasalle, I'équi-
libre endémique est globalement asymptotiquement stable pour Ry > 1.

, S* S
-] o{3)

12



Chapitre 2

Stabilité globale de modele SIR avec retard
discrete

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous représentons un modele SIR avec retard discrete, et nous étudions la
stabilité globale du point endémique ([15], [3], [5], [14]), puis nous déduisons 'effet du retard
sur cette stabilité. Le modele considéré est donné par :

ﬁz—ﬁS(t)I(t—h)—mS(tHb,
dt
dI
7 =ASOIG=h) —p2 1(1) = AL(), 2.1
@—M(t)— R(1)
dr HalE-

Ou (S(r) + I(r) + R(t) = N(1)) est la population totale S(7), I(#) et R(t) est la densité des suscep-
tibles, des infectés et des réfractaires respectivement, y1, U, U3 représente les taux de mortalité
des susceptibles, des infectés, et réfractaires, respectivement.

Supposons que p; < min(ug, 4s3), la constante h est le retard discrete. Aussi, on considere la
condition initiale :

SO)=p1(0), 10) =d2(0), R(O)=¢d30), (~h=0=<0).

ou
¢ =(p1,¢2,¢3) €C, telque: ¢;(0) =0, (-h=<0=<0, i=1,2,3).

C représente I'espace de Banach, avec C([-h, 0], R3) des fonctions continues de [-h, 0] vers
R3. Pour des raisons biologiques([1]), nous supposons que ¢;(0) > 0 pour i =1,2,3, (2.1) aun
équilibre sans maladie Ey = (S¢,0,0) ou Sy = ﬁl. Pour le modele SIR avec retard on trouve le
méme Rj avec le modéle SIR sans retard, qui s’écrit sous la forme :

Bb
Ry=———.
p1 (2 +A)

Ensuite, (2.1) a également un équilibre endémique (o1 équilibre intérieur) E, = (S*,I*,R*)
N T v A= 8% .. . N
oul” = Ao etR* = —psqu existe si et seulement si Ry := ) 1.

Notre objectif est de déterminer la stabilité globale de I’équilibre endémique pour Ry > 1.

13



2.2 Permanence et la bornitude de la solution

Lemme 2.2.1 (voir[2]) Pour tout solution (S(t), I(1), R(t)) de (2.1) ona que:

. b
limsup N(f) < —.

t—+00 H1
Lemme 2.2.2 Si Sy > S*, alors pour tout solution (S(t), I(1), R(t)) de(21)ona:

b
liminfS(6) = —2— = vy,
t—+o00 1

Av
HminfI(f) = I*e #2*M =y, liminfR(1) = == = vs.
f—+o0 t—+00 U3

Preuve. ([15])
On montre seulement liminf, .., I(f) = v,2. On considéré pour tout solution (S (0, I1(1), R(t))
de (2.1) avec les conditions initiales pour ¢ = 0 la fonction différentiable V (¢) telle que :

t
V(t)=1(1) +,68*f I(u)du.
~h

Alors la dérivée de V (¢) satisfait :

V(1) I'(t) + BS*I(1) — BS* I(t — h),

I'(t)+ BS*(I() - 1(t - h)),

BS()I(t—h) — paI(£) — AI(t) + BS* (1) — BS*I(t — D),

BI(t—h)(S(®)—S*).
Pour t =0, pourtoutg:0<g<lona:
BS* I + S -b=0,

puisque 0 < g <1 donc:

ql* <17,
alors
pS* ql* < BS*I*,
de méme
BS* qI* + 1S  —b< BS*I" + 11 S* - b,
puisque
ﬁS*I* +,Lt15* -b=0,
donc

S*(BgI*+pm) <b,

alors d’apres la premiere équation de (2.1) on a:

< b
BgI* + 1’

14
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il existe p = 1 telle que :

b
S* < _ =gA
(BGI* + 1) (1 — e~ Bal*+uphy

Il est bien que I(t) < I* pour tout t = p h. Par contradiction nous prouvons le résultat.
On suppose que I(t) < qI*, t = ph. D’aprés la premiére équation de (2.1), pour t = ph+ h,

S = —-pBSWOIt—h)—uS()+b,

v

—qI*BS(t) — 1 S(£) + b,

= b—(qI*B+m)S).

Donc
S' () +(qI* f+p)S(t) = b,
de méme
S'(0)ePIT VT 4 (GI* B+ ) ePITHHIS (1) = pelBaTHE
alors . t
f (S(s)ePal™+msy g s > f peBal +us g
ph+h ph+h
donc

S(t)e(ﬁql*+ul)t - S(ph + h)e(ﬁql*"’“l)(Ph*'h) > *L(e(ﬁﬁﬂ*ﬂu)t _ e(ﬁql*+,u1)(ph+h)).
Bal* +

On obtient :

Sw) = e Bal T II[S(ph+ Pl P 4 o2b

(eBal™+u)t _ e(ﬁq1*+u1)(ph+h))]
qi~+m ’

v

(BgI*—p)(ph+h—1t) b _ o(BqI*+m)(ph+h—1)
S(ph+ hyeBal”—mp + 5oz (1 eBal*+p)(p ),

_ b (1_ o~ (BqI*+m)(t-ph-h)
> ﬁq[*+y1(1 € ),

onapour t=2ph+h:

S > (1— e~ Pal™+mph)

b
Bal*+u
— SA (22)
> S*.
Ensuite, par (2.2) onapour t =2ph+h:
V() = BSO-SHI(t-h),
> B(SA-SHI(t-h).
Et

n= min I(2ph+2h+0).
0€[-h,0]

15



Maintenant, nous allons montrer que I(f) = n pour t = 2ph + h. En fait, s’il existe un 7 = 0 telle
que I(t) = npour2ph<t<2ph+2h+T,I2ph+2h+T)=netI'2ph+2h+T) <0, nous avons
du deuxieme équation de (2.1) et (2.2), pour t =2ph+2h+T.

I'ey = BSOIt—h)—puI(t)—AI(D),

v

BS(H)n— uyn—An,

= (BS()—p2—M)n,

v

(2 + W[5z S0 -1,

IV

(2 + V[ —1n,
> 0.

Ceci est une contradiction avec I'(2ph+2h + T) < 0. Ainsi, I(f) = n pour tout t = 2ph + h. Par
conséquent, pour t =2ph+2h,
V() > B(S* - S)n,

ce (Lli implique que V (?) — +00 quand t — +oo. A partir du lemme (2.1.1) et (2.1.2), il existe
un T >0tellequepourt=T,

V() < £+1+ﬁ8*h(1+£).
H1 H1

C’est une contradiction avec V (f) — +oo quant t — +oo. Dans le reste, il nous reste a consi-
dérer deux cas :

(i) I(t) = qI* pour tout t grand.

(ii) I(t) oscille autour de gI* pour tout ¢ grand.
Nous montrons que I(¢) = qgI* e~ “*Y" pour tout ¢ grand. Nous n’avons besoin de considérer
que le cas (ii). Soit f; et t, des temps suffisamment grands tel que :

I(h) =1(t) =ql",
I(r)y<ql*, (< t< ).
Si tp, — ) < h, a partir de la deuxieme équation de (2.1), on a que :

I'( BSI(t—h) — (U2 + M) I(1),

—(u2 + VI(1).

v i

Ce qui implique que, pour t € (#;, f2) :
I(1) > I(1) e et D=0),
Ilestclairquepour fhy<t<frettpb—ti<hona:

It > qI*e—(,uz+/1)(t2—t1):qV2’
> ql*e (HetMh
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Si (&, — 11 > h), nous pouvons facilement obtenir 1(¢) = qv, pour ¢ € [tl, f1+). En fait, si non il
existeun T* > 0telleque I(f) = quapour ) <t < h+h+t*, [(t1+h+T*) = qua et I'(T1 +h+T*) <
0. D’autre part, nous avons de la deuxiéme équation de (2.1) et (2.2) que, pour t =t; + h+ T*,

' = BSWOIT—-h)—(u+ M),

\Y,

[BS() = (2 + M) qu2,

\Y

(42 + M) [ 57 S0 1] gva,

> (u2+ﬂ)—[§—i—1]q1’2’
> 0.

C’est une contradiction avec I'(¢) < 0. Par conséquent, I(t) = q v, pour
t € [t1, B]. On choisit l'intervalle [#;, 2] d'une maniere arbitraire, on conclut que I(t) > qv»
pour tout t grand dans le cas (ii). Par conséquent, liminf;,_.,, I(f) = qv,. Puisque (0 < g <
1) est choisi arbitrairement, soit g — 1, nous avons liminf;_. .o, I(#) = v,. Cela a prouvé que
liminf;_ o I(t) = v,.

A partir des lemmes (2.1.1), (2.1.2), nous avons le théoreme suivant.

Théoreme 2.2.1 Si Ry > 1, alors (2.1) est permanent pour tout retard h. De plus, si de plus h est
suffisamment petit pour que :

0 < helt2tMh < bI” (pn + I7)
= = B2(S* + M) [ (S* + I*) + b]

M

alors l'équilibre endémique E.. de (2.1) est globalement asymptotiquement stable.

Remarque 2.2.1 « Si h=0on a que :liminf,__,,, I(t) = I*. Notons que I'équilibre endémique E..
du systeme (2.1) est globalement asymptotiquement stable lorsque Sy > S* et h=0. Cela montre
que l'estimation de v, dans le lemme (2.1.2) est nette pour h=0.

o vy = I*e~ ¥V montre que le retard h a un effet sur la permanence du systeme (2.1).

2.3 Stabilité locale de I'équilibre endémique

Puisque les deux premieéres équations sont indépendante de R, alors on peut étudier le sys-
téme réduit de (2.1) qui s’écrit sous la forme :

% = —BS(I(t— ) - S(B) +b,

dl
— =BSWIE=h) = (a2 + VI(D).
Théoreme 2.3.1 Si Ry > 1 l'équilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

Preuve
Le systéme linéarisé en E, est:
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{ S'(t) = (=BI* = u)S— BS*I(t - h),

I'(t) = BI*S() — (ua + V() + BS*I(t - D).

On définit la matrice Jacobienne de model SIR sans retard de la forme :

(Bl = =S’
J—( ﬁl*l 0

Le polyndme caractéristique est :
G +PI* + )G +pp+A— S e M) + p2s 17 e 2" = 0.
Est nomé I'équation :
8%+ 8+ A+ I + ) + (BT + 1) (2 + 1) —6S™ ™" — (BI* + 1) pS™ ™" + p2S* 1" e ™" =,
En utilisant yy + A = BS™ on trouve :
82 +8(BS +PI* + 1 — BS* e M) + (BI* + ) BS* — (BI* + ) (BS* e ) + 2S* 1721 = 0,

1- Supposons que h =0 et apres les simplifications on trouve :

82+ 8(BI* + )+ pS*I* =0,

elle est de la forme :

—o0tr(J)+det())

telle que tr = —(BI* + ;) <0 et det = 2S*I* > 0. Alors pour Ry > 1 et h = 0 'équilibre
endémique est localement stable.

2- Supposons h # 0 alors on suppose qu’il existe des valeurs propres purement imaginaires
de la forme 6 = iw. L'équation caractéristique s’écrit sous la forme :

5% +8(BS™ +BI" + 1 — BS™e™OM) + (BI" + 1) BS* — (BI" + ) (BS™ e ™M) + B2S* " e ™M =,

et puisque b= fS*I* + u; S*, c’est a dire BI* + u; = S—Q, alors on trouve I'équation :

—8[-(BS* +—)+ﬁS* oM _ Bb(—-1+e %M+ g2S* I"e " =,

on remplace 6 par iw et puisque e~ = coswh — isinwh on trouve :

{ ~w? + Bb - wBS* sinwh + (*S*I* — Bb) coswh = 0,
w(BS* + S—b*) - BS*wcoswh — (B2S*I* — Bb)sinwh =0,

onpose: A= B2S*I*—Bb= B(BS*I*—b) = —Bu, S*, de plus on multiplie la 1ére équation
par (B, S™) etla 2éme équation par (8S*w) on trouve :

{ (w? + Bb) Bu1S* = w(S*)? B2y sinwh + (Bu1 S*)? coswh,
wz,BS* (BS* + S—b*) = (,BS*w)Zcosa)h - ﬁz,ul(S*)zw sinwh,
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la somme de la 1ére et la 2éme équation donne :
(@ + )1 S* + w? BS* (BS* + S—li) = ((Bu1S*)? + (BS*w)?) coswh,
ona

b= IBS*I* +u18*,

alors

W (B S* + Bb) + Pri ST (B2S* I* + P S*) + (wPBS™)? = (B S¥)? + (BS* w)?] cos wh.

D’ailleurs on sait que
coswh <1,

alors

[(Bu1S*)? + (BS*w)?] coswh < (B S*)? + (BS* w)?,

ce qui implique

[(Bu1S™)? + (BS*w)?]coswh < [(Bu1S*)* + (BS* w)?] + w? (Bu1 S* + Bb) + B I*(S*)?,

alors #w telle que § = iw, donc pour > 0 et Ry > 11'équilibre endémique est localement
stable.

2.4 Stabilité globale de I’équilibre endémique

Théoreme 2.4.1 Si Ry > 1 I'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

Preuve
Soit la fonction de Lyapunov suivante :

1 1
V= (—) us+(—) u; +U,,

avec
us(t):g(ss(?),
i =g (1),
et .
U+(t):f a(r)g(l(t:ﬂ)dr,
7=0 I
ol
h
a(r) :f flo)do,
=T
avec

gy)=y—-1-Iny.
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Alors

g’(y)—l—l
y’
et
dus _ S _ /(M)
a - 5 8|5 )
S/ *
= S(*t)(l_SS(t))’
_ —,BS(t)I(t—Sh)—,ulS(tHb(1_%)
¥ Nl
_ 5_1*(1 )( BS(HI(t—N) — 1S + BS*I* + w1 S*),
_ 8_1*(1 )( BS(OI(t—h) — 1 S() + BS* T + 11 S%),
= E(1-35) (ST =S+ BS I = St~ W),
= B(1-35) s -so+ £ (1-£5) S 1 - Ss@1-h),
donc ,BSI
_ * SI(t-7)
u, = S0 -89+ B (1- 85 (1- Sl
= 558 - S)2+'BI*( S(t))(l_s(%l*_(ft*_ﬂ)~

s

De plusonpose: X =34 |y =18 7= Il o
wy, = 58N -S2+pI"1-5)(1-X2),
= s S-SV +pI*A-%-XZ+2).
Et )
i _ I I
Ly = I0_g(11),
= E(1-£5) Bswia-m - @+ 11w,
= £ (1-45) Bswia—m-ps 1w,
— .35 SWI(t—h) _ I
- ( I(t))( ts*lt* _1_5)’
= BS*1-3)(XZ-Y),
= BS*1-Y-22+X2),
et
du, _ ij‘l’l t—1) d
a — diJo 8|7 T
_ rhad (1=
= i &g (12 dr,
h,d -
=~ fy (g (1) dm),



alors

%Zf __[g(lﬁgﬂ)]:,
g(l(t h)) +g(1(r))

-8(2) + g(Y).

Soit la fonction de Lyapunov suivante :

V= (5 e

On note que : a(t) > 0 pour chaque 7 € [0, h). Aussi g : R.g — R3¢ a le minimum global g(1)=0.
Donc V (t) = 0 avec égalité si et seulement si S(t)=I(t)=1 et [(—7) = 1 pour presque tout 7 € [0, h).

av  _ dug 1 du; , AU,
ar T u+/38*dut+dt’
= gersp SO =8 +1-3-XZ+Z+1-Y - TF+XZ-g(Z)+g(Y),
= gorrsm (S0 =8+ C),
avec
Cr) = ++Z-Y-2 (Y -1-In(Z) + Y -1-In(Y),
= 2-+-2Z2+In(2)-In(Y),
= 2-+-2Z+In%),
= 2-+-2Z+In(&d),
= 2-%-22+In(Z5) +In(3),
= 1-x+InH)+1-%£+In(%%),,
= —gx)-g%5),
alors
C(r) <O.
Puisque

av._ —m

dr -~ BS*I*S(1)
Donc I'équilibre endémique est globalement attractive. D’apres le théoreme de Lasalle cité
dans le préliminaire, I’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

(S(t)—S*)?+C(1) <0.

2.5 Conclusion

Nous avons détailler I’étude d’'un modele SIR avec retard discrete, ou ce retard représente
a la période incubation. Le parameétre de seuil Ry est obtenu et déterminé si la maladie est
éteinte ou non. En utilisant la fonction de Lyapunov on a prouvé que I’équilibre endémique est
globalement asymptotiquement stable, telle que la stabilité reste malgré la présence du retard,
c’est a dire le retard discreéte il a aucun effet sur la stabilité dans le modele SIR.
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Chapitre 3

Stabilité globale de modele SIR avec retard
distribué

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous représentons un modele SIR avec retard distribué, et on étudie la
stabilité globale du point endémique([15], [3], [5], [14]), nous déduisons 'effet du retard sur
cette stabilité. Le modele considéré est donné par :

das
== b-BS@) [ f It -1)dT — 11 S(),
dl N
4 E:ﬁs(t)fo f@It—1)dT — (U2 + V) (1), (3.1)
d—R—/II(t)— R(D)
dt - l’t?) .

Ou l'on garde les mémes notations que dans le cas du modele SIR a retard discrete. De plus,
Linfectieusité d’'un individu nouvellement infecté est supposé varier dans le temps a partir
du moment initial de I'infection jusqu’a ce qu'une durée h. Cette variation est décrite par la
fonction f qui rend compte de l'ineffectivité relative ainsi que la survie des individus infectés
a des moments intérieurs jusqu’au temps t. Le coefficient d’action de masse est 3 est choisi de
telle sorte que :

h
f f@dr =1.
0

Puisque la variable R n’apparait pas dans les deux premieres équations % et % il suffit
d’analyser le comportement asymptotique des solutions pour les deux premiers seulement.
Les conditions initiales sont : S(0) € R>q et Iy € C([—h,0],Rx0) .

Ainsi le nombre d’infectieuse est déterminé a partir du temps (—h), permettant (3.1) décrire
comment le changement de variable pour tout ¢ = 0.

3.2 Permanence et la bornitude de la solution

Lemme 3.2.1 (voir[2]) Pour tout solution (S(t), I(1), R(t)) de (3.1) ona que:

) b
limsup N(f) = —.

t—+00 M1
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Lemme 3.2.2 Si Sy > S*, alors pour tout solution (S(t), I(1), R(t)) de3.1)ona:

b
liminfS(n) = —7— =y,
t—+o00 1
.. % —(uo+A)h .. Avy
liminfI(t) = I"e "2 =y, liminfR(t) = —= = v;s.
—+o00 t—+o00 M3

Preuve.([15])
On montre seulement liminf, ., I(¢#) = v2. On considéré pour tout solution (S( 0,1 (t),R(t))
de (3.1) avec les conditions initiales pour ¢ = 0 la fonction différentiable V (¢) telle que :

h pt
V(t):I(t)+,BS*f f@I(wdu.
0 -7

Alors

V() = I'(0)+BS*I) - BS* [ F) It -1)dr,

'@ +ps* (It - [ f@ It - ) dr),

BS) [ F@I(t—1)dT — paI(£) = AI(8) + BS*I(£) — BS* [ F(D) (£ - T)dT,

B(S(t) -8 I f@) It -T)dr.

Pour £t =0, pourtout0<g<1lona:
BS* I+, S*—b=0,

Utilisons 0 < g < 1, alors

ql* <17,
donc
BS*qI* < BS*I*,
de méme
BS* qI* + 1S  —b< S I" + 1, S* - b,
puisque
ﬁS*I*+[.t15*—b:0,
donc
S*(BqI” + ) <D,
La premiere équation de (3.1) donne :
. b
<=
Bal* +
il existe p =1 tel que:
* b A

< =S
(BqI* + ) (1 — e~ PaT +uvph)
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On sait que I(#) < I* pour tout t = ph. Par contradiction nous prouvons le résultat.
On suppose que I(t) < qI*, t = ph. D’aprés la premiére équation de (3.1), pour t = ph+ h,

St = —BS® [ fFOI-1)dT - S(t) +b,

IV

—qI*BS(t) — u1S(t) + b,

= b—(qI"B+pu)S).

Alors
S0+ (qI" B+ p1)S(t) = b,
de méme
S'(1)eBITHHIL L (gT* B+ py)ePITHIIg (1) = pelbal™ 10
Donc . r
f (S(S)e(ﬁql*wl)s)rds > f pePal™+us g ¢
ph+h ph+h
alors
S(t)e(ﬁql*”“)t _ S(ph+ h)e(ﬁw*+y1)(ph+h) - L(e(ﬁbﬂ*ﬂh)t_ e(ﬁql*+y1)(ph+h)).

CBal* +m
On trouve que :

S(t) = e_(ﬁql*+“1)t[8(ph+h)e(ﬁql*wl)(/’h*h)+ﬁl+

(eBal™+um)t _ e(ﬁq1*+u1)(ph+h))]
B ql”+ ’

> S(ph+ h)ePal”—m)ph+th=n 4 ﬁqu"’ﬂl(l — eBal +unph+h-n)
b (1_ ,—BqI*+p)t—ph-h)
> ﬁq1*+l.ll (1 e )7

pour t=2ph+hona:

S(t) > (1 _ e—(ﬁql*ﬂtl)ph)

b

Bgl™+m
— SA (32)
> S*.

Ensuite, par (3.2), pour t =2ph+hona:

Vi = B(S() -8 [l f@It-1dr

> B(S2-8 f) f@It-T1)dx.

Et

n= min I(2ph+2h+80).
0€[—h,0]

Maintenant, nous allons montrer que I(f) = n pour ¢ = 2ph+ h. En effet, s’il existe un T = 0 telle
que I(t) = npour2ph<t<2ph+2h+T,12ph+2h+T)=ietI'2ph+2h+T) <0, nous avons
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du deuxieme équation de (3.1) et (3.2), pour t =2ph+2h+T.

I'(t) BS() [ fF@ It =) — paI(1) = AI(D)

v

BS(t)n—pusn—An,

(BS() — 2 — D)n,

(12 + V[ E7 S - 1m,

v

(w2 + A [E - 1In,

v

> 0.

Ceci est une contradiction avec I'2ph+2h+ T) < 0. Ainsi, I(¢) = i pour tout ¢ = 2ph + h. Par
conséquent, pour = 2ph+2h,
V() > B(S* - S)n,

ce cEi implique que V (¢) — +00 quand t — +oo. A partir du lemme (2.1.1) et (2.1.2), il existe
un T >O0tellequepourt=T,

V() < £+1+,68*h(1+£).
H1 H1

C’est une contradiction avec V (f) — +oo quant ¢ — +oo. Dans la derniére partie de démons-
tration, il nous reste a considérer deux cas :

(i) I(t) = qI* pour tout t grand.

(ii) I(t) oscille autour de gI* pour tout ¢ grand.
Nous montrons que I(¢) = gI* e~ “*Y" pour tout ¢ grand. Nous n’avons besoin de considérer
que le cas (ii). Soit f; et t, des temps suffisamment grands tel que :

I(h) =) =qI",
I(t)y< ql*, (1 <t< ).
Si t, — 11 < h, a partir de la deuxieme équation de (3.1), on a que :

I'e BS(O)I(t=h) = (2 + D 1(1),

—(u2 + D I(2).

v i

Ce qui implique que, pour £ € (#;, f2) :
I(t) > I(fl)e_(“2+/1)(t_tl).
[lestclairequepourfy<t<thettp—tfH<hona:

I(n > ql*e—(uz+/1)(tz—t1):qyz
> ql*e (HetMh

Si (&, — t1 > h), nous pouvons facilement obtenir I(¢) = qv, pour ¢ € [tl, f1+1]. En fait, sinon il
existeun T* > 0telleque I(f) = quapour ) < t < h+h+t*, [(t1+h+T*) = qua et I'(T1 +h+T*) <
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0. D’autre part, nous avons de la deuxieme équation de (3.1) et (3.2) que, pour t =t + h+ T7,

I'

BS) [ FV It —1)dT - (2 + M I(1)

\%

[BS(6) = (u2+ V)] qv2

> (,u2+/1)[ﬂ£/18(t)—1]qv2

> (u2+/1)—[§—f—l]qv2
> 0.

C’est une contradiction avec I'(f) < 0. Par conséquent, I(t) = qv, pour f € [, f;]. Depuis cela
type d’intervalle [f1, f»] est choisi de maniere arbitraire, on conclut que I(t) > gv, pour tout t
grand dans le cas (i7). Par conséquent, liminf,_. ;, I(f) = qv.. Puisque (0 < g < 1) est choisi ar-
bitrairement, soit ¢ — 1, nous avons liminf;_. .o, I(t) = v,. Cela a prouvé que liminf;_, ;o I(#) =
Uo.

A partir des lemmes (3.1.1), (3.1.2), nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.1 : Si Sy > S*, alors (3.1) est permanent pour tout retard h. De plus, si de plus h
est suffisamment petit pour que :

0 < helkztMh < bI" (i + PI)
B = BAS + ) [ (S* +17) + ]

’

alors l'équilibre endémique E.. de (3.1) est globalement asymptotiquement stable.

Remarque 3.2.1 « Si h=0on a que :liminf,__ ., I(t) = I*. Notons que l'équilibre endémique E..
du systeme (3.1) est globalement asymptotiquement stable lorsque Sy > S* et h=0. Cela montre
que l'estimation de v, dans le lemme (3.1.2) est nette pour h=0.

o vy = I*e~ W2V ontre que le retard h a un effet sur la permanence du systeme (3.1).

3.3 Stabilité locale de I'équilibre endémique
Puisque les deux premieres équations sont indépendante alors on peut étudier le systéme
réduit de (3.1) :
as n
e b-BS®) [y f@It—-1)dT — 1 S(1),
(3.3)

al
— =B @I -ndr - (e + V.
Théoreme 3.3.1 Si Ry > 1 l'équilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

Preuve
Le systeme linéarisé de (3.3) en E, est:

§'(1) = (-BI* —u)S - BS* [ f@ It - 1)dr,
I'(6) = BI* S — (o + NI+ S* [ () It - )dr,
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On définit la matrice Jacobienne de model SIR sans retard de la forme :

(2 )

Le polyndme caractéristique est :
O+ BI* + )0+ o+ A— BS* foh fme %Tdr) + p2S*I* fohf(r)e“”dr =0.
Alors
8246y + A+ BI* +py) + (BI* + ) (o + A) —66S* [ f(D)e T dr — (BI* + ) BS* fi' f(r)e 07 dr
+B2S*1* [ f(r)e ¥ dr =0,
En utilisant yy + A = BS™ on trouve :
6% +8(BS™ +BI" + 1~ BS* [y f(M)e™"dn) +(BI* + 1) BS” — (BI* + ) (BS” [y’ f(x)e " dr)
+B2S*I* fohf(r)e“s’dr =0,
1- Supposons que & = 0 et apres les simplifications on trouve :
82 +8(BI* + )+ pS*I* =0,

elle est de la forme :

6% —6tr(J) +det(J) =0,

telle que t7(J) = —(BI* + ) <0 et det(J) = f2S*I* > 0. Alors pour Ry > 1 et h = 01'équi-
libre endémique est localement stable.

2- Supposons h # 0 alors on suppose qu’il existe des valeurs propres purement imaginaires
de la forme 6 = iw.
On a déja trouvé I'équation :

0% +8(BS* +BI* +pn~PS* Jy' f(De0"dn) + (BI” + ) S” ~ (BI* + p)(BS* [’ f(m)e~" dn)
+B2S*I* [y f(m)e 0T dT =0,

et puisque b= BS*I* + 1, S*, c'esta dire BI* +u; = S—b*, alors on trouve I’équation :

h h h
52—6[—(ﬁs*+s—i)+ﬁs*f f(r)e‘5fdr]—ﬁb(—1+f f(r)e“”dr)wzs*l*f fme%dr =0,
0 0 0

on remplace § par iw et puisque e '’ = coswt — i sinwt on trouve :

—w?+ Bb-wpS* [ f(r)sinwtdT + (B2S*I* — Bb) f’ f(1) coswrdT =0,

w(BS* + L) - BS*w [} f(1) coswrdT — (F2S*I* - Bb) [ f(1)sinwrdT =0,
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on pose: A= 2S*I* — Bb= B(BS*I* — b) = —u1S*,
de plus on multiplie la 1ére équation par (Bu;S*) et la 2éme équation par (8S*w) on
trouve :

(@2 + BD) B S* = w(S*)2B2u fi f(@)sinwrdrt + (Bur S*)2 fy)! f(1) coswrdr,
w?BS*(BS* + S%) = (,BS*w)Zthf(T) coswtdt — ,Bzul(S*)zwahf(T) sinwtdr,
la somme de la 1ere et la 2eme équation donne :

b h
W%+ B) 1 S* + w?BS*(BS* + <) = ((Bu1S™)? + (BS* w)?) fo f(@)coswr,

ona
b:,BS*I* +,LL18*,

alors
h
W (B S*+Bb)+ P S* (B2S* I +Pui S*) +(wPS*)* = [(,Buls*)2+(,6$*w)2]f0 f(T)coswr.

D’ailleurs on sait que
coswt <1,

alors

[(Bu1S™)? + (BS*w)?] coswT < (Bu1S™)* + (BS* w)?,
ce qui implique
h
[(,B,ulS*)Z+(ﬁS*w)2]f0 f(@) coswrdt < [(Bu1S*)*+(BS* )21 +w?* (Bu1 S* +Bb)+ B u I (S*)?,

alors # w telle que & = iw, donc pour h > 0 et Ry > 11'équilibre endémique est localement
stable.

3.4 Stabilité globale de I’équilibre endémique

Théoreme 3.4.1 Si Ry > 1 I'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

Preuve On considere la fonction de Lyapunov suivante :

V= (#) Ug+ (%) u+uy,

ug(t) = g(ss(f)),

avec

ui(t):g(l,(?),
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et

h _
U+(t):f0 a(r)g(l(t T))dr,

I*
ou
h
a(r) :f flo)do,
O=T

et

gy)=y-1-Iny,
telle que

g=1--.
y

On note que : a(r) > 0 pour chaque 7 € [0, h). Aussi g : R.g — R>¢ a le minimum globale
g(1)=0. Donc V(1) = 0 si et seulement si S(t)=I(t)=1 et I(¢ —7) = 1 pour presque tout 7 € [0, h).
Les dérivés de ug, u; et u, seront calculés séparément puis combinés pour obtenir la quantité

désirée ‘fi‘;
dus L (5=8"yds
dr S

= LEDB-BS S FOI(E-1)dT -1 S).

On remplace b par S*I* + y; S* on trouve :

dus _ L (SSY(B 1 p(r)(S* T - STt —1)dT+ i (S* = 9)),

= S L1 [ - Sy - £ 18Dy,

On définit: X = Ss(f), Y = II(P et Z = —I(tIZ” donc on trouve :
dus i (S-8)° fh 1
s R L RS 1-——XZ+Z)dr.
ar s s AL Tma-% Jar

d
Puis on calcule ”’ :

% - IL*(1_%)(ﬁsfohf(r)lt—r)dr—(u2+/1)1'),

= L(1-5)ps ) FoE R dr - o+ DI L),
On remplace (u + A)I[* par BS*I* on trouve :

dui

do = LO-L)ps 1 ) Fo@E 2 - Lyar,

BS* I FO(XZ~Y 22 +1)dx.

Maintenant on va calculer d”+ :

du+

ar  ~ dth a(‘r)g(

%)ar,
?)ar,

= foha(T)%g(

h _
=~ fioatm g (L) dr.
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On fait I'intégration par partie, on trouve :

du,
dr

I(t—T)) h

h _
d (I(t T))d
I*

A Ea(r) T

—a(r)g(

On observe que a(h) =0 et a(0) = fohf(a)da. Ainsi, notons que %a(r) =—f(r) donc:

d;; fohf(a)dag(li) fo f(T)g(I(t r))

J3 1@ (g () - g (1472) ) ar.

Alors
av _ 1 d S 1 d i d +
ar dett+ﬁs*d_l;+ R
= ﬁ—sff}* BWO-s ) Sk OO -2-XZ+Z+1-y-2Z 4 X7 - g(Z) + g(Y))dr.
Avec
Cr) = 1-%-XZ+Z+1-Y-22+XZ-g(Z)+g(Y)
= (F-1-md)+(F-1-m¥)
= g(x)+8(F)
> 0.
Puisque
dv -y (S(H)—-S*)? fh
—= -~ C(r)dr <0.
dr = BS'I" 3 5 f@C@dr

Donc I'équilibre endémique est globalement attractive. D’aprées le théoréme de Lasalle, I'équi-

libre endémique est globalement asymptotiquement stable.

3.5 Conclusion

Nous avons détailler 'étude d'un modele SIR avec un retard distribué, ot le retard repré-
sente a la période incubation. La stabilité globale de I'équilibre endémique a été déterminé
pour montrer pour Ry > 1 en utilisant la stabilité locale et ’attraction globale par une fonction
de Lyapunov. La stabilité globale de 1'équilibre endémique pour Rj > 1 reste toujours malgré
la présence du retard, c’est-a-dire que le retard distribué il a aucun effet sur la stabilité dans le

modele SIR.
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