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Introduction générale

Les équations de type Choquard sont des équations aux dérivées partielles qui ont été
utilisées dans la physique quantique et dans la mécanique des particules. Elles ont
été introduites par le physicien et mathématicien français Augustin Choquard. Sur
le plan physique, ces équations modélisent le comportement des systèmes quantiques,
notamment pour décrire des particules ayant des interactions à longue portée. Elles sont
utilisées pour comprendre des phénomènes tels que la théorie de la matière condensée,
la théorie des champs quantiques et d’autres aspects de la physique quantique. Les
équations de Choquard sont souvent représentées par une équation intégrale non linéaire
qui relie la densité de probababilité quantique à un potentiel non local dépendant de
cette densité. Dans ce mémoire, nous nous travaillons sur les solutions non triviales
pour un probléme elliptique non linéaire de type Choquard de la forme suivante :

−∆u+ V u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−2u, (0.1)

où :
• u : RN → R est la fonction inconnue,
• ∆ : représente le laplacien, un opérateur différentiel qui joue un rôle crucial dans

la diffusion et la dispersion des phénomènes,
• V est un potentiel qui peut varier spatialement
• Iα : x 7→ Iα(x) = Aα

|x|N−α est le potentiel de Riesz,
• α ∈ (0, N),
• p ∈ [1,+∞),

L’étude des solutions non triviales pour les problèmes elliptiques non lineaire de type
Choquard occupe une place centrale dans la recherche en mathématique appliquées
et surtout en physique mathématique. Ces problèmes présentent des defis uniques
en raison de leur non-lineairité et de leur comportement complexe, nécessitant des
approches innovantes pour caracteriser et comprendre les solutions existantes. Dans
cette étude nous explorons les aspects fondamentaux de ces problèmes et examinons
les méthodes non triviales pour identifier et analyser les solutions qui ne peuvent pas
etre déduites simplement des solutions triviales. Notre objectif est aussi d’approfondir
la comprehension des phénomènes physiques sous-jacents et de proposer des outils
matématiques efficaces pour étudier ces systémes complexes. Ce mémoire est décomposé
en trois chapitres :
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Chapitre 1 (Notions Préliminaires)

Nous avons jugé utile de rappeler brièvement quelque notions générales et certains
résultats fondamentaux indispensabes pour le reste de la thèse, en expliquant les termes
clés comme le potentiel de Riesz, équation de Shrodinger-Newton, interaction non
locale attractive...etc

Chapitre 2 (Modélisation Physique et Variantes des Équations de
Choquard)

Ce chapitre est consacré à la modélisation physique des équations de Choquard ainsi
qu’à l’étude des variantes autonomes et non autonomes de ces équations.

• Modélisation Physique : Explication des principes physiques sous-jacents
aux équations de Choquard, illustrant comment ces équations modélisent les
interactions à longue portée dans divers systèmes physiques.
• Équations de Choquard Autonomes : Introduction et analyse des équations

autonomes, où le potentiel V est constant ou ne dépend pas explicitement du
temps. Discussion des propriétés mathématiques et des solutions typiques de ces
équations.
• Équations de Choquard Non Autonomes : Exploration des équations

non autonomes, où le potentiel V varie spatialement et/ou temporellement.
Présentation des défis supplémentaires posés par ces variations et des techniques
mathématiques utilisées pour les aborder.

Chapitre 3 (Application à un problème)

Pour ce dernier Chapitre, on étudie l’existence des solutions faibles positives pour un
problème de type Brézis-Nirenberg.
Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’un problème de type Brézis-Nirenberg.
La résolution de cette équation repose sur le théorème du Col. L’étude se divise en
deux parties distinctes : la première partie examine le cas sous-critique, tandis que la
deuxième partie se concentre sur le cas critique. Ces deux sections permettent d’analyser
en profondeur les différentes conditions et implications des solutions obtenues dans
chaque contexte..
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Notations
N Entier naturel supérieur ou égal à 3

f ∗ g Produit de convolution

Ω Ouvert borné de RN

C (Ω) L’ensemble des fonctions continues

C 2(Ω) L’ensemble des fonctions qui sont deux fois continûment différentiables
sur (Ω)

C ∞
0 (Ω) L’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans

Ω

L1(Ω) L’espace des fonctions mesurables pour lesquelles l’intégrale de la valeur
absolue de la fonction est finie.

L1
loc(Ω) L’espace des fonctions localement intégrables sur Ω

L2(Ω) L’espace des fonctions mesurables pour lesquelles l’intégrale de la valeur
absolue au carré de la fonction est finie.

W 2,2(Ω) L’espace de Sobolev qui comprend les fonctions dont les deux premières
dérivées faibles sont dans L2(Ω).

W 2,2
loc (Ω) L’ensemble des fonctions dans W 2,2(Ω) sur chaque compact de leur do-

maine.

Γ La fonction gamme définit par Γ(z) =
∫∞

0 tz−1e−t dt pour ℜ(z) > 0.

B(x0, r) Une boule de rayon r centrée en x0

↪→ Inclusion continue

↪→↪→ Inclusion compacte

xn → x Convergence forte

xn ⇀ x Convergence faible

| · | La norme euclidienne dans RN

C Une constante réelle





Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons les définitions de base nécessaires à la compré-
hension des problèmes elliptiques de type Choquard. On parlera également des notions
et résultats utilisés comme le potentiel de Riesz, types de potentiels utilisés.

1.1 Espace de Sobolev

Définition 1.1.1 (Dérivée faible). Soit Ω ⊂ Rn un domaine ouvert et u ∈ L1
loc(Ω)

une fonction localement intégrable. On dit que v ∈ L1
loc(Ω) est la dérivée faible de u

par rapport à la variable xi (la i-ème variable) si pour toute fonction test φ ∈ C∞
c (Ω)

(fonction infiniment différentiable à support compact dans Ω), l’intégration par parties
donne : ∫

Ω
u
∂φ

∂xi

dx = −
∫

Ω
vφ dx.

Ici, C∞
c (Ω) désigne l’espace des fonctions test, c’est-à-dire des fonctions infiniment

différentiables à support compact dans Ω.

Définition 1.1.2 (Espace W 1,p(Ω)). On définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) par

{
u ∈ Lp(Ω); ∃g1, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tels que

∫
Ω
u
∂φ

∂xi

= −
∫

Ω
giφ,

∀φ ∈ C ∞
c (Ω), ∀i = 1, . . . , N

}
.

En d’autres termes,

W 1,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : ∂u

∂xi

∈ Lp(Ω) ∀1 ≤ i ≤ N

}
.
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1 Notions Préliminaires

L’espace W 1,p(Ω) muni de la norme

∥u∥W 1,p = ∥u∥p +
N∑

i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥∥
p

.

est un espace de Banach.

Remarque 1. Cette norme est équivalente à la norme

∥u∥p
p +

N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥∥
p

p

1/p

si 1 ≤ p <∞.

Si p = 2, on note H1(Ω) = W 1,2(Ω), muni du la produit scalaire :

(φ, ψ)H1(Ω) = (φ, ψ)L2(Ω) +
N∑

i=1

(
∂φ

∂xi

,
∂ψ

∂xi

)
L2(Ω)

.

La norme associée

∥φ∥H1(Ω)=
(
∥φ∥2

L2(Ω)+
N∑

i=1

∥∥∥ ∂φ
∂xi

∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

.

Définition 1.1.3 (Espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω) ). Soit 1 ≤ p <∞. L’espace de Sobolev

W 1,p
0 (Ω) est définit par :

W 1,p
0 (Ω) =

{
φ ∈ W 1,p(Ω); φ = 0 sur ∂Ω

}
.

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme :

∥φ∥W 1,p
0 (Ω)= ∥∇φ∥Lp(Ω).

W 1,p
0 (Ω) est la fermeture de C ∞

c (Ω) dans W 1,p(Ω), i.e, W 1,p
0 (Ω) = C ∞

c (Ω)∥.∥W 1,p(Ω) .

2



1.1 Espace de Sobolev

On note H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H1(Ω), défini par

(u, v)H1(Ω) =
∫

Ω
(∇u · ∇v + uv) dx,

où ∇u et ∇v sont les gradients de u et v, respectivement.

Lemme 1.1.1 (Lemme de Brézis-Lieb). Soient Ω un ouvert de RN et (un) ∈ Lp(Ω),
1 ≤ p <∞. Si un est bornée dans Lp(Ω) et un → u presque partout dans Ω, alors

lim
n→∞

(
∥un∥p

Lp(Ω) − ∥un − u∥p
Lp(Ω)

)
= ∥u∥p

Lp(Ω).

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Holder). l’inégalité de Holder est une généralisation de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient 1 ≤ p, q ≤ +∞ sont dit conjugués si 1

p
+ 1

q
= 1.

Soient Ω un ensemble mesurable, et 1 ≤ p < +∞ ,f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec
1
p

+ 1
q

= 1,alors

||fg||L1(Ω) :=
∫

Ω
|fg| dx ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω) (1.1.1)

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Poincaré). [4] Soit Ω un ouvert borné. Alors il existe
une constante C > 0 (dépendant de Ω ) telle que

∥u∥L2(Ω) ≤ C∥∇u∥L2(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω),

pour tout 1 ≤ p <∞.

De plus, la meilleure constante C pour cette inégalité est 1
λ1(Ω) ( où λ1(Ω) est la première

valeur propre du laplacien définie par λ1 = inf
∫

Ω |∇u|2 dx∫
Ω u2 dx

)

Théorème 1.1.3 (Valeur propre du Laplacien). [4] Soit le problème aux valeurs propres
−∆u = λu dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

3



1 Notions Préliminaires

où les valeurs propres du Laplacien sur Ω forment une suite croissante λk > 0 qui tend
vers l’infini. De plus, les vecteurs propres correspondants sont des fonctions continues
et forment une suite orthonormée complète dans L2(Ω).

En particulier, la première valeur propre λ1 est simple et le premier vecteur propre φ1

peut être choisi positif dans Ω, tandis que tous les autres changent de signe.

Théorème 1.1.4 (Inégalité de Sobolev). [4] Soit Ω un ouvert de RN . L’inégalité de
Sobolev stipule que pour tout u ∈ W 1,p(Ω), où 1 ≤ p < N , il existe une constante
CS > 0 telle que

∥u∥Lp∗ (Ω) ≤ CS∥∇u∥Lp(Ω),

où p∗ = Np
N−p

est l’exposant conjugué critique. La meilleure constante de Sobolev CS est
la plus petite constante pour laquelle l’inégalité de Sobolev est vérifiée. Plus précisément,
on définit

S = inf
{
∥∇u∥Lp(Ω)

∥u∥Lp∗ (Ω)
: u ∈ W 1,p(Ω), u ̸= 0

}
.

Théorème 1.1.5 (Immersion de Sobolev). Soit Ω un domaine borné de RN et p ≥ 1.
On a les injections suivantes :

i) Si 1 ≤ p < N alors

a) W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω).

b) W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout 1 ≤ q < p∗ où 1

p∗ = N−p
Np

.

ii) Si p = N alors W 1,N
0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout 1 ≤ q <∞.

iii) Si p > N et 0 < α < 1− p
N

alors W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ C0,α(Ω), où

C0,α(Ω) =
{
u ∈ C (Ω) : |u(x)− u(y)|

|x− y|α
<∞

}
.

Théorème 1.1.6 (Rellich-Kondrachov). Soit Ω un domaine borné de classe C 1, on a :

• Si p < N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗) où p∗ = 1
p
− 1

N
.

• Si p = N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,∞).
• Si p > N , alors W 1,p(Ω) ⊂ C (Ω),

avec injections compactes.
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1.1 Espace de Sobolev

Remarque 2. Les injections précédentes sont vraies pour W 1,p
0 (Ω) seulement si Ω est

borné.

Théorème 1.1.7 (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev). [13] Soient t, r > 1 et
0 < µ < N avec 1

t
+ µ

N
+ 1

r
= 2, f ∈ Lt(RN) et h ∈ Lr(RN). Il existe une constante

C(t, N, µ, r), indépendante de f , h, telle que

∫
RN

∫
RN

f(x)h(y)
|x− y|µ

dx dy ≤ C(t, N, µ, r)∥f∥t∥h∥r.

Si t = r = 2N
2N−µ

, alors

C(t, N, µ, r) = C(N,µ) = π
µ
2

Γ
(

N
2 −

µ
2

)
Γ(N − µ

2 )
(

Γ(N
2 )Γ(N)

N

)−1+ µ
N

,

à noter que :

∫
RN

(Iα ∗ |u|p)|u|p dx =
(∫

RN

∫
RN

|u(x)|2∗
µ|u(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy

)
,

avec α = N − µ.
D’après l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, pour tout u ∈ D1,2(RN ), nous savons

(∫
RN

∫
RN

|u(x)|2∗
µ|u(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy

) N−2
2N−µ

≤ C(N,µ)
(∫

RN
|u|2∗

dx
)2/2∗

,

où 2∗
µ = 2N−µ

N−2 .

La meilleure constante de pour l’injection de H1
0 (RN ) dans L2∗

µ(RN ) notée SH,L, et est
donnée par :

SH,L ≜ inf
u∈D1,2(RN )\{0}

∫
RN |∇u|2 dx(∫

RN

∫
RN

|u(x)|2
∗
µ |u(y)|2

∗
µ

|x−y|µ dx dy
) N−2

2N−µ

. (1.1.2)

D’aprés les commentaires précédents, on peut facilement déduire les conclusions sui-
vantes :
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1 Notions Préliminaires

Lemme 1.1.2 ([13]). La constante SH,L définie dans (1.1.2) est atteinte si et seulement
si

u = C

(
β

β2 + |x− α|2

)N−2
2

,

où C > 0 est une constante, α ∈ RN et β ∈ (0,∞) sont des paramétres. Ainsi,

SH,L = S

C(N,µ)
N−2

2N−µ

,

où S le meilleur constant de Sobolev.

Théorème 1.1.8. Soit N ≥ 3. Alors, pour tout domaine Ω de RN ,

SH,L(Ω) ≜ inf
u∈D1,2

0 (Ω)\{0}

∫
Ω |∇u|2 dx(∫

Ω
∫

Ω
|u(x)|2

∗
µ |u(y)|2

∗
µ

|x−y|µ dx dy
) N−2

2N−µ

= SH,L,

et la constante SH,L(Ω) n’est jamais atteinte sauf si Ω = RN .

Lemme 1.1.3. z

• L’espace de Sobolev H1(RN) s’inclut continûment dans l’espace L
2Nq

2N−µ (RN) pour
tout q > 1 tel que 1

2 −
1
N
≤ 2N−µ

2Nq
≤ 1

2 et µ ∈ (0, N). Plus précisément, on a :

H1(RN) ↪→ L
2Nq

2N−µ (RN), ∀q ∈
[2N − µ

N
; 2N − µ
N − 2

]
et ∀µ ∈ (0, N).

• Soit Ω un domaine borné de RN . L’espace de Sobolev H1
0 (Ω) s’inclut continûment

dans l’espace L
2Nq

2N−µ (Ω) pour tout q > 1 tel que 1
2 −

1
N
≤ 2N−µ

2Nq
≤ 1 et µ ∈ (0, N).

Plus précisément, on a :

H1
0 (Ω) ↪→ L

2Nq
2N−µ (Ω), ∀q ∈

[2N − µ
2N ; 2N − µ

N − 2

]
et ∀µ ∈ (0, N).

Théorème 1.1.9. Soit Ω un domaine borné de RN , p ≥ 1 et µ ∈ (0;N). On a les
injections suivantes :

a) W 1,2
0 (Ω) ↪→ L2∗

µ(Ω).
b) W 1,2

0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout 2N−µ
2N
≤ q < 2∗

µ où 1
2∗

µ
= N−2

2N−µ
.
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1.2 Méthodes de minimisation et points critiques :

Définition 1.2.1 (Dérivée directionnelle). Soit f : Rn → R une fonction définie sur
un ouvert U ⊂ Rn. La dérivée directionnelle de f en un point a ∈ U dans la direction
d’un vecteur v ∈ Rn est définie par :

Dvf(a) = lim
h→0

f(a + hv)− f(a)
h

,

pour autant que cette limite existe.

Définition 1.2.2 (Fonction Fréchet différentiable). Soit X et Y deux espaces vectoriels
normés (espaces de Banach) sur R ou C, et soit U un ouvert de X. Une fonction
f : U → Y est dite Fréchet différentiable en un point a ∈ U s’il existe une application
linéaire continue L : X → Y telle que :

lim
h→0

∥f(a + h)− f(a)− L(h)∥Y

∥h∥X

= 0.

Dans ce cas, l’application linéaire L est unique et est appelée la dérivée de Fréchet de
f en a, notée Df(a) ou f ′(a).

Définition 1.2.3 (Fonction de Carathéodory). Soit Ω un ouvert borné de RN . Une
fonction f : Ω× R→ R est dite de Carathéodory, si elle vérifie :

1. L’application t 7→ f(x, t) est continue p.p. x ∈ Ω.
2. L’application x 7→ f(x, t) est mesurable pour tout t ∈ R.

Théorème 1.2.1. [18] Soit Ω un domaine borné de RN , avec N ≥ 3. Supposons
qu’il existe une fonction F : Ω × R × RN → R mesurable en x ∈ Ω, continûment
différentiable en u ∈ R et p ∈ RN , avec Fu := ∂F

∂u
et Fp := ∂F

∂p
, et les conditions

suivantes sont vérifiées :

a) |F (x, u, p)| ≤ C (1 + |u|s1 + |p|2), où s1 ≤ 2N
N−2 .

b) |Fu(x, u, p)| ≤ C (1 + |u|s2 + |p|t2), où s2 ≤ N+2
N−2 et t2 ≤ N+2

N
.

c) |Fp(x, u, p)| ≤ C (1 + |u|s3 + |p|), où s3 ≤ N
N−2 .

7



1 Notions Préliminaires

Alors, la fonctionnelle J définie par

J(u) :=
∫

Ω
F (x, u(x),∇u(x)) dx,

est de classe C 1 et J ′(u) est donnée par :

⟨J ′(u), v⟩ :=
∫

Ω
(Fu(x, u,∇u)v + Fp(x, u,∇u) · ∇v) dx.

Définition 1.2.4 (Condition de Palais-Smale). Soient X un espace de Banach, et
J : X → R une fonction de classe C 1. Si c ∈ R, on dit que J vérifie la condition de
Palais-Smale (au niveau c), si toute suite (un) de X telle que J(un) → c dans R et
J ′(un)→ 0 dans X contient une sous-suite (unk

) convergente.

Définition 1.2.5 (Fonction faiblement semi continue inférieurment (faib.s.c.i)). Soit J
une fonction définie sur un espace de Banach E, à valeurs dans R. J est dite faiblement
semi-continue inférieurement (faib.s.c.i.) en x, si pour toute suite (xn)n∈N qui converge
faiblement vers x, on a :

J(x) ≤ lim
n→+∞

J(xn).

Notons que J est (faib.s.c.i) si et seulement si pour tout λ ∈ R, l’ensemble B = {x ∈
E | |J(x)| ≤ λ} est faiblement fermé dans E. Notons aussi que si J est convexe et
semi-continue inférieurement, alors J est (faib.s.c.i).

Définition 1.2.6 (Fonction coercive). Une fonctionelle A définie sur un espace de
Banach E est dite coercive s’il existe deux constantes α > 0 et β ∈ R telles que :

A(x) ≥ α||x||E + β.

il est évident de voir que si A est coercive, elle est bornée inférieurment et chaque suite
minimisante est bornée.

Définition 1.2.7 (Point critique). Soient E un espace de banach et V ⊆ E un ouvert.
On suppose que

A : V → R

8
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est de classe C1surV . On dit que u0 ∈ V est un point critique de A, si A′(u0) = 0.dans
ce cas c0 = A(u0) est dite valeur critique de A. si u0 n’est pas un point critique, on dit
que u0 est un point régulier de A et c0 une valeur régulière de A

Théorème 1.2.2. [18] Soient E un espace de Banach réflexif, et J : E → R ∪ {+∞}
une fonction coercive faiblement semi-continue inférieurement sur E. Alors

inf
u∈E

J(u) <∞

et il existe u0 ∈ E, tel que J(u0) = minu∈E J(u). De plus, si J est strictement convexe,
u0 est unique. Si J est différentiable au sens de Gâteaux, alors J ′(u0) = 0.

Lemme 1.2.1 (Principe variationnel d’Ekeland). Soient (E, d) un espace métrique
complet et J une fonction semi-continue inférieurement (s.c.i.) de E dans R. On
suppose que J est bornée inférieurement avec c = infx∈E J(x).

Alors pour tout ϵ > 0, il existe uϵ tel que :
c ≤ J(uϵ) ≤ c+ ϵ

∀x ∈ E, x ̸= uϵ, J(x)− J(uϵ) + ϵd(x, uϵ) > 0

Théorème 1.2.3 (Théorème du Col ([13])). Soient X un espace de Banach, J ∈
C1(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 et que :

1. Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ∥u∥ = R, alors J(u) > a.

2. Il existe u0 ∈ X tel que ∥u0∥ > R et J(u0) < a.

Alors J possède une valeur critique c telle que c > a. De façon plus précise, si on pose

B = {φ([0, 1]);φ ∈ C([0, 1], X), φ(0) = 0, φ(1) = u0},

et
c := inf

A∈B
max
v∈A

J(v),

alors c est une valeur critique de J , et c > a.

9



1 Notions Préliminaires

1.3 Principe du maximum

Théorème 1.3.1 (Principe du maximum faible). [15] Soient Ω un ouvert borné connexe,
a(·) := (aij(·))1≤i,j≤N une matrice, b(·) := (bi(·))1≤i≤N et β(·) := (βi(·))1≤i≤N deux
vecteurs, et c une fonction. On considère A et L deux opérateurs du second ordre définis
par :

Au = −
N∑

i,j=1
∂i(aij∂ju) +

N∑
j=1

∂j(βju) + b · ∇u+ cu,

Lu = −
N∑

i,j=1
aij∂iju+ b · ∇u+ cu,

avec aij, βi, bi, c ∈ L∞(Ω). On suppose que la condition suivante est satisfaite

∃α > 0, ∀ξ ∈ RN , p.p. sur Ω, a(x)ξ · ξ =
N∑

i,j=1
aij(x)ξjξi ≥ α|ξ|2,

et que

c+∇ · β = c+
N∑

i=1
∂iβi ≥ 0 dans D′(Ω).

Si u ∈ H1(Ω) vérifie Au ≤ 0 au sens de D′(Ω) alors :

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+.

Théorème 1.3.2 (Principe du maximum fort). [18] Soient Ω un domaine borné, et
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

1. Si −∆u ≤ 0 et si u atteint un maximum positif à l’intérieur de Ω, alors u est
constante sur Ω.

2. Si −∆u ≥ 0 et si u atteint un minimum positif à l’intérieur de Ω, alors u est
constante sur Ω.

Théorème 1.3.3 (Principe du maximum classique). [18] Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

1. Si −∆u ≤ 0 dans Ω, alors
max

Ω
u = max

∂Ω
u.
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2. Si −∆u ≥ 0 dans Ω, alors
min

Ω
u = min

∂Ω
u.

1.4 Définition et propriétées du potentiel de Riesz

Le potentiel de Riesz a été introduit par M. Riesz dans les années 1930 et a été
systématiquement étudié dans son article fondamental [36]. Une exposition sur les
propriétés fonctionnelles-analytiques de base des potentiels de Riesz peut être trouvée
dans la monographie d’E. Stein [41]

Définition 1.4.1 (Potentiel de Riesz). Le potentiel de Riesz Iα d’ordre α ∈ (0, N)
dans l’espace euclidien RN de dimension N ≥ 1 est défini pour chaque x ∈ RN \ {0}
par

Iα(x) = Aα

|x|N−α
,

où

Aα =
Γ
(

N−α
2

)
Γ
(

α
2

)
πN/22α

.

On va annoncer quelques propriétées du potetiel de Riesz qui vont nous aider à mieux
comprendre comment ce potentiel agit sur notre problème.

Le choix de la constante de normalisation Aα assure la propriété du semi-groupe

Iα ∗ Iβ = Iα+β, ∀α, β > 0 tels que α + β < N,

et, pour N ≥ 3, la propriété

−∆Iα = Iα−2, ∀α ∈ (2, N).

En outre, −∆I2 = δ, où δ est la fonction delta de Dirac, c’est-à-dire que I2 est la
fonction de Green du Laplacien −∆ sur RN . Plus généralement, Iα peut être interprété
comme l’inverse de l’opérateur de Laplacien fractionnaire (−∆)α/2. Voir par exemple
[19], [36], [41] pour l’étude de ces propriétés fondamentales des potentiels de Riesz.
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Quand α→ 0, Iα → δ, au sens vague [19]. Quand α→ N , Iα ∗ f → AN log 1
|x| ∗ f pour

tout f ∈ C∞
c (RN) tel que

∫
RN f = 0, où

AN = lim
α→N

(N − α)Aα = 1
Γ(N/2)πN/22N−1 .

La définition des potentiels de Riesz ainsi que la propriété de semi-groupe peuvent être
étendues de α ∈ (0, N) à un α complexe arbitraire avec Re(α) > 0 et α−N/2 /∈ N∪{0},
mais dans ce cas, la convolution Iα ∗f doit être interprétée au sens distributionnel. Voir
par exemple [19] pour une exposition plus récente. Dans cette enquête, nous supposons
toujours que α ∈ (0, N) et la convolution Iα ∗ f est comprise au sens de l’intégrale de
Lebesgue. Le potentiel de Riesz d’ordre α ∈ (0, N) d’une fonction f ∈ L1

loc(RN) est
défini comme

Iα ∗ f(x) := Aα

∫
RN

f(y)
|x− y|N−α

dy.

Cette intégrale converge dans le sens classique de Lebesgue pour presque tout x ∈ RN

si et seulement si
f ∈ L1

(
RN , (1 + |x|)−(N−α) dx

)
, (1)

De plus, si (1) n’est pas satisfait, alors Iα ∗ |f | = +∞ partout dans RN [19].

Le potentiel de Riesz Iα est bien défini comme opérateur sur l’espace entier Lq(RN)
si et seulement si q ∈ [1, N

α
). L’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [39] (voir aussi

[22, 41]), qui stipule que si q ∈ (1,∞) et si α < N
q

, alors pour chaque f ∈ Lq(RN ), nous
avons Iα ∗ f ∈ L

Nq
N−αq (RN) et

(∫
RN
|Iα ∗ f |

Nq
N−αq dx

)N−αq
Nq

≤ CN,α,q

(∫
RN
|f |q dx

) 1
q

.

Si q = 2N
N+α

, alors la constante optimale est donnée par

CN,α,q =
Γ
(

N−α
2

)
2απα/2Γ

(
N+α

2

)
Γ

(
N
2

)
Γ(N)


α
N

. (2)

L’inégalité (2) implique que si q ∈ (1,∞), α < N
q

et 1
r

= 1
q
− α

N
, alors

Iα : Lq(RN)→ Lr(RN)

12
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est un opérateur linéaire borné. Si f ∈ L1(RN), alors en général Iα ∗ f /∈ L
N

N−α (RN)
(voir par exemple [?, §V.1.2]).

Si q = 2N
N+α

, alors la constante optimale est donnée par [9], [22].

CN,α,q =
Γ
(

N−α
2

)
2απα/2Γ

(
N+α

2

)
Γ

(
N
2

)
Γ(N)


α
N

. (3)

L’inégalité (2) implique que si q ∈ (1,∞), α < N
q

et 1
r

= 1
q
− α

N
, alors

Iα : Lq(RN)→ Lr(RN)

est un opérateur linéaire borné. Si f ∈ L1(RN), alors en général Iα ∗ f /∈ L
N

N−α (RN)
(voir par exemple [41]).

Ces propriétés de mappage des potentiels de Riesz sont importantes non seulement
comme outil pour contrôler le domaine de définition du fonctionnel d’action de l’équation
de Choquard, mais aussi dans l’étude des propriétés de régularité des solutions par des
procédures de type bootstrap

La version pondérée de l’inégalité de Hardy–Littlewood–Sobolev due à E. Stein et G.
Weiss [40] stipule que si q ∈ (1,∞), s < N

(
1− 1

q

)
, t < N

r
, s + t ≥ 0, q ≤ r < ∞ et

1
r

= 1
q

+ s+t−α
N

, alors pour tout f ∈ Lq(RN , |x|s dx),

(∫
RN
|Iα ∗ f(x)|r|x|−rt dx

) 1
r

≤ C
(∫

RN
|f(x)|q|x|s dx

) 1
q

. (4)

où RN (souvent écrit Rn) fait référence à l’espace Euclidien de dimension N . Lorsque
r = q, l’inégalité est également connue sous le nom d’inégalité de Hardy–Rellich. Les
constantes optimales pour (4) sont connues dans certains cas particuliers. Lorsque la
fonction f ∈ L1

loc(RN) est non négative, une estimation élémentaire montre que pour
tout x ∈ RN ,

Iα ∗ f(x) ≥ Aα

|RN |

∫
BR(x)

f(y) dy.

où |RN | est la mesure de l’espace |RN |. En particulier, si la fonction f est positive sur
un ensemble de mesure positive de RN , alors Iα ∗ f est strictement positif partout dans
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RN . De manière similaire, pour chaque x ∈ RN , on peut estimer

Iα ∗ f(x) ≥ Aα

(2|x|)N−α

∫
B2|x|(x)

f(y) dy ≥ c

|x|N−α
,

ce qui signifie que Iα ∗ f ne peut pas décroître plus vite que Iα à l’infini, même si la
fonction f est à support compact.

Ces propriétés de décroissance du potentiel de Riesz sont essentielles pour l’étude de la
décroissance asymptotique des états fondamentaux des équations de Choquard et des
théorèmes de Liouville.
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Chapitre 2

Mo délisation Physique et
Variantes des Équations de

Cho quard

2.1 Motivation

2.1.1 Modèles physiques

Prenons p ∈ [1,+∞), N ∈ N∗ et α ∈ (0, N), on considére le problème

−∆u+ u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−2u (2.1.1)

u(x)→ 0 quand |x| → +∞

Pour u : RN → R ou Iα : RN → R est le potentiel de riesz défini par

Iα(x) = Aα

|x|N−α

où
Aα =

Γ(N−α
2 )

Γ(α
2 )2α

,

et Γ est la fonction gamma.
Equation (2.1.1) s’appelle généralement l’équation non-lineaire de Choquard ou l’équa-
tion de Choquard-Pekar non lineaire. Elle a plusieurs origines, dans le cas physique
(N = 3, p = 2, α = 2) , L’équation de Choquard

−∆u+ u = (I2 ∗ |u|2)u dans R3 (2.1.2)
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est apparu au moins dés 1954, dans un ouvrage de S.I.Pekar décrivant le mécanique
quantique d’un polaron au repos.
En 1976 P.Choquard utilisa (2.1.2) pour décrire un électron piégé dans son propre trou
Voir [10, 11], dans une certaine approximation de la théorie de Hartree-Fock du plasma
à un composant où des éléctrons libres dans un réseau ionique interagissent avec des
phonons associées au déformations du réseau ou avec la polarisation qu’il crée sur le
milieu (interaction d’un electron avec son propre trou).
En 1996, R.Penrose a proposé (2.1.2) comme modèle de matière autogravitante, dans un
programme en laquelle réduction d’état quantique est comprise comme un phénomène
gravitionnel.
Dans ce contexte, l’équation de Choquard de type (2.1.3) est généralement appelée
équation non-linéaire de Shrodinger-Newton, si u résout (2.1.3) alors la fonction ψ

définit par ψ(t, x) = eitu(x) est une onde solitaire de l’équation de Hartree dépendant
du temps de focalisation .

iψt = −∆ψ − (Iα ∗ |ψ|p)|ψ|p−2ψ (2.1.3)

Dans ce contexte, (2.1.3) est également connu sous le nom d’équation de Hartree non-
linéaire stationnaire. En général, l’équation d’évolution de type Shrodinger associée

iψt = ∆ψ + (W ∗ |ψ|2)ψ (2.1.4)

est un modèle pour un grand système de bosons atomique et moléculaires non relati-
vistes avec une interaction attractive qui est plus faible et a une portée plus longue
que celle de l’équation de Shrodinger non lineaire (où le potentiel d’interaction W est
formellement le delta de dirac à l’origine).
L’équation (2.1.4) se présente comme une limite de champ moyen d’un systeme bo-
sonique avec des interactions à deux corps attractives ; cette limite peut etre prise
rigouresement dans de nombreux cas. Enfin, l’équation de Choquard est également
connu sous le nom d’équation de Shrodinger de la physique quantique avec la gravité
newtonienne non relativiste.
L’équation peut etre aussi dérivèe du systéme Einstein-Klein-Gordon et Einstein-Dirac.
Un tel modèle a été proposé pour les étoiles de bosons et pour l’affrondement des
fluctuations de galaxies de matière noire de champ scalaire. Voir [16, 17].
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D’autres modèles ont été developpés, y compris un potentiel gravitomagnétique et un
couplage auto-champ.

2.1.2 Equations connexes

L’équation de Choquard est liée à plusieurs autres équations aux dérivées partielles
avec des interactions non locales.
Les solutions d’ondes stationnaires à l’équation de Hartree de focalisation

iψt = ∆ψ + (Iα ∗ |ψ|2)ψ (2.1.5)

sont des solutions de l’équation de Choquard.
De retour au cadre stationnaire, le potentiel d’interaction, au lieu d’etre attractif comme
dans l’quation de Choquard, peut etre pris comme répulsif. En présence d’un potentiel
comme

V ∈ C(RN, R)

L’équation de Hartree stationnaire avec un potentiel coulombien

−∆u+ V u+ (I2 ∗ |u|2)u = λu (2.1.6)

a été étudiée par de nombreux auteurs. Au lieu d’etre d’imposer un potentiel externe,
une interaction non linéaire locale peut étre ajoutée, cela conduit à l’équation de
Shrodinger-poisson de la forme

−∆u+ V u+ (I2 ∗ |u|2)u = |u|q−2u (2.1.7)

qui a été l’objet de plusieurs travaux.

2.2 Equation de choquard autonome

Dans cette section, on va explorer les solutions de l’equation de Choquard dans le cas
où le problème est invariant par translation de l’espace euclidien RN ensuite étudier
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l’existence des solutions pour ce problème de type general, puis donner l’identité de
Pohozaev et terminer avec les propriétes des solutions, à savoir la régularité, la positivité,
la symetrie et enfin les asymptotes des solutions. Pour la suite de cette section, on va
considerer le problème de type Choquard suivant :

−∆u+ u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−2u dans RN (2.2.1)

les solutions du problème (2.2.1) sont, au moins formellement, les points critiques de
la fonction d’action A définit pour une fonction udeRNdansR par :

A(u) = 1
2

(∫
RN

(|∇u|2 + |u|2) dx
)
− 1
p

(∫
RN

(Iα ∗ |u|p)|u|p dx
)

(2.2.2)

Il existe plusieurs façons de construire de manière variationelle un état fondamentale de
(2.2.1), une façon de construire des solutions consiste à minimiser la quantité (2.2.2)

2.2.1 Cadre fonctionnel

Le premier terme dans la définition de la fonctionelle d’action A par (2.2.2) suggère
naturellement de prendre comme domaine l’espace de Sobolev classique H1(RN) des
fonctions dans L2(RN) dont la dérivée faible est carrée intégrable.
Cela soulève alors la question de savoir si le deuxieme terme, qui implique la convolution,
est bien définie et suffisemment régulier.
Si nous supposons que u ∈ L

2Np
N+α (RN) et si nous appliquons l’inégalité de Hardy-

Littlewood-Sobolev à la fonction |u|p ∈ L
2Np
N+α (RN ) nous obtenons, en utilisant l’inégalité

de Holder :
∫
RN
Iα∗|u|p|u|p ≤ (

∫
RN
|Iα∗|u|p|2N/(N−2))1/2−α/2N ≤ CN,α,2N/(N+α)(

∫
RN
|u|2N/(N+α))1+α/N

(2.2.3)
Il reste à determiner quand la condition u ∈ L2Np/(N+α) est satisfaite.
D’après le théorème classique de prolongement de Sobolev, il existe un prolongement
continu H1(RN )→ L2Np(RN ) avec r ∈ [1,∞) si et seulement si 1

2−
1
N
≤ N+α

2Np
≤

1
2 , ou, de manière équivalente,
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2.2 Equation de choquard autonome

N−2
N+α

≤ 1
p
≤ N

N+α
. De plus, nous avons alors

∫
RN

(Iα ∗ |u|)p ≤ C
(∫

RN
|∇u|2 + |u|2

) p
2
,

pour une certaine constante C dépendant de N , α et p. Les propriétés de différentiabilité
de base de la fonctionnelle A découlent de ces estimations par des arguments classiques
d’analyse fonctionnelle non linéaire.

Proposition 2.2.1 ([30]). Si p ∈ (1,∞) satisfait

N − 2
N + α

≤ 1
p
≤ N

N + α
,

alors la fonctionnelle A est bien définie et continûment différentiable de Fréchet dans
l’espace de Sobolev H1(RN). De plus, si p ≥ 2, alors la fonctionnelle A est deux fois
continûment différentiable de Fréchet.

Théorème 2.2.1 ([30]). Si N−2
N+α

< 1
p
< N

N+α
, alors (2.2.1) a une solution d’état

fondamental u ∈ H1(RN).

2.2.2 Identitée de Pohozaev

Proposition 2.2.2. Si N ∈ N, α ∈ (0, N) et p > 1, toute solution u ∈ W 1,2(RN) ∩
L

2Np
N+α (RN) de l’équation de Choquard (2.2.1) telle que u ∈ W 2,2

loc (RN) ∩W 1, 2N
(N+α) p(RN)

satisfait l’identité de Pohožaev

N − 2
2

∫
RN
|∇u|2 + N

2

∫
RN
|u|2 = N + α

2p

∫
RN

(Iα ∗ |u|)p |u|p (2.2.4)

On va maintenant donner la demonstration de cette proposition

Démonstration. La preuve de la Proposition (2.2.2) suit une stratégie classique consis-
tant à tester l’équation contre x · ∇u(x), ce qui est rendu rigoureux en multipliant par
des fonctions de découpage appropriées Nous prenons ϕ ∈ C1

c (RN) telle que ϕ = 1 sur
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2 Modélisation Physique et Variantes des Équations de Choquard

B1. En testant l’équation contre la fonction vλ ∈ W 1,2(RN) ∩ L2Np/(N+α)(RN) définie
pour λ ∈ (0,∞) et x ∈ RN par vλ(x) = ϕ(λx)x · ∇u(x), nous avons

∫
RN
∇u · ∇vλ +

∫
RN
uvλ =

∫
RN

(Iα ∗ |u|)p |u|p−1uvλ. (2.2.5)

Nous calculons pour tout λ > 0,
∫
RN
uvλ =

∫
RN
u(x)ϕ(λx)x · ∇u(x)dx

=
∫
RN
ϕ(λx)x · ∇

(
|u|2

2

)
(x)dx

= −
∫
RN

(Nϕ(λx) + λx · ∇ϕ(λx)) |u|
2

2 dx. (2.2.6)

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
λ→0

∫
RN
uvλ = −N2

∫
RN
|u|2.

Ensuite, puisque u ∈ W 2,2
loc (RN), on a

∫
RN
∇u · ∇vλ =

∫
RN
ϕ(λx) |∇u|2 + x · ∇ |∇u|2 ϕ(x) dx

= −
∫
RN

((N − 2)ϕ(λx) + λx · ∇ϕ(λx)) |∇u|
2

2 dx.

En utilisant de nouveau le théorème de convergence dominée de Lebesgue, puisque
u ∈ W 1,2(RN), on a

lim
λ→0

∫
RN
∇u · ∇vλ = −N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 .
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2.2 Equation de choquard autonome

Enfin, pour tout λ > 0, on a
∫
RN

(I∗
α|u|)

p |u|p−2uvλ =
∫
RN

∫
RN
|u(y)|p Iα(x− y)ϕ(λx)x · ∇ |u|p (x) dx dy (2.2.7)

= 1
2

∫
RN

∫
RN
Iα(x− y) |u(y)|p ϕ(λx)x · ∇ |u|p (x) dy dx+

1
2

∫
RN
|u(x)|p ϕ(λy)y · ∇ |u|p (y) dx dy (2.2.8)

= −
∫
RN

∫
RN
|u(y)|p Iα(x− y)

(
(Nϕ(λx) + x · ∇ϕ(λx)) |u(x)|p +

N − α
2p

|u(y)|p

|x− y|2
(xϕ(λx)− yϕ(λy)) · (x− y)

)
dx dy (2.2.9)

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue pour conclure
que

lim
λ→0

∫
RN

(I∗
α|u|)

p |u|p−1uvλ = −N − α2p

∫
RN

(I∗
α|u|)

p |u|p. (2.2.10)

2.2.3 Propriétes des solutions

Les résultats de cette section sont basés sur les références [30] et [26]

a. Régularité :

Proposition 2.2.3. Soit α ∈ (0, N) et p ∈ (1,∞) tels que N−2
N+α

< 1
p
< N

N+α
. Soit

u ∈ W 1,2(RN) une solution de l’équation

−∆u+ u = (Iα ∗ |u|
p
2 )|u|

p−2
2 u. (2.2.11)

Alors u ∈ L1(RN) ∩ C2(RN), u ∈ W 2,s(RN) pour tout s > 1, et u ∈ C∞(RN).
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2 Modélisation Physique et Variantes des Équations de Choquard

b. Positivité :

Proposition 2.2.4. Soit α ∈ (0, N) et p ∈ (1,∞) tel que N−2
N+α

< 1
p
< N

N+α
. Si

u ∈ W 1,2(RN) est un état fondamental de

−∆u+ u = (Iα ∗ |u|
p
2 )|u|

p−2
2 u, (2.2.12)

alors soit u > 0 soit u < 0.

Démonstration. : Si u est un état fondamental, notons que |u| est également un état
fondamental. Par conséquent, par la proposition (2.2.3), on a |u| ∈ C2(RN) et

−∆|u|+ |u| = (Iα ∗ |u|
p
2 )|u|

p−2
2 |u|p−1. (2.2.13)

Par le principe du maximum fort, soit |u| > 0 soit |u| = 0. Puisque u ̸= 0, on en déduit
que soit u > 0 soit u < 0.

c. Symétrie :

Dans cette section, nous prouvons que tout état fondamental est une solution radiale
et radialement décroissante.

Proposition 2.2.5. Soit α ∈ (0, N),µ = n− α et p ∈ (1,∞) tels que N−2
N+α

< 1
p
< N

N+α
.

Si u ∈ W 1,2(RN) est un état fondamental positif de

−∆u+ u = (µIα ∗ |u|p)|u|p−2u,

alors il existe x0 ∈ RN et v : (0,∞)→ R une fonction non négative et non croissante
telle que pour presque tout x ∈ RN ,

u(x) = v (|x− x0|) .

D’après la Proposition précédente , tout état fondamental est positif . Par conséquent,
lorsque p ≥ 2.
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2.2 Equation de choquard autonome

Notre preuve suivra la stratégie de T. Bartsch, M. Willem et T. Weth [2], qui consiste
à utiliser la propriété de minimalité de l’état fondamental pour déduire une relation
entre la fonction et sa polarisation.

2.2.4 Asymptotiques du terme non local

Nous commençons par étudier les asymptotiques du terme non local. Nous donnons des
bornes explicites sur les taux de convergence dont nous aurons besoin par la suite.

Proposition 2.2.6. Soit N ∈ N∗, α ∈ (0, N) et p ∈ (1,∞). Si N−2
N+α

< 1
p
< N

N+α
et que

u est un état fondamental de

−∆u+ u = (µIα ∗ |u|p)|u|p−2u dans RN ,

alors il existe C ∈ R tel que pour tout x ∈ RN ,

∣∣∣∣Iα ∗ |u|p(x)− Iα(x)
∫
RN
|u|p

∣∣∣∣ ≤ C
|x|N−α

(1 + |x|)(1 + |x|N(p−1))1/η
.

La preuve de cette proposition suivra à partir des estimations de régularité.

2.2.5 Cas superlinéaire

Dans le cas où p > 2, nous allons montrer que les états fondamentaux présentent une
décroissance exponentielle classique.

Proposition 2.2.7. Soient N ∈ N, α ∈ (0, N) et p ∈ (2,∞). Si 1
p
< N−2

N+α
et que u est

un état fondamental positif de

−∆u+ u = (µIα ∗ |u|p)|u|p−2u dans RN ,

alors
lim

|x|→∞

u(x)
|x|(N−1)/2e|x| ∈ (0,∞).
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2 Modélisation Physique et Variantes des Équations de Choquard

Notez que si α ≥ N − 4, alors les hypothèses de la proposition ne peuvent pas être
satisfaites. S. Cingolani, M. Clapp et S. Secchi ont prouvé que la limite est finie.

2.2.6 Cas linéaire

L’analyse du cas p > 2 est basée sur le fait que |u|p−2 décroît exponentiellement à
l’infini.

Lorsque p = 2, nous devons prendre en compte le potentiel de Riesz Iα ∗ |u|2.

Proposition 2.2.8. Soient N ∈ N, α ∈ (0, N) et α > N − 4. Si u est un état
fondamental positif de

−∆u+ u = (µIα ∗ |u|2)u dans RN ,

alors
lim

|x|→∞
u(x)|x|(N−1)/2e

(∫ |x|
0 (1−νN−αsN−α) ds

)
∈ (0,∞),

où

νN−α =
Γ
(

N−α
2

)
Γ
(

α
2

)
πN/2

∫
RN
|u|2 dx.

2.2.7 Cas sous-linéaire

Alors que dans le cas p > 2, le terme non linéaire ne jouait aucun rôle dans les
asymptotiques et pour p = 2 tous les termes jouaient un rôle, dans le cas p < 2, les
asymptotiques sont gouvernées par les termes sans dérivées dans l’équation.

Proposition 2.2.9. Soient N ∈ N, α ∈ (0, N) et p ∈ (1, 2). Si N
N+α

< 1
p
< N−2

N+α
et que

u est un état fondamental positif de

−∆u+ u = (µIα ∗ |u|p)|u|p−2u dans RN , (2.2.14)
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2.3 Équation non autonome

alors

lim
|x|→∞

∥u(x)∥2−p

|x|N−α
=

Γ
(

N−α
2

)
Γ
(

α
2

)
πN/2

∫
RN
|u|p.

2.2.8 Unicité et non-dégénérescence

Lorsque α = 2 et p = 2, il existe au plus une solution radiale positive aux équations de
Choquard [?]

En général, l’ensemble des états fondamentaux est connu pour être compact à transla-
tions près

Lorsque N = 3, α = 2 et p = 2, cet état fondamental est non-dégénéré à translations
près. [?]

2.3 Équation non autonome

Les resultats de cette section sont basées sur [?].
Dans cette section, nous explorons les équations de Choquard qui ne sont pas invariantes
sous les translations de l’espace euclidien RN , en raison de la présence d’un potentiel
électrique variable ou d’un potentiel magnétique dans la partie linéaire de l’équation.
Cela peut également se produire par des modifications non invariantes par translation
du terme non linéaire.

2.3.1 Potentiel électrique

Les modèles physiques dans lesquels les particules sont sous l’influence d’un champ
électrique externe conduisent à étudier les équations de Choquard sous la forme
suivante :

−∆u+ V u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−2u dans RN ,

où V ∈ L1
loc(RN) est un potentiel électrique non constant.
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2 Modélisation Physique et Variantes des Équations de Choquard

a. Perturbation d’un potentiel constant

P.-L. Lions [23] a étudié l’existence de solutions de ce type de problème avec p = 2
lorsque le potentiel externe V est une perturbation d’un potentiel constant, c’est-à-
dire que pour chaque x ∈ RN , V peut être écrit comme V (x) = 1 + V0(x), où V0

décroît à l’infini et satisfait certaines conditions de régularité légères, par exemple
V0 ∈ LN/2(RN ) + Lt(RN ) avec N/2 ≤ t <∞ si N ≥ 3. Pour construire des solutions à
l’équation précédente, Lions a considéré un problème de maximisation défini par

IV := sup
{∫

RN

(
Iα ∗ |u|2

)
|u|2 : u ∈ H1(RN),

∫
RN

(
|∇u|2 + V |u|2

)
= 1

}
.

Les maximiseurs de I, à multiplication par une constante près, sont des solutions de
l’équation de Choquard. Le problème limite associé à l’infini

I∞ := sup
{∫

RN

(
Iα ∗ |u|2

)
|u|2 : u ∈ H1(RN),

∫
RN

(
|∇u|2 + |u|2

)
= 1

}
,

est simplement une reformulation de la minimisation du quotient de Sobolev associé à
l’équation de Choquard, qui admet un minimiseur si et seulement si (N −4)+ < α < N .
En application de sa méthode de concentration-compacité, Lions a prouvé que si V0 ̸≡ 0
et s’il existe ν > 0 tel que

∫
RN

(
|∇u|2 + V |u|2

)
≥ ν∥u∥2

H1(RN ) pour chaque u ∈ H1(RN),

alors toute suite maximisante pour I est relativement compacte dans H1(RN) si et
seulement si IV < I∞.

b. Exposants critiques inférieurs et supérieurs

Nous avons vu précédemment que pour un potentiel constant V (x) ≡ 1, le fonctionnel
d’action A est bien défini et différentiable sur l’espace de Sobolev H1(RN) si et seule-
ment si p appartient à l’intervalle

(
N+α

N
, N+α

(N−2)+

)
. Cependant, l’équation de Choquard

autonome avec les exposants critiques p = N+α
N−2 et p = N+α

N
n’a pas de solution non

triviale dans H1(RN). Dans ces cas, étudier l’équation non autonome comme une
perturbation de l’équation autonome serait sans intérêt.
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2.3 Équation non autonome

L’équation de Choquard avec l’exposant critique inférieur,

−∆u+ V u = (Iα ∗ |u|
N+α

N )|u|
N+α

N
−2u dans RN ,

a été étudiée par les auteurs. Cet exposant est critique par rapport à l’inégalité de
Hardy–Littlewood–Sobolev, reformulée de manière variationnelle par un infimum J∞

qui est atteint si et seulement si

u(x) = C

(
λ

λ2 + |x− a|2

)N/2

,

où C > 0 est une constante fixée, a ∈ RN et λ ∈ (0,∞) sont des paramètres.

L’équation de Choquard avec l’exposant critique supérieur est

−∆u+ V u = (Iα ∗ |u|
N+α
N−2 )|u|

N+α−4
N−2 u dans RN .

Cet exposant N+α
N−2 est critique par rapport à l’inégalité de Hardy–Littlewood–Sobolev.

L’infimum J∞ est défini par

J∞ = inf
{∫

RN
|∇u|2 : u ∈ D1(RN),

∫
RN

(Iα ∗ |u|
N+α
N−2 )|u|

N+α
N−2 = 1

}
> 0.

Les minimisateurs de J∞ sont connus explicitement. La substitution directe des mi-
nimisateurs de J∞ dans JV montre que JV = J∞, à condition que le potentiel V soit
positif sur un sous-ensemble ouvert de RN . Par conséquent, la condition JV < J∞ n’est
plus significative, et le problème avec exposant critique superieur est un problème de
type Brezis–Nirenberg. [13]

c. Potentiels confinants

Le fonctionnel d’action AV pour l’équation non-autonome est défini par

AV (u) = 1
2

∫
RN

(
|∇u|2 + V |u|2

)
− 1
p

∫
RN

((Iα ∗ |u|p)|u|p) .
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Si V est un potentiel externe confinant et non négatif, c’est-à-dire si

lim
|x|→∞

V (x) = +∞,

alors le domaine naturel pour le fonctionnel AV est l’espace de Sobolev pondéré
H1

V (RN), qui est la complétion de la classe C∞
c (RN) par rapport à la norme ∥u∥V :=

(
∫
RN (|∇u|2 + V |u|2))1/2. Dans le cas d’un potentiel confinant V , l’espace H1

V (RN) est
compactement inclus dans L2(RN ), ce qui simplifie considérablement l’analyse des suites
de Palais–Smale pour AV . L’existence d’une solution fondamentale radiale positive
avec un potentiel confinant radial V a été étudiée pour p = 2. Le cas spécifique du
potentiel harmonique V (x) = |x|2 et p ∈

(
N+α

N
, N+α

N−2

)
a également été étudié.

d. Potentiels périodiques

La compacité locale des suites de Palais–Smale peut également être obtenue relativement
facilement lorsque le potentiel V est périodique. L’existence d’une solution faible non
triviale pour les équations de Choquard

−∆u+ V u = (W ∗ F (u))F ′(u) dans RN ,

avec un potentiel électrique périodique positif V et sous des hypothèses générales sur le
noyau de convolution pair W ≥ 0 et la non-linéarité F , a été prouvée par un argument
de type Mountain Pass. Si, de plus, la fonction F est paire, alors il existe une infinité
de solutions géométriquement distinctes.

Dans les dimensions basses, l’existence de solutions pour l’équation de Choquard
logarithmique planaire

−∆u+ V u+ (log |x| ∗ |u|2)u = c|u|p−2u dans R2,

sous un potentiel périodique positif V et avec c ≥ 0 a été obtenue. Dans le cas unidi-
mensionnel, des solutions périodiques ont été construites pour le problème périodique
dans R.
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2.3 Équation non autonome

e. Potentiels décroissants

Si V ≡ 0 ou si lim|x|→∞ V (x) = 0, alors 0 appartient au spectre essentiel pour −∆ + V .
L’espace H1

V (RN) peut être défini formellement comme avant, bien que certaines
précautions soient nécessaires dans les basses dimensions : si V ≡ 0 et N = 1 ou 2,
alors H1

V (RN) n’est pas continûment inclus dans l’espace des distributions D0(RN).
Une inégalité de type Hardy assure que l’espace H1

V (RN ) est bien défini et continûment
inclus dans L2

loc(RN) en dimensions N = 1 et 2, à condition que V (x) > 0 sur un
sous-ensemble ouvert de RN . Cependant, si V ≡ 0 ou si V est supporté de manière
compacte, le fonctionnel d’action AV n’est généralement pas bien défini ni différentiable
au sens de Fréchet sur H1

V (RN). Des théorèmes de type Liouville montrent que les
équations de Choquard avec des potentiels décroissants rapides n’ont effectivement pas
de solutions positives, ni même de super-solutions positives pour certaines plages de
paramètres.

f. Théorèmes de Liouville

Les théorèmes de Liouville non linéaires stipulent la non-existence de solutions positives
pour des équations ou inégalités elliptiques. Un théorème de Liouville typique dans
le cas local dit que l’inégalité −∆u ≥ up dans RN \ Bρ admet une solution classique
positive si et seulement si p > N

N−2 . Ce résultat, qui remonte à J. Serrin dans les
années 1970, est robuste et reste valable même si on perturbe −∆ par un potentiel
suffisamment faible. Les théorèmes de type Liouville pour les inégalités de Choquard
−∆u+V u ≥ (Iα ∗up)uq dans RN \Bρ ont été obtenus. L’équation n’a pas de structure
variationnelle, sauf si q = p− 1. Le concept de solution est non local. En particulier, si
u ≥ 0 est une solution de l’équation de Choquard −∆u+ V u = (Iα ∗ up)uq dans RN ,
alors u n’est qu’une super-solution de la même équation dans un sous-domaine propre
Ω ⊂ RN .

Pour illustrer les techniques de démonstration de non-existence, considérons le cas de
l’inégalité autonome de Choquard

−∆u ≥ (Iα ∗ up)uq dans RN \Bρ.
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2 Modélisation Physique et Variantes des Équations de Choquard

Supposons que u ≥ 0 soit une solution de cette inégalité. Alors, u est une fonction
superharmonique, c’est-à-dire −∆u ≥ 0 dans RN \Bρ. En comparant avec la fonction
harmonique |x|−(N−2), nous obtenons une borne inférieure

u(x) ≥ c|x|−(N−2), x ∈ RN \B2ρ.

Si p ≤ α
N−2 , cela implique que u /∈ Lp(RN , |x|−(N−α)dx). On en conclut que u ≡ 0,

sinon Iα ∗ up ≡ +∞, ce qui établit le premier régime de non-existence. Quand p > α
N−2 ,

on utilise une famille de fonctions tests φR(|x|) = φ
(

|x|
R

)
, où φ ∈ C∞

c (B4 \ {0}) et
φ|[1,2] = 1. Pour tout R ≥ ρ, cela mène à une inégalité maîtresse

CRN−2 ≥ R−(N−α)
(∫

B2R\Bρ

up

)(∫
B2R\BR

uq−1
)
.

Combinée avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la borne inférieure précédente, pour
p+ q ≥ 1 et tout R ≥ ρ, cela donne l’estimation

CR2N−2−α ≥
(∫

B2R\BR

u
p+q−1

2

)2

≥ cR2N−(N−2)(p+q−1).

En comparant les deux côtés, on conclut que u ≡ 0 si 1 ≤ p + q < N+α
N−2 . Des

considérations supplémentaires permettent de conclure que la ligne critique p+q = N+α
N−2

appartient également au même régime de non-existence.

Pour les potentiels de type Hardy V (x) = µ
|x|2 avec µ > − (N−2)2

4 , les propriétés de
Liouville restent qualitativement les mêmes, mais les valeurs des exposants critiques
dépendent explicitement de µ.

Dans le cas des potentiels à décroissance lente V (x) = c
|x|γ , avec γ < 2, qui incluent le

potentiel constant V (x) = c, les résultats sont différents. La principale raison est que la
fonction de Green de l’opérateur −∆+V décroît de manière exponentielle, ce qui affecte
significativement tous les arguments précédents. Pour p ≥ 2, la décroissance admissible
des supersolutions de l’équation de Choquard avec des potentiels à décroissance lente
est exponentielle, tandis que pour p < 2, le taux de décroissance est polynomial comme
dans la section précédente.
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2.3.2 Perturbation singuliéres et limite semi classsique

Dans une perspective physique, il est important d’étudier les équations de Choquard
sous la forme

−ϵ2∆u+ V (x)u = ϵ−α(Iα ∗ up)up−1 dans RN ,

où ϵ > 0 est un petit paramètre, souvent lié à la constante de Planck. Les solutions de
cette équation lorsque ϵ→ 0 sont appelées semi-classiques. Physiquement, on s’attend à
ce qu’il y ait une correspondance entre les solutions de l’équation et les points critiques
du potentiel V dans la limite semi-classique ϵ→ 0. Mathématiquement, cela se justifie
par l’observation que si uϵ est une solution de cette équation et a ∈ RN , alors la fonction
vϵ(y) = uϵ(a+ ϵy) résout l’équation rescalée

−∆vϵ + V (a+ ϵy)vϵ = (Iα ∗ vp
ϵ )vp−1

ϵ dans RN .

Si a ∈ RN est un point critique du potentiel V et V (a) > 0, on s’attend à ce que vϵ

converge vers une solution v0 de l’équation limite autonome

−∆v0 + V (a)v0 = (Iα ∗ vp
0)vp−1

0 dans RN .

Les premiers résultats sur l’existence de solutions semi-classiques pour les équations de
Choquard de ce type sont apparus dans le cas N = 3, α = 2 et p = 2, sous l’hypothèse
que V ∈ C2(R3) et infx∈R3 V (x) > 0. En utilisant une méthode de réduction de
Lyapunov-Schmidt, étant donné des points critiques non dégénérés a1, . . . , am du
potentiel V , il existe une famille vϵ de solutions positives à plusieurs bosses qui se
concentrent sur ces points. Des résultats similaires avec un potentiel externe périodique
V ont également été publiés. L’existence de solutions semi-classiques a été prouvée
dans le cas lim inf |x|→∞ V (x)|x|γ > 0 avec γ ∈ [0, 1).

2.3.3 Régime de champ electric fort

Lorsque N−2
N+α

< 1
p
< N

N+α
, le problème

−∆u+ (1 + µV0)u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−2u,
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admet des solutions pour µ > 0 suffisamment grand si la fonction V0 est non négative,
s’annule sur un ensemble ouvert et possède un sous-ensemble de niveau positif de
mesure finie ; les solutions convergent lorsque µ→∞ vers des solutions d’un problème
de Choquard sur l’ensemble nul de la fonction V0. Lorsque l’ensemble nul de la fonction
V0 a k composantes connexes, alors le problème a au moins 2k − 1 solutions distinctes
non triviales lorsque µ est suffisamment grand.

2.4 Potentiel magnetique

L’équation de Choquard avec un champ électromagnétique variable exige que la fonction
u : RN → C satisfait une certaine équation impliquant le potentiel magnétique A :
RN → RN et le potentiel électrique V : RN → R.
L’existence des états fondamentaux a été prouvée pour N = 3, p = 2 et α = 2 sous des
conditions de confinement, c’est-à-dire lorsque V est une perturbation raisonnablement
bornée et localisée d’une constante, et que le niveau de l’état fondamental satisfait une
inégalité stricte par rapport à un problème à l’infini.
Lorsque les potentiels V et A sont compatibles avec l’action d’un groupe d’isométries
sur RN , une infinité de solutions ont été construites lorsque toutes les orbites des points
dans RN \{0} sont infinies. De plus, l’existence de plusieurs solutions a été prouvée sous
des hypothèses plus faibles sur les orbites mais plus strictes sur le potentiel magnétique
A, impliquant sa décroissance à l’infini.
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Chapitre 3

Résolution d’un problème de
typ e Brézis-Nirenb erg

3.1 Position du problème

Dans ce chapitre, on étudie l’existence des solutions faibles positives pour l’équation
non-lineaire de type Choqurd suivante :

−∆u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−1 + λu dans Ω,

u ≥ 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.1.1)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , (N ≥ 4), λ ≥ 0 et α ∈ (0;N) sont des
paramtères réels, (p ≤ 2∗

µ ≜ 2N−µ
N−2 ) avec µ = N −α et Iα est le potentiel de Riesz défini

par :
Iα(x) = 1

|x|N−α
.

L’opérateur de convolution Iα ∗ |u|p est défini par :

(Iα ∗ |u|p)(x) =
∫

Ω

|u(y)|p
|x− y|N−α

dy.

Théorème 3.1.1. Supposons que Ω est un domaine borné régulier de RN , (N ≥ 4).
Alors, le problème (3.1.1) admet au moins une solution faible positive pour tout λ ∈
(0;λ1).

Pour prouver l’existence des solutions pour le problème (3.1.1), nous utilisons le théorème
du col (mountain pass theorem). Les solutions du problème (3.1.1) sont les points
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

critiques de la fonctionnelle J (définie ce-dessous) associée à ce problème. Nous allons
considérer deux cas distincts : le cas sous-critique p < 2∗

µ et le cas critique p = 2∗
µ ce

dernier étant marqué par une perte de compacité.

Une solution faible du problème (3.1.1) est définie par : ∀ϕ ∈ C ∞
0 (Ω),

⟨J ′(u), ϕ⟩ =
∫

Ω
∇u∇ϕ dx−

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p−1ϕ dx−

∫
Ω
λuϕ dx = 0.

qu’en d’autres termes est un point critique de la fonctionnelle d’énergie :

J : H1
0 (Ω)→ R

définie par :

J(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫
Ω
u2 dx− 1

2p

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p dx

on a besoin du proposition suivante pour montrer que le problème est bien posé.

Proposition 3.1.1. Si p satisfait

N − 2
N + α

≤ 1
p
≤ 1,

( c’est à dire p ∈ (2N−µ
2N

, 2∗
µ) avec µ = N − α) alors la fonctionnelle J est bien défini et

continûment différentiable au sens de Fréchet sur l’espace de Sobolev H1
0 (Ω).

Démonstration. On doit montrer que tous les termes de la fonctionelle J sont bien
définis.
∀u ∈ H1

0 (Ω), on a

J(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx︸ ︷︷ ︸
I1(u)

− λ

2

∫
Ω
u2 dx︸ ︷︷ ︸

I3(u)

− 1
2p

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p dx︸ ︷︷ ︸

I2(u)

• I1(u) :
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3.1 Position du problème

Puisque u ∈ H1
0 (Ω) alors ∥∇u∥H1

0 (Ω) ≜
∫

Ω |∇u|2 dx est finie. Donc, l’intégrale de
|∇u|2 sur Ω est bien définie. Par conséquent,

I1(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx

est bien défini.

• I3(u) :

En utilisant l’inégalité de Poincaré, on a
∫

Ω
u2 dx ≤ C

∫
Ω
|∇u|2 dx

et comme u ∈ H1
0 (Ω), alors

I3(u) = λ

2

∫
Ω
u2 dx

est bien défini.

• I2(u) :

D’après l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev et le théorème des immersions
de Sobolev, on obtient :

∥Iα ∗ |u|p∥Lq(Ω) ≤ C∥u∥H1
0 (Ω).

pour tout q ≤ 2Np
N−2α

.
Donc pour tout u ∈ L

2Np
N−2α

(Ω), en utilisant l’inégalité de hölder, on obtient

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p dx ≤

(∫
Ω
|Iα ∗ |u|p|2N/(N−α) dx

) 1
2 − α

2N
(∫

Ω
|u|2Np/(N+α)dx

) 1
2 + α

2N

≤ C
(∫

Ω
|u|2Np/(N+α)dx

)1+ α
N

Par conséquent
I2(u) = 1

2p

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p dx

est bien défini si et seulement si 1
2 −

1
N
≤ N+α

2Np
≤ 1, i.e., N−2

N+α
≤ 1

p
≤ 1.

En conclusion, tous les termes de la fonctionnelle J sont bien définis dans H1
0 (Ω).
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

Posons F : Ω× R× RN → R, (x, s, t) 7→ F (x, s, t) = 1
2 |t|

2 dx− λ
2s

2 − 1
2p

(Iα ∗ |s|p)|s|p.
Alors

J(u) =
∫

Ω
F (x, u,∇u) dx.

Comme F est continûment différentiable en s et en t, et, F est mesurable en x et
comme J est bien définie, alors J est de classe C 1 au sens de Fréchet sur H1

0 (Ω).

Lemme 3.1.1. Si N ≥ 3 et λ ∈ (0, λ1), alors pour tout 2N−µ
N
≤ p ≤ 2∗

µ la fonctionnelle
Jλ satisfait les propriétés suivantes :

(i) J(0) = 0 pour ∥u∥ = 0
(ii) Il existe τ, ρ > 0 tels que J(u) ≥ τ pour ∥u∥ = ρ.

(iii) Il existe e ∈ H1
0 (Ω) avec ∥e∥ > ρ tel que J(e) < 0.

Démonstration. Pour démontrer (i), Choisissons u0 = 0. Il est évident de trouver donc
que J(0) = 0.

Considérons la fonctionnelle :

J(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx− λ

2

∫
Ω
u2 dx− 1

2p

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p dx

Condition géométrique (ii)

Objectif : Montrer qu’il existe τ, ρ > 0 tels que J(u) ≥ τ pour ∥u∥H1
0 (Ω) = ρ.

Pour ∥u∥H1
0 (Ω) = ρ, nous avons :

∫
Ω
|∇u|2 dx = ρ2

En utilisant l’inégalité de Sobolev, nous avons :

∥u∥L2∗ (Ω) ≤ C∥u∥H1
0 (Ω)
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3.1 Position du problème

où 2∗ = 2N
N−2 .

D’aprés l’inegalité de Poincaré, on sait que :

∥u∥L2(Ω) ≤
1

λ1(Ω)∥∇u∥L2(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω),

En utilisant l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, nous avons :(∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p dx

)
≤ C∥u∥H1

0
(Ω)

En écrivant J(u) pour ∥u∥H1
0 (Ω) = ρ, nous avons :

J(u) ≥ 1
2ρ

2 − λ

2λ1
ρ2 − Cρp

p

Pour ρ suffisamment petit, le terme quadratique domine :

J(u) ≥ ρ2
(

1
2 −

λ

2λ1

)
− Cρp

p

Il est clair de voir que le coefficient de ρ est positive parceque on a la condition que
λ < λ1 Ainsi, il existe ρ suffisamment petit tel que :

J(u) ≥ α > 0

a. Condition géométrique (iii)

Objectif : Trouver une fonction e ∈ H1
0 (Ω) avec ∥e∥ > ρ telle que J(e) < 0.

Analyse :

Choisissons e = tϕ, où ϕ est une fonction propre associée à la première valeur propre
du Laplacien avec conditions de Dirichlet sur Ω et t un scalaire. Pour t grand, nous
avons :

J(tϕ) = 1
2

∫
Ω
|∇(tϕ)|2 dx− λ

2

∫
Ω
(tϕ)2 dx− 1

2p

∫
Ω
(Iα ∗ |tϕ|p)|tϕ|p dx
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

Simplifions :

J(tϕ) = t2

2

∫
Ω
|∇ϕ|2 dx− λt2

2

∫
Ω
ϕ2 dx− tp

2p

∫
Ω
(Iα ∗ |ϕ|p)|ϕ|p dx

Pour t grand, le terme tp

p

∫
Ω(Iα ∗ |ϕ|p)|ϕ|p dx domine :

Ainsi, pour t suffisamment grand, J(tϕ) < 0.

Nous avons montré que :

• Il existe τ, ρ > 0 tels que J(u) ≥ τ pour ∥u∥ = ρ.
• Il existe une fonction e ∈ H1

0 (Ω) avec ∥e∥H1
0 (Ω) > ρ telle que J(e) < 0.

Ainsi, les conditions géométriques du théorème du Col sont satisfaites pour la fonction-
nelle J .

3.2 Cas sous-critique

À ce niveau nous somme prét pour traiter la condition de compacité.

Lemme 3.2.1. Soient X un espace de Banach et J : X → R une fonction de classe
C1. Si c ∈ R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) (P.S)c, si
toute suite (un)n de X telle que

J(un)→ c dans R,

J ′(un)→ 0 dans X ′,

contient une sous-suite (unk
)k convergente.

Démonstration. Étape 1 : Bornétude dans H1
0(Ω)

Supposons que un est une suite de Palais Smale, c’ést à dire que |J(un)| < C et
J ′(un)→ 0. Puisque J(un) est bornée, il existe une constante C > 0 telle que :

∣∣∣∣∣12
∫

Ω
|∇un|2 dx−

λ

2

∫
Ω
u2

n dx−
1
2p

∫
Ω
(Iα ∗ |un|p)|un|p dx

∣∣∣∣∣ ≤ C.
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3.2 Cas sous-critique

Puisque J ′(un)→ 0, nous avons pour tout v ∈ H1
0 (Ω) :∣∣∣∣∫

Ω
∇un · ∇v dx− λ

∫
Ω
unv dx−

∫
Ω
(Iα ∗ |un|p)|un|p−1v dx

∣∣∣∣ ≤ ϵn∥v∥H1
0
,

où ϵn → 0. En prenant v = un, nous obtenons :
∫

Ω
|∇un|2 dx+ λ

∫
Ω
u2

n dx =
∫

Ω
(Iα ∗ |un|p)|un|p dx+ ϵn∥un∥H1

0
.

Les termes à gauche représentent la norme de un dans H1
0 (Ω), tandis que le terme à

droite peut être contrôlé par des inégalités de Sobolev et les propriétés du potentiel de
Riesz. Cela nous permet de conclure que ∥un∥H1

0
est bornée.

Étape 2 : Convergence faible dans H1
0(Ω)

Puisque ∥un∥H1
0

est bornée, il existe une sous-suite (que nous notons encore un) et une
fonction u ∈ H1

0 (Ω) telles que :

un ⇀ u faiblement dans H1
0 (Ω).

Ici on utilisé le fait que H1
0 est un espace réflexif.

Étape 3 : Convergence forte dans L2(Ω)

Pour montrer la convergence forte, nous utiliserons un−u comme fonction test. D’abord,
considérons la différence entre un et u :

∫
Ω
∇(un − u) · ∇(un − u) dx+ λ

∫
Ω
(un − u)2 dx.

Utilisons l’équation faible pour un et u :
∫

Ω
∇un · ∇(un − u) dx+ λ

∫
Ω
un(un − u) dx =

∫
Ω
(Iα ∗ |un|p)|un|p−1(un − u) dx,

et
∫

Ω
∇u · ∇(un − u) dx+ λ

∫
Ω
u(un − u) dx =

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p−1(un − u) dx.
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

En soustrayant ces deux équations, nous obtenons :
∫

Ω
∇(un−u)·∇(un−u) dx+λ

∫
Ω
(un−u)2 dx =

∫
Ω

[
(Iα ∗ |un|p)|un|p−1 − (Iα ∗ |u|p)|u|p−1

]
(un−u) dx.

Étape 4 : Contrôle du terme non linéaire

Nous devons montrer que :∣∣∣∣∫
Ω

[
(Iα ∗ |un|p)|un|p−1 − (Iα ∗ |u|p)|u|p−1

]
(un − u) dx

∣∣∣∣→ 0.

Décomposition et Estimations des Termes Non Linéaires :
Commençons par la décomposition du terme :

(Iα ∗|un|p)|un|p− (Iα ∗|u|p)|u|p = [(Iα ∗|un|p)− (Iα ∗|u|p)]|un|p +(Iα ∗|u|p)(|un|p−|u|p).

L’intégrale devient donc :
∫

Ω

[
(Iα ∗ |un|p)|un|p−1 − (Iα ∗ |u|p)|u|p−1

]
(un − u) dx.

On sépare en deux termes :
∫

Ω
[(Iα ∗ |un|p)− (Iα ∗ |u|p)] |un|p−1(un−u) dx+

∫
Ω
(Iα∗|u|p)(|un|p−1−|u|p−1)(un−u) dx.

Estimation du Premier Terme :
Utilisons l’inégalité de Hölder :

∣∣∣∣∫
Ω

[(Iα ∗ |un|p)− (Iα ∗ |u|p)] |un|p−1(un − u) dx
∣∣∣∣ ≤ (∫

Ω
|(Iα ∗ |un|p)− (Iα ∗ |u|p)|2 dx

)1/2

(∫
Ω
|un|2p|un − u|2 dx

)1/2
.

Pour le terme
∫

Ω |(Iα∗|un|p)−(Iα∗|u|p)|2 dx, nous utilisons les propriétés du potentiel de
Riesz et la compacité de l’injection de H1

0 (Ω) dans L2p(Ω). Comme un ⇀ u faiblement
dans H1

0 (Ω), on a :
(Iα ∗ |un|p)→ (Iα ∗ |u|p) dans L2(Ω).

40



3.2 Cas sous-critique

Cela implique que : ∫
Ω
|(Iα ∗ |un|p)− (Iα ∗ |u|p)|2 dx→ 0.

Pour le second facteur, en utilisant l’inégalité de Hölder et la borne sur ∥un∥H1
0
, on

obtient :(∫
Ω
|un|2p|un − u|2 dx

)1/2
≤ C∥un − u∥L2p(Ω) → 0 car un → u dans L2p(Ω).

D’où : ∣∣∣∣∫
Ω

[(Iα ∗ |un|p)− (Iα ∗ |u|p)] |un|p−1(un − u) dx
∣∣∣∣→ 0.

Estimation du Deuxième Terme :
Pour le deuxième terme :∣∣∣∣∫

Ω
(Iα ∗ |u|p)(|un|p − |u|p)(un − u) dx

∣∣∣∣ .
Par continuité et propriétés de Iα, nous avons Iα ∗ |u|p ∈ L2(Ω). En utilisant l’inégalité
de Hölder et la convergence un → u dans L2p(Ω), nous obtenons :

(∫
Ω
||un|p − |u|p|2p/(p−1) dx

)(p−1)/2p (∫
Ω
|Iα ∗ |u|p|2|un − u|2 dx

)1/2
→ 0.

Conclusion, en combinant ces estimations :∣∣∣∣∫
Ω

[
(Iα ∗ |un|p)|un|p−1 − (Iα ∗ |u|p)|u|p−1

]
(un − u) dx

∣∣∣∣→ 0.

Cela prouve que le terme non linéaire tend vers zéro, complétant ainsi l’argument de la
convergence forte de un → u dans H1

0 (Ω).

Étape 5 : Convergence forte dans H1
0(Ω)

Finalement, nous avons :
∫

Ω
|∇(un − u)|2 dx+ λ

∫
Ω
(un − u)2 dx→ 0.

Cela implique que un → u fortement dans H1
0 (Ω).

Ainsi, la suite un possède une sous-suite convergente dans H1
0 , par conséquent la
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

condition de compacité est vérifiée pour la fonctionelle Jλ(u) en utilisant une suite de
Palais-Smale.

Conclusion On conclut d’aprés le théorème du col que notre fonctionnelle admet une
valeur critique c ≤ a d’où l’existence de solution pour notre problème.
Positivité Pour montrer que la solution u est positive, utilisons le principe du maximum.
Si u n’est pas positive, alors il existe un point x0 ∈ Ω tel que u(x0) < 0. Considérons
la fonction test u− = max{−u, 0}. Alors :

∫
Ω
∇u · ∇u− dx+ λ

∫
Ω
uu− dx =

∫
Ω
(Iα ∗ |u|p)|u|p−1u− dx.

Le côté gauche est positif tandis que le côté droit est négatif, ce qui conduit à une
contradiction. Ainsi, u ≥ 0 presque partout.
Par le principe de maximum, la solution du problème (3.1.1) est une solution positive

3.3 Cas critique

Dans ce chapitre, on étudie toujours le meme problème mais à présent p = 2∗
µ, ce qui

pose un probléme de perte de compacité.
Donc le problème devient :

−∆u = (Iα ∗ |u|2
∗
µ)|u|2∗

µ−1 + λu dans Ω

u ≥ 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(3.3.1)

pour traiter ce cas, on utilise le lemme de Brezis-Lieb, mais d’abord on lance les lemmes
suivantes :

Lemme 3.3.1. Soient N ≥ 3, 0 < µ < N et λ ∈ (0;λ1). Si {un} est une suite (PS)c

de Jλ, alors {un} est bornée. Soit u0 ∈ H1
0 (Ω) la limite faible de {un}, alors u0 est une

solution faible du problème (3.3.1).
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3.3 Cas critique

Démonstration. Il existe C1 > 0 tel que

|J(un)| ≤ C1, |⟨J ′(un), un⟩| ≤ C1.

Pour n assez grand, on a

C1(1 + ∥un∥) ≥ J(un)− 1
2 · 2∗

µ

⟨J ′(un), un⟩

=
(

1
2 −

1
2 · 2∗

µ

)
(∥un∥2 − λ∥un∥2

2)

≥
(

1
2 −

1
2 · 2∗

µ

)
C∥un∥2

for some C > 0. Thus {un} is bounded in H1
0 (Ω).

Puisque H1
0 (Ω) est réflexif, en passant à une sous-suite, encore notée {un}, il existe

u0 ∈ H1
0 (Ω) tel que un ⇀ u0 dans H1

0 (Ω) et un ⇀ u0 dans L2∗(Ω) lorsque n → +∞.
Alors

|un|2
∗
µ ⇀ |u0|2

∗
µ dans L

2N
2N−µ (Ω) lorsque n→ +∞.

Par l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, le potentiel de Riesz définit une application
linéaire continue de L

2N
2N−µ (Ω) à L

2N
µ (Ω), nous savons que

|x|−µ ∗ |un|2
∗
µ ⇀ |x|−µ ∗ |u0|2

∗
µ dans L

2N
µ (Ω) lorsque n→ +∞.

En combinant avec le fait que

|un|2
∗
µ−2un ⇀ |u0|2

∗
µ−2u0 dans L

2N
N−µ+2 (Ω) lorsque n→ +∞,

nous avons

(|x|−µ∗|un|2
∗
µ)|un|2

∗
µ−2un ⇀ (|x|−µ∗|u0|2

∗
µ)|u0|2

∗
µ−2u0 dans L

2N
N+2 (Ω) lorsque n→ +∞.

Puisque, pour tout φ ∈ H1
0 (Ω),

0← ⟨J ′
λ(un), φ⟩ =

∫
Ω
∇un∇φdx−λ

∫
Ω
unφdx−

∫
Ω

∫
Ω

|un(x)|2∗
µ |un(y)|2∗

µ−2un(y)φ(y)
|x− y|µ

dx dy.
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

En passant à la limite lorsque n→ +∞, nous obtenons

∫
Ω
∇u0∇φdx− λ

∫
Ω
u0φdx−

∫
Ω

∫
Ω

|u0(x)|2∗
µ|u0(y)|2∗

µ−2u0(y)φ(y)
|x− y|µ

dx dy = 0

pour tout φ ∈ H1
0 (Ω), ce qui signifie que u0 est une solution faible du problème (1*).

Enfin, en prenant φ = u0 ∈ H1
0 (Ω) comme fonction test dans (1*), nous avons

∫
Ω
|∇u0|2 dx = λ

∫
Ω
u2

0 dx+
∫

Ω

∫
Ω

|u0(x)|2∗
µ|u0(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy,

et ainsi
Jλ(u0) = N + 2− µ

4N − 2µ

∫
Ω

∫
Ω

|u0(x)|2∗
µ |u0(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy ≥ 0.

Lemme 3.3.2. Soient N ≥ 3, 0 < µ < N et λ > 0. Si {un} est une suite (PS)c de Jλ

avec
c <

N + 2− µ
4N − 2µ S

2N−µ
N+2−µ

H,L ,

alors {un} a une sous-suite convergente.

Démonstration. : Soit u0 la limite faible de {un} obtenue dans le Lemme précédente
et définissons vn := un − u0. Alors, nous savons que vn ⇀ 0 dans H1

0 (Ω) et vn → 0 p.p.
dans Ω. De plus, par le Lemme de Brézis-Lieb, nous savons

∫
Ω
|∇un|2 dx =

∫
Ω
|∇vn|2 dx+

∫
Ω
|∇u0|2 dx+ o(1),

∫
Ω
|un|2 dx =

∫
Ω
|vn|2 dx+

∫
Ω
|u0|2 dx+ on(1),

et

∫
Ω

∫
Ω

|un(x)|2∗
µ|un(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy =

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ |vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy+

∫
Ω

∫
Ω

|u0(x)|2∗
µ |u0(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1).
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3.3 Cas critique

Ensuite, nous avons

c← Jλ(un) = 1
2

∫
Ω
|∇un|2 dx−

λ

2

∫
Ω
u2

n dx−
1
2∗

µ

∫
Ω

∫
Ω

|un(x)|2∗
µ |un(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy

= 1
2

∫
Ω
|∇vn|2 dx−

λ

2

∫
Ω
v2

n dx+ 1
2

∫
Ω
|∇u0|2 dx−

λ

2

∫
Ω
u2

0 dx

− 1
2∗

µ

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ |vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy − 1

2∗
µ

∫
Ω

∫
Ω

|u0(x)|2∗
µ |u0(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1)

= Jλ(u0) + 1
2

∫
Ω
|∇vn|2 dx−

λ

2

∫
Ω
v2

n dx−
1
2∗

µ

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ|vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1)

≥ 1
2

∫
Ω
|∇vn|2 dx−

1
2∗

µ

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ|vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1),

puisque Jλ(u0) ≥ 0 et
∫

Ω v
2
n dx→ 0 lorsque n→ +∞. De même, puisque ⟨J ′

λ(u0), u0⟩ =
0, nous avons

on(1) = ⟨J ′
λ(un), un⟩ =

∫
Ω
|∇un|2 dx− λ

∫
Ω
u2

n dx−
∫

Ω

∫
Ω

|un(x)|2∗
µ |un(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy

=
∫

Ω
|∇vn|2 dx− λ

∫
Ω
v2

n dx+
∫

Ω
|∇u0|2 dx− λ

∫
Ω
u2

0 dx

−
∫

Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ |vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy −

∫
Ω

∫
Ω

|u0(x)|2∗
µ |u0(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1) (1**)

= ⟨J ′
λ(u0), u0⟩+

∫
Ω
|∇vn|2 dx− λ

∫
Ω
v2

n dx−
∫

Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ|vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1)

=
∫

Ω
|∇vn|2 dx−

∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ |vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy + on(1). (2**)

À partir de (1**), nous savons qu’il existe une constante non négative b telle que
∫

Ω
|∇vn|2 dx→ b,

et ∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ|vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy → b,

45



3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

lorsque n→ +∞. À partir de (2**) et (1**), nous obtenons

c ≥ N + 2− µ
4N − 2µ b. (3**)

Par la définition de la meilleure constante SH,L, nous avons

SH,L

(∫
Ω

∫
Ω

|vn(x)|2∗
µ |vn(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy

) N−2
2N−µ

≤
∫

Ω
|∇vn|2 dx,

ce qui donne b ≥ SH,Lb
N−2

2N−µ . Ainsi, nous avons soit b = 0 soit b ≥ S
2N−µ

N+2−µ

H,L . Si b = 0, la

preuve est complète. Sinon, b ≥ S
2N−µ

N+2−µ

H,L , alors nous obtenons de (3**),

N + 2− µ
4N − 2µ S

2N−µ
N+2−µ

H,L ≤ N + 2− µ
4N − 2µ b ≤ c,

ce qui contredit le fait que c < N+2−µ
4N−2µ

S
2N−µ

N+2−µ

H,L . Ainsi, b = 0, et

∥un − u0∥ → 0 lorsque n→ +∞.

Ceci termine la preuve du Lemme.

À ce stade, on a prouvé qu’il exixte un niveau de compacité c∗ Il nous reste à montrer
que notre fonctionelle Jλ(u) < c∗ pour cela, on étudie les estimations suivantes.

D’abord, on définit la fonction suivante : Soit U(x) =
[

N(N−2)
N−2

]N−2
4 (1 + |x|2)N−2

2 un
minimiseur pour S et SH,L. Soit ψ ∈ C ∞

0 (Ω) telle que


ψ(x) = 1 si x ∈ Bδ,

ψ(x) = 0 si x ∈ RN \ Ω,

0 ≤ ψ(x) ≤ 1 ∀x ∈ RN ,

|Dψ(x)| ≤ C = const ∀x ∈ RN .

On définit, pour ϵ > 0,

Uϵ(x) := ϵ
2−N

2 U
(
x

ϵ

)
, uϵ(x) := ψ(x)Uϵ(x).
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3.3 Cas critique

D’après le Lemme 1.46 de [43], on sait que
∫

Ω
|∇Uϵ|2 dx =

∫
Ω
|Uϵ|2

∗
µ dx = S

N
2 ,

et lorsque ϵ→ 0+,

∫
Ω
|∇uϵ|2 dx = S

N
2 +O(ϵN−2) = C(N,µ)

(
N − 2

2N − µ ·
N

2

)
S

N
2

H,L +O(ϵN−2),

∫
Ω
|uϵ|2

∗
µ dx = S

N
2 +O(ϵN),

et ∫
Ω
|uϵ|2 dx ≥

σϵ
2| ln ϵ|+O(ϵ2) si N = 4,

σϵ2 +O(ϵN−2) si N ≥ 5,

où σ est une constante positive. En utilisant l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev,
d’une part, nous obtenons

∫
Ω

∫
Ω

|uϵ(x)|2∗
µ |uϵ(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy ≤ C(N,µ)

N−2
2N−µ

(
N

2 S
N
2

H,L +O(ϵN)
)N−2

N

,

tandis que d’autre part,

∫
Ω

∫
Ω

|uϵ(x)|2∗
µ |uϵ(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy ≥

∫
Bδ

∫
Bδ

|Uϵ(x)|2∗
µ|Uϵ(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy.

Il découle des résultats ci-dessus que

∫
Ω

∫
Ω

|uϵ(x)|2∗
µ|uϵ(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy ≥ C(N,µ)

(
N

2 S
2N−µ

2
H,L −O(ϵ2N−µ)

) N−2
2N−µ

.

Lemme 3.3.3. Si N ≥ 4 et λ > 0, alors il existe v ∈ H1
0 (Ω) \ {0} tel que

∫
Ω |∇v|2 dx− λ

∫
Ω |v|2 dx

∥v∥2
NL

< SH,L.
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

Démonstration. Si N = 4, à partir des résultats précédents, on obtient

∫
Ω |∇uϵ|2 dx− λ

∫
Ω |uϵ|2 dx

∥uϵ∥2
NL

≤
C(4, µ)

(
4

8−µ

)
S2

H,L − λσϵ2| ln ϵ|+O(ϵ2)

C(4, µ)
2S

8−µ
2

H,L −O(ϵ4−µ/2)
28−µ

+O(ϵ2)

≤ SH,L −
λσϵ2

| ln ϵ| +O(ϵ2)

< SH,L.

Si N ≥ 5, en utilisant les résultats précédents, on a

∫
Ω |∇uϵ|2 dx− λ

∫
Ω |uϵ|2 dx

∥uϵ∥2
NL

≤
C(N,µ)

(
N−2

2N−µ
· N

2

)
S

N
2

H,L − λσϵ2 +O(ϵN−2)

C(N,µ)
(

N
2 S

2N−µ
2

H,L −O(ϵN−µ/2)
) N−2

2N−µ

+O(ϵN/2)

≤ SH,L −
λσϵ2

O(ϵN/2) +O(ϵN/2)

< SH,L.

Proposition 3.3.1. [32] D’apres le théorème du col , il existe une suite (PS) {un}
telle que Jλ(un)→ c et J ′

λ(un)→ 0 dans H1
0 (Ω)′ au niveau minimax

c∗ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jλ(γ(t)) > 0, (3.12)

où
Λ ≜ {γ ∈ C([0, 1], H1

0 (Ω)) : γ(0) = 0, Jλ(γ(1)) < 0}.

Maintenant on a tous les outils pour pouvoir demontrer notre théoréme d’existence.

Preuve du Théorème d’existence. Cas N ≥ 4, 0 < λ < λ1. D’après le Lemme (3.3.3),
il existe v ∈ H1

0 (Ω) \ {0} tel que

∥∇v∥2
2 − λ∥v∥2

2
∥v∥2

NL

< SH,L.
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3.4 Conclusion

Donc,

0 < max
t≥0

Jλ(tv) = max
t≥0

(
t2

2

∫
Ω
|∇v|2 dx− λt2

2

∫
Ω
v2 dx− t2

∗
µ

22∗
µ

∫
Ω

∫
Ω

|v(x)|2∗
µ|v(y)|2∗

µ

|x− y|µ
dx dy

)

= N + 2− µ
4N − 2µ

(
∥∇v∥2

2 − λ∥v∥2
2

∥v∥2
NL

) 2N−µ
N+2−µ

<
N + 2− µ
4N − 2µ S

2N−µ
N+2−µ

H,L .

Par la définition de c∗, on a

c∗ <
N + 2− µ
4N − 2µ S

2N−µ
N+2−µ

H,L .

Soit {un} la suite (PS) obtenue dans la Proposition précédente. On sait que {un}
contient une sous-suite convergente. Ainsi, Jλ a une valeur critique

c∗ ∈
(

0, N + 2− µ
4N − 2µ S

2N−µ
N+2−µ

H,L

)

et le problème possede une solution non triviale.

3.4 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’existence de solutions positives faibles pour le
problème de type Choquard non-lineaire suivant

−∆u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−1 + λu dans Ω,

u ≥ 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

pour Ω un domaine borné régulier de RN avec N > 3.
Initialement, nous avons considérer que l’exposant p est inferieur à 2∗

µ où on a utilisé le
théorème du col pour trouver des solutions.
Pour la deuxieme discussion, on a considérer le cas où l’exposant p touche le 2∗

µ et
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3 Résolution d’un problème de type Brézis-Nirenberg

on aura un niveau de compacité. pour ce problème, nous avons utilisé le lemme de
Brezis-Lieb principlament pour traiter le problème du perte de compacité
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Résumé

Cette thèse, intitulée "Solutions non triviales pour un problème elliptique non li-
néaire de type Choquard", explore les équations de Choquard, leurs variations, et les
propriétés des solutions.
Nous posons d’abord les bases théoriques, puis analysons les équations autonomes et
non autonomes, ainsi que leurs modèles physiques.
Enfin, nous proposons un modèle basé sur l’équation de Brezis-Nirenberg, en exami-
nant les solutions dans les cas critique et non critique.
Ce travail améliore la compréhension des équations de Choquard et ouvre de nouvelles
voies de recherche.

Abstract

This thesis, titled "Non-trivial Solutions for a Nonlinear Elliptic Problem of Choquard
Type," explores Choquard equations, their variations, and the properties of solutions.
We first establish the theoretical foundations, then analyze both autonomous and
non-autonomous equations and their physical models.
Finally, we propose a model based on the Brezis-Nirenberg equation, examining
solutions in both critical and non-critical cases.
This work enhances the understanding of Choquard equations and opens new avenues
for research in nonlinear elliptic problems.
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