REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

/
Analyd
3 Anaty “ 2

UNIVERSITE ABOU-BEKR BELKAID-TLEMCEN e

-

THESE LMD

Présentée a:
FACULTE DES SCIENCES — DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Pour I'obtention du diplome de :

DOCTORAT
Spécialité : Mathématiques Appliquées Par :

Guezzen Cherifa

Sur le théme

Analyse mathématique de modeles spatio-temporels
décrivant I’évolution de certaines épidémies.

Soutenue publiquement le 14/07/2025 a Tlemcen devant le jury composé de :

M. Abdellaoui Boumediene Pr. Université de Tlemcen Président

M. Touaoula Mohammed Tarik Pr. Université de Tlemcen Directeur de thése

M. Djilali Salih MCA Université de Chlef Co-Directeur de these

M. Miri Sofiane El-Hadi Pr. Université de Tlemcen Examinateur

M. Biroud Kheireddine Pr. Ecole supérieure de Examinateur
management Tlemcen

M. Chekroun Abdennasser MCA université de Tlemcen Examinateur

Laboratoire d’Analyse Non Linéaire & Mathématiques Appliquées






Titre : Analyse mathématique de modeéles spatio-temporels décrivant 1’évolution de certaines

épidémies

Rssumé : L’objectif de cette thése est d’analyser mathématiquement deux modéles
spatio-temporels décrivant la propagation d’une maladie infectieuse. Le premier modéle est
un modele SIQR basé sur des équations de réaction-diffusion, tandis que le second est un
modeéle SIQR structuré en age, intégrant des termes de diffusion. L’analyse porte sur
I’existence, 1’unicité, et la positivité des solutions, ainsi que sur leur comportement
asymptotique. Enfin, des simulations numériques sont proposées pour illustrer les résultats
théoriques obtenus.

Mots clés : Individus en quarantaine, incidence non linéaire, taux de reproduction de base,

profils asymptotiques.

Title : The mathematical analysis of spatio-temporal models describing the evolution of

certain epidemics.

The aim of this thesis is to mathematically analyze two spatio-temporal models describing
the spread of an infectious disease. The first model is a SIQR model based on
reaction-diffusion equations, while the second is an age-structured SIQR model,
incorporating diffusion terms. The analysis focuses on the existence, uniqueness, and
positivity of the solutions, as well as their asymptotic behavior. Finally, numerical
simulations are provided to illustrate the theoretical results obtained.

Keywords : Quarantine individuals, nonlinear incidence, degenerate reaction diffusion

system, basic reproduction number, asymptotic profiles

Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen, Algérie.

Laboratoire d’Analyse Non Linéaire et Mathématiques Appliquées.

ii



iii



Table des matiéres

I Préiminaires 1
[1.1 Espaces fonctionnels| . . . . . . .. .. 1
[1.1.1  Espace de Banach| . . . ... .. ... ... 1
[1.1.2  Espaces de Lebesgue| . . . . . . . . . . 2
[1.1.3 Espaces de Holder] . . . . . . . . . o o o 3
[1.1.4  Espaces de Sobolev|. . . . . . . . 4

1.2 Quelques notions sur les Matrices| . . . . . . . . .. .. oL 6
1.3 Les opérateurs linéaires fermeés| . . . . . . . . . . . 7
1.4 Notions fondamentales sur la théorie des semi-groupes et la théorie spectralel . . . . . . . .. 8
L5 Théoréme de Krein Rutmanl . . . . . . . . . . o oo 0o 15
L6 Theorie de Fredholm | . . . . . . . . . o o 17
1.7 Attracteur compact]. . . . . . . .. e 17
|L.8  Principe de comparaison parabolique| . . . . . . . ... oo oo 22
1.9 Quelques notions sur la stabilite] . . . . .. ... oo 23
IL10 Persistancel . . . . . . . .. oL 25
[L11 Minimisation conditionnellel . . . . . . . ..o Lo o 27
[1.11.1 Application I : Probléeme de valeur propre]l . . . . . . . . ... .. ... ... ... 28

[2 Etude des dynamiques et des profils d’un modéle SIQR diffusif avec des taux de disper- |

L__sion différenciés distinctsl| 32
2.1 Introductionl. . . . . . . . . L 32
2.2 Existence de la solution et de "attracteur globall . . . . . ... .. .. ... ... 35

[2.2.1  Attracteur compact| . . . . . . .. 37
2.3 Taux de reproduction de base| . . . . . . . . ... e 47
2.4 L’équilibre sans maladie] . . . . . . . . . L L 57
2.5 La persistance uniforme de I'état endémique| . . . . . . . ... Lo Lo oL 64
2.6 Stabilite globale de I’état endémique stationnairel . . . . . . . . ... ..o oL 68
[2.6.1 Cas homogenel . . . . . . . . . . e 68
[2.6.2  Attractivité globale de I'état d’equilibre endemique dans le cas spatialement heétéro- |

| GENE. | . . . o e e e e e 75

2.7 Le role de la quarantaine dans le controle de 'épidemie| . . . . . . . . .. ... 0L, 78
[2.7.1 Profile asymptotique de Ro| . . . . . . . . . . 78
[2.7.2  Le role de la quarantainel . . . . . . . ..o oL 79
[2.7.3  Profils asymptotiques de I'état endémique stationnairel . . . . . . . . . ... ... ... 82

iv



[2.7.4  Eftet du nombre de reproduction de base local et du taux de quarantaine sur le controle

| de I'épidémie] . . . . . . . o 92
2.8 Simulations numeériques| . . . . ..o L Lo 93
[2.8.1 Cas homogene| . . . . . . . . 93
[2.8.2  Cas héterogene| . . . . . . . . . L 95
[2.8.3  Effet de la quarantaine et le taux de rechute sur le controle de I'épidémie| . . . . . . . 95

13 Dynamiques de seuil d’'un modele épidémique SIQ a structure d’age et diffusion spatiale
| avec quarantaine imparfaite | 100
B.1 Introductionl. . . . . . . . . e 100
B2 Existence delasolution] . . . . . . . . . . . . 102
[3.2.1  Existence de I'attracteur global compact| . . . . . .. ... ... ... ... ... 110
3.3 La valeur propre principale] . . . . . . . . . 121
3.4 Le taux de reproduction de base | . . . . . . . . . ... e 129
3.5 Stabilite globale de I'équilibre sans maladiel . . . . . . . ... ... ... ... 000, 135
13.6  Persistance et existence de ['état stationnaire endémiquel . . . . . . . . . ... 140
3.7 Stabilité globale et unicité de I’état stationnaire strictement positiff . . . . . . . . .. ... .. 148
3.8 Simulations numeériques| . . . . .. . L L e e e 165
Bibliograp 168



Dédicace

Je dédie cette these de doctorat :

A mes trés chers parents, en reconnaissance
de leur amour inconditionnel et de leurs
sacrifices immenses.

A mes trois chéres seeurs : Asma, Sara,

Sitham et a mon frere Azzeddine. Chaque

étape de cette réalisation porte ['empreinte de
leurs soutien.

A mes niéces et mes neveu.

A ma chére amie Samira. Son amitié est une
bénédiction.
A ma chére tante Zahra et a ma grand-meére.

"En mathématiques, "évident"

est le mot le plus dangereuz.”
Eric Temple Bell

vi



Remerciements

En préambule & ce mémoire, je remercie "Allah" tout puissant qui m’a pro-

digué aide, inspiration, patience et courage durant toutes ces années d’études .

Je voudrais adresser mes vifs remerciements a Monsieur Tarik Mohammed
Touaoula qui est un encadrant formidable. Sa patience, sa rigueur scientifique
ont été des sources d’inspiration continues. Je le remercie pour son aide, sa
gentillesse et surtout ses judicieux conseils. Je lui suis également profondé-

ment reconnaissante pour sa disponibilité tout au long de ce parcours.

Je voudrais adresser mes sinceres remerciements et toute ma gratitude a Mon-
sieur Djilali Salih pour sa gentillesse et son aide, ainsi que pour les remarques

qu’il m’a adressées pour améliorer mon travail.

(C’est un immense plaisir pour moi d’adresser mes sinceres remerciements a
mon enseignant, Abdellaoui Boumediéne, pour 'expertise qu’il a partagée
avec moi tout au long de mon parcours académique, ainsi que pour avoir

accepté de présider ce jury.

Je tiens a remercier sincerement Monsieur Biroud Kheireddine pour 1’hon-
neur qu’il m’a fait en acceptant d’examiner ce travail. Mes remerciements

s’étendent également a Monsieur Miri Sofiane et Monsieur Chekroun Abde-

vii



nasser, qui ont accepté d’évaluer ce travail et consacré un temps précieux a

SO1l exalnernl.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude a tous les membres du labora-
toire d’Analyse Non Linéaire et Mathématiques Appliquées de 1I’Université
de Tlemcen. Je remercie tout particulierement mes collegues doctorants et
amis : Ahlem, Siham, Manel, Abderahmane, Sofiane et Lucien, pour les mo-
ments précieux que nous avons partagés. Votre présence a été une source

inestimable de soutien intellectuel tout au long de mon parcours.

Enfin, je tiens a remercier tous ceux qui, de pres ou de loin, ont contribué a
la réalisation de cette these, que ce soit par leur accompagnement scientifique

ou leur soutien moral.

viii



Introduction

La quarantaine est un outil essentiel dans la lutte contre la propagation des
maladies infectieuses. Elle consiste a isoler des personnes, des animaux ou des
/ 7/ . / Ve . . . ’
plantes pour une durée déterminée, afin de prévenir la transmission d’une ma-
ladie suspectée. Au cours des dernieres années, de nombreux modeles mathé-
matiques ont été développés pour analyser 1'efficacité des mesures de quaran-
taine face aux épidémies. Une question cruciale qui émerge de ces recherches
est de déterminer le taux optimal de la population placée en quarantaine ou

la durée adéquate de cette isolation, afin de contenir I'épidémie.

Cependant, la mise en ceuvre de la quarantaine parfaite est souvent entravée
par le comportement des individus. Dans de nombreux cas, des personnes
choisissent de ne pas respecter les consignes de quarantaine, ce qui peut avoir
des conséquences désastreuses, surtout si elles sont porteuses de la maladie.
Cette situation est désignée comme une « quarantaine imparfaite », et elle
souleve des préoccupations majeures pour les décideurs en santé publique.
Pour modéliser cette dynamique, souvent la population est divisée au moins
en quatre catégories : susceptibles (S), infectés (I), en quarantaine (Q)) et

guéris (R).

Dans la littérature, plusieurs chercheurs ont abordé cette problématique a
travers des modeles épidémiques (STQR). Par exemple, Feng et Thieme [35]
ont proposé un modele (STQR) qui met en évidence I'impact de 'isolement
des enfants pour réduire la transmission des maladies, en supposant une isola-

tion parfaite. Toutefois, d’autres études ont montré que cette hypothese n’est
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souvent pas réaliste. En effet, la mise en ceuvre des mesures de quarantaine
est influencée par divers facteurs socioculturels et contextuels qui déterminent

I’adhésion des populations aux directives de santé publique.

D’autre part, des recherches plus récentes ont mis en évidence l'importance
de prendre en compte les effets de la mobilité individuelle et des change-
ments environnementaux sur la dynamique des épidémies. Les modeles de
réaction-diffusion ont été proposés pour mieux comprendre les effets com-
binés de I’hétérogénéité spatiale de l’environnement et de la mobilité des
individus sur la propagation des maladies infectieuses [3, 29], 58, 60, 10T, O8].
Des études ont montré que, dans certaines configurations de I’environnement
spatial, la maladie infectieuse peut étre éliminée par des restrictions sur le
mouvement des individus susceptibles [3], tandis que d’autres ont observé que
des populations totales variables peuvent renforcer la persistance des mala-
dies infectieuses [59]. Des recherches complémentaires dans ce domaine sont
également disponibles dans les travaux de [19, 21), 22 27, 105 [72], (73], [74), 83,
100}, 10T, 103, 104, [114], 1T15], 122].

Par ailleurs, I’age joue un réle essentiel dans I’élaboration des modeles épidé-
miologiques car il permet de mieux comprendre la dynamique de la transmis-
sion des maladies. Différents types d’ages, tels que I’dge chronologique, 1’age
de l'infection ou encore la durée passée en quarantaine, peuvent influencer de
maniere significative le comportement épidémiologique. Par exemple, ’age de
I'infection permet de distinguer les individus en fonction de la durée pendant
laquelle ils sont infectés, ce qui est crucial pour évaluer le risque de transmis-
sion. Dans les modeles épidémiques avec structure par age, cette distinction
permet de mieux comprendre la progression de la maladie et d’optimiser les
interventions, comme le moment de la mise en quarantaine ou les stratégies
de traitement.

En ajoutant une structure par age, les modeles deviennent plus réalistes et

offrent une vision plus fine de I’évolution de I’épidémie. Dans ce contexte,



Frioui et al. [55] ont analysé un modele ST(Q) avec structure d’age prenant en
compte les rechutes, et Sari et al. [81] ont proposé un modele STQ RI avec une
structure par age de l'infection dans les classes des infectés et des individus

en quarantaine.

Ainsi, I’étude de la quarantaine et de ses implications nécessite une approche
globale qui integre des modeles mathématiques sophistiqués, tenant compte
des interactions complexes entre les différentes catégories de la population et
leur environnement. A travers cette thése, nous visons a répondre a la question
suivante : quand la quarantaine est-elle réellement efficace pour stopper la

propagation d’une épidémie ?

Pour explorer cette question, nous allons nous appuyer sur une analyse ap-
profondie des modeles épidémiques existants et des nouvelles perspectives

offertes par les recherches récentes.

L’objectif principal de cette thése est d’analyser mathématiquement des mo-

deles épidémiologiques. Notre travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a un rappel des outils mathématiques et des
théoremes utilisés tout au long de cette these. Le deuxieme chapitre porte
sur I’étude d’'un modele SIQR de réaction-diffusion, tandis que le troisieéme
chapitre se concentre sur un modele SIQR structuré en age avec diffusion. Une
difficulté commune aux deux modeles réside dans la justification du taux de
reproduction de base, car le terme de rechute pose des défis pour justifier

certaines étapes dans le calcul.

Les deux chapitres principaux de cette these sont organisés comme suit :
dans la premiere section, nous démontrons 'existence globale de la solution
associée au modele ainsi que I’existence d'un attracteur compact global. Dans
la deuxiéme section, en utilisant la procédure standard de l'opérateur de
prochaine génération, nous calculons le taux de reproduction de base Ry.

Dans la Section 3, nous abordons le scénario d’extinction de I’épidémie lorsque
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Ry < 1. Dans la Section 4, nous examinons la persistance et la stabilité
globale de I’état endémique lorsque Ry > 1. Dans la Section 5, nous analysons
le role de la quarantaine dans le controle de 1’épidémie et proposons une
comparaison avec le modele épidémique SIR classique. Enfin, nous validons

nos résultats théoriques par des simulations numériques.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle quelques notions de base qui seront

utilisées tout au long de cette these.

1.1 Espaces fonctionnels

L’analyse mathématique des modeles étudiés dans cette these repose sur un
cadre fonctionnel rigoureux. Cette section est consacrée a la définition des
espaces fonctionnels nécessaires a la formulation des systemes étudiés, no-

tamment les espaces de Sobolev et les espaces de Banach adéquats.

Ces espaces permettent de poser correctement les équations aux dérivées
partielles en termes de solutions faibles ou classiques, et de garantir certaines
propriétés essentielles telles que la compacité, la régularité ou l'existence de
solutions. Nous rappelons ici les principales définitions et notations utilisées

tout au long de ce travail.

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet

pour la distance induite par la norme.
Définition 1.2. (Un cone)[23]

1. Soit X un espace de Banach. On appelle cone de X un ensemble fermé



K dans X possédant les propriétés suivantes :
i)0 e K.
it) u,v € K = au+ pv € K, Va, 3 > 0.
i)ve K et —-ve K = v=0.
2. Un cone ordonné i.e. (r>y<rx—ye Ketx>ysr—ye Int(K),
ot Int(K) est Uintérieur de K ) est dit normal si
u,v e K, u<v=|ullx <||v||x.

3. Un come K C X est dit reproducteur(engendrant) si

X=K-K.

Autrement dit, tout élément de X peut étre écrit comme la différence de

deux éléments de K.

4. On dit que K est total st
X=K-K,

ou K — K représente l’adhérence de [’ensemble K — K dans X.
o Si Int(K) # (), alors K est total.

1.1.2 Espaces de Lebesgue

[13]
Définition 1.3. Soit Q un ouvert de RN etp € R avec 1 < p < oo, on définit

LP(Q) = {f : Q@ —= R; fest mesurable et || f|| 1) < oo}

ol y
| fllze) = [/Q \f($)|pdm} g

Définition 1.4. Soit Q un ouvert de RY, on définit :

L>*(Q) ={f: Q — R; fest mesurable et 3 ¢ > 0 telle que |f(x)| < ¢, p.p dans Q}



L>(Q) est muni de la norme :

[ fllze@ = inf{c>0,|f(z)] < c,pp sur Q}

Théoréme 1.1. L’espace LP(2) est :
e Un espace de Banach pour tout 1 < p < +o00.
e Un espace séparable pour tout 1 < p < +o00.
e Un espace réflexif pour tout 1 < p < +o0.
Proposition 1.1. ( d’injection des espaces de Lebesgue)

Soit Q un ouvert de RY de mesure finie, et soit 1 < p < q < +00. Alors :
L1(Q) — LP(Q).

1.1.3 Espaces de Holder

Définition 1.5. Soit Q un ouvert de R, on note Ci"(Q) l'espace des fonc-

tions bornées de classe C™ sur (), défini par :
Cir(Q) = {ue C™(Q), YaeN |a|<m,3 k>0; |[D%||p0) < kf,

ol

N
avec o0 = (0417,_.704]\]) € NN7 ‘Og‘ = Z._Zlai et Da _ aal 8aN

On le munit de la norme :

lullm = > [ID%ll (@)

0<|al<m

Définition 1.6. Soit 0 < A < 1, on note CN(Q) Uespace des fonctions

holdériennes bornées sur €2 d’ordre X\, défini par :
C@) = {ue GU@), 3C > 0,¥(w,y) € @ x Blule) — uly)| < Clo — yI*}

Si A =1, on l'appelle espace des fonctions Lipschitziennes bornées.

Lespace Cy() est muni de la norme :

Q) T [u] CON,




avec

[U]CO,A _ sup |’LL(.T) - ug\y” .
(ry)e\aty T — Y|

Plus généralement, on définit I’espace an’A par :
CmA Q) = {u € C™(Q); Dwe CYNQ),Ya e NV, |a| = m}
muni de la norme

lullmr = > |1D7ullp=() + [ D™u

oA

0<jsm
1.1.4 Espaces de Sobolev
[13] Dans cette sous-section nous introduisons les espaces de Sobolev

d’ordre entier et leurs propriétés fondamentales.
Soit © un ouvert de RY , m € Net p € [1, +00).
Définition 1.7. On définit l’espace de Sobolev W™P(QQ) par :

Wmr(Q) = {u e LX) \Ya e NY Ja| <m, D" e L/(Q)},

N N N olel
avec o = (ay, ...,an) €N "Q‘:;% b :m

Ici D*u est la dérivée au sens des distributions de w sur €2, c.a.d

Vo € CX(Q), < D%, ¢ >= (-1l < u, D% >

Wm™P(Q) est un espace de Banach muni de la norme :

e Pour 1 <p < +4o0:

=

ullworoiey = (X 1D ullf))’

0<|a|<m

e Pour p = 400

HUHW”W(Q) = oiﬂﬁi{m |\Dau\|L°°(Q)-



Si p=2:
On remplace la notation W™?2(§2) par H™(f), c’est un espace de Hilbert dont
le produit scalaire est

< UV >pmQ)=< U,V >+ D <D0‘u,Dav>

1<|al<m L2(Q)

Proposition 1.2. L’espace W™P(§)) est :

e Un espace de Banach pour tout 1 < p < 4+00.

e Un espace séparable pour tout 1 < p < +o00.

e Un espace réflexif pour tout 1 < p < +o0.
Définition 1.8. L’espace W' (Q) est la fermeture de C§°(2) dans W™P(Q).
Théoréme 1.2. Soit p € [1,+oo| alors CF(RY) est dense dans W™P(RY) ;
i.e

7080(RN)”'HWW — me(RN)

Théoreme 1.3. (Injection continue des espaces de Sobolev)

Soitp € [1,4+o00[ et meN, on a :

1. 51 N > mp alors :

Wm’p(RN) — LQ(RN)u pour p < q< m

2. St N = mp alors :
e Sip>1 alors :
Wme(RYN) — LYRY), pour p < q < +oo.
e Sip=1 alors :
WHLRY) — Cy(RY)

3. St N < mp alors :
e Pour % ¢ N et j satisfait (j —1)p < N < jp, on a :

: N
WmP(RN) — CINRYNY pour tout 0 < A< j— —
p



oPour%ENetm2j:%+1

WmPRN) — CFINRYN) pour tout 0 < A< 1

Théoréme 1.4. (Théoréme de Rellich-Kondrachov)
Soit Q un ouvert borné, lipschitzien de RY avec N > 1.
e ST N > mp alors :
WTP(Q) —s— L1(Q) < —
(€2) (€2), pour q g
e ST N =mp alors :

WmP(Q) —— LYQ), pour 1< g < +o0.
e ST N <mp alors et j = {ﬂ + 1 alors :

- N
W™P(Q) s C™INQ) pour A< j— —.
p

Remarque 1.1. Nous utiliserons la notation — pour désigner une injection
continue, et —— (double fléche) pour représenter une injection compacte.

Définition 1.9 (Inégalité d’interpolation). Soit u une fonction mesurable
appartenant a LP(2)NLY(Q2), avec 1 < p < q < 00, et soitr tel quep < r < q.

Alors, il existe un réel 0 € [0, 1] tel que :

Q) < %p(g) E(Ha)a
[l < Jul|Zo (g llul]

ou 0 vérifie la relation :
1 46 N 1—10

rp q

1.2 Quelques notions sur les Matrices

Définition 1.10. (Matrice coopérative)[105] Une matrice carrée est dite

coopérative si ses éléments hors diagonale sont positifs.

Définition 1.11. (Matrice irréductible)[S0]



Une matrice A € M, (K) (Uespace des matrices carrées d’ordre n dont les
éléments appartiennent a K) est dite réductible s’il existe une matrice de

passage P telle que :

Pl1AP = B0 :
C D

ou K=R ouC et Be M,(K) avecl1 <p<n-—1.

Une matrice non réductible est dite irréductible.

Proposition 1.3. Si une matrice carrée est strictement positive (ses élé-
ments) alors elle est irréductible.

Définition 1.12. [69] On dit que A est une matrice stable si ses valeurs
propres ont des parties réelles strictement négatives.

Proposition 1.4. [80] A € M,(R) est une matrice coopérative stable si et

seulement si A est inversible et —A admet une matrice inverse positive.

1.3 Les opérateurs linéaires fermés

Définition 1.13. (Opérateur fermé)[1106]

Soient X etY deux espaces de Banach, on dit qu’'un opérateur A de X dans
Y est fermé si son graphe G(A) = {(z,Ax) : v € D(A)} est fermé dans
X xXY.

Théoréme 1.5. (Théoréme du graphe fermé)[116/]

Soient X et'Y deux espaces de Banach, soit A un opérateur linéaire de X
dans Y. Si le graphe de A noté G(A) = {(x,Ax) : © € X} est fermé dans
X XY | alors A est continu.

Définition 1.14. On dit que l'opérateur linéaire A : X — Y est borné si
IM >0, VrxeX, |Az| < Mlz|.

Définition 1.15. (Opérateur compact)[13]

Un opérateur A linéaire borné de X dans'Y est dit compact si et seulement



st ['une de ces deux propositions équivalentes suivantes est satisfaite :

1. L’image par A de Bx(0,1) est d’adhérence compacte.

2. De toute suite (uy,), bornée dans X, on peut extraire une sous-suite (ul),
telle que la suite (Aul,) converge fortement dansY .
Définition 1.16. [62] Une famille d’opérateurs linéaires bornés {U(a, s) }o<s<a<aq
sur X est appelée une famille d’évolution exponentiellement bornée
st les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) U(a,a) = Idx pour tout 0 < a < ay (ot Idx est Uapplication identité
sur X );
(b) U(a,7)U(r,s) = Ula,s) pour tous 0 < s <r <a<agp;
(c) Pour tout x € X, l'application (a,s) — Ul(a, s)x est continue de l’en-
semble {(a,s) :0<s<a<ap} dansY ;
(d) Il existe deux constantes M > 1 et w € R telles que

|U(a,s)|| < Mete™)

pour tout 0 < s < a < ay.

1.4 Notions fondamentales sur la théorie des semi-groupes et la

théorie spectrale

Avant d’aborder les aspects analytiques des modeles étudiés dans cette these,
il est nécessaire de rappeler certaines notions fondamentales issues de la théo-
rie des semi-groupes et de la théorie spectrale. En effet, ces outils mathéma-
tiques jouent un role central dans I’étude de l'existence, de 'unicité et du
comportement asymptotique des solutions des systémes d’équations aux dé-

rivées partielles considérés.

Cette section présente donc les résultats de base relatifs aux semi-groupes
fortement continus, aux opérateurs linéaires non bornés, ainsi qu’a la carac-

térisation spectrale des opérateurs, qui seront utilisés de maniere répétée dans



les chapitres suivants.
Définition 1.17. [105]
Soit X un espace de Banach, un semi-groupe fortement continu d’opérateurs

linéaires sur X est une application
SRy — L(X)
vérifiant les propriétés suivantes :
(i) S(0) = 1.
(ii) Pour tous t1, to € Ry, S(t1 +t2) = S(t1)S(t2).
(iii) Pour tout u € X, limy_,0 S(t)u = wu.

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un C
semi-groupe.( Ou L(X) représente l’espace des opérateurs linéaires continues
dans X.)

Définition 1.18. [105]/(Générateur infinitésimal d’un semi-groupe)
Soit S un semi-groupe fortement continu, le générateur infinitésimal de S est

lopérateur non borné défini de la maniére suivante :

D(A) ={u € X : limy,_,+ S(hal”_”existe}.
On pose alors, Au = limj,_,+ S(h)h”_”.

Définition 1.19. [62] Soit {S(t) }+>0 une famille d’opérateurs linéaires bornés

sur un espace de Banach (X, || - ||). Nous disons que {S(t)}1>0 est un semi-

groupe intégré sur X si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) 5(0) = 0;
(ii) t — S(t)x est continu de [0,+00) dans X pour chaque v € X ;
(7ii) S(t) satisfait

t
S(t)S(s) = /o [S(r+s)—S(r)]dr, Vt,se€0,4+00).
Définition 1.20. [6Z] Un semi-groupe intégré {S(t)}i>o est non dégénéré si :

(S(t)a::O, VtZO) — x = 0.



Définition 1.21. [105] Soit {S(t)}i>0 un semi-groupe intégré non dégénéré
sur un espace de Banach (X, ||-||). Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X

est dit le générateur de {S(t)}i>o si et seulement si

re€D(A) ety=Ar & S(t)x:tx—l—/otS(s)yds, vt > 0.

Définition 1.22. [116/(Spectre et ensemble résolvant)
Soit X un espace de Banach et soit l'opérateur linéaire fermé A : D(A) C

X — X.
On appelle :

p(A) ={A e C: A — A: D(A) — Xest bijective}

lensemble résolvant de A et son complémentaire o(A) = C\ p(A) le spectre
de A.
Pour X € p(A) Uinverse

RO\, A) = (M — A)~!

est un opérateur borné dans X selon le théoreme du graphe fermé et il est

appelé la résolvante (de A au point \).

Définition 1.23 (Résolvante positive). Soit X un espace de Banach ordonné
par un cone positif X+ C X, et soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire

fermé.

On dit que l'opérateur A admet une résolvante positive s’il existe un réel
w € R tel que, pour tout X\ > w appartenant a l’ensemble résolvant p(A),

[’opérateur résolvant

R\ A) = (M — A

vérifie :
feX, = RWMNAfeX,.

Autrement dit, la résolvante de A est dite positive si elle préserve la positivité
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sur le cone X .
Théoreme 1.6. [23] Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) dans [’es-
pace de Banach X. Alors,
i) Uensemble p(A) est un ensemble ouvert dans le plan complexe C.
it) la fonction A — R(\, A) est une fonction holomorphe de A dans chaque
composante conneze de p(A).
Définition 1.24. [86)] Le diamétre d’un sous-ensemble B d’un espace mé-

trique (X, d) est défini par
diam(B) = sup{d(z,y) | z,y € B}. (1.1)

Définition 1.25. [105]

- A tout opérateur linéaire A, on fait correspondre sa borne spectrale dé-

finie comme
s(A) = sup{Re(\),\ € 0(A)}
- Pour tout opérateur linéaire borné A défini sur l’espace de Banach X

dont le spectre o(A) est compact et non vide, on définit son rayon spectral

comme Suil :
r(A) :=sup{|A| : A € o(A)} = lim,_ ||A"]|7
ce rayon spectral vérifie : r(A) < ||A||.
- 581 A est le générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu T'

défini sur l’espace de Banach X, on définit le taux de croissance expo-
nentielle de T par :
wT)={weR:3IM >1:||T®)| < Me“ pour tout t > 0}
- La borne de croissance essentielle de T est définie par :
Ina(T(t))

= lim
t—00

Wess (T)

, avec « la mesure de la non-compacité, c’est-a-dire pour tout opérateur
linéaire borné A dans X, a(A) = [1(n§c||A — K|,
S

11



ou KC est [’ensemble de tous les opérateurs linéaires compacts sur X.

- Le rayon essentiel de L est défini par

Tess(L) = sup{|A|, A\ € gess(L)},

ot le spectre essentiel de L est défini comme o.45(L) = 0(A — K).

- La mesure de non-compacité de Kuratowski est définie par
k(B) := inf {7“ > 0: B a une couverture finie de diametre inférieur a 7“}.

ot, k(B) =0 si et seulement si B est précompact.
Proposition 1.5. Soit s(A) la borne spectrale d’un générateur infinitésimal

A et soit w(T) la borne de croissance du semi-groupe associé¢ T, on a

S(A) < w(T) = tlgglollfm o

Plus précisément,
Proposition 1.6. Soit (T'(t))ier un semi-groupe fortement continu généré

par A dans ’espace de Banach X. Alors
w(T) = max{s(A),wess(T)}.

Proposition 1.7. 57 le semi-groupe fortement continu est compact alors on
a’)

1)
el = 5 (T(t)) \ {0}, t > 0.

2) La borne spectrale est égale da la borne de croissance, i.e. s(A) = w(T).
Proposition 1.8. Soit (T(t))wer un semi-groupe fortement continu généré

par A dans ’espace de Banach X. Alors

r(T(t)) = e’ pour tout t > 0. (1.2)
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et
Tess(T(t)) = €' pour tout t > 0. (1.3)

Définition 1.26. [9]] Soit X un espace de Banach . On appelle A= B+ C
une perturbation positive si B est a résolvante positive et C : D(B) — X est
un opérateur linéaire positif.
Théoréme 1.7. [9])] Soit B un opérateur linéaire a résolvante positive dans
X avec s(B) < 0 et A = B+ C une perturbation positive de B. Si A est d
résolvante positive alors s(A) a le méme signe que r(—CB™1) — 1.
Théoréme 1.8. [9]] Soit A un opérateur linéaire a résolvante positive dans
X. Alors s(A) < 0o et s(A) € o(A) quand s(A) > —oco. De plus (s(A),00) C
p(A). Finalement, si A € RN p(A), alors (A — A)™! est un opérateur positif
si et seulement si A > s(A).
Théoréme 1.9. [9]] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
sur un espace de Banach ordonné X avec un cone X, normal et engendrant
. Alors A est a résolvante positive si et seulement si S est un semi-groupe
positif, i.e. S(t) X+ C Xy pour toutt > 0. De plus

M = A) 'z = lim [ e MS@)adt, A>s(A), z€X,  (14)

b—o00 /0

Définition 1.27. [62] Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X sur un
espace de Banach (X, ||-||) (défini densément ou non) est appelé un opérateur

de Hille-Yosida s’il existe deux constantes, w € R et M > 1, telles que
(w, +00) C p(A)

et
M

(A —w)™

Théoréme 1.10. [6Z] Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est le

[(AL = A)"[[zx) < VA >w, Vn>1.

générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T(t)}>o si et seulement si A

est un opérateur de Hille- Yosida avec un domaine dense (c¢’est-a-dire, D(A) =
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X ). De plus, si M etw sont les constantes introduites dans la Définition ,
nous devons avoir :

IT(t)|| < Me, ¥t >0.

Définition 1.28. [62] On dit que Ay est la restriction de A dans Xy :=
D(A)(ou D(A) est la fermeture de D(A) dans X ). Si,

Apu = Au, pour tout u € D(Ag), avec D(Ap) := {u € D(A); Au € Xo}.

Lemme 1.1. [62] Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire sur un
espace de Banach X . Supposons qu’il existe deux constantes w € R et M >0
telles que (w,+00) C p(A) et

I = A0) Moo = IMNAT = A) Yoy < M, VA > w.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. lim A —A) 'z =2, Vre D(A);

A—+00

2. lim (M — Atz =0, VzeX;

A——+00

3. D(Ay) = D(A).
Hypothese 1. [62] Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire sur un

espace de Banach X vérifiant les propriétés suivantes :

(a) 1l existe deux constantes, wa € R et My > 1, telles que (wa,+00) C
p(A) et, pour tout A\ > wy et pour tout n > 1,

- B My
M — Ag) | e = [|(M = A) [ e, < — T4
H( 0) H[:(D(A)) ”( ) HC(D(A)) ()\ — WA)n’

(b) lim) s, oo(Al — A)"lz =0, Vre X,
Lemme 1.2. [62] L’hypothésell] est satisfaite si et seulement si p(A) # 0, et
Ay est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu Ty, (t)

pour t > 0 d’opérateurs linéaires bornés sur Xy avec

1Ty (8) || £(x0) < Mae®s', VWt > 0.
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Proposition 1.9. [67] Soit l’hypothése satisfaite. Alors, A géneére un semi-
groupe intégré non dégénéré, exponentiellement borné et uniquement déter-
miné noté {S4(t) }i>0. De plus, pour chaque x € X, chaque t > 0, et chaque
> wa, Sa(t) est donné par :

Sa(t) = (ul — Ag) [ Tay(s)ds (ul — A)7"

Lemme 1.3. [62] Soit (X, || - ||) un espace de Banach sur K (avec K = R
ou C), et soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Supposons que
p(A) £ 0. Alors,

p(Aog) = p(A).

Théoreme 1.11. [5] Soit A un opérateur de Hille-Yosida sur X et soit B €
C(D(A), X), . Alors A+ B est un opérateur de Hille-Yosida.

1.5 Théoréme de Krein Rutman

Le théoreme de Krein-Rutman est une généralisation du théoreme de Per-
ron—Frobenius aux espaces de Banach de dimension infinie.

Théoréme 1.12. [80/(Perron-Frobenius)

Soit A € M(R). Le rayon spectral d’une matrice positive A > 0( les éléments
de A sont positifs) est une valeur propre a laquelle correspond un vecteur

propre du quadrant positif.

Si A > 0 est en plus irréductible alors le vecteur propre correspondant est
dans l'intérieur du quadrant positif.

Définition 1.29. [25] Soit A € L(X), A est dit fortement positif si Yv €
K,v # 0, Av € Int(K) ou Int(K) est l'intérieur de K et L(X) représente
l’espace des opérateurs linéaires continus dans X.

Théoreme 1.13. /25 (théoréme de Krein-Rutman, version faible)
Soit B un opérateur linéaire positif sur un cone convexe reproducteur K dans

Uespace de Banach X. Si B est compact et a un rayon spectral r(B) # 0,
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alors il existe p € K (avec ¢ # 0) tel que
By =r(B)p.

Théoréme 1.14. [25/(Krein- Rutman, version forte)

Sotent (X, ||.||) un espace de Banach, A un opérateur linéaire continu et com-
pact de X vers X. On suppose que A est fortement positif sur un cone positif,
1.€,

re K\{0} = A(x) >0

Le rayon spectral de A, r(A) est une valeur propre simple strictement positive
de A associée d un vecteur propre strictement positif, i.e. 2° € Int(K) et c’est
le seul vecteur propre positif.

Théoréme 1.15. [119] (Théoréme de Krein-Rutman généralisé, ver-
ston faible)

Soit X un espace de Banach, K un cone total dans X, et soit L € L(X) un
opérateur positif tel que

(L) > ress(L).
Alors, il existe un x € K \ {0} tel que
Lz =r(L)x.

Théoréme 1.16. [119]/ (Théoréme de Krein-Rutman généralisé, ver-
ston forte).

Soit X un espace de Banach, K un cone dans X avec Int(K) # 0, et soit
L € L(X) un opérateur fortement positif tel que

r(L) > ress(L).

Alors, r(L) est une valeur propre algébriquement simple de L, avec un vecteur

propre x € Int(K), et pour toute autre valeur propre X\ de L, on a :
Al < r(L).
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1.6 Théorie de Fredholm

Définition 1.30. [105]

Soit (X, X,) un espace de Banach ordonné (X, est muni d’une relation

d’ordre < wvoir aussi [53]) et A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.

1. L'opérateur fermé A est dit de Fredholm si R(A) est fermé, dim N (A)
et codim R(A) sont finies.
2. Un opérateur fermé A est dit semi-Fredholm si R(A) est fermé, et au
moins un parmi dim N (A) et codim R(A) est fini.
3. Si A est de Fredholm ou semi-Fredholm, alors l'indice de Fredholm de A
est défini par
ind(A) = dimN(A) — codimR(A),
ou N(A) et R(A) désignent respectivement l’espace nul et le range de A.
Lemme 1.4. Soit X, un cone positif normal et engendrant de [’espace de
Banach X et soit A : D(A) — X un opérateur fermé da résolvante positive.
S7il existe un w € R tel que \I — A est semi-Fredholm pour tous les nombres

réels A\ > w, alors les deux énoncés suivants sont valides :
i) Al — A est un opérateur de Fredholm d’indice zéro pour tout nombre réel
A > w.

it) Si A € o(A) N (w,00) alors A est une valeur propre de A avec une
multiplicité géométrique finie (i.e. la dimension du sous espace propre

associé est de dimension finie.)

1.7 Attracteur compact

Définition 1.31. Soit X un espace de Banach. Un semi-flot sur X est une
famille de transformations {®(t)}1>0, ot chaque application ®(t) : X — X

satisfait les propriétés suivantes :
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1. Condition initiale : ®(0) = Idy, ou Idx est lapplication identité sur
X.

2. Propriété semi-groupe : Pour toutt,s > 0, on a
O(t+s) = P(t) o P(s).

3. Continuité : L’application (t,ug) — P(t)ug est continue de [0,00) x X
dans X.
Définition 1.32. [86] Soit X un espace métrique muni de la métrique d. On
dit qu’une application ® : J x X — X est état-continue si, pour toutt € J,
Uapplication @, : X — X définie par ®4(x) = O(t, x) est continue.
Définition 1.33. [S6]
— La fonction ¢ : R — X est appelée une trajectoire totale de ®, si ¢(t +
r) = ®(t,p(r)), pour tout t € RY et r € R.
— L’orbite associée a une trajectoire totale est définie par : {®(t, xy),t €
R}.
— Une fonction continue ¢ : (—o0,00) — X est appelée une solution

globalement définie de ® passant par x si
#(0)=x et ¢(t) = P(x) pour tout t > 0.

Une telle solution peut ne pas étre unique. Un point d’un ensemble in-
variant admet toujours au moins une solution complete dont 'image est
contenue dans [’ensemble invariant.

— Pour une solution compléte ¢, on définit son ensemble a—limite par

a(@) = U é(s).

t<0 s<t

Définition 1.34. [86] Soit M un sous-ensemble de X .

1. M est dit positivement invariant pour ® si &;(M) C M pour tout
t >0, et invariant si ®,(M) = M pour tout t > 0.
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2. L’ensemble w-limite de M, noté w(M), est défini par

W(M) - ﬂ U (I)(taM)a

JC[t,00) ted

ot ®(t, M) représente l'image de M sous l'action du semi-flot ®(t) et J
est une suite de temps allant vers [’infini.

Le cas particulier M = {x} sera noté w(x).

3. La variété stable de M, notée W= (M), est définie par :
W(M) :={xre X: tlL%lo |P:(z) — M|| = 0}.

Définition 1.35. [86/ Soit & : R, x X — X wune application, M C X.
L’application ® est dite asymptotiquement compacte sur M, si pour toute
suite (t;) dans Ry, t; — oo quand i — oo, et pour toute suite (x;) dans M,
(®(t;, ;) admet une sous-suite convergente.
Définition 1.36. [86] Soit ® : J x X — X un semi-flot continu.
— & est appelé point dissipatif s’il existe un sous-ensemble B de X qui
attire tous les points dans X.
— O est appelé asymptotiquement réqulier si  est asymptotiquement com-
pact sur chaque ensemble positivement invariant borné fermé.
— O est appelé éventuellement borné sur un ensemble M C X si ®(J,. x M),
J, = JN|[r,00), est borné pour r € J,.
Définition 1.37. [87] On dit que le semi-flot ®(t) est un k—contraction, s’il
existe une fonction continue K(t) : Ry — Ry telle que 0 < K(t) < 1 et pour
tout t > 0 et chaque ensemble borné B C X pour tout {®(s)B,0 < s < t}
est borné, on a k(P(t)B) < K(t)k(B).
Lemme 1.5. les k— contraction sont asymptotiquement réqulier.
Théoréme 1.17. [86] Soit uy € X, le semi-flot ; : X — X est dit asymp-

totiquement régulier s’il existe des applications CiDt et O, telles que

A ~

Dy (ug) = P(uo) + Pe(uo)
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et les conditions suitvantes sont vérifiées pour tout ensemble fermé et borné
D qui est positivement invariant :

(i) lim inf diam(®, (D)) = 0.

(ii) 1l existe rp > 0 tel que ®; ait une fermeture compacte dans X pour
toutt > rp.

Définition 1.38. [86]

— Soit A un ensemble non vide, compact et invariant. Si C est la classe
des ensembles singletons dans X et si A attire C, alors A est appelé un
attracteur compact de points.

— Soit C une classe de sous-ensembles de X (par exemple, des ensembles
singleton, des ensembles compacts, des ensembles bornés). Un ensemble
non vide, compact et invariant K C X est appelé un attracteur compact
de C si K attire tous les ensembles de C.

Définition 1.39. [86/ Un ensemble invariant compact non vide A dans X
est appelé attracteur compact local d’ensembles compacts s’il attire tous les
sous-ensembles compacts dans un voisinage de lui-meéme.

Théoreme 1.18. [86] Soit A un attracteur compact de points dans X et
un attracteur compact local d’ensembles compacts. Alors, A est l'attracteur
compact d’ensembles compacts dans X.

Proposition 1.10. [86/ Si ® est asymptotiquement régulier et point dissipatif
, alors 1l existe un attracteur compact de points.

Théoréme 1.19. [86] Les affirmations suivantes sont équivalentes pour un

semi-flot état-continu P :

1. & est un point dissipatif, asymptotiquement régulier et éven-

tuellement borné sur tout sous-ensemble compact K C X.

2. 1l existe un attracteur compact des voisinages des ensembles compacts
de X ; de plus, cet attracteur A attire tout sous-ensemble de X sur lequel

® est éventuellement borné.
Définition 1.40. [120] Soit X un espace métrique muni de la distance d, et
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soit f: X — X wune application continue.

Un point x € X est dit récurrent par chaines si, pour tout € > 0, il existe une
suite finie de points x1,...,x, dans X (avec m > 1) telle que v1 = x =
et que

d(f(z;),xis1) <e, pourtoutl <i<m—1.

L’ensemble de tous les points récurrents par chaines pour f : X — X est

noté R(X, f).

Soit A C X un ensemble invariant non vide. Nous disons que A est récurrent

par chaines interne si R(A, f) = A.

De plus, A est transitif par chaines internes si la condition plus forte suitvante
est satisfaite : Pour tout a,b € A et tout € > 0, il existe une suite finie

X1, ...,Ty, dans A avec x1 = a, x,, = b telle que
d(f(z;),xis1) <e, pourtoutl <i<m—1,

La suite {z1,...,z,} est appelée une e-chaine dans A connectant a et b.
Définition 1.41. [120]
— Soient A et B deux ensembles invariants isolés. On dit que A est chatné
a B, not¢ A — B, s’il existe une solution ¢ globalement définie passant
par un point x ¢ AU B, dont l"image a une fermeture compacte et telle
que
w(x) C B et a(p) C A.

— Une suite finie {My, ..., My} d’ensembles invariants isolés est appelée

une chatne si
My — My — - — Mj.

La chaine est appelée un cycle si My = M;.
Lemme 1.6. [120] Soit f : X — X wune application continue. Alors, l’en-
semble w—limite de toute orbite précompacte positive est internement chaine-

transitif.
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Théoréme 1.20. [120] Soit A un attracteur et C' un ensemble compact, in-

ternement chaine-transitif pour f : X — X. Si CNW?*(A) # 0, alors C C A.

1.8 Principe de comparaison parabolique

Les principes de comparaison sont parmi les résultats les plus utiles pour
I’analyse des équations de réaction-diffusion ; ce principe permet notamment
de comparer des solutions des problemes paraboliques avec condition de Di-
richlet ou de Neumann.

Théoréme 1.21. [77] (Principe de comparaison parabolique)

Soit T > 0 (T peut éventuellement étre infini) et soit Q) borné. Considérons
une fonction f = f(t,x,u) telle que f, %5 e C([0,T] x Q x R). Soient @ et u
dans C%(]0,T] x Q) N C([0,T] x Q) (C? i.e, [ est de classe C* par rapport a
x et f de classe C* par rapport d t), vérifiant
% > DAu+ f(t,x,u),t €]0,T], x € Q,
% < DAu+ f(t,z,u), t €]0,T], x € Q,
u(0,z) < u(0,z), x € Q,

on suppose également que soit :
Ju ou
ou :
u(t,z) <0 <u(t,z),t€l0,T], z e N.

Alors u < u dans t €]0,T] x Q. De plus, soit il existe (ty,xq) €]0,T] x 2 tel
que U(ty, x9) = u(ty, o), et dans ce cas u = u dans [0,tg) X Q, soit u > u dans

10,77 x Q.

Nous rappelons a présent I’énoncé du principe du maximum, considéré comme
une conséquence directe du théoreme de comparaison dans le cas particulier
ou la fonction de comparaison est constante.

Théoréme 1.22. (Principe du mazximum fort) Soit Q) un domaine borné
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de R et u e L2((0,T), W'2(Q)) N C([0, T], LA()), si

% — Au Z 07 (xat) € x (O’T)
u(z,0) > 0,2 € Q (15)
u(z,t) 20, (z,t) € 982 x (0,T)

Alors u > 0 dans Q x (0,T) et siu # 0 alors u > 0 dans Q x (0,T).

1.9 Quelques notions sur la stabilité

L’étude de la stabilité est un outil central dans ’analyse qualitative des mo-
deles dynamiques, en particulier dans le contexte des modeles épidémiolo-
giques. Elle permet de déterminer si un état stationnaire (comme un état
sans maladie ou un état endémique) est robuste face aux perturbations ini-

tiales.

Dans cette section, nous présentons quelques notions de base sur la stabi-
lité des équilibres, ainsi que des résultats classiques qui seront utilisés dans
I’analyse des modeles développés dans les chapitres suivants. Nous rappelons
notamment les définitions de la stabilité.

Définition 1.42. [86] Soit J un ensemble de temps, J = JU(=J), et X un
espace métrique. Soit  : J x X — X un semi-flot état-continu .

S1Y est un sous-ensemble positivement invariant de X, une fonction conti-

nue L :'Y — R est appelée fonction de Lyapunov surY si:
L(p(t,x)) < L(z), pour tout x € Y et pour tout t € J.

Définition 1.43. [86/

Un sous-ensemble M de X, positivement invariant, est dit stable si, pour

tout voisinage U de M, il existe un voisinage V de M tel que :

(JxV)cCU.
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Un sous-ensemble stable M C X est dit localement asymptotiquement
stable s’il existe un voisinage V' de M tel que M attire tous les points de V.
Théoréme 1.23. [80] Soit le semi-flot (Py)i>0 €tat-continu, uniformément
sur tout intervalle de temps fini. Soit A un sous-ensemble compact de X,
positivement invariant, qui attire tous les sous-ensembles compacts d’un voi-
sinage de lui-méme (par exemple, un attracteur local compact pour les en-
sembles compacts). Alors, A est localement asymptotiquement stable.
Lemme 1.7. [86] Soit A un sous-ensemble invariant de X, et soit L : A — R
une application continue.

Alors L est une fonction de Lyapunov sur A si, pour toute trajectoire
totale v : J — A du semi-flot ®, la fonction composée L o ¢ est décroissante
sur J.

Proposition 1.11. [86] Soit L une fonction de Lyapunov définie sur un

sous-ensemble Y C X, positivement invariant .

— Six €Y, alors L est constante sur w(x), et :

L(y) = lim L(®(t,z)) < L(z), pour touty € w(x).

t—-+00

— 51 p . J — Y est une trajectoire totale, alors L est constante sur

alp), et :

L(z) = lim L(p(t)) > L(p(0)), pour tout z € a(yp).

t——00

Le théoréme suivant joue le role du principe d’invariance de LaSalle dans le
contexte des attracteurs compacts.

Théoréme 1.24. [86/ Soit L une fonction de Lyapunov définie sur A, et soit
Ac A

On suppose que L est constante sur A.

On suppose en outre que, Si @ : J = A est une trajectoire totale du semi-flot

D, et si Loy est constante, alors p(J) C A.
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Alors on a :

A=A

Proposition 1.12. Tout ensemble invariant compact contient au moins un

point non errant.

Soit K un attracteur et soit {2.’ensemble des points non errants. L’ensemble
)N K est compact, invariant et non vide. Pour tout z € QN K, il existe des
éléments maximaux et minimaux p,q de Q2 N K tels que p < z < q.
Théoréme 1.25. [/5] Soit p € QN K un élément minimal quelconque. Alors,
p est un équilibre et il existe x < p tel que x(t) — p.

Théoréme 1.26. [/5] Si K contient un seul équilibre p, alors chaque trajec-
toire attirée par K converge vers p.

Théoréme 1.27. Inégalité de Gronwall Soit f, g et k des fonctions continues

a valeurs positives telles que :
t
f(t) <g(t)+ [ k(o)do, Vtela,b],

alors

£6) < o(0) + [ 9l H(o)el Do, i € a1

1.10 Persistance

Le concept de persistance est fondamental dans ’analyse des modeles épi-
démiologiques. Il permet de caractériser les conditions sous lesquelles une
maladie continue a se propager dans la population au lieu de disparaitre. En
particulier, la persistance uniforme ou la persistance faible sont des notions
clés pour étudier le comportement asymptotique des solutions des systemes

dynamiques.

Dans cette section, nous rappelons les définitions classiques de la persis-
tance dans le cadre des systemes dynamiques, ainsi que quelques résultats

théoriques utiles pour 'analyse qualitative des modeles présentés dans cette
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these.

Soient X un espace métrique et ® un semi-flot sur X. Soient Xy, C X et
0Xy = X\ Xy un ensemble ouvert. Soit p : X — R™ une fonction continue et
soit J un ensemble de temps.

Définition 1.44. [86] On dit que p est une fonction de distance généralisée

pour le semi-flot ® si, pour toutt > 0,
p(®(t,x)) >0 si p(x) >0 ou p(x)=0etze X

Définition 1.45. [86/la persistance faible
Le semi-flot @ : J x X — X est appelé p-faiblement persistant, si

limsup p(®(¢,z)) >0, Vze X, p(z)>0.

t—00

Définition 1.46. [S0)]/la persistance forte
Le semi-flot ® : J x X — X est appelé p-fortement persistant, si

liminf p(®(t,z)) > 0, Vze X, p(x)>0.

t—00
Définition 1.47. [86/p-uniformément faiblement persistant
Le semi-flot ® : Jx X — X est appelé p-uniformément faiblement persistant,
s’il existe € > 0 tel que

limsup p(®(t,z)) >¢€, Ve X, p(x)>D0.

t—o00

Définition 1.48. [86/p-uniformément fortement persistante
Le semi-flot ® : J x X — X est appelé p-fortement uniformément persistant,

s’il existe € > 0 tel que

liminf p(®(¢,z)) > €, Vze X,p(x)>0.

t—00

Théoréme 1.28. [0/ Soit p une fonction de distance généralisée pour le

semi-flot ¢. Supposons que
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1. & admet un attracteur global de point.

2. 1l existe une suite finie M = {Mj, ..., M} d’ensembles invariants com-
pacts, isolés et deux a deux disjoints, ayant les propriétés suivantes :
— Ugenr, C UM M.

— Aucun sous ensemble de M ne forme un cycle dans 0Xj.
— M, est isolé dans X
— W3(M;) N p~1(0,00) = 0 pour chaque 1 <i < k.

Alors il existe 6 > 0 tel que pour tout ensemble transitif de chaine com-
pact L avec L ¢ M; pour tout 1 < i < k, il existe mingey p(z) > 0
Théoréeme 1.29. Soit ®(t) un semi-flot en temps continu sur X tel que
O(t)(Xo) C Xo pour toutt > 0. Supposons que P(t) est k-contractant conveze
pour tout t > 0, et que ®(t) : X9 — Xo admet un attracteur global Ay. Alors,

O (t) possede un équilibre xo € Ay.

1.11 Minimisation conditionnelle

On considere le probleme suivant :

—Au = f(u), x €9,
u =0, r € 01, (1.6)
u € HH Q).

Sa fonction d’énergie est donnée par
1
J(u) = 2/Q|Vu|2dx—/QF(u) dz,

ot F(o) = Jg f(t)dt.

Supposons que F' est homogene, c¢’est-a-dire

F(Ao)=MXF(o), A>0, ¢>0.
Nous cherchons une solution de ([1.6)) en utilisant un probléme de minimisation
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conditionnelle.

Définissons ’ensemble contraint :
K ={ueHj(Q): [ F(u)de =1},

ou K est non vide.
Posons
_ _ 2
m—l}glf(Jl(u), avec Ji(u) —/Q]Vu| dx.
Si m est atteint, alors il existe A € R tel que J{(ug) = AF'(uy).

Pour cela, nous utilisons le théoreme des multiplicateurs de Lagrange.
Théoréme 1.30 (Multiplicateurs de Lagrange). Soit X un espace de Banach,
et Ji,F1 : X — R de classe C'. On pose K = {u € X : Fi(u) = 1},
Supposons que :

1. K #0,

2. K est non dégénéré, c’est-a-dire que pour tout u € K, F{(u) # 0.

Sim = inf,cx Ji(u) est atteint en ug, alors il existe X € R tel que
Ji(ug) = NF(up).

1.11.1 Application I : Probléme de valeur propre

D’apres l'inégalité de Poincaré, il existe une constante C'(2) (avec 2 borné)
telle que :
C(Q) [ ude < [ |Vu]’dz, Vue Hi(Q).

On définit :

. . /Q|Vu\2d:1:
( y_wﬁ&mm /u%m'
Q
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Alors, il existe ug € H(2) tel que :

=C(Q) et wup>0dansQ.

Par le théoreme des multiplicateurs de Lagrange, il existe A € R tel que :
J{(UO) = )\F{(Uo)

Alors,
2(—AUO) = 2)\U0,

c’est-a-dire :
—Auy = \ug, x € Q,

ug = 0, x € 05, (17)
Ug € H&(Q)

En testant avec vy :

m= [ |Vupl’de =\ [ wjdr =1 = X=m=C(Q).

Ainsi,
—Aug = C(Q)ug, = €,
ug =0, x € 01, (1.8)
ug > 0, dans €.

Donc C(€2) = m est une valeur propre du laplacien —A avec conditions de
Dirichlet.

C’est facile de voir que K # (). Montrons que K est non dégénéré : Soit
ug € K, v e H}(Q), alors :

Fl(ug)(v) = Q/Quov dx # 0.
Montrons que m est atteint. Soit {u,} C K une suite minimisante, c’est-a-
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dire :
1 2 5 _ 2
unEHO(Q),/Qund:U—l,/Q|Vun\ dx — m > 0.

Ainsi, {u,} est bornée dans H{ (). Par compacité (Rellich-Kondrachov), il

existe une sous-suite (toujours notée u,) telle que :

Up — U faiblement dans H}(S2),
Up, — Ug fortement dans LY(2) Va < 2%, (1.9)

un(x) = ug(x) presque partout dans €.

En particulier, pour a = 2 (car 2 < 2%) :

2 2 7. _

/Qundx — /Quodx = 1.
Donc vy € K.
De plus, par semi-continuité faible :
/Q |Vug|? dz < li%giogf/g IVu,|? de = m.

Or, comme uy € K, on a aussi :

/Q |Vug|? dz > m.

Donc finalement :
/ |Vug|* do = m.
Q

Ainsi, ug réalise m.

Remarquons que si uy € K, alors |ug| € K. Donc nous pouvons choisir

U()ZO

Finalement, ug est solution du probleme :
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—Auy = C(Q)uy, dans Q,
=0, 012,
o S (1.10)
ug > 0, dans (2,
Uy € H&(Q)
Démonstration. Définissons :
K ={ueHy(Q): [ u’de=1}.
Alors K # (.
Considérons :
Fi: Hy(Q) =R, Fi(u) = [ v’ du.
Donc K = {u € H}(Q) : Fi(u) = 1}.
Définissons aussi :
Ji(w) = [ [Vul*de.
On sait que Fy,J; € CHHI(Q)). ]
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Chapitre 2

Etude des dynamiques et des profils
d’un modele SIQR diffusif avec des
taux de dispersion différenciés

distincts

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une classe générale de modele épidémio-
logique SIQR de réaction-diffusion (susceptibles, infectés, en quarantaine,
réfractaires) avec hétérogénéité spatiale et quarantaine imparfaite, en nous
concentrant sur le role des individus mis en quarantaine dans le contréle des
maladies infectieuses. De plus, nous analysons l'impact des taux de diffu-

sion faibles/élevés des individus susceptibles et infectés . Nous considérons le
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modele suivant

%j:dSAS+A(x)—f(:c,S,[)—,u(a:)S, t>0, z€Q,

ol

0Q

5 = @) — (u() + ra(2) +7(2))@Q, t>0,z€Q,

OR

5 = drAR + k1(2)] + ko(2)Q — p(2) R, t>0, ze€Q,

oS 0l OR

R Q

an " an o 0, x € 012,
(2.1)

avec les conditions initiales,
S(z,0) = So(z), I(x,0) = Iy(z), Q(x,0) = Qo(x), R(z,0) = Ry(x), x € Q.

ou, S(x,t), I(z,t), Q(x,t) et R(x,t) représentent respectivement les densités
des individus susceptibles, infectés, en quarantaine et réfractaires. Les para-
metres dg, dy et dg sont les taux de diffusion pour S, I et R, respectivement.
Le domaine d’habitat €2 est un ensemble borné avec une frontiere réguliere.
Les parametres A et p représentent respectivement les taux de naissance et
de mortalité, 6 est le taux de quarantaine, k1 et ko sont respectivement les
taux de guérison pour les individus infectés et en quarantaine, et v est le taux
de rechute pour quitter () et revenir a 1.

Tout d’abord, on remarque que la fonction R n’apparait pas dans les trois pre-

mieres équations du systeme ([2.1)), nous devons seulement étudier le systeme
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suivant.

%j:dSAS+A(x)—f(a:,S,])—,u(x)S, t>0, x €,

ol

5¢ = WAL+ f(2,5,1) = (u(z) + k(@) + 0(@)) ] +79(2)Q, >0, z €L,

0Q

5 = O(z)] — (pu(z) + ka(x) + v(2))Q, t>0,z€Q,

as 0l

R Q

an = an 0, x € 011,

(2.2)

avec,

S(x,0) = So(z) >0, I(x,0) = Iy(x) >0, Q(z,0) = Qo(z) > 0, pour x € Q.
Désormais, pour une fonction continue g sur Q, on note

g=ming(z) et ¢=maxg(z).

zef) z€e)

Maintenant, nous supposons que les parametres définis dans ([2.1)) sont des
fonctions holdériennes et strictement positives.
Nous supposons également que la fonction f satisfait les hypotheses sui-

vantes :
1. feC*A xR xRy) et

0 _
aJIC(., .,0) > 0 sur chaque compact de © x R7. (2.3)
Notons que cette hypothese de régularité de f implique que

Pour tout B > 0, il existe L > 0 tel que
|f(z, 81, 1) — f(x, 5, )| < L(|S1 — Sa| + |1 — L) (2.4)
pour chaque |S;| < B, |I;| < B, pouri=1,2¢et x € Q.

(H;) Pour chaque x € Q et I >0, la fonction f (x,.,I) est croissante et pour
chaque z € Q et S > 0 la fonction f (x,S,.) est concave. De plus pour
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tout € Q, f(x,S,I) =0 si seulement si ST = 0.

2.2 Existence de la solution et de ’attracteur global

Soient (X := C(Q,R?),||.||) un espace de Banach et X* := C(, R?) son cone
positif.

Notons par Ti(t), T2(t) les Cy—semi-groupes compacts, analytiques et forte-
ment positifs ([87], Corollaire 7.2.3) générés respectivement par dgA — p(.) et
drA — (u(.) + k1(.) + 0(.)), respectivement sous les conditions aux limites de
type Neumann. Soit T3(t) = e~ #O)+m0)+()) Jo semi-groupe compact, ana-
lytique et fortement positif induit par —(u(.) + k2(.) + v(.)) voir e.g [88].
D’apres [10], T(t) = (T1(t), Tx(t), T5(t)) : X — X est un Cp—semi-groupe
fortement positif, compact et analytique avec un générateur infinitésimal A.
De plus, il existe A > 0 et M > 1 tels que |Tj(t)| < Me *, pour tout t > 0
et 1 =1,2.

Définissons F : X — X par
A@) — f(x, ¢1(z), da()),

F(o)(x) = | f(z,d1(2), go(x)) +v(2)¢3(2)
0(z)p2

et A: D(A) C X — X par
dsA¢y(x) — p(x)dr(x),
A(D)(@) = | diAds(z) — (u(x) + k1(z) + 0(2))da ()
—(plx) + ra(x) + () P3(x)

avec,

D(A) - {(¢17¢27¢3) S X7 A¢Z € Xa Cj;: = (0 sur 897 L= 172}
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Ou ¢ = (¢1, ¢, ¢p3) € XT. Le probleme (2.2)) peut étre rééerit comme

w(t) =Au+F(u), t>0,

2.5
u(0) = uy. (25)

Définition 2.1. La fonction u € C([0,T];X) est appelée solution faible de
sur [0,T] si elle vérifie

ult) = T(tyuo + [ T(t = $)F(u(..s))ds,

avec ug = (So, In, Qo) € XT.

Cette derniere est une solution classique si u est une solution contintiment
différentiable, u(t) € D(A) quel que soit ¢ > 0 et u vérifie (2.5).

Lemme 2.1. Soit uy = (Sy, Iy, Qo) € X, le probléme admet une solu-
tion classique qui est positive, unique u = (S,1,Q) définie sur Q x [0, tmnaz)

avec tygr < 00.

Démonstration. La preuve est une application directe du Théoreme 7.3.1 et
du Corollaire 7.3.2 dans [87] pour F(¢) := (F1(¢), Fo(¢), F3(¢)) qui est deux
fois contintiment différentiable. En effet, observons que F;(¢) > 0 lorsque

¢ € Xt et ¢; =0, et donc, voir le Corollaire 7.3.2 dans [87],

L +y -
hlg(lﬁ Edzst(quLhF(gb),X ) =0, V¢ e X",

avec dist(u, A) = inf{|u — a|x,a € A} En outre T(¢)X* C X*. Voir aussi les
Théoremes 3.1 et 3.2 dans [70] pour F qui satisfont ([2.4)). O
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2.2.1 Attracteur compact

Lemme 2.2. Soit Sy € C(2), pour toutes fonctions strictement positives et

continues A\ et p sur Q ’équation scalaire de réaction-diffusion

%f — dsAS + A(x) — p(2)S, >0, zEQ,

a5

i Q

o 0, x € 09, (2.6)
S(LU,O) - SO(x)7 T € Q’

a un équilibre strictement positif et unique S(), qui est globalement attractif
dans C(Q). Donc,
lim |[S(.,t) = Sll¢@) = 0.

t—00

Démonstration. 11 découle de la théorie standard des équations parabo-
liques que pour tout ¢ € X* (2.6) admet une solution unique S sur [0, o)
avec S(.,0) = Sp. Soit P(t) le semi-flot de solutions induit par (2.6)), il découle

alors du Théoreme de comparaison et du principe du maximum que pour tout
A A

¢ € X, I'ensemble w-limite w(¢) satisfait w(¢) C {P € X, — <o <=} :=
M I

W. Donc, P(t) admet un attracteur global et compact W contenu dans W.

D’apres le Théoreme [1.25, on déduit que W contient un équilibre strictement

positif de ([2.6). Supposons qu'on a deux équilibres, Si(.) et Ss(.) de (2.6).
Alors, £(.) = 51(.) — S5(.) vérifie le probléme suivant

dsAE — =0 z€Q,

2.7
%:O Oz € (), (2.7)
on

I1 découle du principe du maximum fort que £(.) = 0. D’ou, (2.6) admet un

unique état d’équilibre strictement positif S(.). D’aprés le Théoréme [1.26/ on

conclut que S(.) attire n’importe quelle solution de (2.6)). O
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Ensuite, nous montrons que toutes les solutions de (2.2) sont globales
Lemme 2.3. Pour tout uy = (Sy, Iy, Qo) € X, le systéme a une solu-
tion globale unique non négative définie sur @ x [0,00). De plus, il existe une

constante M > 0 telle que
lim sup(||SC, I + [0 Ol + QG D) < M. (2.8)
Démonstration. Soit uy = (S, Iy, Qp) € X, définissons M sur R, par

v si v<C(C
Mc(v) = . - (2.9)
C si v>C,
ou C' est une valeur strictement positive a déterminer. Utilisons le fait que
f est une fonction continue et lipschitzienne dans tout ensemble compact

voir (2.4), il est clair que f(.,S,I) = f(., Mc(S), Mc(I)) est globalement
Lipschitzienne. Soient LJf; une constante de Lipschitz de f et u = (S,1,Q)

une solution de (2.2)) avec une condition initiale uy quand f est remplacée

par f . Puisque 5
S

alors S est une sous-solution de (2.6). Par le critere de comparaison et le

lemme 2.2, on a

lim supS(z,t) < S(z) uniformément pour z € €, (2.10)

t—00

ot S est I'unique équilibre strictement positif. Il existe une constante M,

dépendant des données initiales, telle que
1S, t)|| < M, Vt>0. (2.11)

En résolvant la deuxieme équation de ([2.2]), nous obtenons

10 = TG + [ T = 9759, 19) 4900005 s
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d’otl,

Il < e ll 4 [ (ol + 1009 as, 212

ou, M* = max{L,7}. De plus, par (2.2)), on obtient

Q1) = T5(H)Qo(. +/ )Tyt — )1, )@

= e~ WOFR (YN () _|_/ OFROFVNES) 1 5)ds,
(2.13)
donc,
. b
1QC, )| < e [|Qoll + [ B ||I(., 5)||ds, (2.14)

avec ' = min{A/2, u}. Substituons (2.14)) dans (2.12), on obtient

W(m<MéWHHM/ M (M, 8]+ e Qol
+ [ e 3_T||I(,rﬂ\dr)ds

t t
< M||Iol| + MM* [ e MI(, )| ds+ MM* [ e | ds
g [t s [F —pr(s—r
+ MM eMg [ [T e I I )| drds
e [t Ai—s) . 1—e !
< M||Iol| + MM* [ e 1(., )] ds + MM*||Qol| ——
MM* .
s I Sl ds
<a+@/w )| ds.
M M* 0
avec C1 = M||Lpl|| + JJQOH et Cy = MM*(1+ T M*).
En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous trouvons
I1I(., )] < Cre®, t > 0. (2.15)
D’aprés ) et (2.13), on a
6C, e
Q)| < [|Qoll + —5—, t > 0. (2.16)
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En combinant ([2.17), (2.16)), (2.11) et le Lemme 2.1 nous déduisons que la

solution existe globalement.

Nous nous concentrons maintenant sur (2.8). En rappelant que (S, I, Q) est

une solution de ([2.2) en remplacant f par f . D’apres le principe de compa-

raison et le Lemme 2.2 nous avons.

lim sup||S(., £)|| < Mo,
t—00

avec My = ||S||. En intégrant les trois équations de (2.2) sur Q et en addi-

tionnant les équations obtenues, nous obtenons

a/Q(SjLI—FQ)dx = /QAdx—/Q,uS—/Q(qu/ﬁ)Idl’_/Q(MﬂL@)Qd%

ot
< QA —p [ (S+1+Q)dx,

avec |Q2] la mesure de ). Par conséquent, il existe une constante strictement

QA
positive M; = H, telle que
14

lim sup([S( 1)l[1 + [0 Ol + [1QC, O)l) < M. (2.17)

Ensuite, nous affirmons que I(.,t) et Q(.,t) satisfont a I'estimation bornée
dans L2 i.e. Pour tout entier k > 0, il existe une constante strictement

positive My indépendante des conditions initiales, telle que

. k k
hrtrisup(Hf(-,t)Hgk +1QC, )l3) < Mo (2.18)

Nous prouvons cette affirmation par récurrence. A partir de (2.17)), Passertion
(2.18)) est vraie pour k = 0. Supposons que ([2.18)) soit vraie pour k — 1, c¢’est-

a-dire que

2k71 21@71

i sup([[7(, I3 + 1Q(, OB < Moo

En multipliant les deux membres de la deuxieme équation de (2.2)) par [ 21
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et en intégrant, nous obtenons

2k
22k 2

—/ )+ k() 4+ 0N da +/7Q[2

(9 k k—1 k
(‘%/912 do < — d[/\V]Z Pde + [ (.8, DI dx

11 est facile de voir

i . k
| f, 8, e < Ly [ 17 da

L’inégalité de Young implique

/Q ~NQI* ldx < ?(61 /Q Q¥ dr + Ce, /Q [2kdx),

ol € = ﬁ‘y’ C., = (e1p)™9Pq~ et 1/p+1/q = 1. Donc

2,{at/ Ide < =Dy, [ VI Pdx + (Lp +5C,) |, ¥ de +7e | Q” da.
! (2.19)
\ 28 — 1
Ou Dk — Wdl

En multipliant les deux membres de la 3¢me équation de (2.2) par Q!

)

nous obtenons

10 b k *
L e = 00 i ) 20
< é/ﬁ Q¥ 'Idx _H/Q Q% dz.

D’apres I'inégalité de Young, nous avons

@ e < e [ Q" due+C, [ 17 dx,

o e = L, €y = (eap) g et 1p /g = 1.
Alors,
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2h 8t/ Qda < ““/ Q" dz +0C,, |, I da. (2.20)

En combinant (2.19) et (2.20]), on obtient

o [P QM) dr < Dy [ VPP ”/ Q¥ du+Cy [ 1*dx, (2.21)

avec Cj = (LJ; +7C,,) + éC’Q. Rappelons l'inégalité d’interpolation : pour
tout € > 0, il existe C. > 0 telle que

1€]13 < el VEII3 + Cellg] 17

k
Posons € = = 1%, alors

k

2
—Dy [ |V de < —2C; [ 1dx +26,C (/ el 1da:> .

D’ot, ([2.21)) devient

2
;;/9(12’%@2’“)61:1; < —QCk/ 1% dr — ”/ Q% dzx + 2C,C. (/ 7 ) :

2
<-C /Q I2kdx+26~’k06< /Q Izk_ldx) :

ou C; = min{C}, ’;L} Par des calculs directs, il s’ensuit que

. k k
hrtrisup(l\f(-,t)H%k +1QC, )ll3:) < My

1 2C,.C.
et Mor = LMQJ@ 1. A Daide de linjection continue LY(Q) — LP(Q),

1
avec ¢ > p > 1, nous avons que, pour tout p > 1, il existe une constante

strictement positive M, indépendante de la condition initiale, telle que
i sup(| 7 D+ 1QC D) < M, (2:22)

Puis, nous démontrons qu’il existe une constante strictement positive M,
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indépendante des conditions initiales, telle que
limsup || 1(-, )| < M. (2.21)
t—00

Nous utilisons des résultats bien connus sur les espaces de puissance frac-
tionnaire pour démontrer cette proposition. A cette fin, nous notons T5(t) le

semi-groupe analytique engendré par A dans Y = LP(2), ou
0
A=diA—(p+r1+6), DA = {u c W*(Q) | 85 = 0 sur (9(2}.

Soit Y pour 0 < a < 1, I'espace de puissance fractionnaire muni de la norme

de graphe. Choisissons p > n/2 et a > n/(2p) de sorte que Y* C C(£2). Il est

bien connu qu’il existe une constante M, > 0 telle que

M,
AT < e i s
D’apres [2.22), il existe t,, > 1 tel que
G0, < (My+ D) QG Dl < (M, + 1),

pour tout t >t — 1.

D’apres la seconde équation du systeéme [2.2] pour tout ¢ > ¢, — 1, nous avons

1(,1) = I~ D)+ [ Tolt = )(F(.S(. ). 1(.8) +7Q( 5))ds.

Il en résulte que pour tout t >t — 1,
JATC, )l < JATAOI Dl [ 1A To(t-8) (. S 8). T(, ) F7QL. ) .
En utilisant 1'inégalité précédente, nous obtenons

JATC, )l < MGt = Dllp+ (Lj +7(0My + 1)V7) [* Mt = 5)ds.

Or, nous avons
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ce qui implique

M,
| AT 1)l < Ma(My + VP + (L +7(M, + 1)V

L’inégalité (2.21) en découle alors par 'inclusion Y* C C(f).
Ensuite, nous prouvons qu’il existe une constante strictement positive M,

indépendante des conditions initiales, telle que 'inégalité (2.8) soit vérifiée.

Pour cela, nous remarquons que ’équation

2Q _
ot

et (2.21)) donnent

O(x)] — (u(x) + Ka(z) +7(2))Q,

. OM
limsup [|Q(-,t)|] < ——.
t—00 H

Ainsi, I'inégalité ([2.8]) est valable pour M = My+ M+ G_MT‘”. Par conséquent,

il existe T' > 0 tel que
1S(x,t)| + [I(z,t)] + |Q(z,t)] < 2M, pour tout = € Q and t > T.
Finalement, choisissons une constante strictement positive

C>max{ max |S(z,?)], max |I(z,1)],2M}
(,4)eQx[0,T] (,4)eQx[0,T]

avec C' introduite dans (2.9). En combinant (2.8) et (2.9), on a f(.,S,I) =
f(.S,I). O

L’objectif du lemme suivant est de prouver la régularité asymptotique du
semi-flot ®(¢) : Xt — X% induit par la solution du probleme ([2.2)). Cela

peut étre montré en prouvant la condition de contraction x-contraction, (voir

Lemme .

Lemme 2.4. Pour tout ensemble borné B C X et pour toutt > 0, ’ensemble
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suivant est précompact dans C(§2) :
S = {/Ot e~ WOFROFOE=) (VI (-, 53 u0)ds = ug := (So, Iy, Qo) € B}.

Démonstration. Nous affirmons tout d’abord que pour tout [ € (0,%), l'en-

semble suivant est précompact dans C(Q) :

S - {/lt e~ OO VI(-. 52 ug)ds : g € B},

Pour le voir, de maniére similaire a la preuve du Lemme [2.3] nous choisissons

a > g de sorte que les injections Y, C C(22) C C(€2) soient compactes.

En utilisant la deuxiéme équation de (2.2)), pour tout £ € [/, ], nous avons
- - t -
1A (Dl < AT Dolly + [ 1ATo(E = $)f (., S 5), 1(.,5))lpds.

Ainsi, nous obtenons I'inégalité suivante :

MaHIOHP 1% t-e
P L LAQP M,
+ L {9 1

[ AaT (D)l < =,

Par conséquent, I'ensemble {I(-,¢;ug) : ug € B, € [I,t]} est borné dans Y.

Puisque (u(.) + k2(.) +7(.)) € Cp(Q) et Y, C Cp(R), il en résulte que S est

borné dans Cy(£2). Par la compacité de I'injection Cy(€2) C C'(2), on conclut

que S; est précompact dans C(£2).

Pour prouver que S est précompact dans C(2), il suffit, d’utiliser le Théoreme
d’Ascoli-Arzela, pour démontrer que S est équicontinue. Soit € > 0. Nous

pouvons choisir [ > 0 tel que

z _
/o e*(”(%’”(')ﬂ('))(tﬂ)@(m)l(m, s;ug)ds < =, pour tout = € Q et ug € B.

Wl M

Puisque S; est précompact dans C'(€2), il existe €’ > 0 tel que

t

/l’f o~ (@) TR 1@ E5) g (V[ (2, 5 ug) ds — /Z o~ @R W9V [ (y, 52 ug)ds| <

LWl M
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pour tout uy € B et x,y € Q avec |z —y| < €.

Il en résulte que

t

/Ot e~ B HR@) TV @ E=5) g (1) [ (3, 55 ug)ds — /o e~ W)W () [ (y, 53 u0)ds

IA

/Ol o~ @)+ O 0 ()T (2, 51 ug)dis /Ol o~y R )+ () (=)

+

y)1(y, s;up)ds

/zt 6—(u(w)+ﬁ2(w)+7($))(t—S)g(l.)](x’ s; ug)ds — /lt e—(u(y)Jr%:z(z»/)ﬂ(y))(t—&’)g(y)](y7 s: ) ds

<

pour tout uy € B et x,y € Q avec |r —y| < £

Comme € > 0 est arbitraire, on conclut que S est équicontinue. Par consé-

quent, S est précompact dans C'(£2). O
Lemme 2.5. Le semi-flot ®(t) induit par la solution de est une kK-

contraction.

Démonstration. Soit B un ensemble borné de X™, pour tout (Sy, Iy, Qo) €

B nous posons

P(t)(So, Lo, Qo) = P1(t)(So, Lo, Qo) + P2(t)(So, Lo, Qo), t >0,
®,(£)(So, Lo, Qo) = (S(.,t),I(.,t),/ote(.)Tg(t — 5)Ids), t>0,
et
®y(t)(So, Io, Qo) = (0,0, T5(£)Qo(.)), t>0.

Rappelons que T5(t) := e~ )R+t Dapres le Théoreme d’Ascoli-Arezela
nous pouvons démontrer que ®1(t)B est pré-compacte car la solution de S

(resp. I) est la somme d’une partie compacte et d'une partie précompacte,

et donc k(®1(t)B) = 0. De plus,
k(Po(t)B) < e k(D).
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En combinant ces deux résultats ci-dessus, nous obtenons
k(®(t)B) < e “k(B).

Par conséquent, le semi-flot ® est une x—contraction sur X*. ]

Théoréme 2.1. &(t) admet un attracteur global compact et connecté sur X+,

Démonstration. D’aprés Lemme [2.3] il en résulte que ®(f) est un point
dissipatif. De plus, le Lemme et le Lemme [2.31] impliquent que le semi-
flot ®(¢) est un k— contraction et d’ou asymptotiquement régulier. Finale-
ment, d’apres la Proposition m, ®(t) admet un attracteur global compact

connecté qui attire tous les points de XT. ]

2.3 Taux de reproduction de base

Un état stationnaire de ([2.2)) est la solution du systeme elliptique suivant
dsAS + A(z) — f(x,S, 1) — p(x)S =0, x € €,
diAT + f(x, S, 1) — (u(x) + ki(x) + 0(x)) L +v(z)Q =0, =€,
0@)T — (u(x) + rale) +7(2))Q = 0, )
(2.23)
avec des conditions aux limites de Neumann homogenes. Selon I'hypothese

(H;), nous déduisons que ([2.23) admet un unique équilibre sans maladie E :=

{(5,0,0)}. En linéarisant le systeme (2.2)) autour de Ep, nous obtenons

dS of . 4
i dsgAS — W(az, S,0)1 — p(x)S, t>0, €,
oI of

o = drd + = (x, S0 — (u(x) + ki) + 0(@2) +~v(2)Q, t>0, z e

%2 — 0) — (u(x) + mole) +7(2))Q, t>0. reQ

(2.24)
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Soit T'(t) le semi-groupe associé a la solution du probléme suivant

gﬁ =d;Al + gj;(x,g,())l — (pu(x) + k1(z) + 0(x)) ] +v(2)Q, t>0, x €

0Q _

5; = 0@ = (u(@) + (@) +7(2))Q, t>0, ze.
(2.25)
Observons que T'(t) admet le générateur
diA = (p+ K +9)+8f( S.0)
A= | HETHTR o1 7 (2.26)
0 —(p+ K2 +7)
On peut réécrire A comme A = B + F' avec
drA — 7
o | (1 + K1+ 0) ¥ (2.27)
) —(M + Ko + ’7),
et of
—(,5,0) 0
| a0 (2.28)
0 0

Notons par T'(t) le semi-groupe généré par B. D’aprés [94] la distribution
totale des nouvelles infections est donnée par

O A

Lo(x) = F(z) [~ T()é(x)dt, ¢ € C(Q,R?),
et le taux de reproduction de base R est défini par
RO = T([,),

ou (L) est le rayon spectral de 'opérateur £. Nous pouvons facilement vé-
rifier que les semi-groupes T'(t) et T'(t) sont strictement positifs. Il résulte du
Théoréme que A et B sont des opérateurs a résolvante positives.

Lemme 2.6. La borne spectrale de B, s(B) est négative.
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Démonstration. On peut écrire B comme suit,

drA — 0
| (4 K1+ 0) o _c4D
0 —(/L+/£2+’7)
avec
O — d[A—(,M—I—/ﬁ—FQ) 0
0 —(M+H2+’Y)
et

D(gg).

Soit S(t) le semi-groupe associé au systeme de réaction-diffusion linéaire sui-

vant :
(ZI = ;AT — (p(2) + ky(z) +0(2)), t>0 2€Q
; (2.29)
0Q
oy = 0@ = (n(z) + rax) +7(2))Q, t>0, 2 €Q

D’apres le principe du maximum fort nous obtenons que la solution I est stric-
tement positive puis nous déduisons que la solution () est aussi strictement
positive. D’ott S (t) est un semi-groupe positif et donc C' est un opérateur a
résolvante positive. D’autre part, on peut voir que s(C) < 0. De plus, B est
une perturbation positive de C. Selon le Théoreme [I.7], la borne spectrale

de s(B) a le méme signe que r(—DC™1) — 1. Maintenant, calculons le rayon
spectral de —DC~ 1.

Soit ¢ = (¢1, ¢2) € C(;R?), posons ¢ = —C~' D¢ avec ¢ = (1,1), alors
—D¢ = C1) et on obtient

—drAY; + (1 + K1+ 0)11 = Yo,

011 — (1 + Ko + )12 = 0,
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ceci conduit a

Y1 = (—diA + (p+ k14 0)) ' ygo == Ao,

thy = AHZZ%-V((_CZIA + (4 K1+ 0)) ") b2 = Az,

Ensuite, on pose L¢ := —DC ¢ = (A1, Ashs) pour ¢ € XT. Par récur-
rence, on a L"¢ = (A1 A3 1oy, AB¢s). 11 s’ensuit que

n n n n— 1
1A43]] < L") < (14317 + 1A P15 71 P)2, Vi > 2

d’ou,

A7 < 12715 < (A5 H]75) 5 (1| s + || Au][?)25.
En utilisant la formule du rayon spectral, on obtient r(—DC™1) := r(L) =
r(Ajy). Cela donne

0
/ 7—¢2dac
Qp+ Ko+
sup 5 5 .
sei @070 | (| VO + (1 + #1 + 0)¢*)da

r(-DC™ 1) =

Pour prouver ce lemme, il suffit de montrer que

1 . | (@Yol + (1 + k1 + 0)¢)da
— = inf >1.  (2.30)
r(=DC~1) " ¢eH (), p#0 ol 2
— ¢
Qp+ Ko+

Premiérement, supposons que I'infimum dans ([2.30)) soit atteint. Il en résulte
qu’il existe ¢* € H(Q2) et ¢* # 0 tels que

1 @V (k4 )0 da
T(—DC_1> N 79 *2 .
—¢"d
/ﬂ M+ Ko+ VQS !

7 9
Evidemment L < i+ K1 + 0 ce qui donne
[ N i

V0 2 2 2 1
/qus dr < /Q (dr|V o[>+ (ptr1+0)¢%)dz, pour tout ¢ € H(Q) et ¢ # 0.
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Donc,

ﬂﬂﬂﬂV¢P+(u+hq+9y#ym

0
/ 7—¢2dx
Qp+ Ko+

> 1, pour tout ¢ € H'(Q) et ¢ #0,

(2.31)
En particulier r(—DC™1) < 1.
Ensuite on suppose que l'infimum n’est pas atteint. Pour démontrer ([2.30))

on utilise le raisonnement par ’absurde. Supposons que

1

=pemy <1 (2.32)

alors il existe une suite {¢,}, dans H(Q) telle que

0
[ e =1
Qp+ Ko+

. (2.33)
/Q (dl\V%\Q + (1 + K1 + 5)¢i>dx — my

quand n tend vers I'infini. D’apres (2.33) nous obtenons que ||¢y||g1 ) est

uniformément bornée. Par la réflexivité de H(2) et I'injection compacte de
Rellich- Kondrachov, il existe une sous suite notée par {¢,}, et ¢* € H'(Q)

telle que
Vo, — V¢ in L*(Q), faiblement

b, — ¢* in L*(Q), fortement,
quand n tend vers l'infini. Il s’ensuit que,
Ve Pz < limint [ [V, 2dz
Jim | (g + K1+ 0)dpda = /Q(qu/ﬁ + )" d, (2.34)

0
/’y ¢*2dx:1.
Qu+ ket
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D’ou,

dy IV Pdat [ (utra+60)¢ do < dyliminf [ [V, da+ lim [ (utr1+6)g}da.

Cela, avec (2.32)) et (2.33)), conduit a

dp [ [VePde+ [ (p+ k1 +0)¢"dw < 1. (2.35)

D’autre part, comme ¢* € H(Q), par (2.31)) nous avons

’79 2

* |2 *2 *

En combinant ([2.36) avec la 3°™¢ équation de ([2.34)), nous arrivons a une
contradiction avec (2.35)). Par conséquent, r(DC™1) < 1 et donc s(B) <
0. ]

Le lemme suivant donne la relation entre le signe de la borne spectrale du
générateur A défini dans (2.26]) et le signe de Ry — 1.

Lemme 2.7.
(i) (Ro — 1) a le méme signe que s(A).
(ii) Ry est défini par

[ 92(.,3,0)¢%da
Ro = sup @0l

1 +
“HmWﬁ@(mwwﬁuu+m+ﬂui“wﬂm

(2.37)
Ko + 7y

(iii) (Rg — 1) et s(A) ont le méme signe que n°, ou 0" est la valeur propre

principale de

of

diAG = (p+ i+ 085050)0 + =2 5,000 =n’p x€Q,

(2.38)
% =0 x € 0f),
o

Démonstration. (i) Puisque B qui est défini dans (2.27)), est un opérateur
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a résolvante positive, on a
(M= B) o = [~ e MT(t)gdt, YA > 5(B), (2.39)

avec T(t) est le semi-groupe associé au probleme de B. D’aprés le Lemme
2.6 s(B) < 0, d’ott on peut remplacer A = 0 dans (2.39) et donc,

Bl = /OOO T(t)¢dt, Vo € X+,

Il s’en résulte que £ = —FB~! ot F est défini dans . D’autre part,
A est une perturbation positive de B et qui est un opérateur a résolvante-
positive. En utilisant le Théoreme , pour conclure que (Ryp — 1) a le
méme signe que s(A).

(i) Définissons
v Vit Vi | [ (u+r1+0) =
Var Voo —0 (1 + K2 +7)
et réécrivons F' comme

of

Fy1 F — .

e e a](,S,O)O
Fy Fy

Puisque Fi2 = 0, Fyy = 0, d’apres [94, Théoreme 3.3], on obtient
Ry =r(—FB™") =r(-FB"),
ou

0
By = diA — Vi + ViaVig ' Vay = diA — (pu+ 5y +60) + —————,
o7 po+ Ko 4y

Fi = Fyy — V1oV ' Fyy = 51

(z,5,0).
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a .
il s’ensuit que,

_ of R
—F B! = drA\ — )+ — )71
(“ABNG = — 5180 = (ut ki +60) + ) e,
of L N
= S,0)(—d;A 6—"——=)"1o.
oS O(did 4 ka0 S )

Finalement, nous concluons que

of , 4 el TN
= —d;A O———— :
Ry = T’(al( S,0)(—diA+ p+ Ky + u+/<;2+7) )

0
nous pouvons facilement voir que l'opérateur 8f( S 0)(—drA + p +
+ K . .
K1+ Qu)*l est fortement positive et compact. Alors, D’apres le
pt Ky +
Théoreme Krein- Rutman , Ry est une valeur propre simple associée a

une fonction propre strictement positive gg Celui-ci satisfait le probleme

suivant

7 x)+Ko(x 0 10
diA¢ — (M(I) + k1(x) + 0(x) M(x%(+3{7;(x)(+)7(x)>¢ + — R aj; (, S O)gb =0, x €,
on

(2.40)
Enfin, par une formule variationnelle standard, nous obtenons ([2.37)).

(iii) Le probléme (2.38) admet une valeur propre principale n" associée & une

fonction propre strictement positive ¢* sur €, c’est-a-dire

10 = (la) 4 ) + 0 A )0 + S 8,006 =0, 7 €

O
on

=0, x € 0.

(2.41)
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En multipliant les équations (|2.41)) et ([2.38]) par <§ et ¢* respectivement,

et en intégrant par parties sur (2. En soustrayant les deux équations

obtenues, nous obtenons

0
G—)&8&x50M$any/@fm

of
@ 9l

: 1 0
sions (1 — E) et n° ont le méme signe.
0

En raison de la positivité de / —(z, S 0)¢gb dx et / o¢*dx, les expres-

[]

Dans le lemme suivant, nous allons montrer que la borne spectrale s(A) de
A , définie en , est en réalité une valeur propre principale, a condition
que Ry > 1.

Lemme 2.8. Si Ry > 1, alors la borne spectrale s(A) est une valeur propre

principale de A.

Démonstration. Soit T'(t) le semi-groupe associé a (2.25)). Alors pour tout
(Ip, Qo) € C(Q;R2), nous posons T(t)(Io, Qo) = (I(.,1),Q(.,t)) avec

af
8]( S, O)I(.,s)+~v()Q(.,s))ds

Q1) = To()Qu(.) + [ To(t = $)6()I(.5)ds.

I(.,t) = To(t) (. +/T2t—s)(

Uy(4) (1o, Qo) = {O,Tg(t)Qo}, t>0. (2.42)

De maniere analogue a la démonstration du lemme 2.4}, on peut observer que
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Uy(t) est compact. Nous avons

a(T(t)) = a(Va(t) + Us(t) = a(Ps(1)).

D’apres (2.42) et T3(t) = e~ #0701 nous obtenons

a(Ws3(t) < [[Ws(t)]] < e

Par conséquent, en utilisant la définition de la borne de croissance essentielle,

nous obtenons

el T(1)) < —p. (2.43)
Comme 7.4(T(t)) = e“>==!  pour tout ¢ > 0. Alors,

Tess(T(t)) < e # <1, pour tout ¢ > 0.
D’autre part, d’aprés le Lemme 2.7] (i), nous avons s(A4) > 0. D’on

r(T(t) > Wt > 1, pour tout ¢ > 0.

Alors, ress(T(t)) < r(T(t)) pour tout ¢ > 0. Selon le Théoreme de Krein-
Rutman généralisé, la borne spectrale s(A) est la valeur propre principale

de A. C’est-a-dire, il existe une fonction propre strictement positive. (o2, ¢3)

telle que
diApy + g];(:v, S,0)y — (1(x) + Ki(z) + 0(x)) g2 + (2) 3 = s(A)ge, = € Q,
0(x)ps — (u(x) + Ko() + 7 (x)) 3 = s(A)ds, x € (.
(2.44)
]

En combinant le Lemme avec la définition de la borne exponentielle et
du rayon essentiel, nous obtenons

Corollaire 2.1. (Ryg— 1) et w(T'(t)) ont le méme signe.
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2.4 L’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous étudions la dynamique globale du systeme
quand Ry < 1. Tout d’abord, nous prouvons la stabilité asymptotique de
I’état stationnaire sans maladie Ej a travers les théoremes suivants.

Théoreme 2.2. Supposons que Ry < 1. L’état d’équilibre sans maladie E

est localement asymptotiquement stable sur X+.

Démonstration. Soit Ts(t) le semi-groupe induit par la solution du pro-
bleme (2.24). Selon le Corollaire 2.1, w(T'(¢)) < 0 lorsque Ry < 1. Ensuite,
il est évident que la borne spectrale de dgA — p vérifie s(dsA — ) < 0. De
plus, nous observons que la premiere équation de ([2.24]) est découplée des
deux dernieres équations. Ainsi, w(7Ts(t)) < 0. CQFD . N

Théoreme 2.3. Si Ry =1, alors Ey est localement asymptotiquement stable

sur X,

Démonstration. Supposons qu'il existe § > 0 et ug = (So, Iy, Qo) tels que
[luo = (5(.),0,0)]| <. (2.45)

Notons,

H(.,t)= SSE(’? — et b(t) := I;lélé({H(x,t),O}

Selon la premiére équation de (2.2) et en utilisant I'égalité dgAS(.) + A(.) —

1(.)S(.) = 0, nous avons,

OH VSVH A f(.,8,1)
T —dsAH — 2dg——— + S H = - 22270 2.46
o ° NS 1S 5 (2.46)

o7



VSV

ou T( t) est le semi-groupe positif généré par 'opérateur dsA + 2dg

A
3 De plus, il existe des constantes strictement positives o et N telles que
|T'(t)|| < Ne~®'. Maintenant, il découle de ([2.47) que
fozt
b(t) < max{T'(t)H(.,0),0} <[[T(t)H(.,0)[| < Ne _atl\* —1]| < N&°

ot S = minS(x).
z€el)

Soit T'(t) le semi-groupe induit par la solution de ([2.25)). Alors, la paire (I, Q)

solution de (2.2)) peut étre réécrite comme

of

H0) gy [ B0, gy [ 1656 Go) = 57050.0000) ) o)
Q('7t> QO() 0 0

D’apres (H;) (f est concave par rapport a I) nous avons,

( 1(.,4) ) B T(t)( Io(.) )+/OtT<tJ) (f(.,S(.,a),I(.,a)) SELCESRICTIN

Q1) Qo(.)
A S 0) of
Io() t SO~ — D35 6(
<T(t + [ Tt—0o S(.) a8
(t) ( o) ) | T(t=0) 0
(2.4
avec 0 est entre S et S. En combinant le fait que Ry = 1, le lemme 2.7] (i ) et

la corollaire 2.1], nous avons w(T') = s(A) = 0 et donc ||T'(¢)|] < N*, Vt >0

D’apres (2.48)-(2.49) et le fait que ||1o]| + ||Q0H < 0, nous avons,

max{||I(, )|, |Q(, D)} < N*6 + NSO

8581 s)I[1(., s)l|ds,

< N*6 + N*[|9(.)] e=o||1(., 5)||ds,

858["/
= N3+ N [l i,
(2.50)
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R Tf
0S01

ou N = N*||S(.)]| |. L’inégalité de Gronwall implique
1I(,1)|| < N*oe™s. (2.51)
Par (2.50)) et (2.51)), nous obtenons

s

O DI < N6+ N6N*5e [ emds < N*6(1+ N6S2). (252
0
8%

Comme f est concave par rapport a I, il s’ensuit que

of
GO 1) < T—
FS D) <IE0(,8.0),
et d’apres I’équation de S de ([2.2)), a partir de (2.3 et (2.51]), nous obtenons
S x5 Of
— > * )
5 dsAS + A(.) — p(.)S — N*de o 81( S,0)
Notons par @ la solution du probleme
ot . Lo xsOf
a—dSAu—FA(a:)— p(x)t — N*oe'a 8]( ,1,0), t>0, xe€f,
ot

an(a:,t) =0, t>0, xe€09,

u(x,0) = So(z), =z €.

(2.53)
D’apres le principe de comparaison, nous avons S(x,t) > u(z,t) pour (z,t) €

Qx [0, 00). Posons S(.,t) = a(.,t)— S5 ot S5 est Punique équilibre strictement

positif de (2.53)). La fonction S est la solution du probléme

S - Lo OAf ~
E—dSAS—,u( 2)S — N*de'a alﬁS(x’ul(x’t)’O)S’ t>0, ze€Q,
gi(a:,t):Q t >0, r € 05,
S(z,0) = So(x) — Ss(x), x € Q,

(2.54)
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ou 1 est une valeur entre @ et Ss. La résolution de ([2.54]) donne,

S(.1) = Ti)(So() ~ $5()) — [ Ti(t —0)N"be™ aé;éfs( i (., 0),0)3(., 0)do,

avec T est le semi-groupe généré par dsA — p associé a la condition de
Neumann. Remarquons que ||T1(¢)|] < Me™# pour tout ¢t > 0 et pour un

certain M > 0. Ainsi, nous obtenons,

18( )] < Me™[|Sp(.) — S5()]| + N*ge™

e )15, 0)|do,

8[ (98

En appliquant 1'inégalité de Gronwall, nous obtenons

1SC Ol = l[a(,t) = Ss()I] < MI|So(.) — Ss()] e 2",
02 f
BIGKS

K < p/2, nous trouvons,

avec K = || ||N*(5e " M. Choisissons un § > 0 trds petit de telle sorte

(., t) = S5(.)]] < M1So(.) — Ss(.)/]e” .

Maintenant, rappelons que 1’équilibre trivial Ej := (S 0,0) satisfait (2.45)), il

s’ensuit que |[Sy — S|| < 6 et donc

S(,t)=8() = a(.t)—S() =a(,t) = S5(.) + S5(.) — S(),

> —M]|So — Ss(.)lle"=" + 85(.) — S(.),

> —M(|ISo(.) = SO+ 1ISC) = SsOID) = 1155() = SO,
d’ot,

S(,t) = 8() = =Mé— (M +1)||95(.) = SOI. (2.55)

D’autre part, (2.48) donne

(2.56)
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D’apres ) et (2.56]), nous avons

I1S(.,t) = S()]| < max{m+ (M + D[185() — 30)I, N5H5( )H}

Ceci avec }sir%g(;(.) = S(.) et (2.51)-(2.52)), donne
—

Par conséquent, Ej est localement asymptotiquement stable sur X*. ]

Théoreme 2.4. Supposons que Ry < 1. L’équilibre sans maladie Ey de

est globalement asymptotiquement stable sur XT.

Démonstration. Nous définissons d’abord un sous-ensemble

= {(SO,IO, Qo) € X*t, Sy(x) < S(x), pour tout x € Q},

ot S est l'état stationnaire strictement positif de ([2.6)). Nous commencgons

par montrer que pour toute condition initiale (Sp, Iy, Qp) € XT, nous avons

w(So, In, Qo) € D, ot w(Sy, Iy, Qo) est 'ensemble des w-limites de (Sp, Iy, Qo).

En utilisant le principe de comparaison standard, nous obtenons S(z,t) <

S(x,t) pour tout & € Q et t > 0, ot S satisfait le probleme (2.6). De plus, en

utilisant la méme idée que ci-dessus, nous prouvons que, si S(x,ty) < S (x)
pour un certain ¢y > 0, nous avons S(z,t) < S(z,t) < S(z) pour tout z € Q
et t > ty. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que t; = 0. Cela

implique que D est invariant.

Supposons que S(z,t) > S(z) pour tout = € Q et ¢t > 0. Ainsi, de maniére

similaire a ce qui précede, nous obtenons

S(z) < S(z,t) < S(x,t) pour tout x € Qet t > 0.

Selon le Lemme 2.2 nous avons S(z,t) — S(z) lorsque ¢ — oo pour tout

xr € €. Cela montre que w(Sy, Iy, Qo) C D. De plus, si I’état sans infection
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Ey attire tous les profils initiaux dans D, alors w(Sp, Iy, Qo) N W¥(Ey) # 0,
ou W*(Ey) désigne la variété stable de Ej. Par conséquent, nous pouvons
appliquer le Lemme et le Théoreme m pour montrer que w(.Sy, Iy, Qo) C
Ey et ainsi Fy est globalement attractif dans X*. Nous nous concentrons sur
la démonstration que I’équilibre sans la maladie Ej est globalement attractif

restreint au domaine invariant D.

Nous considérons le semi-flot ® induit par (2.2)) restreint au domaine invariant
D et montrons que Ej attire toutes les solutions dont les données initiales
appartiennent a D. Pour cela, nous définissons la fonction de Lyapunov sui-

vante

V(t) = ; A (12(g;,t) + ggcﬂx,t))dw.

En prenant la dérivée le long de la solution de ([2.2)), nous obtenons

C?t/ :/Q ([[dIAI+f('7sa I)—(u+m+9)1+7Q]+gQ[91—(M+'f2+7)@])dl‘-

Selon I'hypothese (Hy) et le fait que S < S nous avons,

<9

< S50

f(.,S,1)
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Ceci mene a,

dv of
< B 2 4
W (v s
of
2
< [ (Vi + Shs.0r
2
_ 2 gy — prraty, |0
(n+m+0)I%) do 7/9(( oY ,u+/<;2+7]>
+7912> d
pt Ky 4
/( 4| VI + <af( S.0) — (/H—/-@H—HM))F
pt Ko 4y

it
7( — ¢~ ,u+/<:2+7))dx

Puisque Ry < 1, nous avons

(2.57)

2 af U+ K1 9
/Q(_dflvd)‘ (31( S 0) — (N+’{1+9W)>¢> dx < 0,

pour tout ¢ € H'(Q) et ¢ # 0.

av
Par conséquent, r < 0. De plus, soit M le plus grand ensemble invariant de

dVv .
D pour lequel i 0. Nous affirmons que M = E; := {(5,0,0)}. En effet,

pour Ry < 1 et a partir de (2.57)), nous obtenons facilement (1,Q) = (0,0).

De plus, en utilisant la premiere équation de ([2.2)), nous obtenons S = S.

v
Pour Ry = 1, 'expression (2.57)) donne () = —— . En remplacant ce
H+ Ko+

résultat dans la deuxieme équation de (2.2)), nous obtenons que I < I ot I
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satisfait

g ) of .o o p(z) + ko) T

5 = iAT + 27(x,5,0)] (M(l“) + () + 9@)#(3:) + ko () + () "
t>0, z€Q,

oI

el Q.

o 0, €0

(2.58)

En multipliant la premiére équation de (2.58) par I et en intégrant sur

nous obtenons

th/ I(z,t dx—/ { d1|VI|2+af(:L' S,0)I <u(:13)—|—/11(x)

B (2.59)
o) M) ”2( ) )] da
() + ra(x) + v(2)
En utilisant le fait que Ry = 1, nous déduisons
dt/ (z,t)dz < 0. (2.60)

Enfin, si I'on prend deux solutions de (2.58]) avec la méme condition initiale,

on obtient I = 0 par (2.60). Ainsi, la seule solution de (2.58) appartenant

a lensemble invariant M est I = 0. Par conséquent, I = 0. En raisonnant
de maniere similaire a celle pour Ry < 1, on obtient que M = Ej. Par le
principe d’invariance de LaSalle, Ej est globalement attractif dans D. En
combinant ce résultat avec les Théoremes et 2.3 nous déduisons que Ej

est globalement asymptotiquement stable pour Ry < 1. []

2.5 La persistance uniforme de ’état endémique

Dans cette section, nous prouvons principalement la persistance uniforme des
solutions de ([2.2)).

Pour prouver le théoreme de persistance uniforme, nous devons définir
Xo = {uo = (So, Io, Qo) € X" : Iy #0 et Qo # 0},
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8X0 = X+\X0:{U0:(50,IQ,Q0)EX+Z [OEO ou QOEO}

il est évident que XT = X, U 09Xy, Xp N 0Xy = 0 et Xy est un ensemble
ouvert.

Théoreme 2.5. Supposons que Ry > 1, alors pour toute condition initiale
uy = (So, I, Qo) € Xy, il existe § > 0 tel que la solution w = (S, 1,Q) de

satisfaisant

min { liminf S(., %), liminf 7(.,¢), liminf Q(., t)} >, uniformément sur ).
t—00 t—00 t—00
(2.61)
De plus, admet au moins un équilibre strictement positif.

Démonstration. Pour prouver la persistance uniforme des solutions de ([2.2)),
nous devons vérifier toutes les conditions de Théoréme .28 .
Nous montrons d’abord que

O ()X, C Xg pour tout t > 0. Soit ug € Xy, alors Iy # 0 et @y Z 0. Pour tout
Iy # 0, I'équation de I dans ([2.2]) est satisfaite,

I
275 > diAI — (p+ k1 + 0)1,
I(.,0) = I,

avec des conditions aux limites de Neumann. D’apres le principe du maximum

et Iy £ 0,ona I(x,t) > 0. Ensuite, pour tout Qy Z 0 il en résulte de I'équation
de @ du probleme (2.2)) que

Q) = e et gy 4 [ Uit =g 1 s)ds (2.62)

ceci implique Q(z,t) # 0 quel que soit (x,t) € Q x (0, 00).

Soit w(up) Pensemble w-limite de ug. Nous affirmons que w(uy) = {Ep} pour
tout ug € My := {ug € 0Xy : P(t)ug € 0Xy, Vt > 0}.

Pour uy € My, nous avons soit I(.,t) = 0 ou Q(.,t) = 0 pour tout ¢ > 0. Si
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la premiére est vraie, le Lemme [2.2] et (2.62) affirment que S(.,t) — S(.) et

Q(.,t) — 0 quand ¢ tend vers l'infini, uniformément sur Q. Pour Q(.,t) = 0
pour tout ¢ > 0, encore une fois, le résultat est obtenu a partir de (2.62)) et

le lemme [2.2] Par conséquent, I’ensemble w-limite de ug est le singleton FEy.

Soit ug = (S, Iy, Qo) € XT et définissons p : XT — [0, 00) comme

p(up) = min {minly(.), minQ(.)}.

zef) xef)

Notons que p(®(t)uy) > 0 pour tout ug € p~1(0,00) U (Xy N p~1(0)). Donc p

est une fonction de distance généralisée pour le semi-flot ().

Nous affirmons que W*(Ep) N p~1(0,00) = 0, ot W*(Ep) est la variété stable
de Eb.

En effet, nous devons montrer qu’il existe n > 0 tel que

lim sup||®(t)ug — Ey|| >n pour tout uy € p~ (0, 00).
t—o00

Supposons par I'absurde que pour tout 7 > 0 il existe ug € p~1(0, c0) tel que

limsup||®(¢t)up — Eo|| < n. Soit (S(¢,.),I(t,.),Q(t,.)) la solution correspon-
t—00

dante. Alors, il existe t; > 0 tel que

S(,t)>S()—mn, I(,t)<n et Q(.,t)<n pourtout t>t;.

Selon (Hy), quel que soient z € Q et S > 0 la fonction f(x,S,.) est concave.

f(x7 S? I)
I
pour tout z € Q et S > 0. Donc,

f('7 777)
y

Ceci implique que la fonction est décroissante respectivement a [

fl 1) > I pour tout I <n.
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Maintenant, pour ¢ > t; les équations (I, Q) de (2.2) vérifient

A

oy 2 dar 4+ TEE I ) ) 4 04 4(@)Q, 2 e,
B> 0) — () + afa) + (), reQ,

Donc (I, Q) est une sur-solution du probléme suivant

A

aauf = dIA’(U2 + f(.fU, Sn_ n, n) Wy — (,U(I') + Hl(iC) + (9(;5’))“}2 —+ ’7(37)11)3, T € Q’
a@uf’ = 0(Jwz — (u(@) + ra(@) + y(@))ws, req.

avec des condition de Neumann. Notons par A, la valeur principale de

b = ditSgn + B g, () 4 ) + 0062 + 9 (0)n, 2 € 9,
Ap3 = 0(x) b2 — (p() + wa(x) + 7(2)) @3, x € ),

avec une fonction propre strictement positive (¢4, ¢1), dont I'existence peut
étre prouvée en raisonnant de maniere similaire a la démonstration du Lemme
. Vu la continuité de A, par rapport a 7, nous pouvons voir que A, tend vers
s(A) (défini dans (2.44))) lorsque 7 tend vers 0. Ainsi, en utilisant le fait que
Ro > 1 et d’apres le Lemme 2.7} (i), la valeur spectrale s(A) est strictement
positive et donc, nous pouvons choisir n > 0 suffisamment petit pour que
Ay > 0. Ensuite, en considérant la positivité des solutions de , Nnous
pouvons supposer que (I(.,t1),Q(.,t1)) > &(¢3, 1) pour un certain £ > 0 et,

par le principe de comparaison, nous avons

(I(., 1), Q(., 1)) > (EpBeMU=M) gpieM=M)) vt > ¢,

Ce résultat conduit a une contradiction lorsque t — oo et a la bornitude de
I et Q.
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En combinant ce résultat avec le Théoreme [1.28, nous obtenons
min {llggfl(., t), hgg}f@(., )} >mn.

De plus, selon I'hypotheése (H;) et le fait que S, I sont bornées, nous avons
|f(.,S,I)| < L|S|, il en résulte

%‘jzdsAS+A—(ﬂ+L)S.

Alors, il existe une constante 7, telle que li{g infS(.,t) > n. L’assertion (2.61
(©.¢)

est vérifiée 0 = min{n, m }.

Pour l'existence d’un état stationnaire endémique, nous appliquons le Théo-
réme [1.29, En effet, les Lemme et impliquent que ®(t) est un point
dissipatif et un k-contraction. De plus, My est un ensemble convexe, par
conséquent toutes les conditions du Théoreme [1.28| sont vérifiées, et nous

obtenons ainsi l'existence d'un état stationnaire endémique noté par E* =

(5(x), I*(x), Q" (). O
2.6 Stabilité globale de I’état endémique stationnaire

Comme I'étude de la stabilité de I'état d’équilibre endémique pour un mo-
dele avec deux taux de diffusion est un probleme ouvert. Nous proposons,
dans cette section, d’étudier la stabilité dans le cas homogene et dans le cas

hétérogene avec un seul taux de diffusion.

2.6.1 Cas homogene

Dans cette sous-section, nous montrons la stabilité asymptotique globale de

I’état endémique stationnaire E* pour (2.2) dans le cas homogene, ou E*
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satisfait

A= f(S.1) = puS =0,
f(S, 1) = (p+ k1 + ) +79Q =0, (2.63)

0 — (u+ k2 +7)Q = 0.

Donc le taux de reproduction de base R devient

of A
aJIC(M, 0)(p + K2 + )

Ro = .
"t m ) () — A0

Théoreme 2.6. Supposons que Rg > 1, alors admet un unique équi-

libre endémique E*.

01
pt kg4
En additionnant les deux premieres équations de (2.63)), nous obtenons que

Démonstration. D’apres la 3¢ équation de ([2.63)), nous avons ) =

Al ko +7) = (w1 +0)(p A+ w2 +7) =261

S =
u(p+ K2 + )
A(p+ k2 +7) ]
De plus S > 0 quand [ € |0, .
P b (1 + 1+ 0) (i + iz +7) — 20

En substituant S et ) dans I’équation de I de (2.63)), nous obtenons

(1) .:f(A(M+ﬁ2+7)—[(M+/€1+9)(u+;@-2+7)_79]] [)
| p(p+ kg +7) ’ 2,60
0 '
—(u+m+9)1+W1:o,
A(p 4 kg +7)

Evidemment, $(0) = 0 et Z( ) = —-A <0. De

(h+ K1+ 0) (1 + K2 +7) — 70
plus,

(H+r1+0)(u+ K2 +7) — 70
W+ Ko + 7y

()= JRo ).

Donc, lorsque Ry > 1, 3(I) est strictement positif pour des valeurs suffisam-

ment petites pour I. Alors il existe au moins un I* > 0. Maintenant , pour
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démontrer 1'unicité de I*, il suffit de prouver que 3'(I*) < 0. Ainsi, par des

calculs simples, nous avons

ey ROt R +7) —v00f o e L OF e ey f(STTY)
=) = p(p + Ko + ) 8S<S’I) 8](5 1) - r- 7

Par (H;), on peut voir que >'(I*) < 0. De plus, 3(.) est strictement décrois-
sante dans le voisinage de I*. Enfin, la continuité de > implique I'unicité de

I’état endémique stationnaire E*. ]

Maintenant, nous pouvons montrer la stabilité locale de 1’équilibre stricte-

ment positif du systeme.

0
Théoréme 2.7. Supposons que Ry > 1 et aJIF(S*,I*) > 0. Alors E* est

localement asymptotiquement stable dans X .

Démonstration. Le systeme linéarisé de (2.2)) a E* est
dU

—r = DAU + J(E)U. (2.65)
ou D = diag(dg,dy,0) et
-y s 0
S ol
J(E) = 6)f(s* I*) 6)f(s* I*) = (u+ k1 +6)
aS o1 g 7
0 0 —(,M + Ko + ’Y)

comme dans [89], soient 0 = \; < Ay < ... — oo les valeurs propres de —A
sur §2 avec une condition au bord de Neumann et F()\;) 'espace des fonctions
propres associées a A;, ou (i = 1,2,...). Soit {¢s;|7 = 1,2, ..., dim(E(N\)} la
base orthogonale de E();) et X;; = {c¢;;, c € R*}. L’équation caractéristique
de est formulée comme suit

P(p.) = 11 4 aspi + aspi, + a1 = 0,

70



ou,

0 0
as :AZdS-FM‘i‘&];(S* ]*)+)\Zd]+,u+li1+9—aj;(5* ]*)+M+/‘€2+7,
0y = <A1d1+u+/{1+0 (s, 1))(M+,@2+7) 10+ LS IS T,
0 0
+ (Aids+u+$(3* ]*)) X </\id1+ﬂ+51+9_8§(5* ]*)+/L+m2+’y>
[ aJC * *
2.
((Aid1+ﬂ+m+0—al(5 ))(u+52+7)—v9>]
+ o5 st e,
En utilisant la concavité de f par rapport a I énoncée dans (H;), nous obte-
nons ( )
of Js I o,
I — = ) — ———.
ar )= e
ceci donne u+ﬁ1+9—g‘§(5* I > ,u+/ze+’y > 0. Donc, a; > 0, ag > 0 et

az > 0. De plus, il est facile de voir que azas —a; > 0. En appliquant le critere
de Routh-Hurwitz, nous déduisons que E* est localement asymptotiquement
stable. u

Pour prouver l'attractivité globale de 'état stationnaire strictement positif,

nous devons ajouter ’hypothese suivante

(I8R5

I f(S,I%)
Remarque 2.1. L’hypothese est valable si f est une fonction concave

croissante par rapport a 1.

Théoreme 2.8. Supposons que est vérifiée. Supposons aussi que Ry >

0
1 et af(S* I*) > 0. Alors, l’état endémique E* est globalement asymptoti-

quement stable dans X.

— 1) <0, pour tout S > 0. (2.66)

Démonstration. Pour y > 0, posons h(y) = y — 1 — logy. Notons que
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h(y) > 0 et h(1) = 0. Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante

W(t) = [ (Wi,t) + Wa(a, t) + Wi, t))da,

z, * I
Wilat) = S(a.t) — 5 — [0V L) g

s+ f(z 1)

Wz, t) = I*h ([(f;t)> ,
Q" (Q(ﬂ%ﬂ)

4y + R Q)

En prenant la dérivée de Wi(.,t) le long de la solution de (2.2)), et en utilisant

W3(£U, t) =

le fait que 1’état stationnaire satisfait

nous obtenons,

avvéi"t):(1_M)(dSAS+A_ﬂS_f(Snl))
o, fsm ) g1 fEL)
- (1-Jr Jas +us-9(1-F23) e
(o fSRI)Y UCKEY
1= ) - 0+ s

Ensuite, puisque

fOS5I) +9Q" = (p+r + 0) 17,
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la dérivée de W(.,t) donne
8W2

| )dIA]+f(S]) (1 + k1 + 0)T +Q)

1 - ) GAT+ F(S.T) — F(S, 1)V — (4 0+ 1)) T + 0

i
I*
]* * * I
_ 1—>d1A]+f(S]) 708, 1) = (5" I)F—vaﬂQ

>!<

2=
(
+ (40 + k)T —ny
(
+ f(55 1) + Q" —va

Maintenant, nous calculons la dérivée de Ws(.,t). En utilisant le fait que

0" = (u+ Ko +7)Q7,

nous avons
OWs(., 1) v < Q*)
= 1— <) (0 —
5 pr—— 0 (07 — (1 + Ko +7)Q)
S (91 L 61) ~1Q
B ~OI B vOIQ)* 0 '
u+/-€2+7 (n+ratnNQ
Q1

=% Q —@ -7y ¢
I Q
En additionnant tous les termes ci-dessus, nous obtenons

AW (¢ f(5*, I I
o _y (1_ f((s,1*>))d5“d“/fz(1_1> AT do

. S5 17)
‘|‘/QM(S _S) (1 o f(S,I*)) dx

FIS.17) LF(S717) I f(S,1)
s ([f(SI*) I 1+f(S,I))dI

f(s, 1) I* f(S, I%)

_/ Q" (fQQ* g*[* 2) dx.
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En ajoutant et en soustrayant le terme suivant

N N ICETY 'f(5,1) Lf(S,17)
s i 7+ s 1) s )

nous obtenons,

AW (t) F(S*, T7) I*
- _/Q (1_f(5,1*)) dSASda:+/Q<1—I> d; AT da

[ u(s =) (1—];(59]]))) df’f‘@f(s*’]*)(h (];‘%11)))

+ﬂﬁJwA(£—ﬁ§ﬁD(?353‘de

rQ [oT1\
_/ ~Q* (\IIQ* JQI*) dx.

En appliquant I'intégration par parties aux premier et deuxieme termes, nous

(2.69)

trouvons
of
AW 255, I7) VI 2
dt(t) < —dsf(S°, 1) [, 8% g VSl e —d I VIE
. S5+ 17)

+ [ u(S —S)(l— f(SJ*))dx

a7 fem) s )
Par conséquent, a partir de (2.66|) et (Hj), nous obtenons Wt(t) < 0. Donc,

le plus grand ensemble invariant pour lequel {% = 0} est le singleton E*.
En appliquant le principe d’invariance de LaSalle, nous concluons que E* est

globalement asymptotiquement stable. ]
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2.6.2 Attractivité globale de I’état d’équilibre endémique dans le cas spatiale-

ment hétérogene.

Nous obtenons I'attractivité globale de 1’état stationnaire strictement positif
dans le cas particulier hétérogene ou dg = 0, c’est-a-dire lorsque seuls les

individus infectés diffusent. De plus nous posons 'extension de ([2.66)) comme

suit
I f(z,S,1)\(f(z,5,I
(I*_f(x,S, [*)) ( F@.5. D) —1) <0, pour tout S >0 et x € Q. (2.70)

Théoreme 2.9. Supposons que soit satisfait et que le taux de diffusion

ds = 0. Supposons également que Ry > 1. L’état endémique stationnaire

(S*(z), I*(x), Q*(x)) pour est globalement attractif dans Xy. De plus,
(S*(z), I*(x), Q*(x)) est Uunique état endémique stationnaire pour (2.3).

Démonstration. D’apres le Théoreme [2.5) un état endémique stationnaire
existe si Ry > 1. Pour en démontrer la stabilité, nous construisons une fonc-

tionnelle de Lyapunov comme suit :

W(t) = /Q r (Wl(ac,t) + Wz, t) + Wg(:c,t))d:c,

avec

Wae.t) = (1) — §*(x) — /SZ;) f(?(f*ix;;(l;gf))

w%%w:]%(ﬂaﬂ)’

dz,

I*(z)
@ Q(x,1)
Wﬁ%ﬂ_u+v+&f(@%@)'

(0]



Remarquons que I'état endémique stationnaire (S*(.), I*(.), @*(.)) satisfait
A= f(.,5% 1) + uS*,

drAL" + f(, 8%, 1) + Q" = (p+ k1 + 0)I7, (2.71)

0T = (1 + Ko +7)Q".

En calculant la dérivée de Wi(.,t) le long de la solution de (2.2)), en utilisant

(2.71)), nous obtenons

o * f(75*7l*) * T* f(aS*v]*)
= pu(S —5)(1—W> + (8% )(1_W)
f(., 8% 1)

— (.8, D)+ f(., S8, 1) (W

La dérivée de Wy(.,t) est donnée par

8W2

*

1—> (AT + F(, S T) — (i + 51+ 0)T +~Q),
1—) diAT+ f(.,8,1) — f(.,S,])I—(u+9+m)I+’yQ

o=
(
-

I
[*
(u+60+r)I —'yQ
I I .
1—>d1AI+f( ) f(.8.1) — 7diAl
* * I *

I*
FAAT + (81 +9Q" = 1Q
(2.72)

En prenant la dérivée de Wi(., 1)

OWs(.,t) v ( Q*

ot i+ kot 1_62)(9]_(“”{#7)@)

[ *
=70 —1@ - % +1Q".
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D’otu, nous avons

AW (t) ‘o fla, 5% 17)
- :/QMI ($* = 9) (1— f(x’sjl*)>da:

i . s f(x, S, I") I f(x,S, 1) If(x,S,I")
+ T i@ s )( T @S ) If(as T I*f<x,s,f>)dx

5" I*)(I flx, S, 1) I " f(x,S,]))dx

@8I i@ ST

— [ rQ (\lfQ%_Jg]{YdQC
+dI/Q[*<<1—I*>AI+<1—>A[>d

En utilisant la premiere identité de Green et les conditions aux limites de

Neumann, nous obtenons

i |, (1—I*>AI+<1—>A[ dx

g wres (oo ) o

or~ I* 9I\?
S — < 0.
dl/ Z (81}2 I@x) dz <0

dx

En procédant de maniere similaire a I’argument menant a (2.69)), en combi-
nant cela avec (2.70]), nous obtenons

aw
dt =0.

De plus, le plus grand sous-ensemble invariant

M= {(SIQ) d;tv_o}

est le singleton {(S*, I*,Q*)}. D’apres le principe d’invariance de LaSalle,
on déduit que (S*, I*,Q*) est globalement attractif dans Xy quand Ry > 1.
L’unicité de I’état endémique stationnaire est une conséquence directe de

lattractivité. O
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2.7 Le role de la quarantaine dans le contréle de I’épidémie

Dans cette section, nous nous intéressons au profil asymptotique de R et
de I'état endémique stationnaire lorsque les taux de diffusion des infectés et
des susceptibles sont soit faibles, soit élevés. Nous faisons également appel
a la notion de taux de reproduction local pour déterminer les intervalles
appropriés du taux de quarantaine permettant de réduire ou d’éliminer la

maladie.

Nous introduisons les ensembles

T = T %33 AQ: X K1\ T Iu(x)—i_ﬁ;z(x)
i = {re s P 80,0 > uo) 4 ) + o) SO0
et

=1z a—fa: Am X kilx X M($)+K2(aj)
H —{ e 2 (0.8(@).0) < @) + ma (@) + 60 >M(x)m(x)ﬂ(x)}.

Comme indiqué dans [3], nous disons que H" et H~ sont respectivement les
ensembles de sites a haut risque et a bas risque. De plus, nous disons que )
est un domaine a bas risque si

0 H+ Ko

)dx
pt K2 4y

af 4
/Qa[(.,S,O)d:L‘</Q(,u+m—I—

et un domaine a haut risque si le contraire se produit.

2.7.1 Profile asymptotique de R,

Le lemme suivant décrit la sensibilité de Ry au coefficient de diffusion des
infectés d;. La preuve est presque similaire a celle du [3, Théoreme 2|, et nous
omettons les détails.

Lemme 2.9. Supposons que H~ et H' sont des ensembles non vides. Soit

Ro défini dans ([2.37). Les affirmations suivantes sont vérifiées.
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1. Ry est décroissant en dj avec

9 (.5.0 _
hmRo max{ ol T :xEQ},
dr—0 (M+Hl+9m)

et 5
/ f( S, 0)dx
hmR @0l )
dr—00 0= /( + K —{—HM)CZ:C
o\t M p+ Ko 4y
2. Si of
[+ Ko
/Q(‘?I( SOdJ:>/ +/€1+0M+/€2+7)d$’
alors Ry > 1 pour tout dy > 0.
3. Si of
M+ Ko
/98]( SOdw</ +m+9/~6+/‘€2+7)dx’

alors il existe dy tel que Ro > 1 quand dy < dj et Rg < 1 quand d; > dj.
Remarque 2.2. A la lumiére du troisiéme point du Lemme et pour une
valeur appropriée du taux de diffusion dy, le choix d’une valeur adéquate du
tauxr de quarantaine 6 permettra de modifier ’environnement spatial pour
inclure un domaine a faible risque, ce qui rendra possible l’éradication de la
maladie infectieuse. En d’autres termes, si, par exemple, 0 satisfait

H+ Ko

(9f

oI~ a,

avec § = min 6(x), alors I’épidémie peut étre controlée pour un choix approprié

zef)
de d[.

2.7.2 Le role de la quarantaine

Contrairement au Lemme [2.9] voir également la Remarque [2.2] nous discu-
terons du réle de la quarantaine dans la maitrise de I’épidémie sans aucune
restriction sur d;. En d’autres termes, pour chaque d; > 0, nous nous de-

mandons s’il est possible de contenir la maladie infectieuse. Nous voulons
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également savoir si le controle de 'épidémie est applicable lorsque certains

de ces individus en quarantaine rechutent en redevenant infectieux.

Pour surmonter ce probléme, nous supposons que 1’épidémie se propage en
I’absence de la classe de quarantaine et que le systeme ([2.1)) devient un modele

SIR classique, a savoir

05 =dsAS + A(z) — f(x,S,I) — p(z)S, t>0, ze€Q,

3
g

=d;AI + f(x,S, 1) — (u(z) + k1(x)I, t>0, x€Q,

(2.73)
gg = dpAR + r1(x)] — p(z)R, t>0, z€Q,
ol OR
R gy 0f2.
on  on on "e
Soit Ry le taux de reproduction de base de (2.73)) qui est défini comme
0 A
/ f(x, 3,0)¢%dx
R = sup 201 :
pcH (Q)#ﬁ#O/Q (df\ngz\ + (N(x) + /11(37)>¢2) dr
avec S la solution de
—dsAS = A(z) — p(x)S, €
08 (2.74)

— =0, x € 0.

Soit ¢ € C (Q) la fonction propre associée a R3'E. Cette fonction Y satis-
fait
of

~ N al(xagﬂo) ~
d[AAw — (u(z) + k()Y + R@”R¢ =0, t>0, x €, (2.75)
% =0, x € 0.
n

Nous supposons que ’épidémie se propage en 1’absence de quarantaine, ce qui

signifie que . Ensuite. nous déterminons une relation entre e
fie que R51# > 1. Ensuite, dét lat tre RS et
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f et discutons de la possibilité d’obtenir Ry < 1 pour certaines valeurs de 6.

Lorsque cela se produit, la quarantaine peut contenir 1’épidémie.

Selon (|2.40)), (;AS est la fonction propre associée a Ry. En multiplions 1’équation

de (2.40) et (2.75)) par 12 et gg, respectivement. En intégrant les équations

résultantes sur €2 et en les soustrayant, nous obtenons

Of 4 an _1/af

0 gl S 0)Yddr = Ro Jo o1

/Q M (.3 )@bqbdx

1
dx
p+ Ko 4y & +RSIR

Donc,

Rt [ 2L 8,0)pdda
Ry — 001
RSIR (1 + K2)0 i + aof

L S,0) |¥d
/Q(o e TG ,))ww
évidemment, & partir de (2.76)), nous avons que Ry < R3'F. De plus, obser-

vons que Ry < 1, si seulement, si

0 -~ 1 0 R
Jo 0 G o (1 ) [ Sh S0)ddar. ()

(2.76)

L’inégalité (2.77)) donne une relation entre la quarantaine et le taux de rechute
ainsi bien que R Si (2.77) est vérifiée, la quarantaine aide a contenir
I’épidémie. Par conséquent, une condition suffisante pour (2.77)) est

1 of
). (1= 1) Jo p (5, 00 6da

N _ptke AngSda:
O p+ Ko+

(2.78)

avec 0 := min 0(x).
x€)

Remarque 2.3. Notons que qg dépend de 6 et RO. Ainsi (2.78) n'est pas

toujours vérifiee. Cependant, le membre de droite de est une quantité
bornée en 0. Ainsi, on peut toujours choisir 0 vemﬁant . De plus, si

nous considérons l’espace homogene, c’est-a-dire que toutes les données sont
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constantes, alors par des calculs simples, devient
of ,

1 7(570)
0> (1 — =o)L
Ry P+ Ko
o+ Ko+

2.7.3 Profils asymptotiques de I’état endémique stationnaire

Dans la suite de cette section, nous supposons que
(Hg) f(x,8,1) = f1(S)fo(z, 1), € Q, S>0, I>0,avec f; € C'(R,)
et f2 c CQ(Q X R+)

s
(H3) fi est strictement croissante sur R, et lim sup fils)

< oo avec f1(0) =
s—00 8
0

(H4) fo est une fonction concave, strictement croissante par rapport a [
sur Q et fo(.,0) = 0 sur Q.
Posons gp, : Ry — R telle que

A — us
gaulS) = , 2.79
et notons
[+ Ko
Ky := + +—). 2.80
0= (1 + K1 T +7) (2.80)

(Hs) La fonction gy, est strictement décroissante et notons par g, ., (s) son

inverse.

Notons aussi,
FQ('? S) - fl(g/:i(f?(? S)))
(Hg) 1l existe une constante strictement positive B telle que Fy(., M) fo(., M) <

KyM pour tout M > B sur €.
Remarque 2.4.

(i) Selon (Hy), fa(.,s) est une fonction concave par rapport d s sur Q, il

en résulte que

est une fonction décroissante sur ) et s > 0.
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(71) D’aprés (Hs)-(Hs) nous observons que Fy(.,s) et Fy(.,s)———=
des fonctions strictement décroissantes sur Q et s > 0.

Remarque 2.5.

(i) Si f1 est une fonction concave , l'assertion (Hs) est satisfaite.
(ii) Si f1(s) = s, (Hg) est vérifice. En effet, dans ce cas, gx’lu(s) =

et Fy(.,s)fa(.,s) = m

est bornee sur Q et pour tout s € R,

(1i1) Si fl( ) fa(; )

S‘)OO

A
e

. En conséquence, la fonction Fy(., s) fo(., s)

< min Ky(z) pour tout x € Q, (Hg) est vérifiée.
zef)
A
v

En fazt, observons que gXi(O) = — et Fy(.,s) est une fonction stric-

fg(.,S)

S

tement décroissante par rapport a s, il s’ensuit que Fy(.,s)

éfg(.,S)
fl(/t) P

D’apres (2.23)) (S,1,Q) est un équilibre endémique de (2.2)) si et seulement

si (S,1) est une solution strictement positive du systéme

dsAS + A(z) = f1(S) fo(z,]) — p(x)S =0, t>0, z €,
di AL+ f1(S) fal@, I) — Ko(x)I = 0, t>0, v, (2.81)
05 _ oI =0, x € 02
o on ’
0 :
et ) = —— 1. Dans la suite, nous nous concentrerons sur (2.81) au

+ Ko+
lieu de ([2.23)).

Soit Ag(d, g) la valeur propre principale du probleme

dAG + gb = N, x € Q,

2.82
% =0, x € 01, ( )
an

oud>0etgeC (Q) Il est bien connu que A\y(d, g) dépend continuellement

83



de d, g. Avec,

[ (dIVoP - g¢*)dx |
{2 /Q¢2da: , ¢ € H'(Q), with /ngde £ o}.
(2.83)

De plus, A\o(d, g) est décroissante en d avec dlim Mo(d, g) = max{g(z),z € Q}
—00

M@m:—m{

voir e.g. [3], et elle est décroissante en g. De plus, pour g1, g2 € C(€2), nous

avons A\o(d, g1) > Ad, g2) si g1 > go et g1(x) > go(x) pour certains z € Q.

Profile quand dg — 0

Dans cette sous-section, nous étudions le profil asymptotique de I'état d’équi-
libre endémique lorsque le taux de diffusion des susceptibles s’approche de

zéro. Pour y parvenir, définissons

A‘évbg,O)—-A@). (2.84)

A =X (dlafl(,u) 5]

Nous énoncons le résultat suivant.
Lemme 2.10. Supposons que (Hs)-(Hg) sont vérifiées. Soit \* défini par
. Alors, le probleme non linéaire

ArAU + Fy(a,U) folw,U) — Ko@)V =0, 2 €Q,

2.85
ou =0, x € 01, ( )
on

satisfait les énoncés suivants :
(i) Le probléme n’a pas de solution strictement positive si \* < 0.
(ii) Le probleme admet une unique solution strictement positive lorsque
A > 0.

Démonstration. L’assertion (i) sera prouvée par 'absurde. En effet, sup-

posons que (2.85)) ait une solution strictement positive U. En multipliant les
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deux membres de ([2.85]) par U et en intégrant sur €2, nous obtenons

f2('7 U)
U

—d; [ |VUP + [ Fy(.,U) Uz — [ Ko()U%dz =0.  (2.86)

f2('7 U)
U

tion décroissante . De plus, la fonction F,(.,U) est strictement décroissante

. A
voir la Remarque 2.4, ce qui implique que Fy(.,U) fQ(I}U) < fi(— )g{;( 0)

pour tout U > 0. Cela, combiné avec ([2.86]), donne

D’apres (Hy), la fonction f; est concave. Il en résulte que est une fonc-

A O
—d; [ [VUP + /f f2( 0)Udx — [ Ko()U?d > 0.
Compte tenu de la formule variationnelle (2.83)), nous avons
* 2 A 8f2 2 2 2
N> —d [ [VU +/f (O)Uda:—/QKg(.)de / [, U%dz >0,

Ce qui est une contradiction avec \* < 0. L’assertion (i) est démontrée.

Pour démontrer (ii), posons
HU) =diAU + F,(.,U) fo(., U) — Kp()U,

et considérons ¢ la fonction propre strictement positive de (2.82) associée a

A*. Pour € > 0,
9

— e (drao+ fl( )(%( 0)6 — Koo

H(ep) =€ (dIAqs + Fy(.,€0) f2(g¢egb)

o0l
fo(.; €9) Af2
r e - (5) SR 0y
- * f2('76¢) an
_E(A Ry (e) f( ) 0))¢.
Notons que 113(1) F,(.,€9) fQ((;’ ¢) = fi (A)%];z( 0). Cela, combiné avec A* > 0,

conduit & H(ep) > 0 pour € petit. Donc €¢ est une sous-solution de ([2.85)).
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De plus, d’apres (Hg), H(M) < 0 pour tout M > B, c’est a dire que M est
une sur-solution de (2.85). L’unicité de la solution strictement positive est
f(U)

déduite car Fy(.,U) est une fonction décroissante. O

Nous présentons maintenant le résultat principal sur le profil asymptotique de
I’état d’équilibre endémique lorsque le taux de diffusion dg tend vers zéro.
Théoreme 2.10. Supposons que (H)-(Hg) sont vérifiées. Alors, il existe

deux seuils dg et dg avec les propriétés suivantes

(i) Pour chaque dg < dg, le probléeme (2.81)) n’a pas de solution strictement

positive lorsque \* < 0.

(ii) Pour chaque dg < dg, le probléme (2.81) admet une solution strictement
positive (S, 1) quand \* > 0. En outre, (S,I) — (S*,I*) quand ds — 0
uniformément sur 0 ou I* est l'unique solution strictement positive de

2.85) et S* = gi . (f2(I7)).

Démonstration. Notons que S est I'unique solution strictement positive de

~ A
2.74)). Nous savons que S — — quand dg — 0, voir e.g. [105]. Rappelons que
(4

dfs
0= Ao(d - K
= Noldr, A($)2(0) ~ Ky
est définie dans (2.38]). D’apres la continuité de fi, nous avons
A0
770 — A=A (d[, fl( ) 8]32( O) — K@), ds — 0. (2.87)

Selon le lemme [2.7] (iii), (Ro—1) et n° ont le méme signe .Maintenant, \* < 0
garantit qu’il existe dg > 0 tel que n° < 0 et ainsi Ry < 1 si dg < dg.
d’apres le Théoreme [2.4] nous savons que 1’équilibre trivial Fy est globalement

asymptotiquement stable pour (2.2)). Donc, il n’existe pas d’états d’équilibre
endémiques de (2.81)) prouvant (i).

De la méme maniére que ci-dessus, \* > 0 implique qu’il existe dg > 0 tel

que Ry > 1sidg < dg. Selon le Théoreme [2.5| le systeme ([2.23]) admet un
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équilibre endémique et donc a une solution strictement positive (S, I)
lorsque dg < JS. Nous nous concentrons maintenant sur la convergence de
(S,I) a (5%, I*) quand dg — 0. Pour atteindre cet objectif, nous donnons
d’abord une estimation a priori de (S, I). Evidemment, '’équation de S dans
(2.81)) satisfait

—dsAS > A — uS. (2.88)

K est une sur-solution de ([2.88)) si

e

minu(zx)
er“( )

A maxA(z)
[

Dongc, le principe de comparaison implique
1S]le@) < K1, pour tout dg > 0.

Ensuite, apres avoir intégré les deux membres des deux premieres équations
de (2.81]) et les avoir additionnés, nous obtenons

| Kolde = | (A= pS)dz < A|Q].

Ainsi, ~
Al
][y < — :
min Ky(x)
z€eQ

ou |Q2] représente la mesure de 2. Maintenant, d’apres (Hy), fo est une fonc-
tion concave par rapport a I, ce qui implique que fo(., 1) < (9]2(’ 0)I. Apres
avoir intégré les deux membres des deux premieres équations de (2.81)) et les

avoir additionnés, nous obtenons
|1]]2p < K2, pour tout dg >0 et p>0.

Pour p suffisamment grand, en prenant une sous-suite de dg, notée (dg, )y,

avec dg, — 0 lorsque n — oo et en combinant avec le Théoreme d’injection
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de Sobolev, la solution correspondante (S, I,,) de ( satisfait
S, — S*  faiblement dans L*((2),

et

I, — I* faiblement dans W??(Q) et fortement dans C(Q)

quand n — oo pour une fonction S* positive dans LP()) et I* positive dans
W2P(Q). D’apres la premiére équation de (2.81) et (2.79)), le couple (S*, I*)

satisfait

S* = gau(f(,T7)). (2.89)

De plus, en combinant (2.89)) et la seconde équation de (2.81]), nous montrons
que I* est une solution positive de (2.85)). Il résulte du Lemme que soit
I = 0, soit I* est I'unique solution strictement positive de ([2.85). Nous

prouvons maintenant que le second cas se produit. Par ’absurde, supposons

que I* = 0. Alors, par (2.89), nous avons S* = —. Considérons maintenant
u
Jn, avec ||J,|| = 1, qui est une solution de
BT Fi(S) 2010~ Kody =0, 0,
0Jy,
an =0, on 0f).
Of2

En utilisant le fait que fo(., 1) < (.,0)I, nous obtenons I, < J,. Ainsi,

oI

J, est une solution strictement positive. En outre, observons que J, est une
fonction propre strictement positive associée a la valeur propre principale

0fs

Ao (dbfl( W) By

(.,0) —Kg) =0 pour tout n > 0.

Enfin, en passant a la limite lorsque dg, — 0, nous obtenons

v = o[ A0 - o) =0,
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ce qui est une contradiction avec \* > 0. Donc I* est I'unique solution stric-

tement positive de ([2.85)). O

Profile quand dg — 400

Pour tout F € L'(Q), désignons par F la moyenne spatiale de F(z), i.e
~ 1
F = 9l /Q F(z)dz.
Nous étudions maintenant le profil asymptotique de I'état d’équilibre endé-
mique & mesure que le taux de diffusion dg tend vers linfini. A cette fin,
soit B
A\ Ofs
A= Nl d —)—=(.,0) — K, 2.90
0( I:fl(la)a[(a ) 9)7 ( )

et

Fy(y) = fi(975®));

ou gz ﬂ(s) est définie dans ([2.79)). Alors, nous obtenons le résultat suivant.
Lemme 2.11. Supposons que (Hs)-(Hg) sont vérifices. Soit \** définie dans
. Alors, le probleme non linéaire

d;AU + Fg(/ﬂ fo(x, U)dx) fo(z,U) — Ky(x)U =0, €,

o _
877_

(2.91)
07 T & 8@,

satisfait les assertions suivantes :

(i) Le probléme n’‘admet aucune solution strictement positive quand

A < 0.
(ii) Le probleme a une unique solution strictement positive quand
A > 0.

Démonstration. Par 'absurde, supposons qu’il existe une solution stricte-

ment positive U de (2.91)). Rappelons que Fg est une fonction décroissante et
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fo(, U) < ?){]2(’ 0)U. En utilisant le fait que £,(0) = fl(/’;), nous avons
A\ 0f;
A —)==(. — K : 2.92
dr U+f1(ﬂ)8U(’O)U oU >0 (2.92)

En multipliant (2.92)) par la fonction propre associée a la valeur propre A*,

¢* > 0 et en intégrant sur 2, nous obtenons
A /Q Ud*dr > 0.

Donc, A** > 0, est une contradiction avec A** < 0, prouvant (i).

Pour (ii), en utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Lemme
2.10|, on peut montrer que €¢* est une sous-solution de (2.91)). De plus, toute
constante M > B, , avec B défini dans (Hg), est une sur-solution de (2.91)).

En utilisant le fait que F’g et / 2(&[])

sont des fonctions décroissantes, nous
prouvons en déduire que le probleme (2.91)) admet une unique solution stric-

tement positive. ]

Ensuite, nous énoncons le résultat principal de cette sous-section.
Théoréme 2.11. Supposons que les hypotheses (Hs)-(Hg) soient vérifiées.

Alors, il existe deux seuils dg et dg avec les propriétés suivantes :

(i) Pour chaque dg > CZS, le probleme (2.81)) n’admet pas une solution stric-

tement positive lorsque \** < 0.

(ii) Pour chaque dg > dg, le probléeme (2.81) a une solution strictement

positive (S, 1) lorsque \** > 0.

En outre (S,I) — (S*,I*) quand dg — oo uniformément sur Q) ou I* est

lunique solution strictement positive de (2.91)) et S* = gih (/Q fa(z, [*(x))dx)

Démonstration. Tout d’abord, notons que S , est 'unique solution de (2.74

)

qui converge vers — dans C(Q) quand dg — oo. Il s’ensuit, de la continuité
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de f1, que

n° = No(dy, fl(g)??(.,())—l(e) — A= )\O(df,fl(g)%];z(.,())—[(g), dg — oo.

Grice au Lemme (iii), (Ro — 1) et n° ont le méme signe. Par consé-
quent, il existe un ds > 0 tel que pour chaque dg > CZS, nous avons 1’ < 0.
Ainsi, Ry < 1. Selon le Théoreme [2.4], I’état sans maladie Ejy est globalement

asymptotiquement stable pour ([2.2)) et il n’existe donc pas d’états d’équilibre
endémiques pour ([2.81)), ce qui prouve (i).

En utilisant la méme idée que ci-dessus, nous pouvons montrer qu’il existe

un dg > 0 tel que (2.81)) a une solution strictement positive (S*, I*) pour

dg > ds. Ensuite, en suivant les mémes arguments que dans la démonstration
du Théoréme 2.10] on peut prouver qu’il existe une suite (dg,) telle que
dg, — oo lorsque n — oo, et la solution correspondante (S, I,) de
satisfait

S, — S*, faiblement dans LP((2)

et
I, — I*, faiblement dans W??(Q) et fortement dans C(Q)

lorsque n — oo, pour un certain S* non négatif dans LP(2) et un certain [*

non négatif dans W2?(Q). A partir de (2.81), S, satisfait
Az) — f1(Sn) fo(, 1) — p(x)S

AS, + g =0, t>0, x€Q,

BYS Sn (2.93)
=0, x € 0f2.

on

En passant a la limite lorsque n tend vers l'infini et en utilisant la bornitude

uniforme de S,, et I,,, S* satisfait

AS* =0, =z e,

0S*
= Q.
n 0, z€0
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En conséquence, S* est une constante. En intégrant les deux membres de
(2.93)) et en passant a la limite lorsque n tend vers l'infini, on obtient
1 T
‘Q‘fl(S*) |, ol I (2))dw = A — fuS™.
Ainsi,

S* = g&;( /Q oz, I*(x))dx). (2.94)

En combinant ([2.94) et la deuxieme équation de (2.81]), nous montrons que
I* est une solution non négative de (2.91)). De maniere similaire a la démons-

tration du Théoreme [2.10, nous pouvons montrer que I* est la seule solution
strictement positive de ([2.91)). O

2.7.4 Effet du nombre de reproduction de base local et du taux de quarantaine

sur le controle de ’épidémie

Cette sous-section est dédiée a mettre en évidence le fait que les épidémies
peuvent étre contrdlées en choisissant des valeurs appropriées du taux de
quarantaine et en limitant le taux de diffusion dg. Inspiré par [I0I], nous
introduisons le taux de reproduction local de base comme

A(z), 0 fs

ulw)) o1
Kg(x) ’

S

(,0)

RY“(x) =

ou Ky est défini dans (2.80]). Observons que A\* (voir (2.84])) peut étre réécrit

comimme
A= —mf{/Q (d;]V¢]2—K9(R§’C(.)—1)¢2dx)//Q¢2dx; ¢ € H'(Q) with ¢ # o}.

Notons que nous pouvons choisir des valeurs appropriées du taux de quaran-
taine  pour avoir R¥“(.) < 1. Cela conduit & \* < 0. Dans ce cas, en uti-

lisant le Théoreme (i), il n’existe pas de solutions strictement positives

de (2.81)). D’apres (2.87), n° < 0 pour d, suffisamment petit. Ainsi, Q = H~.
Selon le lemme (iii), (Rg — 1) et n° ont le méme signe. Par conséquent,
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d’apres le Théoreme 2.4 1’épidémie peut étre contenue en restreignant les
déplacements des individus susceptibles. Supposons maintenant qu’il existe
un certain x € Q tel que RY“(z) > 1. Il en découle que x € HY, les sites a

haut risque. Encore une fois, choisissons des valeurs 6 telles que
). 0
A f1 fQ( 0)de < [ Ky()de

C’est-a-dire que () devient une zone a faible risque méme s’il existe des sites

a haut risque. En combinant le lemme et le Théoreme [2.4], nous pouvons
controler 1’épidémie en limitant les déplacements des individus susceptibles

dans une certaine plage.

2.8 Simulations numériques

Dans cette section, nous examinons, via une simulation numérique, 'effet
des coefficients de diffusion et de la quarantaine sur le comportement spatio-
temporel de la solution du modele (2.1), a 'aide d’exemples simples. Nous
utilisons une fonction d’incidence standard, c¢’est-a-dire f(x, S, 1) = B(x)SI,

et nous considérons 1’ensemble de parametres suivant :

A() = 0.5, u() = 0.2, 6(.) = 0.14,
k1(.) = 0.01, Ko(.) = 0.01, ~(.) = 0.02,
ds = 0.02, d; = 0.04.

2.8.1 Cas homogeéne

Ici, nous supposons que [ est indépendant de ’espace. En considérant que
B(x) = 0.1, nous obtenons Ry ~ 0.74, et 1'état d’équilibre sans maladie est
globalement asymptotiquement stable (voir Fig. [2.1)). Ensuite, en prenant
B(x) = 0.3, nous obtenons Ry ~ 2.22, et par conséquent, ’état d’équilibre
strictement positif est globalement asymptotiquement stable (voir Fig. ).
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Figure 2.1 — La stabilité globale de ’état d’équilibre sans maladie pour g = 0.1.
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Figure 2.2 — La stabilité globale de 1’état d’équilibre endémique 5 = 0.3.
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2.8.2 Cas hétérogene

Dans ce cas, nous supposons que 3 dépend de l'espace et prend la forme
B(z) = Bo(1 + x)?, et nous faisons varier By. Pour 8y = 0.01, nous obtenons
Ro =~ 0.6875 < 1, et d’apres le Théoreme 2.4] I'état d’équilibre sans maladie
est globalement asymptotiquement stable (voir Fig. [2.3). Pour 5y = 0.1, nous
avons Ry ~ 6.875 > 1 et le Théoréme 2.5 montre que le systéme possede
au moins un état d’équilibre. Dans certains cas particuliers, nous pouvons
prouver 1'unicité de I’état d’équilibre strictement positif, voir Théoréme 2.10]

La Figure [2.4]illustre la convergence vers I’état d’équilibre strictement positif.

(A) (B)

2 ! 06

0.7

2 0.6 05

X 15 15 vy

= ,-‘D“] 04
o

05 1 03

02
2 05 2
! 50 1 50

0 0
Espace (x) Temps () Espace (x) Temps (1)

(C)

08
|

0.7

0.4 04
0.2 03
02

50

o
Espace (x) Temps (t)

Figure 2.3 — La stabilité globale de ’état d’équilibre sans maladie Sy = 0.01.

2.8.3 Effet de la quarantaine et le taux de rechute sur le contréle de I’épidé-
mie

Dans cette sous-section, nous déterminons l'effet du taux de rechute et de

quarantaine sur le controle de I’épidémie. En effet, le taux de rechute v peut

fortement influencer la population infectée. Pour nous en convaincre, nous

commengons par faire varier v et observons l'effet du taux de rechute sur

I’évolution de la maladie. Nous considérons 1’ensemble des parametres sui-
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Figure 2.4 — La stabilité globale de ’état d’équilibre endémique 8 = 0.1.

vants :
A =05, =02,
B(x) = 0.04(1 +2)% & =0.01,
Ko = 0.01, ds = 0.02,
d; = 0.04.

Nous posons (x) = 0.14 et nous faisons varier y(z) = -y avec 7, constante.
D’apres la Fig. 2.5, nous en déduisons que la population infectée augmente
lorsque 7 croit. Par conséquent, réduire le taux de rechute peut aider a dimi-

nuer le nombre d’infectés.

Ensuite, nous fixons y(z) = 0.2. En faisant varier le taux de quarantaine
0(x) = 6y avec ) constant, nous obtenons la Fig. 2.6, On observe que
lorsque le taux de quarantaine augmente, la population infectée diminue,
ce qui montre que ce taux affecte la progression de 1’épidémie. Pour espérer
contenir I’épidémie, il semble judicieux de controler les deux taux, a savoir

les taux de rechute et de quarantaine.

Nous étudions maintenant l’effet des taux de rechute et de quarantaine sur

le taux de reproduction de base Ry.

Nous commencons par fixer le taux de quarantaine a (z) = 0.4mul4 et en
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Figure 2.6 — L’effet du taux de quarantaine € sur la population des infectés.
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faire varier le taux de rechute 7. D’apres la Figure 2.7, nous observons que
lorsque v augmente, Ry devient plus grand. Ensuite, si nous fixons le taux
de rechute a y(x) = 0.2 et faisons varier 6 (qui est supposé constant), d’apres
la Fig. 2.6, nous pouvons déduire que la quarantaine est primordiale pour
contenir 1’épidémie. Clairement, pour 6, = 0, la population en quarantaine
tend vers zéro. Ce cas est lié & 'absence de cette catégorie. A mesure que
0y augmente, la taille finale de la population infectée devient plus petite,
et nous concluons que la quarantaine aide a contenir ’épidémie. Cela peut
également étre confirmé par les résultats de la Fig. 2.8, ou Ry diminue en
fonction de 0. Par conséquent, nous déduisons que la meilleure stratégie que
les décideurs peuvent adopter est d’augmenter le taux de quarantaine (en

isolant les personnes infectées) et de réduire le taux de rechute.

R, en fonction de -y

~

Figure 2.7 — L’effet du taux de rechute v sur le taux de reproduction de base Ro.
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Figure 2.8 — L’effet du taux de quarantaine 0 sur le taux de reproduction de base Rq
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Chapitre 3

Dynamiques de seuil d’un modele
épidémique SIQ a structure d’age et
diffusion spatiale avec quarantaine

imparfaite

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la durée de la quarantaine pour
mieux comprendre comment cette derniere affecte la dynamique de la trans-
mission de la maladie. C’est pour cela que nous proposons d’étudier un modele

SIQ structuré par age de quarantaine avec diffusion spatiale et quarantaine

imparfaite :
oS
7 = 61AS(x, 1) + A(x) — p(x)S(x,t) — B(x)H (S(x,t), I(x, 1))

O = BaAI(w, ) + B()H (S(.1), 1(2,) — (u(x) + A(x) + ala) Lz, 1)
-l—/ooo k(z,a)Q(z,a,t)da
0Q(w.a.t) | 0@ at) _ 0y 4 foa) + ke, ) Qla, a,0),

ot da i
Q(z,0,t) = a(z)(z,t), x €,

(3.1)
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pour t > 0, z € (O, avec les conditions aux limites et les conditions ini-

tiales

S(x,0) = S%z), I(x,0)=1%2), Q(x,a,0)=Q%x,a), €,

as oI (3.2)
(9n n =0, x€0Q, t>O0.

Ou S(z,t) et I(x,t) représentent respectivement la densité des individus sus-
ceptibles et infectés au temps t et a la position . De plus, Q(z, a, t) représente
la densité des individus en quarantaine au temps t, d’age a et a la position
x. Les parametres d; et 2 sont les taux de diffusion respectifs de S et I. u(x)
représente le taux de mortalité naturelle. fi(x) et fo(z) sont respectivement
les taux de mortalité dus a la maladie a la position z. La fonction k(zx,a)
représente le taux de rechute des individus d’age a et a la position z. a(x)
est le taux de mise en quarantaine a la position x. {2 est un ensemble borné

de RV A frontiere réguliere. Définissons

gi(x) = p@) + fi(x) et gz, a) = p(x) + folz) + k(2 ).

Nous fournissons des notations et des hypotheses sur les parametres du mo-

dele (B1),

f=maxu(r), A=maxA(x), [=maxfB(z), a=maxa(r), k(a)=maxk(z,a),

e e zef) zef) zef)

0 <p=minp(zr), 0<A=minA(r), 0<a=mino(z),
z€S) LS z€

et
k(a) = mink(z,a), g, =mingi(x), g,(a) = min gs(x, ),

xef) z€Q zef)

g1 :ma_Xgl(x)a §2(a) :ma_xgz(x,a),
zefd xef)

Maintenant, nous supposons toujours que
— Tous les parametres du modele (3.1]) sont des fonctions holdériennes et

strictement positives par rapport a x.
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— Lafonction k € C(Q; L((0, 00); R+)). De plus, il existe k € L>((0, 00); R+)\
0 telle que

k(a) < k(x,a); pour tout; = € Q et p.p.;a € Ry. (3.3)

Remarquons qu’il existe une constante k > 0 telle que k(z,a) < p pour
tout x € Q et p.p. a € (0,00).
Supposons également que 'incidence générale H (S, I) satisfasse

— (H1) H e CY(R, x R;Ry).

— (H2) H (0,y) = H (z,0) = 0 Pour tout z,y > 0.

— (H3) H (.,y) est croissante pour chaque y > 0.

— (H4) ay(., 0) est strictement positive sur chaque intervalle compact de
R,.

— (H5) H(z,.) est une fonction concave pour chaque x > 0.

3.2 Existence de la solution

Définissons C' := C (Q,R) avec ||¢]| = sup |¢(z)| et son cone positif C :=
z€Q

C (Q,R.). Notons
X:=CxCxL((0,00),C)) et Y:=CxCxCxL(0,00),C))
et
X?:=C x {0c} x L'((0,00),C)) et Y :=0CxC x{0c} x L'((0,00),C)

et
Z:=C x L'((0,00),C)) et Z°:={0c} x L'((0,00),C)
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avec

(D1, @2, 03())llx = H¢1H+H¢2H+/ 195 (-, a) ||da

= sup |¢1 ()| + sup|ga(x)| + [ sup ¢ (2, @) da

z€Q zeQ

(61, 62)l|z = ]| + [ sup [ga(, a)|da,

zef)
et

|| @l]z0 = /OOO sup |¢(z, a)|da.
xef)

Leurs cones positifs sont donnés par

X, i=Cy x Cp x LL((0,00),C4), Yy =Cp xCyxCy x LL((0,00),C4)
et

X) = Cp x{0c} x LL((0,00),C4), Y =CyxCpx{0c}x L ((0,00),C4).

Considérons le probleme suivant posé dans C

gﬁ = = (p() + fo) + k(- a)) d(a), T <a<oo,

¢(r)=n€C.

Ce probleme génere une famille d’évolutions sur C, notée par II. Elle est

donnée explicitement par 0 <7 < a < oo et n € C par

H(CL, 7-)77 - ’7(7 a, 7')777

avec y(z,a,7) = e Jr W@TLE@ Rz hour 0 < 7 < @ < 0o et z € €.

Notons,

v(z,a) =z, a,0) = e o (W@ Hfolr)thiz.s)ds

Observons que
[H(a, 7)|] < e Jrm@ds < ompla=T) < 1 pour 0 < 7 < a < 0.
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Ensuite, nous définissons la famille d’opérateurs linéaires bornés {R,} qui

associe Z a Z° pour A > —p par Ry(n, g) = (0, h) avec
h(a) = II(a,0)e "y + /Oa e M= (a, s)g(s)ds, (3.4)

D’abord, nous rappelons la définition d’une pseudo-résolvante
Définition 3.1. Soit X un espace de Banach sur K, avec K =R ou C. Soit
A C K. Une famille d’opérateurs linéaires bornés {Jy}rea sur X est appelée

une pseudo-résolvante si la propriété suivante est satisfaite :

J/\—JMZ(,LL—)\)JAJ/“ V)\,,UEA.

Montrons que { R}~ fournit une famille de pseudo-résolvantes. En effet,

pour v # A, nous avons

R,R\(n,g) = (0,/; e " 9I(a, s)h(s) ds)
= <O,/0a e *=(a, s)I1(s, 0)n ds)
+ (O, /Oa e )1 (a, s) /OS e M= (s,0)g(0) do ds) :

Par un calcul direct, nous obtenons

1

RVR)\(nvg) = E(R” - R/\>(777g)

De plus, nous pouvons également voir que pour tout A > —pu

Rx(n,g9) =0 siseulement sin =0 et g=0.

et
Ah_)m AR, (0,9) = (0,9), pour tout (0,g) € Z°.

En utilisant la proposition suivante,
Proposition 3.1. Soit w € R et soit {JA}AG(W,JFOO) une pseudo-résolvante sur

un espace de Banach X. Alors, J\ est la résolvante d’un opérateur linéaire
fermé unique A : D(A) C X — X si et seulement si N'(Jy) = {0}.
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Nous concluons qu’il existe un unique opérateur fermé B : D(B) C Z — Z
avec D(B) = Z° tel que

(M — B)™' = Ry pour tout A > —p. (3.5)

Maintenant, il reste a démontrer que B est un opérateur de Hille-Yoshida.

Nous considérons la résolvante de R),

0 ¢1
N - B = 3.6
wr-m( 2] (2] a0

Y(a) = o~ Jo (@) +f2(2) +k(z.5) d8¢ _|_/ Ma—s) o= [ (u(w)+f2(w)+k(w,8))d8¢2(S)dS’
(3.7)

nous avons,

De plus,

—1 qbl
M —B
or-5 (2]

00 —a— 2 x,s))ds
< [T e e o R ks | da

Via
/+°°/ (ne)+fol@)th(z.9)ds|| 4, (5 || dsda

< /O e_’\“e_ﬁa|\gz51]|da+ /0 [ e e slem e gy (s) | dsda

(Z:)Z

Alors, B vérifie la condition de Hille-Yosida.

1

| RA(D)]]|z0 < ﬁ”gﬁ”z pour tout A > —p. (3.8)

Par conséquent , B est un opérateur de Hille-Yosida. De plus, d’apres la Pro-
position [I.9] B est le générateur d’un semi-groupe intégré exponentiellement
borné et non dégénéré. (15(t))i>0, c’'est-a-dire, il existe M > 1 et w € R tel
que ||Ts(t)|| < Me*! pour ¢ > 0.

D’autre part, pour tout ¢ = 1, 2, notons par A; 'opérateur linéaire sur C' qui
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est donné par

Aid = 6iA¢, D(A;) = {6 € C*QNCHQ), §iApeC, gz = 0 sur 0€},

(3.9)
ou J;, © = 1,2, sont des constantes strictement positives. Les opérateurs A;,
1 = 1,2, sont les générateurs infinitésimaux de semi-groupes fortement conti-

nus sur C.

Ensuite, pour ¢ = (¢1, ¢, (0, ¢3))! € YV, nous définissons I'opérateur linéaire
A:D(A) CY — Y par

A1¢1
Ag = Aso ) (3.10)

B(0, ¢3)T

avec D(A) := D(A;) x D(A2) x D(B). A est composé de générateurs infini-
tésimaux d’un semi-groupe fortement continu sur C' et d’un générateur d’un
semi-groupe intégré sur Z qui sont exponentiellement bornés; pour plus de
détails (voir la Proposition [1.9)). Ainsi, A est le générateur d’un semi-groupe

intégré non-dégénéré exponentiellement borné (S(t)):>o.
Considérons 'opérateur non linéaire F : Y? — Y qui est défini par

Mz) — B(x)H (¢ (2 ) ¢2($))—u¢1(:v)

Flo)(x) = B(x)H(d1(x), p2(z)) — (u() ‘i(‘fl x) )+ 5 k(z,a)¢s(x, a)da

Le probleme (3.1)-(3.2)) peut étre réécrit sous la forme :

dU(t) _
— =AU + F(UD), t>0, (3.11)
U(0) = Uy,

avec U = (S, I, (0, Q))T.

106




Définissons la partie de A dans Y° notée par Aj. C’est a dire,
Aou = Au, pour tout u € D(Aj), avec D(Ay) := {u € D(A); Au e YO}.

Théoreme 3.1. Quel que soit Uy € Y(}r, il existe un intervalle maximal d’exis-
tence [0,Ty) et une fonction continue, non négative et unique U de [0, Ty) vers

Y(}r solution de (3.11), telle que

prﬂ%@%+ié%@—@nmw@. (3.12)

Démonstration. D’apres ce qui précede, A est un opérateur de Hille-Yosida
sur Y. De plus, nous pouvons vérifier les hypotheses des Théoremes 3.8 et 5.1

dans [62]. Pour la positivité de la solution, nous appliquons la Proposition
5.1 dans [62]. N

Remarque 3.1. U est appelée solution faible de dans C([0,Tp), Yo).

Théoreme 3.2. Pour tout (SO,[O,QO) € X, 1l existe une solution unique,

positive et globale de —.

Démonstration. Puisque H(z,y) est strictement positive pour chaque (x, y)
positif, le principe de comparaison implique que 0 < S(z,t) < 5(z,t) pour

tout (x,t) € 2 x (0,00), ou § est la solution du probleme suivant

gf=&Aﬂ%w+A@W—M@“%”

o 0) — 5z) (3.13)
95 _y

on

Clairement, (3.13]) a une unique solution globale et S est également définie
globalement sur €2 x (0, 00). De plus, § converge vers 1’état stationnaire noté
S(x). Cela conduit &

limsup S(z,t) < limsup 3(z,t) = S(z), uniformément pour z € Q. (3.14)

t—00 t—00

D’ou, il existe une constante K qui dépend de la condition initiale telle que
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15(.,t)|| < K pour tout ¢t > 0.

Soit {S2(t) }i>0 le semi-groupe positif généré par Uopérateur doA — (u(.) +
fi()+a(.)) dans C(Q) avec des conditions aux limites de Neumann. D’aprés

(3.1) et (H3), nous avons

I(.,t) = St)I°() —I—/Oth(t— s) (ﬁ(.)H(S(.,s),](.,s)) +/OOO k(.,a)Q(.,a,s)dads),

< S(HI°() + /Ot Syt — s) (5(.)}1(1{,1(.,3)) + [T k(. a0)Q(a, s)dads)

Selon (H2), (H5) nous avons

OH
< /— .

Cela, conduit a

oH

2T (K,0)

1(,1) £ SOI() + [ Salt — s) (5(.)1( )

+ [Tk a)a()y(a) (s — a)dads + [~ k(. @MQO(., a—s)da ds).

I1 en découle alors, en utilisant (H4),

|u<>||<e—At\|IOH+5|*K0\/ N1 (s)l|ds + ak [ e [*||1(0)|dods

= RIQ () 7

ou A > 0 est la valeur propre principale de 'opérateur —do A—+pu(.)+ f1(.)+a(.)
avec des conditions aux limites de Neumann. D’apres le Théoreme de Fubini,

nous obtenons

f/\t _

EIQN 00 >+5\K0\/\u s)llds

1 -
O < eI +

+ ake™ [0 [ e¥|[1(0)]|dsdo,
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donc

—)\t _

IR, (g ww\Km/w |ds

1 -
O < eI +

1 _ =/t
+ k[l (0)]|do,

t
< G+ G [ (9)]1ds,

1= H
ot C = [|IV)] + XkHQOH et Cy = 6|a (K,0)| + cvk Alors en

s ((O,oo),C’) ol
appliquant l'inégalité de Gronwall, nous obtenons

I1(t)]| < Cre®t, t>0. (3.15)

De plus, d’apres (3.16)), nous observons que @) est également défini globale-
ment. En outre, par la méthode des caractéristiques, nous obtenons la solution

de () qui est donnée par

: ) alz)y(x,a)l(z,t —a), sit>a, (316
Q(x,a,t) = vz, a) ' 3.16
WQO(x,a—t), sit <a.

D’ou,

7(3% a) Qo(xa

Q@ a,t)] < la(@)y(z )] (2,8 = 0)Xaetoay + b 0) =

alors,

a — )X {aclt,00)}»

B v(., a)
1Q(, a,t)|| < allv(,,a)I(.,t — a)||xgaeay + k(. a) ———=Q"(, a — )||X{aelt. o)}

v(.,a —t)
(3.17)
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En utilisant (3.15]), il s’ensuit que,

1RGOl g0y =y 11QCaDllda < @ [ 01602“‘“>da+ZHQOHLI@O,@),C)’

i

Cy

IA

Cot | .I1AO
AR () 2O

(0.00).C)’
Ce qu’il fallait démontrer. []
3.2.1 Existence de ’attracteur global compact

Lemme 3.1. L’égalité suivante est vérifiée.

gt/ooo Q(z,a,t)da = a(x)l(x,t) — /OOO(,u(:C) + fo(z) + k(z,a))Q(z, a, t)da,
(3.18)

Démonstration. D’apres (3.16]) nous avons

/()OOQ(x,a,t)da = /()tQ(a:,a,t)da+/tOOQ(x,a,t)da,

t o0 ’}/(ZL‘, a)
— oz(x)/o I(x,t —a)y(x,a)da —l—/t Q%(x,a — t)W_t)da.

En utilisant le changement de variable a = t — a pour la premiere intégrale

et @ = a — t pour la seconde, on obtient

| T Q(z,a,t)da = afz) I "I(z,d)y(x, t — a)da+ | T Qa, a)WCza.
Cela donne,
gt/ooo Q(x,a,t)da = oc(x)gt /Otl(:zr, a)y(x,t —a)da+ gt./ooo Q(x, d)m da
= a(@)I(z,1) + () | "Iz, a);»y(x,t — a)da
00 L O0v(z,t+a) .
+/O Q°(x, )(‘%,Yy(x,d) da.
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Un simple calcul donne

;W = —(u(z) + folz) + k(z,a + t))m
et 5

&7(1‘,25 — C~l) = _(M(JL‘) + fg(ﬂ:) + k(x)t _ a)),y(x’t B d).
Donc,

;/OOO Q(z,a,t)da = a(x)I(z,t) — ax) /Ot I(z,a) (u(z) + fo(z) + k(z,t — a))y(z,t — a)

(x,t+a)

— [T Q,a) (u(x) + fola) + k(w,a+ t))V7 ey da

En effectuant le changement de variable a =t — @ pour la premiere intégrale

et a = a + t pour la seconde, nous obtenons (3.18]). O

Lemme 3.2. Le semi-flot ®; est éventuellement borné et un point dissipatif

dans X .

Démonstration. Soit M un ensemble borné quelconque dans X, . Nous al-
lons démontrer que ®;(M) est borné pour tout ¢ > 0, et qu’il existe une
constante strictement positive 3 indépendante des conditions initiales véri-

fiant
i sup (1G] + 101+ 1@ 0] <
t—o00

a travers les affirmations suivantes :

Affirmation 1 : Nous observons que la constante strictement positive

S := max { max A(x),max So(x)
zeQ () 2eQ

est une sur-solution de (3.13)). Ainsi d’apres le principe de comparaison

standard , nous obtenons
S(z,t) < 5(x,t) < S,V eQ, t>0. (3.19)
De plus, il est déja prouvé dans (3.14]) qu’il existe une constante stricte-
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ment positive ky indépendante de ¢ telle que

limsup ||S(., )| < ko.

t—00
Affirmation 2 : Il existe L > 0 pour tout r > 0 vérifiant ¢ = [|SY||+||I°||+
1R 1) < 7 telle aue ISC, O+ O+ [~ Q. a,t)da| <
L pour tout t > to(r). De plus, il existe une constante strictement posi-

tive k1 indépendante de ¢ telle que

1Mmm0quh+wuwm+M;@umwmu)sm.
t—o00 1
En posant

N(w,t) = Sz, t) + I(@,1) + [~ Q(x,a,t)da,

et
= /QN(x,t)da:.

En intégrant les deux premieres équations de (3.1)) et (3.18) sur €2, en

utilisant le lemme |3.1], nous obtenons,

CZN( t) gt/ (S, )+ I(@,) + [ Q(x,a,1)da) d

:/Q <(%S(:1:,t) + g;l(a:,t) + gt/ooo Q(z, a,t)da) dx

= [ (1AS(2, ) + 5AI(x, 1)) do
+/Q(A(x) — p(x (S(m t) + I(x,t) +/OOQ(x,a,t)da>> dx
_/Q<f1(x) (x,t) + folx /Qxat) )dx

< /9(51AS+52AI do + [ (A= pN(z,t))da
0 § _
o 3 (015(@,1) + 81 (1)) do + A|Q| — uN (1)

—A10| - uN ().
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d’ou, ~ ~
N ~ A|Q A|Q
N(t) < (N(0) — H)eﬂt + Al < L.
K I
et ainsi _
A|Q
(r — —l |)e_”t < L.
I
D’ou, B
AlQ]
) r+ p
t> —In(——=——) :=ty(r).
7 " B A\QI) o)
K
Par suite,

3L > 0,Y¢ < r, Ity(r) tel que VYt > to(r) on a N(t) < L.

De plus,
limsup N () < =|Q]. (3.20)

t——+00

= | =1

A
L’affirmation est prouvée en prenant k; = —|€2|.
K
Affirmation 3 : Pour tout n > 0, il existe une constante strictement posi-

tive L(n) et pour tout 7 > 0 et Ity(n,r) vérifiant ¢ = || S°||an + |[1°]]2» +
I /OOO Q%(a, .)dal|s» < 7, telle que

GOl + | [T Qe t)da] < Lin),
pour tout t > to(n,r). De plus, il existe une constante strictement posi-

tive kon indépendante de ¢ vérifiant
n 2"
limsup || I(.,t)|5 + H/OO Q(z,a, t)daH < kon.
t—00 0 2n

Ce résultat sera démontré par récurrence. De l'affirmation 1 nous dé-
0 est vrai. Supposons que l’énoncé soit vrai

duisons que le cas n =
pour n — 1. Cela signifie qu’il existe des constantes strictement positives
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L(n —1) et kgu-1, ¥r > 0, Jto(n — 1,r) vérifiant

nfl

DR+ [ Q(z,a,t)dal | < L(n—1), ¥t >t(n—1,r) (3.21)

H¢H—HSOH2"1+HIOH2H1+H/ QO Jdal|gn-1 < 1 et

on— 1
< anfl .

lirtriingI(. %Zi—l—”/ Qxat)

En multipliant la deuxiéme équation de (3.1)) par (I(x,))* ! et en in-

tégrant sur €2, nous obtenons :

O ) e = 6 [ (12 0)" 7 A (2, )
+ [ B(x)(I(w, )" " H (S(x,t), I(x,1)) du
— [ (0la) + fila) + al@) (I, 1) d

+ [ (@) [T k(a,2)Q(x, a,)dadx.
(3.22)

Notons que

5 | (I(w, 6)* AL, t)de = —b, [ VI(x,)V(I(x, 1)) du
= —(2" = )3 [ (VI(2,1).VI(2,)(I(x,))* *da

= —Z= 252/ V(I(z, 1) [dz.
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D’ot, (3.22) devient
277,

o JoT@ 1) e =~ 52/ V(I(x,t))" | da
+ [ B@)(I(x, )" H (S(x, 1), I(2,1)) du
—/ z) + fiz) + o(x)) (I(2,1)* do
-|-/ ) 1/ k(z,a)Q(x,a,t)dadr,

Selon (3.19), S(z,t) < S pour tout = € Q et ¢ > 0. Ceci, avec (H1) et
(H5), conduit a, pour tout ¢ > 0,

. 2" -
gi 3 Jo (@) de = =" 252/ V(I(w,t)* [ do

+/5 xt 2_1H(S( ) ](%t)) dx
—/ ) + fi(z) + az)) (I(x,1)* do
+ [ (@) [ k(z,a)Q(x, a,t) dada.

——/Q(I(x,t))Qndx < —Z= 252/ V(I (z, ) |Pd + (M —ﬁ)/Q(f(fv,t))Qnd:c

_|_/Q(](x,t))2n_1/0OO k(x,a)Q(z,a,t)dadz
(3.23)

avec M; > ﬁ O H (S O) (on observe que d’apres (H3)), on peut choisir
une constante strictement positive M; dépendant uniquement du com-
pact auquel appartiennent les données initiales. Nous fournissons main-

tenant quelques estimations sur le terme non local
n—1 [
J @) [T k(e a)Q(x, a, t)da.
Rappelons l'inégalité de Young
ab < e'aP + C.bY,

avec Oy = (5’]9)77‘1(]*1 et é—F]l) = 1. Posons p = 2", et ¢ = Le terme

2” 1°
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non local peut étre exprimé comme

L) = [(I@0)" "] ~ k(z,a)Q(x, a, t)dadx,

IA

B0 [T Qa, a,t)dade,

< Ck/ daﬁ—l—sk/ </ Q:cat)da) dx.

Donc, (3.23|) devient pour t > t,

coar (@ 8)de < =D,y [ |V(I(2,1)* [Pda
+(My— p+ kCo) [[(I(, 1) d (3:24)

+l:€6’/9</oooQ(x,a,t)da>2n dx,

avec D, 2% L. D’autre part, en posant Q(z,1) / Q(z,a,t)da et en

utilisant ’équation ([3.18]), nous obtenons
0 - B _
gQ(aj, t) < al(z,t) — pQ(z,t). (3.25)

En multipliant les deux membres de I'inégalité (3.25) par (Q( ))2n_1

et en intégrant sur €2, nous obtenons

21”8875/9(62( ))TIdx < a/ a:t(Q(a:t o da:—u/

2TL

En appliquant l'inégalité¢ de Young avec p = 2", et ¢ = 57—,

nous

obtenons

J 1) Q)™ de <& [ (I, 1) dw + Csy [ (Q(a,1)” da

116



2”8t/ﬂ (Qz, 1)) dx < act [[(I(@,8))*dz + (aCy — p) | (Qa,1))" da
(3.26)

En additionnant (3.24)) et (3.26]), nous obtenons

s [0 + (@) dr < ~Diy [, V(1 0) P

+ (M — g+ kCo + acl) |

Q([(:E,t))Qndx

—I—(lzfe’ +aCe — ) /Q (Q(x,t))zn dx,
(3.27)
en utilisant 'inégalité d’interpolation qui est : Pour tout € > 0, il existe
C. vérifiant

£l < ellVElz+CAfIR, feWH(Q).
Posons f = (I(x,t))?" ", ainsi

—Dyoe [ [V(I(w, 1)) [Pdw < =Dy [ (I(, 1) dw+ Dy ( A (J(x,t)>2“dx)2.
(3.28)

En combinant (3.28)) et (3.27)), ca donne

;gt [ )? + Q1) | da < (M1 j+RCo + ae) - D”52> /Q(I (2, 0)"

dz + (ke +aCy — )/( (z,1))" d

P 1y 0
‘ (3.29)

Maintenant, choisissons €', Co telles que 0 < ¢ < % et 0 < Oy <
_ k
= ke'
Q
D,,09

€

. Finalement nous choisissons € > 0 tel que M;— H—i—IZC’e/—i—@e’l, 0<

. Maintenant, en combinant I’hypothese de récurrence et (|3.29
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nous montrons ’existence de constantes L(n) > 0 et kon > 0 telles que

()

o+ | [ Q(a,t)da| | < Lin), ¥t > t(n,7)

et
lim sup [|1(., ) |50 + [|Q(., t)[[3n < kon.
t—00

L’affirmation est prouvée.

Affirmation 4 : Pour tout p > 1, il existe une constante L(p) et pour tout
r > 0, il existe to(p,r) tel que ¢ = ||S|| + ||I°]] + /OOO 11Q%(a, .)||da < r
et

0
1A+ [ 1R, a, )], da < L(p)

pour tout t > to(p, 7). De plus il existe une constante strictement positive

k,, indépendante de la condition initiale vérifiant
limsup [|7(., )|+ [Q(., t)Hz da < k,.
t—00

Cette affirmation est prouvée en combinant ’affirmation 3 et 1'injection

continue L4(Q2) C LP(2), 1 <p <q.

Par un argument similaire a celui de la preuve du Lemme [2.3, nous pou-
vons déduire qu’il existe des constantes strictement positives ko, et ko

<

telles que lim sup, . ||1(., )| < ks et limsup, . [|Q(., '7t)HL1((0 50) c) =

ks.
Done, s 1S+ 17011+ 1@, ) ) <
tient avec k = ko + koo + ko. Ceci implique que le semi-flot ®; est éven-

tuellement borné et point dissipatif dans X, . La preuve est terminée.
[]

Proposition 3.2. Le semi-flot {®;}1>0 est asymptotiquement régulier.

Démonstration. Le semi-flot &, est dit asymptotiquement régulier si, pour

tout ensemble fermé borné D invariant par ®; et pour tout u? := (S°, 1%, Q%) €
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D, le semi-flot @;(u!) admet une sous-suite convergente dans X.

Soient {S1(t)}i>0 et {Sa(t) }i>0 les semi-groupes compacts générés, respecti-
vement, par les opérateurs 0;A — uu(.) et SoA — (u(.) + f1(.) + a(.)) dans C(Q)
avec des conditions aux bords de Neumann. D’apres (3.1)) on a

S(.1) = SIS+ [ Silt — $)Fi(S(.. ). 1(..))ds,

et
1(,1) = SO+ [ Syt — )Fa(S(.9). 1(. ). Q.. . 5))ds.
Fl(S( 7t)7]( 7t)) - A( ) _5<)H(S( 7t)7l( 7t))>
et

Ba(S(1), 1(,8), Q( 1) = BOH(S(, 1), 1(, 1) + [ k(,0)Q(., a,t)da.
Soient uY € X, et
(1) := (S (., 1), L, (., 1), Qul., ., 1), t>0.

Pour prouver que ®; est asymptotiquement régulier, nous utilisons le Théo-

reme [1.17] Pour cela, notons

N 07 sit > a
Qn(z,a,t) =
g(az,a—t)w, sia >t
’Y(.I',Cl—t)
et
. a(x)l,(z,t —a)y(x,a), sit>a
Ou(e.a.t) = (@) Ln( )y(z, a) (3.30)
0, sia>t.
avec

v(z,a) = e Jo W)t @)thr)dr

Posons & (1) = (0,0,Q,) et ®,(u?) = (Sy, I,, Qn). Observons que ®;(ul) =
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A

O (ul) 4+ ®4(ul). D’abord, nous avons

1Qn (- a, )| < N1QF (-, a = Olle™ X fac(t.00)}-

ainsi
[1Qn (1)) L, ((000).C) < ||Qn] " ((000)) ot

ce qui donne,

lim inf diam®,(D) = 0,

t—00
pour tout ensemble D fermé borné et invariant dans X. Ensuite, nous prou-

vons que P; a une fermeture compacte dans X.

En utilisant (H1) et le Lemme(3.2} on peut démontrer que {Fl(Sn(., s), In(.,8)); s €
[0,1], ud € D} et {F5(Su(.,8), Iu(.,5), Qu(., ., 8)); s € [0,], ul € D} sont uni-
formément bornés. Par conséquent, {S,(.,t),u) € D} et {I,(.,t),u’ € D}

sont précompacts dans C'(€2). Il s’ensuit que pour tout u2 € D, S,(.) et I,(.)

admettent des sous suites convergentes dans C(2). On en déduit qu’il existe
I* € C(Q) tel que pour tout t > 0, la sous suite, I,(.,t) converge uniformé-
ment vers I*(., t) lorsque n tend vers I'infini. Il reste & démontrer que Q,(.,.)
a également une sous-suite convergente dans L'((0,00); C(Q)). A fin, nous
posons
O (. a.1) = a(x)[*(x,t —a)y(xz,a), ift>a (3.31)
0 ifa>t

et nous prouvons

L= lim [ |Qu(. a.t) = Q"(a,t)||da = 0.

n—oo

En effet, nous avons

- n—0

. — t *
I, < lima [|h(.t=a)llllT.(a) = T*(.,a)||da,

Le résultat est atteint en utilisant le Théoreme de Lebesgue. Par conséquent,

®, a une fermeture compacte dans X. ]
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Théoréme 3.3. Le semi-flot {®;}i>0 admet un attracteur compact des en-

sembles bornés.

Démonstration. D’apres le lemme [3.2] le semi-flot ®; est un point dissipa-
tif et éventuellement borné. D’autre part, la Proposition [3.2] implique que le
semi-flot est asymptotiquement régulier. D’ou, ®; admet un attracteur com-

pact des ensembles bornés. ]

3.3 La valeur propre principale

Considérons un opérateur linéaire B : D(B) C X — X, et soit s(B) sa

borne spectrale. Pour & = 0,1, nous considérons les problemes de valeurs

propres
525~ (o) + i) + (o) = 690G (5.0 [ Koot a)da = Ao
53(0) = ale)ge, 7€
99 (a) + o) + K, a))s = A,
8;;12 =0, x¢€ oM.

(Pef)
Pour ¢ = (¢2,0,¢3) € D(B%) C X" nous pouvons réécrire (Pef) comme
B¢ = \¢, avec

Asp — (@) + fi(z) + az) — €B(x )aH( (2),0))¢2 + [ k(w, a)és(x, a)da

Bgd): a(x)os
Bm¢9+(x)¢)

ou B et A sont définis dans (3.5)), (3.9)) respectivement.

Lemme 3.3. B¢ est un opérateur de Hille- Yosida sur X.

(3.32)

Démonstration. Réécrivons B¢ comme suit, pour tout ¢ := (gbg,O,(bg) €
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X0,
Bt¢ = Bo + C%9,

~ A2¢2
Bé —
et
D s, (u(w) 4 fi2) + al@))gn + [ b, a)6s(r, a)da
0= a)e
0

Il est clair que C¢ est un opérateur linéaire borné sur X. De plus, nous prou-
vons que B est un opérateur de Hille-Yosida sur X de maniére similaire & A
défini dans . Ensuite, en utilisant le Théoreme , nous concluons que
B¢ est également de Hille-Yosida sur X. ]

Dans ce qui suit, nous établissons des conditions suffisantes sous lesquelles
le probléme (Pef) a une valeur propre principale. Pour cela, nous énoncons

notre hypothese principale :

il existe ng > —pu tel que

o0 a _ 3 H ~ —
a(/o E(a)e” Jo Ba(s)ds g=Aea g, 1) > g1 — 5@1;16%1 %[(S(:U), 0), VzeQ.
(PHY)
Soit v* une solution strictement positive du probléme
AV =0 z €,
ov* (3.33)

= Q.
I 0, xz€0

ou v* représente la fonction propre strictement positive associée a la valeur

propre principale A = 0.
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Nous définissons également la famille d’opérateurs linéaires.

LS5 (@) =608 (@) + { ~ (ule) + H(@) + ala))

+ a(x) /OOO k(x,a)ey(x, a)da + 56($)6H(5(az), O)] F(x), VA>—p.

ow
(3.34)
Soit A > —pu, notons par (T3 (t))i=o le Co— semi-groupe généré par L5,

Nous rappelons que la valeur propre principale de B¢ est une valeur propre
géométriquement simple de B¢ avec un vecteur propre strictement posi-
tif.
La preuve du lemme suivant s’inspire de celle du Théoréme 2.3 dans [98].
Lemme 3.4. Supposons que (PH¢) est vérifie. Alors nous obtenons que

(i) B¢ est a résolvante positive sur X.

(ii) s(B%) est une valeur propre principale de B.

(iii) s(BS) est lunique \ € [\¢,0) avec s(L3) = .

(iv) s(BY) a le méme signe que s(L3).

Démonstration. Soit p(B%) I'ensemble résolvant de B%. Rappelons que B¢
est & résolvante-positive s’il existe une constante w telle que (w, c0) C p(B%)
et que (M — B%)~! envoie X, dans X, pour tout A > w. Pour chaque
(19,1, 9) € X, nous posons

(M = B%)(¢2,0, ¢3) = (12,1, 9)-

Cela donne

()\ + p(x) + fi(x) + a(x) — fﬁ(:c)%[j(g, O)) o — 0o Ay — /OOO k(z,a)ps(z,a)da = s,
¢3(0) = n+a(x)ds, =€l
965

()\ + pu(x) + folx) + k:(a:,a))cbg + it €0, a>0,

(3.35)
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avec des conditions aux limites homogenes pour ¢. A partir des deuxieme et

troisieme équations de (3.35)), et apres un calcul simple, nous obtenons

03(~a) = TM(a,0)e (0 + a(.)go) + [ e M(a, 5)g(s)ds.  (3.36)

En substituant ce résultat dans la premiere équation de (3.35)), nous obtenons

()\ +u()+ fi() +al) —al.) /OOO k(.,a)e I1(a, 0)da

0OH
-G (50.0)) 1 — 80w = Fn.0.9)
avec
F\(v2,1m,9) ¢2+77/ )e I1(a, 0) da+/ /Oag(s)e_A(“_S)H(a, s)dsda.
D’ou
(M = £5)¢2 = (2.1, 9). (3.37)
Maintenant, comme le terme — (pu(z)+ f1 (z)+o(z)) + () /OOO k(z,a)e "y (v, a)da+

OH
EB(x ) ( S(x),0) est borné et en utilisant le principe du maximum, nous

pouvons voir que Tf (t) est compact et fortement positif pour tout A > —p,

selon le Théoréme de Krein Rutman, z(\) := s(£5) est une valeur propre

principale de Ei. De plus, d’apres le Théoreme (1.9, £§ est a résolvante posi-

tive et

(21 — Ei)flx = /OOO e AT () adt, pour tout z > z(\), z € X.  (3.38)
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D’autre part,

£ = = (ko) + o) + ) + €50 (5(0).0

+ a(x) /OOO k(x, a)e_&a’y(x, a)da) v

> ( g1 + £S min aH(g(x),O))v*

el 811}

+ 04( /OOO k(a)e™ Jy Ga()ds g=Acagy 1) v

avec v* la solution strictement positive de (3.33). selon I'hypothése (PH®)

nous déduisons que /ﬁ v* > 0. Puisque £§ qbo > 5\52)* il est facile de vérifier

Met gyt

que € est une sous- solutlon de u; = [,5 u. Par le principe de comparaison,

nous avons Ti(t)v* > ehety* pour tout ¢ 2 0 la Proposition [1.7| donne

o)t — r(T} () = et vt >0,

Soit G(A) := z(\) — A, nous obtenons

De plus, puisque z(A) est une fonction sur (—u, 00), alors G(A) < 0 pour tout
A > z(\¢). Par conséquent, il existe un unique Af € [Ae, 00) tel que G(N¢) = 0.

Ensuite, pour A > A¢, nous avons
2(A) < 2(Af) = \f < A, donc A € p(L3) (3.39)

En combinant (3.39) avec (3.38)), nous obtenons

(M —£§) e = /O T e NTE(Hadt,  quel que soit A > Al x € X.
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Par conséquent, pour tout A > A¢, (3.37) donne

¢2 = ()\I — Eé\)_lF)\(’wQ’n’g)7
- /ooo e MTY () Fa(,m, g)dt.

Observons que F) dans (3.37) applique X sur C',.. Par conséquent, (3.40)) et
3.36) donnent (A¢,00) € p(B%) et (A — B%)"'X, C X, pour tout A > A

Par conséquent, B¢ est a résolvante positive et (i) est prouvé. Nous nous

(3.40)

concentrons maintenant sur (ii). Pour A < Ag, IOUS avons

2(0) > 2(A) = AL > A

Cela, avec ($3.39), implique que A; est la valeur propre principale de L’iz et

qu’il existe une ¢4 fortement positive dans C' telle que Egng; = A¢ 5.

Soit ¢3(z,a) = a(z)y(z,a)e " ¢5(x) et ¢* = (¢5,0,¢3) alors BS¢* = \j¢*,
Cela signifie que A¢ est une valeur propre de B¢ avec un vecteur propre
strictement positif, cela implique que s(B%) > A¢. D’apres (i) on sait que B¢
est & résolvante positive dans X, selon le Théoreéme [L.8 s(B¢) € o(B¢) et
s(B%) < 0.

Quel que soit A > A\f > —p, si ¢ = (62,0, ¢3) € N(A — B%), alors ¢3(x,a) =
a(z)y(z, a)e M py(z) et ¢y € ker(AN—L5). Définissons I'opérateur T : ker(A —
B%) — T(ker(M — B%)) par T(¢) = ¢. Remarquons que T' est un isomor-
phisme et que T'(ker(A — Bf)) C ker(A — L5). Puisque £ engendre un
semi-groupe fortement positif et compact sur C, il résulte de I'alternative de

Fredholm que

dimN'(M — BY) < dim N (M — L) < oo, VA > AL

En particulier, nous avons 1 < dim V(A1 — Bf) < dim N (N(T — Efz) = 1.
Cela implique que A; est une valeur propre géomeétriquement simple de BE.

Ensuite, nous prouvons que pour tout A > A¢ donné, I'image de AJ — B¢, notée
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R(M — B%), est fermée. Soit ¢ € R(M — B%) une suite telle que lim,, ,o, ¢" =
¢ dans XU. Il existe alors une suite ¢" € X° telle que (A — B%)¢" = " pour
tout n > 1. Ainsi,

20§ = 02805 + (1) + £(0) + i) = €50 57 (5(0).0) ) — [ ko))

¢5(2,0) = afz)gy, x €,

R
993 =0, =z €0,
on

Un calcul simple donne

A — 505 + (u<x>+f1<:c> () — €8(0) 2 (3

Nz, a) = a(z)e My (z, a)ph(x vz, a)
64(r.0) = alee (. a)oie) + [ 10

(5000 )05 - [ K)o,

e M=)yl (z, 0)do.

Ce dernier systeme peut étre réécrit comme

(M = £5)65 = v8(a) + [~ k(z,a) [ 10D -
B, 0) = alz)e My (x, a)¢h(x) +

Puisque A > A{, nous avons A > z()) := s(L5) et donc

da(x) = (N — L5)" ( + [k, a /O V(@,a) MM)wg(x,o—)dada).

V(o)
On constate alors facilement que ¢" = (¢4, 0, ¢%) converge vers un certain
¢ € X lorsque n — oo. Puisque (A — B%) est un opérateur fermé, nous
obtenons (A — B%)¢ = 9 et donc ¢ € R(A — B%). Cela prouve la fermeture
de R(M — B%) et par conséquent, A\I — B¢ est semi-Fredholm pour tout A >

A¢. Maintenant, nous prouvons que s(B%) = A¢. Supposons, par 'absurde,

que s(B) > M. Puisque s(B%) € o(B°), le lemme [L.4] (i) implique que

s(B%) est une valeur propre de B¢ avec une multiplicité géométrique finie.

Soit ¢ = (2,0, ¢3) le vecteur propre associé a s(B¢). Donc, il s’ensuit que
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EE(B;E)(;Q = (B¢ et d3(z,a) = a(z)y(z, a)e Py (z). Cela implique que
¢y # 0 et s(B%) est une valeur propre de EE(B’E)' Notons que z(s(B%)) est la
valeur propre principale de L’E( pe)- Alors, nous devons avoir s(B%) < z(s(B?%)).

Puisque s(B%) > A{ il s’ensuit que,
2(s(B%)) < z(Ag) = A¢ < s(B%),

ce qui est une contradiction . Par conséquent, s(B%) = Af et (i), (iii) sont
démontrés. Notons que z(\) est continue et strictement décroissante sur
(—p,00) et s(B%) est I'unique A\ € (—u,o0) avec z(A) = A, Nous pouvons

voir que s(B¢) a le méme signe que z(0) := s(L§). Cela prouve (iv). O

Lorsque & = 0, nous avons également le lemme suivant.
Lemme 3.5. Supposons que (PH) soit vérifiée. Alors, la valeur propre prin-

cipale s(B°) de B® est négative.

Démonstration. D’apres le lemme [3.4] nous savons déja que s(B°) est la
valeur propre principale de BY. Il suffit de prouver que s(B") est négative.
En effet, pour G(\) := 2(A) — X et 2(A\) = s(£}) étant la valeur propre
principale de £%, nous obtenons G(0) < 0 puisque /OOO k(x,a)y(x,a)da < 1
pour tout x € ). De plus, en utilisant (PHj) et en raisonnant comme dans

la démonstration du lemme (i), nous avons

£ 6 = (— (4(2) + u() + a(2)) + a(a) /O°°k<x,a>e-ﬂav<x,a>da)¢’f
> —gig + a( |7 Ela)em o mte g — 1) ¢ 2 0.

Ainsi

G(No) = 2(Xg) — Ao > 0.

Il en découle qu'il existe A\* € [Ag,0) tel que G(N\*) = 0. D’aprés la démons-
tration du lemme [3.4] nous avons s(Bj) = \*. O

Remarque 3.2. Sia € (0,a) avec & < oo, (PH®) est toujours vérifiée. Cela

128



signifie que, cette hypothése est lice au fait que a € (0, 00).
Remarque 3.3. Remarquons que Xo < 0 car /OOO k(a)e” Jo@(9)ds gg < 1.

3.4 Le taux de reproduction de base

Notons que le probleme elliptique

—5AS = A(z) — p(x)S, x €,

oS (3.41)
— =0, x€0,

on

possede toujours une solution unique S(z). Par hypothese H (0,y) = H (,0) =
0, pour tout =,y > 0, le modele (3.1)-(3.2) possede toujours un état d’équi-

libre Ey = (S(x),0,0).

Le systeme linéarisé en Ej est donné comme suit :

55(@? D _ 5 As(, 1) — p(2)s(a, 1) — B(z)w(e, t)%i[ (8(x),0),
ow(z,t) oH

= 6o Aw(z,t) + B(z)w(x, t)w (S(x),0) — (u(x) + fi(z) + a(2))w(z,t)
+ /OOO k(z,a)v(z,a,t) da,

ov(zx,a,t) N ov(x,a,t)

ot

= —(u(x) + fo(z) + k(x,a))v(z,a,t), a>0,

ot da
v(z,0,t) = a(x)w(z,t),
os _ow_,
on  On

(3.42)
avec s(x,t) = S(z,t) — S(z), w(x,t) =1I(2,t) et v(z,a,t) = Q(z,a,t).
De maniere similaire a la premiere section, nous prouvons ’existence et
'unicité de la solution du probleme (3.42). Soit A° : D(A®) C Y — Y,
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D(As) =Y défini par

Aoy
Aspa

B(Oa ¢3)
0

At =

()1~ Bla)n 5T (S(),0

| PO, (uw) + ) + a@)on+ [ ke, )iz, @) da
a(r)pe
= A¢ + Lo (3.43)

avec ¢ 1= (¢, 2,0, ¢3) et A défini dans (3.10)). Pour tout Uy € Y, le pro-

bleme (3.42)) peut étre réécrit comme

au(t)
= A*U(t), t>0, (3.44)
U(0) = U,.

Il est clair que L est un opérateur linéaire borné sur Y. Comme nous I’avons vu
précédemment, A est un opérateur de Hille-Yosida sur Y. En utilisant alors le
Théoreme [1.11], nous concluons que A* est également de Hille-Yosida sur Y.
Par conséquent, la Proposition [1.9] implique que A® est le générateur d’'un
semi-groupe intégré non dégénéré et exponentiellement borné (74s(t))i>o.
Ainsi, pour chaque T" > 0, le probléme (|3.44]) admet une unique solution faible

dans C([0,T]; Y°) ; voir, par exemple, le Corollaire 3.4.10.dans [62].

Pour calculer Ry, nous n’avons besoin de travailler qu’avec les comparti-

ments infectieux, c’est-a-dire que nous négligeons 1’équation de s et nous
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nous concentrons sur le modele

awgz, t) _ doAw(z,t) + f(z)w(z, t)zg (S(x),0) — (u(x) + fi(x) + a(z))w(z,t)

+ /OOO k(xz,a)v(z,a,t) da,
ov(z,a,t) N ov(x,a,t)

= —(u(x) + fo(z) + k(x,a))v(z,a,t), a>0,

ot da
v(z,0,t) = a(x)w(z,t),
ow
I 0.
(3.45)
En raisonnant comme ci-dessus, nous pouvons reformuler le probleme ([3.45))
comme a0 (8)
—~=BU®), t>0
dt (®) ’ (3.46)
U(0) = Uy,

avec U = (w,(O,U))T et B! défini dans (3.32) avec £ = 1. En raisonnant

de maniere analogue a ce qui précede, nous pouvons également montrer que
B' est de Hille-Yosida sur X. Ainsi, 'existence et I'unicité de la solution de
(3.46]) découlent de la Proposition [1.9|et du Corollaire 3.4.10. dans [62].

Pour déterminer Ry explicitement, nous réécrivons B! comme suit, pour ¢ :=

(¢27 07 ¢3) € XO?
B'¢ = B+ C,

avec

Az — (u(x) + fi(w) + a(@)ds + [~ k(z, a)ps(z, a)da
Op = alx )09
oo B(0a¢3)+(0()¢ )

et B
BOH(S,0)
Tow
w
0
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Observons que B est déja défini dans (3.32)) pour £ = 0.
Remarque 3.4. En fait, B° représente la transition entre les classes infectées

et C' contient les nouveaux individus infectés.

Définissons la partie de B? dans X, notée Bj). C’est-a-dire,

Biu = B, pour tout u € D(B)), avec D(B)) := {u € D(B"); B ¢ XO}.

Ensuite, par le Lemme 3.3, BY est de Hille-Yosida sur X avec D(B?) = X°.

D’apres le Lemme , nous en déduisons que B est le générateur infinité-

simal d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur
X%, noté T'po(t). Maintenant, pour B : D(B®) c X" — X, nous considérons

le probleme

W _ gy
dt (3.47)
U(O) — U() € Xo.

La solution de ([3.47)) est, voir par exemple le Corollaire 3.4.10. dans [62],
U(t) = Tgo(t)Uo.

Remarque 3.5. Remarquons que, pour chaque valeur initiale infectieuse
0, TBg(t)gb représente la distribution des membres infectieur au temps t.
Ainsi, la distribution des nouvelles infections au temps t est donnée par

C(x)Tpo(t)(x). Il s’ensuit que la distribution totale des nouvelles infections

est C'(x) /OOQ Tgo(t)p(z)dt, avec

BOH (S(x),0)

S 0 0

0
0 0 0

Lemme 3.6. Supposons que (PH') soit vérifiée. Soit M\t la valeur propre
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principale du probleme

oH

028¢ — (u(z) + fi(2))d — a(l = Ky(2))¢ = —AB(2) 7 (5,0), =€,
% =0, z €0,
on
(3.48)
Alors Rg = 5\1 De plus, Ry peut étre exprimé par la formule variationnelle
sutvante !
OH -
|, 6@)*B(@) == (S(x),0) dx
Ry= sup ol TR
orser@) [ 6% (x) (u(x) + filw) + < K, (2)a()) dz + [ 5|V|¢(z) | dx
(3.49)
ol
Ky(z) = [ k(z,a)y(z,a)da. (3.50)
Démonstration. Soient ¢ € X', Lo :=C / TBo x)dt, nous définis-

sons le taux de reproduction de base comme

avec (L) le rayon spectral de L. Puisque Bj est un générateur infinitésimal
d'un Cp-semi-groupe noté Tpo(t) et comme T Bg(t)X?r C XY, alors, d’apres le

Théoréme , B est a résolvante positive et
(M —B) ¢ = / TBo t)pdt, pour tout A > s(B]).
De plus, d’apres le Lemme , nous avons, pour tout ¢ € X°,
(M=B) "¢ = (\[=B{) "¢ = [~ e MTyy(t)gdt, pour tout A > s(Bf) = s(B").
D’apres les Lemmes [3.5] et [L.3], nous avons, s(B%) = s(Bj)) < 0, il s’ensuit que

(B o = (B)) ¢ = /OOO T'pogdt, pour tout ¢ € XP.
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Par conséquent,
Rai= (L) = r(=C(BY) ™) = r(=(B) 7€) = r(=C(B") ).

Ensuite, Posons (By)'C¢ = ¢, donc Cp = —Biyp out ¢ = (2,0, ¢3) et
1/) = (¢2707¢3)' Alors

0H | -
W(Sa O)d)?a

—0:A85 + (@) + alx) + fi(@)s — [ Kz, a)is(z, a)da = 5(a)
43(0) = a(z)s,

T84 (u(e) + o) + K, a))s = 0.

Un calcul simple donne

Us(z,0) = ala)(x, a)l).
D’ou,
5o Ms(a) + () + () + () ea(a) — () [ K @), a)da ()
= 5(a) T (. 0)n(a),
s(,0) = ala)(z, ().

Cela donne

{ o) = (= 0284 (ula) 4 ) + 001 - K ) S 5,060(0),
s(,0) = ax) (. (o),

avec K, (x) = /OOO k(z,a)y(x,a)da.

Notons Ay et Az sur C' par

1 9H -

k(az,ama)da) 5(0) 2 (5.0)0m(a)

o

Ay = (—52A+(u(fﬁ>+oz(x)+f1(:U))—a(x) |

et
Az = a(z)y(w, a)va ().
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Soit Lp = (Asgs, 0, Aspy) et par un calcul simple, nous obtenons L'¢ =
(A, 0, A3AL ). Cela conduit a

1/2
1Az < Il = (12 < (I\A3||2 ' HA3H2HA3‘1H2)

et donc Ry = r(L) = r(A2).

De plus, comme A, est compact et fortement positif, d’apres le Théoreme
de Krein-Rutman, il existe ¢* > 0 tel que Asp™ = Ro¢* et par conséquent

1 -
Ry = b= Enfin, d’apres la définition de A, la formule variationnelle donne

1
immédiatement ((3.49)). O

Lemme 3.7. Supposons que (PH') soit vérifiée et que B! soit défini dans
pour £ = 1. Alors s(BY) a le méme signe que Ro — 1.

Démonstration. Rappelons que B! = B? 4+ C. D’apres les Lemmes et
, nous avons que B¢, £ = 0,1, sont des résolvantes positives, avec s(B%) <

0. De plus, B! est une perturbation positive de B, alors, selon le Théoréme

[1.7, s(B') a le méme signe que r(—C(B%)™1) — 1. O

D’apres le Lemme (iv) et le Lemme [2.7] nous avons
Corollaire 3.1. Soit (PH') vérifiée. (Ro — 1) a le méme signe que s(L}).

3.5 Stabilité globale de ’équilibre sans maladie

L’objectif de cette section est de déterminer la stabilité de 1’équilibre sans
maladie.
Théoréme 3.4. Soit (PH?') vérifiée. Supposons que Ry < 1, alors [’équilibre

sans maladie (g(:z:), 0, 0) est localement asymptotiquement stable.

Démonstration. Soit U'opérateur de Hille-Yosida A® sur Y défini dans ((3.43)).
On note A§, la partie de A® sur YU et (T43(t))s=0 son Cy-semi-groupe expo-

nentiellement borné et non dégénéré, voir le Lemme [I.2] Soit aussi w(Ty;(t))
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la borne de croissance exponentielle de T4:(t). Rappelons que, pour chaque
Uy € YO, la solution de (3.44]) est donnée par, voir e.g. le Corollaire 3.4.10.
dans [62],

U(t) = Ta:(t)Uy pour tout t > 0. (3.51)

A partir de (3.42), (3.44) et (3.51)), pour prouver la stabilité locale de (S, 0,0),
il suffit d’établir que w(Ts(t)) < 0, ot w(Tas(t)) := max{wess(Taz(t)), s(Af)}-
Maintenant, étant donné que la deuxieme et la troisieme équations dans (3.42))

sont indépendantes de la premieére, nous avons
S(A43) = max{s(BL), s(1A — )},

Puisque Ry < 1, d’aprés le Lemme 2.7, nous avons s(B') = s(B}) < 0. De
plus, il est clair que s(01A — p) < 0. Par conséquent,

s(A%) = s(A) < 0.
Ensuite, définissons les opérateurs linéaires Uy (t) et Us(t) sur Y comme suit

Ur(t)(s”,w?,0,0°) = (s(.,t),w(.,1),0,v1(., 1)) et Us(t)(s?,w’,0,0") = (0,0,0,v5(.,1))

avec,
a(z)y(z,a)w(z,t —a), sit>a
vi(x,a,t) =
0, sit<a,
et
0, sit <a,
vo(x,a,t) =
Wvo(x,a —t), sia>t.
v(@,a—t)

Observons que Ty (¢) (s, w?, 0,0°) = U1 (¢)(s%, w",0,0%) + Us(t)(s%, w", 0, 7).
Notons également que U;(t) est compact pour tout ¢t > 0. Soit B un ensemble

borné dans X°. Alors, k(U (t)B) = 0, avec

k(B) := inf {r : B possede un recouvrement fini de diametre inférieur a r}
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représentant la mesure de non-compacité de Kuratowski pour B un ensemble

borné. Il s’ensuit que,
R(Ta;(t)B) < 5(UL(t) B) + k(Us(t) B) < |[Ux(1)]|K(B).
Pour tout ¢ > 0, nous avons

[1U2(8)] |50

IA

/OO sup [0%(x, a — t)\wda,
b e ’Y(xv a— t)
t
/OO sup |UO(x’a)"W+)
0 sen (@, a)

< e

IA

da,

0
I ((0.00).0(®))"
Ainsi,
K(Ta(t) < e ™™, Vit >0, (3.52)

et

Wess(T4:(t)) :== lim M

—00

IA

—p < 0.

Par conséquent, w(T'45(t)) := max{wess(Tas(t)), s(Aj)} < 0 et I'équilibre sans

maladie est localement asymptotiquement stable. ]

Théoréme 3.5. Soit (PH') vérifiée. Pour Ry < 1, I'équilibre sans maladie

(S‘, 0,0) est globalement asymptotiquement stable sur X,.

Démonstration. Nous considérons les sous-ensembles {2, et 2_, tels que

Qy :={z e S(z)<S(z,t) pour tout t>0},
QO_:={zxeQ S(zx,t) <S(z) pour certains t > 0}.

Nous définissons également un sous-ensemble

D={(81°Q" e Xy; S%x) < S(x)}-

Tout d’abord, supposons que S(z,t) > S(x) pour tout t > 0 et x € Q.
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Alors, d’apres le principe de comparaison, nous avons
S( ) < S(z,t) < 5(x,t), (3.53)

ou § est une solution de (3.13]). De plus, nous pouvons également montrer

que § converge vers 1'état stationnaire S, solution de (3.41)). Par conséquent,

en passant & la limite dans (3.53), nous obtenons que s(z,t) — S(x) quand

t — oo. Cela implique que w(S%, I, Q") C D pour z € Q.. Maintenant, si
z € Q_, il existe ty > 0 tel que S(z, ty) < S(x). Encore une fois, par le principe
de comparaison, nous obtenons S(x,t) < S(z) pour tout t > t,. Sans perte de
généralité, nous supposons ty = 0. Nous concluons que w(S?, I, Q°) C D pour
tout z € (). Ensuite, nous nous concentrons sur la preuve de 'attractivité de
{(S,0,0)} restreinte au domaine invariant D. En effet, les équations (I, Q)
de peuvent étre réécrites comme

oL §AI(a 1) + B@)H (S(x,£), I(z,£)) — (u(x) + fulx) + olx)) I(z, )

ot
+ /Ot k(x,a)a(x)y(z,a)l(x,t —a)da + /too k(x, Q)MQO(Q:, a—t),
’ (3.54)

et

alz)y(x,a)l(z,t —a), sit>a,

e 0.8) = _@a) Q% z,a—1t), sit<a. (3:59)

V(z,a—t)
D’apres (H5), on a
3 OH _
H(S, I(z,t)) < I(x,t)—+ 2T (S,0) pour tout z € Q. (3.56)

En utilisant le fait que H est croissante par rapport a S et en combinant

3.56)) avec S < S , nous obtenons

o < 8D+ (B@THE.0 - u) - fi@) - ale)) Ha.)

/tk (x,t —o)y(zx t—a)](az,a)daJr/took(:c,a)mQo(x,a—t).
’ (3.57)

o
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Ensuite, nous considérons

O = BATw 0 + (B0 51(5,0) — #le) — ) - (@) T(,1)
+ a(z) /Ot k(z,t —o)y(x,t —o)(z,0)do + /too k(x, a)%@o(x, a—t),
(3.58)
et

a(x)y(x,a)l(z,t —a), ift>a,

<51 = WQO(w a—t), ift<a. (3:59)

v(x,a —1t)

En utilisant le Théoreme de comparaison, nous obtenons facilement que I < I

sur O x [0, 00). D’apres cela et (3.55)), (3.59)), nous obtenons également ) < Q.

Il en résulte que le comportement asymptotique de la solution de (3.54)-

(3.55) est gouverné par celui de (3.58))-([3.59)). Maintenant, en observant que

ce dernier peut étre réécrit comme

dU (t
di) = BU(t), t>0,

U(0) = Uy,

avec U = (f, (O,Q))T et B! défini dans (3.32)) avec ¢ = 1. La solution de ce

dernier probleme est donnée par U = Tpi(t)Uy, avec Tpi(t) le semi-groupe

généré par la partie B} de B!. Enfin, nous savons que

w(Tpy(t) = max{s(By), wess(Tp())}-

En utilisant le Lemme et le fait que Ry < 1, nous savons que s(B}) =

s(B') < 0. De plus, en arguant de maniére similaire & la preuve du Théoréme

2.1}, nous montrons que wess(Tp1(t)) < 0. Il s’ensuit que w(Tgi(t)) < 0 et ainsi
(I,Q) — (0,0) lorsque t — oo sur C(Q) ><L1<(0, 00); C(Q)) Maintenant, nous
prouvons que S(z,t) tend vers S lorsque t — oo uniformément pour z € Q.

D’apres I(t,.) — 0 et la continuité de H, nous avons H(S(.,t),I(.,t)) — 0

lorsque t — oo et S appartient a un intervalle compact. Donc, pour tout
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e > 0, il existe T" > 0 tel que

H(S,I)<e sur Qx (T,00).

Considérons maintenant le probleme suivant.

8M/8(f’t) = 0 AW (x,t) + A(x) — e — p(x)W(x,t), 2€Q, t>T,
W(x,T)=S(x,T), =€

aﬂ:O, red, t>T,

on

D’apres le principe de comparaison classique, la solution W, du probleme

ci-dessus satisfait

We(x,t) < S(z,t) pour tout t >1T etz € Q.

Jim lim We.(z,t) = S(x) pour tout = € €2, voir par exemple le Lemm¢2.2| En

combinant cela avec limsup S(z,t) < S(x) pour tout € , nous arrivons &
t—o00

lim S(z,t) = S(x) pour tout x € Q. (3.60)

t—00

Par conséquent, nous avons w(S°, I, Q°)NW*({(S,0,0)}) # 0. D’apres le
Lemme [1.6] et le Théoréme [1.20, nous obtenons w(S%, I°, Q%) c {(S,0,0)}.
La preuve est obtenue en combinant cela avec le résultat de stabilité locale

dans le Théoreme 2.1 ]

3.6 Persistance et existence de I’état stationnaire endémique

Dans cette section, nous établissons la persistance et la stabilité globale du
modele dans le cas de Ry > 1. Pour cela, nous avons besoin de ’hypo-
these suivante sur l'incidence H. Supposons que les conditions suivantes sur
la fonction d’incidence soient satisfaites. Pour tout S > 0, nous avons

I H(S,I)\(H(S,I) .
(I* s, I*)) (H(S, o 1) >0 pour [ # I*. (3.61)
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Posons

Nous définissons,

X ={(5%1°Q"()) e Xy [I°() #£0 },

(3.62)
0X, = {(S°%1°Q%.)) e X, | I'() =0}.

Avec, X, = Xy U 04,

Commengons par établir la positivité de la solution du modele (3.1))-(3.2)), a
I’aide de la proposition suivante

Proposition 3.3. Considérons u’ = (SY, I°, Q%) € X, et

O, (u”) = (S(.,1),1(.,1),Q(.,a,t)) la solution correspondante du systéme (3.1])-
[B-2). Alors, S(z,t) > 0 pour tout x € Q et t > 0. De plus, s’il existe ty > 0

tel que ['une des conditions suivantes soit vérifiée
(i) I(-,to) 0 sur €,
oy [ 00 v(., a4+t — 2tp)
i) Q(.,a,t k(.,a+t—2t
(ii) [” Q(a,to) [~ k( O)W(G_Q)
Alors I > 0 on Q x (ty, 00 et/ Q(.,a,.)da > 0 sur Q x (ty,00). De plus, il

existe une constante strictement posztwe L

dtda £ 0 sur ).

M+

Démonstration. D’apres ’équation de S, nous avons

A _
liminf S(z,t) > ———=,Vx € Q.
t—00 LB

aséﬁ’t) > M) + 0 AS(w, ) = (i + LB)S(x,t), weQ, t>t
87520, xE@Q,t>t0.
on

ou L est une borne supérieure de (S, 1) pour tout (S,1) appartenant a

as

un ensemble compact.
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Soit W la solution du probleme suivant :

WD) _ 5 AW (0,1) 4 Aa) — 5+ LW (5.0), 5 €9 150

Wz, ty) = S%x),
(3.63)

D’apres le principe de comparaison, nous avons

W(z,t) < S(x,t) pour tout (z,t) € Q x (tg,00).

Par ailleurs, nous savons que la solution de (3.63)) peut s’écrire :
_ ~(A+LA) O ! —(i+LA)(ts)
W(z,t) = [ Glz,y,t)e SU(y)dy+ [ [ G,y 5)A(y)e dyds,

et donc,
t B —
W(z,t) > A [ [ Gla,y,s)e D) dyds,

>

Y

— — _( — 6_(ﬂ+L6)t)
p+ LB
ou G(x,y,t) est le noyau de la chaleur associé a 5% 01A avec condition de

Neumann.

En passant a la limite, nous obtenons :

A
liginfS(x,t) > ———= Vrel

i+ L3
De plus, en utilisant (3.55)) et ’équation en I dans (3.1]), nous avons

0l (z,t)

- 22@Aﬂxﬂ—UK)+ﬁ@%ﬂﬂwﬂ@¢%ﬂww£k@ﬂW@ﬂﬂ@J—@

+ / (z,a +t)y(z,a+t,a)Q"(x,a)da,

(3.64)

Nous pouvons établir que I(z,t) > 0 pour tout € Q et ¢t > 0, & condition
que I° #Z 0 ou bien que /OOO I'u(.,a)Q%.,a)da # 0 sur Q. En effet, dans le
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premier cas et a partir de (3.64)), nous obtenons

0l (x,t)
ot

— diAl(x, 1) + (u(z) + fi(z) + o(z)) I (2,) = 0.

Comme 1Y # 0, le résultat découle directement d™un principe de comparaison

standard. Le second cas garantit que

ol (x,t)
ot

et ainsi, le résultat s’en déduit de maniere similaire. De plus, a partir de

(3-55), on a
/OOO Q(.,a,t)da = a(.)/oty(.,a)](.,t—a)da—k/()oov(.,s—|—t,s)Q0(.,s)ds,

> 0 pour tout; ¢t > 0.

— diAl(z, ) + (u(r) + [i(z)e@) I (2,t) Z 0,

Enfin, a partir de (3.3]), on déduit également qu’il existe T' > 0 tel que
/OOO k(.,a)Q(.,a,t)da = «of.) /Otk(.,a)'y(.,a)l(.,t —a)da
+ /OOO k(.,s+t)y(.,s+1t 5)Q% ., s)ds,>0 pour tout; ¢t > T.

]

Afin d’établir le résultat de persistance, nous supposons I’hypothese sui-

vante :

il existe 7* > 0 tel que

r*a(x) /OOO k(x, s+t)y(z, s+t)ds < /OOO k(x, s+t)y(z, s+t,8)Q%(x,s)ds pour tout;t > 0.
(3.65)
En utilisant la Proposition (3.3 nous pouvons facilement voir que ®; X, C &}

pour tout ¢ > 0. Définissons,
My ={(5°,1°,Q°()) € 0Xy et @ (S°, I°,Q"(.)) € Xy}

Lemme 3.8. Quelque soit (S°, I°,Q%(.)) € My nous avons w(S°, 1°,Q°(.)) =
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{(5,0,0)}.

Démonstration. Pour tout (S°, I°, Q°(.)) € My, I'équation de Q dans (3.55))
donne o
/O Q(:C,a,t)da = / (JZ a,a — )QO( a—t)da,
= / Y(z, s +t,5)Q"x, s)ds,
< ek /OOO Q%(x, s)ds.
Donc,

lim /OOQ Q(z,a,t)da = 0.

t—00

Ensuite, comme I = 0, I’équation de S devient

gts(x, t) = 61AS(z,t) + Alz) — p(z)S(z.t).

Enfin, par exemple par le Lemme 1 dans [60], nous avons S(z,t) — S(x)

lorsque t — oo et uniformément pour x € ). ]
Définissons une fonction continue,
P X+ — R+

par

p () =min{I°(z), z € Q},

ott u = (SY,1°,Q%()) .

Lemme 3.9. Supposons que (PH?) est vérifiée. Pour Ry > 1 nous avons
W*(S5,0,0) N p~1(0,00) = 0, o W*(S,0,0) représente la variété stable de
(5,0,0).

Démonstration. Tout d’abord, nous voyons facilement que p(®;(u’)) > 0,
t > 0 pour tout u’ € (X N p~(0)) U p~1(0,00). Ainsi, p est une fonc-
tion de distance généralisée pour le semi-flot ®;. Soit u’ € p~1(0,00), alors
p(u®) > 0 et S%z) > 0, I°(z) > 0 et Q%x,.) > 0 pour tout z € Q. No-

tons par (S,7,Q(.)) la solution correspondante. Nous devons montrer que
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11(S,1,Q(.)) — (S5,0,0)||x > e. Supposons par I'absurde qu’il existe T > 0 tel
que S(.,t) > S —¢ I(.,t) < eet ||Q(.,1)||; < e pour tout t > T. Sans perte
de généralité, supposons que T = 0. D’autre part, nous savons que H(S,.)

H(S,T)

est une fonction dé-

est une fonction concave, quelque soit S > 0,
croissante. D’ou,

H(S —€1) S H(S —€,€)
I - €

pour tout [ < e.

Maintenant, en observant que (I, Q(.)) est une sur-solution du probléme

H(S_E’e)](x,t) — (u(z) + fi(z) + a(z)) L(z,1)

+ / (x,a)y(z,a)l(x,t —a)da + /too k(x,a)%@o(w,a —t)da, t >0
’ (3.66)

O 1(w.t) = BAL+A)

a(x)y(x,a)l(z,t —a), ift>a,
Qz,a,t) = v(z,a) (3.67)

0 .
x,a—t), ift<a,
V(z,a— t)Q ( )
avec les mémes conditions initiales et aux limites que pour ’équation (I, Q).

Par le principe de comparaison, nous avons I > I et () > (). Ensuite, nous

posons,

Loy () = 8Ab(z) + [ ~ (ule) + fila) + ale)

oOH

+a(@) [ k. a)e (e, 0) da+ B(w) 5 (S(@) = 202 [la), YA -

Par (PH'), il existe une suite décroissante et strictement positive (g,), telle

que €, — 0 lorsque n — oo et

o0 HS T Cnscn ~
@(/0 h(a)e- 3o g )>§1_5% ( <x>€ o) e
(3.68)

En remplacant (PH') par (3.68) et en suivant un raisonnement similaire a
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celui de la démonstration du Lemme [3.4] nous obtenons
En vk
Lle >0,
ou v* est la fonction propre strictement positive de ([3.33)) associée a la valeur
propre principale 0.

En remplacant (PH?) par (3.68) et en argumentant de maniére similaire & la
preuve du Lemme , nous montrons l'existence et I'unicité de A7 > —p tel
que

X, = s(Li).

et Al a le méme signe que s(Lg"). Par la continuité de s(ILg*) par rapport a
En, TIOUS AVONS

s(Li) — s(L£5) quand n — oo.

Maintenant, puisque Ry > 1, selon le corollaire , nous avons s(£}) > 0. Tl

en résulte qu’il existe N > 0 tel que
AL, =s(Ly ) >0, pour tout n > N.

Nous fixons de telles valeurs propres principales et, pour simplifier, nous
posons Al := AI . Soit ¢* > 0 la fonction propre qui lui est associ¢e. Ensuite,

définissons v comme suit :
v(z,t) = re’'ol(z), (3.69)

avec r > 0 vérifie
r¢z(x) < min{r*, I°(x)}, (3.70)

ot 7* est défini dans (3.65)). A partir de cela et AZ > 0, nous avons

réf(zr)a(x) /OOO e k(x,s + t)y(x, s + t)ds < r*a(z) /OOO k(x,s+1t)y(x,s+t)ds.
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En utilisant (3.65]), nous obtenons

rét(z)a(r) /OOO e 5k(x, s+t)y(z, s+t)ds < /OOO k(z, s+t)y(z, s+t, s)Q"(x, s)ds,

(3.71)
D’apres (3.70) et (3.71), on peut démontrer que v, défini dans (3.69), est
une sous-solution de ([3.66)). Par conséquent, en appliquant le principe de

comparaison, on en déduit que

v(z,t) < I(z,t) < I(x,t).

Puisque

lim v(z,t) = oo forallz € Q,

t—00
nous aboutissons a une contradiction avec le caractere borné de I, tel qu’énoncé

dans le Lemme 3.2 ]

Théoréme 3.6. Soit (PH") vérifiée. Pour Ry > 1 et u’ = (5%, 1°,Q%) € A,
la solution de (3.1)) est uniformément persistante. C’est-a-dire, il existe € > 0
tel que

litrgglfS(a:,t) > e, liminfI(x,t) > e, (3.72)

t—00

et
hmmf/ Qxatda>ea/ (x,a)da

uniformément pour tout x € Q. De plus, le systéme (3.1) a au moins une

solution d’état stationnaire strictement positive dans X, .

Démonstration. 11 est clair qu’il n’y a pas de cycle dans My de (5’ ,0,0) a

(S’ ,0,0). Maintenant, en combinant le Lemme [3.8] le Lemme 3.9| et le Théo-

reme 3.3, nous concluons en appliquant le Théoreme [1.28] qu’il existe un

e > 0 tel que

ligglfp(@t(so,fo, Q") > ¢ pour chaque (5%, 1°,Q") € A.
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Il s’ensuit, d’apres la définition de p, que

lim inf / (z,t) > e uniformément pour tout x € .
&)

Cela, avec (3.55)), donne
/OOO Q(z,a,t)da > /Ot a(x)y(x,a)l(z,t — a)da.
Le lemme de Fatou conduit a

6.9] o0 —
lim inf/o Q(z,a,t)da > eg/o v(x,a)da uniformément pour tout x € Q.

t—00

Enfin, d’apres la proposition [3.3],
112 inf S(x,t) > € uniformément pour tout z € Q.

Par le Théoreme et le lemme , le semi-flot @)y, : Xy — A a un
attracteur compact noté par M. Cela, avec le Théoreme[1.29] implique que &,
a un état stationnaire dans Aj. L’existence d’un état stationnaire strictement

positif dans X, est obtenue par la proposition [3.3] O

3.7 Stabilité globale et unicité de I’état stationnaire strictement

positif

Cette section est consacrée a démontrer la stabilité globale de 1'équilibre
endémique. Nous commengons par décrire les trajectoires totales du mo-
déle (B-1}(B.2)). Soit ¢ : R x X — X les ®—trajectoires totales , ¢(t) =
(S(t,z),I(t,x),Q(t,.,x)). Alors,

;}9 = 01AS(z,t) + M) — pu(x)S(z,t) — B(x)H (S(,t), [(z,1))
oy = 0 (. 1) + B(a)H (S(z,1), 1(2,1)) = (u(x) + folz) + a(x)) I(x.1)

—|—/OOO k(xz,a)Q(z,a,t)da
Q(x,a,t) = a(z)l(x,t —a)y(z,a)

(3.73)
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D’autre part, d’apres le Théoreme [2.61], il existe un état stationnaire endé-

mique E* = (S*, I*,Q*) qui est solution du probleme

A(z) = —5A8*(x) + p(x)S*(x) + B(x)H (S*, 1),

B(x)H (S*, I*) = —6AT" + (u(x) + filz) + alx)) I* — /OOO k(x,a)Q*(z,a)da,

Q*(x,a) = a(x)y(z, a) " ().

(3.74)

Nous devons imposer I'une des hypotheses suivantes

(A) 6 =0 et 09 # 0.

(B) 05 # 0 et §; # 0 et tous les parametres de sont indépendants de

I’espace.

Théoréme 3.7. Soit ’hypothése (PH?') vérifiée. Supposons que Ry > 1 ainsi
que Uhypothése (3.61)), et que l'une des conditions (A) ou (B) soit satisfaite.
Alors létat stationnaire strictement positif E* = (S*(x), [*(z), Q*(z,a)) est

globalement asymptotiquement stable dans X

Démonstration. D’abord, rappelons que M, est un attracteur compact
dans Xy mentionné dans la démonstration du Théoreme [2.61].

Pour (5(0),1(0),Q(.,0)) = (S°1°Q°".)) soit ¥ : R — My, avec ¥(t) =
(S(t),1(t),Q(t,.)) est la trajectoire totale de ® & travers (SY, I°, Q"(.)). Ainsi,
U(t) est la solution de (3.73]).

Posons g(s) = s —In(s) — 1 et introduisons

5(z)

Wiz, ) = S(z,t) — §* — (). () ,

(
H(n, I (x))

Wa(x,t) = I"(x)g (

Wi(z,t) = [~ g (M) é(z, a) da.

et

(0.9]

o(x,a) = oz(x)]*(x)/ k(x,o)vy(x,0)do,

a
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Remarquons que ¢ est une solution du probleme suivant

{&45(;;@ = —a(z)I"(z)k(z,a)y(z,a),

¢(x,0) = a(x)l*(z)K,(z)
ou K, est définie en ((3.50). En utilisant la premiere équation de ([3.74]), nous

avo1ns

% _ (1 _ H(S*(x)vl**(x)) ) (51AS(CC,t) — 51AS*(5U))
I

()
1), I*(x))
“(x))

) (S*(z) — S(x,t))

Ensuite,

8W2 o 1 [*(SU)
o

() + Ailo) +a<:c>>f<:c,t>) (3.75)

+ a(x) <1 RN ) /Oook(a,a:)y(x,a)](t — a,x) da.

A partir de la deuxiéme et de la troisiéme équations de (3.74)), nous avons

(u(2) + fi(z) + (@) " (z) = B(x)H(S™(2), I"(2))
+ a(z) Ky ()" (x) + AT (x)
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En substituant cette équation dans ([3.75]), nous obtenons

oWy (1 | I'(2) ) SAL 4 (1 - I(x) ) B(x)H (S(z,t), I(z,1))

ot I(,t) I(z,t)
- (- 1w) T (a1
+ B H (S (@), () +az >K7<:c>f*<:c>)
4 ( ) ) 3(@,a)] (¢~ a,2) da,
:( [“t 5, ( )mx)H(s«m 0, 1(2,1))
- (fR ) (war@)+ s (575 + ) ()

_|_

A

)(1_1(33 t))/ k(a,x)y(x,a)l (x,t — a)da.

Maintenant, revenons a la dérivée de Wi,

Rl o e

I(x,t) .
1) ) @@ @
) (x) [ g

e (Iy(:v,t —a)

() )k(x a)vy(x,a)da.
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Ensuite, posons W = W, + W,

ow I(x,t)
o Y ( I+(x)

%M&@N@

P
+1—£%am
e
_ S(*f’z;z)_1 (52AI ()
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En réorganisant tous ces termes ci-dessus, nous obtenons,

i (1) o150
+g,([(az,t)) ([(a:,t—a) I(z,t)

(z) I(x) —[*(x))]k(x,a)v(:v,a)da

+ _II(*anCt)) a(z) Ky (x)I(z,t)
+{1- f;;t)) P S0, 1 0)
_ I[(f;f)>_1 B(x)H (S*(z), I* (z))
B I(ZU,t)_ alz T *IC
iy )@k @)
() (o _ I'(z) .
|1 Ty | AL )+<1 [(N))MI( 1),

Pour des raisons de simplicité, nous notons
re =@ o (15) o (557
i (I(x, t)) (I (vt —a) Iz, t)) }k(x, a)y(z, a) da.

I*(x) I“(z)  I*(2)

Puisque g est une fonction convexe, il s’ensuit que g(b)—g(a)+¢'(b)(a—b) <0
pour tout a,b € R, alors L(z,t) < 0,Vz € Q, Vt > 0. Maintenant, nous
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calculons la dérivée de W := W, + W,

oW H(S"(x), I"(2)) |
= U0+ o) (1= G (570 - s(0.0)

) (s @), 1)
_ ﬁ(af)H(S(SB, t)? ](:13, t)))

I(x s
CHS @ @) | 5 e
s H(S(x,tw*(x))) hAS(E )
(L HE @I @) e
i 570 S @
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Par réarrangements, nous obtenons

- mw+m%“ S0, 1) (1) S0
*Q mwwfm)mwaJU)

H(S(x,t),1(x,1))
H(S(z,1), I*(x))

Blx)H(S™(x), I (x))

B H(S (o), 10,0) + Al)H(S"(0). ()
-2 sy (s o). 1)

(1= s g riy ) st

(1= st 1) 550
+1_$3%ﬁmw

(1- ?jﬁ;ff) AT (2)

En ajoutant et en soustrayant le terme suivant

* HS (), () | () H(S(,0), I(2,)
ﬁmm“””w@ﬁmmwwwmﬂmmwmwmﬂ’
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nous obtenons

H(S(x,t), I*(x))
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Donc,

H(S(x,t), I*(x))

H(S5(x,t), I*(x))

+ B(x)H (5" (2), " (z))

I(x, t)H(5*(x), I*(x))

I(x,t)
(

I, t)H(5*(x), [*(x))

+ B(x)H(S™(z), " (z)) {ln

I(x,t)
(

157



Vu la définition de g, il s’ensuit que,

ow
W:L(az,t)Jr,u(a:) (1— H(S(

. (3 i@?) B) H(S" (2). I°(x)
+ B(x)H (S*(x), I*(x)) [i[(é(g tt)) ]f‘?i;?)) - 5 ((5(*95?)75*(2)))
st Y (1 A o) Sase
- (1 - 5<(5<52>’,¢*(8>)>> PATD

() I(x,t

Ensuite, en utilisant le fait que

H(S(x, 1), [(z,1)) | H(S(w,t),I(a,t)

n H(S*(x), I*(x))  H(S(x,t),I*(x)) H(S*(w),yf*(w))’
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Nous trouvons,

oF = et uto) (1= L (50) — 50,0
— B H (S (@)1 ()
H(S" (). ) |
o (st o) +o (e s 1o

(S (). I'(2) )

e H(S(x,w,f*(x)))él“ (@.2)
H(S*(2), I'(2))
H(S(a. ). I*(2)

+(1- ;é%) o NI (2,t) — (1 - (;) ) s AI* ().

— (1=

Maintenant, nous posons

Y (2,t) =g (Z(é(g,?)’,i(*%)))) Y ([17(*92;:3)> |

I(x,t
pour chaque x € (), pour les valeurs ¢ telles que [(*x(, )) < 1, ’hypothese
x
(3-61)) implique que
I(z,t) _ H(S(z,0), I(z,1) _,

<
I*(z) — H(S(x,t), I*(x))
Puisque la fonction H est décroissante sur (0, 1), alors

(I(x,t)) . (H(S(w,t),f(%t)))

g I*(x) H (S(z,t),I*(x)) )

I(x,1)

I*(x)

Nous procédons de maniere similaire pour les valeurs ¢ telles que > 1,
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pour montrer que Y (x,t) est négative. Notons

M(z,t) = L(x,t)+ p(z) (1—H(S(m) e ))) (S*(z) — S(x,1))

— B(x)H(5"(x), I*(x))

[g (H((5( (,xt)) J*(( ))))) o (?((;)g ;[fgi,(g),’z(*az;§>)))]

+ B(@)H(5(x), I*(2))Y (z,1).
Remarquons I1(x,t) < 0 pour tout = € Q2 et t > 0.

Puis, nous définissons Wy (U (t)) := /Q C(z)W (x,t)dx ou C est une fonction

strictement positive a préciser plus tard. Alors

oW (x,t)

dWo (¥ (1)) ,
— 5 = /QC(JU)(% dz,
= [, Cla)(w, t)dz + K(1),
o (1 HE @) I (@) )
f(t) = [ C( ){(1 H(S(M)J*(x)))ma 1)
(, H(S'(x),I(2) (1o T )
(1 H(S(r. ), () 25 ) F (1 e >)52M( g

Remarquons que /Q C(z)II(z,t)dx < 0 pour toute fonction strictement posi-

tive C.

Maintenant, nous traitons le dernier terme a travers les deux cas suivants :

Case 1 : (A) est satisfait.
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R(t) s’exprime alors comme

/() = [ C(x) {(1 - I[é‘%) 5o (z, 1) + (1 - [I(QE;))) 52AI*(:U)] dz.

Choisissons C'(x) = I*(x). Alors, la premiéere identité de Green avec une

condition aux limites de Neumann donne (voir par exemple [51])

or*(z)  I'(z) oI*(z)\
( Ox;  I(z,t) Ox; ) da

A1) =~ >

=1

<0

Case 2 : (B) est satisfait .

Dans ce cas, nous avons AS*(z) = Al*(x) = 0. Choisissons C'(z) = 1, nous
obtenons

B 0S(x,t)\* 0H (S(z,1), I*) I o (9l(z,t))
- bk () TR e £ ()

En utilisant le fait que H est croissante par rapport a la premiere variable,

nous déduisons que K(t) < 0 et, par conséquent,

W) _
dt -
dWo (W (¢
De plus, Ogdt()) = 0 implique S(z,t) = S*(x). En utilisant ’équation de

S dans et la premiere équation de ([3.74]), nous obtenons
H(S"(x), I(x,t)) = H(S"(x), I"(x)).

Cela, avec (3.61)), donne
I(.,t)=1"(.), pour tout t € R.

Enfin, en combinant ce dernier résultat avec (|3.73)), nous trouvons

Qt,.,.) =Q*(.,.), pourtout t € R.
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En utilisant l'invariance de LaSalle, nous obtenons que My, = {E*}. Rap-
pelons que M, est un attracteur global compact qui attire tout ensemble
invariant borné dans AXj. Cela implique que M, est un attracteur local com-
pact des ensembles compacts. Cela, associé a My = {E*}, le Théoreme m
implique que E* soit localement asymptotiquement stable. L’unicité est une

conséquence directe de 'attractivité de E*. ]

le role du taux de quarantaine pour contenir 1’épidémie

Dans cette section, nous allons déterminer le taux de quarantaine requis pour
contenir 1'épidémie. A cette fin, nous supposons qu’en labsence de quaran-
taine, I’épidémie persiste, et nous fournissons une condition sur la fonction
de quarantaine a de maniere a ce que Ry devienne inférieur a un, ce qui

constitue le résultat recherché.

L’objectif principal est de supposer que le taux de reproduction de base cor-
respondant & I’absence de quarantaine (c’est-a-dire o = 0, noté R) est su-
périeur a un, et nous cherchons une fonction optimale « de sorte que Ry
devienne inférieur a un. Cette fonction optimale est le taux de quarantaine

requis pour aider a contenir 1’épidémie.

Nous considérons le taux de reproduction de base correspondant a I’absence

du taux de quarantaine (ce qui signifie que nous remplagons a(z) =0, = € Q

dans (B-19))

Lﬂ@?ﬂﬂmmwuwm

Ry = sup
o<t | 8 [, [Vo(2) P+ [ () + file))(6(w))*da

(3.76)
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Ot S(z) est la solution du probléme suivant :

O AS(x) + Alz) — p(2)S(z) =0, = €Q,
(3.77)
a%g(x) =0, x € .

En posant ¢ € C (Q) comme la fonction propre correspondant a Rg , 'équa-

tion ([3.76)) peut ainsi s’écrire :

B A() + () + filw)) (o) — LI D) =0, 3 €,
(3.78)

Lyp(z) =0, x €.

Il est bien connu que Fo(z), = € Q est la fonction propre correspondant

Ry, qui vérifie :

—0AF o(z) = (u(x) + fi(x) = (1= Ky (2))a(@)Fo(z) + “2BZD0E  (2) = 0,

Lro(z) =0, x €.
(3.79)
En multipliant (3.78|) par F o et (3.79) par v, puis en les additionnant et en

intégrant 1’équation obtenue sur {2, nous obtenons :

Ro/ Blz 8H (S(x),0)¢)(x)F o(w) dx = /Q(l — K, (z))a(z) () F o() dz

2 I 8@ (3@, 000 ofa) d

(3.80)
Alors
. RS [, 80) D (S(), 06 ofa)dr
RS [,(1— K)o (@) ol)de + [, 50) S (3(),00()F o(r)da
(3.81)
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Puisque

8007 (8 00 o) dr < R (1 K (2))ala)i (@) ofe) da
H

[ B) 2 (S(x), 0)(@) ofa) do.
(3.82)

Nous concluons que Ry < Rg . Par conséquent, la fonction de quarantaine «
réduit 1’épidémie dans la population. Maintenant, nous allons vérifier si elle
peut contenir épidémie ou non. A noter que représente la relation
entre Ry et Rj. En posant Ry < 1 (et en utilisant le fait que Rj > 1), nous

obtenons :
(1= Ky@)a(e)b@)F o(e) dz > [ B@) 22 (3(x),0)(2)F o(x) do
) Q ol
25 8@ (5@, 0@ ofa) da
(3.83)
qui peut étre réécrit
/(1—K7(:U))a(x)w($)Fo(sc)dx > — / Bz 8H ~(:z:),O)Zp(x)Fo(sc)dx.
Q R
(3.84)

Par conséquent, si a(x) vérifie I'inégalité ([3.84]), nous obtenons Ry < 1.

Cela signifie que nous pouvons toujours extraire une fonction de quarantaine
a qui vérifie 'inégalité (3.84)). Ainsi, nous pouvons toujours obtenir Ry < 1
si RS > 1.

Pour simplifier, si nous considérons que a(x) = «g, alors I'inégalité (3.84)
peut étre exprimée comme suit :

(1 - ) |, B@) = (S(x) )@D(:L‘)Fo(x)dx.
@G—wawwvw>m

Q > Qipin =

Dans ce cas, si ag > i, alors nous avons Ry < 1 (I’épidémie est conte-
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nue) et ’état d’équilibre sans maladie est globalement stable. Si ap < auin,
I’épidémie persiste et le taux de quarantaine n’est pas suffisant pour contenir
I’épidémie.

Remarque 3.6. 4 noter que é dépend de a et de Ry, et donc la résolution
de [inégalité n’est pas directe. Cependant, si nous considérons l’espace

homogene, c’est-a-dire que toutes les données sont constantes, alors par des

calculs directs, devient :

OH A
1 55(570)

@ = ) (1K)

3.8 Simulations numériques

Dans cette section, nous validons nos résultats théoriques. Dans un premier
temps, nous considérons 2 = (0,8), puis nous considérons l’ensemble de

parametres suivant
Az)=1, px)=02, fiz)=1, folx)=2, 6 =0, & =001,

les conditions initiales.

S(x,0) = 0.5cos(3z) + 0.5, I(x,0) = 0.5cos(3x) + 0.5

et
Q(z,a,0) = (0.001cos(3z) + 0.02)e 01,

nous considérons la fonctionnelle d’incidence bilinéaire f c’est-a-dire
H(S,I)=S1

Pour garantir ces résultats, nous considérons, en plus de I’ensemble des para-
metres, la valeur S(x) = 0.01 , utilisée pour le cas de la stabilité de 1’équilibre

sans maladie, ou nous obtenons Ry =~ 0.7. Pour (x) = 0.5, nous obtenons
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Ro ~ 2.1 > 1, ce qui montre la stabilité globale de I'équilibre endémique

(S*, I*, Q*. (voir Figures [3.2] et

Evolution de S(t,x)

0.8

S(t,x)

Espace %9 Temps

Intégrale de Q sur a

30

20

10
Espace %9 Temps

Figure 3.1 — Evolution spatio-temporelle de I'épidémie lorsque Ro < 1
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Evolution de I(t,x)

Evolution de S(t,x)

I(tx)

4

2
Espace %09 Temps

Intégrale de Q sur a

* Q(t,a,x) da

+

To
o
o

30

20

10
Espace hi o Temps

Figure 3.2 — Evolution spatio-temporelle de I’épidémie lorsque Ro > 1
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