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Notations

B(R) : tribu borélienne sur R.

(Wi)ter, : processus de Wiener standard (mouvement brownien).
E(X) : espérance mathématique de la variable aléatoire X.

X ~ L : la variable aléatoire X suit la loi L.

Py — lim : la convergence en probabilité.

argminf(#) : ensemble des valeurs de # minimisant la fonction f.

=E)
a8
S'(0,z) = %(9,;15).
: oS
S0,x) = %(Q,x).

® : produit tensoriel.

a < b : a est négligeable devant b, c’est-a-dire 3 — 0.

a>>b : a domine b, c’est-a-dire § — +o00.

a~ b : a est approximativement égal a b, par exemple a — b = o(1).

= : convergence en loi.



Chapitre 1

Introduction générale

a statistique des processus stochastiques se situe a l'interface de la théorie

des probabilités et de I'inférence mathématique. Ses fondements théoriques
trouvent leur origine dans la construction rigoureuse du mouvement brownien
par Wiener [96], puis s’appuient sur la théorie de la mesure et la théorie des
martingales établies par Doob [25]. Tous ces fondements théoriques fournissent
I'infrastructure conceptuelle nécessaire a 'analyse des dépendances temporelles
et a I’étude asymptotique des procédures statistiques. Cette infrastructure est
ensuite consolidée par des outils analytiques cruciaux tels que les dérivées de
Radon-Nikodym définies par Shepp [90] pour les mesures gaussiennes ou le calcul
des intégrales stochastiques développé par McKean [76]. Hoel et al. |32] et Revuz
et Yor [88] développent aussi certains concepts fondamentaux tels que les chaines
de Markov, les processus de Poisson et le mouvement brownien, synthétisant
ainsi une base de la modélisation des dynamiques aléatoires. L’élaboration d’une
théorie unifiée de I'inférence pour ce type de processus trouve son accomplissement
dans des traités de référence, nous citons 'ouvrage de Liptser et Shiryaev [69],
qui présente une synthése rigoureuse des processus stochastiques et étudie les
filtrations et les processus de Markov.

L’inférence asymptotique pour les processus stochastiques est étudiée par Ibra-
gimov et Khasminski [36] ou 'outil puissant de la propriété de la normalité asymp-
totique locale (LAN) est introduit. Il convient également de mentionner I’apport
essentiel de Hajek [30], dont les travaux ont structuré la théorie moderne de la
condition LAN et de l'efficacité statistique. Pour le cas des diffusions en régime
de faible bruit, plusieurs travaux de Kutoyants [44}|45], [46], [47,50] adaptent
et développent considérablement cette théorie sous des conditions de régularité
appropriées. L’auteur établit la condition LAN uniforme, la consistance et les pro-
priétés asymptotiques des estimateurs classiques : du maximum de vraisemblance
et de bayes. Son ouvrage de référence (Kutoyants |49]) synthétise ces avancées
en présentant une théorie compléte de 'estimation paramétrique avec des résul-
tats clés sur la consistance et l'efficacité asymptotique. L’étude approfondie de
la classe des estimateurs de la distance minimale pour les processus de diffusions
est développée par Kutoyants [53]. D’autre part Kutoyants, Mourid et Bosq [|54]

abordent le cas plus complexe d’un processus de diffusion linéaire avec retard.
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Apoyan [2] aborde I'estimation paramétrique dans un processus de diffusion non
linéaire ou la dérive est non différentiable par rapport au parameétre inconnu.
Dans le méme contexte Korso [41] étudie Iestimateur du maximum de vraisem-
blance pour des retards multiples dans la dérive d’un processus de type diffusion.
D’autre part Mourid et Benyahia |79] traite le probléme de I’estimation semi para-
métrique pour la densité de probabilité des retards dans la dérive. Nous rappelons
aussi les travaux sur 'estimation semi paramétrique de Iacus [33] qui aborde le
probléme de 'estimation de I’état d’un systéme dynamique perturbé a partir de
I'observation de la trajectoire d'un processus de diffusion dont le coefficient de
diffusion (petit) est connu alors que le coefficient de dérive est une fonction régu-
liére inconnue. lacus [34] propose aussi un estimateur semi paramétriques pour le

coefficient de dérive dans un systéme dynamique non homogeéne.

Pour les modéles ou le paramétrage exact n’est pas disponible Kutoyants [52]
explore ’estimation non paramétrique de la fonction de dérive, en proposant des
méthodes adaptées a ces modeéles flexibles. Mourid et Kutoyants [56] proposent
un estimateur fonctionnel de la mesure représentant les retards dans la dérive
dans un processus de type diffusion par la méthode de la distance minimale. Une
étude exhaustive de ces questions est présentée dans I'ouvrage de Kutoyants [55],
qui couvre aussi bien le cas régulier que les situations non réguliéres. L’exploi-
tation des propriétés ergodiques a également permis d’étudier la consistance et
le comportement asymptotique des estimateurs a partir d’observations station-
naires. Kutoyants en a systématisé I’étude dans [58|, couvrant les cadres para-
métrique et non paramétrique, avec des développements détaillés dans [52}|57]
et des contributions complémentaires de Dalalyan [17,/18|, Dachian [13] et Ne-
gri [82]|. Parallélement, l'inférence pour les processus fonctionnels a été initiée
par Bosq, notamment & travers son traité avec Lecoutre [6], ses travaux sur les
vitesses paramétriques des estimateurs non paramétriques en temps continu [7]
et son ouvrage de référence sur I'estimation et la prédiction non paramétriques
pour les processus stochastiques [8]. Dans ce prolongement, Mourid a étendu avec
Kara-Terki [37] la théorie LAN aux processus autorégressifs hilbertiens, adaptant
ainsi I'inférence asymptotique aux données fonctionnelles dépendantes. Enfin, les
processus de Poisson non homogéenes constituent une autre classe essentielle de
modéles en temps continu, adaptés a la description de phénomeénes ponctuels. Les
travaux de Kutoyants [48.|51] ont largement développé la théorie de I’estimation
de leur intensité, considérant & la fois les situations réguliéres et non réguliéres,
ainsi que les approches paramétriques et non paramétriques, comme le présente

son ouvrage récent [65).

Dans cette perspective générale, I’analyse statistique des processus stochas-
tiques conduit naturellement & s’interroger sur la validité des modeles utilisés

pour décrire les phénomeénes observés. En effet, si les méthodes d’estimation per-
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mettent de déterminer des parameétres ou des fonctions ajustés aux données, elles
ne garantissent pas que la structure probabiliste choisie refléte fidélement la dyna-
mique réelle du systéme. Ce probléme méne directement a I’étude des procédures
permettant de tester la compatibilité d’'un modéle avec les trajectoires observées.
Les tests d’ajustement constituent précisément un outil fondamental de cette dé-
marche. Ils permettent d’évaluer ’adéquation entre un modéle probabiliste et
les données enregistrées, en fournissant des critéres objectifs pour juger la va-
lidité d'une hypotheése portant sur la loi gouvernant les observations. Ces tests
sont aujourd’hui largement utilisés dans de nombreux domaines, 1’économétrie,
la biologie, les mathématiques financiéres et les sciences de l'ingénieur, ...

Dans ce travail, nous nous focalisons sur la problématique des tests d’ajuste-
ment pour des processus de type diffusion évoluant en régime de faible bruit en
particulier. Cette branche de I'inférence statistique a été progressivement étendue
a des contextes variés, allant des cas classiques d’observations ponctuelles indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) aux structures plus complexes de

I’observation de processus continus.

1.1 Tests d’ajustement pour des observations i.i.d.

La problématique des tests d’ajustement, initiée pour des observations i.i.d.
dans les travaux pionniers de Cramér [9]|, von Mises [94], Kolmogorov [40] et
Smirnov [91], a suscité un intérét croissant durant les années 1950. Parmi les
nombreuses contributions de cette période, celles de Darling [19,[20], Anderson et
Darling [1] et Watson [95] méritent d’étre mentionnées. Ces travaux ont conduit
aux tests classiques, dont les plus utilisés de Cramér—von Mises et de Kolmogorov-

Smirnov reposent sur la comparaison entre la fonction de répartition empirique
1 n
F(z) = " 21 Lix;<a}
j:

et la fonction de répartition théorique Fi(x). Le test de Cramér—von Mises utilise

la mesure quadratique

+o0o
W2 —n / [Fo(z) - F.(2)]*dF. (),
généralisée par von Mises avec un poids ¥(z) :

W2=n [ [Rule) - B@) o). (a),

o

tandis que le test de Kolmogorov-Smirnov repose sur la distance uniforme

D, = Sgp\/ﬁlﬁn(ﬂf) — Fi(2)].



1.1. TESTS D’AJUSTEMENT POUR DES OBSERVATIONS IL.I.D. )

Considérons 1'hypothése nulle et 'hypothése alternative :
Hy:F(a) = Fu(z), #:Fx)#FE(), zeR

Un test d’ajustement basé sur la statistique ®,,, I'une de celles définies précédem-
ment (W2, W2 ou D,,), est défini par

\Ijn = ]l{<1>n>ca}7

ou « € (0,1) est le niveau du test et le seuil critique ¢, est déterminé a partir de
®, la loi limite de ®,, sous 7 :

P(®>c,) =a.
Sous 7, on a alors

lim Ey[V, | = a,

n—o0

ou Eq désigne I'espérance sous 4.

Ces tests sont de distribution asymptotique libre (ADF), ce qui signifie que la
loi limite ® ne dépend pas de F. Cette propriété repose sur le fait que la fonction
empirique normalisée

Vi(Fy(z) = Fu(w))
converge en loi vers un pont brownien {B(s)}o<s<1, un processus gaussien centré

de covariance E[B(s)B(t)] = min(s,t) — st. Il en découle les convergences en loi :

1
W? = / B(s)*ds=W, D, = sup |B(s)| =D,
0 0<s<1
permettant la construction de tests consistants contre toute alternative fixe.
Ainsi, les régles de décision pour les tests de Cramér—von Mises et de Kolmogorov-

Smirnov s’écrivent :

1
0
On(X™) = 1D, >da}s P( sup |B(s)| > da> = .
0<s<1

Ces résultats sont établis dans de nombreux travaux, notamment Durbin [26],
Greenwood & Nikulin [29] et Lehmann & Romano [67].

Aprés avoir étudié le cas i.i.d. sous une hypothése nulle simple, nous abordons
a présent le cadre plus délicat d’une hypothése nulle paramétrique, dans lequel la
distribution du modéle est spécifiée par une fonction de répartition réguliére F,

dépendant d’un paramétre inconnu 6. Plus précisément, I’hypothése nulle s’écrit

I F(z) = F.(0,x), reR, €O CR.
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Ce modéle a été largement étudié, notamment dans les travaux de Nikabadze [86],
Babu et Rao [3|, et Leigh [68]. Dans une contribution fondatrice, Durbin [26]
introduit I’analyse de statistiques asymptotiques basées sur la fonction empirique

normalisée définie par

~

Ua(2) = Vit (Fu(2) = F.(Br,2)).

ott 6, désigne l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) du paramétre

0. L’auteur étudie notamment une statistique de type Cramér—von Mises

—_~ +OO ~ o~
W,f:/ Un(2)* dF,(0,, x),

[e.e]

ainsi qu’une statistique de type Kolmogorov

D,, = sup ‘(Afn(x)‘
Sous des conditions de régularité, 'EMV est consistant et asymptotiquement
normal. De plus, en notant /(#) I'information de Fisher, f(0, z) la densité de X,

et f (0,2) = 0f(0,2)/00, on dispose de la représentation asymptotique suivante

S L ~f0X) _ [,
Vil =0 = g LR e 0= [ o

Posons

2F*(Q7 x).

Bn(l') — F\n(;p) — F*(Q,LU), F*(07:L’) - o0

Un développement de Taylor donne
Un(2) = Bu(z) — v/n (0, — 0) F.(0, 2) + o(1).

D’une part, nous avons
Vi %) Vi [ g g B = [0 a8

o dn £(6, )
. nf(0,x
£(971’> = T.

D’autre part,

Fo(0,2) = / " 0.y dy = / " i(6,y) dF.(6.y).

—00

On obtient ainsi la représentation asymptotique fondamentale

U,(z) = By(z) — ( i li</9[—7(_yg)) dBn(y)> </_x 5(8[’52)) dF*(Q,y)> +o(1).
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Sous %), comme By, (x) = B(F.(f,x)), o B est un pont brownien standard, il

vient

Ula) = B(F*(g,;,;))_(/R h(aF*(e,y))dB(F*(e,y))) (/

—0o0

T

avec

E(Q, F*_1(9>U)) ! 2 _
TOR /o h(6,v)*dv = 1.

Comme établi par Darling 19|, la loi limite du processus U (z) dépend de la distri-

h(0,v) =

bution F, (0, ). Les tests construits ne sont donc pas a distribution asymptotique
libre, ce qui complique 'obtention du seuil critique. Une approche alternative, in-
troduite notamment par Durbin [26] et développée ensuite par plusieurs auteurs,
consiste a appliquer une transformation linéaire L[-] au processus limite U(-) de

maniére a obtenir un processus de Wiener {W () }o<¢<1. Sous .75, on a alors

A, = / +OOL2[ﬁn](x) dF,(0,,7) = / 1 W2(s)ds.

o0

Par conséquent, le test
1
U =1 wany P{A>d,} =a, A= /0 W2(s)ds,

est ADF et le seuil d, est universel, il ne dépend ni de F}, ni de 6.

Plusieurs tests d’ajustement ADF ont été développés sur cette base, notam-
ment par Delgado et al. [21] ainsi que par Dette et Hetzler |23]. Des présentations
et démonstrations détaillées de la transformation linéaire apparaissent dans les
travaux de Kleptsyna & Kutoyants [39] et de Kutoyants [63,64] et dans la preuve
de la Proposition 4.20 de [65].

1.2 Tests d’ajustement pour des processus de dif-

fusion

Une approche comparable a été étendue aux processus stochastiques observés
en temps continu, notamment dans les travaux de Fournie [27], Tacus & Kutoyants
[35], Dachian & Kutoyants [14], Negri [8385], Kutoyants [58}60,64] et Kleptsyna
& Kutoyants [39]. Une part importante de cette recherche s’est concentrée sur
les tests d’ajustement (GoF) pour les processus de diffusion observés en temps

continu, solution de 'EDS
dX; = S(Xy)dt +edWy, Xo=1m9, 0<t <T. (1.1)
Sous I’hypothése nulle simple

0 S() = Si(+), Si(+) est une fonction réguliére positive connue,
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ces tests, tels que ceux de type Cramér-von Mises et Kolmogorov—Smirnov |14]
sont basés sur la statistique
Xt — x:
Ve(l) i = ——,
(1) = =
ou z;y est la solution de I'équation différentielle ordinaire associée pour € = 0,
dzy
dt

Ces statistiques sont donc introduites

W UTLF/T (%)
: o Siar) o \&5%(z}) ’
~1/2
D, = {/T—dt } / sup Xe 1
© Lo SHaD)] o ozisr|eSi(a))
De plus, la convergence uniforme de la solution de 'EDS (1.1)) X; vers z} (voir

Kutoyants [55]) est utilisé pour décrire la limite de ces statistiques au moyen d’'un
processus de Wiener {w(s), 0 < s <1}

1
Wf:>/ w(s)’ds, D.== sup |w(s)|, as &—0.
0 0<s<1

Par conséquent, les tests de type Cramér-von Mises et Kolmogorov-Smirnov

peuvent étre définis

U (X%) = Lqwescyy,  0:(X7) = Lip.>dny-
Iei X¢ = (X;, 0 <t <T)est une trajectoire observée et c,,d, sont définis
comme suit

P{ /Olw(s)st > ca} = q, P{ sup |w(s)| > da} = a.

0<s<1

Ces tests maintiennent un niveau asymptotique « € (0, 1) et satisfont la propriété
de distribution asymptotique libre. Kutoyants [60] a étendu ces méthodes a des

diffusions plus générales
dXt = S(Xt)dt + €U(Xt)th, XO = Xy, 0 é t § T,

en proposant des statistiques inspirées des tests classiques de Cramér—von Mises
(C—vM), Kolmogorov—Smirnov (K-S) et du Chi-deux (Ch-S), adaptées au cas
asymptotique de petit bruit et conservant les mémes propriétés asymptotiques.
De nombreux travaux se sont intéressés au test d’hypothéses sous une hypo-
thése nulle simple ou le paramétre est fixé a une valeur donnée 6 = {6,}. Le

modeéle prend alors la forme

HO IdXt:S<90,t,Xt)dt+€th, X():l’(), 0<t<T.
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Dans ce cadre, des contributions majeures sont dues a Dachian et Kutoyants
[14], Tacus et Kutoyants [35], et Kutoyants [60]. Dans [35], Tacus et Kutoyants
proposent un test semi-paramétrique pour les systémes dynamiques faiblement

bruités, basé sur la fonctionnelle

9(S) = / G:(S)) dt.

o G est C!, positive et croissante, et z;(5) la solution déterministe associée.
L’hypothése nulle est

T
Hozﬁzf}o:/ G(2Y) dt, Hy 9 > Y.
0
La statistique de test est

a:x) = = [ 160~ G ar

et le test associé

. T(G()) - G(aD)\
B2(X) = Tias(x)>21_a n(50) 2} *ﬁ<5°>—/0 ( So(29) ) dt'

Sous Hg, A*(X) = N(0,k(Sp)), assurant le niveau asymptotique a. Le test est
par ailleurs localement asymptotiquement uniformément le plus puissant dans
une classe d’alternatives contigués.

Nous proposons une synthése des travaux sur les tests d’ajustement ADF
appliqués aux processus de diffusion paramétriques bruités. Ceux-ci sont définis,
sous 'hypothése Hg, par 'EDS

dXt = S(@,t, Xt)dt + Eth, XO = Tog, 0 S t S 7—‘7 (12)

ou € © = (a,b) C R est le parameétre a estimer. Parmi les contributions
remarquables, nous pouvons citer les travaux de Kutoyants [62,63], [64]. Ces
contributions peuvent étre présentées selon 1’évolution méthodologique proposée

par I'auteur. Dans |62], Kutoyants considére le modéle de diffusion & petit bruit
X = S(Xy)dt + eo(Xy) dWy, 0<t<T, &—0,
et étudie le test de I’hypothése nulle
Ho : S(x) =S50, z), 0 € 0.

Notons z;(6) la solution déterministe associée et f. Destimateur du maximum de

vraisemblance. La statistique fondamentale est alors

0. = 52/0T [Xt — xt(é;)rdt.
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Kutoyants montre que le processus normalisé

X — mt(é\s>

uet) = — <" S0.1,)

converge, aprés une transformation linéaire adéquate, vers un processus limite de

U(t) = w(t) (/Olh(e,s) dw(s)) </0t h(6, s) ds) ,

ol w(t) est un mouvement brownien. Cette représentation permet de ramener la

la forme

statistique du test & une forme ADF

ot B(t) est un pont brownien. Le test obtenu est ainsi ADF.

Poursuivant cette approche, Kutoyants [63] introduit la statistique naturelle
/175<t) = 571 (Xt — xt(Q)),

ot 0 désigne 'EMV. L’auteur propose deux constructions de tests : la premiére
repose sur un changement de temps combiné a l'utilisation de la formule d’Ito,
tandis que la seconde s’appuie sur une transformation linéaire de v.(¢). Une avan-
cée méthodologique significative apparait dans l'article [64], ou Kutoyants ex-
ploite la fonction score pour construire des statistiques de test. L’étude repose

sur 'observation du processus X¢ = { X, }o<i<r, solution de I’équation
dXt = S(t,Xt) dt+€0'(t,Xt)th, XO = Ty, 0 S t S T,

ou la dérive S est une fonction inconnue, tandis que le coefficient de diffusion
eo(t, X;) est une fonction positive connue, avec € € (0,1). Le test s’appuie sur

I’hypothése nulle paramétrique
HO : dXt = 5(9, t,Xt) dt + EO’(t,Xt>th, XO = Zog, 0 S t S T, (13)

ou S(6,t, X;) est une fonction réguliére connue dépendant d’un paramétre inconnu
0 € © = (a,b). L’étude est menée sous la condition de régularité suivante :
(R) : Les fonctions S(0,t,z) et o(t,x) admettent deuz dérivées bornées par rap-
port a 0 et a x, et leurs dérivées sont continues et bornées par rapport a t.

A Déquation stochastique (1.3) est associée I’équation déterministe

dx
d—tt = S5(0,t,2,), xo, 0<t<T,
et sa solution 7 = {x,(0)}o<i<7. Lorsque € — 0, le processus X¢ converge

uniformément sur [0, 7] vers la fonction déterministe z7.
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L’information de Fisher s’écrit alors

(" S(6,t, 1) ’
1(9)_/0 (W) dt > 0.

La construction du test débute par la définition de la fonction score normalisée

T 56,1, Xy)
X)) = o X, — X, )
00X = [ e %~ 504X

Le processus de la fonction score est ensuite défini par

15 ! 5(97S7X8)
U.(t, 0, X7) :/0 10 (s, X7 [dX — 5(0,s, X,)ds].

Soit 6. PEMV de 6. Afin de garantir que le processus U.(t, 0., X ¢) soit bien dé-
fini, Kutoyants propose deux approches méthodologiques. La premiére repose sur

I’application de la formule d’Tt6 a la fonction

v 5(0,s,y
H(Q,S,.ﬂf):/ Wdy

L’intégrale stochastique associée admet alors la représentation

t—S(e’S’XS> ! / 520(S7Xs)2 7
/O 0_(8’ XS)2 dXs - H<07t7 Xt)_/o\ |:H,3(97 87 Xs) + THxx(g, S, XS):| dS

Dans sa forme normalisée, le processus utilisé pour construire la statistique de

test s’écrit alors

HO..t. X Ll H(6..5. X 3(0.. 5. X ). s. X
v = HO=1.X0) / [ 105, X)  S(be,,X) S0, s>] n
0

= 1(0.)17? 10 eI(6) P o(s X.)

La statistique de test est définie par

T 2 &/
A — / Ue(t)? S(0e,t, X,)
o 1(0.)o(t, X;)?

Sous Hy, et lorsque € — 0, la statistique A, converge en loi vers

1
A :/ B(s)*ds,
0
ou B(+) est un pont brownien standard. Le test
zﬂs = lia>cals ou P(A > c¢,) = a,

est alors de niveau asymptotique « et posséde une statistique asymptotiquement
libre. Dans la seconde approche, Kutoyants propose l'introduction de deux esti-

mateurs distincts du paramatre, 'EMV et TEDM, afin de surmonter la difficulté
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liée a la non-définition rigoureuse de l'intégrale stochastique intervenant dans le
processus UL (t, 0., X9).

A partir des années 2000, 1’étude des processus de diffusion ergodiques et
la construction de tests d’ajustement adaptés ont suscité un intérét particulier.
Les contributions majeures ont visé & élaborer des procédures dont la distribu-
tion limite, sous 'hypothese nulle, reste indépendante des paramétres inconnus,
assurant ainsi la propriété ADF des tests. Un point de départ fondamental est
I'ouvrage de Kutoyants [58|, qui rassemble les outils d’inférence pour les dif-
fusions ergodiques et introduit les notions techniques (ergodicité, temps local,
transformées, MLE) nécessaires a la construction de tests de type Cramér—von
Mises (CvM) et Kolmogorov—Smirnov (KS). Dans le cas d’une hypothése simple,
Kutoyants [59,[61] montre que les statistiques de type CvM et KS, basées respec-
tivement sur la fonction de répartition empirique associée a la loi invariante et
sur la densité empirique obtenue via le temps local, convergent vers des fonction-
nelles gaussiennes universelles, conduisant a des tests ADF consistants contre des
alternatives fixes. Parallélement, Negri et al. [81,83| introduisent une approche
fondée sur le processus empirique marqué de la fonction score, dont les statistiques
convergent faiblement vers un processus gaussien. Cette approche permet d’ob-
tenir des tests ADF valides sous différentes modalités d’observation (continue,
discréte ou en temps d’événement), avec de bonnes propriétés de puissance face
a des alternatives non paramétriques. Le probléme des paramétres inconnus est
ensuite traitée par Negri et Zhou [85], qui considérent un modeéle avec paramétre
de translation. Ils construisent deux statistiques de type CvM (I'une basée sur le
temps local appliqué a la densité invariante, ’autre sur la fonction de répartition
empirique) et démontrent que les lois limites sous H, conservent la propriété ADF.
Kleptsyna [39] étend ces résultats aux hypothéses paramétriques composites, in-
cluant notamment les modeéles d’Ornstein—Uhlenbeck, en appliquant une trans-
formation de type martingale aux statistiques CvM /KS. Sous H,, les statistiques
transformées convergent vers des fonctionnelles standards d’un pont brownien,
permettant 'utilisation de seuils universels. Enfin, Kutoyants [63],64] développe
des tests ADF pour les systémes dynamiques perturbés, en introduisant notam-
ment des procédures basées sur les processus de fonction score, consolidant ainsi
le lien entre méthodes empiriques et approches fonctionnelles dans la construction
de tests ADF.

1.3 Tests d’ajustement pour les processus de Pois-

son

Au-dela du cas des diffusions, la problématique des tests d’ajustement a éga-

lement trouvé un prolongement naturel dans I’étude des processus de comptage,
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tels que le processus de Poisson. Les premiéres approches adaptent les statistiques
classiques de type Kolmogorov-Smirnov ou Cramér-von Mises aux observations
ponctuelles par Dachian [14], et des tests CvM ont été proposés pour des inten-
sités paramétriques par Dabye [11]|, démontrant la possibilité de construire des
tests ADF. Des travaux ultérieurs de Kutoyants [62,64] et de Dachian [15,|16]
ont systématisé 1’étude des tests d’hypothése pour les processus de Poisson, en
considérant les cas réguliers et singuliers. Différentes méthodes ont été explorées,
notamment les tests fondés sur la statistique de score, le rapport de vraisemblance
généralisé (LRT), le test de Wald et des tests bayésiens, montrant que ces procé-
dures peuvent étre asymptotiquement uniformément les plus puissantes dans le
cas régulier, tout en permettant une analyse détaillée des situations singuliéres.
Enfin, Dabye [12| a proposé un test CvM pour des processus inhomogeénes avec
parameétres de décalage et d’échelle inconnus, dont la statistique converge vers une
loi limite indépendante des paramétres sous Hy, assurant a la fois la propriété
ADF et la consistance face aux alternatives. Ces résultats illustrent la richesse
et la flexibilité des approches disponibles pour construire des tests d’ajustement
pour les processus de Poisson, qu’elles reposent sur des statistiques classiques ou
sur des principes fondés sur la vraisemblance et le score. Kutoyants [65] propose
une transformation permettant de convertir le processus limite U(-) en un proces-
sus de Wiener {W(t)}o<t<1. Cette transformation constitue un outil central pour
construire des statistiques de test dont la loi limite ne dépend pas du modéle
sous-jacent, assurant ainsi la propriété ADF. A titre d’illustration, considérons
un processus de Poisson inhomogéne dont l'intensité dépend de paramétres in-
connus. Soient X(t),..., X, (t) des processus indépendants observés sur [0, 7],

avec sous I’hypotheése nulle 77 :
A1) = af(t) + Bg(t) + Ao, 0=(a,8)" €O CR?,

ou f et g sont des fonctions linéairement indépendantes et \y > 0 est une in-
tensité de base connue. Kutoyants construit un estimateur des moments (EMM)
consistant @y, puis un EMV en une étape 0, combinant la simplicité du 'EMM
et lefficacité asymptotique du 'EMV. Sur cette base, il définit un processus
transformé w, (0%, -) et une statistique intégrée

T
W20 = [ wa(63 (6PN D,
0

qui converge en loi vers fol W (z)%dz, o W est un mouvement brownien standard.
Le test

Un(X™) = Lwoz)>er)
est ainsi ADF et consistant. Cet exemple illustre 'efficacité de la combinaison
d’un estimateur des moments et d’une correction en une étape pour obtenir des

tests ADF universels dans les modeéles de Poisson inhomogénes.
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1.4 Plan de travail et position du Probléme

Ce travail est consacré a la construction et I'étude d’un test d’ajustement
ADF d’un processus de diffusion, notés X© = (X;, 0 <t < T, satisfaisant 'EDS
dans 'asymptotique de petite diffusion (¢ — 0)

dX, = S(X,)dt +edW,, 0<t<T
Xs = 2o, S S 0.

(1.4)

{Witio<t<ry est un processus de Wiener, tandis que la valeur initiale zy est dé-
terministe et que S(.) est une fonction inconnue. Le paramétre ¢ € (0,1) est
donné. Afin de situer cette problématique dans un cadre plus large et de mettre
en évidence la contribution de ce travail, nous proposons 1’organisation de cette
thése selon les chapitres suivants :

Chapitre 1 : Nous présentons un apergu historique succinct des travaux
consacrés a la statistique des processus, a l'estimation et précisément aux tests
d’ajustement, et plus spécifiquement a I’étude des tests d’ajustement ADF. Ce
chapitre introductif fournit d’abord un rappel des fondements et des fondateurs de
la théorie des processus stochastiques. Il se concentre ensuite sur l'inférence sta-
tistique, en commengant par une revue des méthodes d’estimation (paramétrique,
semi-paramétrique et non paramétrique) appliquées a divers modeéles (linéaires,
non linéaires, fonctionnels) et sous différents régimes asymptotiques (petit bruit,
ergodique, mélange) pour les processus stochastiques, de diffusion, de type diffu-
sion et de Poisson. Enfin, nous proposons un apercu technique des tests d’ajuste-
ment, en général et des tests ADF en particulier, en partant du cas des variables
indépendantes et identiquement distribuées (hypothéses simple et paramétrique)
pour étendre I'analyse aux processus de diffusion (régime de petite diffusion, cas
ergodique) et aux processus de Poisson.

Chapitre 2 : Nous développons les outils mathématiques fondamentaux et les
méthodes d’estimation spécifiques aux modéles stochastiques étudiés dans cette
thése. Ce chapitre est structuré en deux parties principales. Dans un premier
temps, nous introduisons les éléments essentiels du calcul stochastique, incluant
le mouvement brownien, 'intégrale stochastique et la formule d’Ito, ainsi que la
théorie des EDS. Dans un second temps, nous nous concentrons sur l’estimation
paramétrique au sein d'une EDS, en présentant et analysant des estimateurs
clés tels que l'estimateur du maximum de vraisemblance et celui de la distance
minimale. Nous abordons également le cas important d’'un modéle mal spécifié,
et étendons enfin le cadre d’étude a 'estimation paramétrique dans une équation
différentielle stochastique a retard.

Chapitre 3 : Ce chapitre présente les résultats principaux de notre article

[5]. Nous y développons et analysons une méthodologie compléte pour tester la
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présence d'un retard dans le coefficient de dérive de I'EDS observée en
régime de petite diffusion. Cette méthodologie aboutit a la construction d’un
test d’ajustement a distribution asymptotique libre. Cette étude se structure en
trois parties. Dans un premier temps, nous posons le probléme : sous I’hypothése
nulle, le coefficient de dérive dépend d’un retard caractérisé par un paramétre
unidimensionnel inconnu §# € © = (a,b) C [0,7]. En notant S une fonction

réguliére donnée, '’hypothése nulle s’écrit
Ho:dX, = S(Xyg)dt +edW;,, Xy=1m, -b<s<0,0<t<T, (1.5)

tandis que, pour une fonction réguliére B(-), I'hypothése alternative (sans retard)

est donnée par
HlidXt:B(Xt)dt+€th, XS:ZE(), SSO, OStST

Fixons un niveau o € (0,1). Nous considérons alors la classe des tests de niveau

asymptotique « :
Ko = {qf lim B0 (X°)] = a} . Y0eO=(ab),

ou Ey[¥_(X¢)] désigne la probabilité de rejet de Hg sous le parameétre 6, et Ey
I’espérance correspondante. Ensuite, nous détaillons les préliminaires et résultats
auxiliaires nécessaires : L’analyse est menée a partir de la trajectoire restreinte
Xt = {X; }epr) du processus X¢, 'intervalle d’observation effectif étant [6, 7.
En effet, 'impact du terme de dérive retardée ne devient observable qu’a partir
de l'instant ¢ > 6, avec 6 < b.

En posant ¢ = 0, nous associons a ([1.5)) 'équation différentielle ordinaire

dzt
dt

dont la solution est notée {x; = x4(6) }o<r<r-

=S(x4-9), xs=1x9, —b<s<0,0<t<T,

Une particularité essentielle du probléme réside dans le fait que, en écrivant
(1.5)) sous forme intégrale en ¢ — @, nous obtenons

t—0
Xt,g =Ty + / S(XS,Q) ds + é?Wt,g,
b

de sorte que les trajectoires {X; 9,0 <t < T} possédent la méme régularité que
celles du processus de Wiener {W;_y,0 < ¢t < T'}. Par conséquent, la dérive sous
Hoy n’est pas différentiable par rapport au parameétre de retard.

Pour I’étude inférentielle, nous introduisons I’hypothése de régularité sui-
vante :

% : La fonction S(-) est positive, deux fois continiment dérivable, et
sa dérivée S'(-) est positive, bornée, et non nulle sur un certain sous-

intervalle de [z}, z7].
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Sous la condition €, I'information de Fisher associée a (1.5)) est strictement

positive et la condition d’identifiabilité est satisfaite :
T
1,(0) = / S%(2420) S (w1_g) dt > 0,
b

T
Yy >0, inf inf / (S(x1-9) — S(x1-4,))" dt > 0.
b

00€O |60—00|>~
Enfin, nous énoncons et démontrons nos résultats théoriques principaux : La
construction du test s’inspire des travaux de Kutoyants [63,/64], qui reposent sur
la fonction score. Toutefois, dans notre cas, la non-différentiabilité du terme de
dérive en # nous conduit & définir le processus de la fonction score (SFP), dérivée
du log-vraisemblance par rapport a 6 dans I'espace L[20,T]' Nous définissons ainsi

le processus U.(t, 8, X¢) par

[dX, — S(Xs_g)ds].

U.(t.0.x%) = 10 | 'S Ko

Or, la statistique empirique U, (¢, @\, X=b) n’est pas bien définie en raison du ca-
ractére anticipatif de son intégrande. Dans ce contexte, Kutoyants [64] propose
deux méthodes : une premiére basée sur la formule d’It6, inadaptée ici du fait de
la dépendance simultanée en s — 6 et s — 26, et une seconde approche permet-
tant de contourner cette difficulté, que nous retenons. Notre démarche repose sur
I'utilisation combinée de deux estimateurs :
1. TEMV 557;,, défini par
5575 := arg max L(f; X°?),
0€(a,b]

ou

b I 1 [,
L(0; X=7) :exp{g—Q/b S(Xt—e)dXt—@/b S (Xt_g)dt}.

2. TEDM gysvb, défini par

é/lls,b = arg mln/ (Xt — $t<6))2dt, vV, = b+ \/E
b

0cO

Notons 6y la vraie valeur du paramétre. La statistique de test de type Cramér—von

Mises est construite a partir de la statistique auxiliaire V_(¢) :

B /T V(1) §'(X, 5, ) S(X, oz, )
Ve [b(0V57b)

dt,

avec

— dW

V.(t) = / X 5,0) K, )
: v 1,(0,,, )12
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La démonstration des résultats s’appuie sur une analyse asymptotique dans
le régime de petite diffusion (¢ — 0). Sous Ho, nous établissons la consistance
des estimateurs 5575, et gye,b, ainsi que la normalité asymptotique de 'EMV, ac-
compagnées de résultats complémentaires. Ces outils permettent de montrer que
la statistique proposée définit un test d’ajustement appartenant a la classe C,,
dont la loi limite est indépendante du paramétre, garantissant ainsi un test ADF.
Sous H;, les estimateurs conservent leurs propriétés de convergence, mais vers
d’autres valeurs caractéristiques du modéle mal spécifié, ce qui assure la consis-
tance du test et établit sa puissance asymptotique contre toute alternative fixée.
Ces développements reposent sur la convergence uniforme en ¢ € [0, 7] des solu-
tions de ’EDS avec retard et de 'EDS associée sous H; vers leurs limites
déterministes respectives.

Les deux derniers chapitres sont consacrés a des applications du cadre théo-
rique développé dans le chapitre 3. Chacun présente un modéle issu d’un domaine
distinct, la biologie et I’économie, illustrant ainsi les résultats théoriques obtenus.

Chapitre 4 : Ce chapitre est consacré a une application en biologie, por-
tant sur I’ajustement d’un modeéle logistique stochastique décrit initialement par

I’équation différentielle stochastique
Xy
dXt:TXt 1—? dt+€th, XOZZ‘o,OStST

La dérive de ce modéle n’étant que localement lipschitzienne, nous introduisons
une troncature lisse afin d’obtenir une dérive globalement lipschitzienne et suffi-
samment réguliere pour permettre I’application rigoureuse des résultats asymp-
totiques développés au chapitre 3. Cette modification est de nature purement
technique et ne modifie pas la dynamique du modéle sur les domaines biologique-
ment pertinents. Le modéle stochastique effectivement considéré dans ce chapitre

est alors donné par I’équation différentielle stochastique tronquée
X
dXy =1 xx(Xy) (1_ W) dt +edW;, Xy=m, s<0,0<t<T,

ou la fonction yg : R — R est une troncature lisse de I'identité, définie par

T, 0<r<K,
Xk (z) = { fonction C? d’interpolation, K <z < K + 1, avec| X'k (z)] < 1.
0, r<0oux>K+1,

La fonction xx coincide avec l'identité sur 'intervalle biologiquement pertinent
[0, K] et assure que la dérive tronquée est globalement lipschitzienne. L’analyse
repose alors sur le test d’ajustement construit au chapitre 3, appliqué a ce mo-

déle logistique tronqué. Dans ce cadre, I’hypothése nulle correspond a une dérive
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logistique a retard, tandis que I'’hypotheése alternative est donnée par un modéle
a dérive instantanée. Nous construisons une statistique de test adaptée et mon-
trons que, sous des conditions de régularité appropriées, elle converge en loi vers
un fonctionnel d’un pont brownien. Le test ainsi obtenu est ADF. Chapitre 5 :
Ce chapitre présente une application en économie, centrée sur un processus de
diffusion a dérive sigmoide

X, — X*
—

L uER, 0<t<T,

) dt +€th, QO(U) = m

dXt:Tg0<

X, = xo, s <0.

modele utilisé pour décrire certaines dynamiques de transition ou d’ajustement
dans les sciences économiques et financiéres. Le test du chapitre 3 est appliqué
a ce contexte pour distinguer deux dynamiques : une hypothése nulle présen-
tant un effet de mémoire (retard), et une hypothése alternative caractérisée par
un ajustement immeédiat. Nous démontrons que la statistique de test proposée
converge également en loi vers un fonctionnel d’un pont brownien, ce qui garantit
la propriété ADF.

Ces deux chapitres d’application mettent en évidence la validité et 1'utilité
pratique de notre approche pour l'analyse de modéles réalistes ou la présence
d’un délai dans la dynamique est une question centrale. Dans chacun d’eux, des
simulations numériques réalisées avec le logiciel R viennent illustrer les perfor-
mances empiriques de la procédure de test et confirmer ses propriétés théoriques.

Enfin, une conclusion générale résume les principales contributions, en exa-

mine les limites et ouvre sur des perspectives de recherche.
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ans ce chapitre, nous exposons les fondements théoriques indispensables a

I’analyse statistique des processus de diffusion. Nous introduisons les ou-
tils essentiels du calcul stochastique, notamment ceux relatifs & la formulation et
a l'interprétation des équations différentielles stochastiques, qui seront exploités
dans I’étude du comportement asymptotique de certaines statistiques utilisées
dans ce travail. Nous rappelons par ailleurs plusieurs notions clés de 'estima-
tion paramétrique, en mettant ’accent sur l'estimateur du maximum de vrai-
semblance, dont les propriétés asymptotiques constitue un aspect essentiel dans
I’élaboration des procédures d’ajustement. L’estimation par distance minimale
est également abordée, comme alternative pertinente dans les situations ou I’es-

timateur du maximum de vraisemblance peut s’avérer inadéquat.

2.1 Calcul stochastique

Nous considérons un espace de probabilité (2, F,P), ou :
- () désigne I'ensemble des événements élémentaires ;

- F est une o-algébre de parties de Q;

19
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- P: F — [0,1] est une mesure de probabilité, c’est-a-dire une application
mesurable, o-additive, vérifiant P(Q2) = 1.
Nous supposons que 'espace de probabilité considéré (€2, F, P) est complet, c’est-
a~dire qu’il contient tous les sous-ensembles des ensembles de mesure nulle.
Un processus stochastique h = {h(t,w), 0 <t < T,w € Q} est dit mesurable

si, pour tout ensemble borélien B € B(R), 'ensemble
{(w,t) € @ x[0,T]: h(t,w) € B}

appartient & FRB([0,T]), ou B([0, T]) désigne la o-algebre de Borel sur 'intervalle
[0,7].

Soit {F;, 0 <t < T} une famille croissante de o-algebres (filtration). Un
processus stochastique mesurable h est dit adapté a la filtration {F;} si pour
tout ¢ € [0, 77, la variable aléatoire h(t,-) est Fi-mesurable. Un processus adapté
a la filtration {F;} est dit progressivement mesurable si pour tout ¢ € [0,7] et
tout borélien B C R,

{(s,w):0<s<t, h(s,w) € B} € F; @ B([0,]).

Dans la suite, nous introduisons successivement les principaux outils du calcul
stochastique : le mouvement Brownien. comme processus fondamental, 1'inté-
grale stochastique et la formule d’It6 comme cadre analytique, puis les équations

différentielles stochastiques (EDS) qui en constituent I’application naturelle.

2.1.1 Mouvement Brownien.

Le mouvement Brownien. est le processus stochastique central qui sert de
fondement a toute la théorie du calcul stochastique. Nous en rappelons ici la

définition et quelques propriétés essentielles.

Définition 2.1.1. [96] Un processus aléatoire {Wy, F;, 0 <t < T} est appelé
processus de Wiener standard (ou mouvement Brownien. standard) s’il satisfait

les trois conditions suivantes :
(i) Wo = 0 presque strement ;

(i1) Les accroissements du processus sur des intervalles disjoints sont indé-
pendants c’est a dire que pour toute partition 0 < t; < --- < t, < T, les

variables aléatoires Wy, Wi, =Wy, ..., Wy, =W, | sont indépendantes.

(111) Pour tout t,s € [0,T], Wy sont des variables aléatoires de loi normale

centrée, de variance t, et de covariance E[W, W] = min(t, s).

Nous rappelons une deuxiéme définition équivalente a la premiére.
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Définition 2.1.2. Un mouvement Brownien. standard réel est un processus gaus-

sien centré (Wy)ier, a trajectoires continues, dont la fonction de covariance est
donnée par

K(s,t) = min(s, t), s,t > 0.

Proposition 2.1.1. Soit (W;);>0 un mouvement Brownien. standard, alors pour
tout N > 0 et tout t > 0,

P{Wt>N}gmm{§, Vi }exp( Nz), @2.1)

N27m 2t
P{ sup WS>N}:2P{Wt>N}, (2.2)
0<s<t
P{ sup |Wy| > N} <AP{Wr > N}, (2.3)
0<t<T

4T N2
P s Wiy >Np<min{2, —— e —— . 2.4
{0§?£T| . } - mm{ N\/27T} P < 2T) (24)

Preuve. Pour établir les estimations de la proposition nous suivons Karatzas |3§]
et Kutoyants [55].

Comme W; ~ N(0,1), alors € := W,/v/t ~ N(0,1). On pose a := N/+/t, nous

avons alors
& 1
P(¢ > a) = / px)dz, on  plr) = ——=e

Le changement de variable x = a + y, donne

> 2 > 1 2
z)dy =e /2/ — WY 2 gy,
| et = ’

2 >~ 1 2 1 2
< e @ /2/ Y /Zd — _e @ /2‘
= ; o Yy 5

D’autre part, notons que ¢'(z) = —z¢(x). Pour a > 0,

/aoogo(a:)da:: [—@]j—i—/ﬂm (pé:;) dx.

a av/2m

En combinant les deux majorations précédentes, nous obtenons finalement

P >a)= /OO o(x)dr < min{%’ 1 }e—ag/Q’

av 2w
ce qui donne l'inégalité ([2.1)).

Pour établir le principe de réflexion pour le mouvement Brownien. (2.2]), nous

introduisons le temps d’atteinte du niveau N.

v =inf{s > 0: W, = N},
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et nous rappelons la transformation de réflexion du mouvement Brownien.

W7 W sis <7y

2N — W, sis>Ty

Interprétation géométrique :

Wi

Trajectoire originale

Trajectoire réfléchie

Le processus (W, +s—N)s>0 est un mouvement Brownien. indépendant de .,
( propriété de Markov forte du mouvement Brownien. standard). Nous utilisons

la partition

{sup WSEN}:{WtEN}U{Wt<N, sup WSEN},

0<s<t 0<s<t

Il s’en suit,

P{sup WSZN}:P{WtZN}+P{Wt<N, sup WSZN}.

0<s<t 0<s<t

Enfin la transformation de réflexion établit une bijection entre, les trajectoires
correspondant a {supgc,<; Wy > N, W, < N}, et celles associ¢es a {W; > N}

permet d’écrire,

P{Wt<N, sup WSZN}:P{Wt>N}.

0<s<t

Nous déduisons alors

P { sup W, > N} — 2P{W, > N}.

0<s<t
La preuve de ([2.3)). est établie en remarquant que

{ sup ]WS|>N}:{ sup WS>N}U{ inf WS<—N}.

0<s<T 0<s<T 0<s<T

De l'égalité (2.2)) et la symétrie de (IV;) nous avons

P{ sup W, > N} - P{ inf W, < —N} — 2P{Wy > N},

0<s<T 0<s<T
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Ceci aboutit & 'estimation

P{ sup |[Wy| > N} <4P{Wr > N}

0<t<T

Enfin en combinant les estimations ({2.1]) et (2.3)), nous obtenons ([2.4))
4T N?

Pl osup o> NY <dP{Wp >Ny <mind 2, —V— Lexp( -2 ).

{OSSET’ | } tWr J { N\/27r} p( ZT)

m
Le lemme suivant établit une borne pour ’exponentielle du supremum du

mouvement Brownien.

Lemme 2.1.1. /55

Soit (Wy)i>0 un mouvement Brownien. standard. Pour tout A > 0 nous avons

2
E{exp ()\ sup |th)] <14 A\8rTe'z .

0<t<T
1
Et Pour \ < T

VA
V1=2\T

Pour la preuve du lemme, voir Kutoyants [55] Chapitre 1, Lemme 1.14. o

E{exp ()\ sup |Wt|2>} <142X+

0<t<T

I'auteur utilise 'inégalité classique de la queue de la loi normale ainsi que les

estimations (2.3) et (2.4).

2.1.2 Intégrale stochastique et formule d’It6

Nous rappelons la notion d’intégrale stochastique ainsi que certaines proprié-
tés utiles pour ce travail. Nous introduisons M la classe des processus h, pro-

gressivement mesurables et tels que

P </0Th(t,w)2dt<oo) =1

Nous rappelons aussi I'ensemble M2 défini par

<ol

L’intégrale stochastique d’un processus h € My est alors définie par

T
M2, ::{heMT : EV h(t,w)? dt
0

Ir(h) = /OT h(t,w) dW,.

De plus I7(h) satisfait les propriétés suivantes ( voir Liptser & Shiryaev, |69] et
Karatzas & Shreve [38]) :
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(i) Si h € M2, alors
ElIp(h)] =0, et Elip(h) | F] = L(k).

(i) Pour h,g € M2, I'égalité suivante est satisfaite

E[lp(h)Ir(g)] = E {/OT h(t,w)g(t,w)dt] ;
en particulier ]
E{Ir(h)?] = B [ /0 h(t,w)th} |

(ili) Si h € My, alors

E [exp (It(h) - %/UT h(t,w)th)] <L

Un résultat fondamental pour 1'étude des trajectoires de I'intégrale stochas-

tique est I'négalité de Burkholder-Davis-Gundy.

Théoréme 2.1.1. Soit h € M2.. Supposons que pour un entier m > 1,

E [/OT Ih(t, W)™ dt

Alors, il existe une constante C,, telle que

E [0215 |It(h)|2m} <CnE K/OT h(t,w)? dt) m] .

En particulier, pour m =1,

< 00.

E{sup |It(h)|1 <1E UOTh(t,wf dt]

0<t<T

Pour une démonstration de ce théoréme, voir par exemple Karatzas et Shreve
[38] ou Lipster et Shiryayev [69].

Nous introduisons ensuite la définition et les principales propriétés d’un pro-
cessus d’'Itd. Soit W un processus de Wiener et X, une variable Fy-mesurable.

Considérons deux processus : h € My et g un processus JFi-adapté, tel que
T
P (/ lg(t,w)|dt < oo) = 1.
0
Alors, le processus stochastique défini par
t t
X = X, —i—/ g(s,w) ds+/ h(s,w)dWs, te]0,T], (2.5)
0 0

est appelé un processus d’It6. Sous une forme abrégée, on écrit souvent

dX, = g(t,w) dt + h(t,w)dW,, Xo, te0,T]. (2.6)
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L’équation (2.6 est une notation différentielle formelle correspondant a la repré-
sentation intégrale (2.5)). La trajectoire {X;, 0 < t < T} est presque stirement
continue, et le processus est F;-adapté ; pour une démonstration rigoureuse, voir

Lipster et Shiryayev [69].

Proposition 2.1.2 ([38]). Soit X = {X;, 0 <t < T} un processus d’Ito vérifiant
[.6), et soit F: Rx[0,T] — R une fonction de classe C**, (deuz fois contindment
différentiable en la variable spatiale x et une fois en la variable temporellet). Alors

le processus transformé
Y, = F(X,t), 0<t<T,

est également un processus d’Ito, et il vérifie la relation différentielle stochastique,

connue sous le nom de formule d’Ito :

aY, = (F/(X0, 1) + Fi(X0, )g(t,w) + S (X, R (2,0) ) dt + FY(X,, D)h(t, w)dWV,
Yo = F(Xo,0).

Nous nous intéressons a présent a une classe particuliére de processus d’Ito : les
solutions d’équations différentielles stochastiques (EDS). Cette section est consa-
crée a la définition rigoureuse d’une EDS; a la notion de solution forte, ainsi qu’au

théoréme fondamental d’existence et d’unicité.

2.1.3 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 2.1.3. Une équation différentielle stochastique (EDS) est une relation

de la forme
dX; = w( Xy, t)dt + o( Xy, t) dW,, Xo=uzo, t>0, (2.7)

ot (Wy)i>o est un mouvement brownien standard défini sur un espace probabilisé
(Q, F,P) muni d’une filtration usuelle, u désigne le coefficient de dérive et o
le coefficient de diffusion. Un processus solution (X;)i>o, de 'EDS , est un
processus continu, adapté a la filtration, satisfaisant presque sidrement [’égalité

intégrale

t t
X =g +/ w(Xs, s)ds +/ o(Xs, s)dWs, t>0. (2.8)
0 0

Un tel processus est appelé processus de diffusion ; il s’agit d’un processus de
Markov a trajectoires continues gouverné par un opérateur différentiel du second

ordre.

Apreés avoir introduit la notion générale de processus de diffusion associée a

une EDS dont les coefficients peuvent dépendre a la fois de 1’état et du temps,
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nous considérons a présent un cas particulier d’importance fondamentale : celui
des diffusions homogeénes, ot les coefficients dépendent uniquement de la variable
d’état.

Définition 2.1.4. Un processus de diffusion homogéne est un processus de dif-
fusion (X;)i>o solution de 'EDS

dXt = M(Xt) dt -+ O'(Xt) th, XO = T, (29)
ot les coefficients p et o ne dépendent que de la variable X; et non du temps t.

Deux types de solutions pour 'EDS (2.9)) sont possibles : les solutions fortes

et les solutions faibles. En effet, considérons la famille de o-algébres
FoW —o{Xg, W,:0<s<t}, 0<t<T,
engendrée par la condition initiale Xy et par (WW;) jusqu’au temps t.

Définition 2.1.5. L’EDS (2.9) admet une solution forte (X;)o<i<r sur Uespace

probabilisé (Q, F,P) relativement au mouvement Brownien. (W;) si :

(i) le processus (X;) satisfait I’égalité intégrale

t t
X = x9 +/ wu(Xs)ds —i—/ o(Xs)dWs, t 10,17, (2.10)
0 0

et posséde des trajectoires continues P-presque strement,

1) pour tout t € |0,T], la variable X; est FXoW _mesurable.
(i) p 0,77, ¢

La solution forte est unique si pour toutes solutions fortes X, X ®) construites

sur le méme espace et pour le méme mouvement Brownien, nous avons

P( sup |Xt(1) —Xt(2)| = O) =1,

0<t<T

Le théoréeme suivant donne des conditions suffisantes pour I'existence et I'unicité
de la solution forte de 'EDS ([2.9) (voir [69]).
Nous posons les hypothéses H :

(i) Xo est Fo-mesurable et E[|X,[%] < oc.

(ii) Pour tout N > 0 il existe Ly > 0 tel que, pour tous z,y € R avec
|| V [y < N,

u(x) — p(y)| +|o(z) —o(y)| < Ly [z —yl.
(iii) Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout = € R,

2z p(z) + o(z)? < C(1+ 7).



2.2. ESTIMATION PARAMETRIQUE DANS UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE 27

Théoréme 2.1.2. Considérons I’EDS et supposons que les hypotheses H
sont satisfaites. Alors ’équation admet une solution forte unique (X;)o<i<r
sur tout intervalle compact [0,T). De plus, cette solution posséde une version a
trajectoires continues P-presque stirement et il existe une constante K > 0 telle
que

E[ sup \Xtﬂ <K.

0<t<T
Alors qu’une solution forte est définie sur un espace probabilisé fixé et adap-
tée & un mouvement Brownien. donné, une solution faible consiste & construire
simultanément 1’espace probabilisé, le mouvement Brownien. et le processus qui

satisfait I’équation.

Définition 2.1.6. L’EDS admet une solution faible (X;)o<i<r avec loi
wnitiale F' sl existe
(i) un systéme stochastique constitué d’un espace probabilisé (Q, F,P), d’une
filtration (Fi)o<t<r Satisfaisant les conditions usuelles, et d’un mouvement
Brownien. (Wy)o<i<r adapté a cette filtration,

(i1) une variable aléatoire Xy de loi F, c’est-a-dire
P(Xy <z)=F(x), VreR,

tels que (Xy) soit (F;)-adapté, posséde des trajectoires continues P-presque sire-
ment, satisfasse (2.10)), et vérifie la condition d’intégrabilité

P(/OT (| X)| + 0?(Xy)) dt < oo) =1.

Remarque : La présente étude vise la construction d'un test d’ajustement
a distribution asymptotique libre. Elle porte sur des processus de diffusion avec
mémoire. Les quelles sont solution d’EDS a retard et appartiennent a la classe
plus générale des processus de type diffusion.

Aprés avoir présenté brievement les fondements du calcul stochastique ainsi
que quelques résultats théoriques relatifs aux EDS, nous abordons & présent les
méthodes d’estimation paramétrique dans ce contexte. Cette section est consa-
crée a I’étude de différentes approches : les estimateurs de la distance minimale,
I’analyse du cas des modéles mal spécifiés, ainsi que ’estimation dans le cadre
des EDS avec retard.

2.2 Estimation paramétrique dans une équation

différentielle stochastique

L’estimation paramétrique dans une EDS a temps continu consiste a identifier

les parameétres inconnus gouvernant les coefficients de dérive S(6, ) et de diffusion
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o(0,-), a partir d’observations discrétes ou continues de la trajectoire du proces-
sus solution. Dans ce travail, nous utilisons I’estimation par la distance minimale
(EDM), fondée sur la minimisation d’une métrique entre les données observées et
les prédictions théoriques du modeéle, et ainsi que 'estimation par le maximum
de vraisemblance (EMV), obtenue par maximisation de la fonction de vraisem-
blance du processus observé. Néant moins ces méthodes classiques peuvent étre
complétées par des approches bayésiennes, qui introduisent des distributions a
priori sur les parameétres, ou par des techniques non paramétriques adaptées aux
situations ot la forme fonctionnelle des coefficients de 'EDS est inconnue.

Dans le cas plus complexe des EDS avec retard :
dXt = S(t, Xta Xt_g)dt + 80’(1}, Xt>th7

des difficultés théoriques et numériques supplémentaires émergent en raison de la
dépendance non-markovienne du passé du processus. La littérature mathématique
a établi plusieurs résultats fondamentaux concernant ’estimation paramétrique
dans ce cadre. Les travaux importants de Kutoyants (1986, 2004) ont démontré
des propriétés asymptotiques pour 'EMV, couvrant simultanément le régime de
petit bruit (¢ — 0) et le cas des diffusions ergodiques (7" — +00). Parallélement,
Kiichler et Kutoyants [43] ont développé des estimateurs pour le paramétre de
retard 6 dans le contexte particulier linéaire. D’autre part Korso Feciane [41] a
établi des résultats de consistance et de normalité asymptotique pour I'estimation
paramétrique multi- dimensionnelle des retards dans le cadre non linéaire des
processus de type diffusions.

Dans ce travail, nous nous concentrons particuliérement sur deux méthodes
fondamentaux d’estimation. D’une part ’'EMV reconnu pour ses propriétés d’ef-
ficacité asymptotique optimale. D’autre part, 'EDM, dont 'utilité s’avére parti-
culiérement pertinente dans les situations ou 'EMV n’est pas applicable ou que
son calcul est compliqué. Nous analysons les résultats théoriques clés relatifs a
ces estimateurs, en s’appuyant sur le cadre méthodologique développé dans les

travaux antérieurs.

2.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Dans cette section, nous présentons un résultat utile pour ce travail selon
lequel, sous des conditions de régularité, 'EMV est consistant, asymptotique-
ment normal et asymptotiquement efficace. Ces propriétés font de 'EMV un
outil central de la théorie de 'estimation paramétrique. Considérons le processus

de diffusion solution de

dXt = S(@,Xt)dt -+ €th, X(] = X, 0 S t S T, (2].1)
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ou S est une fonction réguliere en x et 6. 6 est un paramétre inconnu dans
© un intervalle ouvert de R. Nous avons & estimer 6 a partir de I'observation
d’une trajectoire compléte X = {X;, 0 <t < T'}. Soit 24(#)y«,«7 la solution de

I'équation différentielle ordinaire (EDO) associée

d
% = S(0,2,), 2, 0<t < T. (2.12)
L’information de Fisher associé a ce modéle est donné par la formule suivante

(voir Kutoyants [50] ou [55], section 2.2)

1(6) = /O " 50,00t

Nous étudions les propriétés de 'EMV sous les conditions suivantes
(C1) : La fonction S(0, z) admet deux dérivées continues et bornées par rap-
port & 6 et x.
(Cy) : L’information de Fisher I(0) est strictement positive.
(C3) : La condition d’identifiabilité est satisfaite :
T

Vv >0, inf inf [S(8, 24(0)) — S(6, :(60))] dt > 0,

0O ‘9—90|>V 0

ou fy désigne la vraie valeur inconnue du paramétre 0, voir Kutoyants [64].

Sous la condition (C), le probléme admet une solution unique. De plus,
les mesures {P§, 6 € ©}, induites par le processus solution de cette équation sur
I'espace (Cr, Br) des fonctions continues sur [0, 7], sont équivalentes (voir Lipster
et Shiryayev [69], chap. 4, pour une étude détaillée).

Le rapport de vraisemblance associé au modéle paramétrique , pour
deux valeurs 6, 6, € © est donné par la formule suivante (voir [55], section 1.2
ou 69|, section 7.2)

(5) T
Po. (x) L S(6s. X,) — S(60y. X)) dX
dPéal)( )—eXp 8_2/0 [ ( 2, t) — ( 1 t)] f

1 T

— o [ [0 - 507 dt}.

L’EMV 56 est alors défini comme solution de 1’équation :

dPs dPs
) 0
;(X)zsup . (X).
dP@l ) dP91

Ici 0; € O est une valeur fixée. Pour une étude détaillée se référer a [36], section 3.1
ou [55]. Si 0y désigne la valeur vraie (inconnue) du paramétre, le comportement

asymptotique de cet estimateur est décrit dans le théoréme suivant.



30 CHAPITRE 2. NOTIONS PRELIMINAIRES

Théoréme 2.2.1. [55] Supposons que les conditions Cy, Cy et C3 sont satisfaites.
Alors uniformément sur tout compact KK C O,
1. VEMV 0, est consistant : Py — lin% 0. = b,
e—
2. 0. est asymptotiquement normal : e~1(0. —0y) = N(0,1,(6))), (¢ = 0),
3. 9\5 possede des moments convergents : pour tout p > 0
lim sup |Eq|1(0)"/%(0. — 6)’e™ — E|AP| = 0,

e—0 ek

ou L(A) = N(0,1).

2.2.2 Estimateur par la méthode de la distance minimale

Cette section est consacrée a une classe d’estimateurs dits de la distance mi-
nimale (EDM). Leur principe repose sur la minimisation d’un critére fonctionnel
mesurant 1’écart entre une caractéristique empirique du processus observé et sa
contrepartie théorique dépendant du paramétre a estimer. L’un des principaux
atouts de cette méthode réside dans son efficacité asymptotique mais aussi son
applicabilité aux cas dits non standards ou I'estimateur du maximum de vrai-
semblance ne peut étre utilisé. Nous nous intéressons plus particulierement a la
convergence en probabilité de ces estimateurs dans le cadre des petites diffusions
(¢ = 0). On considére le méme modele d’observations

dXt = S(@,Xt>dt + €th, X(] = Xy, 0<t< T,

ot § € © C R. Soit 4(0),<1 la solution de 'EDO ({2.12) associée,

dzy
dt

La définition la plus générale de 'EDM peut s’énoncer comme suit. Soit Y (6, ),

=S(0,2), mo, 0 <t <T.

0 € O, une famille d’applications mesurables de C[0,T], I'espace des fonctions

continues sur [0, 7], dans un espace de Banach (B, || - ||g), telle que

Py,-lim [[Y(0, )| = |6, 60, )| -

e—0

ot y(0, 6y, -) est une fonction déterministe vérifiant
0o = argmin [[y(6, 6o, )|
L’EDM 55 est alors défini par
0. = arg min HY(@,Xt)HB.

Le comportement asymptotique de 'EDM dans ce cadre général a été étudié
par P. Millar |77,|78]. Dans notre cas, nous nous interessons a minimiser la dis-

tance entre la trajectoire observée (X;) et une trajectoire théorique (z;). Nous
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introduisons d’abord l'espace fonctionnel normé (B, || - ||g) auquel appartiennent
ces trajectoires. A titre d’exemples, comme dans Kutoyants [55], nous considé-
rons différents espaces fonctionnels adaptés au probléme d’estimation et nous

introduisons ’EDM correspondent.

(i) L’espace de Banach (Cjo,r), || f]|o) des fonctions continues sur [0, 77, avec

| fllooc = sup |f(t)| et 55,1 = argmin sup |X; — z(0)]
0<t<T 0€0 o<t<T
(¢¢) L'espace de Banach (L'(u), ||f|lLi(s) des fonctions intégrables sur [0, 7]

par rapport a une mesure finie p, avec

T

T ~
Il = [ 1F@ntd) ot Gea = angpin [ 1%, (6)] uta),

(¢ii) L’espace de Hilbert (L?(w), ||f|lr2(.)) des fonctions de carré intégrable,

avec

0cO

Il = ( [ Tf(t)zu(dt)>l/2 et B =gy [ (6 (0) )

La consistance de chacun de ces estimateurs est établie sous des hypothéses assez
générales dans [55], théoréme 7.2. A cet effet, considérons une norme générique
|-[*, qui peut étre |- |, | L1 (x) OU |- |L2(u)- Notons 6. 'EDM correspondant & |- |*.
Si 0y désigne la valeur vraie du paramétre, pour tout v > 0, nous introduisons les
fonctions suivantes

go(v) = inf [lzo(0) — 2:(60)|", et g(v) = inf g5, (v).

|9—90|>V

Théoréme 2.2.2. [55] Si les hypothéses H sont satisfaites, et g(v) > 0, pour
tout (assez petit) v > 0, alors

~ g(v)?
p: {9 — 0] > }<2 _ .
b P 10 =l = vy S eXp{ 2Tcze2}

Ou C, > 0 est une constante.

Dans la section suivante nous rappelons quelques notions utiles dans notre
travail et concernant des modéles mal spécifiés. Nous présentons le probléme de
Iestimation dans le cas ou la famille paramétrique considérée ne correspond pas

a la loi véritable des données. Pour une étude exhaustive se référer a [55].

2.2.3 Modéle mal spécifié

Ce type de modeéle apparait dans ce travail au chapitre 3, dans la section

consacrée aux alternatives auquel cas, le modéle observé est non paramétrique
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avec une dérive inconnue. Nous considérons le probléme d’estimation du para-
métre inconnu # dans la situation oti I'observateur ne connait pas la véritable
famille paramétrique (modéle mal spécifié). Le processus observé réellement est
défini par

dX; = B(X,)dt + e dW,, Xo=m9, 0<t<T. (2.13)

Pour identifier ce processus de dérive inconnue B(X;), nous supposons que le

processus observé appartient a une famille paramétrique (2.11)) :
dXt = S(G,Xt)dt + Eth, X(] = Xy, 0 <t< T,

ol # € © un intervalle fini de R. Nous supposons que le processus observé provient
du modéle mathématique , et nous cherchons a estimer le paramétre inconnu
0 a partir des observations issues de ([2.13)). Néanmoins ces observations n’ont rien
en commun avec le processus décrit par (2.11]). Nous notons P%; la mesure induite

par le processus (2.13)). Enfin nous associons aux EDS (2.13)) et (2.11]), les EDO

correspondantes obtenues pour € = 0.

d
% = B(y), v, 0<t < T, (2.14)

% =S5(0,2), mo, 0 <t <T.

Les solutions de ces deux problémes déterministes sont notées respective-
ment {y; fo<i<r et {x+(6) }o<t<r. Nous rappelons particuliérement les résultats de
convergence des estimateurs du maximum de vraisemblance et de la distance mi-
nimale vers de nouvelles "vraies" valeurs du parameétre dites pseudo-paramétres.
lesquelles minimisent la distance, dans certain sens, entre les dérives respectives

de (2.11) et (2.13), voir [55], sections 2.6 et 7.4.

Introduisons le rapport de vraisemblance associé au modele paramétrique

(2.11),

Py’ 17
dPéZ) (Xt) = exXp {;/{; [St(e, Xt> — St((%, Xt)] dXt
Lo 2 2
- = [S¢(6, X)* — Si(60, X;)?] dt 5.
2e* Jo
L’EMV est alors défini par
A dP;
0. = argsu 9(X,).
g sup szo( t)

Pour décrire son comportement asymptotique, considérons la fonction

4(0) = / [S(2:(6)) — B(y)]* dt.
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et la "vraie" valeur correspondante

9(()1) = arginf g(0).
0€o

Le théoréme suivant établit la consistance de 'EMV.

Théoréme 2.2.3 ( [55]). Supposons que les hypothéses H sont vérifiées par la
dérive B et les conditions (Cy), (Cy) et (Cs) sont satisfaites, ainsi que g(6) >
0, pour tout 0 € ©. Si 9(()1) est unique dans ©, alors l’estimateur du mazimum de

vraisemblance @; est consistant
P;-lim 0. = 65"
Nous introduisons également 'EDM, défini a partir d’une trajectoire (X;)

observée dans ([2.13))

0. := arginf || X, — 24(0) | 7201
0c0

ici (z;) est la solution du probléme limite pour . D’autre part le processus
observé réellement converge vers la fonction ([2.14]).

Le résultat suivant garantit la convergence en probabilité de 'EDM 607 vers
«9(()2) (voir [55], théoréme 7.2), défini par

2 .
0(() )= arginf ye — xt(Q)H%?[O,T]‘
6o

Cette valeur est considérée aussi comme seconde nouvelle "vraie" valeur du pa-

rameétre. Nous introduisons alors la fonction

: 2
V>0, )= b (= 2O s — e = 2O o ).
|0—=65"" >~
Théoréme 2.2.4 ( |55]). Supposons que les conditions H sont satisfaites par B
et S, et que h(y) > 0 pour tout v > 0. Si 9((]2) est unique dans ©, alors il existe
des constantes k > 0 et vy > 0 telles que, pour tout v < v,

K2h?(7)
2Te2 )

P17 — 0 > 7} < 4exp(—

2.2.4 Estimation paramétrique dans une équation différen-
tielle stochastique a retard
Dans cette section, nous étudions le probléme de I’estimation paramétrique

dans le cadre d’un processus de diffusion a retard. Plus précisément, nous consi-

dérons 'estimation du paramétre de retard § € © = (a, ) C (0,7") caractérisant
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la dynamique du processus stochastique X = (X;)o<i<r, défini comme solution
de 'EDS avec retard

dXt = S(Xt_g)dt + €th, XS = X, S S O, 0 S t S T7 (215)

ot S(-) est une fonction réguliére donnée, xq est fixé et (W;)o<i<r est un mouve-
ment Brownien standard. En prenant ¢ = 0, nous associons a (2.15)) 1’équation

déterministe correspondante

%:S(xt_g), Ts=1Tg, $<0,0<t<T, (2.16)

dont la solution {z; = x(0) }o<t<r décrit la trajectoire sans bruit du systéme.
L’analyse repose sur '’hypothése de régularité suivante, (voir Korso [42])

(C) : S(+) est une fonction positive de classe C? de dérivée non nulle sur

un intervalle [a;b] C [xo;xT| et bornée sur R.

Sous 'hypothése (C), la fonction S(-) est lipschitzienne, ce qui garantit I’existence

et 'unicité d’une solution forte de I'EDS avec retard (voir l'article de

Kutoyants, Mourid et Bosq [54], Section 2.1). Par ailleurs, les mesures {P§, 0 €

©} induites par le processus sur l’espace mesurable (Cr, Br) des fonctions

continues sur [0, 7] sont équivalentes (voir Liptser et Shiryaev [69], Chapitre 4).
Le lemme suivant énonce deux inégalités, permettant d’analyser la conver-

gence uniforme de X; vers x; lorsque € — 0.

Lemme 2.2.1. Sous la condition (C), les inégalités suivantes sont vérifies Pj

presque strement

sup | X, — ;| < Kie sup [Wy, (2.17)
0<t<T 0<s<T
sup Eg|X; — 2:]* < Kype? (2.18)
0<t<T

La démonstration repose sur une version généralisée de I'inégalité de Gronwall,

voir Kutoyants [55] ou Korso [42].

Lemme 2.2.2 (Inégalité de Gronwall généralisée). Soient Cy, Cy, Cy des constantes
non négatives, et u(t),v(t) des fonctions bornées non négatives définies pour

t € (0,7, satisfaisant l'inégalité

u(t) < Co+ Cy /Otv(s)u(s) ds + C» /Otv(s) (/Osu(r) dK(r)) ds

ou K est une fonction non décroissante, continue a droite telle que 0 < K(t) < K,

pour une constante Ky > 0. Alors, pour tout t € [0,T],

u(t) < Cyexp {(01 + Cyy) /0 t u(s) ds}
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Preuve.(du lemme (2.2.1)))
Considérons la forme intégrale de (2.15)) et (2.16|) respectivement :

t t
Xt =9+ / S(Xs_g)ds + €Wt, Ty = Xg + / S(ZL’S_Q)CZS.
0 0

Posons : h(t) = | X; — x4,
sous I’hypothése (C), S’(.) est borné, donc

3L € R, tel que L = sup|S'(z)|.

zeR

Donc :

h(t) = ] /O t (S(Xusg) — S(zess))ds + W,

0<s<t

t
< L/ |Xs—0 - x8—9|d8 + € sup |Ws|
0
t

L/ h(s — 0)ds + & sup |IW,|
0

0<s<t

t—0
L/ h(s)ds + € sup |Wy|

_9 0<s<t

t
< L/ h(s)ds + € sup |Ws],
0

0<s<t

Cette derniére estimation découle du fait que la fonction h satisfait h(s) = 0 pour
tout s <0 et h(t) > 0 pour tout 0 <t < T.

L’application du lemme de Gronwall (2.2.2)) permet d’obtenir,

t
h(t) < e sup |Ws| e:z:p(L/ ds)
0

0<s<t

< eexp(LT) sup |W]
0<s<t

= Ly sup |Ws,

0<s<t

et

sup | X, —mi| < Lysup [Wi|, Ly = e eap(KT).

0<s<t 0<s<t
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Posons h(t) = E|X; — x4]?, en utilisant ’hypothése (C), nous obtenons

2

h(t) :Ee‘ /0 t (S(Xo_g) — S(xaeg))ds + W,

t 2
< 2E9</ (S(Xs,g) — S(xs,g))ds> + 26 EgW}?
0
t
S 2t/ E@(L|XS_9 — £L‘8_,9|)2d8 + 262t
0
t—0
= 2L2t/ h(s)ds + 2¢%t
0
t
< 2L2t/ h(s)ds + 22t
0
¢
< 2L*T / h(s)ds + 2&°T.
0
Par le lemme de Grénwall
E|X; — x> < 2°T exp (2L°T?).
Pour Ly = 2T exp (2L*T?), nous déduisons les inégalités suivantes

sup Eg| X, — 24* < Lye?,
0<t<T

et

sup sup Eg| X, — 2;* < Lye?
0€0 0<t<T

]

L’objectif principal de cette section est d’estimer le parameétre de retard 6
a partir des observations {Xt}te[o,T] issues de , et d’étudier le comporte-
ment asymptotique de 'EMV lorsque € — 0. Sous 'hypothése de régularité (C),
I'information de Fisher associée a est strictement positive et la condition
d’identifiabilité est satisfaite (voir Korso [42] Chapter 1, pour plus de détails).

Par conséquent, on a

T
1) = / S2(2y6) S (w1 29)dlt > O,
0

et

T
Vy >0, inf inf / (S(z4-g) — S(xt,go))Q dt > 0.
0

00€O |0—00|>~

Rappelons que la fonction du rapport de vraisemblance L(0; X¢) est défini dans
[69] ou [55], Théoréme 1.2, par

2e2

. 1 (" 1 (T
L(G,X ) = exXp 5_2 S(thg)dXt - —F S (thg)dt .
0 0



2.2. ESTIMATION PARAMETRIQUE DANS UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE 37

L’EMV est alors solution de 1’équation suivante

L(6.; X°) = sup L(6; X°). (2.19)

€fo, ]

Le théoréme suivant décrit le comportement asymptotique de cet estimateur,

avec 6y la vraie valeur (inconnue) du retard.

Théoréme 2.2.5. Si l'hypotheése (C) est vérifiée, alors, uniformément sur tout
compact K = [a,b] C (o, 8), 'EMV 6. vérifie :

1. P — llgé\@a = by,

2. Lo{e™1(0. — 0y)} = N(0,1(6y)),

3. Convergence des moments :

1(0)'?
10 _ ol — Blap, w0,

3

ot A suit une loi normale centrée réduite.
4. L’EMV 6. est localement asymptotiquement minimax au sens de Hdjek,

pour les fonctions de perte I(-) € W,a, ensemble des fonctions de perte a
majorant exponentiel :

. 1 z?
e -1 _ - =
imtimint s By [1 (60000~ 0))] = 2= [ 10)esp (< )
avec gps(e) = g[(@)l/Q.

La preuve de ce théoréme est donnée dans l'article de Korso [41], Théoréme
3.2.

Remarque : Dans le chapitre 3, nous analysons la consistance de 'EDM dans
le cas particulier des processus de diffusion avec retard, a partir des observations

sur un intervalle de temps restreint.
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e chapitre est consacré a la construction et a I’étude asymptotique d'un test
d’ajustement pour des processus de type diffusion en régime de petit bruit.

Nous y présentons et développons en détail les résultats de 'article Balaska&: et
Korso [5]. Le cas considéré est celui d’une hypothése nulle paramétrique compo-
site, ou la dérive du processus dépend d’un paramétre de retard inconnu. L’ob-
jectif central est de construire un test ADF, c’est-a-dire dont la loi limite sous
I’hypothése nulle est indépendante du parameétre. La méthodologie repose sur
une statistique de test de type Cramér—von Mises, construite a partir du pro-
cessus de la fonction score. La définition de cette statistique fait appel a deux
estimateurs convergents du paramétre de retard : 'EMV et 'EDM, dont nous
établissons les propriétés asymptotiques (consistance, normalité). L’analyse de
la convergence faible de la statistique permet de montrer qu’aprés une transfor-
mation appropriée, le processus limite est une fonctionnelle d'un pont brownien.
Cette caractérisation garantit la propriété ADF souhaitée. Enfin, nous démon-
trons que le test proposé est consistant contre toute alternative fixe, achevant
ainsi la présentation d’un cas théorique complet pour I'inférence dans la limite

ou l'intensité du bruit tend vers zéro (¢ — 0).

38
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3.1 Position du probléme

L’objectif principal est de construire un test d’ajustement ADF pour un pro-
cessus X® = (X;, 0 <t <T), satisfaisant 'EDS dans 'asymptotique des petites
diffusions (¢ — 0)

dX; = S(Xy)dt +edW,, X;=umxg, pour s <0, 0<t<T. (3.1)

Ici, {W,}o<t<r désigne un processus de Wiener, tandis que la valeur initiale zg
est déterministe et S(-) est une fonction inconnue. Le paramétre ¢ € (0, 1) est
donné.

Nous supposons que, sous I’hypothése nulle, le coefficient de dérive dépend
d’un retard représenté par un paramétre inconnu § € © = (a,b) C [0,7]. En

considérant S(-) comme une fonction réguliére connue, I’hypothése nulle s’écrit
Ho: dX; = S(Xy_g)dt +edWy, Xs=zgpour —b<s<0, 0<t<T.
L’hypothése alternative s’écrit pour toute fonction réguliére B
Hy:dX, = B(Xy)dt +edW,, Xy=xgpour s<0, 0<t<T.

Nous fixons maintenant une valeur a € (0, 1) et considérons la classe des tests de

niveau asymptotique «
K, = {‘116 : lir%Eg [\Ifa(X‘E)] = a} , pour tout § € © = (a,b),
E—r

ou Ey [\IJE(X 5)} représente la probabilité de rejeter I’hypothése nulle Hy, et Ey
désigne 'espérance mathématique.

Notre approche s’inspire des travaux de Kutoyants [63], ou la construction
de la statistique de test repose sur le processus de fonction score et sur deux
estimateurs du parameétre de retard 'EMV 0 ot 'EDM .

Sous Hy, la représentation intégrale
t—0
Xi—g =T+ / S(Xs—p)ds +eW,_y,
0

met en évidence que les trajectoires (X;_g) héritent de la méme régularité que le
processus de Wiener (W;_g). Cette propriété entraine la non-différentiabilité de
la dérive par rapport & 6. Pour surmonter cette difficulté, nous introduisons le
processus de fonction score (PFS), défini comme la dérivée de la log-vraisemblance
par rapport a 6 dans L[ZO’T]. La construction finale du test repose alors sur une
statistique de type Cramér—von Mises adaptée a ce PFS, garantissant a la fois

une distribution asymptotique libre et la consistance du test.
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3.2 Préliminaires et résultats auxiliaires

Nous considérons 'EDS avec retard suivante
dX; = S(Xy_g)dt +edW;, Xs=1m, -b<s<0, 0<t<T, (3.2)

ou f € © = (a,b) C [0,T] est un paramétre positif inconnu avec a et b fixés, et
e est un "petit" paramétre positif. De plus, nous supposons que la fonction S(-)

vérifie une condition de Lipschitz globale de constante L
1S(x) = Sy)| < Llz—yl.

Cette condition suffit & garantir I'existence d’une solution forte unique pour I'EDS
avec retard , comme indiqué dans I'article de Kutoyants, Mourid et Bosq [54],
Section 2.1. De plus, les mesures {Pj, 6§ € ©} induites par le processus sur
I'espace mesurable (Cr,Br) des fonctions continues sur [0, 7] sont équivalentes.
Pour plus de détails, voir le livre de Liptser et Shiryaev [69], Chapitre 4. Nous
associons alors a 'EDS avec retard I’EDO correspondant au cas € = 0, dont
nous notons la solution {z; = z+(0) }o<t<r

dx,

dt
Il est important de rappeler que le processus , X® = {X;}o<t<r converge
uniformément en ¢ € [0,7] vers la fonction déterministe (3.3), dans le cadre des

asymptotiques de bruit faible (¢ — 0). Nous disposons en effet des estimations

ETD) o @19

= S(x9), Ts =20, —-b<s<0,0<t<T. (3.3)

sup |X; — x| < Kye sup |[W,
0<t<T 0<s<T

et

sup Eg| X, — 24]* < Koe®.
0<t<T

Il convient de rappeler certains résultats relatifs au probléme d’estimation pour

le modele d’observations (3.2)). Nous considérons alors la condition suivante

S(+) est une fonction positive, deux fois contintiment différentiable, dont

la dérivée est bornée et non nulle sur un sous-intervalle [c,d] C [xq, XT].
L’information de Fisher associée a ce probléme est donnée par (voir Korso [42],

Chapitre 1)

T
[(0) = / Sz(l'tfgg) Slz(xtfg) dt.
0
Désignons maintenant par P¢ la mesure induite par le processus {e Wi+ x¢ fo<i<r.
Le rapport de vraisemblance associé a ce probléme, pour un paramétre 6 € (a, b),
s’écrit comme suit (voir [69], Section 2.1 pour plus de détails).

o APy I 1 ("
L(G,X ) = E(X ) = exXp ;/0 S(thg)dXt - —A S (thg)dt .

2e2
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L’EMV 55 du retard est défini comme solution de

L(6.: X°) = sup L(6; X°).
0cb=[a,b]
Une analyse approfondie de ce probléme d’estimation et du comportement de
I'EMV est proposée dans Ibragimov & Khasminskii [36] et Korso [41].
Notre objectif est de construire un test d’ajustement de niveau asymptotique
a € (0,1) donné, consistant dans le cas des petites diffusions. La premiére étape

de cette démarche est la définition de la fonction score normalisée associée au

processus (i3.2))

T 5(Xi—20) ' (Xi—p)
€

U.(0,X°) = 1(9)—1/2/ [dX, — S(X;_g)dt].

Si By est la vraie valeur, la convergence suivante est satisfaite [55]
T T
1(00)2U. (60, X°) = / S(Xsa0,) 8" (Xog, )WV, — / S (120, (1a0) W,
0 0

Cette variable aléatoire limite suit une loi normale N(0,1(fy)). S’inspirant des

travaux de Kutoyants [63], nous introduisons alors le processus suivant

U.(t,0, X°) = I1(6)~/? / 'S (XS—QGLS/(XS—Q) [dX, — S(X,_g)ds].  (3.4)
0

I1 convient de souligner que l'effet du retard dans la dérive S(X;_p) ne se mani-
feste véritablement que lorsque t > 6, avec le paramétre 6 < b. Si nous supposons
que T est suffisamment grand par rapport a b, nous pouvons se concentrer exclu-
sivement sur la partie des trajectoires X** = {X, },c(577. Par ailleurs, pour définir
la statistique de test, nous ne pouvons nous appuyer uniquement sur 'EMV 0
car Ug(t,é\, X°¢) n’est pas bien défini. En effet, 'EMV dépend de la réalisation
observée compléte X¢ = { X, }o<;<7. Nous introduisons donc une modification de
la statistique U.(¢, 0, X¢) utilisant a la fois un EMV et un EDM basés sur deux
parties distinctes et appropriées de la trajectoire observée.

Nous établissons que cette statistique modifiée converge en distribution vers
un pont brownien. Ce résultat, combiné & une analyse fine du processus , nous
permet de construire une statistique de test vérifiant la propriété de distribution

asymptotique libre.

3.3 Résultats théoriques

Nous considérons l'observation d'une trajectoire X¢ = {X;,0 <t < T} du

processus de diffusion (3.1))

dX, = S(X))dt +edW,, X,=mp, s<0,0<t<T.
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Nous testons une hypothése nulle composite (paramétrique) contre des alterna-
tives composites, dans le cadre des asymptotiques de petit bruit. Sous I’hypothése
nulle, nous supposons l'existence d’un retard 6 € (a,b) dans le terme de dérive,
de sorte que le processus observé satisfait 'EDS avec retard . Nous pouvons

par conséquent écrire
?’[0 . dXt = S(Xt,9>dt +€th, XS = T, —b S S S 0, 0 S t S T.

Ici, S(-) est une fonction positive connue et 6 est un retard inconnu dans ©.
Nous associons a I’EDO correspondante , dont la solution est notée
{z4(0) o<e<r
Considérons la condition de régularité suivante

% : La fonction S(-) est positive et deux fois contintiment différen-
tiable. De plus, sa dérivée S'(-) est positive, bornée et non nulle sur un
sous-intervalle de [z}, z7)|.

Nous explorons essentiellement la partie X = {X;}1epr) de la trajectoire
observée X¢. La condition de régularité % permet de déduire que I'information de
Fisher associée a est strictement positive et que la condition d’identifiabilité

est satisfaite. Pour plus de détails, voir [42], Chapitre 1. Par conséquent

T
_ / S%(21-20)S"(20_)dt > 0,
b

et
T
Yy >0, inf inf / (S(x1-9) — S(x1-4,))" dt > 0.
b

00€O© |0—00|>v
Rappelons que 'objectif est de construire un test d’ajustement (GoF') appartenant
a la classe
Ko ={V, : limEgV, (X)) = al.
e—0

De plus, nous devons démontrer qu’il s’agit d’un test ADF. En d’autres termes, la
distribution limite de la statistique de test ne dépend pas du modéle sous-jacent
représenté par la dérive S(X;_y) sous ’hypothése nulle.

Considérons maintenant la restriction a [b, ¢] du processus U.(t,6, X¢) défini

par (3.4),
X /
Usp(t, 0, X°0) 1= 1,(6)"" / S(Xy-2)S" (X,
9

tS( S” 29)3/ S~ 9 s 29 Xs 0)
—/b ely(6)'/? X / el,(0)1/2 S(Xo-g)ds.  (3.5)

-0) [dX, — S(X,_g)ds]

Il convient de noter que la statistique U, (t, 0811,, X=?) s’écrit formellement comme
la différence de deux intégrales. La premiére intégrale n’est pas bien définie car
I'EMV 557;, dépend de la trajectoire compléte X*°. De plus, les propriétés exi-
gées de @;,b — 0y différent selon l'intégrale considérée : pour la premiére inté-

grale, une simple consistance suffit, alors que pour la seconde nous exigeons que
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EMV atteigne D'efficacité asymptotique. Pour contourner ces difficultés, nous
suivons "approche de Kutoyants [64] et remplagons, lorsque nécessaire, 'EMV
par un estimateur préliminaire consistant. Plus précisément, nous introduisons
é;g’b construit a partir des observations initiales {X;, 0 < ¢ < v}, ou la suite
(v.) est définie par v, = b+ /e, afin d’assurer une convergence lente vers b rela-
tivement & ¢ — 0. Cet estimateur 5,,576 peut ensuite étre utilisé dans le calcul de
I'intégrale stochastique.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous introduisons les estimateurs é\g,b
et 5%1), qui sont utilisés pour définir la statistique de test ajustée. Nous établis-
sons ensuite le principal résultat de ce travail, un test d’ajustement qui est de

distribution asymptotique libre.

3.3.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’EMV 557;, est construit & partir de I'observation X = {Xi}eewr du pro-
cessus (33.2)), sous 'hypothése Ho.
Rappelons que la fonction du rapport de vraisemblance L(6; X*?) est définie pour

ce type de probléme comme suit ( voir Kutoyants [55], Théoréme 1.2.)

I I
L(g, Xa’b) = exp {;\/ S(Xt_g)dXt — —/ SQ(Xt_Q)dt} .
b b

2e?
L’EMV é;b est alors défini comme solution de

L(B., X**) = sup L(6; X°). (3.6)
0€la,b]
Le comportement asymptotique de cet estimateur est décrit par la proposition

suivante. Ci-dessous, 6, désigne la vraie valeur inconnue du retard.

Proposition 3.3.1. Supposons que la condition € soit satisfaite. Alors, unifor-
mément sur tout compact K C ©, UEMV 0. est :

1. Consistant, Py —lim 5671, = b,.
e—0

2. Asymptotiquement normal, 5*1((/9\571) —00) = N(0,1,(0)), quand e — 0

La démonstration s’obtient par adaptation du Théoréme 3.2 de Korso [41],
en remplacant l'observation compléte X® = {X;},c0 par l'observation tron-
quée X0 = {Xihewr), conformément aux préliminaires. Par ailleurs, lorsque la
condition de régularité € est vérifice, 'TEMV @;71) admet la représentation suivante
(voir [42], Théoréme 3.1)

e By — 0) = I,(6) " /b S(xe20)S (00, )dWs + 0(1).  (3.7)
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3.3.2 Estimateur de la distance minimale

Un EDM 5,,571, est construit & partir de 'observation X" = {X};}y<;<,, sous
7‘[0, ou v, = b+ \/g

gysﬁb := arg inf (Xt — xt(ﬁ))2dt. (3.8)
oco Jp

La démonstration de la consistance de cet estimateur, présentée dans la proposi-

tion suivante, s’appuie sur Kutoyants [55],Théoréme 7.2.

Proposition 3.3.2. [5] Supposons que la condition de régularité € soit satisfaite
et que pour tout 6 € ©, S'(xy) > Nou A > 0. Alors, pour v. = b+ /e, 'EDM

0, est consistant.

Preuve. Ci-dessous, ||.||,. désigne la norme L?[b, ). Soit 6 la vraie valeur, mais
inconnue, du paramétre, et § un parameétre variable. Pour les solutions corres-
pondantes de ’équation (3.3), et pour v > 0, nous introduisons les fonctions

suivantes

990(’77 Va) = |9_i£)f>7||xt(9) - xt(QO)HVEa et g(7a Va) = 61()%%990(7’ Va)'

La dérivée de x4(0) par rapport a 6 satisfait I’équation

() = /O S (s0)S(s_20)ds.

Pour une valeur intermédiaire ¢’ entre 6 et 6y, nous avons

H%(Q) - ﬂﬁt(@o)Hi = /bVE [xt(Q) - xt(eo)]th = (9 - ‘90)2 /bVE ir?(ﬁ’)dt-

D’aprés la condition %, les fonctions S(-) et S’(+) sont positives, donc pour b <
<,

o= (- [ t Sl(fﬂse)s(iﬁ'sze)ds)Q (| t S'<xse>s<wsge>ds)2.

D’autre part, pour les valeurs de ¢ € (b, v.), nous pouvons écrire

/b S (e 0)S (e 2)ds = (t — B)S'(2)S (3) + O((t — b)>).

Ainsi, pour K = S’(x)S(x,) > 0 et pour des valeurs suffisamment petites de

t — b, nous obtenons 1’estimation
i7(0) > K*(t — b)>.

Par conséquent, pour tout € < e,, ol €, est une valeur suffisamment petite,

(0 — 00)2 K% (v, — b)?
5 .

EACEEACH] A
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Nous en déduisons donc une borne inférieure de g(v, v.)?

Ve 22 A
o= jntint [ (o) o)) > D

0pc© |9—90|>'7 b

(3.9)

Il convient également de noter que pour tout v > 0 , 'EDM verifie (voir [55],
p.223)

A={w:|0p—0 >} ={w: inf [|[X,—z(0)|,. > inf [X,—(6)
|0—00|<~y |0—00|>~

Ve }
En effet,

Py, (|§u5,b — | > fy) =

Py (100 =001 > 7. inf_|1X =20l > inf (1%~ O)]].)
|0—60 |6—00]>~

+ Py ([ = O0] > 7, inf (X = @)l < inf (1% =2 (0)]].).
|6— |0—00|>~

Le second terme du membre de droite de 1’équation précédente est nul car, si

- | ) < ) |
w & {fop =0l >, inf_[IX = @)l < inf[1Xe—2(0)]l. |

Il existe donc un & tel que |6 — 6] < v et
[1X0 = 22(0) 1o < 11X = 20(01) 1

ce qui contredit la définition de 'EDM (3.8)). Considérons maintenant les en-
sembles A et B

= {, 1% =@l > inf[1X; (@)l }

A
b= {w inf_ ([1Xe = 2i(00)ll. + [2:(0) = 2(00)].) >

> inf (”xt(e)_xt(HO)”yg_||Xt_$t(90)||us>}-

|6—60|>

Il s’ensuit 'inclusion suivante

AcB={ it (11X = 00|l + la(6) = ).

> pant([2e(0) = ze(@0)lle = (1% - xt(eo)Hus)}, (3.10)

ou les inégalités suivantes sont utilisées

[1Xe = 22 (0)]. < Je(0) — 20(00) ] + [[Xe = 24(60)] ..

_ < _ _
= it (X =@l < int_([fe(8) — we@)ll + 11X~ w(6o)]l. ).
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et

|z:(0) — ¢ (00)[[o. — [1Xe — 22 (00) [0 < [|1Xe — 2 (0)] .
= nf (Jle(®) = 2@l ~ 11X = 2(@o)l[.. ) < inf (1 = 2u(0)]]..

|6—60]>~ T |6—60|>y

Par conséquent, en utilisant (3.10]) et ’égalité

inf_ |[z¢(0) — 2(60)l]. =0,

|6—60]<~v

on obtient ’estimation suivante

P%ﬂ%b—%bw}SP%{im (11 = (00l + I1e(0) = 2.(60) 1)

|6—00|<~

|6—60]>~

> inf (th(Q) — .CEt(eo)HyE - HXt - xt(QO)HVE)}

ZPHO{(HXt—xtWo)IIuﬁ inf_||z(0) — 2:(60)ll..)

|0—60|<~v

> () = 00~ 1%~ @0)l)

|6—600|>
= P, {2[|X¢ — 2(00)l[.. = g(7,ve))}-

Par la suite, 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, combinée aux estimations (3.9))
et (2.18), est appliquée pour déduire la consistance de l'estimateur 6,_,

~ 4 ve 2 60 (v —b?)
Pgo (|0V5,b — ‘90| > ’)/> < mEgo/b (Xt — ZEt(@O)) dt < '72K2(V5 — b)3
60 (v +b)  6C=(20+ (/)
- ,YQKZ(VE _ b)2 - 72[(2

—0 ase—0.

m
En s’appuyant sur ce qui précéde, il devient alors possible d’introduire une

transformation appropri¢e V_(t) de la statistique U (¢, 6, X=°) définie en (3.5)

tS(X. = )S(X. s
V.(t) = / ( 5‘9"5’1) X, e

e 6[b(0,/57b)1/2
tS'(X, 57 )S(X, .5 )S(X, 5 )

_/ st’b N 291/5,1) es,b dS, b < U, S t S T (3].1)
ve ely(0u.5)"/

Nous utiliserons cette modification pour définir la statistique de test ci-dessous.

3.3.3 Test de distribution asymptotique libre

Soit {B(s), 0 < s < 1} un pont brownien. Le seuil ¢, est déterminé par
I’équation

P (/01 B(r)*dr > ca) = a. (3.12)
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Théoréme 3.3.1. (5] Supposons que la condition de régularité € soit vérifiée et
que pour tout 0 € ©, S'(xy) > X, ot A > 0. Alors le test Y. = 15,53, avec

2 1
o [ P
Ve Ib(e

Vs,b)
est de distribution asymptotique libre et appartient a IC,.

Preuve. Il convient de noter que, sous Hy, la statistique V. définie en ((3.11])

admet la reformulation suivante

ES(X. 5 )S(X.
Ve(t) = / Foe ) 3_20"6’b>dW5+
ve (0, )1/

—'—/t S/(Xs—g%,b)s( s— 29Vg ) ( S 00)_S(X5_§s,b)]d
v ely(6r..0)"

s. (3.13)

Ici 6y représente la vraie valeur inconnue et v. = b+ /. De plus, pour étudier
le comportement asymptotique de V. = (V.(t)),.<t<r, nous utilisons les conver-

gences établies dans les lemmes suivants.

Lemme 3.3.1. Si la condition € est vérifiée et que, pour tout 8 € ©, on a

S'(xy) > A > 0, alors la convergence suivante est satisfaite, ow 5,,571) désigne
IEDM du parameétre définie en (3.8)) :

Py, — lim | 1,(0,,. ) — I(6o)| = 0.

Preuve. L’information de Fisher I, du processus (3.2)) en 6, et 5,,#, s’exprime
par :

T
1,(60) = / S2(z1-20,)S" (2190 ),
b
et

_ T
1y(0,. ) :/b 52(xt—ngg,b)S/Q(It—gyg,b)dt'

Il en résulte que

|Ib Ve,b Ib 90 }— ‘/ ‘52 t 291, b)SIZ( t 0. ) 52(xt—290)sl2($t—90)}dt‘

ve,b

S/b ‘S(%—Qés’b)sl(xt_@%b) - S(It—QG())S,(mt—GO)‘

% |S(2, o5 )S'(x, 7, ,) + S(we20,)S' (wegy)|dt.

Sous la condition €, la dérivée S’ est bornée, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante

K > 0 telle que sup|S’(y)| < K. De plus, comme S est continue sur le compact
yeR
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[xp, z7], il existe une constante positive C' vérifiant sup [S(y)| < C. Le second
ye[xb)IT]
terme de l'intégrale peut alors étre majoré de la maniére suivante

. T
1 1,(0,..5) — L,(6p)| < 2KC / ]S(xt_ﬁ% S (x5 ) — S(wi-20,)S (1, )| dt
b k) €

T
<ac| [ |5t s, 156, 5,.) - St

T
+ [ ISt 85, )~ S )it
b €
Par le théoréme des accroissements finis appliqué a S(z;—.) (voir [89], Théo-

réme 5.10), nous obtenons

_ T
11,(B,..5) — I(00)| <2K°C /b 2, sz, , — T1aao |t
T
+ 2K02/ }S'(:Bt_gye )= S (z4—0,) |dt.
b ,

D’apres ce qui précéde, nous déduisons le résultat du lemme en utilisant, la consis-
tance de 'TEDM 51,57(, ainsi que la continuité uniforme des fonctions S'(-) et x, sur
b, T].

O

Lemme 3.3.2. Soit la condition € vérifiée, et supposons que S'(xp) > A > 0
pour tout 6 € ©. Alors, nous avons la convergence

Py, — lim sup |5'(X,

e—0 b<t<T

)S(thgys’b) - S/(xt,eo)s(l’tzeoﬂ =0.

79u5,b

Preuve. Nous écrivons d’abord,

Sup S/ (Xt—gys b)S(Xt—le,s b) - S/(xt—go)s(zt—%o)

b<t<T ’ ’

= sup |S'(X, 5 ) (5 (X 05, ,) = S(x_g5,, b))
b<t<T ’ ’ ’

+ S/(Xt—@ls,b) <S($t—2§ys’b) - S(%—Q%))
+ ' (wu00) (S(Xioam) — S(w-am) ) + S(Xeo0,) (S, 5,
+ S/(Xt—gyg’b)5<xt—290) — S(Xt_zgo)sl(l’t 5 ).

_91/5,17

) =5 (@ea)
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D’aprés le théoréeme des accroissements finis, nous pouvons alors établir 1’es-

timation suivante

sup Sl( t—0, b)S(Xt_zéy b) — S(T4-0,)S (T1-20,)| <

b<t<T e e

< K sup ’Xt—29~u by Li-20,, b’ + K2 sup |xt 20, xt—%{
b<t<T e b<t<T

+ K? sup | Xy 29, — T4-20,| + sup S(thggo)(sl(ajtigu )= S/(xt,90)>‘
b<t<T b<t<T 2

+ K? sup |Xt 20,) a:t_290|. (3.14)
b<t<T

Ensuite, en utilisant la consistance du MDE ’6:,57;, (Proposition , et en tenant
compte de la continuité uniforme des fonctions x, et S’(+), ainsi que de I’estimation
fondamentale (2.17]), nous concluons a la convergence uniforme en probabilité vers
zéro de chaque terme de (3.14) pour ¢ € [b, T']. Ceci établit la convergence requise
et achéve la démonstration du Lemme [3.3.2
O
Reprenons maintenant la démonstration du Théoréme |3.3.1, En nous ap-
puyant sur les Lemmes et nous commengons par étudier le comporte-
ment asymptotique de la statistique (3.13]).

D’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe 6 vérifiant

16— o] < |6z — b0,

et tel que
18X, )Xo, )
V.(t) = / et el Yy, —
Ve Iy(0,. )2
_ é\fs,b - 90 /t S/(Xs—auab)S(Xs 2@,,5 )S/(Xs—g)S<Xs—2§) ds
€Ib(§1j5,b)71/2 [b(el/& ) .

Notons o(1) une quantité qui converge en probabilité vers zéro. Ainsi, nous pou-

vons écrire

/tS’( b )Xoz, ) . — / S (240,)S (s Qoo)dW T o(D)

]b(9%7b>1/2 [b 90 1/2
et
/tS’(Xsayi,b)S(Xs 23, )5 (X _5)S(X,_sp) s
Ve ]b(eVa )
LS (25-g,)°S (5_20,)°
= 0 07 ds + o(1).
| o

Par ailleurs, la représentation (3.7) de TEMV donne le résultat suivant

6ep— b0 _ /T S' (5 —0,) S (%5-20,)
8[1,(51,5’1,)_1/2 b Ib(90)1/2

dWy + o(1).
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Nous obtenons donc, sous Hg, I’expression suivante

‘/6(0 :/bt S/(:L‘S_QO)S({L‘S_QQO)CZWS_

1,(60)172
T S/(ajs,g )S(l‘ —926, ) /t S,(l' ) )25<£C —926, )2
— 2 20 AW, = 00 ds + o(1).
/b 1(0)*/2 b I(6h) @

Pour b <t < T, nous considérons a présent le changement de variable

t Qr 2 2
= / S (ws—p,)"S(s-20,) ds, 0<71<1,
b 1y(6h)

avec 9 9
S/(xt—eo) S('It—?@o)
14(6o)

La premiére intégrale de Wiener, dans I’expression précédente de V.(t), peut s’ex-

dr = dt.

primer comme

t S/(.TS,Q )S(JZ’ —926, )
0 S 0 — < <
/b AENIE AW, =W(r), 0<7<1,

ou W(.) désigne un processus de Wiener. Nous obtenons par conséquent la conver-

gence en loi
Vo(t) = W(r) = W({1)r = B(r), 0<7<1, quand ¢ — 0.

Ou B(-) désigne un pont brownien. Ici, nous nous référons au résultat dans [90],
Section 6.

Par conséquent, nous déduisons la convergence en loi de la statistique de test d.

TV)'S'(X, g, )5 (X, s, ) 1
(58 _ / ( ) ( t_eyilb) ( t_29VEsb> dt = § = / B(T)2d7' quand e — 0.
Ve Ib<0V8,b) 0

De plus, nous pouvons conclure que le test e est a distribution asymptotique
libre (ADF) et appartient a Ka. Ceci découle directement de ((3.12)).
En effet

EeowE(Xa’b) = Eg,(1{5.5c0)) = P, (0c > ca) = P(6 > ca) +0(1) = a +o(1).

3.3.4 Alternatives

Nous abordons dans cette section la consistance du test. Dans le cadre de

I’hypothése alternative, le processus observé admet la représentation

Hy: dX, = B(X))dt +edW,, X,=mz9, s<0, 0<t<T. (3.15)
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Le terme de dérive B(X;) ne présente aucun retard et par conséquent, la statis-

tique V() est définie par

- [T )
: B Ve 5Ib(§ug,b)1/2 )
B /t S/(XS_§V€7b)S(Xs—ngg,b)S<Xs—§g,b)ds
Ve EIb(gue,b)l/Q
/t SI(Xs—gye,b>S(Xs—2§ug,b)(B(XS) N S<XS_§5’I’)> d
— — S
Ve 5[[)(6,}57[;)1/2
+ /t S/(Xsfgueﬁ)S(X372§V5’b)dWS.
Ve Ib(eue,b)1/2

Considérons d’une part y; la solution du probléme limite sous H;, et d’autre
part () la solution de I’équation différentielle sous H, (avec retard). nous avons

alors

d
%:B(yt)a Ys =1%o, s<0, 0<t1<T,
et d
%:5(%_9), T, =19, —b<s<0, 0<t<T.

Nous décrivons d’abord le comportement asymptotique sous H; des estima-
teurs, 'TEMV ge,b et 'EDM 5,,5,;, (définis dans et (3.8)). En ce qui concerne
I'EMV, nous suivons l'approche présentée dans [55|, sous-section 2.6. Notons
r={r, 0<t<T}ety={y, 0 <t <T} les solutions des problémes li-
mites associés respectivement aux hypothéses Hy et H;.

Nous introduisons donc la fonction G ainsi qu’une nouvelle vraie valeur 6*

G@%wzlL%MW—B@W%

et

0" = arginfG(0, z,y).
9eo

Considérons P la mesure sur (Cr,Br) induite par le processus (3.15)), ou Cr
désigne 'espace des fonctions continues sur [0, 7. nous avons alors la consistance
de 0., ( voir |55],p.77), au sens ou

P - lim B, = 0" (3.16)
Nous considérons a présent le comportement asymptotique de '’EDM, décrit dans

le lemme suivant. Soit

0 = arginf ||y — z:(0)|,..
0€(a,b)

Pour v > 0 et v. = b+ /£, nous introduisons la fonction

h(y)i= it (= m @) = g — 2672

|0—6**| >
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Lemme 3.3.3. Supposons que la condition de régularité € est vérifiée pour la
dérive B(Xy) et pour la fonction S(xi—g) et que h(y) > 0 pour tout v > 0. Si, de
plus, 0 est unique dans © = (a,b), alors pour v < 7y avec certaines constantes

k>0etv >0, ona

. . Ii2h2
Py {lel/s,b -0 > ”Y} < 46XP{—T€(Z>}-

Preuve. En se référant a |55, Section 7.4, nous obtenons

Pi{llns = 071> 7} = Pe{ it |1Xo = 2@, > it [|1X0 = z(0)]l. |

|0—0**| <~ |0—0%*|>~

zﬁ{me&—%@%;w%—m%i)>

|6—-6]<v

inf (HXt — 2 (0I5, — Ilye — xt(é) 12%)}

|0—0]>

Iﬁ{iﬁvw&—%@Z;Ww—%WW&>>

7inf 7(HXt — xt(9)||i — |y — xt(ﬁ**)Hi) }
(3.17)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1Xi=( )1, — llye — ()12, =

=< Xy =y +2(07) — 24(0), Xy + v — 2(07) — 24(0) >
<IXe =y + 2e(07) — 26 (0) o (| X + ye — 2(07) — 2(0)][... (3.18)

Par ailleurs, nous pouvons écrire que

1 Xe=2(O)Ify. — llye — 2:(0™)I.
= [1Xe — 2O = lye — ze(O)[7, + llye — 2 (O)IE, — [lye — 2e(0™)IE..

Pour les deux premiers termes du second membre de cette égalité, nous obtenons

alors
waﬂmw&—mrmmmi=[W&—%@P—m—%@mﬁ

:=/ (X, + 1 — 204(0)) (X, — i)t

b

=< Xt + Yy — 21}(9),)(15 — Y >

=< Xy =y, Xo —yr >+ <2y — 224(0), Xy — y >

> =2<x(0) =y, Xo =y > = =2/|24(0) — yellw || Xe — w0 (3.19)
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I1 résulte des relations (3.18)) et (3.19) que I'expression (3.17)) admet 'estimation

suivante, pour certaines constantes C, Cy et C3

.

< Pi{ inf (||Xt — Y + 2(07) — 2 (O)] ], [| Xy + ye — 2(07) — xt(0)||l,s)

[0—6**|<y

> h(3) = 20l2(6) = willo. 11X = wel .}

SPi{ inf  ([[Xe = wulloe + [J2e(07) = 2e(0)]].) (11 Xe = il

106+ <
+ |ze(07) = 2 (O)[o. + 2l[ye — 2(0)][0.) = h(v) = 2[[2e(6) — wellu. |[Xe — ytllus}

< P{501 sup |Wy| (eCy sup |[Wy| + Cs) + eC5 sup |Wy| > h('y)}. (3.20)
0<t<T 0<t<T

0<t<T

Dans la derniére majoration, nous avons utilisé 1'égalité suivante

inf  [|z,(0") — 24(0)]],. =0,

o-6"+|<

ainsi que 'estimation (2.17) sous H;

sup [X; — y| < eCy sup [W].
0<t<T 0<t<T
De plus, la continuité uniforme de la solution au probléme limite (¢ = 0) sous les
hypothéses Hy et H; garantit que la norme ||y — x4(6)],. reste bornée.

En posant
1 c?

fTaara P aara

il découle de (3.20)) que

6, h
Pi{|91/s’b - 6**’ > 7} S P{gﬁQ( sup |Wt|)2 —|—Osup ’th Z /81 8(7)}

0<t<T <t<T

En introduisant la variable n = sup |W|, nous déduisons
0<t<T

Brh(7) _ VI 4B2P1h(7)

2
I3 > — =
Ban” + 1 . n e

Et nous obtenons finalement

Pi{lf.0 — 07 > 7} < Pi{esan® +n > WLTW}

_ P{U N —1+4/1+ 45251h(7)}

2ﬁ2€
—1 (=1 + /14 436:h(7) )?
< dexp {ﬁ = } (3.21)
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Nous utilisons ici les propriétés fondamentales du mouvement brownien., voir

Karatzas 38|, Chapitre 2 ou Kutoyants [55], Chapitre 1.
N2
P(sup (Wi > N)=4P(Wy > N) and P(Wr > N) < eXp — 5 for N > 0.

0<t<T

Nous notons que

B B 455581 h(7) 453531 h(7)
1+ /14 4B:81h(7) = N TR I > .80

Alors, pour vy > 0 tel que 48551h() < 1, nous obtenons

(_1 VT 452ﬁ1h(%)>2 . (25261}7](70))2.

V2
L’équation (3.21)) donne par ailleurs

el 1 ok -1 62h2
P ([ — 07 > ) < 4exp{ﬁ %%)}

D’otl, pour tout vy < 7o, (7o) > h(y). Le choix x = 3;/v/2 > 0 conduit alors au

résultat final
w2h*(7)
2Te? |-

Ps {00 — 07| > 7} < 4exp{—

O
Comme conséquence directe du lemme démontré précédemment, nous obte-

nons la propriété de consistance pour 'EDM
P —lim 0, , = 0*. (3.22)
e—0

La consistance des estimateurs EMV (3.16)) et EDM (3.22)) entraine celle du

test statistique ¥ = 145.5¢,}, comme 'établit le résultat suivant

Théoréme 3.3.2. [ Supposons que la condition € est vérifiée pour la dérive

B(X}) ainsi que pour la fonction S(x¢—g). Si, pour tout t € (b,T), la condition

t
61 / S (Ys—g++) S(Ys—20++) [B(ys) — S(ys—o+)]ds > 0
b
est satisfaite, alors le test 1. est consistant.

Preuve. La statistique V.(¢) admet la reformulation suivante

'S (ys—6++)S (Ys—20-)
V.(t) _/b oW, + o)

n /t S,(ys0**)3(95812:(*;z£isgs> - S(ysfe*)]dg(l + 0(1)). (3.23)
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Le premier terme s’exprime comme

! S,(ys—e**>s<ys—2€**) K S/(ys—e**)QS(ys—QO**)2
d = d
/b 1,(07)172 Ws W( /b 1,(0°) S)’

avec W(.) processus de Wiener. Ce processus est donc gaussien et borné en pro-

babilité. De plus, sous la condition %}, nous avons

/t S/(ys—e**)s(y5—29**)[B(y5> - S(ys—H*)]

51(0**)1/2 ds — o0 ase — 0.
b

En nous appuyant sur ces résultats, nous pouvons alors établir que

5 _/T Vo(6)*9'(X, 5,)7S(X, 5, )
b

Ve

= dt —» oo quand € — 0.
Ib(QVs)

Il en découle que le test est consistant contre toute alternative fixée

Pi{d: > co} — L.

m
Les deux chapitres qui suivent sont consacrés aux applications nous proposons
deux exemples pratiques, le premier en dynamique des populations et le deuxiéme
en économie. Les tests d’ajustement que nous proposons permettent d’évaluer
I’adéquation entre des modéles stochastiques intégrant les retards temporels et
les bruits environnementaux et les données observées. Nous mettons en avant
I’aspect application des résultats théoriques établis dans les théoréemes [3.3.1] et
0.9.2l
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n biologie des populations, I’application de tests d’ajustement éclaire le statis-
E ticien sur les dynamiques démographiques et oriente les stratégies de gestion
de celles ci. Pour illustrer concrétement 'application du test d’ajustement défini
dans le théoréme [3.3.1] en biologie, nous commengons par présenter le modéle lo-

gistique classique dans le cadre général de dynamique des populations Bacaér [4].

4.1 Modéle déterministe pour la dynamique de

population

Nous rappelons quelques notions fondamentales pour modéliser la dynamique
d’une population isolée c’est & dire qu’il n’y a pas un facteur de compétitivité avec
une autre population. Soit z(t) la densité de population au temps ¢, modélisant la
biomasse (taille) de la population. Les paramétres démographiques de base sont
définis par :

- a € R : taux de natalité de la population,
- b e R" : taux de mortalité de la population.

La dynamique de la population peut alors étre décrite par 1’équation suivante
z(t+ 0t) — x(t) = ax(t) 6t — bx(t) 6t, (4.1)

ou, de maniére équivalente,

z(t + 0t) — x(t)
at

= (a — b)x(t).

26
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En prenant la limite lorsque 6t — 0, nous obtenons une équation différentielle
ordinaire y

d—f = ra(t), (4.2)

ou r = a — b représente le taux de croissance intrinséque de la population c’est a
dire 'accroissement net par individu et par unité de temps.

Dans la littérature, la modélisation de la dynamique d’une population isolée
sous l'influence d’un terme de croissance est abordée en suivant plusieurs ap-
proches. En particulier le modéle logistique, proposé par Verhulst en 1838, (voir
Bacaér [4]), est fondamental car il intégre non seulement la croissance de la po-
pulation, mais aussi les contraintes liées aux ressources disponibles, introduisant
ainsi l'effet de saturation. Néanmoins d’autres modéles complémentaires existent,
nous en citons les suivants a titre d’exemples.

- Le modeéle exponentiel de Malthus (1798), qui postule une croissance illi-
mitée en ’absence de facteurs restrictifs.
- Le modéle de Gompertz, adapté aux croissances rapides initiales suivies
d’un ralentissement asymptotique.
Ainsi, le modéle logistique s’inscrit dans un ensemble plus large de modéles dé-
crivant les dynamiques de population, chacun offrant des perspectives différentes
selon les hypothéses et les contraintes prises en compte. Pour enrichir le modéle
linéaire ([£.2), Murray, J. D. introduit I'idée que les taux de natalité et de morta-
lité dépendent de la densité de la population, voir Murray [80|, chapitre 3. Pour
rappeler le modéle mathématique tenant compte de ce principe, nous introduisons
les quatre parameétres suivants
- « est le taux de croissance intrinséque de la population,
- [ est leffet de la limitation des ressources sur ce taux (coefficient de satu-
ration),
- v est le taux de mortalité de base,
- A est le taux de mortalité dépendant de la densité.

Les taux de natalité et de mortalité de la population sont alors définis par
a(x) = o — S,
b(z) =~ + Az

L’équation (4.1]) est alors réécrite sous la forme

w(t+6t) —x(t)
ot =@

— ) x(t) — (B+N) 2*(t).
Ensuite nous notons

r=a—~ >0 le taux de croissance intrinséque,

= —5 T z > (0 la capacité de charge maximale de ’environnement.
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Enfin un passage a la limite lorsque 6t — 0, permet de déduire I’équation logis-

tique introduite par Verhulst Bacaér [4] :

d:];—it) = ra(t) <1 — %) , t20. (4.3)

La résolution de cette équation conduit a la solution explicite

(t) K t>0
T = ) Y
1+ (% — 1) exp(—rt)
de plus
lim z(t) = K.
t—+o0

Ainsi, lorsque z(0) < K, la trajectoire de la population suit une croissance sig-
moide (en forme de S) et converge vers la capacité de charge K.

En résumé, le modeéle logistique constitue un outil de référence pour décrire
la croissance d’une population isolée, limitée par les ressources disponibles. Tou-
tefois, ce modele reste purement déterministe et ne tient pas compte des fluctua-
tions aléatoires ni des délais associés aux processus biologiques. Afin de mieux
représenter la variabilité observée dans les dynamiques réelles de population, nous

adoptons une extension stochastique et retardée de ce modéle.

4.2 Modélisation stochastique en dynamique de

population

La dynamique des populations biologiques est souvent soumise a des influences
extérieures variables et imprévisibles. Ces perturbations aléatoires, qu’elles pro-
viennent de l’environnement ou d’interactions internes a la population rendent
nécessaire 'introduction d’une composante stochastique dans les modéles démo-
graphiques. Dans la littérature, deux sources principales de stochasticité sont
généralement prises en compte :

(i) Papproximation continue des tailles de population, issue du passage de

modéles discrets a des modeéles continus ;

(ii) les variations imprévisibles des conditions environnementales (change-

ments climatiques, fluctuations des ressources, catastrophes naturelles, ...).

L’intégration de ces effets dans les modéles de croissance permet une repré-
sentation plus réaliste des systémes biologiques. Un tel cas stochastique est no-
tamment présenté dans Hamdous [31], chapitre 1, ainsi que dans Mao et al. [70].
Nous considérons le processus X¢ = {X;}o<i<, o0t X; représente la taille de la

population au temps ¢, et qui satisfait ’'EDS logistique suivante :

X
dXt:rXt(1—?t)dt+5th, Xs=m, s<0, 0<t<T. (4.4)
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Ici, z¢ est une constante positive. Le paramétre » > 0 représente le taux de
croissance intrinséque de la population, c’est-a-dire la vitesse a laquelle celle-ci
croit en ’absence de contraintes. La constante positive K correspond a la capa-
cité de charge, autrement dit la taille maximale de la population que I’environ-
nement peut soutenir. La perturbation stochastique due a 1’aléa environnemental
est modélisée par (W;), un processus de Wiener, et par le coefficient de diffusion
e € (0,1), qui en controle l'intensité.

Dans la suite, nous adoptons une version tronquée de la dérive logistique afin
de disposer d'un contexte analytique adapté aux résultats développés ultérieure-
ment, notamment ceux relatifs a ’existence et a 'unicité globale de la solution, &
la consistance de I'estimateur du maximum de vraisemblance et de I’estimateur
de distance minimale dans l'asymptotique des petites diffusions. Cette version
tronquée permet également d’établir la consistance du test d’ajustement tel qu’il
est construit au chapitre 3. En effet, dans le probléme , la dérive ne vérifie
pas une condition de Lipschitz globale. Cette difficulté est levée en introduisant
une modification contrélée de la dérive en dehors d’'un domaine borné, tout en
préservant la dynamique du modéle dans les régions biologiquement pertinentes.

Nous introduisons la fonction de troncature lisse yx : R — R (voir Mao et
al. |73] ou Deng et al. [22]) définie par :

z, 0<z <K,
Xk (v) = ¢ fonction C? d’interpolation, K <z < K +1, avec | (z)| < 1.
0, r<0oux>K-+1,

(4.5)
La fonction yx est une troncature lisse de l'identité. Elle est de classe C?(R),
globalement lipschitzienne, a valeurs dans [0, K], et coincide avec 'identité sur
'intervalle biologiquement pertinent [0, K].

Nous définissons alors la dérive tronquée lisse associée par

Sk (@) == rxx (@) (1 - XK(“"”)) .

K

Nous considérons le processus X¢ = {X;}o<i<r satisfaisant I'EDS logistique

tronquée, pour xg € (0, %),
X
dXt = TXK<Xt) <1 - %) dt+5th7 Xs = To, § < 07 0<t<T. (46)

Notons que cette troncature garantit la régularité souhaitée, principalement la
condition de lipschitz globale et la différentiabilité nécessaires a I'analyse asymp-
totique présentée dans la suite. Nous évaluons ensuite la pertinence de I'introduc-
tion d’un terme de dérive a retard, c’est-a-dire d’'une dynamique tenant compte

d’un effet de mémoire par rapport au modéle tronqué (4.6) a dérive instantanée.
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La section suivante est consacrée a la construction d’un test d’ajustement illus-
trant, sur cet exemple particulier, les résultats théoriques établis au chapitre 3.
Pour les raisons techniques précédemment évoquées, nous considérerons systéma-

tiquement la fonction de troncature lisse définie en (4.5]).

4.3 Test d’ajustement pour le modéle stochastique

tronqué avec retard

Nous proposons un test d’ajustement reposant sur I’opposition entre 1’hypo-
thése nulle composite paramétrique a dérive retardée H, et une alternative non

paramétrique a dérive instantanée #H;, définies pour ¢ € [0, 7] par :

X
Ho : dXy =1 xK(Xi—p) (1 - w> dt +ecdW;, Xy =1x9, —b<s<0,
(4.7
7’[1 . dXt - B(Xt> dt + €th, XS = T, S S 0. (48)

Sous Hg, le modele s’inscrit dans la classe des EDS avec retard de type logis-
tique, dont la stabilité a été largement étudiée par Mao et al. [71]. Nous estimons
d’abord le parameétre de retard inconnu en nous inspirant de certains résultats
établis dans 'ouvrage de Kutoyants [55] sur l'estimation paramétrique pour des
processus de type diffusion non linéaires. Le paramétre 6 € (a,b) représente un
retard traduisant la dépendance de la croissance actuelle de la population & son
état passé au temps t — 6, afin de modéliser des phénomeénes biologiques tels que

les périodes de maturation ou la disponibilité différée des ressources.

Notons d’abord que, pour tout x € R, nous avons 0 < xx(z) < K et donc

Ainsi la dérive dans (4.7)) est positive. De plus la fonction Sk étant une compo-
sition de fonctions C? |appartient donc & C%(R). Sa dérivée s’écrit

2
Sila) = (o) (1 - 2262,
K
Comme |y (z)] <1et 0 < xg(r) < K, nous déduisons
1Sk ()] <7,  VreR

Par conséquent S est bornée et donc la fonction Sk est globalement lipschit-

zienne avec une constante de lipschitz égale a r.
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De plus, pour z € [0, K], nous avons

S}{(x):r(l—?).

Il en résulte que
K K
Si(z) >0 pour tout x € (O7 §> : Si(z)=0 pourz= 5

Nous en déduisons que 'EDS logistique tronquée avec retard (4.7) adhére bien
a la classe des EDS avec retard étudiée dans le chapitre 3. Nous vérifions que la
solution de 'EDS (4.7)) converge uniformément, par rapport a 6 € (a,b), vers la

solution de 'EDO avec retard associée définie pour ¢ € [0, 7] par

dxy =1 XK (Te—p) (1 — W) dt, zy=mz9, —b<s<0. (4.9)

Nous suivons la preuve du lemme en considérant la fonction h(t) = | X;_4 —
xi_g|, ot X et z désignent respectivement les solutions de 'EDS (4.7)) et de 'TEDO
(4.9). La fonction h est continue, positive et vérifie les hypothéses du lemme de

Gronwall [2.2.2] puisque

z€R 0<s<t

ht) = | /0 (S(Xa_g) — S(ae o))ds + W] < sup| S ()] /0 h(s)ds + & sup |W|

:r/ h(s)ds + € sup |Ws|.
0

0<s<t

Et le lemme de Gronwall permet de déduire les inégalités (2.17)) et (2.18)) :

2 2
sup |Xt—$t‘ < K& sup |Ws|7 sup E9[|Xt—33t| } < Kye”,
0<t<T 0<s<T 0<t<T
ou K et K5 sont deux constantes positives indépendantes de 6.
Enfin, pour des raisons techniques liées aux démonstrations ultérieures, nous

supposons que

K
Ty <:25.

Ci aprés nous introduisons 'information de Fischer associée au processus tron-

qué (4.7) et nous remarquons qu’elle est définie et strictement positive.

I,(0) = /b Ty (e (1-20)) " (i (1-0))° <1 - —XK(?Q") ) i (1 - —QXK}(?‘Q) ) “dt > 0.

D’autre part la condition d’identifiabilité du paramétre de retard 6 est satisfaite :
Pour tout v > 0,

T 2
. . 2 __Xj((xt—9> . __Xj(<xt—90>
eloré%w_l;éiv/b : [XK(x”) (1 K ) XK(”””’O)(l K dt > 0.
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Toute I'argumentation précédante permet de conclure que la condition € posée
dans le chapitre 3 section 3.3 est satisfaite par la fonction de dérive sous I'hypo-

thése nulle.

Le rapport de vraisemblance associé¢ a ’EDS logistique tronquée avec retard
(4.7) pour des observations sur Iintervalle [b, T'] est défini comme suit.
Pour tout 0 € (a,b)

T X
L(6; X5%) = exp {5%/ xr (Xi—p) (1 - w) dX,
b

_Qr_; bT [xK(Xt‘Q) (1 _ @)]2 dt

L’objectif est de construire, pour I’ EDS tronquée avec retard (4.7)), un test

d’ajustement dans la classe des tests de niveau asymptotique « € (0,1) donné :
Ko = {xp : Tim By [T, (X°4)] = a} .
e—0

Ou Ey désigne I'espérance mathématique sous I’hypothese nulle Hy. Nous prou-
vons que le test obtenu est a distribution asymptotique libre (ADF) et consis-
tant. Nous reformulons donc dans ce cas particulier les résultats établis dans les
théorémes et [3.3.2] La démarche adoptée s’appuie sur la méthodologie de
construction de tests exposée au chapitre 3. Nous nous concentrons sur la par-
tie Xt = {Xi}eep,r) de la trajectoire observée XE. Notons que sous Hy, la
fonction score normalisée associé a 'EDS logistique tronquée avec retard est
définie pour b <t < T par

2

U.(0, X% :g[(/;W/b X (Xi—20) X (Xi—0) (1 _ XK AAe2) ()[?29)>

X (1 — W) [dXt — rxk (Xi-0) (1 — Lﬁ?”) dt] .

Nous considérons deux estimateurs du parameétre de retard inconnu : 'EMV
é;b obtenu & partir de I'observation X% = {Xi} e et 'TEDM 5%71)
construit en utilisant ’observation de la portion de trajectoire X" = { X, }p<i<.
telle que v. = b+ /. Nous définissons alors la statistique V.(¢) a partir du

processus U, (t, 0, X*) moyennant les modifications adéquates explicitées dans
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le chapitre précédant. Si ¢ appartient a [v., T,

2 t 9
V(1) ::W /VE Xk (Xs—eT,,E,,,)XK (Xs—zéye,b) (1 T RXE (Xs—els,b)>
1
x (1= (X, ) Jax,
7‘3 t
- m /V Xk (Xs—@&b)XK (Xs—ﬁue,b)XK (Xs—ég,l) (4.10)

p 1 1
(1 (e, ) (1 o (X, ) (1 o (X g, )ds.

Nous exposons ci-aprés le premier résultat pour cette application, illustrant
le théoréme fondamental du chapitre 3. Nous introduisons le seuil critique

¢o défini au moyen du pont Brownien B(s) <1y Par

P </01 B(s)%ds > ca) =a. ac(01).

Enfin nous définissons la statistique de test :

T 2 i
55 = [b(0V€7b) 1/ \/vg(t)’l“4 (X/K (Xs—gys,b))Q (1 — EXK (Xs—gug,b))

1 2
(¥, ) (1 (s ) ) o

Théoréme 4.3.1. Si la solution du probléme limite sous Ho vérifie x, < 5
le test . := ls.5c,y est ADF et appartient a la classe K, des tests de niveau

asymptotique a.

Preuve. Notons 6, la vraie valeur inconnue du paramétre de retard et considérons

6 un certain point intermédiaire entre ¢, et 6. ,. Nous posons

. r2 t . 2
Ti(2) :W /V XK (Xs_ae,b) 1- XK (Xs—gue,b)

1
X XK<X5—2§UEJ,) (1 - EXK (Xs—Zgye’b)) dWs,

~

‘951,—60
Iy =7
6[1)(&%71)) 1/
7"4 t /
w(0) = [ (X, ) (X, e (X e (X, 5)
1,0y, ) Jve
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La statistique V.(t) (4.10) définie pour t € [v.,T] s’écrit alors
Va(t) = Tl(t> — T2 X T3<t>

Sous I'hypothese Hy, les résultats établis sur la convergence uniforme du pro-

cessus ([4.7]) vers (4.9) ainsi que ceux du lemme concernant la convergence
de I'information et les propositions [3.3.2] sur la consistance des estimateurs

permettent de déduire les égalités suivantes
T2(0) = [ k(o) o () (1= o (eoan)
1 [b(60)1/2 A K 87290 K 5790 K K 57290
2
(1 — EXK(.%'SQO)) dWs + o(1),

7"2 r ! 1
T = W/b XK (iUs—zeo)XK (935_90) 1- XK (935_290)

(1 _ %XK (xsgo)) 4wV, + of1),

et

150 = g [ ea) Gucloncan))” (1= v

(1 — %XK (9:5_290))2 ds + o(1).

o(1) désigne ici une fonction convergente vers 0 en probabilité lorsque ¢ — 0.

Considérons alors le changement de variable 7 défini sur [0, 1]

ret / | e (5—00 ) X5 (2329, ) ) 2 | leon) st
— Ib(go) \ XK\ Ts—6y ) XK s—20 K K ‘

Nous déduisons la convergence en loi suivante

Vo(t) =Ti(t) — Ty x T3(t) = B(7) == W(1) — 7W(1).

Ou W(.) est un processus de Wiener standard, Il s’en suit la convergence en loi

de la statistique du test
1
0. = 0 := / B*(r)dr.
0

Nous concluons que la loi limite est indépendante du processus observé et donc
le test 1. est ADF et appartient a IC,, du fait que

Eg,¢0-(X7") = Egy(L(s.5c0}) = P§, (0- > ca) = a+ 0(1).
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Examinons maintenant la consistance du test. L’alternative non paramétrique

s’écrit
Hy: dX, = B(Xy)dt +edW,, Xs=ux9, s<0, tel0,T].

Et l'expression de la statistique V.(t) devient

7’2 t 2XK (Xs—gys, )

xi (X, 55, ,) ? '

X (1 — W) <1 - iXK (X5_2§V€,b)) [B(Xt) —TXK (Xt—o;b)

X <1 _ XKV (X;(_afvb»

Considérons y; la solution du probléme limite (sous H;)

[ as.

d

X —By), w—w s<0, 0SI<T
Notons z = {z;, 0 <t < T} ety ={y, 0 <t <T} les solutions des problémes
limites associés respectivement aux hypothéses Hg et H;.
La mesure de probabilité induite par le processus (X;) (sous H;) est notée Pj5.
Conformément aux résultats du chapitre 3, pour étudier la consistance des esti-

mateurs sous l'alternative nous considérons les deux fonctions suivantes.

G(0,z,y) = /bT [rXK(xt(G)) <1 - M) — B(y,)

et pour v > 0 et v. = b+ 4/,

h(y) = inf  (lly — 207, = lye — 2:(0),) -

|0—0**|>~

2

dt,

Nous établissons alors la convergence en probabilité des deux estimateurs
Pi- limé’;b =0*, ou 0" .= argminG(@,x,y),
e—0 9cO

et

P:-limf, , = 0**, avec 0% :=argmin |y, — z,(0)]...
e—0 0€(a,b)

Nous pouvons vérifier que :

r’ /th}( (ys—e**)XK (?/s—ze**) (1 — %XK (ys—O**)) (1 — %XK (%—29**)) (4.11)

3000 =) (1= s

ds >0 pourt € (b,T].
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Nous formulons a présent le second résultat de cette application, comme cas
particulier du théoréeme (3.3.2

Nous supposons que la fonction B satisfait également la condition % :

% : La fonction B(-) est positive et deux fois contintiment dérivable.
De plus, sa dérivée B'(-) est positive, bornée et non nulle sur un sous-

intervalle de [y;, y7|.

Théoréme 4.3.2. Si la fonction B(.) dans Hy satisfait € et la solution du pro-

bleme limite sous Hgy vérifie x, < % alors le test 1. est consistant.

Preuve. Nous pouvons réécrire la statistique V(¢) comme suit

7,,2 t 2
Ve(t) = W/b X (Ys—0+=) X 1c (Ys—20++) (1 XK (%4}**))

7"2

1 t

% (1= X (o2 ) AW, +0(1) + W/b Xic (Us—0) X (Ys-26-+)
2 1

X (1 - EXK (ys—e**)> (1 - EXK (95—29**)>

X [B(’ys) — 7, XK (Ys—o) (1 - %XK (ys_e*)ﬂ ds (1 + o(1)).

Remarquons que le premier terme peut étre exprimé au moyen d’un processus de
Wiener W(.)

2

r b 2 1
W/b Xk (Ys—ov) X (Ys—20++) (1 XK (%—9**)) (1 — XK (93—29**>dWs

r o 2 2 2
=W ]b(e**) /b XK (ys—e**)XK (ys,gg**) (1 — ng (ys—e**)>

X (1 - %XK (ys—29**)>2d5>

Ainsi c¢’est un processus Gaussien, donc borné en probabilité sur tout intervalle
fini. D’autre part, de la condition (4.11]), nous déduisons que le deuxiéme terme de

V.(t) tend vers oo quand € — 0. Nous pouvons alors établir que sous I’hypothése

alternative H;

0. — oo quand € — 0.

Par conséquent, le test est consistant contre toute alternative fixée

Pi{6: > co} — 1L
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4.4 Simulations numériques

Cette section est consacrée a la validation numérique du Théoréme [3.3.1]
L’étude, réalisée a ’aide du logiciel R, illustre notamment la propriété de distri-
bution asymptotiquement libre de la statistique o..

Nous notons que la troncature de la dérive constitue un outil purement tech-
nique, introduit afin de garantir les propriétés d’existence, d’unicité globale et de
bornitude uniforme nécessaires aux analyses asymptotiques dans le régime des pe-
tites diffusions, lorsque € — 0. Dans les simulations numériques, nous travaillons
toutefois avec le modéle non tronqué, les trajectoires simulées restant, pour e
suffisamment petit, dans un domaine borné avec une probabilité arbitrairement
proche de un sur ’horizon de temps fini considéré. En particulier, la troncature
n’est jamais activée au cours des simulations et I'on a donc x g () = x pour toutes
les trajectoires simulées.

Notre démarche s’articule en deux étapes. Nous examinons d’abord le com-
portement du processus et des estimateurs. La simulation de trajectoires de 'EDS
logistique avec retard pour différentes valeurs de e, comparées a celles de
I’EDO , met en évidence 'effet du bruit et la convergence vers la dynamique
déterministe lorsque ¢ — 0. L’évolution des estimateurs EMV @\571, et EDM 5,,5,1),
ainsi que leur concentration autour de la vraie valeur 0y, confirment leur conver-
gence. Par ailleurs, la convergence numérique de l'information de Fisher Ib(@,&b)
est étudiée et comparée a sa valeur théorique en #y. La seconde étape porte sur
la validation de la statistique de test V.. Celle-ci met en évidence sa convergence
empirique vers la trajectoire limite V', établit le lien entre sa loi asymptotique et
celle du pont brownien standard { B(s) }o<s<1, et renforce ces observations a 'aide
d’un test de Kolmogorov—Smirnov appliqué a un échantillon simulé contre une
loi normale centrée. Ainsi, cette étude fournit une vérification empirique solide
et une visualisation claire des propriétés asymptotiques de §, dans le régime des

petites diffusions.

4.4.1 Analyse numérique du comportement des estimateurs

1. Simulation des trajectoires : L’étude comparative des solutions nu-
mériques examine conjointement 'EDS logistique avec retard , résolue par
la méthode d’Euler—-Maruyama, et 'EDO associée traitée par la méthode
d’Euler explicite. Les paramétres utilisés sont ¢ € [0,10], » = 0.5, K = 10,0 = 0.5
et e € {0.05,0.5,0.9}. L’implémentation sous R exploite le package ggplot2 pour
visualiser des trajectoires indépendantes générées pour chaque configuration, avec
superposition systématique des solutions EDS avec retard et EDO, permettant

une analyse qualitative directe de leur convergence.
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Trajectories
[—] peterministic (EDo) [—] Stochastic (.=0.5)
E] Stochastic (.=0.05) I:] Stochastic (.=0.9)

10.0

7.5

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Time (1)
FIGURE 4.1 — Trajectoires déterministes et stochastiques du modéle logistique a

retard

Conclusion : Les graphiques montrent que, lorsque ¢ — 0, les trajectoires

EDS avec retard convergent vers la solution déterministe associée.

2. Comportement des estimateurs du paramétre de retard : L’EMV

est défini par

~

0., := arg max L(6; X°),

0€[a,b]
ott L(#; X*°) désigne la fonction de vraisemblance. En pratique, on maximise
la log-vraisemblance .Z(6; X=*) = log L(6; X**) correspondante sur une grille
discréte de [a, b].

2(0: X =L /b ' rXH<1 - XH’) [rXHO (1 - %)dt + gth] -

g2 K
1 (7 X, p\\2
~5 [ (rXeo(1-0)) ar
b
r? r tho tho
o= 305
e J, [ 1000 K K

-5 (s (1= ) Je

T
T Xt—9
- X (1— )dW.
+5/b e K '
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Pour chaque valeur candidate 6, la quantité 2 (0; X=°) est évaluée a partir des
observations discrétisées du processus (X;), et Pestimateur 6., correspond a la

valeur de 8 maximisant cette fonction.

L’EDM est défini par :

. ve 2
0,.p = arg 1;%1(51/6 (Xt — xt(ﬁ)) dt,

ou X; désigne la trajectoire observée et x,(f) la solution déterministe corres-
pondante. L’intégrale est approchée numériquement par une somme discréte sur
I'intervalle [b, v.], avec v. = b+ /g, et TEDM correspond au minimum recherché

sur une grille discréte de ©.

Les deux graphiques suivants présentent le comportement comparé des es-
timateurs 6., et 6,_, en fonction de ¢ € (0,1), pour les paramétres T = 36,
0 € [0.5,,3], xg = 5, r = 0.2, K = 100, et une vraie valeur fixé du retard a
0= 1.2.

Comportement de 'EMV en fonction de varepsilon Comportement de I'estimateur a distance minimale (EDM)

0550
varepsilon

FIGURE 4.2 — Comportement des estimateurs EMV et EDM (modéle logistique)

Conclusion : La diminution asymptotique de la variabilité des estimateurs
EMYV et EDM, observée sur les graphiques, confirme leur convergence vers la vraie

valeur 6, lorsque l'intensité du bruit ¢ tend vers zéro.

3. Information de Fisher : La Figure [£.3] illustre la convergence numé-
rique de 'information de Fisher ]b(gy&b) vers sa valeur théorique I,(6y) = 2.5446,
confirmant ainsi le Lemme adapté au modeéle logistique. Nous avons uti-
lisé les mémes parameétres de la simulation ci-dessus, et la valeur théorique de

I'information de Fisher est obtenue directement sur la console du programme.
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3.25

3.00

Type

— Fisher (edm_theta)

I(EDM)

2.75

g SRR

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Epsilon

— Fisher (true_theta)

FIGURE 4.3 — Convergence de I'information de Fisher empirique vers sa valeur

théorique (modéle logistique)

Conclusion : Cette convergence numérique valide le comportement asympto-
tique de I'estimateur de la distance minimale et assure la cohérence entre 1’infor-
mation de Fisher empirique et son analogue théorique dans le régime des petites

diffusions.

4.4.2 Comportement numérique de la statistique V.

Dans toutes les simulations de cette sous-section, nous conservons les mémes
paramétres; T' = 36, 0 € [0.5,,3], o = 10, r = 0.2, K = 100, et avec une vraie
valeur fixé 6y = 1.2.

1. Illustration numeérique de la convergence de V_.(t) vers V(¢) : Les
graphes ci-dessous représentent I’évolution de la statistique V.(¢) pour différentes
valeurs de ¢, ainsi que celle de sa limite V' (¢). Le tableau ci-contre, extrait direc-
tement de la console d’exécution du code R, présente les valeurs numériques des

estimateurs obtenues pour différentes valeurs de ¢ :

Résultats numériques issus de la console d’exécution

€ Oenrv OrpM 0 Ve

0.1 1.1707 1.1897 1.2 3.316228
0.5 1.5495 1.3659 1.2 3.707107
2 1.4503 2.8545 1.2 4.414214
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Trajectoires de V. (1) a partir de v

E m— O]l m— 0.5  m— 2

£ o0.00 =

—0.25

—0.50

10 20 30
Temps (t)

FIGURE 4.5 — Trajectoires de la statistique limite ( modéle logistique)

Conclusion : La convergence empirique de V.(t) vers V(t) est clairement
observée lorsque ¢ — 0. L’alignement progressif des trajectoires simulées avec
la limite théorique, tant en amplitude qu’en dynamique, fournit une validation

numérique des propriétés asymptotiques établies.
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2. Validation numeérique de la convergence en loi de V. vers une
loi normale AN(0,1) : L’objectif principal de cette simulation est d’illustrer
numériquement, pour un temps fixé t = 7'/2, la convergence en loi de la statistique

normalisée

Ve(t) — E[Vi(1)]
Var(V.(t))

vers une loi normale centrée réduite N (0, 1) lorsque ¢ — 0. Dans la simulation,

VZ(t) =

I'espérance E[V.(t)] et la variance Var(V.(t)) sont approximées respectivement
par la moyenne empirique et la variance empirique calculées a partir d’'un grand
nombre de trajectoires simulées. La validation numérique est réalisée au moyen
de densités empiriques et du test de Kolmogorov—Smirnov, confirmant le compor-
tement asymptotique gaussien attendu dans le cadre des modéles stochastiques a

retard perturbés par un bruit de faible intensité.

Convergence de V_epsilon vers N(0,1)
Distribution at =18

0.4
0.3
epsilon
0.5
e 0.2
2 o2 '
g 0.1
0.05
0.01
0.1
0.0

-4 -2 0 2 4
V_epsilon standardisé

FIGURE 4.6 — Densités empiriques de V. (modéle logistique)
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3. Interprétation du test de Kolmogorov—Smirnov : Le test de Kol-
mogorov—Smirnov compare la fonction de répartition empirique de la statistique
normalisée V* & celle de la loi N(0, 1) sous I'hypothése nulle de normalité. Pour
toutes les valeurs de € étudiées, les p-values sont supérieures au seuil de 0.05, de
sorte qu’aucun test ne rejette Hy. La statistique de Kolmogorov—Smirnov (KS),
faible pour I’ensemble des cas, confirme 'adéquation & la loi normale. Ces résul-
tats valident numériquement la convergence en loi de V*(¢) vers N(0,1) lorsque
e — 0.

Résultats des tests de Kolmogorov-Smirnov pour la convergence
€ Statistique KS p-value Conclusion
0.500 0.0584 0.5020 Non rejet de H
de V. vers A'(0,1) 0.200 0.0376 0.9397 Non reJ.et de H,
0.100 0.0568 0.5377 Non rejet de Hy
0.050 0.0401 0.9054 Non rejet de H
0.010 0.0549 0.5819 Non rejet de H

Conclusion : Les simulations menées dans le cadre du modéle logistique
confirment le comportement asymptotique attendu de la statistique V.. La conver-
gence en loi vers NV (0, 1) se vérifie numériquement pour de différentes valeurs de
e. Les tests de Kolmogorov—Smirnov, dont toutes les p-values dépassent 0.5, at-
testent d’une excellente adéquation a la loi normale sur ’ensemble des niveaux

de bruit étudiés.

4. Validation numérique de la convergence en loi de V. vers un pont
Brownien : Dans le but d’illustrer numériquement la convergence en loi de la
statistique V(t) vers un pont brownien B(t) lorsque € — 0, nous effectuons une
comparaison entre les trajectoires simulées de V.(t) pour deux valeurs différentes
du bruit stochastique ¢ = 0.1 et ¢ = 0.01,et des réalisations indépendantes d’un

pont brownien défini sur le méme intervalle temporel [b, T'].
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Convergence (visuelle) de V__epsilon vers le pont brownien
Pont brownien fixe sur [b,T] = [3,36]

o

|
N

|
I

0.01

o N

Valeur (standardisée empiriquement par (epsilon,time))
|
N

Processus - - Pont Brownien —— V_epsilon

FIGURE 4.7 — Comparaison entre trajectoires de V. et du pont Brownien B
(modéle logistique)

Conclusion : Les simulations confirment la convergence fonctionnelle de la
statistique normalisée V_(t) vers un pont brownien sur [b, T'] lorsque € — 0. Aprés
renormalisation, les trajectoires obtenues de V.* présentent un centrage autour
de zéro, une amplitude de fluctuations comparable et une structure de variation
indiscernable de celles du pont brownien limite. Cette adéquation visuelle et sta-
tistique constitue une validation numérique convaincante de la convergence en loi

annoncée par la théorie.



Chapitre 5

Application en économie

Sommaire
[>.1  Formulation déterministe du modele sigmoide|. . . . . . . . . 75
[>.2  Extension stochastique et analyse des risques| . . . . . . . .. 76
[>.3  Test d’ajustement pour le modeéle stochastique avec retard] . 77
[>.4  Simulations numériques| . . . . . ... 83

[>.4.1  Analyse numérique du comportement des estimateurs| 84

[>.4.2  Comportement numérique de la statistique V| . . . . 86

n économie et en finance, les tests d’ajustement s’avérent particuliérement
E utiles pour confronter les hypothéses issues de la modélisation mathéma-
tique & la réalité des marchés. Bien que le modéle logistique du Chapitre 4 trouve
des applications bien établies en biologie, son utilisation s’étend également au
domaine économique, notamment pour décrire des phénoménes tels que la crois-
sance a long terme ou la diffusion d’innovations, voir kwasnicki [66] et Dim-
mick & Wang [24]. Néanmoins, de nombreuses dynamiques de marché présentent
des transitions de régime plus complexes et des effets de seuil qui appellent une
modélisation plus fine. Cette constatation motive I'introduction, d’un deuxiéme
exemple d’application : une EDS & dérive sigmoide. Ce cas généralisé permet de
capturer des phénoménes de saturation progressive et de transition entre diffé-
rents états économiques, offrant ainsi un terrain de validation particuliérement

pertinent pour la théorie des tests développée au Chapitre 3.

5.1 Formulation déterministe du modéle sigmoide

Le modeéle a transition sigmoide constitue un outil de modélisation détermi-
niste particuliérement adapté aux dynamiques non linéaires présentant a la fois un
mécanisme de croissance initiale, une phase d’accélération transitoire et une satu-
ration finale. Contrairement au modeéle logistique classique de Verhulst (1838) qui
décrit une croissance auto-limitée en démographie [93|, le modéle sigmoide repose
sur une fonction de transition a seuil, permettant de capturer des changements de

régime dans des contextes économiques Marchetti [74] ou des dynamiques de de-

75
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mande saturée sur des marchés matures. Dans son principe général, la dynamique

déterministe d’un systéme a transition sigmoide peut étre décrite par ’'EDO

dl’t (l’t—X*

P tel0,T
v ). ten

K

ol
B 1
S 14

désigne la fonction sigmoide standard bornée et de classe C*>°. Cette fonction sera

p(u) : e [0,1]

utilisée de maniére récurrente dans ce chapitre.
Les paramétres du modéle possédent une interprétation économique précise.
Le coefficient r > 0 représente le taux maximal d’évolution, reflétant I'intensité
intrinséque du phénoméne étudié, comme le taux d’adoption d’une innovation ou
la vitesse d’ajustement d’une variable macroéconomique. Le seuil X* désigne la
valeur critique a partir de laquelle le régime de transition se déclenche; il peut
correspondre, selon le contexte, & un seuil technologique, un niveau de revenu ou
encore une taille critique de marché. Le paramétre x > 0 mesure la rapidité avec
laquelle le systéme franchit cette zone de transition : plus il est faible, plus le
passage d’un régime a un autre est abrupt (soudain).
La structure non linéaire de la dérive induit trois régimes dynamiques :
- Régime sous-critique (z; < X*) : ¢(-) = 0, le systéme évolue treés
lentement.
- Régime critique (z; = X*) : ¢(-) = 0.5, la dynamique atteint sa vitesse
maximale.
- Régime sur-critique (z; > X*) : ¢(-) =~ 1, le systéme sature a son taux

maximal.

5.2 Extension stochastique et analyse des risques

Le cas déterministe présenté précédemment permet de décrire une dynamique
sigmoide purement structurelle. Toutefois, dans la majorité des contextes éco-
nomiques ou financiers, I’évolution d’un systéme n’est jamais entiérement prévi-
sible : elle est soumise a des perturbations aléatoires, a des chocs d’origine externe
et a une incertitude informationnelle. Afin de tenir compte de ces fluctuations,
nous proposons une généralisation de modéle en introduisant une composante
bruitée de nature brownienne. nous considérons ainsi le processus stochastique
X¢ = {X:}o<t<r défini comme la solution de I'EDS

X, - X*
dthrsO(tT) dt +edW,, tel0,T], (5.1)

X, = xog, s <0,
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ot (Wy)i>0 est un mouvement brownien standard, et € € (0, 1) mesure 'intensité
du bruit. Ce modéle constitue une extension non linéaire du processus d’Ornstein—
Uhlenbeck : contrairement au cas linéaire, ou la réversion vers la moyenne est
constante, la force de rappel dépend ici du niveau de X; relativement au seuil
X*, et se trouve saturée dans les régimes extrémes. Il s’agit ainsi d’un processus
de diffusion a dérive sigmoide bornée, typique des dynamiques de transition pro-
gressive en économie. De telles dynamiques stochastiques peut étre utiliser dans
plusieurs domaines de I’économie, notamment dans la modélisation de cycles ma-
croéconomiques non linéaires a seuil aléatoire, dans les modéles de diffusion d’in-
novations intégrant une incertitude informationnelle, dans I’étude de dynamiques
de prix ou de volatilité saturée sur des marchés fortement concentrés, ainsi que
dans I'analyse de transitions lentes—rapides dans les modéles environnementaux,
par exemple en économie du climat ou des ressources naturelles.

L’introduction du bruit modifie profondément la structure du systéme : la
trajectoire n’est plus sigmoide mais forme un "tube probabiliste" autour de la
solution déterministe, les points de bascule deviennent aléatoires, et les risques de
transition brutale peuvent étre quantifiés. L’analyse asymptotique lorsque € — 0
permettra alors d’établir un double résultat : la convergence de X¢ vers la solution
déterministe en probabilité, et la caractérisation de la loi limite des fluctuations

résiduelles, base des procédures de test étudiées dans la suite du chapitre.

5.3 Test d’ajustement pour le modéle stochastique

avec retard

Pour déterminer la pertinence d’une spécification & mémoire dans la modéli-
sation de ces systémes économiques , nous proposons un test d’hypothéses
visant a discriminer entre un modéle a dérive retardée et son homologue a dérive
instantanée. L’hypothése nulle H, spécifie une dynamique a mémoire, ot la dérive
dépend de I'état retardé X;_g

Xig— X*
Ho : dXt:mp(%)dt—i-ath, Xy=mg, —b<s<0,0<t<T,

(5.2)
L’hypothése alternative H; correspond a une dynamique a ajustement immédiat

Hi: dXy=B(X))dt+edW,, Xy=ux9, s<0, 0<t<T.

L’estimation du parameétre de retard dans ce type de modéle (5.2) s’inscrit dans
le prolongement des travaux de Kutoyants [54]. Sous H,, le paramétre de retard
0 € (a,b) C [0,T] caractérise le décalage temporel du systéme. Il représente le

délai avec lequel les conditions antérieures influencent la dynamique présente. Le
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modeéle & dérive sigmoide avec retard constitue ainsi un formalisme adapté pour
I’étude de dynamiques non linéaires soumises a des perturbations stochastiques
et a des effets de mémoire.

Notons que lorsque € — 0, la solution de ’'EDS a dérive sigmoide avec retard
(5.2) converge uniformément par rapport a 6 € (a,b) vers la solution de 'EDO a

retard correspondante

Ti—p — X*

K

1
>dt, o(u) = ,ueR, 0<t<T,

dﬂvt:TSO( 1+ eu

T = Xo, —b<s<0.

Nous montrons que 'EDS a dérive sigmoide avec retard appartient a la
classe des processus couverts par le cas théorique du Chapitre 3, au sens ou sa
dérive satisfait la condition de régularité % .

¢ : La fonction S(-) est positive et deux fois continiment dérivable.
De plus, sa dérivée S'(-) est positive, bornée et non nulle sur un sous-
intervalle de [z, z7].

Nous vérifions la condition € pour la fonction sigmoide

z— X*

), avec r > 0,k > 0.

S(:v):rga(

La fonction S est positive en vertu de I'encadrement 0 < ¢(u) < 1 pour tout

u € R. La régularité C*> de ¢ implique celle de S, avec

s = pe() e ()]

r—X*

En posant v = gp( € (0,1), la fonction v — v(1 — v) atteint son maximum

1/4 en v = 1/2, établissant ainsi la bornitude :
0<S(z) < 4L pour tout z € R.
K

S’ est donc positive sur tout R, et en particulier sur tout sous-intervalle de [z, x7].
Toute 'argumentation précédante permet de conclure que la condition € posée
dans le chapitre 3 section 3.3 est satisfaite par la fonction de dérive sous I'hypo-
these nulle.

L’information de Fisher associée au processus est strictement positive et

la condition d’identifiabilité est satisfaite

4 T _ —X* L, X X 2
1,(6) = 7"_2/ gpz(%%;) x (%6_) (1_90(%9_)) it > 0,
k2 J K K K

T
: : Tyg — X" Ti—gy — X" \\?
Vv >0, inf t 2( —_—) - °—>dt>0.
LT A ) =l )
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Le rapport de vraisemblance associé a 'EDS a dérive sigmoide avec retard
(5.2)) est défini par

1 [T X, 9— X* 1 (T X, 9— X*
e Jy K 2e* [y K

La démarche adoptée s’appuie sur la méthodologie de construction de tests dé-
veloppée au Chapitre 3. Nous nous concentrons & la restriction X&° = { X e,
de la trajectoire observée X¢. Cette application vise & construire un test d’ajus-
tement appartenant a la classe IC, des tests de niveau asymptotique a € (0,1)
donnée :

K, = {\11 - lim B [0 (X)) = a} .
Nous prouvons que le test obtenu est a distribution asymptotique libre (ADF)
et consistant. Nous reformulons également dans ce cas particulier les résultats
établis dans les théorémes [3.3.1] et [3.3.2]
Nous rappelons que sous Hg, la fonction score normalisée associé¢ a 'EDS a

dérive sigmoide avec retard est définie pour b <t < T par

2 t * *
Y Xoao = X\ (Xosg— X
Us,b(t797X ) —W/b g0< K )¢< K )

(B o e B )

Pour la construction du test d’ajustement, nous considérons deux estimateurs

du parameétre de retard inconnu; 'EMV @\E,b obtenu a partir de 'observation
X = {Xihem et 'TEDM 5%71), construit a partir de I'observation de la
portion de trajectoire X*= = {X;}y<<,., telle que v, = b+ /= (3.8).

Nous définissons la statistique V. (¢) a partir du processus U 4(t, 0, X**) moyen-
nant les modifications adéquates explicitées dans le chapitre 3. Si ¢ appartient &
v, T7,

2

r ¢ Xs—Qg,, - X" XS—H,, - X"
Ve(t) = ————5 / 90( > >90< = )
kel (9,,571,) ve K

X 7 —-X

x (1 - gp(—s*’"e”’ ))dXS
K
R /t g0<Xs_za%,b - X*> ¢<Xs_aua,b - X*>
kel (5,,871,) 12 ], K K

<(1- ¢<M>) ¢(M>ds (5:3)

K K

Nous présentons ci-apres le premier résultat de cette application, illustrant le
théoréme fondamental [3.3.1] du chapitre 3. Pour cela nous introduisons le seuil

critique ¢, défini au moyen du pont Brownien B(s) (0<s<1} Par

P (/01 B(s)*ds > ca) =a. ac(0,1).



80 CHAPITRE 5. APPLICATION EN ECONOMIE

Nous définissons enfin la statistique de test pour ¢ € [v.,T]

4 T X, 5 —X'\2 X, 57 —X"\2
5. = 7”—~/ Ve(t)2gp< L2 b ) ¢< =0t )
/isz((gyg,b) Ve K K

avec p(u) =

Théoréme 5.3.1. Le test 1. := 1{5.5c,}, est a distribution asymptotique libre et

appartient a la classe K.

Preuve. Nous avouns :

72 t Xs—2§,, - X" s—0,
Valt) =ty [ e )
Iilb(gl,&b) Ve K K

O L

Notons 6y la vraie valeur inconnue du parameétre de retard et considérons 6 un

certain point intermédiaire entre 0 et 6. ;. Nous posons

72 b X e, XN X, — X7
T(t) = —— | f =) )
/i[b((gl,&b) Ve
X, ; —X*
X 1—90( veld ) dWs,
K
é\6,17_90
2 — ~ — 9
e I(6,.,)""*

r P Xeag, XN (X, XN /X, - X
Ty(t) = ——=— / e L G I )
K/le (Ql/e,b) Ve K K K

x cp(—X”eI{_ X*> <1 — so(—Xs_g”E/’;’ — X*>> (1 - w(—XSGH_ X*>>ds.

La statistique V.(t) (4.10]) définie pour ¢ € [v., T| s’écrit alors

V(t) =Ti(t) — Ty x T3(t).
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Les résultats établis plus haut sur la convergence uniforme du processus vers
ainsi que ceux du lemme concernant la convergence de l'information,
les propositions[3.3.2] sur la consistance des estimateurs et la représentation
asymptotique de 'EMV , permettent de déduire les expressions suivantes.

2

Ty (1) :W /bt S0("”5—292— X*) 90<x8_00/{_ X*>
(1= B o),

2

T
r Tp_o9, — X* Tp—g, — X
2 /‘ffb(go)l/Z/b 2 - 2 -

X (1 - go(xt_eo—_X*>>th +o(1),

K

4

Ts(t) :FJQI:(HO) /bt <p2<$s—29(;{— X*) (}02<st_90/€_ X*)
< (1)) s kot

o(1) désigne ici une fonction convergente vers 0 en probabilité lorsque ¢ — 0.

Considérons alors le changement de variable 7 € [0, 1]

T =
4

t * * *
Rl R S L G [ K.
K21, (6o) /b 7 K v K v K %

Nous déduisons alors
V;‘(t) =T —-T,xTy — B(T) = W(T) — TW(l)

Ou W(.) est un processus de Wiener standard, il s’en suit la convergence en loi

de la statistique du test
1
0. =0 = / B*(r)dr.
0

Nous concluons que la loi limite est indépendante du processus observé et donc
le test 1. est ADF et appartient a la classe IC,, en effet

E90¢5(X5’b) = on(de > c) = a+o(1).

]

Examinons maintenant la consistance du test. L’alternative non paramétrique

s’écrit

Hl . dXt:B(Xt)dt+€th, Xs:l'(), SSO, OStST
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Et laxpression de la statistique V.(¢) devient

V() 7”2 /t Xs—g b_X* 1 Xs—g b_X*
)= p| ———— —p| ———
/i€]b(91,€7b)1/2 Ve K K
Xs—2§%,b - X"
X @ -
7"2 t Xsfg,, b X XS*FHVV b X
+ — p| ———— 1l—pl ———————
fﬁ[b(eus,b)l/z ve K K

X ;5 —X*
xgo( 87291’2” )dWS.

Sous H;, nous considérons y; la solution du probléme limite

dy,
dt

Notons x = {zy, 0 <t < T} et y={y, 0 <t <T} les solutions des problémes

limites associés respectivement aux hypothéses Hg et H.

:B(yt)a Ys = Zo, SSOa O§t§T7

La mesure de probabilité induite par le processus (X;) (sous H;) est notée Pj.
Conformément aux résultats du chapitre 3, pour étudier la consistance des esti-
mateurs sous l'alternative nous considérons les deux fonctions suivantes.

G(0,z,y) = /bT [T2¢<M> — B(y:)

2

dt,
KR

et pour v > 0 et v. = b+ /g,

h(y) = inf (|lge = 2@, — [y — 262

|6—0%*|>

Nous établissons alors la convergence en probabilité des deux estimateurs
P — ll_r)I(l) (/9\5,1, =0 avec 0 := aregéénf(}'(e,w, y),

et

PS-lim gys,b =0, avec 0" :=argmin ||y, — x(0)],..
e—0 0€(a,b)

Nous pouvons vérifier que :

(Y — X Ys—o= — X~ Ys—20 — X*
—el———||[l-el=——7— ) || =/
Kk Jp K K K

« [B(ys) - (uﬂ ds > 0, (5.4)

K

Nous formulons a présent le second résultat de cette application, comme cas

particulier du théoréme [3.3.2
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Nous supposons que la fonction B satisfait également la condition % :
% : La fonction B(-) est positive et deux fois contintiment dérivable.
De plus, sa dérivée B'(-) est positive, bornée et non nulle sur un sous-

intervalle de [y,, y7|.

Théoréme 5.3.2. Si la fonction B(.) dans H satisfait € alors le test 1. est

consistant.

Preuve. La statistique V.(t) peut étre réécrite comme suit

7 o (Ysp — X Ys_oprr — X*
V()= —t Yoo =2 (Yo =2
0= “”( " )“0( . )
Ys—o+ — X Tz ! Ys—20++ — X*
1-— - dW, 1 _— e
" [ g”( P )} o)+ e | g0( "

" (p(ys_g**li— X*) {1_‘p<y8_9**,€_ X)} [B(ys) _w<ys_9*l€— X)} e

x (14 0(1)).

Remarquons que le premier terme peut étre exprimé au moyen d’un processus de

Wiener W(.)

r? b Yspr — X Ys—o= — X~ Ys—20+ — X7
A e | e L G Lch

o [ A (o =

Ainsi c¢’est un processus Gaussien, donc borné en probabilité sur tout intervalle

N—

fini. D’autre part, de la condition

2 / Yoor = XN[[ (g = XN] (g~ X
Kk I,(0=)1/2 ], 4 K 7 K 7 K

x lB(ys) - w(yS‘e*—_X*ﬂ ds >0,

K

nous déduisons que le deuxiéme terme de V() tend vers oo quand ¢ — 0. Ces
arguments assurent la consistance du test.
O

5.4 Simulations numériques

Cette étude numérique valide le Théoréeme en illustrant la propriété de
test a distribution asymptotique libre. L’objectif principal est de vérifier numéri-
quement la convergence en loi de la statistique V. vers un pont brownien quand
¢ — 0. Nous suivons une démarche de simulation similaire & celle du chapitre 4 :

nous simulons des trajectoires de I'EDS avec retard sous différentes intensités de
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bruit €, nous étudions le profil de vraisemblance pour localiser 'estimateur du
maximum de vraisemblance, et nous analysons le comportement de la statistique
V.. La validation finale repose sur un test de Kolmogorov—Smirnov pour confirmer

I’adéquation de sa loi limite.

5.4.1 Analyse numérique du comportement des estimateurs

1. Simulation des trajectoires : Les simulations sont réalisées a l’aide du
langage R, en utilisant principalement les bibliotheques purrr et ggplot2 pour
la génération et la visualisation des trajectoires. La dynamique du modéele étudié

repose sur une dérive sigmoide a retard, de la forme

O X*

1
S(w_g) = 7’90<7> , oun p(u) = =t

Le schéma d’Euler a été utilisé pour discrétiser 'EDS avec retard (5.2) et 'EDO
(5.3) avec un pas de temps h = 0.001 sur Uintervalle [0, 7.

Traj (EDO) — (=0.1) — (=0.9) (=2)

Paramétres :

- Horizon temporel : T" = 100.

o - Pas de temps : h = 0.001.
) - Condition initiale : zg = 10.
- Retard : § = 2.9.
i - Taux de croissance : 7 = 7.
A il - Paramétre d’échelle k = 10.
o ” . N - - Seuil de transition : X* = 50.
e ~ee{0.1, 09, 2}.

FIGURE 5.1 — Trajectoires stochas-
tiques et déterministes du modele a dé-

rive sigmoide

Conclusion : Les simulations confirment la convergence de I’EDS avec retard
vers 'EDO a retard lorsque ¢ — 0. La réduction des fluctuations autour de la
trajectoire déterministe et la stabilisation du processus stochastique valident le

comportement asymptotique attendu.
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2. Comportement de 'EMV du paramétre de retard : L’'EMV 5871,
maximise la log-vraisemblance £ (6; X¢°) sur lintervalle [a,b] , qui s’explicite

pour la dérive sigmoide sous la forme :

Z(0; X**) = log L(6; X*")

T
= 12 gO(Xtﬂc,:;X*> [T¢<Xt02X >dt+£th]
€ Jb
2 T
~ga ), SR
b

2

r T Xi_g—X* Xi_g,—X* 1 Xy g—X*
=5 | (p(F) () gt () Jar
19 b 2
r [T *
+—/ s0<—XH:X )th-
€ Jp

Nous considérons les parameétres : T = 100, h = 0.001, a = 1, b = 5, xg = 10,
Op=3,r="7, k=10 et X* = 50.

Bemv = 3.15

1080000

1070000

1060000

Log-vraisemblance

1050000

1040000

FIGURE 5.2 — Log-vraisemblance £ (6; X**) en fonction du retard 6 (modéle a

dérive sigmoide)

Conclusion : L’analyse du profil de vraisemblance révéle un maximum net
atteint en 0., = 3.15, confirmant la proximité avec la valeur vraie 6, = 3.
Pour étudier le comportement de 'EMV @;b, nous procédons a son analyse

numérique pour différentes valeurs de e € (0,1). Les paramétres utilisés sont :
T =100, h=0.001,a=1,b=5,20=10,0p=3,r =7, k =10 et X* = 50.
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Comportement de 'EMV © en fonction de €

5.0
4.5
4.0

3.5

(D

2.0

1.5

1.0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
€

FIGURE 5.3 — Comportement de 'TEMV (modéle & dérive sigmoide).

Conclusion : La simulation valide la consistance de 'EMV, avec une variance

réduite autour de y = 3 pour les petits e, confirmant sa convergence.

5.4.2 Comportement numérique de la statistique V.

Nous conservons les mémes parameétres pour les simulations suivantes : T' =
50, h=0.001, 2o =10, a=2,b=4,60y =3, r=T7Tet K =80

1. Simulation des trajectoires de V.() : Les graphes ci-dessous illustrent
I'évolution de la statistique V.(t) pour trois valeurs distinctes de «.

Le tableau adjacent, issu de la console d’exécution R, présente les estimateurs

numériques obtenus pour différentes valeurs de ¢ :

Résultats numériques issus de la console d’exécution

€ Oevv Oepm 0 Ve

0.01 3.00 29697 3 4.1000
0.06 277 29744 3 4.2236
0.10 294 3.0540 3 4.3162
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Trajectoires de V (t) & partir de v,

€ — 001 — 0.05 — 0.1

R

o 10 20 30 40 50
Temps t

FIGURE 5.4 — Trajectoires de V. pour différentes valeurs de ¢ (modéle a dérive

sigmoide)

2. Analyse numérique de la statistique limite V' : Afin de rendre les
trajectoires de la statistique V() et du pont Brownien B(t) comparables, il est
nécessaire de procéder a une normalisation du pont Brownien B(t). En effet, si
B(t) désigne un pont Brownien défini sur U'intervalle [b, T'], sa variance est donnée

par
(t—0)(T —1)

T—0 ’
On constate que cette variance est proportionnelle & la longueur de l'intervalle

Var[B(t)] = telbT].

T—b. Ainsi, en divisant B(t) par son écart-type caractéristique v/1" — b, on rameéne
ses fluctuations & une variance de l'ordre de 1.
En effet : Par définition

ou W est un mouvement brownien standard. Nous posons :
U:=W(t)—W(b), VvV =W(T)—-W(b),

avec Var(U) =t — b, Var(V) =T — b et Cov(U,V) =t — b,

nous obtenons donc

Var[B(#)] = Var(U/) + (%)2\/&1"(1/) _ 2% Cov(U, V)
(= b)(T — 1)

T-b
Ainsi, on constate que cette variance s’annule en ¢t = b et t = T, et qu’elle est

proportionnelle a la longueur de I'intervalle 7" — b.
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Trajectoire de la statistique limite ‘dérive sigmoid' Trajectoire d'un Pont Brownien Normalisé sur [b,T]

0.25

0.00 =

V(t)

000 — = - - -

B(t)/NT-b

-0.25

-0.25
-0.50

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Temps (t) Temps

(a) Trajectoire de la statistique limite (b) Trajectoire du pont Brownien.

FIGURE 5.5 — Comparaison entre trajectoires de V (t) et de B(t) (modéle a dérive
sigmoide)

Conclusion : La comparaison des deux graphes montre des fluctuations si-
milaires qui s’annulent en b et 1" bornes de 'intervalle. Cela confirme que la sta-
tistique limite hérite des propriétés du pont Brownien. et illustre la convergence

théorique.

3. Validation numérique de la convergence en loi de V. : L’objectif

est d’illustrer, pour un temps fixé ¢t = T'/2, la convergence en loi de la statistique
normalisée

Vo(t) — E[V.(?)]
Var(V.(t))
vers une loi normale centrée réduite N(0,1) lorsque € — 0, dans le cadre d’un

modeéle sigmoide a retard perturbé par un bruit faible. La convergence gaussienne

V() =

est vérifiée a 'aide des densités empiriques et du test de Kolmogorov—Smirnov.
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Convergence de V_epsilon vers N(0,1) — Application Sigmoide
Distribution at =25

0.4
0.3
epsilon
2 0.5
D
2
& 0.2 0
o 0.1
0.01
0.1
0.0

-4 -2 0 2 4
V_epsilon standardisé

FIGURE 5.6 — Densités empiriques de V. (modéle sigmoide)

Interprétation du test de Kolmogorov—Smirnov : Le test de Kolmogo-
rov—Smirnov évalue I’écart entre la fonction de répartition empirique de la statis-
tique normalisée V* et celle de la loi N'(0,1) sous 'hypothése de normalité. Pour
toutes les valeurs de e considérées, les p-values demeurent supérieures au seuil
de 0.05, et la statistique KS reste faible, indiquant 1’absence de rejet de Hy. Ces
résultats confirment numériquement, dans le cadre du modéle sigmoide a retard
perturbé par un bruit faible, la convergence en loi de V*(¢) vers une loi normale

centrée réduite lorsque £ — 0.

Reésultats des tests de Kolmogorov-Smirnov pour la convergence
€ Statistique KS p-value Conclusion
0.500 0.0747 0.2144 Non rejet de H
de V. vers N(0,1) 0.200 0.0631 0.4036 Non rejet de H,
0.100 0.0503 0.6932 Non rejet de H
0.010 0.0721 0.2488 Non rejet de H

Conclusion : Les simulations confirment que la statistique V; suit déja, pour
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des valeurs finies de ¢, le comportement asymptotique prédit par la théorie : une
convergence en loi vers A(0, 1) lorsque e — 0. Les tests de Kolmogorov—Smirnov,
dont toutes les p-values dépassent 0.21, valident nettement 1’adéquation a la loi

normale.

4. Illustration numérique de la convergence en loi de V, vers un pont
Brownien B : L’objectif de cette étude numérique est d’illustrer la convergence
fonctionnelle de la statistique normalisée V.(¢) vers un pont brownien lorsque
e — 0. Plusieurs trajectoires sont générées pour deux différentes valeurs de ¢,
puis comparées a des réalisations indépendantes d’un pont brownien simulé sur le
méme intervalle de temps. Afin de rendre la comparaison visuelle pertinente, les
trajectoires sont standardisées empiriquement en chaque temps V*(¢) ce qui per-
met d’évaluer la compatibilité entre les fluctuations de V.(t) et celles du processus

limite théorique.

Convergence visuelle de V__epsilon (sigmoid) vers le pont brownien
Pont brownien fixe sur [3,36]

N

o]

Valeur (standardisée empiriquement par (epsilon,time))

Processus - - Pont Brownien —— V_epsilon

FIGURE 5.7 — Comparaison entre trajectoires de V. et du pont Brownien B

(modéle sigmoide)

Conclusion : Les résultats obtenus montrent une forte proximité qualitative
entre les trajectoires normalisées de V(t) et celles du pont brownien, confirmant
numériquement la convergence fonctionnelle annoncée par la théorie. les trajec-
toires des deux processus présentent un centrage autour de zéro, une amplitude

de fluctuations comparable, ainsi qu’une structure de variation similaire.



Conclusion générale

e travail établit une théorie asymptotique compléte pour la construction

d’un test d’ajustement a distribution asymptotique libre (ADF) dans le
cadre des processus de diffusion perturbés par un bruit de faible intensité. Nous
avons considéré un processus de type diffusion solution d’une équation différen-
tielle stochastique a retard 6 € [a,b] C [0,7], en formulant le probléeme d’ajus-
tement comme une procédure de test d’hypothéses paramétrique opposant une
hypothése nulle & dérive retardée a des alternatives non retardées. Pour contour-
ner la non-différentiabilité de la dérive par rapport au paramétre de retard 6, nous
avons introduit le processus de fonction score dans I'espace L[20,T] et construit une
statistique de test de type Cramér—von Mises en considérant une restriction de
I'observation compléte sur [b, T], s’appuyant sur une double estimation complé-
mentaire : 'estimateur du maximum de vraisemblance pour l'efficacité asympto-
tique et 'estimateur de distance minimale pour la consistance locale du terme
anticipatif, étant construisent a partir de deux parties disjointes de la restriction
considérée. Dans le régime de petit bruit € — 0, nous avons démontré la conver-
gence de 'EDM vers la vraie valeur inconnue du retard, établi la consistance et
la normalité asymptotique de '’EMV, et prouvé la convergence faible de la sta-
tistique de test vers une fonctionnelle de pont brownien, garantissant ainsi un
test ADF. Nous avons également montré que le test est consistant contre toute
alternative fixe. Les applications aux modéles logistique tronqué en biologie et sig-
moide en économie, validées par des simulations numériques, ont confirmé la por-
tée théorique et les performances empiriques de notre approche. Les perspectives
incluent ’extension aux retards multidimensionnels et 1’étude du comportement
en contexte ergodique, ot les propriétés asymptotiques différent profondément de

celles considérées ici.
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Résumé : Ce travail porte sur la construction d’un test d’ajustement dans le cadre de processus
stochastiques observés en temps continu. Plus précisément, nous considérons I'observation d’un
processus de type diffusion perturbé par un petit bruit. Sous I’hypothése nulle, le modéle dépend
d’un parametre inconnu unidimensionnel, et le processus est défini comme solution d’une équation
différentielle stochastique a retard. Dans ce contexte, nous proposons deux estimateurs du
parametre de retard : I'estimateur du maximum de vraisemblance et un estimateur de distance
minimale. Nous analysons le comportement asymptotique de ces deux estimateurs. Sur cette base,
nous construisons un test d’ajustement asymptotiquement de distribution libre (ADF), de niveau
asymptotique a € (0,1). La statistique de test est exprimée a partir de la fonction score normalisée
et des deux estimateurs du parametre de retard. Nous démontrons que, sous une alternative non
paramétrique, ce test est consistant. Enfin, la partie théorique est illustrée par deux exemples
d’application, accompagnés de simulations numériques visant a évaluer les performances empiriques
du test dans chacun des cas.

Abstract : This work focuses on the construction of a goodness-of-fit test for stochastic processes
observed in continuous time. More precisely, we consider the observation of a diffusion-type process
perturbed by a small noise. Under the null hypothesis, the model depends on a one-dimensional
unknown parameter, and the process is defined as the solution of a stochastic differential equation
with delay. In this context, we propose two estimators of the delay parameter: the maximum
likelihood estimator and a minimum distance estimator. We analyze the asymptotic behavior of
these two estimators. On this basis, we construct an asymptotically distribution-free fit (ADF) test,
with asymptotic level @ € (0,1). The test statistic is expressed from the normalized score function and
the two estimators of the lag parameter. We demonstrate that, under a nonparametric alternative,
this test is consistent. Finally, the theoretical part is illustrated by two application examples,
accompanied by numerical simulations aimed at evaluating the empirical performance of the test in
each case.
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