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Chapitre 1

Introduction

La théorie des équations di¤erentielles fractionnaires a émergé comme un do-
maine interéssant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a
de nombreuses applications dans la description de nombreux évènements dans
le monde réel. Par exemple, les équations di¤erentielles fractionnaires sont
souvent applicables dans l�ingénierie, la chimie, la biologie et dans certains
domaines de physiques tel que la modélisation mécanique des gommes et des
cahoutchous, en bref toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire
des déformations passées et dont le comportement est dit viscoélastique.
Ce mémoire comprend quatre chapitres.
Dans le premier chapitre on donne quelques dé�nitions et résultats qui

seront utile pour la suite. Le deuxiéme chapitre est consacrée a l�existence
et l�unicité des solutions pour le problème aux limites suivant8<:

cDqx(t) = f(t; x(t)); 0 < t < 1; 1 < q � 2;

�x(0) + � _x(0) = 
1; �x(1) + � _x(1) = 
2;
(2-2)

où cD est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0; 1] � X �! X est une
fonction donnée véri�ant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard,
� > 0; � � 0 et 
1, 
2 sont des nombres réels et X est un espace de Banach.
Dans le troisième chapitre on étudie l�existence et l�unicité des solutions

pour le problème suivant8<:
cDqx(t) = f(t; x(t)) +

R t
0
k(t; s; x(s))ds, t 2 [0; T ] ; 0 < q < 1;

x(0) = x0 � g(x);
(3.3)

où cD dénote la dérivée fractionnaire de Caputo de l�ordre q, f : [0; T ]�
X �! X; k : [0; T ] � [0; T ] � X �! X sont deux fonctions continues, et
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g : C �! C est une fonction continue. X est un espace de Banach et C est
l�espace de Banach des fonctions continues de [0; T ] à valeurs dans X:
Et dans le dernier chapitre on étudie l�existence et l�unicité des solutions

pour le problème suivant

8>>>><>>>>:
cD�y(t) = f(t; y(t);

R t
0
k(t; s; y(s))ds); t 2 J 0 := J� ft1; :::; tmg ; J = [0; 1] ;

y(t+k ) = y(t
�
k ) + yk; yk 2 R

y(0) =
R 1
0
g(s)y(s)ds;

où k = 1; :::;m; m 2 N�, 0 < � � 1; cD� est la dérivé fractionnaire
de Caputo, X est un espace de Banach, f : J � X � X �! X est une
fonction donnée, k : � � X �! X; g 2 L1([0; 1] ;R+); g(t) 2 [0; 1] et � =
f(t; s) : 0 � s � t � 1g ; 0 = t0 < t1 < ::: < tm < tm+1 = 1; �y pt=tk=
y(t+k )� y(t�k ); y(t+k ) = lim

h�!0+
y(tk + h) et y(t�k ) = lim

h�!0�
y(tk + h) représentent

les limites à droite et à gauches de y(t) en t = tk.
Finalement, on donne une conclusion du travail e¤ectu, et on termine ce

mémoire par une bibliographie.
Mots clés: Equations di¤érentielles, fractionnaires, existence et unicité

de solution, dérivée fractionnaire au sens de Caputo, condition initiale non
locale.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on donne quelques dé�nitions et résultats qui seront utile
pour la suite de ce travail.

1.1 Notations et dé�nitions

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations suivantes:
Soit N := [a; b] avec a 2 R et b 2 R et X est un espace de Banach.
On note par C(N;X) l�espace de Banach des fonctions continues y :

N �! X, muni de la norme

kyk1 := sup fky(t)k ; t 2 Ng :

Dé�nition 1.1.1 [9] Soit X un espace de Banach et T : X �! X une
application. Un élément x de X est dit point �xe de T si Tx = x:

Dé�nition 1.1.2 On appelle fonction Gamma d�Euler la fonction notée �
dé�nie par

�(z) =

Z 1

0

tz�1e�tdt;

où z est un nombre complexe quelconque tel que Re(z) > 0:

1.2 Dérivée et intégrale fractionnaires

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions et résultats concernant la
dérivée et l�intégrale fractionnaires.
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Dé�nition 1.2.1 L�integrale fractionnaire d�ordre q est dé�nie par

Iqf(t) =
1

�(q)

Z t

0

(t� s)q�1f(s)ds avec q > 0:

Dé�nition 1.2.2 Soit f : [0;1[! R une fonction. La dérivée fractionnaire
d�ordre q au sens de Riemann-Liouville de f est dé�nie par

RLDqf(t) =
1

�(n� q)

Z t

0

(t� s)n�q�1f(s)ds avec n = [q] + 1;

où [q] est la partie entière du réel q:

Dé�nition 1.2.3 Soit f : [0;1[! R une fonction: La dérivée fractionnaire
d�ordre q au sens de Caputo de f est dé�nie par

CDqf(t) =
1

�(n� q)

Z t

0

(t� s)n�q�1
�
d

ds

�n
f(s)ds; avec n = [q] + 1:

Remarque 1.2.4 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�une con-
stante est égale à 0.

Proposition 1.2.5 [4][7]
Pour tout q1 > 0 et q2 > 0 et f une fonction; On a les propriétés suivantes:

i) L�opérateur integral Iq est linéaire;

ii) Iq1Iq2f(t) = Iq1+q2f(t),

iii) I�D�f(t) = f(t)� f(a); 0 < � < 1;

iv) CD�I�f(t) = f(t);

Lemme 1.2.6 [10] Soit q > 0, alors l�équation di¤erentielle CDqf(t) = 0 a
pour solutions

f(t) =

n�1X
i=0

cit
i; avec ci 2 R; et n = [q] + 1:

Lemme 1.2.7 [8][10] Soit q > 0, alors

Iq
�
CDqf(t)

�
= f(t)�

n�1X
i=0

cit
i;

avec ci 2 R; et n = [q] + 1:
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1.3 Théorèmes de point �xe

Nous avons besoin de des théorèmes de point �xe suivants

Dé�nition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X ! Y; un
opérateur linéaire, on dit que T est compact si pour tout Bu, on a T (Bu) est
relativement compacte avec

Bu = fx 2 X; kxk � ug :

Remarque 1.3.2 L�ensemble fTx=x 2 Xg ; est dit relativement compacte
dans X si son adhérence est compact.

Théorème 1 (Théorème d�Arzèla Ascoli) Soit I un intervalle fermé et
borné de R:Un sous ensemble A de C (I;X) ; est dit relativement compacte
dans C (I;X) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

i) A est uniformement borné, c�est-à-dire

9k > 0;8u 2 A on a kuk1 = sup
x2I

ju (x)j � k;

ii) A est équicontinue, c�est-à-dire

8" > 0;9�" > 0; 8x1; x2 2 I; 8u 2 A telle que (jx1 � x2j < �") =) jf(x1)� f(x2)j < " :

Théorème 2 (Théorème du poin �xe de Banach) Soit (U; d) un espace
métrique, complet et soit T : U �! U une application telle que

8x; y 2 U; d(Tx; Ty) � kd(x; y); avec k 2 [0; 1[ ;

alors l�application T admet un unique point �xe u� 2 U:

Théorème 3 (Théorème de Krasnoselskii) SoitX un espace de Banach
et soit M un sous ensemble convexe, fermé et non vide de X.Soit A; B deux
opérateurs telles que:

i) Ax+By 2M; pour tous x, y 2M;

ii) A est compact et continu,

iii) B est contractant,

Alors il existe z 2M tel que z = Az +Bz:



Chapitre 2

Problème aux limites pour des
équations di¤érentielles
fractionnaires

Dans ce chapitre, on étudier l�existence et l�unicité des solutions pour le
problème aux limites suivant8<:

cDqx(t) = f(t; x(t)); 0 < t < 1; 1 < q � 2;

�x(0) + � _x(0) = 
1; �x(1) + � _x(1) = 
2;
(2-2)

avec cD est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0; 1]�X �! X est une
fonction donnée véri�ant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard,
� > 0; � � 0 et 
1, 
2 sont des nombres réels et (X; k:k) est un espace de
Banach:
Les résultats de ce travail se trouvent dans [2].

2.1 Existence et unicité des solutions

Lemme 2.1.1 Soit 1 < q � 2 et � : [0; 1] �! X une fonction continue,
alors le problème aux limites suivant8<:

cDqx(t) = �(t); 0 < t < 1;

�x(0) + � _x(0) = 
1; �x(1) + � _x(1) = 
2;
(2.2)

admet une unique solution donnée par

x(t) =

Z 1

0

G(t; s)�(s)ds+
1

�2
[(� (1� t) + �) 
1 + (�t� �) 
2] ;

7



8

avec G(t; s) est la fonction de Green dé�nie par

G(t; s) =

8>>>><>>>>:
� (t� s)q�1 + (� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1) ; 0 � s � t � 1;

(� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1) ; 0 � t � s � 1:

(2.1)

Démonstration : Comme q 2 ]1; 2] alors n = [q] + 1 = 2; donc d�aprés le
lemme (1:2:7), on a

Iq
�
CDqx(t)

�
= x(t) + c0 + c1t;

où c0 et c1 sont deux constantes réelles.
D�aprés l�égalité précédente, on a

x(t) = Iq�(t)� c0 � c1t: (*.1)

Dèterminons les constantes c0 et c1:
D�aprés (�:1), on a

_x(t) =
1

� (q)

Z t

0

@

@t

�
(t� s)q�1�(s)ds

�
+ 0� c1

=
1

� (q)

Z t

0

(q � 1)(t� s)q�2�(s)ds� c1

=
1

� (q � 1)

Z t

0

(t� s)q�2�(s)ds� c1:

C�est-à-dire

_x(t) =
1

� (q � 1)

Z t

0

(t� s)q�2�(s)ds� c1: (*.2)

En utilisant les conditions aux limites, on obtient le système suivant8>><>>:
��c0 � �c1 = 
1; (1)

�

�
1

� (q)

R 1
0
(1� s)q�1�(s)ds� c0 � c1

�
+ �

�
1

� (q � 1)
R 1
0
(1� s)q�2�(s)ds� c1

�
= 
2: (2)
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La solution de ce système algébrique est8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

c1 =
1

�
(
1 � 
2) +

1

� (q)

R 1
0
(1� s)q�1�(s)ds+ �

�� (q � 1)
R 1
0
(1� s)q�2�(s)ds;

et

c0 =
1

�2
[�
2 � (�+ �) 
1]�

�

�� (q)

R 1
0
(1� s)q�1�(s)ds

� �2

�2� (q � 1)
R 1
0
(1� s)q�2�(s)ds:

Par suite d�après (�:1), il résulte que

x(t) =

Z t

0

(t� s)q�1
�(q)

�(s)ds� 1

�2
[�
2 � (�+ �) 
1] +

�

�� (q)

�Z t

0

(1� s)q�1�(s)ds

+

Z 1

t

(1� s)q�1�(s)ds
�
+

�2

�2� (q � 1)

�Z t

0

(1� s)q�2�(s)ds+
Z 1

t

(1� s)q�2�(s)ds
�

+
t

�
(
2 � 
1)�

t

�(q)

�Z t

0

(1� s)q�1�(s) +
Z 1

t

(1� s)q�1�(s)dsds
�

� �t

�� (q � 1)

�Z t

0

(1� s)q�2�(s)ds+
Z 1

t

(1� s)q�2�(s)ds
�

=

Z t

0

�
�(t� s)q�1 + �(1� s)q�1 � �t(1� s)q�1

��(q)

+
�2(1� s)q�2 � ��t(1� s)q�2

�2� (q � 1)

�
�(s)ds+

Z 1

t

�
�(1� s)q�1 � �t(1� s)q�1

��(q)

+
�2(1� s)q�2 � ��t(1� s)q�2

�2� (q � 1)

�
�(s)ds+

t

�
(
2 � 
1)

� 1

�2
[�
2 � (�+ �) 
1] :
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C�est-à-dire

x(t) =

Z t

0

�
�(t� s)q�1 + (� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+
(�2 � ��t)(1� s)q�2

�2� (q � 1)

�
�(s)ds

+

Z 1

t

�
(� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+
(�2 � ��t)(1� s)q�2

�2� (q � 1)

�
�(s)ds

+
1

�2
[(�t� �)
2 + (�(1� t) + �) 
1]

=

Z 1

0

G(t; s)�(s)ds+
1

�2
[(�t� �)
2 + (�(1� t) + �) 
1] ;

avec

G(t; s) =

8>>>><>>>>:
�(t� s)q�1 + (� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+
(�2 � ��t)(1� s)q�2

�2� (q � 1) , si 0 � s � t � 1;

(� � �t)(1� s)q�1
��(q)

+
(�2 � ��t)(1� s)q�2

�2� (q � 1) , si 0 � t � s � 1:

Théorème 4 Soit (X; k:k) un espace de Banach.
On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

H1) f : [0; 1]�X ! X est une fonction continue,

H2) 9 L > 0, telle que

kf(t; x)� f(t; y)k � L kx� yk ; pour tout t 2 [0; 1] ; et pour tout x; y 2 X:

Si

L <

�
� + 2�

�� (q + 1)
+
�2 + ��

�2� (q)

��1
;

alors le problème aux limites (2.2) admet une unique solution.

Démonstration :
Transformons le problème (2:2) en un problème de point �xe.
On considère l�opérateur F dé�ni par

F : C �! C
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(Fx) (t) =

Z 1

0

G(t; s)f (s; x(s)) ds+
1

�2
[(� (1� t) + �) 
1 + (�t� �) 
2] ;

pour tout t 2 [0; 1] :

Soit l�ensemble
Br = fx 2 X : kxk � rg ;

où Br est un sous-ensemble fermé, borné et convexe.
Posons par dé�nition

M = sup
t2[0;1]

kf(t; 0)k :

Appliquons le théorème du point �xe de Banach.
Pour cela on doit véri�e les deux points suivants:

i) F (Br) � Br:

et

ii) F est contractant.

i) Montrons que F (Br) � Br:

Soit x 2 Br, on a

k(Fx) (t)k =





Z t

0

�
�(t� s)q�1 + (� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+
(�2 � ��t)(1� s)q�2

�2� (q � 1)

�

f(s; x(s))ds+

Z 1

t

�
(� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+
(�2 � ��t)(1� s)q�2

�2� (q � 1)

�
f(s; x(s))ds+

1

�2
[(�t� �)
2 + (�(1� t) + �) 
1]






�

Z t

0

"
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

#

kf(s; x(s))k ds+
Z 1

t

"
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

#

kf(s; x(s))k ds+ 1

�2
[(j�t� �j) j
2j+ (� (j1� tj) + �) j
1j]
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=

Z t

0

 
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!

kf(s; x(s))� f(s; 0) + f(s; 0)k ds

+

Z 1

t

"
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

#

kf(s; x(s))� f(s; 0) + f(s; 0)k ds+ 1

�2
[j�t� �j j
2j+ (� j1� tj+ �) j
1j]

�
Z t

0

 
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!

[kf(s; x(s))� f(s; 0)k+ kf(s; 0)k] ds

+

Z 1

t

 
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!

[kf(s; x(s))� f(s; 0)k+ kf(s; 0)k] ds

+
1

�2
[j�t� �j j
2j+ (� j1� tj+ �) j
1j]

Si on pose

�1 =
R t
0

 
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!

[kf(s; x(s))� f(s; 0)k+ kf(s; 0)k] ds;

�2 =
R 1
t

 
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!

[kf(s; x(s))� f(s; 0)k+ kf(s; 0)k] ds;

et

�3 =
1

�2
[j�t� �j j
2j+ (� j1� tj+ �) j
1j] ;
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Comme f est lipschitzienne, on obtient

kf(s; x(s))� f(s; 0)k � L kxk ; 8x 2 Br;
� Lr:

Par suite, il résulte que

�1 �
Z t

0

 
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!
(Lr +M) ds;

= (Lr +M)

Z t

0

 
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!
ds (�:1)

�2 �
Z 1

t

 
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!
(Lr +M) ds

= (Lr +M)

Z 1

t

 
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

���2 � ��t�� (1� s)q�2
�2� (q � 1)

!
ds; (�:2)

et

�3 =
1

�2
[j�t� �j j
2j+ (� j1� tj+ �) j
1j]

� 1

�2
[(�+ �) j
2j+ (�+ �) j
1j]

=
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j) ; (�:3)
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donc, d�après (�:1); (�:2) et (�:3), on obtient:

k(Fx) (t)k � (Lr +M)

�Z t

0

�
�(t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

� j� � �tj (1� s)q�2
�2� (q � 1)

�
ds+

Z 1

t

�
j(� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+

� j� � �tj (1� s)q�2
�2� (q � 1)

�
ds

�
+
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j)

= (Lr +M)

�
1

�(q)

Z t

0

(t� s)q�1ds+ j� � �tj
��(q)

Z t

0

(1� s)q�1ds+

� j� � �tj
�2� (q � 1)

Z t

0

(1� s)q�2ds+ j(� � �tj
��(q)

Z 1

t

(1� s)q�1ds+

� j� � �tj
�2� (q � 1)

Z 1

t

(1� s)q�2ds
�
+
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j)

= (Lr +M)

�
tq

�(q + 1)
+
j� � �tj
��(q)

�
�(1� t)q

q
+
1

q

�
+

� j� � �tj
�2� (q � 1)

�
�(1� t)q
q � 1 +

1

q � 1

�
+
j(� � �tj
��(q)

�
(1� t)q
q

�
+
� j� � �tj
�2� (q � 1)

�
(1� t)q
q � 1

��
+
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j) .

� (Lr +M)

�
1

�(q + 1)
+

�+ �

��(q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
+
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j)

= (Lr +M)

�
2�+ �

��(q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
+
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j)

= L

�
2�+ �

��(q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
r +M

�
2�+ �

��(q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
+

�+ �

�2
(j
2j+ j
1j)

Si on prend

r � 2max
�
L

�
2�+ �

��(q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
;M

�
2�+ �

��(q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
+
�+ �

�2
(j
2j+ j
1j)

�
;
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on obtient

k(Fx) (t)k � r:
C�est-à-dire

F (Br) � Br:

ii) Montrons que F est contractant.

Soient x; y 2 C et t 2 [0; 1], on a

k(Fx) (t)� (Fy) (t)k =





Z t

0

�
�(t� s)q�1 + (� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+

�(� � �t)(1� s)q�2
�2� (q � 1)

�
(f(s; x(s))� f(s; y(s)))ds+

Z 1

t

�
(� � �t)(1� s)q�1

��(q)
+

�(� � �t)(1� s)q�2
�2� (q � 1)

�
(f(s; x(s))� f(s; y(s)))ds





 :
D�aprés l�hypothése (H2) du théorème (4), on a

kf(t; x)� f(t; y)k � L kx� ykC ;8t 2 [0; 1] ; x; y 2 X:

Alors, on obtient

kFx� Fyk � L kx� ykC

"Z t

0

"
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

��(q)

+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1) ds

�

+

Z 1

t

�
j� � �tj (1� s)q�1

��(q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

�
ds

�
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= L kx� ykC

"Z t

0

(t� s)q�1

�(q)
ds+

j� � �tj
��(q)

Z t

0

(1� s)q�1ds

+
� j� � �tj
�2� (q � 1)

Z t

0

(1� s)q�2ds+ j� � �tj
��(q)

Z 1

t

(1� s)q�1ds

+
� j� � �tj
�2� (q � 1)

Z 1

t

(1� s)q�2ds
�

= L kx� ykC
�

tq

�(q + 1)
+
j� � �tj
��(q + 1)

[1� (1� t)q]

+
� j� � �tj
�2� (q)

�
1� (1� t)q�1

�
+
j� � �tj
��(q + 1)

(1� t)q + � j� � �tj
�2� (q)

(1� t)q�1
�

� L kx� ykC
�

1

�(q + 1)
+

� + �

��(q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
= L kx� ykC

�
� + 2�

��(q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
= k�;�;L;q kx� ykC ;

avec

k�;�;L;q = L

�
� + 2�

��(q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
:

Comme

L <

�
� + 2�

��(q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

��1
;

on obtient que k�;�;L;q < 1 c�est-à-dire F est contractant et par suite le
problème (2:2) admet une unique solution.

Théorème 5 On suppose que f : [0; 1]�X ! X est une fonction continue
satisfait les hypothéses suivantes

(A1) 9L > 0 telle que kf(t; x)� f(t; y)k � L kx� yk ;8t 2 [0; 1] ; x; y 2 X;
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(A2) kf(t; x)k � �(t);8(t; x) 2 [0; 1]�X et � 2 C([0; 1] ;R+):

Si L(
� + 2�

�� (q + 1)
+
�2 + ��

�2� (q)
) < 1; alors le problème aux limites (2.2) admet

au moins une solution dans [0; 1] :

Démonstration :
On considére l�ensemble suivant

Br = fx 2 X, kxk � rg :

Où Br est un sous ensemble d�un espace de Banach et de plus il est férmé,
convexe et non vide.
Soient deux opérateurs A et B dé�nies par

A : C �! C
x �! Ax;

avec

(Ax) (t) =

Z t

0

 
� (t� s)q�1 + (� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds;

et

B : C �! C
x �! Bx;

avec

(Bx) (t) =

Z 1

t

 
(� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds

+
1

�2
[(� (1� t) + �) 
1 + (�t� �) 
2] :

i) Montrons que Ax+By 2 Br pour tout x; y 2 Br:
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Soient x et y deux éléments quelconques de Br et soit t 2 [0; 1] ; on a

k(Ax) (t) + (By) (t)k =








tZ
0

 
� (t� s)q�1 + (� � �t) (1� s)q�1

�� (q)

+
�(� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds

+

1Z
t

 
(� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds

+
1

�2
[(� (1� t) + �) 
1 + (�t� �) 
2]






�

tZ
0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)

+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
kf(s; x(s))k ds

+

1Z
t

 
j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)

+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
kf(s; x(s))k ds

+
1

�2
[(� j1� tj+ �) 
1 + j�t� �j 
2]

d�aprés l�hypothése (A2) du théorème (5), on obtient
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kAx+BykC �
Z t

0

�(s)

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds

+

Z 1

t

�(s)

 
j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds

+
1

�2
[(� j1� tj+ �) 
1 + j�t� �j 
2]

�
�

tq

� (q + 1)
+

j� � �tj
�� (q + 1)

+
� j� � �tj
�2� (q)

�
sup
t2[0;1]

�(t)

+
1

�2
[(� j1� tj+ �) 
1 + j�t� �j 
2]

� k�kC
�
2�+ �

�� (q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
+
�+ �

�2
(j
1j+ j
2j)

Si on prend

r � k�kC
�
2�+ �

�� (q + 1)
+
� (�+ �)

�2� (q)

�
+
�+ �

�2
(j
1j+ j
2j) ;

on obtient

kAx+BykC � r:
C�est-à-dire

Ax+By 2 Br:

ii) Montrons que A est un opérateur compact.

Pour cela, on utilise le théoréme d�Arzéla Ascoli.

ii-1) Montrons que A est uniformement borné.

Soient x 2 C; et t 2 [0; 1] ; on a

k(Ax) (t)k =







Z t

0

 
� (t� s)q�1 + (� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds







�

Z t

0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
kf(s; x(s))k ds
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D�après l�hypothése (A2) du théorème (5), on a

k(Ax) (t)k � sup
t2[0;1]

�(t)

Z t

0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds

= sup
t2[0;1]

�(t)

�
tq

� (q + 1)
+

j� � �tj
�� (q + 1)

(1� (1� t)q) + � j� � �tj
�2� (q)

�
1� (1� t)q�1

��

� k�kC
�

1

� (q + 1)
+

�

�� (q + 1)
+

�2

�2� (q)

�
:

Par suite

kAxkC �
k�kC
� (q)

�
1

q
+
�

�q
+
�2

�2

�
:

Donc A est uniformement borné.

ii-2) Montrons que la famille fAx; x 2 Brg est équicontinue.

On pose

 = [0; 1]�Br;

et
c := sup

(t;x)2

kf(t; x)k ;

Pour tout t1; t2 2 [0; 1] avec t1 < t2 on a

k(Ax) (t1)� (Ax) (t2)k =







Z t1

0

 
� (t1 � s)q�1 + (� � �t1) (1� s)q�1

�� (q)

+
� (� � �t1) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds

�
Z t2

0

 
� (t2 � s)q�1 + (� � �t2) (1� s)q�1

�� (q)

+
� (� � �t2) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds
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=







Z t1

0

 
� (t1 � s)q�1 + (� � �t1) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t1) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds

�
Z t1

0

 
� (t2 � s)q�1 + (� � �t2) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t2) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds

�
Z t2

t1

 
� (t2 � s)q�1 + (� � �t2) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t2) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
f(s; x(s))ds







=







Z t1

0

�
(t1 � s)q�1 � (t2 � s)q�1

�
� (q)

f(s; x(s))ds

+

Z t1

0

�
(� � �t1)� (� � �t2)

�� (q)

�
(1� s)q�1 f(s; x(s))ds

+

Z t1

0

�
� (� � �t1)� � (� � �t2)

�2� (q � 1)

�
(1� s)q�2 f(s; x(s))ds

�
Z t2

t1

(t2 � s)q�1

� (q)
f(s; x(s))ds�

Z t2

t1

(� � �t2) (1� s)q�1

�� (q)
f(s; x(s))ds

�
Z t2

t1

� (� � �t2) (1� s)q�2

�2� (q � 1) f(s; x(s))ds







+
� (t2 � t1)
�� (q � 1)

Z t1

0

(1� s)q�2 kf(s; x(s))k ds+ � j� � �t2j
�2� (q � 1)

Z t2

t1

(1� s)q�2 kf(s; x(s))k ds

�
Z t1

0

�
(t1 � s)q�1 � (t2 � s)q�1

�
� (q)

kf(s; x(s))k ds+ (t2 � t1)
� (q)

Z t1

0

(1� s)q�1 kf(s; x(s))k ds

+
� (t2 � t1)
�� (q � 1)

Z t1

0

(1� s)q�2 kf(s; x(s))k ds+ � j� � �t2j
�2� (q � 1)

Z t2

t1

(1� s)q�2 kf(s; x(s))k ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)q�1

� (q)
kf(s; x(s))k ds+ j� � �t2j

�� (q)

Z t2

t1

(1� s)q�1 kf(s; x(s))k ds
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� c

�
tq1

� (q + 1)
+
(t2 � t1)q
� (q + 1)

� tq2
� (q + 1)

+
(t2 � t1)
� (q + 1)

(1� (1� t1)q)

+
�(t1 � t2)
�� (q)

(1� (1� t1)q) +
� j� � �t2j
�2� (q)

[(1� t1)q � (1� t2)q]

+
(t2 � t1)q

� (q + 1)
+
j� � �t2j
� (q + 1)

[(1� t1)q � (1� t2)q]
�

� c

�
tq1

� (q + 1)
+ 2

(t2 � t1)q
� (q + 1)

� tq2
� (q + 1)

�
=

c

� (q + 1)
[tq1 � t

q
2 + 2(t2 � t1)q]

C�est-à-dire,

k(Ax) (t1)� (Ax) (t2)k �
c

� (q + 1)
[tq1 � t

q
2 + 2(t2 � t1)q] :

Soit " > 0; un nombre arbitrairement choisi, alors il existe �1(") > 0 telle
que

La condition jt1 � t2j < �1(") entraîne que jtq1 � t
q
2j <

"

2
:

De même, il existe �2(") > 0 telle que

La condition jt1 � t2j < �2(") entraîne que 2 j(t2 � t1)qj <
"

2
:

Par suite si on prend �(") = min (�1("); �2(")), on obtient que

La condition jt1 � t2j < �2(") entraîne que
c

� (q + 1)
[tq1 � t

q
2 + 2(t2 � t1)q] <

c

� (q + 1)
":

Par suite, on obtient que la famille fAx, x 2 Brg est équicontinue.
Donc d�après le théorème d�Arzéla Ascoli A est un opérateur compact.

ii-3) Montrons que A est continu au sens de C ([0; 1] ; X)

Pour cela, on considére une suite (xn) n2N de fonction d�élements de C
telle que:

lim
n�!1

xn = x au sens de C,

c�est-à-dire,
lim
n�!1

sup
t2[0;1]

kxn(t)� x(t)k = 0:
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On a

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k =







Z t

0

 
� (t� s)q�1 + (� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!

[f(s; xn(s))� f(s; x(s))] dsk

�
Z t

0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!

[kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k] ds

� L

� (q)
kxn � xkC

Z t

0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+

� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds

Dons on a,

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k � L

Z t

0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+

� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds sup
t2[0;1]

kxn(t)� x(t)k :

Par suite

sup
t2[0;1]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k � L

"
sup
t2[0;1]

Z t

0

 
� (t� s)q�1 + j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+

� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds

#
sup
t2[0;1]

kxn(t)� x(t)k

= L

�
1

�(q + 1)

�
sup
t2[0;1]

kxn(t)� x(t)k :
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Ainsi, il résulte que,

lim
n�!1

 
sup
t2[0;1]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k
!

� lim
n�!1

"
L

�(q + 1)
sup
t2[0;1]

kxn(t)� x(t)k

=
L

�(q + 1)
lim
n�!1

sup
t2[0;1]

kxn(t)� x(t)k

= 0;

c�est-à-dire,

lim
n�!1

 
sup
t2[0;1]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k
!
= 0;

donc A est un opérateur continu.
De plus, A est compact, alors c

0
est un opérateur complètement continu.

iii) Montrons que B est contractant.

Soient x et y deux élèments de C et soit t 2 [0; 1], on a

k(Bx) (t)� (By) (t)k =







Z 1

t

 
(� � �t) (1� s)q�1

�� (q)
+
� (� � �t) (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!

(f(s; x(s))� f(s; y(s)) dsk

�
Z 1

t

 
j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!

kf(s; x(s))� f(s; y(s)k ds

� L kx� ykC
Z 1

t

 
j� � �tj (1� s)q�1

�� (q)
+
� j� � �tj (1� s)q�2

�2� (q � 1)

!
ds

= L kx� ykC
�
j� � �tj
�� (q + 1)

(1� t)q + � j� � �tj
�2� (q)

(1� t)q�1
�

� L kx� ykC
�

� + �

�� (q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
= k�;�;q;L kx� ykC ;
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avec

k�;�;q;L = L

�
� + �

�� (q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
:

D�aprés le théorème (5) ; si L
�

� + �

�� (q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
< 1 alors B est

contractante.
En conclusion A est un opérateur complètement continu et B est con-

tractante, donc d�aprés le théorème de Krasnolskii, le problème (2:2) admet
au moins une solution dans [0; 1] :

2.2 Exemple

Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :8>><>>:
CDqx(t) =

cos(t)

(t+ 5)2
kxk

1 + kxk t 2 [0; 1] ;

x(0) + _x(0) = 0; x(1) + _x(1) = 0;

(1)

avec f(t; x) =
cos(t)

(t+ 5)2
kxk

1 + kxk et 
1 = 
2 = 0; � = � = 1:
Montrons que f est Lipschitziene

kf(t; x(t))� f(t; y(t))k =





 cos(t)(t+ 5)2

�
kxk

1 + kxk �
kyk

1 + kyk

�




=

���� cos(t)(t+ 5)2

���� 



 kxk � kyk
(1 + kxk) (1 + kyk)






� 1

25
(kxk � kyk)

� 1

25
kx� yk :

Donc f est Lipschitzienen avec L =
1

25
; donc l�hypothése (A1) du théorème
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(5) est satisfaite et de plus

L

�
� + 2�

��(q + 1)
+
�(� + �)

�2� (q)

�
=

1

25

2664 3

�(
3

2
+ 1)

+
2

�

�
3

2

�
3775

=
1

25

2664 3
3

2
�(
3

2
)
+

2

1

2
�

�
1

2

�
3775

=
8

25 2
p
�

< 1:

Donc, d�aprés le théorème (5), le problème aux limites (1) a une solution
unique dans [0; 1]:



Chapitre 3

Equations intégro-di¤érentielles
fractionnaires avec conditions
initiale non locale.

Dans ce chapitre on étudie l�existence et l�unicité des solutions pour le prob-
lème suivant

8<:
cDqx(t) = f(t; x(t)) +

R t
0
k(t; s; x(s))ds, t 2 [0; T ] ; 0 < q < 1;

x(0) = x0 � g(x);
(3.3)

où cD dénote la dérivée fractionnaire de Caputo de l�ordre q, f : [0; T ]�
X �! X; k : [0; T ] � [0; T ] � X �! X sont deux fonctions continues et
g : C �! C est une fonction continue. X est un espace de Banach muni de
la norme k:k :
Les résultats de ce travail se trouvent dans [3]

3.1 Existence et unicité des solutions

Théorème 6 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(A1) 9L1 > 0 tel que kf(t; x)� f(t; y)k � L1 kx� yk ; 8t 2 [0; T ] ; 8x; y 2
X;

(A2) 9L2 > 0 tel que kk(t; s; x)� k(t; s; y)k � L2 kx� yk ; 8t; s 2 [0; T ] ;
8x; y 2 X ;

(A3) kg(x)� g(y)k � b kx� yk ; 8x; y 2 C:

27
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Si b <
1

2
, L1 �

� (q + 1)

4T q
et L2 �

� (q + 2)

4T q+1
; alors le problème (3:3) admet

une unique solution dans [0; T ] :

Démonstration :
Transformons le problème (3:3) en un problème de point �xe, on a

x(t) = x(0) + Iq
h
f(t; x(t)) +

R t
0
k(t; s; x(s))ds

i
= x0 � g(x) +

1

� (q)

R t
0
(t� s)q�1

�
f(s; x(s)) +

R s
0
k(s; � ; x(�))d�

�
ds

On considére l�opérateur F dé�nie par

F : C �! C

(Fx) (t) = x0 � g(x) +
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�
f(s; x(s)) +

Z s

0

k(s; � ; x(�))d�

�
ds;

et considérons la boule fermée, borné et non vide dé�nie par

Br = fx 2 C; kxk � rg

et posons
M1 = sup

t2[0;T ]
kf(t; 0)k ; M2 = sup

s;t2[0;T ]
kk(t; s; 0)k et G = sup

x2C
kg(x)k :

Appliquons le théorème du point �xe de Banach.
Pour cela on doit véri�e les deus points suivant:

i) F (Br) � Br;

et

ii) F est contractante.

i) Montrons que F (Br) � Br:

Soit x 2 C, on a

k(Fx) (t)k =





x0 � g(x) + 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�
f(s; x(s)) +

Z s

0

k(s; � ; x(�))d�

�
ds






� kg(x)k+ kx0k+

1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 [kf(s; x(s))� f(s; 0) + f(s; 0)k] ds

+
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�Z s

0

kk(s; � ; x(�))� k(s; � ; 0)]k(s; � ; 0)k d�
�
ds
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Comme f et k sont lipschitziennes, on obtient

kf(s; x(s))� f(s; 0)k � L1 kxk
� L1r;

et

kk(s; � ; x(�))� k(s; � ; 0)k � L2 kxk
� L2r:

Par suite

k(Fx) (t)k � kx0k+G+
(L1r +M1)

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1ds

+
(L2r +M2)

� (q)

Z t

0

Z s

0

(t� s)q�1d�ds

= kx0k+G+
(L1r +M1)

� (q + 1)
tq +

(L2r +M2)

� (q)

Z t

0

s(t� s)q�1ds:

On fait une intégrale par parties, on obtient

k(Fx) (t)k � kx0k+G+
(L1r +M1)

� (q + 1)
tq +

(L2r +M2)

� (q + 2)
tq+1; 8t 2 [0; T ] ;

� kx0k+G+
(L1r +M1)

� (q + 1)
T q +

(L2r +M2)

� (q + 2)
T q+1:

Comme

L1 �
� (q + 1)

4T q
et L2 �

� (q + 2)

4T q+1
;

alors
L1T

q

� (q + 1)
+
L2T

q+1

� (q + 2)
� 1

2
;

donc

kx0k+G+
M1

� (q + 1)
T q +

M2

� (q + 2)
T q+1 � r

2
:

Si on prend

r � 2
�
kx0k+G+

M1

� (q + 1)
T q +

M2

� (q + 2)
T q+1

�
;

on obtient que
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k(Fx) (t)k � r;
en conclusion F (Br) � Br:

ii) Montrons que F est contractante

Soient x; y 2 C et t 2 [0; T ] ; on a

k(Fx) (t)� (Fy) (t)k =




 1

� (q)

R t
0
(t� s)q�1 [f(s; x(s))� f(s; y(s))] ds

+
1

� (q)

R t
0
(t� s)q�1

�R s
0
(k(s; � ; x(�))� k(s; � ; y(�))) d�

�
ds

+g(x)� g(y)k

� kg(x)� g(y)k+ 1

� (q)

R t
0
(t� s)q�1 kf(s; x(s)� f(s; y(s)k ds

+
1

� (q)

R t
0
(t� s)q�1

�R s
0
kk(s; � ; x(�))� k(s; � ; y(�))k d�

�
ds;

d�aprés les hypothéses de théorème (6), on a

k(Fx) (t)� (Fy) (t)k � 1

� (q)

�
L1 kx� ykC

Z t

0

(t� s)q�1 ds+

L2 kx� ykC
Z t

0

(t� s)q�1
Z s

0

d�ds

�
+ b kx� ykC

=
1

� (q)

�
L1
q
tq kx� ykC +

L2
q (q + 1)

tq+1 kx� ykC
�
+ b kx� ykC

=

�
b+

L1
�(q + 1)

tq +
L2t

q+1

�(q + 2)

�
kx� ykC 8t 2 [0; T ]

�
�
b+

L1T
q

�(q + 1)
+
L2T

q+1

�(q + 2)

�
kx� ykC

= kb;L1;L2;T;q: kx� ykC :

C�est-à-dire,

k(Fx)(t)� (Fy)(t)k � kb;L1;L2;T;q kx� ykC ;

avec

kb;L1;L2;T;q = b+
L1T

q

�(q + 1)
+
L2T

q+1

�(q + 2)
;
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si on suppose que kb;L1;L2;T;q < 1, on obtient

kFx� FykC < kx� ykC .

Donc F est contractante et par suite, le problème de Cauchy (3.3) admet
une unique solution dans [0; T ] :

Théorème 7 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(B1) kf(t; x)k � �(t); 8 (t; x) 2 [0; T ] � X; kk(t; s; x)k � �(t); 8 (t; s; x) 2
[0; T ]� [0; T ]�X; avec �; � 2 C ([0; T ] ;R+) ;

(B2) kg(x)� g(y)k � b kx� yk ;8x; y 2 C; b < 1:

Alors le problème (3.3) admet au moins une solution dans [0; T ] :

Démonstration :
On considére Br = fx 2 X : x � rg un sous ensemble de Banach fermé,

convexe et non vide.
Soient deux opérateures A et B dé�nies par

A : C [0; T ] �! C [0; T ]
x �! Ax;

(Ax) (t) =
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�
f(s; x(s)) +

Z s

0

k(s; � ; x(�))d�

�
ds; avec t 2 [0; T ]

et

B : C [0; T ] �! C [0; T ]
x �! Bx;

(Bx) (t) = x0 � g(x); avec t 2 [0; T ] :

i) Montrons que (Ax+By) 2 Br:

Soient x et y deux élements quelconques de Br et soit t 2 [0; T ], on a

kAx+BykC �




 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�
f(s; x(s)) +

Z s

0

k(s; � ; x(�))d�

�
ds+ x0 � g(x)






� 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�
kf(s; x(s))k+

Z s

0

kk(s; � ; x(�))k d�
�
ds+ kx0k+G

= kx0k+G+
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 kf(s; x(s))k ds+ 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1�Z s

0

kk(s; � ; x(�))k d�
�
ds:
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D�aprér les hypothéses du théorème (7), on obtient

kAx+BykC � kx0k+G+ sup
t2[0;T ]

�(t)
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 ds+ sup
t2[0;T ]

�(t)
1

� (q)

Z t

0

s (t� s)q�1 ds

= kx0k+G+ sup
t2[0;T ]

�(t)
1

� (q + 1)
tq + sup

t2[0;T ]
�(t)

1

� (q + 2)
tq+1;8t 2 [0; T ]

= kx0k+G+
k�(t)kC
� (q + 1)

T q +
k�(t)kC
� (q + 2)

T q+1:

Si on prend

r � kx0k+G+
k�(t)kC
� (q + 1)

T q +
k�(t)kC
� (q + 2)

T q+1;

on obtient

kAx+BykC � r.
C�est-à-dire

(Ax+By) 2 Br:

ii) Montrons que A est un opérateur compact.

Pour cela, on utilise le théoréme d�Arzéla Ascoli.

ii-1) Montrons que A est uniformement borné.

Soient x 2 Br et t 2 [0; T ] ; on a

k(Ax) (t)k =





 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�
f(s; x(s)) +

Z s

0

k(s; � ; x(�))d�

�
ds






� 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 kf(s; x(s))k ds+ 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
Z s

0

kk(s; � ; x(�))k d�ds:

D�aprés les hypothéses de théorème (7), on obtient

k(Ax) (t)k � sup
t2[0;T ]

�(t)
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 ds+ sup
t2[0;T ]

�(t)
1

� (q)

Z t

0

s (t� s)q�1 ds

= sup
t2[0;T ]

�(t)
1

� (q + 1)
tq + sup

t2[0;T ]
�(t)

1

� (q + 2)
tq+1 :8t 2 [0; T ]

� k�(t)kC
� (q + 1)

T q +
k�(t)kC
� (q + 2)

T q+1
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Par suite, A est uniformement borné.

ii-2) Montrons que la famille fAx; x 2 Brg est équicontinue.

On pose:


1 = [0; T ]�X et 
2 = [0; T ]� [0; T ]�X:
Comme f et k sont deux fonctions bornés dans 
1 et 
2 respectivement, on
pose

c1 := sup
(t;x)2
1

kf(t; x)k et c2 := sup
(t;s;x)2
2

kk(t; s; x)k :

Maintenant, pour tout t1; t2 2 [0; T ] avec t1 < t2 et x 2 Br on a

k(Ax) (t1)� (Ax) (t2)k =





 1

� (q)

Z t1

0

(t1 � s)q�1 f(s; x(s))ds+
1

� (q)

Z t1

0

(t1 � s)q�1�Z s

0

k(s; � ; x(�))d�

�
ds� 1

� (q)

Z t2

0

(t2 � s)q�1 f(s; x(s))ds

� 1

� (q)

Z t2

0

(t2 � s)q�1
Z s

0

k(s; � ; x(�))d�ds
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=





 1

� (q)

Z t1

0

(t1 � s)q�1 f(s; x(s))ds+
1

� (q)

Z t1

0

(t1 � s)q�1Z s

0

k(s; � ; x(�))d�ds� 1

� (q)

Z t1

0

(t2 � s)q�1 f(s; x(s))ds

� 1

� (q)

Z t1

0

(t2 � s)q�1
Z s

0

k(s; � ; x(�))d�ds

� 1

� (q)

Z t2

t1

(t2 � s)q�1 f(s; x(s))ds�
1

� (q)

Z t2

t1

(t2 � s)q�1Z s

0

k(s; � ; x(�))d�ds






=





 1

� (q)

Z t1

0

�
(t1 � s)q�1 � (t2 � s)q�1

�
f(s; x(s))ds

+
1

� (q)

Z t1

0

�
(t1 � s)q�1 � (t2 � s)q�1

� Z s

0

k(s; � ; x(�))d�ds

� 1

� (q)

Z t2

t1

(t2 � s)q�1 f(s; x(s))ds

� 1

� (q)

Z t2

t1

(t2 � s)q�1
Z s

0

k(s; � ; x(�))d�ds






� c1

� (q)

Z t1

0

�
(t1 � s)q�1 � (t2 � s)q�1

�
ds

+
c2
� (q)

Z t1

0

s
�
(t1 � s)q�1 � (t2 � s)q�1

�
ds

+
c1
� (q)

Z t2

t1

(t2 � s)q�1 ds+
c2
� (q)

Z t2

t1

s (t2 � s)q�1 ds:

=
c1

� (q + 1)
[tq1 + (t2 � t1)

q � tq2]

+
c2
� (q)

�
tq+11

q(q + 1)
+
t1(t2 � t1)q

q
+
(t2 � t1)q+1
q(q + 1)

� tq+12

q(q + 1)

�
+

c1
� (q + 1)

(t2 � t1)q +
c2
� (q)

�
t1(t2 � t1)q

q
+
(t2 � t1)q+1
q(q + 1)

�
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=
c1

� (q + 1)
[tq1 + 2 (t2 � t1)

q � tq2]

+
c2

� (q + 2)

�
tq+11 � tq+12 + 2 (t2 � t1)q+1

�
+

c2
� (q + 1)

(2t1 (t2 � t1)q)

c�est-à-dire

k(Ax) (t1)� (Ax) (t2)k � c1
� (q + 1)

[tq1 + 2 (t2 � t1)
q � tq2]

+
c2

� (q + 2)

�
tq+11 � tq+12 + 2 (t2 � t1)q+1

�
+

c2
� (q + 1)

(2t1 (t2 � t1)q) :

Soit " > 0; on a

jt2 � t1j < �(") =) jtq2 � t
q
1j < �1 � " et

��tq+12 � tq+11

�� < �2 � ":
Par suite

c1
� (q + 1)

[tq1 + 2 (t2 � t1)
q � tq2] +

c2
� (q + 2)

�
tq+11 � tq+12 + 2 (t2 � t1)q+1

�
+

c2
� (q + 1)

(2t1 (t2 � t1)q)

� c1
� (q + 1)

[�1 � "+ 2�q(")] +
c2

� (q + 2)

�
�2 � "+ 2�q+1(")

�
+

c2
� (q + 1)

(2T�q("));

si on choisi �(") < 1, on obtient

c1
� (q + 1)

[�1 � "+ 2�q(")] +
c2

� (q + 2)

�
�2 � "+ 2�q+1(")

�
+

c2
� (q + 1)

(2T�q("))

�
�

�1c1
� (q + 1)

+
c2

� (q + 2)

�
"+ 2

�
c1

� (q + 1)
+

c2
� (q + 2)

+
c2T

� (q + 1)

�
�q(") (�)

Si on prend

�q(") <
"

2

�
c1

� (q + 1)
+

c2
� (q + 2)

+
c2T

� (q + 1)

� ;



36

on obtient

k(Ax) (t1)� (Ax) (t2)k �
�

�1c1
� (q + 1)

+
�2c2

� (q + 2)
+ 1

�
";

donc, on choisi

�(") = min

0BB@1; "

2

�
c1

� (q + 1)
+

c2
� (q + 2)

+
c2T

� (q + 1)

�
1CCA

Alors,d�après le théoréme d�Arzéla Ascoli fAx; x 2 Brg est un opérateur
compact.

ii-3) Montrons que A est continu.

On considére une suite de fonctions (xn)n2N d�èlèments de C telle que:

lim
n�!1

xn = x au sens de C.

C�est-à-dire
lim
n�!1

sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k = 0:

On a

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k =





 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 [f(s; xn(s))� f(s; x(s))] ds

+
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�Z s

0

(k(s; � ; xn(�))� f(s; � ; x(�))) d�
�
ds






� 1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1 [kf(s; xn(s))� f(s; x(s))k] ds

+
1

� (q)

Z t

0

(t� s)q�1
�Z s

0

[kk(s; � ; xn(�))� k(s; � ; x(�))k] d�
�
ds

� L1
� (q)

sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k
Z t

0

(t� s)q�1 ds

+
L2
� (q)

sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k
Z t

0

s (t� s)q�1 ds

=

�
L1

� (q + 1)
tq +

L2
� (q + 2)

tq+1
�
: kxn � xkC :
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Par suite

sup
t2[0;T ]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k � sup
t2[0;T ]

�
L1

� (q + 1)
tq +

L2
� (q + 2)

tq+1: kxn(t)� x(t)k
�

�
"

L1
� (q + 1)

sup
t2[0;T ]

tq +
L2

� (q + 2)
sup
t2[0;T ]

tq+1

#
sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k

=

�
L1

� (q + 1)
T q +

L2
� (q + 2)

T q+1
�
sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k :

Par suite

sup
t2[0;T ]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k �
�

L1
� (q + 1)

T q +
L2

� (q + 2)
T q+1

�
sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k :

Donc

lim
n�!1

 
sup
t2[0;T ]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k
!

� lim
n�!1

��
L1

� (q + 1)
T q +

L2
� (q + 2)

T q+1
�

sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k
#

=

�
L1

� (q + 1)
T q +

L2
� (q + 2)

T q+1
�

lim
n�!1

sup
t2[0;T ]

kxn(t)� x(t)k

= 0:

Par suite

lim
n�!1

 
sup
t2[0;T ]

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k
!
= 0;

c�est-à-dire, A est continu.
En conclusion, A est un opérateur compact et continu, donc il est com-

plètement continu.
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iii) Montrons que B est contractant.

Soient x et y deux éléments de Br et t 2 [0; T ] ; on a

k(Bx)(t)� (By)(t)k = kx0 � g(x)� x0 + g(y)k

= k�(g(x)� g(y))k

= kg(x)� g(y)k

� b kx� yk .

Donc B est contractante.
En conclusion A est un opérateur compact et continu et B est un opéra-

teur contractant, donc d�après le théorème de Krasnoselskii, le problème de
Cauchy (3.3) admet au moins une solution dans [0; T ] :



Chapitre 4

Equations di¤érentielles
fractionnaires impulsives avec
condition initiale intégrale.

4.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est d�étudier l�existence et l�unicité des solutions du
problème initial suivant

8>>>><>>>>:
cD�y(t) = f(t; y(t);

R t
0
k(t; s; y(s))ds); t 2 J 0 := J� ft1; :::; tmg ; J = [0; 1] ;

y(t+k ) = y(t
�
k ) + yk; yk 2 R

y(0) =
R 1
0
g(s)y(s)ds;

où k = 1; :::;m; m 2 N�, 0 < � � 1; cD� est la dérivé fractionnaire
de Caputo, X est un espace de Banach, f : J � X � X �! X est une
fonction donnée, k : � � X �! X; g 2 L1([0; 1] ;R+); g(t) 2 [0; 1] et � =
f(t; s) : 0 � s � t � 1g ; 0 = t0 < t1 < ::: < tm < tm+1 = 1; �y pt=tk=
y(t+k )� y(t�k ); y(t+k ) = lim

h�!0+
y(tk + h) et

y(t�k ) = lim
h�!0�

y(tk + h) représentent les limites à droite et à gauches de

y(t) en t = tk, k = 1; :::;m:
On pose par dé�nition

By(t) =

Z t

0

k(t; s; y(s))ds:

Les résultats de ce travail se trouvent dans [1]

39
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Dans tout ce chapitre, PC(J;E) designe l�espace de Banach dé�ni par

PC(J;E) = fx : J �! X : x 2 C ([tk; tk+1[ ; X) ; k = 0; :::;m et il existe

x
�
t�k
�
et x

�
t+k
�
, k = 1; :::;m avec x

�
t�k
�
= x (tk)

	
:

Cet ensemble est un espace de Banach avec la norme

kxkPC = sup
t2J
jx(t)j :

Lemme 4.1.1 Si Q(�) =
R 1
�
g(s)(s � �)��1ds pour � 2 [0; 1] et si g 2

L1 ([0; 1] ;R+) satisfaite 0 � g(s) � 1, alors

i)
Q(�)

�(�)
< e,

ii)

R t
0
(t� s)��1ds
�(�)

< e:

Démonstration : Soit � 2 [0; 1] et g 2 L1 ([0; 1] ;R+) avec 0 � g(s) � 1.

i) On a

Q(�)

�(�)
=

R 1
�
g(s)(s� �)��1dsR1
0
s��1e�sds

<

R 1
�
(s� �)��1dsR1
0
s��1e�sds

car 0 � g(s) � 1

=

R 1��
0

s��1dsR1
0
s��1e�sdsZ 1��

0

s��1ds =

Z 1��

0

e�sess��1ds:

Comme

es � e1�� car 0 � s � 1� �
� e1;

il résult que Z 1��

0

e�sess��1ds � e
Z 1��

0

e�ss��1ds;



41

par suite

Q(�)

�(�)
=

R �
1
g(s)(s� �)��1dsR1
0
s��1e�sds

�
e
R 1��
0

e�s(s� �)��1dsR1
0
s��1e�sds

< e:

ii) On a

R t
0
(t� s)��1ds
�(�)

=

R t
0
u��1du

�(�)

=

R t
0
eue�uu��1du

�(�)

� e

R t
0
euu��1du

�(�)
, car t 2 J

� e:

Lemme 4.1.2 Soit � 2 ]0; 1] et � =
R 1
0
g(s)ds et supposons que h : J �!

X est une fonction continue. La fonction y est une solution de l�équation
intégrale fractionnaire

y(t) =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds si t 2 [0; t1[ ;

1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� + y1 +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds si t 2 ]t1; t2[ ;

1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� + (y1 + y2) +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds si t 2 ]t2; t3[ ;

...
1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds+

Pk
i=1 yi si t 2 ]tk; tk+1] ;

(4.1)
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avec k = 1; ::::m; si et seulement si y est une solution du problème fraction-
naire suivant 8>>>><>>>>:

cD�y(t) = h(t); t 2 J;

y(t+k ) = y(t
�
k ) + yk; k = 1; :::;m;

y(0) =
R 1
0
g(s)y(s)ds:

(4.4)

Démonstration :
Premiérement, on va montrer que si y est une solution du probléme (4:4)

alors elle est solution de l�équation intégrale fractionnaiere.
Si t 2 [0; t1], on a 8<:

cD�y(t) = h(t); t 2 ]0; t1]

y(0) =
R 1
0
g(s)y(s)ds:

Alors

y(t) = y(0) +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds;

c�est-à-dire

y(t) =

Z 1

0

g(s)y(s)ds+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

=

Z 1

0

g(s)

�
y(0) +

1

�(�)

Z s

0

(s� �)��1h(�)d�
�
ds+

1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

= y(0) �
Z 1

0

g(s)ds+
1

�(�)

Z 1

0

g(s)

�Z s

0

(s� �)��1h(�)d�
�
ds+

1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

= y(0) � �+ 1

�(�)

Z 1

0

g(s)

Z s

0

(s� �)��1h(�)d�ds+ 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds:

On utilise le théorème de Fubini, on obtient

y(t) = y(0)�+
1

�(�)

Z 1

0

h(�)

�Z 1

�

(s� �)��1g(s)ds
�
d� +

1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

= y(0)�+
1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds;
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c�est-à-dire

y(t) = y(0)�+
1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds; (*)

pour t = 0; on a

y(0) = y(0)�+
1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� :

Alors

(1� �)y(0) = 1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� ;

ce qui donne

y(0) =
1

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� ; (*.1)

En remplace (�:1) dans (�) ; on obtient

y(t) =
�

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds; (**)

de mème, si t 2 ]t1; t2], on obtient

y(t+1 ) = y(0)�+
1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� +
1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1h(s)ds;

alors

y(0) =
1

�

�
y(t+1 )�

1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� � 1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1h(s)ds
�
;

(*.2)
en remplace (�:2) dans (�) ; on obtient

y(t) = y(t+1 )�
1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1h(s)ds+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

= y(t�1 ) + y1 �
1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1h(s)ds+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds;
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d�apés (��), on a

y(t�1 )�
1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1h(s)ds =
�

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d�

Par suite, pour tout t 2 ]t1; t2], on a

y(t) =
�

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� + y1 +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds (***)

De mème, si t 2 ]t2; t3], on a

y(t+2 ) = y(0)�+
1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� +
1

�(�)

Z t2

0

(t2 � s)��1h(s)ds

Alors

y(0) =
1

�

�
y(t+2 )�

1

�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� � 1

�(�)

Z t2

0

(t2 � s)��1h(s)ds
�
;

(*.3)
en remplace (�:3) dans (�) ; on obtient

y(t) = y(t+2 )�
1

�(�)

Z t2

0

(t2 � s)��1h(s)ds+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

= y(t�2 ) + y2 �
1

�(�)

Z t2

0

(t2 � s)��1h(s)ds+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds;

d�aprés (� � �); on a

y(t�2 )�
1

�(�)

Z t2

0

(t2 � s)��1h(s)ds =
�

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� + y1

Par suite, pour tout t 2 ]t2; t3], on a

y(t) =
�

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� + y1 + y2 +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds:

Par récurrence pour tout ]tk; tk+1], on a

y(t) =
�

(1� �)�(�)

Z 1

0

h(�)Q(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds+
kX
yi

i=1

:
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Inversement, on va montrer que si y est une solution de l�équation intégrale
fractionnaire, alors elle est solution du problème (4:4):
Supposons que y est solution de l�équation intégrale fractionnaire, c�est-

à-dire,

y(t) =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds si t 2 [0; t1[ ;

1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� + y1 +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds si t 2 ]t1; t2[ ;

1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� + (y1 + y2) +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds si t 2 ]t2; t3[ ;

...
1

(1� �)�(�)
R 1
0
Q(�)h(�)d� +

1

�(�)

R t
0
(t� s)��1h(s)ds+

Pk
i=1 yi si t 2 ]tk; tk+1] ;

pour t = 0, on a

y(0) =
1

(1� �)�(�)

Z 1

0

Q(�)h(�)d� ;

c�est-à-dire

(1� �)y(0) = 1

�(�)

Z 1

0

Q(�)h(�)d� ;

c�est-à-dire

y(0) = �y(0) +
1

�(�)

Z 1

0

Q(�)h(�)d�

= �y(0) +
1

�(�)

Z 1

0

h(�)

�Z 1

�

(s� �)��1g(s)ds
�
d� ;

on applique le théorème du Fubini, on a

y(0) = �y(0) +
1

�(�)

Z 1

0

g(s)

�Z s

0

(s� �)��1h(�)d�
�
ds

= y(0)

Z 1

0

g(s)ds+
1

�(�)

Z 1

0

g(s)

�Z s

0

(s� �)��1h(�)d�
�
ds

=

Z 1

0

g(s)

�
y(0) +

1

�(�)

Z s

0

(s� �)��1h(�)d�
�
ds

=

Z 1

0

g(s)y(s)ds:
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C�est-à-dire

y(0) =

Z 1

0

g(s)y(s)ds: (*.1)

Pour t 2 ]0; t1], on a

y(t) =
1

(1� �)�(�)

Z 1

0

Q(�)h(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

= C +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds;

on applique la dérivée au sens de Caputo, on obtient

CD�y(t) = CD�(I�h(t))

= h(t):

C�est-à-dire
CD�y(t) = h(t):

De méme pour t 2 ]t1; t2[ ; on a
CD�y(t) = h(t):

Et ainssi de suite, pour t 2 ]tk; tk+1] ;on a
CD�y(t) = h(t):

C�est-à-dire, pour tout t 2 J on a
CD�y(t) = h(t): (*.2)

Derniérement, elle est facile de montrer que y(t+k ) = y(t
�
k ) + yk:

y(t+k )� y(t�k ) =
1

(1� �)�(�)

Z 1

0

Q(�)h(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds+
kX
i=1

yi

� 1

(1� �)�(�)

Z 1

0

Q(�)h(�)d� +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds+
k�1X
i=1

yi

= yk:

C�est-à-dire
y(t+k )� y(t�k ) = yk: (*.3)

D�aprés (�:1) ; (�:2) et (�:3) ; on déduit que y est solution du probléme
fractionnaire (4:4) :
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4.2 Existence et unicité des solutions

Théorème 8 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites:
(C1) La fonction f : J �X �X �! X est continue.
(C2) Il existe un constante l > 0; telle que

kf(t; u; v)� f(t; �u; �v)k � l [ku� �uk+ kv � �vk]
pour tout t 2 J et pour tout u; �u; v et �v 2 X:
(C3) k : � �X �! X est continu et il existe un constante l1 > 0, telle

que
kk(t; s; u)� k(t; s; v)k � l1 ku� vk ; 8u; v 2 X:t; s 2 �:

Si �
(l + ll1)

�(�+ 1)
+
e(l + ll1)

(1� �)

�
< 1;

alors le problème (4.4) admet une unique solution dans J .

Démonstration : Transformons le problème (4:4) en un problème de point
�xe.
Soit F l�opérateur dé�nie par

F : PC(J;X) �! PC(J;X);

avec

(Fx) (t) =
1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)f(� ; x(�); Bx(�))d� +

1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds+
kX
i=1

xi:

Montrons que F est une contraction.
Soient x; y 2 PC(J;X) et t 2 J; on a

k(Fx)(t)� (Fy)(t)k =





���� 1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�) [f(� ; x(�); Bx(�))� f(� ; y(�); By(�))] d�

+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 [f(s; x(s); Bx(s))� f(s; y(s); By(s))] ds
����





� 1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�) kf(� ; x(�); Bx(�))� f(� ; y(�); By(�))k d�

+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 kf(s; x(s); Bx(s))� f(s; y(s); By(s))k ds;
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d�aprés les hypothéses du théorème (8), on obtient

k(Fx)(t)� (Fy)(t)k � 1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)l [kx(�)� y(�)k+ kBx(�)�By(�)k] d�

+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1l [kx(�)� y(�)k+ kBx(�)�By(�)k] d�

� l kx� ykPC
(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)d� +
ll1 kx� ykPC
(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)d�

+
l + ll1
�(�)

kx� ykPC
Z t

0

(t� s)��1ds

� le�(�)

(1� �) �(�) kx� ykPC +
ll1e�(�)

(1� �) �(�) kx� ykPC

+
l + ll1
�(�+ 1)

t� kx� ykPC

�
�
le(1 + l1)

(1� �) +
l + ll1
�(�+ 1)

�
kx� ykPC :

D�aprés le théorème (8), si
�
le(1 + l1)

(1� �) +
l + ll1
�(�+ 1)

�
< 1 alors F est contrac-

tante.Par suite F a un point �xe qui est une unique solution du problème
(4.4).

Théorème 9 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites
(C4) Il existe un constante M > 0 telle que kf(t; u; v)k � M pour tout

t 2 J et tout u; v 2 X:
Si
le(1 + l1)

(1� �) < 1;alors le problème (4.4) admet au moins une solution

dans J:

Démonstration : Pour tout entier r > 0; on considére
M = Br = fx 2 PC(J;X) : kxk � r; t 2 [0; 1]g un sous ensemble de Ba-

nach férmé,convexe et non vide dans PC(J;X):
On dé�nie deux opérateures A et B par :

(Ax)(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds

et

(Bx)(t) =
1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)f(� ; x(�); Bx(�))d� +

kX
i=1

xi
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i) Montrons que Ax+By 2 Br:

Soient x; y 2 Br;

kAx+Byk =





 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds+

1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)f(� ; y(�); By(�))d� +

kX
i=1

yi







� 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 kf(s; x(s); Bx(s))k ds+

1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�) kf(� ; y(�); By(�))k d� +
kX
i=1

kyik ;

d�aprés les hypothéses du théorème (9)

kAx+Byk � M

�(�)

Z t

0

(t� s)��1ds+ M

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)d� +
�

(1� �)

kX
i=1

kyik

� M

�(�+ 1)
t� +

Me�(�)

(1� �) �(�) +
�

(1� �)

kX
i=1

kyik

� M

�(�+ 1)
+

Me

(1� �) +
�

(1� �)

kX
i=1

kyik :

Si on prend

r � M

�(�+ 1)
+

Me

(1� �) +
�

(1� �)

kX
i=1

kyik ;

on obtient

kAx+Byk � r;
c�est-à-dire

Ax+By 2 Br:

ii) Montrons que A est un opérateure compact.

Pour cela, on utilise le théoréme d�Arzéla Ascoli.

ii-1) Montrons que A est uniformement borné
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kAxk =





 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds






� 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 kf(s; x(s); Bx(s))k ds

� M

�(�+ 1)

Alors,A est uniformement borné:

ii-2) Montrons que fAx; x 2 Brg est équicontinue

Soit t1; t2 2 J avec t1 < t2 et x 2 Br:
Et on dé�nie

c := sup
(t;x)2J�Br

kf(t; x(s); Bx(s))k :

Donc, pour tout (t; x) 2 J �Br ,on obtient:

k(Ax)(t1)� (Ax)(t2)k =





 1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds

� 1

�(�)

Z t2

0

(t2 � s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds






=





 1

�(�)

Z t1

0

(t1 � s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds

� 1

�(�)

Z t1

0

(t2 � s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds

� 1

�(�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds






=





 1

�(�)

Z t1

0

�
(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1

�
f(s; x(s); Bx(s))ds

� 1

�(�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; x(s); Bx(s))ds
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� 1

�(�)

Z t1

0

�
(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1

�
kf(s; x(s); Bx(s))k ds

+
1

�(�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1 kf(s; x(s); Bx(s))k ds

� c

�(�+ 1)
[t�1 + (t2 � t1)� � t�2 ] +

c

�(�+ 1)
(t2 � t1)�

=
c

�(�+ 1)
[t�1 + 2(t2 � t1)� � t�2 ]

c�est-à-dire

k(Ax)(t1)� (Ax)(t2)k �
c

�(�+ 1)
[t�1 + 2(t2 � t1)� � t�2 ]

Soit " > 0; un nombre arbitrairement choisi.

9�1(") > 0 telle que jt1 � t2j < �1(") =)
c

� (�+ 1)
(t�1 � t�2 ) <

"

2
;

de méme

9�2(") > 0 telle que jt1 � t2j < �2(") =)
2c

� (�+ 1)
(t1 � t2)� <

"

2
:

Par suite, si on prend

�(") = min (�1("); �2(")) ;

on a
jt1 � t2j < �(") =) k(Ax)(t1)� (Ax)(t2)k < "

On obtient que la famille fAx; x 2 Brg est équicontinue.
Alors, d�aprés le théorème d�Arzéla Ascoli, A est un opérateure compact.

ii-3) Montrons que A est continu.

On considére une suite de fonction (xn) n2Nd�èlement de J , tel que:

lim
n�!1

xn = x au sens de PC,

c�est-à-dire,
lim
n�!1

sup
t2[0;T ]

jxn(t)� x(t)j = 0:
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On a

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k =





 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 [f(s; xn(s); Bxn(s))� f(s; x(s); Bx(s))] ds






� 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 kf(s; xn(s); Bxn(s))� f(s; x(s); Bx(s))k ds;

d�aprés les hypothèses du théorème (9)

k(Axn)(t)� (Ax)(t)k � 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1l [kxn(s)� x(s)k+ kBxn(s)�Bx(s)k] ds

� l

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 [kxn(s)� x(s)k+ l1 kxn(s)� x(s)k] ds

� l(1 + l1)

�(�)
kxn � xkPC

Z t

0

(t� s)��1ds

� l(1 + l1)

�(�+ 1)
t� kxn � xkPC :

Par suite

sup
t2J
k(Axn)(t)� (Ax)(t)k � sup

t2J

�
l(1 + l1)

�(�+ 1)
t� kxn(t)� x(t)k

�
� l(1 + l1)

�(�+ 1)

�
sup
t2J
t�
�
sup
t2J
kxn(t)� x(t)k

=
l(1 + l1)

�(�+ 1)
sup
t2J
kxn(t)� x(t)k ;

c�est-à-dire

sup
t2J
k(Axn)(t)� (Ax)(t)k �

l(1 + l1)

�(�+ 1)
sup
t2J
kxn(t)� x(t)k :

Donc

lim
n�!1

�
sup
t2J
k(Axn)(t)� (Ax)(t)k

�
� lim

n�!1

�
l(1 + l1)

�(�+ 1)
sup
t2J
kxn(t)� x(t)k

�
=

l(1 + l1)

�(�+ 1)
lim
n�!1

�
sup
t2J
kxn(t)� x(t)k

�
= 0:

Donc A est continu.
A est un opérateur compact et continu, alors A est complètement con-

tinue.
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iii) Montrons que B est contractante.

Soient x; y 2 Br on a

kBx�Byk =





 1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�) [f(� ; x(�); Bx(�))� f(� ; y(�); By(�))] d�






� 1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�) kf(� ; x(�); Bx(�))� f(� ; y(�); By(�))k d� :

D�après les hypothèses du théorème (9), on a

kBx�Byk � 1

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�)l [kx(s)� y(s)k+ kBx(s)�By(s)k] d�

� l

(1� �) �(�)

Z 1

0

Q(�) [kx(s)� y(s)k+ l1 kx(s)� y(s)k] d�

=
l(1 + l1)

(1� �) �(�) kx� ykPC
Z 1

0

Q(�)d�

� le(1 + l1)

(1� �) kx� ykPC
= �l;e;l1;� kx� ykPC ;

d�aprés le théorème (9), si �l;e;l1;� < 1 alors B est contractante.
En conclusion, A est un opérateur complètement continu et B est un

opérateur contractant, donc d�apres le théorème de Krasnolskii, le problème
(4:4) admet au moins une solution dans J:

4.3 Exemple

On considére le problème fractionnaire impulsif suivant8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

cD�y(t) =
e�t jy(t)j

(9 + et)(1 + jy(t)j) +
Z t

0

es�t jy(s)j ds; t 2 J := [0; 1] ; t 6= 1

2
; 0 < � � 1;

y(
1

2

+

) =

����y(12+)
����

3 +

����y(12+)
���� ;

y(0) =
1

5

R 1
0
jy(s)j ds:

(Pr)
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Soit

f(t; x; Bx) =
e�tx

(9 + et)(1 + x)
+
1

10
Bx(t); (t; x) 2 J � [0;1) ; g(s) = 1

5

et

Bx(t) =

Z t

0

es�tx(s)ds

=

Z t

0

k(t; s; x(s))ds:

Soient x; y 2 R+ et s et t 2 �:
On a

jf(t; x; Bx)� f(t; y; By)j =
���� e�tx

(9 + et)(1 + x)
+
1

10
Bx(t)� e�ty

(9 + et)(1 + y)
+
1

10
By(t)

����
=

���� e�t

(9 + et)

�
x

1 + x
� y

1 + y

�
+
1

10
(Bx(t)�By(t))

����
� e�t

(9 + et)

���� x

1 + x
� y

1 + y

����+ 1

10
jBx(t)�By(t)j

=
e�t

(9 + et)

���� x� y
(1 + x)(1 + y)

����+ 1

10
jBx(t)�By(t)j

� 1

10
[jx� yj+ jBx�Byj] : car t 2 [0; 1]

De méme, on a

jk(t; s; x)� k(t; s; y)j =
��es�tx(t)� es�ty(t)��

=
��es�t (x(t)� y(t))��

� es�t jx� yj
� jx� yj : car t et s 2 �;

et on a, Z 1

0

g(s)ds =

Z 1

0

1

5
ds =

1

5
:

En conclusion, on a l =
1

10
, l1 = 1 et � =

1

5
:

Alors les conitions (C2) et (C3) du théorème (8) sont satisfaites et la
condition
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�
(l + ll1)

�(�+ 1)
+
e(l + ll1)

(1� �)

�
< 1, 1

5�(�+ 1)
+
e

4
< 1;

c�es-à-dire
1

�(�+ 1)
< 5

�
1� e

4

�
c�est-à-dire

�(�+ 1) >
4

5(4� e) :

Sous cette condition, le problème (Pr) admet une unique solution.



Chapitre 5

Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter plusieurs résultats
d�existence et d�unicité des solutions pour certaines classes d�équations dif-
férentielles d�ordre fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions locales
et non locales dans des espaces de Banach.
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 ملخص
 بناخ فضاء في ناطقة رتبة ذات التفاضليةالمعادلات 

لى دزاست حلىل بعض أنىاع المعادلاث التفاضليت ذاث زتبت ناطقت إ في هره المركسة تطسقنا

 بشسوط محليت و غيس محليت. بمفهىم كابيتى

 :الكلمات والجمل الافتتاحية

المعادلاث التفاضليت ذاث زتبت ناطقت ، وجىد الحلىل ، الاشتقاقيت ذاث زتبت ناطقت حسب 

 كابيتى ، شسط ابتدئي غيس محلي.
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