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Chapitre 1

Introduction

La théorie des équations differentielles fractionnaires a émergé comme un do-
maine interéssant a explorer ces derniéres années. Notons que cette théorie a
de nombreuses applications dans la description de nombreux événements dans
le monde réel. Par exemple, les équations differentielles fractionnaires sont
souvent applicables dans l'ingénierie, la chimie, la biologie et dans certains
domaines de physiques tel que la modélisation mécanique des gommes et des
cahoutchous, en bref toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire
des déformations passées et dont le comportement est dit viscoélastique.

Ce mémoire comprend quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on donne quelques définitions et résultats qui
seront, utile pour la suite. Le deuxiéme chapitre est consacrée a l'existence
et I'unicité des solutions pour le probléme aux limites suivant

Dix(t) = f(t,z(t)), 0<t <1, 1 <q<2,
(2-2)
ar(0) + B£(0) = 7y, ax(l) + Bi(1) = 7y,

o °D est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0,1] x X — X est une
fonction donnée vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard,
a >0, >0et v, v, sont des nombres réels et X est un espace de Banach.

Dans le troisiéme chapitre on étudie I’existence et I'unicité des solutions
pour le probléme suivant

cDix(t) = f(t,x(t)) + f(f k(t,s,x(s))ds, t € [0,T], 0 < q <1,
(3.3)
2(0) = 2o — g(z),

ou “D dénote la dérivée fractionnaire de Caputo de l'ordre ¢, f : [0,T] X
X — X, k:[0,7] x[0,T] x X — X sont deux fonctions continues, et



g : C — (' est une fonction continue. X est un espace de Banach et C' est
I'espace de Banach des fonctions continues de [0, 7] a valeurs dans X.

Et dans le dernier chapitre on étudie I'existence et 'unicité des solutions
pour le probléme suivant

Dy(t) = fo (t,s,y(s))ds), t € J = I\ {t1,....tm},J = [0,1],
y(ty) = y(ty) + vk, vk €R

= Jy 9(s)y(s)ds

ok =1,...m,m € N, 0 < a < 1, °D?* est la dérivé fractionnaire
de Caputo, X est un espace de Banach, f : J x X x X — X est une
fonction donnée, k : A x X — X, g € L}([0,1],Ry),g(t) € [0,1] et A =
{(t,s) :0<s<t<1},0 =1t < t1 < ... <ty <tlpy =1 Ay 1y, =
y(th) —y(t,), y(t) = hlir%+y(tk +h) et y(ty) = hliné_y(tk + h) représentent

les limites & droite et a gauches de y(t) en t = tj.

Finalement, on donne une conclusion du travail effectu, et on termine ce
mémoire par une bibliographie.

Mots clés: Equations différentielles, fractionnaires, existence et unicité
de solution, dérivée fractionnaire au sens de Caputo, condition initiale non
locale.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on donne quelques définitions et résultats qui seront utile
pour la suite de ce travail.

1.1 Notations et définitions

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations suivantes:

Soit N :=[a,b] avec a € R et b € R et X est un espace de Banach.

On note par C(N, X) l'espace de Banach des fonctions continues y :
N — X, muni de la norme

1Yl == sup {lly(@)[, ¢ € N}.

Définition 1.1.1 [9] Soit X un espace de Banach et T : X — X une
application. Un élément x de X est dit point fixe de T' si Tx = x.

Définition 1.1.2 On appelle fonction Gamma d’FEuler la fonction notée T’
définie par

I‘(z):/ t*le~tdt,
0

ou z est un nombre complexe quelconque tel que Re(z) > 0.

1.2 Dérivée et intégrale fractionnaires

Dans cette section, on donne quelques définitions et résultats concernant la
dérivée et l'intégrale fractionnaires.



Définition 1.2.1 L’integrale fractionnaire d’ordre q est définie par

() = ﬁ/o (t — ) f(s)ds avec g > 0.

Définition 1.2.2 Soit f : [0, 00] — R une fonction. La dérivée fractionnaire
d’ordre q au sens de Riemann-Liouville de f est définie par

RLDIf(t) = ﬁ/{) (t—s)"" 71 f(s)ds avec n = [q] + 1,

ou [q] est la partie entiére du réel q.

Définition 1.2.3 Soit f : [0,00] — R une fonction. La dérivée fractionnaire
d’ordre q au sens de Caputo de f est définie par

D) = s [ m 9t () s, aveen (g + 1.

Remarque 1.2.4 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une con-
stante est égale a 0.

Proposition 1.2.5 [4][7]
Pour tout g > 0 et g > 0 et f une fonction, On a les propriétés suivantes:

i) L’opérateur integral 19 est linéaire;
i) I f(t) = 117 f(t),
iir) 1°Df(t) = f(t) — f(a), 0 < a < 1,
i) “DIf(t) = f(t),

Lemme 1.2.6 [10] Soit ¢ > 0, alors I’équation differentielle “Dif(t) =0 a
pour solutions

n—1

f(t) = Zciti, avec ¢; ER, et n=[q] + 1.
i=0

Lemme 1.2.7 [8/[10] Soit ¢ > 0, alors

n—1

1 (“Df(t) = f(t) = ) et

=0

avec ¢; € R, et n = [q] + 1.



1.3 Théorémes de point fixe
Nous avons besoin de des théorémes de point fixe suivants

Définition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X — Y, un
opérateur linéaire, on dit que T est compact si pour tout By, on a T (B,) est
relativement compacte avec

By ={ze X |lz| <u}.

Remarque 1.3.2 L’ensemble {Tz/x € X}, est dit relativement compacte
dans X si son adhérence est compact.

Théoréme 1 (Théoréme d’Arzéla Ascoli) Soit I un intervalle fermé et
borné de R.Un sous ensemble A de C (1, X), est dit relativement compacte
dans C (I, X) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

i) A est uniformement borné, c’est-a-dire

dk > 0,Yu € A on a |lul|, =sup|u(x)| <k,
zel

ii) A est équicontinue, c’est-a-dire

Ve > 0,30, > 0, Vay, 20 € [,Vu € A telle que (|x1 — 22| < ) = |f(x1) — f(z2)] < €.

Théoréme 2 (Théoréme du poin fixe de Banach) Soit (U, d) un espace
métrique, complet et soit T': U — U une application telle que

Ve,y e U, d(T,,T,) < kd(x,y), avec k € [0,1],
alors Uapplication T admet un unique point fize u* € U.

Théoréme 3 (Théoréme de Krasnoselskii) Soit X un espace de Banach
et soit M un sous ensemble convexe, fermé et non vide de X.Soit A, B deux
opérateurs telles que:

i) Ax + By € M, pour tous z, y € M,
ii) A est compact et continu,

iii) B est contractant,

Alors il existe z € M tel que z = Az + Bz.



Chapitre 2

Probléme aux limites pour des
équations différentielles
fractionnaires

Dans ce chapitre, on étudier 'existence et I'unicité des solutions pour le
probléme aux limites suivant

Dix(t) = f(t,z(t), 0<t <1, 1<qg<2,
(22
az(0) + f2(0) = vy, ax(l) + Bi(1) = 7,
avec “D est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0,1] x X — X est une
fonction donnée vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard,
a >0, >0 et v, v, sont des nombres réels et (X, |.||) est un espace de
Banach.
Les résultats de ce travail se trouvent dans [2].

2.1 Existence et unicité des solutions

Lemme 2.1.1 Soit 1 < ¢ < 2 et ( : [0,1] — X une fonction continue,
alors le probléeme aux limites suivant

Dix(t)=((t), 0 <t <1,
(2.2)
az(0) + B(0) = 7y, az(l) + Si(l) = 7y,

admet une unique solution donnée par
1
1
o(t) = [ Glt.s)(s)ds+ 5 [l (L= 1)+ 9) 7 + (at = )1,
0

7



avec G(t, s) est la fonction de Green définie par

at—s)" +(B—at)(1—s)"" L BB-at) (1 - 5)"7
ol (q) a’T'(g—-1) =~

G(t,s) =
B-at)(1—s)""  B(B—at)(l—s)""
ol (q) T (g—1)

Démonstration : Comme ¢ € |1,2] alors n = [q] + 1 = 2, donc d’aprés le
lemme (1.2.7), on a

19 (“Dix(t)) = 2(t) + co + ait,

ol ¢y et ¢; sont deux constantes réelles.
D’aprés I'égalité précédente, on a
x(t) = 19¢(t) — co — cat. (*.1)

Deéterminons les constantes ¢y et ¢;.
D’aprés (x.1), on a

i) = ri [ -] <o
= i [ o
- i s =
C’est-a-dire
) = g [ =9 s e (2

En utilisant les conditions aux limites, on obtient le systéme suivant
—acg — fPer =,

1

o [ 11— i (s)ds — o — } . {; 0= sy (s)ds — 0

I'(q) I'(g—1)



La solution de ce systéme algébrique est

“- ém fo 7G5 + Sy Jo (L= )T (s)ds
et
o= 1Bn—(a+B)m] - %@ 1= sy (s)as
2
— gy = s

Par suite d’aprés (x.1), il résulte que

= s s 3—i —(«a b t —5)71((s)ds
o) = [T - - kAl | [ -9

w [ amormcsas| + o Lo+ [a- gl

t t

L n =)= | a9+ [ - esdsas]

_$ [ /0 (1= )72 (s)ds + /t e s)q—%(s)ds]

_ /Ot {Oz(t —8)" + ﬁ(la—FZ;—l — at(1 — 5)i!

+6 (1= s)q " —api(l —s)" 2} C(s)ds + /1 {5(1 —s5)1! 1:(0375(1 — g)a-1
’ al'(q

(

)
52(1—3)q 2_04675(1 s)i~ }C(S)ds—i-i(’y — )

) a 2 1
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C’est-a-dire

[Talt— s 4 (B —an(1— s | (B — B — 5
w0 =[] ) Ty s
(5= an(— s (B — Bt — 51
%12 { al'(q) - a?l' (g — 1) }<xﬁd8

oz (ot = B+ (a(l =)+ f) 7]
= /0 G(t,s)((s)ds + % (ot — B)yy + (a(1 =) + B) 14],

avec

a@—SW”+%B—a0ﬂ—ﬂV”;FW2—QWK1—SV”
al'(q) 2T (¢ — 1)

,si0<s<t<l,

(ﬁ—aﬂﬂ—$“4+0?—a&M1—$“2
al'(q) T (g — 1)

,si0<t<s<l.

Théoréme 4 Soit (X, ||.||) un espace de Banach.
On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

H1) f:]0,1] x X — X est une fonction continue,

H2) 3 L >0, telle que

|f(t,x) — f(t,y)|| < Lz —yl|l, pour toutt € [0,1], et pour tout x,y € X.

Si
B+ 2« B2+ af -
al'(g+1)  a?T(q) ’

alors le probléme aux limites (2.2) admet une unique solution.

L <

Démonstration :
Transformons le probléme (2.2) en un probléme de point fixe.
On considére 'opérateur F' défini par

F:C—C
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! 1
(Fo) () = [ Gl (o)) ds+ = [l (1= 1)+ 8) 71+ (at = )7
pour tout ¢ € [0,1].

Soit ensemble

By ={ve Xz <r},

ou B, est un sous-ensemble fermé, borné et convexe
Posons par définition

M = sup |[f(z,0)]|.

te(0,1]

Appliquons le théoréme du point fixe de Banach.
Pour cela on doit vérifie les deux points suivants:

i) F(B,) C B,.

et
ii) F' est contractant.

i) Montrons que F (B,) C B,.

Soit x € B,, on a

I(Fz) @) = /0 {&(t_s)q_ +OE§(;)M)(1_S)LI— = _agf?q(:;)q_}
LB —at)(1—s)t (8% —apt)(l—s)i?
f(s,x(s))ds—i—/t { al'(q) + a’l'(g—1) }

(s, 2(s))ds + 5 (ot = Bz + (a(1 — 1) + B) 7]

/t [a(t —s) T |8 —at| (1 —s)r! N 3% — apt| (1 - s)q2]

IN

al'(q) o?T" (¢ — 1)

Hﬂwww@+[

(B —at] (1 =s5)""" N |57 — apt] (1 — )72
al'(q) T (¢ — 1)

1f (s, 2(s))l ds + % [(lat = BI) Iy2l + (@ (11 = t]) + B) Inll
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_ /t at —s)t + |8 — at| (1 —s)7~ +|5 —Ozﬁt‘l—s —2
0 al'(q) a’T' (g —1)

1/ (s, 2(s)) = f(s,0) + f(s,0)|| ds

1
+/

1/ (s, 2(s)) = f(s,0) + f(s,0)] ds + ig llat = Bl |va] + (a1 =] + B) 1]

(B —at|(1—s)" +}5 —apt[(1—s)"?
al'(q) o’ (¢ — 1)

at — )7+ |8 — at| (1 —s)7™ |B — aft] (1 — )1~
= /( o' (g) QT (g~ 1) )
£ (s, 2(8)) = f(s, 0| + [1F (s, 0)[}] ds
LB —at| (1 —s)t~ |ﬁ —aﬁt} (1—s)2
“f ( al'(q) - o2 (q— 1) )
£ (s, 2(5)) = f(s, 0l + £ (s, 0)[}] ds
tg ot — Bl bl + (@ [1 = 1]+ 6) 1]
Si on pose
ft at —s)t+ |8 —at| (1 —s)T” }5 —Ozﬁt‘l—s -2
’ al'(q) a’l'(g—1)

(£ (s, 2(s)) = f(s,0)[l + [LF (s, 0)[I] ds

! —at|(1—s)" |B?—aBt|(1—s)12
AQ_ft< aT() -+ o (g — 1) )

[I[f(s,2(5)) = f(s,0)[| + £ (s, 0)[|] ds

et

1
Az = — [lat = Bl 1ol + (|1 —¢[ + 5) Inl],



Ay

Aj

Comme f est lipschitzienne,

1/ (s, 2(s)) = f(s,0)]|

Par suite, il résulte que

13

on obtient

Llz|, Vx € B,,
Lr.

lat—s) ™t +]8—at|(1-s) " |2 —abt|(1—s)1?
< /0< al(g) + )(Lr—{—M)ds,

a’T' (¢ — 1)

4B ot (1-s)7t | |F - aBt (1— )

_ (LT—i—M)/Ot (a(t_s)

al'(q) T (g — 1)

IN

/1 (B —at| (1 —s)"
t al'(q)

+|ﬁ —aﬂt| (1—s)2

ST (g —1) )(Lr—{—M)ds

e [ (e oo,

et

1
= = llat = Bl al + (a1

IA

a+p
= o ([v2l + 171l s

—t[+53) |nl]

10+ 8) lyal + (a4 B)

) ds (*.1)
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donc, d’aprés (x.1), (x.2) et (*.3), on obtient:

I(Fz) (] <

IN

Si on prend

r22maX{L(

(Lr + M) [/Ot <04(’f —s)! +o|4§(;)at| (-5

BB —at|(1—s)? LB —at] (1= s)"!
ol (g—1) ) ds =+ /t ( al'(q) i

— 1 — g)92
Bt 0= ] + 222 () +

1 ! qg—1 |B—O¢t| !
(Lr + M) {m/o(t—g dss ol |

B8 —at] [* o (B —at] [ a-
Ozzf(q—l)/o(l_s) 2ds + T t(l—s) Yds +

_ 1
St [ symas] + 252 ol +

a B—at| [—1—t)7 1
(L”M){rml)* ar<q>( q +a>+

et (i, LY 0l (o)

(1—5)7'ds+

a?l'(g—1) \ ¢—1 q—1 al'(q) q

ot (CE0)] + “22 thul + b

(Lr + M) [F(qi " aPa(;fl) " 6053;(5)} + 25l + )
(L 01) |2 P S8 () )

L( 20 + 3 +B(a+ﬁ))T+M( 20 + 8 +6(a+6)>+

al'(g+1) a?T (q)

a—+p
PV (2l + |71l)

al'(g+1) a?T (q)

200 + 3 +5(a—|—5)) M( 200 + 3 +5(a+5)>+a+ﬁ

a2

al'(¢g+1) a?T (q) al'(¢g+1) a?T (q)

(] + mo} ,
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on obtient

C’est-a-dire

ii) Montrons que F' est contractant.
Soient x,y € C' et t € [0,1], on a
/t {a(t —8)T (B —at)(1 —s)r!
+
0 al'(q)

B(B — at)(1 — s)a-2
o2 (g 1) } (F(s,2(5)) = F(s,y(s)))ds +

LB —at)(1 —s)r7!
/t { al'(q) "
BB —at)(1 —s)1? — f(s,y(s)))ds

I(Fz) () = (Fy) (O] =

D’aprés 'hypothése (Hs) du théoréeme (4), on a
1f(t2) = Fty)ll < Lz —ylle,vE € [0,1], =,y € X,

Alors, on obtient

t « —sq_l — _Sq_l
|Fe — Fyl| < Llz—1|. [/0[ =) +OJ1€(Q) S

BB —at|(1—s)12
+ T (g — 1) ds}

o[ [P R )
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- e [/ R ang 0
BlB—atl [ o lB-atl [
+a?r(q—l)/o“ ) d*amq)/t“ )

B|ﬁ—0&t| ! _Sq—2 8:|
+042F(q—1)/t<1 )

B8 — at| (1 a1

T ) [1—(1—t)"]
|5_04t| Y [‘3|B—ozt| g1
Fat 0+ g -0

IN

1 B+ a BB+ a)
Lz — yHC {F(q +1) aol'(g+1) + oI (q) }

B+ 2« BB+ oz)}
al'(g+1) a?T" (q)

_ L||x—yuc[

= kapLg ||x - y||07

avec

B+ 2a @(ﬁ+a)].

k., =L
AL [ozF(q +1) a?T (q)

Comme

B+2a  BB+a)]
L<[ar<q+1>+ a2r<q>} ’

on obtient que k,p5r, < 1 c’est-a-dire F' est contractant et par suite le
probléme (2.2) admet une unique solution. =

Théoréme 5 On suppose que f:[0,1] x X — X est une fonction continue
satisfait les hypothéses suivantes

(A1) 3L > 0 telle que ||f(t,x) — f(t,y)|| < Lz —y| ,Vt € [0,1], z,y € X,



17

(A2) If(E,2)|| < pult), V(¢ x) € 0,1] x X et € C([0, 1] ,RT).

f+2a [*+af

al'(¢+1)  a2I'(q)
au moins une solution dans [0,1] .

Si L( ) < 1, alors le probléme aux limites (2.2) admet

Démonstration :
On considére 'ensemble suivant

B, ={ze X, |z| <r}.

Ou B, est un sous ensemble d’'un espace de Banach et de plus il est férmé,
convexe et non vide.
Soient deux opérateurs A et B définies par

A: ¢ — (C

r — Ax,

() )= [ (‘““‘S>q o oonlos) SEe iy )f(s,:c(S))ds,

et

B: ¢ — C

r — Bux,

avec

B0 ~ | ((5 —o =, 20 ;g’itfq(l_}f)q_)f<s,x<s>>ds

+$[(a(l—t)+6)71+(04t—5)72]-

i) Montrons que Az + By € B, pour tout z,y € B,.
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Soient = et y deux éléments quelconques de B, et soit ¢ € [0,1], on a

jcw—$“+W—mmf@“
ol (q)

I(Az) () + (By) ()]l =

0

BB —at)(1—s
(-

)" ) f(s,x(s))ds

F((B—ot)(1— )" B(5—at)(1—s)"
+/< DU PO O o oy

+ %[(a(l—t)—l—ﬁ)%WL(at—ﬁ)%]‘

t

s/(M%@“WW—MO—W*

/ ol (q)

*ﬁm;ﬁﬁjﬁw)www@ww

[ (18— at] (1— 5)™"
+/ ( al’ (q)

t

515 - at| (1 - )"
=T )wmw@ww

+%[(a\l—t!—l—ﬁ)’h‘i“@t—m%]

d’aprés 'hypothése (As) du théoréme (5), on obtient
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t q—1 q—1 g—2
|4z + Byl, < /ng(www> Fli—atli=5)"" Bl8-at|(l-3) )ds
0

ol (q) o' (¢ —1)
! B —at|(1—s)""  B|8—at|(1-s)""
*[‘“”( of(@ | alig-1 )“

+%[(a|1—t|+5)71+|0‘t_5|72]

sup 4u(t)
te(0,1]

fo B—at| | BIB— ot
[FW+4>+aF@+4>+ wrm>}

1
+ [t =t +B) 71 + lat — Bl 7]

< Wl |oFty 3+

2
e ) P PR

Si on prend

200+ 8 B (a+p) a+
>
A P GARA}
on obtient
|Az + Byllo <.
C’est-a-dire

Ax + By € B,.
ii) Montrons que A est un opérateur compact.
Pour cela, on utilise le théoréme d’Arzéla Ascoli.
ii-1) Montrons que A est uniformement borné.

Soient x € C, et t € [0,1], on a

/ﬁ(NFWVl+w_awa_$q1+ﬁ@_a”“_@qu@x@mk

I(42) () = T e

/t (a (t— )"+ |8 —at] (1—s)" L BIB—at](1- 8)q_2> I1f(s,z(s))|| ds

IN

ol (q) a?l' (g — 1)
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D’apres ’hypothése (Az) du théoréme (5), on a

[(Az) ()] < sup p
te[0,1]

att=9™ 113 otl( =9 BI8 ot (- 5"
“)/0( o) ) )ds

= su v B—at]l ey BBatl e
: téﬂfifi(t) [I‘(q +1) Jr_ozI‘(q +1) (1= (@ =%+ 2T (q) (1-(-1 )]

1 8 g
< ||M||C’ (F(q+ 1) + al' (¢+ 1) + a2l (Q>> ‘

Par suite

e (1 8 &
I4zle < T (5 vl oT> |

Donc A est uniformement borné.
ii-2) Montrons que la famille {Az, x € B, } est équicontinue.

On pose
Q=10,1] x By,

et

c:= sup [[f(t,z)|,
(t,x)eN

Pour tout ¢1,t5 € [0,1] avec t; < t5 on a

1(Az) (t1) = (Az) ()] =

ol (q)

/tl (a (t, — s)q_l + (B —aty) (1 — s)q_l

A ) (s, a(s))ds

By CCE SR EY AT
0 ol (q)

B(B—aty) (1—9)""
2 (g —1) > f(s,z(s))ds




IN
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"ot — S)q_l + (B —aty) (1 - S)q_l B(B—oat) (1 - S)q_2 s,x(s))ds
/0 ( ol (g) e )f( o

_/h(um—@qluﬁ—mﬁﬂ-ﬂq5+Wﬁ‘“”“_@qu@m@ws

al(q) o’ (g —1)
_A”(ﬂbﬁwqtgéﬁ@Ufﬂy4+5w;$2g5$wjf@ﬂ®ms
/0 i _S)q;_qst =" po.as))ds
w [ B B e psatoas
o [ [P B e psatyas

)" = (5 —aty) (1—5)""

[ e [ et

_/hmﬂ—mgu—@qZ
t1 T (q - 1)

|
\
)
—
~

f(s,x(s))ds

B (ty — t1) f g—2 . BB — atsl t2 _ e s o(s s
Gy e s+ et [ e (el d
h [(tl — S)q_l — (t2 — S)Q_l] < 5 (ty —t1) (™ — O (s (s 5
/ o Il ds + ) [T gt st d
B (ty — t1) h g—2 BB — atsl t2 _ e I s
s [Ty Hﬂ&w@DH%+-2F<_1LLO Y2 (s w()] d

(ty — 5)1~ Iﬁ atz\ T £ (s, 2 ds
+L» o (s, 2(5) ] ds 1 1£(s,2(s))]
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tl (ta —t1)" 4 (ty — t1) )
= NGy T Tarn Ty ey D
+6(Oi}—zq§2) (1—(1—t)%)+ ﬁﬁr;(j)t?' (1= t)7 — (1= t2)7]
(tz —t1)" | |5 — oty q_ (1 _4.\4
I'(g+1) F(q+1)[<1_t1) (1 t2)]}
< ¢ ty 4 (t2—t1)q_ td ]
- T'(g+1) TI'(g+1) T(g+1)
= m[t?—t§+2(t2—tl)q]

C’est-a-dire,

[(Az) (t1) = (Az) (t2)]] < 11— 15 + 2(t2 — 12)1].

c
I'(g+1)

Soit € > 0, un nombre arbitrairement choisi, alors il existe d;(¢) > 0 telle
que

La condition |t; — t5] < d1(¢) entraine que [t] —ti] < %

De méme, il existe do(e) > 0 telle que
La condition [t; — ta]| < 02(¢) entraine que 2|(t2 — t1)?] < g

Par suite si on prend §(¢) = min (d;1(g), d2(¢)), on obtient que

Cc

t I+ 2(ty — 1)1 < =————=¢.
[1 2+ (2 1)] F(q+1)8

c
La condition |t; — t3] < d3(e) entraine que ———
il < 52(6) ave =
Par suite, on obtient que la famille { Az, z € B,} est équicontinue.

Donc d’apres le théoréme d’Arzéla Ascoli A est un opérateur compact.

ii-3) Montrons que A est continu au sens de C ([0, 1], X)

Pour cela, on considére une suite (x,) ey de fonction d’élements de C
telle que:
lim z,, = x au sens de C,

c’est-a-dire,
lim sup ||z,(t) —z(t)]| = 0.

n—"%%¢l0,1]
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[(Azp)(t) — (Az)(D)]| =

ol (q) T (¢ —1)

/t (a (=9 +(E—at) (=5 FB-at)(1- ))

[f (s, 2n(s)) — f(s,2(s))] ds]|

“lal—s)" +|B—at|(1-9)"" BlB—at|(1-s)""
= /0 ( al’(q) (g ) )
(s, 2a(s)) = f(s,2(s))]] ds
L Hlat—s)""+ |8 —at|(1—s)""
B8 —at|(1—s)""
o’ (¢g—1) ) ds
Dons on a,
(A2 — (DB < L/O (a (t—s)" +a\1§(;>at\ (=9
B8 —at|(1—5)"" .
a?T (g — 1) ) dstzl[ég] |z () @1
Par suite
Plat—s) + |8 —at|(1-s)""
s dn)(0) - (An))] < L [t?ﬁ] / ( e n

B8 —at|(1—s)"*
o’ (¢ — 1) ) o

sup |y (t) — 2(t)]]
t€[0,1]

1
.y (m> s [l 6) = (0]
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Ainsi, il résulte que,

L s lant) = 2(0)]

lim | su Ax,)(t) — (Ax)(t < lm |=———
n——00 (te[O]i] ”( )() (Az)( )H> nT—oe F(Q+1)te[0,1}

L
= ———— lim sup ||z,(t) — x(¢
(g + 1)n S0 [ (t) — z(8)]
= ()’

c’est-a-dire,

lim (til[(l)p” [(Azn)(8) = (Ax>(t)||> =0,

donc A est un opérateur continu.
/ 2 N .
De plus, A est compact, alors ¢ est un opérateur complétement continu.

iii) Montrons que B est contractant.

Soient z et y deux éléments de C' et soit ¢ € [0,1], on a

/* w—awﬂ—@“1+ﬁw—aﬂﬂ—$“2
t ol (q) a?’T' (g —1)

I(Bz) (t) — (By) DI =

(f(s,2(s)) = f(s,y(s)) ds|

HB—atl -9 Bl8—at|(1—s)""
< | ( of() e 1) )
I£(s,2(5)) — £s,y(s)]| ds
< L||x—y\|c/t (’5_02}(6 i +ﬁ’5;2?t<’q(1__1;)_ )ds
= L=yl |- EE S a g
< Llo-vle | hay +

al' (¢+ 1) a?T (q)

= Kaparllz=ylle,
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avec

[ B+a BW+QW'

[
st ol (g+1) a®T(q)

B+a | BB+a)
al' (¢ +1) a?T" (q)

D’aprés le théoréme (5), si L { } < 1 alors B est

contractante.

En conclusion A est un opérateur complétement continu et B est con-
tractante, donc d’aprés le théoréme de Krasnolskii, le probléme (2.2) admet
au moins une solution dans [0,1]. m

2.2 Exemple

Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

¢ oy _ €os(t) o
D) = Gge oy L€ 10U "
2(0) + (0) = 0, (1) + #(1) = 0,
_cos(t) || oAl
avecf(t,a:)—(t+5)21+” || et v, =7, =0,a=5=1.

Montrons que f est Lipschitziene

_ cos(t) ||| lyll
It a(0) = SN = || 2255 (s - )|

[ eos() el -y H
G 5r | | T ) @+ o)
1

< 5 Ul = )

< eyl

- 25

1
Donc f est Lipschitzienen avec L = % donc ’hypothése (A;) du théoreme



(5) est satisfaite et de plus

B+ 2«

B(B+ a)

al'(g+1)

a2l (q)

<
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8
25/
1.

Donc, d’aprés le théoréeme (5), le probléme aux limites (1) a une solution

unique dans [0, 1].



Chapitre 3

Equations intégro-différentielles
fractionnaires avec conditions
initiale non locale.

Dans ce chapitre on étudie 'existence et I'unicité des solutions pour le prob-
léme suivant

{ Dix(t) = f(t,x(t)) + [, k(t,s,2(s))ds, t € [0,T], 0 < g <1,
(3.3)

z(0) = 2o — g(z),

ou “D dénote la dérivée fractionnaire de Caputo de l'ordre ¢, f : [0,T] X
X — X, k:[0,7T] x[0,7T] x X — X sont deux fonctions continues et
g : €' — (' est une fonction continue. X est un espace de Banach muni de
la norme ||.||.

Les résultats de ce travail se trouvent dans [3]

3.1 Existence et unicité des solutions

Théoréme 6 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(A1) 3Ly > 0 tel que || f(t,x) = f(t, )l < Lillx —yll, ¥t € [0,T], Va,y €
X;

(43) 3Ly > 0 tel que [[k(t, 5,2) — k(t,5,9)| < Lollz —yll, Vt,s € 0,7,
Ve,ye X

(43) llg(@) =gl < bllz —yll, Vz,y € C.

27
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C'(g+1) ['(q+2)

. 1
Sib < -, Ll < ATa+1

s Type dles
une unique solution dans [0,T] .

, alors le probléme (3.3) admet

Démonstration :
Transformons le probléme (3.3) en un probléme de point fixe, on a

z(t) = z(0)+ 19 [ —i—fo (t,s,z( ds]
1
— —— [C(t — s)17! ))dr| d
To g(:c)+F(q)f0 $) [ f(s,2(s)) + [y k(s,7,2(7))dr] ds
On considére 'opérateur F' définie par

F:C—C

(Fa) (1) = xg—g(x)+ﬁ/ot(t—s)q_l [f(s,x(s))+/Osk(s,7',m(7'))dr] ds,

et considérons la boule fermée, borné et non vide définie par
B, ={x e C|z|| <r}
et posons
My = sup [fLO), My= sup [[k(t,s,0)]| et G =suplgx)].
t€[0,T] s,t€[0;T7] zeC
Appliquons le théoréme du point fixe de Banach.
Pour cela on doit vérifie les deus points suivant:

i) F'(B,) C B,

et

ii) F est contractante.

i) Montrons que F (B,) C B,.

Soit x € C', on a

I(Fz) O] =

xo—g<x)+$/ot(t—s)ql [f(s,:c(s))+/Osk(s,7-,x(r))dr] ds

< llg(@)]| + llzoll + Eq)/(t—S)q‘l[llf(Sax(S))—f(870)+f(8,0)||]d8

+ﬁ/ (t— s)" [/ (s, 7, 2(r k(s,7,0)]k(s,7‘,0)||d7’} ds
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Comme f et k sont lipschitziennes, on obtient

1f(s,2(s)) = f(s,0) < Lyl
S L1T7
et
[k(s, 7, 2(7)) — k(s,7,0)[ < Lozl
S LQ’I".
Par suite

I(F2) (@) < ool + G+ P [ syrotas

N

(L1T+M1)q (LQT+M2) tS —Sqfl s
F(qul)t I'(g) /o(t )ds.

On fait une intégrale par parties, on obtient

(Lﬂ’ + Ml) q n (LQT’ + Mg)
C'(g+1) ['(q+2)

(L1T+M1) q (LQT‘{’MQ)T(]J’_I‘

I(Fz) @Ol < [lwoll + G + trth, vt € (0,77,

< Nzl + G +
< ol T'(g+1) ['(g+2)
Comme I ) I 2
q+ q+
L, < —aTi et Ly < AT
alors
INVA LyTett 1
+ S a0
C(g+1) T(¢g+2) ~ 2
donc M M
-
ol + G+ =———T + ——2 T <
ol T(g+1) T(q+2) )
Si on prend
M M.
r>2 |||zl + G+ ———T9 + 2__qatl

['(g+1) ['(qg+2) ’

on obtient que
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[(Fz) (@) <7,
en conclusion F(B,) C B,.

ii) Montrons que F est contractante

Soient x,y € C' et t € [0,7], on a

172 0 = (P Ol = | o5 i = 577 (6 = 56D s

fo (t =)=t (fy (k(s,7,2(7)) — k(s,7,y(7))) dr) ds
+9(z) = 9(v)|

< llg(z) =9l + 77 fo (t =) 1 f(s,2(s) = f(s,9(s)]l ds

1 s
gy Jot = 9 U5 (s, 7, 2(7) = k(s 7, y(r))l| dr] ds
d’aprés les hypothéses de théoréme (6), on a

1 ¢ _
F2) 0~ DO < s [Balle= vl [ (=9 dss
F(Q) 0
t S
Lalfe =l [ (6=t [ aras] 4o =yl
0 0
1 Ly Lo
= — |=tz—ylo+ —=t"" |z —y }%—b r—y
i [ = vl + =t o = gl + bl

L Lottt )
— b4+ ——— 94 —= — vVt €10, T

g <b+ LT L2Tq+l>\|x— |
= Tg+1)  T(g+2) Yllo

= Kb ri1oTg |z — ?/”C

C’est-a-dire,
[(Fz)(t) = (Fy) (Ol < kopyrorg lz =yl
avec

LyT1 . LyT9tt
L(¢g+1) T(g+2)

Kb,Ly Lo = b+
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si on suppose que k1.1, 1,4 < 1, on obtient
1F2 = Fylloc <z = ylle-

Donc F' est contractante et par suite, le probléme de Cauchy (3.3) admet
une unique solution dans [0,7]. =

Théoréme 7 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites

(B1) | f(t,z)|| < p(t), V(t,z) € [0,T] x X, |[k(t,s,2)|| < o(t), V(L,s,2) €
[0,7] x [0,T] x X, avec p,o € C([0,T],R"),

(B2) [lg(z) =gl <bllz —yll, Yo,y € C, b <1,
Alors le probléme (3.3) admet au moins une solution dans [0,T].

Démonstration :

On considére B, = {z € X : x < r} un sous ensemble de Banach fermé,
convexe et non vide.
Soient deux opérateures A et B définies par

A: C0,T] — C][0,T]

x —  Ax,

(Az) (1) = ﬁ /0 = s [f(s,a:(s))+ /0 Sk(s,T,x@))dT] ds, avec t € [0, T]
et

B: C[0,T] — CI0,T]

T —  Buz,
(Bx) (t) = zo — g(x), avec t € [0,T].
i) Montrons que (Az + By) € B,.

Soient x et y deux élements quelconques de B, et soit t € [0,7], on a

A

| Az + Byl < Hﬁ/ﬂt@—s)q—l [f(s,x(s))—i—/os/{:(s,T,x(T))dT} ds + o — g(x)
<o syt st + [ ks, o)l dr] s + ol + G

1 ¢ -1 1 ! g—1
= lloll+ G+ [ = sl ds+ s [ (=)

[/OS \k(s, 7, 2(7))|| dr] ds.
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D’aprér les hypothéses du théoréme (7), on obtient

I - I _
|Az + Byl < |l@ol| + G + sup u(t)—/ (t — )" " ds + sup o*(t)—/ s(t—s)""ds
te[0,7] r (Q) 0 te[0,T] r (Q) 0

= |lzol| + G + sup u(t) t?+ sup o(t) t7 vt € 0, T]

te[0,T] [(g+1) t€[0,1] I'(q+2)

[t e g | oo gan
TarD ! Tl

[zoll + G +
Si on prend

l£lle g, No@lle g

> ||| + G + A~
r 2 ol I'(¢g+1) I'(q+2)

on obtient

Az + Byl < 7.

C’est-a-dire

(Az + By) € B,.
ii) Montrons que A est un opérateur compact.
Pour cela, on utilise le théoréme d’Arzéla Ascoli.
ii-1) Montrons que A est uniformement borné.

Soient x € B, et t € [0,7], on a

) O = |z | sy {ﬂs, o)+ [ k(s m))cﬂ s

I'(q)

1 t 1 1 t - s
i [ W ds + o [ (6= [ I matr) s

D’aprés les hypothéses de théoréme (7), on obtient

! t -1 1 ts —5)1 1 ds
N O < s pOgs [ 0= st s oz [ate -

= sup pu(t) t9+ sup o(t) tt1 vt € 0,7

te[0,1] [(g+1) te[0,1] ['(q+2)

ltlle g | oo gn
S PRSI e O
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Par suite, A est uniformement borné.
ii-2) Montrons que la famille {Az, = € B,} est équicontinue.
On pose:

U =[0,T]xX et Q=[0,T]x[0,T] x X.
Comme f et k sont deux fonctions bornés dans €2; et (2, respectivement, on
pose
cp:= sup ||f(t,x)]| et co:= sup k(L s, ).
(t,x)e (t,s,2)€0

Maintenant, pour tout t1,t; € [0,7] avec t; < ty et x € B, on a

Ja0) ) = () (@] = | [ 0= 0 st s [ - o

[/0 (s, T,x(f))df} ds — ﬁ /Otz (ta— Y11 (s, 2(s))ds

_ﬁ /;2 (ty — 57! /0 (s, 7 (7)) drds




IN

/0 k(s,,z(T))drds — ﬁ /0 1 (ts — 8)77" f(s,2(s))ds

1 t1 o1 s
_m/o (ta — s) /0 k(s,7,x(T))drds

1 . q—1 1 " q—1
_m/tl (ty — ) f(s,x(s))ds—m/tl (ta — s)

_ﬁ /: (ts — )7 (s, 2(s))ds

_%q) /: (s — 5" /0 (s, 7 (7)) drds

S [ L= = s

b [l s s

g [, gy ot

I'(g+1)
s [ e o
I'(q) La(g+1) q q(¢+1)  qlg+1)
1 q e [ta(ta —t1)?  (ta —t1)9H!
RYPESTA t”'*r@>{ : q@+1>]
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&]
= m[t%?(b—tl)q—t%]
C2 +1 _ g+l g+1 C2 q
I T 2ty — ¢ +— (2t (ty — ¢
F(q+2)|:1 2 (2 1) ] F(q+1)( 1(2 1))
c’est-a-dire

[(Az) (1) = (A2) ()| < s [+ 2 (82 — 1) — 1]

- I'(¢g+1)
C2 +1 +1 +1 C2
— [t — 1] 2 (ty —t)? 2ty (to — t1)?
+F<q+2)[1 5 +2(t—t1) ]+F(q+1)( L (ty —11)%)

Soit € > 0, on a
ta —t1] < 6(e) = |td —t)| <ay-eet [tIT 1t < ay-e.
Par suite

&]
C(g+1)

C2

q 2 _ q _ 449

[t =57+ 2(t — 1)

C2

+F(q+1)

(2t1 (ta — t1)")

C1

< 2
- TI(g+1)

a6+ 207N +

|:042 - €+ 25(14_1(5)}

+ m(?T{Sq(e)),

si on choisi §(g) < 1, on obtient

(&1
L(g+1)

Co
I'(qg+2)

Co

[aq - €+ 20%(e)] + m

[z - £+ 2677 ()] + (2T6%(e))

a1Cq Co C1 Co CQT

r<q+1>+r<q+z>}”2[r<q+1> +r<q+2>+r<q+1)} ") )

Si on prend

§(c) < 2

2|: C1 I Co 4 CQT :|’
I'(g+1) T'(¢g+2) TI(¢+1)
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on obtient

a1C1 2Co
(@+1) T'(g+2)

(42) (1) = (4) ()] < | #1)e

donc, on choisi

2|: C1 i Co i CQT :|
F(g+1) T(¢g+2) T(g+1)

d(e) = min | 1,

Alors,d’apres le théoréme d’Arzéla Ascoli { Az, = € B,} est un opérateur
compact.

ii-3) Montrons que A est continu.
On considére une suite de fonctions (), .y d’eléments de C telle que:

lim x, = x au sens de C.

n—-—uoo

C’est-a-dire
lim sup ||z,(t) — z(t)]] = 0.

n—0%c(0,7]

On a

1Az (1) — (A2)(D)]| = Hﬁ [ =57 ) = Sl s

+ﬁ /Ot (t— 50! UO (h(s, 7, 20 (7)) — f(5,7,2()) df} ds

< ﬁ/ﬂ (t =) || f(5,2a(s)) — F(s,2(5))]] ds
1 t g1 s
+W/o (1—s) M [Hk(s,T,:cn(T))—k(s,T,x(T))H]dT] ds
Ly ! g—1
< pgm alt) =20 [ (¢t ds
+%£Bpﬂ len() — 2(0)] /0 s(t—5)" ds

Ly Lo
— 9+ tq“] Nz, — .
{F<q+ 0 ey |l le
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Par suite

Ly a Ly a+1 ||y o
s () () = (A0(O] < sup [P(q+1)t bt ) <t>u]

Ll 2 1
———— sup tY+ ———— sup t**
[F (q+ 1) teo. ['(q+2) o

sup ||z, () — z(t)]
te[0,7

Ly Lo
= T+ Tqﬂ] sup ||z, (t) — x(t)]| .
[F (¢+1) I'(g+2) t€[0,7] la(t) = (Ol

Par suite

sup || (Awzp)(t) — (Az) ()] <

t€[0,T]

Ly Ly
— T4 —Tq“} sup ||z (t) — z(t)] -
[P (¢+1) I'(g+2) te[0,1] la(t) ==l

Donc

i <sup H(Axnxt)—(Ax)(t)H) < (T ™)

n——00 \ te[0,7] n—s00 I (q —+ 1) I (q +2

sup ||z, (t) — z(t)]
te[0,7

L1 L2
_ T7 + T"“}
[F(q—i—l) I'(g+2)

lim sup ||z,(t) — 2(1)|

N—%0¢[0,T)

= 0.

Par suite

lim ( sup ||(Ax,)(t) — (Aac)(t)||> =0,
n—00 \ te[0,T]

c’est-a-dire, A est continu.

En conclusion, A est un opérateur compact et continu, donc il est com-
plétement continu.



38

iii) Montrons que B est contractant.

Soient = et y deux éléments de B, et t € [0,7], on a

[(Bz)(t) — (By)®)|l = w0 —g(x) — 20 + g(y)]l
= [[=(g9(z) —g9(¥))|
= |lg(z) — )|l

< bllz =yl

Donc B est contractante.

En conclusion A est un opérateur compact et continu et B est un opéra-
teur contractant, donc d’apres le théoreme de Krasnoselskii, le probléme de
Cauchy (3.3) admet au moins une solution dans [0,7]. =



Chapitre 4

Equations différentielles
fractionnaires impulsives avec
condition initiale intégrale.

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et 'unicité des solutions du
probléme initial suivant

cDy(t) = fo (t,s,y(s))ds), t € J = I\ A{t1,....tm},J = [0,1],
y(t) =yty) +yk, ye €R

= Jy 9(s)y(s)ds

ok =1,...m,m € N, 0 < a < 1, D% est la dérivé fractionnaire
de Caputo, X est un espace de Banach, f : J x X x X — X est une
fonction donnée, k : A x X — X, g € L*([0,1],Ry),g(¢t) € [0,1] et A =
{(t,s):0<s<t<1},0 =ty <t < ... <ty <tn1 =1 Ay =
y(t5) — (), y(ty) = lim y(t + 1) et

y(t,) = hlim y(tx, + h) représentent les limites a droite et a gauches de

—s0—

y(t)ent=tx, k=1,...m

On pose par définition

t
Bylt) = [ Kt.s.us))ds.
0
Les résultats de ce travail se trouvent dans [1]

39
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Dans tout ce chapitre, PC(J, F) designe ’espace de Banach défini par

PC(JE) = {z:J— X :2€C([tg, tka1[, X), k=0,...,m et il existe
z(ty) eta(tf), k=1,...,mavecx (t;) =z ()}

Cet ensemble est un espace de Banach avec la norme
2]l pe: = sup |z(2)]
teJ
Lemme 4.1.1 Si Q(7) = le g(s)(s — 7)*tds pour 7 € [0,1] et si g €
LY ([0,1],R,) satisfaite 0 < g(s) < 1, alors

Q(7)
ING)!
, fot(t —s)* " lds

X

) T )

i)

<e,

< e.

Démonstration : Soit 7 € [0,1] et g € L' ([0,1],R,) avec 0 < g(s) < 1.

i) On a
1 o
Q(7) _ [ g(s)(s —7)* ds
() Jo” s tesds
fl(s — 1) tds
< T car 0 < g(s) <1
Jo 5o temsds
1-7 o
_ fo 5% 1ds
fooo sa—le=sds
1—7 1—7
/ s ds :/ e %esY ds.
0 0
Comme

el " car0<s<1-—r1

IN A

il résult que

1-7 1-7
/ e %e’s* ds < e/ e_ssa_lds,
0 0
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par suite
Q(7) _ f1 —7)* lds
I'(a) fo 5%~ 16 sds
I-1 s a—
- e J, oi (s — )2 lds
- Jo sotemsds
< e
ii) On a

f(f(t —5)>"lds _ fot u*tdu
') INE)

[y etem ut " du
I(a)

fg e"u*tdu
['(a)

IN

,cart € J

IA
S

Lemme 4.1.2 Soit a € |0,1] et p = fo s)ds et supposons que h : J —
X est une fonction continue. La fonction y est une solution de l’équation
intégrale fractionnaire

(1—f0 d7'+ fo (t—s)* th(s)ds site|[0,t],
(1—f0 d7+y1+ fO a lh )dS SitE]tl,tQ[,
y(t) =
e fo T)dr + fo )* " h(s)ds + Zf=1 Yi sit € [ty teial],

(4.1)
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avec k =1, ....m, si et seulement si y est une solution du probléme fraction-

naire suivant
cDy(t) = h(t), t € J,

y(td) = y(ty) +yr, k=1,....m, (4.4)

y(0) = [ g(s)y(s)ds.

Démonstration :
Premiérement, on va montrer que si y est une solution du probléme (4.4)
alors elle est solution de I’équation intégrale fractionnaiere.
Site[0,t],ona

{ Dy(t) = h(t), t €]0,t]

y(0) = [ g(s)y(s)ds.
Alors

c’est-a-dire

u(t) = / g<s>y<s>ds+%a) / (t — 5 'h(s)ds

= [ o) o+ 5 [ =] as 4 s [ o nisas

— 4(0)- / gls)ds + ﬁ / e { / (s - ﬂalh(r)m} ds +
s [ hisyas

1 1 s o1 1 t o1
= y(0) pu+ m/o g(s)/o (s — 1) 'h(T)drds + m/o (t —s)* "h(s)ds.

On utilise le théoreme de Fubini, on obtient

W = Ot s | () | (s A gteyis]ar s | (£ — 5" h(s)ds

_ y(O)u—l—%a)/o h(T)Q(r)dr+ﬁ/o (t— 5)*Th(s)ds,
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c’est-a-dire

y(t) = y(O)yu + ﬁ / W(r)Q(r)dr + ﬁ / (t— s W(s)ds, (%)

pour t =0, on a

WO = O+ 75 [ hr)@ARIar
Alors
1 1
(1= wy(0) = 55 [ MrIQ(r)dr
ce qui donne
1 ! .
y(0) = m/ﬂ h(7)Q(7)dr, (*.1)

En remplace (*.1) dans (*), on obtient

W) = s / h(¢>@<7>d7+ﬁ / (t— 5 h(s)ds, (")

de méme, si t € |t1,t5], on obtient

y(t7) = y(0)u + ﬁ/o hr)Q(T)dr + ﬁ /0 1(151 — 5)* ' h(s)ds,

alors

yo) = - {y@r) e / Q) — / o s)“-1h<s>ds] |

en remplace (*.2) dans (x), on obtient

y(t) = y(tf) — ﬁ/o 1(t1 — 5)* 1 h(s)ds + ﬁ/{) (t — 5)* 1h(s)ds

= )+ = [ (= s s [ = R,
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d’apés (xx), on a

W) = e | (=9 s = s [ QG

1)

Par suite, pour tout t € |t1, %3], on a

—Llr T)dT Lt—s”"lss"‘**
) = s [ QN £+ s [ = (52
De méme, si t € |to, 3], on a
3) = L17' TTLtQ—sa’lss
t5) = 9O+ s [ MR + s [ = ()

Alors

0= 2 [ue) - 5 [ meeir - s [ o nisas).

en remplace (*.3) dans (x), on obtient
y(t) = yt3) - ﬁ /0 2(752 —5)* 'h(s)ds + ﬁ/{) (t —8)* 'h(s)ds

_ y(t2)+y2—ﬁ/02(t2—s)a1h(s)ds+ﬁ/o (t — ) 'h(s)ds.

d’aprés (x % %), on a

1 . — ) h(s)ds = —H 1 T)Q(T)dT

Par suite, pour tout t € |ts, t3], on a

y(ty) —

- F 17' T)dT Lt—so"lss
)= =t | HOR e+ s [ = s

Par récurrence pour tout |ty, tx41], on a

y(t

y(t) = (1—,5%/0 h(T)Q(7)dT + %Of)/o (t — 5)* Th(s)ds + zl;lyz
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Inversement, on va montrer que si y est une solution de ’équation intégrale
fractionnaire, alors elle est solution du probléme (4.4).
Supposons que y est solution de I’équation intégrale fractionnaire, c’est-

a-dire,
(1-—
(1-—

y(t) =
(1-—
\ (1

fo T)dT + fo Y2 Lh(s)ds sit e [0,t],

fo dT+y1—|— fo (t — s)* th(s)ds sit € Jt1,ta],
fo T)dT + (Y1 + Yoy + fo ) Lh(s)ds si t € |ty t3],
fo T)dT + (1a) f(f(t —8)* 1h(s)ds + Z?Zl yi sit € Jtg, trat],

pour t =0, on a

c’est-a-dire

c’est-a-dire

y(0) = m / Q(r)h(r)dr

(1— wy(0) = ﬁ / Q(r)h(r)dr,

y(0) = uy<o>+ﬁ / Q(r)h(r)dr

= 0+ o | () [ / (s T>a—lg<s>ds} dr,

on applique le théoreme du Fubini, on a

y(0) =

1y(0) + ﬁ /0 Co(s) [ /O (s - T)O‘_lh(r)dr} ds
(0) /0 Co(s)ds + ﬁ /0 L o(s) [ /0 s —T)a—lhmdf] ds

<
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C’est-a-dire

y(0) = / 9(s)y(s)ds (*.1)
Pour t € ]0,¢], on a
1 1 ' a—1
W = T / Ot dr+m/o(t—s) h(s)ds
_ C+m/0(t— $)°1h(s)ds,

on applique la dérivée au sens de Caputo, on obtient

“Dey(t) = “D*(I*h(t))
= h(t).

C’est-a-dire
“DY(t) = h(t).

De méme pour t € |t1, 3], on a
“Dy(t) = h(t).
Et ainssi de suite, pour ¢ € |ty, tx,1] ,0n a
“Dy(t) = h(t).
C’est-a-dire, pour tout t € J on a
“DY(t) = h(t). (*.2)

Derniérement, elle est facile de montrer que y(t;) = y(t.) + k.

W - ultr) = / QI+ s [ (=9 hisds + 3
1 - k—1
/Q dT—i-m/O(t—S) h d8+zzlyz
= Yk

C’est-a-dire
y(td) — y(ty) = uk. (*:3)
D’aprés (x.1), (x.2) et (x.3), on déduit que y est solution du probléme
fractionnaire (4.4). m
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4.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 8 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites:
(C1) La fonction f : J x X x X — X est continue.
(Cy) Il existe un constante | > 0, telle que

1t u,0) = f(8 @, 0)|| < Uju—all + v — o]

pour tout t € J et pour tout u,u,v et v € X.
(C3) k: Ax X — X est continu et il existe un constante l; > 0, telle
que
|k(t, s,u) — k(t,s,v)|| <l ||lu—2|, Yu,v € X.t,;s € A.
Si
(I+1y) el +1h)
Pla+1)  (1-p)

alors le probléme (4.4) admet une unique solution dans J.

<1,

Démonstration : Transformons le probléme (4.4) en un probléme de point
fixe.
Soit I’ I'opérateur définie par

F:PC(J,X)— PC(J,X),

avec

(Fz)(t) = / QT Bzx(r))dr +

1 a—1
m/O(t— $) L f (s, 2(s), ds+le

Montrons que F' est une contraction.
Soient z,y € PC(J,X) et t € J, on a

I(Fa)(t) - (Fy)(0)] = H\ - [ 00 1t.0), Bote) ~ ftr). B
+m/0 (t —s)* 1 [f(s,2(s), Bx(s)) — f(s,y(s), By(s))] ds

IN

1 1
T | QI a(). Balr) = frul). By dr

1

+W/O (t = )" £ (s,(5), Ba(s)) = (5. y(s), By(s))l| ds,
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d’aprés les hypothéses du théoréme (8), on obtient
I(Fa)(®) — (Fp)@)l < / QU o(r) — ()l + | Batr) — By(ll dr
+ﬁ / (t = 57 [la(r) — y(r)| + |1 Ba(r) — By(r)l dr
¢ el [ gy, Bl =t [
B o=yl [ - o s
e L R s PR
[+ 1l

F(a—+1)taH$_yHPC
le(1+1;) [+ 1l
T T Ve e

le(1+1) 1+

(1—p)  Tla+1)
tante.Par suite F' a un point fixe qui est une unique solution du probléme
(44). =

D’aprés le théoreme (8), si [ ] < 1 alors F' est contrac-

Théoréme 9 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites
(Cy4) Il existe un constante M > 0 telle que || f(t,u,v)|| < M pour tout
t e J et tout u,v € X.
le(1+1
gi Ll th)

(1—p)
dans J.

< 1,alors le probléeme (4.4) admet au moins une solution

Démonstration : Pour tout entier » > 0, on considére

M =B, ={z e PC(J,X):|z| <r, t €[0,1]} un sous ensemble de Ba-
nach férmé,convexe et non vide dans PC(J, X).

On définie deux opérateures A et B par :

1

(AD)0) = Fos / (t — $)° 1 f (s, 2(s), Ba(s))ds

et

(Ba)(t) = m / QS 2(r), Balr)ir + 3
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i) Montrons que Ax + By € B,.

Soient x,y € B,

4+ Byl = | [ 0= 9 o0, Baloyis

1
(1—p)

1 a—1
m/ﬁt‘s) £ (5, 2(s), Ba(s))ll ds +

1 1 k
AT J, QO I Byl i+ 3l

T / QS 0(r). By(r))ir + 3

d’aprés les hypothéses du théoréme (9)

Mo M ot s N
s Byl < gy [0t e e 03 i

M Mel'(«)

«

i k
far ) T a=-pr@ a2l

IA

M Me M i
S ot Ta-p a2l

Si on prend

k
M Me 1
r> + + il
Fla+1)  (1-p) (1—u);
on obtient
|Az + Byl <,
c’est-a-dire
Ax + By € B,.

ii) Montrons que A est un opérateure compact.
Pour cela, on utilise le théoréme d’Arzéla Ascoli.

ii-1) Montrons que A est uniformement borné
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e = H / ) (s 2(s), Ba(s))ds

< T / (t = 5" (5,2(s). Ba(s) | ds
M

<

['(a+1)
Alors, A est uniformement borné.
ii-2) Montrons que {Az, = € B,} est équicontinue

Soit tq,t9 € J avec t; < ty et x € B,.
Et on définie

ci= sup | f(ta(s), Ba(s))].

(t,x)eJ X By

Donc, pour tout (t,z) € J X B, ,on obtient:

[(An)(t2) — (An)(t2)]| = Hi/ (11 — ) (s, 2(s), Bar(s))ds




IN

1 t1 a—1 _ gt o 2(s). Ba(s )
r@gé [(t = 5) (ta — )] | f(s,2(s), Bx(s))|| d
+—l—1/ (t2 — 5)* I f(s,2(s), Bx(s))| ds

['(a) t
< ﬁ[t?+(t2—tl)a—tg]ﬂLﬁ(tz—tl)a
= Tla+l) (17 +2(t2 — t1)" — 5]

c’est-a-dire

c a (0% a
[(Az)(t1) — (Az)(t2)]| < Tlat1) [ +2(t2 — t1)* — 15]
Soit € > 0, un nombre arbitrairement choisi.
c €
351(8) > 0 telle que |t1 — t2| < 51(6) — m (tlll — tg) < 5,
de méme
365(2) > 0 telle que [ty — ta] < Ga(e) —> ——C— (t1 — £)* <
2(€ q 1 2 2(€ P(a 1) 1 2 5

Par suite, si on prend

d(e) = min (01(g), d2(€)) ,

on a

[tr = ta| < d(e) = [[(Az)(t) = (Az)(t2)]| <€

On obtient que la famille { Az, = € B, } est équicontinue.
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Alors, d’aprés le théoréme d’Arzéla Ascoli, A est un opérateure compact.

ii-3) Montrons que A est continu.

On considére une suite de fonction (z,,) ,end’element de J, tel que:

lim z,, = x au sens de PC),

n—-aoOo
c’est-a-dire,
lim sup |z,(t) —x(t)| = 0.

n——00¢c0,T]
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ez @)~ (A0 = [ [ (¢ 077 56,0050 Ba) = 15206, Bots)) s
< Ta)/o (t =) I f (5, 20(s5), Ba(s)) — f(s,2(s), Bx(s))| ds,

d’aprés les hypothéses du théoréme (9)

(420 = (A0 < s [ (= 9 lla(s) = a(6)] + 1 Bo(s) ~ Ba(s)l] s
<t [ = lns) — (o) + s nls) — (] ds
< B =l [ (¢ st
(1+14) ,
< e ol
Par suite
sup [(42,)(0) — ()] < sup | 1LEE B o) a0
1+0) [ . .
< Ty () o —stol
I(1+10)

— ot 1)i1€1? |zn(t) — ()],

c’est-a-dire

sup (A, ) (1) — (Ax) 1) < -]

sup (1) — (0]

teJ (+1) ey
Donc
Jin (sup )0 - (o)) < im0 B sup o 0) - 0]
I+
— e i (sup (o) ~ 2(0)])
= 0.

Donc A est continu.
A est un opérateur compact et continu, alors A est complétement con-
tinue.
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iii) Montrons que B est contractante.

Soient x,y € B, on a

B2 =80l = [ | @00, o) = F(roatr), Bu(e))]

T / Q)1 (7,2(7), Ba(r) = Fr,y(r), By(r) | dr.

D’apres les hypothéses du théoréme (9), on a
|Bx — By|| < / Q)L {[lx(s) — y()Il + | Bx(s) — By(s)ll] dr
< m/{) Q(7) [llx(s) = y()Il + la [lx(s) — w(s)ll] dr

_ ) L O(r)dr
— Gl [ Q)

le(“ ”f o — yllpe

= Nengpllz=yllpes

d’aprés le théoreme (9), si Ay, ,, < 1 alors B est contractante.

En conclusion, A est un opérateur complétement continu et B est un
opérateur contractant, donc d’apres le théoréme de Krasnolskii, le probléme
(4.4) admet au moins une solution dans J. m

4.3 Exemple

On considére le probléme fractionnaire impulsif suivant

(eperin — Iy e e L
Dy<t>‘<9+1§><1+|y<t>|>+/o ys)lds, 1€ T =0,1], 145 0<a<l
W)= —T 17

3+’y(§)

0)= £ Ji Iyl ds.
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Soit
e tx 1 1
t,x, Br) = B t Jx [0 = -
f(?xﬁ ‘CE) (9+et)(1+x)+10 x( )7 (’:U)e X[7OO)79(S) 5
et
t
Bx(t) = / e*tx(s)ds
Ot
= / k(t,s,z(s))ds
0
Soient x,y € R, et sett € A.
On a
1 ety 1
Bzx) — B = —B — B

9+e)(1+y) 10

- ‘9+et <1+x 1iy)+1_10(3$() By(t))‘

L+ et - Bt

(9+et)1+x 1+y
et T —y 1
- G Ty T 1B - B

1
< 1—0[\x—y\+\Ba:—By|]. car t € [0, 1]

De méme, on a

|k(t,s,x) — k(t,s,y)| = |es t (t) — es_ty(t){
= e (x(t) — y(1))]
< oy
< |lr—y|.cartetse A,

et on a,

1 1 1
/ g(s)ds = / —ds = —.
0 0 D 5

1 1
En conclusion,onal=—, 1 =1let u=—

Alors les conitions (Cy) et (C3) du théoreme (8) sont satisfaites et la
condition
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[+ 11 e(l+1 1 e
e R R '
c’es-a-dire ) .
CEDR (1-3)
c’est-a-dire
Fa+1) >

5(4—e)

Sous cette condition, le probléme (Pr) admet une unique solution.



Chapitre 5

Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter plusieurs résultats
d’existence et d’unicité des solutions pour certaines classes d’équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions locales
et non locales dans des espaces de Banach.
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Differential Equations With Fractional Order On

Banach Spaces
In this paper, we present several existence resulfs for cerfain classes of

ditferential equations

of fractional order in the sense of Caputo with non local conditions and local
on Fanach spaces of infinite dimension.
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Equations Différentielles D’Ordre Fractionnaires

Dans Des Espaces De Banach
Dans ce mémoire, nous présentons plusieurs résultats d’existence et d’unicité

nonlocal inifial condition.

pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens
de Capufo avec des conditions locales ef non locales dans des espaces de
Banach de dimension infinie.

Phrases et mots clés : équations ditférentielles, fractionnaires,
existence et unicité de solutions, dérivée fractionnaire au sens de Capufto,

condition initiale non locale.
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