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Introduction générale

La modélisation mathématique est un outil fondamental dans 1’étude des phéno-
menes complexes, en particulier dans le contexte des maladies infectieuses. Elle per-
met de traduire la réalité biologique en systemes mathématiques analysables, ce qui
aide a comprendre comment I’infection se propage au sein d’une population, a prévoir
son évolution dans le temps, et a identifier les facteurs influencant la persistance ou
I’éradication de la maladie dans une communauté donnée [2, 24].

Depuis le modele de Kermack-McKendrick (1927), les modeles épidémiologiques
ont contribué a améliorer la compréhension de la propagation des maladies. Ils sont
utilisés pour décrire les interactions entre différentes catégories de la population, telles
que les individus susceptibles, infectés, rétablis ou vaccinés. Ce domaine a considéra-
blement évolué grace a I’introduction de facteurs plus réalistes, tels que les naissances,
les déces, la période d’incubation et la structure par age, ouvrant ainsi la voie au déve-
loppement de modeles plus complexes et proches de la réalité [25, 14, 38, 33, 34, 27].

La vaccination est considérée comme 1’'une des stratégies les plus efficaces pour
lutter contre les maladies infectieuses. Elle stimule le systtme immunitaire afin de pro-
duire une réponse protectrice contre 1’agent pathogene, permettant ainsi a I’organisme
de le reconnaitre et de le combattre lors d’une exposition ultérieure. L’ importance de
la vaccination ne se limite pas a la protection individuelle, mais s’étend également a la
protection collective, grace a laquelle la probabilité de propagation de la maladie est
réduite [2].

Malgré les grands avantages de la vaccination, certains vaccins peuvent ne pas
atteindre une efficacité complete de 100%. Leur efficacité peut étre influencée par le
degré de réponse du systeéme immunitaire, 1’age, 1’état de santé, ainsi que les mutations
de I’agent pathogene. De plus, certains virus comme le virus de la grippe et COVID-
19 peuvent subir des changements génétiques continus, ce qui affecte I’efficacité des
vaccins disponibles [16, 5]. Cela nécessite leur mise a jour périodique ou 1’adminis-
tration de doses de rappel. Ainsi, I’étude de la vaccination imparfaite est devenue 1’un
des sujets essentiels pour comprendre la persistance de certaines maladies malgré la
disponibilité des vaccins [24, 29, 28, 9, 17].



2 Introduction Générale

Parmi les concepts fondamentaux dans I’étude des modeles épidémiologiques fi-
gure le nombre de reproduction de base %, défini comme le nombre moyen de cas
secondaires générés par un individu infecté dans une population entierement suscep-
tible [12, 13]. Si %y < 1, la maladie tend a disparaitre progressivement, tandis que si
Fy > 1, elle est capable de se propager et de persister au sein de la population. Ce
parametre constitue un outil central dans I’analyse de la stabilité des points d’équi-
libre ainsi que dans I’évaluation de I’impact de la vaccination sur I’éradication ou la
persistance de la maladie [39].

Dans ce cadre, notre travail s’inscrit dans 1’étude d’un modele mathématique épi-
démiologique visant a décrire la propagation d’une maladie infectieuse au sein d’une
population soumise a une vaccination imparfaite. Ce travail s’inspire et s’appuie fon-
damentalement sur I’approche de F. Z. Hathout et T. M. Touaoula [21] concernant I’im-
pact d’un vaccin a efficacité incomplete. Pour analyser cette dynamique, nous adop-
tons deux approches mathématiques complémentaires : les équations différentielles
ordinaires (EDO) et les équations aux dérivées partielles (EDP).

Dans la premiere partie, nous étudions un modele EDO, considéré comme une ap-
proche simplifiée décrivant I’évolution des classes de population uniquement en fonc-
tion du temps. La population est divisée en trois catégories principales : les individus
susceptibles, les individus vaccinés et les individus infectés. L’analyse de ce modele
porte sur la démonstration de la positivité et de la bornitude des solutions, le calcul du
nombre de reproduction de base %, ainsi que sur la détermination des points d’équi-
libre et I’étude de leur stabilité locale et globale a 1’aide de fonctions de Lyapunov
[33, 27].

Dans la deuxieme partie, nous étudions un modele EDP structuré en age, considéré
comme plus réaliste puisqu’il prend en compte explicitement I’influence de 1’age sur
la dynamique de la maladie, sur I’efficacité de la vaccination ainsi que sur les taux
de transition entre les différentes classes, complétant ainsi les analyses de la littérature
[35, 30, 15, 18,4, 6,7, 8, 10, 1]. L’analyse de ce modele repose sur des outils d’analyse
fonctionnelle. Nous nous intéressons notamment a I’existence d’un attracteur global
compact [31, 20], aux trajectoires totales, ainsi qu’a la détermination des états station-
naires, du nombre de reproduction de base % et de la persistance uniforme. Enfin,
nous étudions la stabilité globale du systeme afin de caractériser son comportement

asymptotique a long terme.



Chapitre 1
Outils mathématiques fondamentaux

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats essentiels concernant les équa-
tions différentielles ordinaires (EDO) et les systemes dynamiques. Nous introduisons
d’abord les concepts fondamentaux et le cadre théorique général de I’existence et de
I’unicité des solutions, avant d’aborder 1’étude de la stabilité locale et globale des

points d’équilibre.
1.1 Etude des équations différentielles ordinaires

Définition 1.1.1. ([3]) Soit7 € R la variable représentant le temps, et soit x une fonction
de ¢ dérivable a valeurs réelles. Une équation différentielle ordinaire (EDO) du premier

ordre établit une relation entre x et sa dérivée premiere :

dx
E :f('x7t)

Lorsque la fonction f dépend explicitement du temps ¢, I’équation est dite non au-
tonome. En revanche, si f ne dépend pas explicitement du temps, I’équation est dite

autonome et s’écrit sous la forme :

dx
Ezf(x)

Dans la suite de ce travail, 1’étude sera exclusivement consacrée aux équations et

systeémes autonomes. On considere ainsi le probleme de Cauchy suivant :

7=/
(1.1)
x(0) =xo

Définition 1.1.2. ([11])(Fonction localement lipschitzienne) Soit f : / — R une fonc-

3



4 1.1. ETUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

tion continue définie sur un intervalle / C R. On dit que f est localement lipschitzienne
par rapport a x si, pour tout xp € /, il existe un voisinage V C I de x( et une constante

K > 0 tels que pour tous x,y € V,ona:

[f () = F O < Klx =]

Théoreme 1.1.1. (/11])(Théoréeme de Cauchy-Lipschitz) Soit I un intervalle ouvert
de R et f: 1 — R une application continue et localement lipschitzienne. Alors, pour
chaque condition initiale xy € I, il existe un intervalle J = [—r,r] (avec r > 0) tel que

le probleme de Cauchy (1.1) possede une unique solution maximale définie sur J.

1.1.1 Notions de stabilité et de géométrie du plan

Définition 1.1.3. ([3])(Domaine positivement invariant) Soit le systtme dynamique

défini dans le plan par :
x=f(xy)
y=g(xy)

(1.2)

oll f,g € C*(R?). Un domaine D C R? est dit positivement invariant pour ce systéme
si, pour toute condition initiale (xo,yo) € D, la solution (x(¢),y(¢)) issue de ce point

reste dans D pour tout ¢ > 0.

Définition 1.1.4. ([3])(Domaine attractant du plan) Un domaine D du plan est dit
attractant s’il est borné et si toute trajectoire coupant sa frontiere d D pénétre et reste a

I’intérieur de D.

Définition 1.1.5. ([3])(Points d’équilibre) Un point d’équilibre du probleme (1.1)
(respectivement (1.2)) est une solution stationnaire pour laquelle le vecteur vitesse

s’annule, ¢’est-a-dire f(x*) = 0 (respectivement f(x*,y*) =0 et g(x*,y*) =0).

Définition 1.1.6. (Equilibre stable) On dit qu’un point d’équilibre x* est stable si,
pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour toute donnée initiale xo vérifiant |xp —x*| <

o, la solution x(7) du probleme de Cauchy (1.1) est définie pour tout r > 0 et vérifie :

Définition 1.1.7. (Equilibre asymptotiquement stable) On dit qu’un point d’équi-

libre x* est asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe € > 0 tel que pour toute
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donnée initiale xo vérifiant |xo —x*| < &, la solution x(z) vérifie :

. %
Hm () =x

1.2 Stabilité asymptotique locale et linéarisation

Considérons a présent le systeme différentiel bidimensionnel non linéaire donné
par (1.2). Afin d’examiner la stabilité locale d’un point d’équilibre (x*,y*), nous in-
troduisons le systeme linéarisé associé au voisinage de cet équilibre en utilisant les

*

variables d’écart u(t) = x(t) —x* et v(t) = y(tr) —y*:
0=

S,y u+ f( Y )

Y=

s

§ oty Y+ G (", y* )

Ce systeme linéaire peut s’écrire sous forme matricielle :

()

ou A désigne la matrice jacobienne du systeme évaluée a I’équilibre :

9 (x*,y") a—f( %)
dg

Ly Ey)

Le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable lorsque toutes les valeurs

propres de la matrice jacobienne A ont une partie réelle strictement négative.

Dans la pratique, le calcul explicite des valeurs propres d’une matrice linéaire de
grande dimension s’avere souvent complexe. C’est pourquoi nous introduisons des cri-

teres algébriques permettant de déterminer la stabilité sans calculer ces valeurs propres.

1.2.1 Criteres de Routh-Hurwitz

Soit un systeme lin€aire autonome de dimension 7 régi par :

n
x,:Za,-jxj, ie{l,....,n}
=
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ol A = [a;;] est la matrice des coefficients du systeme. En supposant que detA # 0,
I’origine est I’'unique point d’équilibre du systeme. L’équation caractéristique associée
a la matrice A est définie par le polyndme caractéristique det(A — AI) = 0, que I’on

écrit sous la forme :
A+ a A" a4 g A +a, =0

On définit alors les déterminants de Hurwitz, notés Hy pour k € {1,...,n}, construits

de la maniere suivante :

a az as
a as

Hy =a, Hy = ; Hy=|1 ay a4
1 a

0 ayp as

De facon générale, le déterminant d’ordre k est donné par :

ay az as - Ay
a as -+ axy—»
0 a a3 -+ ax-3
H, =
0 1 a - axs
o 0o o --- ai

ou I’on pose a; = 0 des que j > n ou j < 0. Le théoreme de Routh-Hurwitz fournit la

condition nécessaire et suffisante suivante :

L’équilibre est localement asymptotiquement stable si et seulement si, pour tout
ke{l,....,n}, H,> 0.

Pour les dimensions d’usage fréquent ( n = 3), ces conditions se simplifient expli-

citement :

— En dimension 3 : L’équation caractéristique s’écrit A3 +ajA% 4+ asA + a3 = 0.

Les conditions deviennent :

a1 >0, a3>0 et ajap—az;>0
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1.3 Théorie des semi-flots et analyse en dimension infi-
nie
L’étude des modeles de vaccination structurés par age (EDP) nécessite 1’ introduc-
tion du cadre théorique des systemes dynamiques en dimension infinie. Dans cette
section, nous formalisons les notions de semi-flots, de compacité et de persistance, in-

dispensables pour analyser 1’existence d’attracteurs et le comportement asymptotique

des solutions des chapitres suivants.

1.3.1 Semi-flots et concepts de dissipation

Définition 1.3.1. (Semi-flot associé a une EDO/EDP)
On appelle semi-flot de 1I’équation différentielle (1.1) a un instant # > 0, 1’application
continu @ : RTX — X, notée aussi ®;(xg) = P(¢,x0), qui vérifie les propriétés d’un
systeme dynamique semi-flot :

G (x0) = f(Ps(x0)),

Py (xo) = x0

Définition 1.3.2. ([36])(Propriétés asymptotiques des semi-flots)
Soit @ : J C RU — U un semi-flot continu.

(i) P est appelé point dissipatif s’il existe un sous ensemble B de U qui attire tous les
points dans U.

(ii) P est appelé asymptotiquement régulier(smooth) si ® est asymptotiquement

compact sur chaque ensemble positivement invariant borné fermé .
(iii) @ est appelé éventuellement borné sur un ensemble M C U si ®(J.M) est borné

pour J, =JN[reo) reJd.

Théoreme 1.3.1. (/36])(Existence d’un attracteur compact)

Soit @ un semi-flot continu sur X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un attracteur global compact pour les ensembles bornés de X.

(ii) P est point-dissipatif, éventuellement borné, et asymptotiquement lisse sur tout

ensemble borné de X.
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1.3.2 Criteres de compacité et décomposition des opérateurs

En dimension infinie, les ensembles bornés, fermés ne sont pas nécessairement
relativement compacts. Le théoréme suivant donne une condition suffisante pratique

pour prouver qu’un semi-flot est asymptotiquement lisse par décomposition.

Théoréme 1.3.2. ([36]) Le semi-flot ®;(xg) : RTX — X est asymptotiquement lisse

s"il admet une décomposition de la forme ®;(xg) = ®;(xo) + P: (xo), oil :

(i) 1l existe une fonction continue U : RTRT — R™T telle que tErJPooU (t,€) =0, et
vérifiant H{I\D, (x0) HX < U(t,€) des que ||xo]|xy < €.

(ii) Pour toutt > 0, I’opérateur &)t (x0) est complétement continu (compact).

Le théoreme classique suivant (Fréchet-Kolmogorov) est un outil fondamental pour
caractériser la compacité forte dans les espaces de Lebesgue LP(R™), omniprésents

dans les modeles structurés en age.

Théoreme 1.3.3. (/36])(Théoreme de Fréchet-Kolmogorov dans L?)
Supposons que K C LP(0,00) soit un ensemble fermé et borné avec p > 1. Ainsi, K a
un compact si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées
() }llir%/ lg(x+ h) — g(x)|P dx = O uniformément pour tout g € K.
—0J0

(ii) hlim |g(x)|? dx = O uniformément pour tout g € K.
—to0/j

1.3.3 Persistance uniforme et outils d’analyse globale

Dans les modeles épidémiologiques, la persistance uniforme permet de garantir

mathématiquement que la maladie ne s’éteint pas et reste endémique.

Définition 1.3.3. ([36])(Persistance uniforme)
Soit p : X — R une fonction continue et positive jouant le role de fonction de distance
a la frontiere d’extinction. On dit que le semi-flot ®;(x) est uniformément persistant
par rapport a p s’il existe un réel € > 0 tel que :

liminfp (®P;(x)) > €, Vx € X tel que p(x) >0

t—o0

L’inégalité de Jensen suivante est intensément exploitée lors du calcul des dérivées

des fonctions de Lyapunov globales sous forme intégrale (modeles EDP).

Théoreme 1.3.4. ([36])(Inégalité de Jensen intégrale)
Soit W : R — R une fonction convexe et soient f,g: Q — R deux fonctions mesurables

sur un ouvert Q C R". Supposons que :
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0. Les fonctions g, f-g et W(f) - g appartiennent a L' (Q),

0. g(x) > 0 presque partout sur Q,

0. /Qg(x)dle.

Alors, on a inégalité suivante :

w( [ rosar) < [ wireetoa

Enfin, le résultat suivant étend le principe classique de LaSalle aux systemes de

dimension infinie possédant un attracteur global compact.

Théoreme 1.3.5. (/36])(Principe d’invariance de LaSalle généralisé)

Soit ® : RYX — X un semi-flot continu, B un sous-ensemble invariant et compact
dans X, et soit W : B — R une fonction continue. Supposons que pour toute trajectoire
totale ¢ : R — X, I’application temporelle t — (W o §)(t) soit localement absolument
continue et vérifie %(W o @) < 0 presque partout (ou posséde une dérivée a droite
négative % (Wo @) <0surR). En outre, supposons que W soit constante sur un sous-
ensemble B C B et que ¢ (R) C B} pour toute trajectoire totale vérifiant %(W 0¢)=0.
Alors B = Bj.
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Chapitre 2

Modele de vaccination imparfaite par
EDO

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons un modele épidémiologique basé sur les équa-
tions différentielles ordinaires (EDO), visant a décrire 1’évolution temporelle de la pro-
pagation d’une maladie infectieuse au sein d’une population soumise a une vaccination
imparfaite. La population est divisée en trois classes principales : les individus suscep-

tibles S, vaccinés V et infectés /. Le modele considéré est donné comme suit :

( % = A+ (1= p)kV (1) — (s + 8)S(r) — BS()I (1),
d‘;it) = 8S(1) +pkV (1) = (v + )V (1) = BV (D)1 (1), @D
( d;—(;) = (BsS(2) + BV (0))1(2) — (i +q)1 (), t>0,

avec les conditions initiales associées S(0) = Syp >0, V(0) =V > 0et1(0) =1y > 0.
Dans ce systeme, S(t), V(¢) et I(¢) représentent respectivement les effectifs des

populations d’individus susceptibles, vaccinés (ou protégés) et infectés au cours du

temps ¢.

I convient de noter que la dynamique de la classe des individus rétablis, notée R(¢),

n’est pas incluse dans le systeme (2.1). En effet, I’équation régissant cette variable est

donnée par :
dR(t)
dt
avec la condition initiale associée R(0) = Ry > 0, ou u, représente le taux de mortalité

=ql(t) = 1R(t), t>0

11
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FIGURE 2.1: Diagramme du flux du systéme (2.1).

naturelle de cette classe. Etant donné que les variables S(¢), V(¢) et I(¢) sont totalement
indépendantes de R(t), cette derniére équation peut étre omise de I’étude mathématique
sans perte de généralité. Une fois le systeme réduit résolu, I’évolution de R(z) peut étre
déduite de maniere indépendante.

Dans le systeme (2.1), le parametre A désigne le flux constant de recrutement dans la
classe des susceptibles. Les parametres g, W, U; sont les taux de mortalité de chaque
compartiment. Le parametre o représente le taux de vaccination, k est le taux de perte
de I'immunité vaccinale, et p est la probabilité pour un individu perdant son immunité
d’étre immédiatement réinjecté dans le processus de re-vaccination. Les paramétres fq
et B, décrivent les taux de transmission de la maladie pour les susceptibles et les vac-
cinés, reflétant ainsi le caractére imparfait du vaccin si 8, > 0. Enfin, ¢ désigne le taux

de guérison ou de retrait de la classe infectée (voir la table 2.1 et la figure 2.1).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : Apres avoir validé les propriétés
mathématiques de base du modele (existence, unicité et positivité des solutions), nous
calculons le taux de reproduction de base % par la méthode de la matrice de pro-

chaine génération [12]. Nous démontrons ensuite la stabilité globale de 1’équilibre sans
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TABLE 2.1: Interprétation biologique du modele

S(t) Densité des individus susceptibles a I’instant t
V(t) Densité des individus vaccinés a 1’instant t
I(t) | Densité des individus infectés et contagieux a I’instant t

A Flux constant de recrutement

k Taux de perte de vaccination

p Probabilité de revenir dans la classe v

0 Taux de vaccination

Bs Taux de transmission pour les susceptibles
By Taux de transmission pour les vaccinés

Us Taux de mortalité (pour les susceptibles)
Wy Taux de mortalité (pour les vaccinés)

1%, Taux de mortalité (pour les infectés)

q Taux de guérison

maladie (DFE) lorsque % < 1. Enfin, nous établissons les conditions d’existence de
I’équilibre endémique positif lorsque %y > 1, et nous prouvons sa stabilité globale a
I’aide d’une fonction de Lyapunov globale appropri€e structurée selon la méthode de
Goh-Volterra [26].

2.2 [Existence et unicité des solutions

Théoreme 2.2.1. Le modele (2.1) admet une solution unique.

Démonstration. Le systeme (2.1) peut également s’exprimer sous la forme :

Y'()=F(Y(@®)

S(t) fi(Y (1)) A+ (1=p)kV — S — 88 — BsSI
avecY()=| V() |etF(Y()=| f£(Y () |= 0S—(1—p)kV —u,V —BVI
1(1) f3(Y (1)) BsSI+ BVI— I — gl

Puisque la fonction F est continue et localement lipschitzienne (les fonctions f1, f2, f3
sont des fonctions polynomiales), d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systeme

(2.1) posseéde une solution unique.
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2.3 Positivité et bornitude des solutions

Pour que le modele de vaccination (2.1) soit biologiquement cohérent, il est essen-
tiel de vérifier que les variables d’état (les populations S, V et I) restent positives et

bornées au cours du temps.

Proposition 2.3.1. Soit [’ensemble de validité biologique Q défini par :
3 A
Q=4(SV,I)eR, S+V+I§ﬁ

ou U = min(Uy, Wy, ly). Si ®; désigne le semi-flot associé au systeme (2.1), on a les

propriétés suivantes :
(i) Le cone positif Ri est positivement invariant (positivité des solutions).

(i) {®;(x0)};cr+ est un point dissipatif. De plus, Q attire tous les points dans R3, et

il est positivement invariant sous le semi-flot ®;.

Preuve. Affirmation (i) (Positivité) :

Montrons que le cone positif Ri est positivement invariant pour le systeme (2.1), c’est-
a-dire que les solutions restent positives. Supposons par 1’absurde qu’il existe un pre-
mier instant #; = inf{t > 0| (S(¢),V(¢),1(t)) € IR3 }. A cet instant, au moins I’une des

variables s’annule sur la frontiere. Examinons les trois cas possibles :

— Cas 1:SiS(t;) =0avec V(¢;) > 0etI(z;) > 0, alors la premiere équation du
systeme donne S(¢;) = A+ (1—p)kV (t;) > 0. Alors il existe € > 0 arbitrairement
petit tel que S(t; — €) < S(t;) = 0, ce qui contredit la définition de #; comme

borne inférieure.

— Cas 2 :Si V(r;) =0 avec S(r;) > 0 et I(z;) > 0, la deuxieéme équation donne
V(t1) = 8S(t1) > 0. De la méme maniere, il existe € > 0 tel que V(1 —€) < 0,

ce qui est une contradiction.

— Cas3:Sil(r;)=0avec S(r;) >0etV(t;) > 0, le théoreme de Cauchy-Lipschitz
d’unicité impose que si I(¢;) = 0, alors I(¢) = 0 pour tout > 0. Donc la solution

reste sur le bord.
Par conséquent, le cone positif ]Ri est rigoureusement positivement invariant.

Affirmation (ii) (Bornitude) :
Soit N définie par :
N(t)=S(t)+V(t)+1(z)
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En dérivant N par rapport au temps ¢ et en injectant les équations du systeme (2.1),

nous obtenons :
N(t)=A—pS—wV —pl —ql <A—pS—pu,V—yl
En posant gt = min (s, iy, l7), I’'inégalité se simplifie sous la forme :
N(1) <A—puN(t) 2.2)
En utilisant la méthode du facteur intégrant par la multiplication de (2.2) par e*’, I’in-

tégration sur I’intervalle (0,7) donne explicitement :

A A
N(t) < (N(O) — —) e M+ — (2.3)
H u
11 découle immédiatement de 1’expression (2.3) que N(7) < max {N (0), %} De plus,

en prenant la limite supérieure lorsque ¢ — +oo, nous trouvons :

A
limsupN(z) < m

f—roo

Ainsi, ’ensemble Q est borné et attire toutes les trajectoires du systeme dans Ri. De
surcroit, d’apres (2.3), si N(0) < ﬁ, alors N(1) < % pour tout ¢ > 0, ce qui prouve

I’invariance positive de Q.

2.4 Equilibres - Taux de reproduction de base

Pour étudier le comportement du modele SVI nous avons besoin de calculer ses

points d’équilibres.

2.4.1 Equilibre trivial (Sans maladie)

Théoreme 2.4.1. Le systéme admet toujours un unique équilibre sans maladie E° =
(5°,v°,0).
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Preuve. les équilibres du systeme (2.1) vérifient :
A+(1—p)kV —uS—86S—B:SI=0
8S—(1—p)kV -,V —-BVI=0 (2.4)
BsSI+ B, VI— pyl — gl =0

En situation sans infection, le nombre de personnes infectées est nul, ¢’est-a-dire 10 =

0. En remplacant dans (2.4) alors le systeme réduit donnée par :

A+(1=p)kV® — (14 8)s° =0

(2.5)
50— (1= p)k+ )V =0

D’apres la deuxieme équation de (2.5) on obtient :

0
0 0

(I—p)k+py

Substituons maintenant dans la premiere équation :

- (1-p)5k
A= [(.uS+6) - (1 —p)k+uv]SO
_—
§0_ A((1—p)k+ )
(15 +8)((1— pYk+ o) — (1 — kS
Donc

o A-pk+m)

Mo (Hs +8) +kps(1—p)

Et par suite :
0 0A

" (s +8) + kg (1—p)

Donc le systéme (2.1) admet un équilibre sans maladie E® = (5%,V°,0).

>0

Nous pouvons a présent calculer le taux de reproduction de base % dans la section

suivante :
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2.4.2 Taux de reproduction de base

Le taux de reproduction de base, noté %, représente le nombre moyen de nou-
veaux cas générés par un individu infectieux introduit dans une population enticrement
susceptible [12].

La méthode de la matrice de la prochaine génération (Next Generation Matrix)

définit ce taux par :
Ho=r(FV)

ou r(F V_l) désigne le rayon spectral (la valeur propre maximale en module) de la

matrice FV 1.

D’apres (2.4), I’évolution de la classe des infectés est donnée par :

I'=(BeS+ PV — (w+q)1

En appliquant la méthode, on pose :
F(1) = (BS+BV) et V()= (w+q)

e .7 : représente la production de nouveaux cas infectieux.

e /. les sorties du compartiment infectieux dues a la guérison et a la mortalité.

Soient F et V les dérivées de . et ¥ respectivement ,

0¥
F - W(EO) - BSSO‘l‘ﬁvVO
YV
V= W(EO) =M +q
et par suite on a
L
Hi+q
Ainsi 0 0
FVfl — ﬁsS +BVV
W +q

Dans ce cas la matrice étant scalaire on obtient directement :

_ A[ﬁs((l_p)k+“v)+éﬁv]
(W +q) [ (s + 6) +kug(1—p)]
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2.4.3 Equilibre positif (Endémique)

Théoreme 2.4.2. Si %o > 1 alors il existe un unique équilibre positif (endémique)
E* = (S*,V*I").

Preuve. D’apres la troisieme équation du systeme (2.4) on a :
1B + BV — (wr+p)] =0
comme [* > 0, on divise 1’équation par /* on obtient :
BsS*+ BV = +q (2.6)
la deuxieme équation de (2.4) donne :
08" —((1=p)k+w)V: =BV =0

Alors .

En remplacant S* dans (2.6) on obtient :

(I—p)k+p+Bl”

Bs( 5 VI)+BV =w+q
—
V*(ﬁs«l_p)k"g.uv}'f’ﬁsﬁvl* LB = wtg
N
V*(ﬁs((l—P)k+ﬂv5)+5/3v+ﬁsﬁvl*) T
Donc
vt 6(w +q) V1),

(Bs((1 = p)k+ ) + 8By + BsBul*)
La premiere équation de (2.4) donne :
A+(1—p)kV* — (Us+6)S*—B,S*I" =0

En remplagant S* dans cette équation, on obtient

1—p)k+u,+BI"_, 1—p)k+u,+B 1", .
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Puisque V* dépend de I*, on peut réécrire cette derniere équation sous la forme :

Gy =0 2.7)
avec
6(r) = A+ [(1 - py— B RLNC PRy
ona
G(0) = A+V*(0) [(1—p)k_(us+5)<1—l)—;k+uv
— A [(ﬁs((l_‘i})ﬂ;:z)%m)} {us(l —P)k;r(lis—FB)lJv}

(W +q)(ps(1 = p)k+ (Us + ) w))
(Bs((1 —p)k+ ) +6pBy)

- (-3

Ainsi, puisque G est continue, G(0) > 0 car Z > 1 et , lim G(I*) = —oo, on conclut
**>+°o
donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe au moins I* > 0 véri-

fiant le probleme (2.7).

— A—

Pour vérifier ’unicité de cette solution, il suffit de démontrer que la fonction G est
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strictement monotone sur ]Ri. On calcul donc sa dérivée :

/[ % 5(.UI+Q)[3BV2
G = B pkrm By opp L Pk
_(us+5+ﬁsl*)((1—p)k+uv+ﬁvl*)]_ S +q)
5 [Bs((l_p)k+uv+ﬁvl*)+6[3v]

Bs((1—p)k+ b+ Bol*) + By (s + 6 + BsI”)
0

(M +q)BsPu[8(1 = p)k — (s + 8 + BT*) (1 = p)k + ity + Bul*)]
[Bs((1=p)k+ o+ BuT*) + 6 By]?

_(.ul‘f‘CI)[ﬁS((l _p)k+uv+ﬁvl*)+Bv(.us+6+ﬁsl*)]
[ﬁS((l _p)k+“v+ﬁvl*)+6ﬁv]

- _[ﬁs((l_P)kfilj—gﬁvl*)+3ﬁv]2[ﬁsﬁv(1 )k+[3 ((1— )k—}—‘uv-}-ﬁvj*>

+0By[Bs((1 —p)k+ oy + Bul ™) + By (s + 6 + BsI)]] <0

Cela implique que G est strictement décroissante sur R .

Conclusion : Si Z > 1, alors le probleme (2.7) possede une unique solution positive.

2.5 Stabilité locale des équilibres : Approche de linéa-

risation

Dans cette section, nous présentons 1I’étude de la stabilité locale des équilibres du
systeme (2.1) par I’approche classique de linéarisation. Bien que la méthode des fonc-
tions de Lyapunov (développée dans la section suivante) permette d’obtenir des résul-
tats plus généraux, la linéarisation reste une alternative incontournable et systématique
lorsque la construction d’une fonction de Lyapunov s’avere complexe ou impossible.

La matrice jacobienne associée au systeme est donnée par :

—(us+8) — Byl (1-p)k —BsS
J(S,V,I) = ) ~(1—=p)k—, — BuI 4
ﬁsl Bv ﬁsS'i'Bv _<.UI+Q)
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2.5.1 Equilibre trivial

Théoreme 2.5.1. Si %y < 1, alors I’équilibre sans maladie (DFE) EY est localement

asymptotiquement stable.

Preuve. Supposons que %y < 1. La matrice Jacobienne au point E® = (5%, v 1°)

devient
_(.uv+5) (1 —p)k _BSSO
Jpo = 6 —(1=p)k—p —B,V°
0 0 BSSO+BVVO — (U +q)
On pose

D(A) := det(Jgo — Aly)

Les valeurs propres sont obtenues en résolvant 1’équation caractéristique :

D(A) =0
—(us+6) -2 (I—p)k —B,S°
D(A) = 5 —(-pk—m-2 BV
0 0 ﬁsSO +ﬁvvo - (“I +Q) —A

D) = (BS+ BV~ (sr+) )| (~ (ks +8) = A)(~ (1= p)k—p, — A) = (1= p)k3|
= (A+ ()1 =) |22+ A+ 5+ (1= p)k+ i)

(s + 8)((1 = p)e+ ) = (1= p )]

= AP AP+ 8+ (1= p)k+ ) + 2 (1 + 8)((1— p)k+ 1) — (1 - p)kS)
22 (s + ) (1 — o) — Aty +q)(1 — Bo) (s + 8 + (1 plk+ )
(i +q) (1~ o) (s + 8) (1 — p)k + ) — (1 — p)k)

En simplifiant, nous obtenons une équation de la forme :

D(;L) = l3+a1/12+a27t +asz
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Avec
ai = Mg+ 6+ (1 —p)k+ o+ (11 +q)(1 — %)

ay = (Us+ 6+ (1 —p)k+ w,) (U +q) (1 — Zo) + Wsply + ks

= (HI+Q)(1 _%0) (usuv+k“s)

Comme Zy < lona:a; >0,ajay—az > 0etaz > 0. Ainsi, toutes les conditions du
critere de Routh—Hurwitz sont satisfaites. Par conséquent, 1’équilibre sans maladie E°

est localement asymptotiquement stable.

2.5.2 Equilibre endémique

Théoreme 2.5.2. Si %y > 1, alors I’équilibre endémique E* est localement asympto-

tiquement stable.

Preuve. Supposons que %y > 1. La matrice Jacobienne au point E* = (§*,V*,I*) de-

vient
—(s+6) — BsI” (I—p)k —BsS”
Jer = o —(1=p)k—w, =B~ —Bv*
BsI* B 0

Pour étudier la stabilité locale de cet I’équilibre on calcul le polyndme caractéristique :

det (Jg- — Ay) =

_<.us+5)—BsI*—)L (l—p)k _ﬁsS
— 5 (== =B —A —B,V* | =0
BsI* B.I* —A

= (~(us+8) =B = V)AL= p)k+ oy + Bl +2A) + BTV

_k(l _p)[_k5 ""BVBEV*I*] _BSS* [513\}1* +le*((1 _p)k""“v
+B I +2)] =
= A= A1 —p)k+py+ BI* + Bl + (s + )]

MBI + (s + 8)) (1= p)k + o + BI*) + BTV
_ﬁvzl*V*(ﬁsl* +(Us+6))+Ad(1—p)k— ﬁSﬁvzl*V*(l —p)k
AT ESTT(1— p)k oty + ) — 2SS T =0
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Apres simplification, 1’équation caractéristique peut s’écrire sous la forme suivante :
A+ bAZ+ oA +b3=0
avec
by = (1—p)k+py+ Bl + Bl + s+
by = (B + ps) (1 — p )+ o + Bl ™) S by + BT 6 +ﬁs25*l*
by = BRIV (BI" + 11s8) k(1 — p) BTV + B2S* I (1 - pYk+ o+ Bl ) + By B2S°T*

On remarque que b; > 0 et b3 > 0. De plus, on peux démontrer facilement que b1b; —
bz >0 car %y > 1.
Conclusion : D’apres critere de Routh—Hurwitz le point d’équilibre E* = (S*,V* I*)

est localement asymptotiquement stable.

2.6 Stabilité locale et globale des équilibres : Méthode

directe de Lyapunov

2.6.1 Equilibre trivial

Dans cette section, nous employons la méthode directe de Lyapunov a I’aide des
fonctions appropriées. Cette approche permet d’étudier directement, et de maniere uni-
fiée, la stabilité locale et globale des équilibres du systeme (2.1) sans avoir a passer par
I’étape de linéarisation.

Théoreme 2.6.1. Si % < 1, alors I’équilibre sans maladie (DFE) E° est globalement

asymptotiquement stable.

Remarque 1. Pour que la fonction de Lyapunov soit bien définie, il doit exister des
constantes strictement positives cy,cy > 0 telles que :

V(t
—~>c et Q >cp, pourtout ¢ >0.
S0 Vo

Cela garantit que les termes logarithmiques restent mathématiquement valides.

Preuve. On considere la fonction de Lyapunov suivante :

S 1%
W(t)=85—5"—5"m <E) +V—-v2—vOn (W) +1.
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On peut calculer la dérivée de

S
Wi(t) =8—5"—5"In (SO)

On obtient ,

.

(A+(1 —p)kV— (.Lls+6)S_BsSI)

—
|

I
/\\/?/_\
Y ta|% vl
N— " N

(—(1—p)kVO + (s + 8)S° + (1 — p)kV — S — 5S — B,SI)

= (1—-p)k(V-Vv? (1—%) — (S — 5 (1—%) —5(5—59 (1—S—0

~pst(i9)

(1 k(v V) (1 _S?O> —us(S_SSO)Z —5(5—5%) (1 - S—SO)

—  BeSI+ B,SI.

Maintenant, pour
Vv
Wa(t) ==V -V —vlIn (W)

Ona

|
<.

[e—
|
—
=2
%)

—(L=p)kV —wV = BVI)

(88— 88°+688°— (1—p)kV —w,V — B,VI)

I
<[= <|<o <= <%

N— —

(8(S—8%)+(1—p)kVO+ VO + (1 —p)kV — vV — BVI)

( ‘;0> (S-S +(1—p)kv° (1 — ‘%) (1 — VVO)

0
+ uVO (1—1) <1—V—> —BVI+—-B,V°I

I
S /\/?\/\/_\

,_.
|

Vo Vv

5)
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Ainsi, la dérivée de Wi () := I(¢) est donnée par
W3 (1) :=1(r) = BoSI + BV I — (i +q)1

Finalement, puisque W'(r) = W/ () +W;(t) + W;(¢), nous avons

i () (1-5) (-5 - 5)
o E)09)(-D)6)

-~

=B,

V0 ( (1 — %) (1 — VVO) ) — BySI + BoS°T — BV I+ B VI + B,SI

ﬁvVI - (.ui + Q)I

Développons I’expression B; comme suit :

a0 (3)(-9)+(-5) ()

S sO 5 yos yo0
= 680(——+1+1——+——1——+—)

S0 s 50 VSO Ty
SS9 1_S_O_V_OS V_O
B S vso v
O vos yO0
= (1-p)kV°4+u V) (1 -=——4+—
(=) (1-5 - T3+ )

La substitution dans W’(r) donne :

wio = wE i |(55-1) (1-5)+ (1-3) (1-%)

[ J/
-~

=B

A P
S VSO y
+ uvvoKl—l) (1—V—0)+1—S—O—V—%+V—O]
V0 v S VSO
. -/ 2

+ BV +BiS’l — (i +q)!

=B,
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Maintenant, calculons les termes B;, B3 et By

v vs° S0 ve v 0 vis vo
B, = (1-p)kVO | - ——— — 14+ = 4l——— — 41+l —-— —— 4 —
2 = (1=p) (VO R A 2 VA VSo+V)
vs®  vos
= (1-phV'(2—=———)<0
(1=p) ( Vs VSO)_
Comme%bz 2ab,0nposea:%etb:é:“f—gAinsi,Z—a—bSO.
v Sy S0 Vo v SO yos yo
By = 0 -1 l—— — — 14l -+ —
: ’ (VO svo T T Ty T T T Ty Ty V)
v s vos
= wVO(3-——=— — ] <
Vo s vso
Comme %b” > v/abc, on prenda:%,b:% etc:“j—osg. Cela implique que 3 —

a—b—c<0.

By = BVOI+BSI—(ui+q)l
BsSO + B,V° )
= i+q1<——1
(i+) Hi+q
= (W+QI(Ry—1)<0 car Z<l1

Par conséquent,
W'(t) <0.

La fonction W est définie positive (Goh, 1989)[19], son seul minimum est le point
E? = (5°,v9)0).

A présent, W'(t) = 0 implique que S = S° , V = VY et IV = 0. Donc I’ensemble inva-
riant vérifiant W'(z) = 0 contient seulement E°. D’apres le principe de Lasalle E© est

globalement asymptotiquement stable si Zy < 1.

2.6.2 Equilibre endémique

Théoreme 2.6.2. Si Zy > 1, alors I’équilibre endémique E* est globalement asymp-

totiquement stable.

Remarque 2. Pour que la fonction de Lyapunov soit bien définie, il doit exister des
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constantes strictement positives cy,c2,c3 > 0 telles que :

S(t Vit I(t
()ch et ()Zcz et (1)
S* % I*

>c3, pourtout ¢>0.

Cela garantit que les termes logarithmiques restent mathématiquement valides.

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

uozﬂn—v—fm(%g)+vm—vw4ﬂm($9)+Mg_ﬁ_ﬁm(%9)

On peut calculer la dérivée de

Li(t):=S(t)— S — S*In <Sét))

On obtient,

Li(t) = (1- N

1— 88— BuS* T — (1— p)kV* + (1 — p)kV — S — 88 — BsSI)

(UsS™ —
s(l—g) (5" )+5(1—S§) (s*—5)+[3s(1—%*) (ST — 81)
.

+ (1-pk (1—§) (V—V*)

(S—85)?  (S—5%)° S* SI
= —u ~8 S (1-2) (1-
% 5 thS S ST

*

+o(—p)k (1—%) V-V

(%)

_ (1_?*) (A+ (1= p)kV — sS — 8S — BsSI)
(-5)
u

Maintenant, pour

maw:vw—v&4ﬂm<%g)
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)3 DIRECTE DE LYAPUNOV

ona

o - (1-%)v
_ (1 VV*)((SS (1—p)kV —w,V —BVI)
_ (1 VV*)(é 8S* + 885 S— (1—p)kV — w,V — B,VI)
_ (I—VV*) (8(S=8)+(1=p)kV* +uV*+ BV I = (1 —p)kV —w,V — B,VI)
— 6(1—7*)(S—S*)+(1—p)k(V*—V)(1—V7*)+Hv(V*—V)(1_V7*)
<o (i-%)

~ 5 (1—‘/7*) (S—5)+(1—p)k(V* —V) (1_"7*) _uV(V_V—V*)Z

VI Vv
v BV (1_V*I*)( _7>

Ainsi, la dérivée de

p—

est donnée par

P
|
~.

Ly(t) =
(BeSI+ BV — (ui+q)I)

1—— ) (BsSI+BVI— ST — V)

I
/\/_\/\
~|'§g ~|'7g ~| 3

N S—

*

— B, ( _ 7) (SI—S*I*) + B, (1 — %) (VI-V*'I)

I S1 1 I VI 1
o (17) (s ) rovr (05) (v )
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Finalement, puisque L = L; + L, + L3, on obtient
v = ST 6=V e (1S (12
- TR S s S ST
S* i} V* i
+ (1-p)k 1—§ (V-V*4$§ 1—7 (S—5%)
v (V—-V*)? VI v
1—p)k(VF=V)[1—— ) —pp—— 2 4 BV [ 1— 1—
v aepn v (1= ) S gy (1) (148

N\ (S 1 r Vi 1
11— — —— Vi (11—~ ——
RS ( 1)(5*1* 1*)+ﬁv ( 1)(\/*1* I*

On simplifie maintenant

_qg*)2 AV *
L'(t) = —m%wﬁ(——(‘g SS) +<1—V7> (S—S*))

)

+ (I=pk ((1 - %) (V=V)+ V-V (1 — %)) YY) _VV*)Z

o ((mw) (3 )+ (7) (o7 7))

TR 1
Le développent du deuxieme terme de I/ donne -
A = 5(-%%1—"5) (s-s*))
)
G0 (-R)C)

— 55*(—£+1+1——+S£—1 s )

o s Vs v
S* Vs V¥
= 55*(1—§_V5* 7>
= (1=-p)kV*+uwV*+BVI) (I_S_;_\‘i;f V_*>
_ (l_p)kv*(l_%_“;str\‘//*)+uv*<1—5§*_1‘;;§
+ BV (I—SE*‘&E*V%)

v
%

v)
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En remplagant A| par cette expression dans L' (), on obtient :

§—5*)?
L/(t) — _us%
S* Vv Vv V* S* v v
l—p)kV*((1—— ) ——1 I—— ) (1—— l——— —
e (0-5) ) (o) 09) - 5 )
Ay
% Vv* A AN T
= —=—-1)(1-— l——— —
e (e )v) Sy
—As
VI Vv* I vi 1 S* v v
Vir((l—— | 1—-— l—— | ——— 1——— —
+ B (( V*I*)( V)+( 1)(\/*1* I*)+ S Vs v)
A4
I SI 1 S* SI
e (0-7) i) (%) 0 osr)
—As
On développe a présent chaque terme :
Vv A v v AR AN S
Ay = (1- ———1- — 4l ——+14+1——— —
2 = (I=phv (v* R 7 V)
SV V*s
= (1—p)kV*(2-— — <0
(1=p) ( % VS*)_

Comme%bz 2ab,onposea:%etb:l—HAinsi,2—a—b§O.

a  VS§*

et

V*
v

S*

)

\% v S* Vs
Ay = Vo[- 1l -1 -2
3T (V*++ v TS s
Vs v 5
— wvi(3-22-L 2 )<
Ho ( Vs v S)_
Comme “2+¢ > V/abc, on prend a = L5 , b= % et ¢ = 5. Cela implique que 3 —
a—b—c<0.
V* Vi 1 VI 1 \%
Ay = BV (1-2 - - I I R
¢ = b ( vV vE T TvrE v T

v § V'S
<0
v 5§ V§)

S

V§*

Vs v
Vv
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et
S 1 S ST s 1
As = BST I
s = BS (S*I* oy T T r S+I*)
S s
= BST(2—-=—-2) <o.
s ( S* S>—
Par conséquent,on trouve
L'(t)<0

La fonction L est définie positive son seul minimum est le point E* = (S*,V* I*).
Comme auparavant L'(z) = 0 implique que S = §* , V = V* et I = I'". Donc le plus
grand ensemble invariant M est réduit a 1’équilibre E*. D’apres le principe de Lasalle

E* est globalement asymptotiquement stable si %y > 1.

2.7 Simulation numérique

Dans cette section, nous validons numériquement les résultats théoriques établis
précédemment concernant la stabilité globale des équilibres. Les valeurs des para-
metres démographiques et épidémiologiques utilisées pour ces simulations sont syn-
thétisées dans le Tableau 2.2.

TABLE 2.2: Valeurs des parametres utilisées pour les simulations numériques.

Parametre | Valeur | Interprétation biologique
A 10 Flux constant de recrutement
k 0.01 | Taux de perte de la protection vaccinale
p 0.95 | Probabilité de re-vaccination immédiate
o 0.05 | Taux de vaccination des susceptibles
Us 0.02 | Taux de mortalité naturelle des susceptibles
Wy 0.02 | Taux de mortalité naturelle des vaccinés
Wi 0.03 | Taux de mortalité naturelle des infectés
q 0.2 Taux de guérison des infectés

Pour I’ensemble de ces simulations, les profils temporels des populations sont éva-
lués a partir des conditions initiales suivantes, représentant une population ou la mala-

die est initialement introduite :
§(0) =200, V(0)=100, 1(0)=50

Nous explorons ci-dessous les deux scénarios épidémiologiques fondamentaux dic-

tés par la valeur du taux de reproduction de base .
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2.7.1 Scénario 1 : Eradication de la maladie (<1

Dans le premier cas, illustré par la Figure 2.2, nous choisisons les taux de trans-
mission des individus susceptibles et vaccinés respectivement égaux a S = 0.0003
et B, = 0.0002. Le calcul explicite du taux de reproduction de base donne un indice
Ho=10.575 < 1.

Comme le montre graphiquement la Figure 2.2, 1a densité de la population infectée
I(r) s’éteint rapidement et converge vers zéro. Parallelement, les compartiments des
individus sains S(¢) et vaccinés V (¢) se stabilisent vers leurs valeurs stationnaires de
I’équilibre sans maladie (DFE). Cette simulation confirme numériquement le résultat
de stabilité asymptotique globale de 1’équilibre sans maladie lorsque le seuil épidé-

mique reste inférieur a 1’unité.

300 | Ve [ st} SuscEPtibles| |
4 W(t) Vaccinés
— (1) Infectes

Fopulation
]
3
-
1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Temps

FIGURE 2.2: Evolution temporelle des compartiments S(¢), V(z) et I(¢) illustrant la
stabilité globale de 1’équilibre sans maladie lorsque %, = 0.575 < 1.

2.7.2 Scénario 2 : Persistance de la maladie (%, > 1)

Dans le second cas, présenté dans la Figure 2.3, nous augmentons I’intensité des
contacts infectieux en fixant B; = 0.0008 et B, = 0.0007. Cette configuration conduit
a un taux de reproduction de base supérieur au seuil critique, avec Zy = 1.662 > 1.

L’observation des trajectoires temporelles montre que la maladie ne s’éteint pas.
Apres une phase de fluctuations initiales induite par I'introduction des infectés, la
courbe rouge I(¢) se maintient & un niveau strictement positif. Les trois comparti-

ments du systéme finissent par converger vers un €tat stationnaire permanent stable.
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Cette persistance confirme visuellement le théoréme de stabilité asymptotique globale
de I’équilibre endémique positif, prouvant que la vaccination imparfaite s’avere ici

insuffisante pour éradiquer la transmission en raison d’un taux de contact trop élevé.

250

¥ il N —m——

g

Fopulation

—_
=
(=]

— (1) Susceptibles
Wit} Vaccinés
— (1) Infectes

0

0 50 100 150 200 250 300
Temps

FIGURE 2.3: Evolution temporelle des compartiments S(¢), V(¢) et I(¢) illustrant la
convergence et la stabilité globale de 1’équilibre endémique lorsque Zy = 1.662 > 1.



34

2.7. SIMULATION NUMERIQUE




Chapitre 3

Modele de vaccination imparfaite

structuré en age

3.1 Introduction

Pour capturer I’hétérogénéité épidémiologique liée au temps, nous introduisons
dans ce chapitre la structure en age. Contrairement au modele homogene par EDO,
les densités de population dépendent désormais du temps ¢ et de la variable d’age a.
Il convient de souligner qu’ici, 1’Age ne représente pas 1’age biologique global des
individus, mais plutot la période passée (le temps de résidence) au sein de chaque
compartiment spécifique : I’age de susceptibilité pour la classe s, I’age de vaccination

(durée depuis I’injection) pour la classe v, et I’dge d’infection pour la classe i.

La dynamique de transmission de la maladie, sous 1’effet d’une vaccination impar-

faite, est modélisée par le systeme d’équations aux dérivées partielles (EDP) hyperbo-

35
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liques suivant :

( ds(t,a) ds(t,a)

5 =~ (tsla) + 8(a)s(t,a) — Bula)s(r.a)I ().
M) | D) () 4 k{a)v(e.) ~ Bula)v(r. ) (),
o) D) () + (@il >0, a>0,

5(1,0) = A+ (1 —p)/oook(a)v(t,a)da,
W(£,0) = /O " S(a)s(t,a)da+p /0 " k(a)v(t,a)da,
i(6,0) = (1) | (Ba)s(t.) + Bula)v(t.a)da

RGE /0 " 6(a)i(t,a)da.

3.1

Avec des conditions initiales :
S(Oa ) = §() S LL(R—F)a V(O,') = ﬁ() < LL(R—F)a l(O,) = l_() S LL(R—F)

Les variables d’état s(¢,a), v(t,a) et i(t,a) représentent respectivement les densités
de populations des individus susceptibles, vaccinés et infectés au temps ¢ et selon leur
age respectif a.

De la méme maniere que pour le modele EDO, la dynamique de la classe des individus
rétablis structurés par age, notée r(t,a), est omise de I’étude du systeme (3.1). En effet,
aucune des autres équations ne dépend de la variable r(¢,a). Cette variable se découple
donc completement du reste du systeme et son évolution peut étre déterminée de ma-
niere indépendante apres la résolution du systeme réduit.
Le mécanisme de transfert entre ces compartiments ainsi que I’impact de la perte d’im-
munité sont illustrés par le diagramme de flux présenté dans la Figure 3.1.
L’interprétation biologique détaillée de 1’ensemble des variables, des fonctions

d’age et des parametres du modele est synthétisée dans le Tableau 3.1.

3.2 Préliminaires

Nous supposons que :

(Hy) Tous les parameétres mentionnés dans le modele (3.1) sont positifs. Nous suppo-
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FIGURE 3.1: Diagramme du flux du systeme (3.1).

sons également que LU, ty, li,q, 60 € LT (RT)\ {0z=}. De plus
M:= min{ess inf {ug(a)},ess inf {y,(a)},ess inf {u,-(a)}} > 0.
a€R+ LIER+ a€R+

(H,) &,k, Bs et B, sont des fonctions positives, bornées et lipschitziennes sur R, avec
BBy € L'(RT)NL=(RY).

De plus, nous fixons I’espace fonctionnel associé au systeme (3.1)
X, =L (R)LL (R7) L] (BY).
qui est le cone positif de
X:=L"(R")L'(RY)L' (RY),
muni de la norme

H(s(t,.),v(t,.),i(t,.))||X:/Ooo|s(t,a)|da+/ow]v(t,a)|da—|—/0°o|i(t,a)|da.
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TABLE 3.1: Interprétation biologique des variables, fonctions et parametres du modele

EDP.
Composante Interprétation biologique
s(t,a) Densité des individus susceptibles au temps ¢ selon leur age de
susceptibilité a.
v(t,a) Densité des individus vaccinés au temps ¢ selon leur age de vac-

cination a.

i(t,a)

Densité des individus infectés au temps ¢ selon leur age d’infec-
tion a.

Force totale d’infection (ou charge infectieuse globale) au sein de
la population.

Flux constant de recrutement (nouveaux arrivants) dans la classe
des susceptibles a 1’age a = 0.

Taux de mortalité dépendants de 1’age passé dans chaque compar-
timent.

o(a) Taux de vaccination dépendant de 1’age de susceptibilité.
k(a) Taux de perte de la protection vaccinale dépendant de 1’age de
vaccination.
p Probabilité pour un individu perdant son immunité d’étre immé-

diatement réinjecté dans le processus de re-vaccination (a 1’age de
vaccination a = 0).

Taux de transmission de la maladie dépendants respectivement de
I’age de susceptibilité et de 1’age de vaccination.

0(a) Taux d’infectiosité spécifique d’un individu infecté en fonction de
son age d’infection.
q(a) Taux de guérison (ou de retrait) des individus infectés en fonction

de leur age d’infection.

3.3 Equation intégrale de Volterra

Par la méthode des caractéristiques [40], le systeme d’EDP (3.1) peut étre exprimé

sous forme d’équation intégrale de Volterra de la maniere suivante :

s(t,a) =

[y(t,a) =exp {—/Oaﬁs(G)J(t—i- G)dd} ,

s(t —a,0)mg(a)ls(t —a,a), t>a>0,

(3.2)
75 (a)ls(r—a,a)

E(a - t) wg(a—1)s(t—a,a—t)’

a>t>0,

ns<a>:exp{— A (us(0)+3(6)>d6},
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v(t —a,0)m,(a)l,(t —a,a), t>a>0,

v(t,a) = (3.3)
Pa—1)gapied o a>1>0,
Ou
I,(1,a) :exp{—/ Bu(0)(t + G)dc} , 7,(a) = exp {_/ (1 (0) +k(c))d6} .
0 0
On a aussi
i(t—a,0)mi(a), t>a>0,
i(t,a) = (3.4)
f(a—t)n%‘i)t), a>t>0,
avece

(@) = exp{— [ wto) +q<o>>do}.

Preuve. Nous considérons le probleme suivant

ds(t,a) N ds(t,a)

= —(us(a)+96(a))s(t,a) — Bs(a)s(t,a)J(t), t>0 a>0,

ot da
5(1,0) :A+(1—p)/ k(a)v(,a)da, t>0,
0
3.5
avec la condition initiale
5(0,.) =35(.) 3.6)

Supposons que s(t,a) soit une solution du probleme (3.5)—(3.6), suffisamment régu-
liere; les courbes caractéristiques associées a 1’équation (3.5) sont alors les droites

définies par a —t = ¢, oli ¢ est une constante. Soient ¢ € R et
Ye(t) :==s(t,t +¢) t >t
avec
te = max{0,—c}.

La fonction Y, est appelée fonction de cohorte associée a I’age c; elle permet de suivre
au cours du temps les individus qui avaient initialement 1’age c. A partir du systéme

(3.5) on obtient alors :
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. s(t+ht+c+h)—s(t,t+c)
= lim
dt h—0+ h
= Ds(t,t+c)

= —(Us(t+c)+8(t+c)+Bs(t +)J(1))s(t,1 +c)
= —(Us(t+c)+8(t+c)+Bs(t+c)J(0)Ye(r), 1>t

On a obtenu une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 pour résoudre facilement

posons Y, :=Y.(t) .quelque soitt > t. ona:

dy,
— =~ + ) +8(1+ )+ Bt + ) ()Y,
Ce qui implique pour Y, # 0

e = )+ 8+ )+Bule+ (1),

En intégrant cette équation

/YCY;(:)) dWN = - /t t(us (N+c¢)+8(N+c)+ Bs(N+c)J(N))dN,

[lnN]ggc)) = — /t lt(‘us(N—f- ¢)+6(N+c)+Bs(N+c)J(N))dN,

_ —/tt(us(N—l—c) +8(N+¢)+ By(N +c)J(N))aN,

Finalement

Folt) = (1) exp{— [ (B(N+)+ B(N+0) + B (N +)I(N))aN},
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nous considérons le changement de variable 0 = N + ¢, on a

t+c
Ye(t) = Ye(tc) exp{— . (1s(o) +6(0) + Bs(0)J (0 —c))do},
te+c
Sil’on pose ¢ = a—t avec a < t alors t. = max{0; —c} = —c, et

Ye(r) = Ye(—c) exp{—/()t+c(us(6)+5(G)+ﬁs(6)J(6—6))d0}, 1> —c

la substitution de Y,(¢) par s(t,a) donne
t+c
s(t.a) = st—c.0)expi= [ (1(0)+5(0)+B(0)I(0—c)do},
— (i —a,0) exp{—/oa(/.LS(O') +8(0) 4+ By (0)(0+i—a)ds), a<t

En utilisant I’expression de s(t,0) dans le systeme (3.5) , on obtient que, pour tout a <

t,ona

s(t.@)=(A+(1-p) | K(o)(t—a.0)d0)exp{~ [ (s(0)+5(0) + By(0)J(0-+1~a))do),

Pour simplifier, on note

[s(t,a) = exp{—/()aﬁs(G)J(t+G)dG},

et

7,(a) =exp{— I (us(6>+5(6))d6},

et donc devient
s(t,a)=(A+(1—p) /Oook(G)v(t —a,0)da)n(a)l4(t —a,a), (3.7)

Par contre, si I’on pose ¢ = a —t avec a >t il suit que 7. = max{0;—c} = 0, ce qui

donne

Ye(t) = Y(0) eXP{—/CHC(Ns(G) +6(0)+Bs(0)J(0—c))do},  1>0
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En utilisant la condition initiale, on arrive a
a
s(t,a) = §(a— t)exp{—/ (us(0)+ (o) + Bs(o)J(oc+t—a))do}, a>t>0
a—t

On en déduit que

mty(a)['s(t — a,a)
m(a—1)Ts(t —a,a—1t)’

s(t,a) =5(a—t) a>t>0 (3.8)

Combinant les formules (3.8) , (3.7) on obtient

s(t—a,0)my(a)ls(t —a,a), t>a>0,
s(tya) =

_ 7ty (a)[s(t—a,a)
Sla—1) zti=aay 42120,

En appliquant la méme procédure sur les problemes

( Jv(t,a) 8v(t a)

= —(w(a) +k(a))v(t,a) — Bu(a)v(t,a)J(t), t>0, a>0,

ot
v(t,0) / O(a tada+p/ Ww(t,a)da, t >0,
[ V(0.
O bitna) dilr.a) |
SO T - (@ +g@)ila), >0, a0,
i(1,0)=J(1) | (B(a)s(t.a) +Bla)(t,))da, t>0,
| i(0,)=1()

On obtient les formules (3.3),(3.4).

3.4 Existence et unicité des solutions

Théoreme 3.4.1. Soit xo = (5(-),v(-),i(:)) € X+ Alors, il existe une solution unique et
positive (s(-), e [c([0,T],L'( Rﬂ)] pour le systeme (3.1).

Preuve. Afin de surmonter la non-linéarité quadratique globale du terme de trans-
mission et d’assurer le caractere globalement lipschitzien nécessaire a 1’application

du principe de contraction de Banach, nous introduisons la fonction de troncature
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F :R — R* définie par :

X, six < Cp,
F(x) = (3.9)
CF, six>Cp

ou Cr > 0 est une constante de saturation fixée arbitrairement grande. La fonction F

est visiblement de classe 1-Lipschitzienne sur R.

Pour tout 7 > 0, nous définissons 1’espace de Banach X muni de sa norme de

produit L' par :
- 3 ) .
X:=[C(o, 7], L' ® D], Nsvillg = sl + vl + 1l

Considérons alors le probleme auxiliaire tronqué suivant :

(ds(t,a) Js(t,a)

5 = (i) + 8(a)s(r.a) — u(a)s(t,a)F (J(1)),
avgt, 9 avg;a) = —((a) +k(a))v(t,a) = By(a)v(t,a)F(J (1)),
aig;a) N 81';261) = —(wi(a) +q(a))i(t,a),

5(1,0) = A+ (1 —p)/oook(a)v(t,a)da,

v(£,0) :/Ow5(a)s(t,a)da+p/0mk(a)v(t,a)da,

i(r,0) = F(J(f))/(:° (Bs(a)F (s(t,a)) + Bu(a)F (v(t,a))) da,
/1) = /0 " 0(a)i(t,a) da.

Par intégration le long des lignes de caractéristiques, le systeme tronqué (3.4) se re-
formule sous la forme d’un probleéme de point fixe (s, v,i)T = QF(s,v,i). Nous construi-

sons la suite des approximations successives de Picard définie par

(Sn+1’vn+17l-n+1)T — QF(Sn,Vn, l-n)

Pour prouver la convergence, estimons la différence entre deux itérations consécu-
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tives dans X :

||<Sn+2—Sn+1,vn+2—vn+l,in+2—in+1)||)~( _ /°°|Sn+2_sn+1|da+/°°|vn+2_vn+l|da
0 0
+ / ]i"+2—i"+1]da
0

En s’inspirant des techniques de majoration par caractéristiques détaillées dans la

theése [22], ’estimation globale de la différence se résume directement a

||(Sn+2_sn+1 vn+2_vn+l in-i—2_in-i-1)||)Z < T_C*||(Sn+1 _Sn,vn—i-l _ in-i—l _in)HX

) ) b

En choisissant 7 > 0 suffisamment petit tel que
g=T-C* <1,

1’opérateur Q est une contraction stricte sur 1’espace de Banach X. En vertu du Théo-
reme du point fixe de Banach, la suite de Picard converge vers une solution unique
locale du systeme tronqué (3.4). Par extension successive sur les intervalles [T,2T7],
[2T,3T]....etc, cette solution unique est globale sur RT. Enfin, on choisit la constante
de troncature Cr appropriée pour avoir F(J) =J, F(s) = s et F(v) = v, ce qui prouve
que la solution du probleme tronqué (3.4) est I'unique solution exacte du systeme
d’EDP structuré d’origine (3.1).

3.5 Semi-flot

Considérons le semi-flot continu ®(z,xy) = P, (x) défini par D, (xg) = (s(z,.),v(¢,.),i(t,.))

our € RT, xp € Xy, et (s,v,i) est une solution du systeéme (3.1) Définissons I’ensemble

o] o] o] A
Ey = {(s,v,i) €X+:/ s(t,a)da.+/ v(t,a)da—l—/ i(t,a)da < —}.
0 0 0 M

Nous énoncons a présent quelques propriétés de I’ensemble £, ainsi que du semi-flot

{®:(x0) };er+ dans la proposition suivante

Proposition 3.5.1. Soit ®, le semi-flot associé au systeme, alors on a les propriétés
suivantes

(i) {®(x0)},cr+ est un point dissipatif. De plus, Eyy attire tous les points dans X

(ii) {DP;(x0)}icr+ € Ep pour toutt >0 et xg € Eyy.
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Preuve. Nous démontrons successivement les affirmations suivantes

propriété (i) On rappelle que P; est dit dissipatif s’il existe un sous-ensemble B C X
qui attire toutes les trajectoires de X, . Nous cherchons donc un tel ensemble B et nous
montrerons qu’il s’identifie a ’ensemble Ey; Soit &, (xg) = (s(z,.),v(z,.),i(t,.)), pour
tout 7 € R" et xo € X4, ot (,v,i) est solution du systeme (3.1),

Ainsi,
H(s(t,.),v(t,.),i(t,.))HX:/Ooos(t,a)da-l—/ooov(t,a)da-l-/owi(t,a)da.

La méthode employée consiste a dériver I’expression précédente par rapport a t , mais,
afin d’éviter de dériver directement la norme

On note

N(t) = /Ooos(t,a)da—l—/Omv(t,a)da—i—/omi(t,a)da.

d d [~ d [~ d [~

—N(t) = — t,a)da+ — t,a)da+ — (t,a)da.

dt () dt/() S(7a) a+dt/0\ V(,a) a_{—dt/()\ l(?a) a
Il reste a exprimer chaque terme explicitement.

1-Estimation de % Jo s(t,a)da : En utilisant (3.2), on a:

/Ooos(l,a)da _ /OIS(t’a)da‘f‘/le(t,a)da.

! e my(a)Ts(t —a,a)
= t—a,0)m(a)ly(t —a,a)d —t B ’ da.
/Os( a,0)ms(a)ls(t — a,a) a—l—/t S(a )ns(a—t)l“s(t—a,a—t) a
Considérons le changement de variable @ = — a dans la premiere intégrale et @ =a —t
pour la deuxieme, on obtient
o0 ! © _ m(t+a)ls(—a,t+a)
st,ada:/sd,On't—dF d,t—dd(i+/sd - e da.
|| sttada= [ s@om(-ara —ada+ | 5@ oo
En dérivant par rapport a t.
d [~ d [t _ e od e wm(t+a)Ts(—d,t+a)
— t,a)da=— 0)ms(t —a)l's(a,t —a)da+— da.
dt/o s(t,a)da dt/o 5(a,0)my(t —a)ls(a,t —a) a—i—dt/o 5(a) @ (—a.d) a
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Ce qui implique,

d o t d d ; Fs —~,t q)
—/ s(t,a)da:s(t,0)+/ 5(8,0) 1y (t— )Ty (a1 —a da+/ 10 ~) (<ar+a)
dt Jo 0 dt )

Apres un simple calcul,on obtient

C r(t— @@ —a) = (o~ @) +3(t ~ @Bt ~ @) () (o A1~ a).

Etona

= —(ug(@—1)+8(a—r1)By(a—1)J(t))

Apres substitution de ces deux quantités dans 1I’équation (3.10) et en appliquant les
changements de variables a = ¢t — d au deuxieme terme et a =t + & au troisieme terme,

il vient :

%/Oms(t,a)da = s(tvo)—/Ots(f—avo)(“S(a)+5(“)+Bs(a)f(f))ﬂs(a)rs(t,a)da

- [ Sa=nula)+ () + Bs(a)J(t))ns(Zs_(C;;E‘g:ZaZ)_t) i
Ainsi, on a
%/Ooos(t,a)da: _/()w(“s(a)+5( ))s(t,a)da—J(t / Bs(a)s(t,a)da+s(t,0).
(3.11)

A partir de cette derniere expression et des hypotheses mentionnées ci-dessus (on a

M := min {ess infer, {Us(a)}, essinfyer, {10 (a)}, essinf,cr, {/,Li(a)}} > 0) conduit
a

%/Ows(t,a)da < —ess inf {Hs(a)}/ws(t,a)da—/0006(61)5(; a)da

_ /[ss zada+A+(1—p)/O°°k(a)v(t,a)da

—M/O s(t,a da—/()wS(a)s(t,a)da—J(t)/oooﬁs(a)s(t,a)da

+ A+(1—p)/0°°k(a)v(t a)da

IA

2-Estimation de % Jo v(t,a)da : Selon le méme procédé que pour la premiere esti-
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mation et en utilisant (3.3) il ressort que

d oo
E/o v(t,a)da

3-Estimation de

tient

d o]
E/o i(t,a)da

— [ la) + k(@) ~ (@l (0)v(t,a)da++(2,0)

=~ [ (@ +k@) - B@I@)(ta)da+ [ 6(a

b o [ Havaa

—ess inf {u(@) / (t,a)da— / By (a)J(1)v(t,a)da

- (1—p)/0 kavt,ada+/ §(a)s(t,a)da

< —M/ (t,a)da—J(t /ﬁv v(t,a)da—(1—p /k da
+ [ sla)ste,a)da

% Jo i(t,a)da : De maniere parallele et en recourant a (3.4) on ob-

IN

=~ | @)+ a(@)ite.a)da+ir,0)
—essalenf+{u,( )}/Oooi(t,a)da—/qu(a)i(t,a)da—I—J(t) /Oooﬁs(a)s

+ / By(a)v(t,a)da
—M/O i(t,a a’a—/o q(a)i(t,a)da+J(t) /Omﬁs(a)s(t,a)da

I /0 " Bu(a)v(t, a)da

IN

IN

En regroupant les estimations antérieures, il en résulte 1’inégalité suivante.

d oo
E/o s(t,a)da

ce qui équivaut a

+d/ tada+d/ (t,a)d

< A- M[/ (tada+/ tada+/ (t,a)da) — /q(a)i(t,a)da
0 0
< A—M[/ s(t,a) da+/ v(t,a da+/ i(t,a)dal
0 0 0
d

EN(t)gA—MN(t), t>0.

(t,a)da
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Pour ¢ > 0, on peut réécrire de la maniere suivante

d
EN(I) +MN(t) <A

En multipliant 1’inégalité précédente par le facteur intégrant e’ en intégrant sur (0,t),

apres un simple calcul, on obtient

A A
N < = +e™M(NO) - = t>0. 3.12
Remarquons que
limsupN(r) < A
1msu —
t—>+°°p M

En conclusion, il existe un ensemble B = [£); qui attire tous les points de X .
propriété (ii) : Pour démontrer que L’ensemble E,; est positivement invariant nous
appliquons ici les mémes raisonnements que ceux employés précédemment pour pro-
priété (i) et soit N(0) € E,; alors

N(0) <

<>

D’apres (3.12) on trouve

A
N(t) < —
(<3

ce qui implique que N(r) € Eys pour tout > 0.

3.6 Attracteur global compact

Nous abordons a présent 1’étude de la compacité asymptotique du systeme. La pro-
position énoncée ci-dessous jouera un role essentiel dans la démonstration de I’exis-

tence d’un attracteur compact global.
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Considérons les fonctions suivantes

S5(t) = /0 " 5(0)s(t, 0)do,

Ig(r) = /O " B(0)s(t,0)do.

Proposition 3.6.1. Les fonctions Vi, S et Ig sont Lipschitzienne sur RY.

Preuve. Pour 42 >0, on a

Vet +h) —Vi(t) = /O “k(6)W(t +h,0)do — /0 “k(o)W(t,0)do,
h ) oo
= / k(G)v(t+h,G)dG+/ k(o)v(t+h, G)dG—/ k(o)v(t,o)do
0 h 0
= /Ohk(G)v(l‘—f-h—G,O)Fv(l‘—}-h—G,G)?TV(G)dG—f—/hook(G)v(t—f—h, o)do
_ /0 “k(o)(1,0)do.
On a v(1,0) = /0 " 5(0)s(t,0)do +p /0 “k(o)W(t,0)do,

[16]]e-A
M

[IKl|e-A
M

puisque / 5(0)s(1,0)do < et p / k(G)v(t,0)do < p
0 0
et (t,a)m,(a) < 1 on obtient

Viet +h) = Ve(t)] - < ||k||o<>h(||5||oo+P||/<||oo)1%Jr/0 k(o +h)v(t+h,0+h)do

- /0 " k(o)(t, 0)do.

Déterminons la quantité v(r +h,c + h) :
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Sit > o, en utilisant (3.3) on obtient

v(it+h,o+h) = vit+h—(oc+h),0)m(c+h)I(t+h—(c+h),0+h)

= v(it—0,0)r,(c+h)I,(t—0,0+h)

- S a R a o

oc+hl(t—0c,0+h)
r, (o), (t—0o,0)

= (o)™

Sit < o, selon (3.3)

m(c+h)I(t+h—(c+h),c+h)

v(t+h,o+h) = V(G+h_(f+h))7rv(g+h_(z+h))1“v(t+h—(0+h)»0+h—(H‘h))

, m(c+h),(t—0,0+h)
m(oc—t)I(t—0,0—t)

ng(c+nI,(t—0,0+h)
n,(o)(t—0,0)

Dans les deux situations, on aboutit au résultat suivant

m(c+h),(t—0,0+h)
m,(o)l,(t—0,0)

v(it+h,oc+h)= v(t,0).
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Par conséquent, nous avons

Fu+m =G0 < R(18]1e-+ I}y + [ ko BT

v(t,0)do

_ /Omk(c)v(t,s)dc

< ||k||wh(||5,|w+p||k||w)%+/0°°|k(6+h)e—.fé’”(uv(é)+5(§)+ﬁv(§)f(t—6+€)d§)
— k(o)|v(t,0)do,

< IIkllooh(||5Hoo+p||klloo)%+/Om|k(0+h)—k(G)\v(t,ff)dG

n /O k(o +h)|e 7 M BHSEBEI-0+0)dE) 1 |y(1 5)do,

< HkHooh(H5Hoo+kaHoo)%+/0°°|k(0+h)—k(G)\V(w)do'

L /""k(c ) (1 — e Ml 8 HIB11014/)) ¢ 5 g,
0

Puisque k est L-Lipschitzienne et e /(I /=181l 1Boll=l1€14/M) > 1 _ b |11, | |oo 4 || 8] oo +
[1Bv]]|61|A/M).Alors
Vie(t +h) — Vi (¢)| < Dh,

ol D = [[[k[[oo([181]eo + p1IKl[eo) 4 [[[K[ oo ([ | 1tu]eo +[18]]eo + [ Bo] |- |€]|A /M) + LA/ M.

Par un raisonnement analogue, on établit que les fonctions Sg(r) et Ig(t) sont elles

aussi lipschitziennes.

Théoréme 3.6.1. Le semi-flot {®;(xo) },;cr+ engendré par le systeme (3.1) est asymp-
totiquement smooth (asymptotiquement régulier). De plus, ®;(xo) a un attracteur com-

pact B restreint a X . De plus, B attire tous les ensembles bornés de X ..

Preuve. La premiere étape consiste a démontrer que le semi-flot engendré par (3.1)
est asymptotiquement régulier .Nous divisons le semi-flot ®;(x) en deux parties de la

maniére suivante : ®;(xq) = D, (xo) + P, (xo) avec

o~

@ (XO) = (x(tv')ay(ta')’z(tf)) et &)t (yO) = ()?(l‘,‘),i(l‘,‘),f(t,')),
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ol
0, t>a>0; 0, t>a>0
(t,a) = y(t.a) = ,
s(t,a), a>t>0 v(t,a), a>t>0
0, t>a>0;
z(t,a) = )
i(t,a), a>t>0
et
s(t,a), t>a>0; v(t,a), t>a>0
x(t,a) := y(t,a) = :
0, a>t>0 0, a>t>0

i(t,a), t>a>0,

0, a>t>0,

Pour démontrer que le semi-flot ®;(xg) est asymptotiquement régulier tous d’abord il
faut vérifier que il existe une fonction continue U : RTR™ — R telle que U(r,€) — 0
quand ¢ — oo et H&D, (x0) ||X < U(t,e) si ||xo|ly < € (voir la propriété (i) du théo-
reme(1.3.2)).

Remplagons les formules (3.2), (3.3) et (3.4) dans les expressions de X,y et z

(

0 t>a>0,
x(t,a) =
_ my(a)s(t—a,a)
| Sla—1) s@nri—aa: 42120
0 t>a>0,
y(t,a) =
_ my(a)ly(t—a,a)
| M@= aan 42120,
0 t>a>0,
2t a) =
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Calculons ||<f>t (x0) | > Nous obtenons
HCTJI (xO)HX:/O x(t,a)da—i—/o y(t,a)da—i—/o z(t,a)da

y(a)Ty(t —a,a)

[ my(a)ls(t —a,a)
_/t S(a_t)ns(a—t)r (t—a,a—t da+/

nous considérons le changement de variable n =a —t, on a

d
t)Fv(t —a,a—t) “

© Tt +n)ls(— nt+n Iv(=n,t+n)
Hq)f X0 HX /0 5(n) 7 (n)Cs(—n n+/ r,(-n,7n) d
©>_  m(t+mn)
+/0 i) mi(n) an,
r+1
_/ { / (us(o)+5(c)+/35(G)J(G—n))d6}dn
+ [ vmesn{~ [ (w(0) +4(0) + B0V (o - m)do fan

+/0°°z<n)exp{ /Hn ))dc}dn
dn)

<o ([“stman+ [ stman+ [T

Alors

|®@: (x0) ||y SU(t,e) avec U(t,e)=gee ™,

on conclut que }Lm U(t,e) =0.
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Par suite il reste vérifie que pour t > 0 , @, (xo) est completement continue (la pro-
priété (ii) du théoreme(1.3.2))

¢

s(t —a,0)my(a)ls(t —a,a), t>a>0

x(tya) =
L 0, a>t>0
[ v(t—a,0)m,(a)T(t —a,a), t>a>0

y(t,a) =
( 0, a>1>0

i(t—a,0)m(a), t>a>0,
z(t,a) ==

Pour 4 € (0,7) on a

1) t
/ |)Z(t,a+h)—5c'(t7a)|da:/ is(t,a+h) —s(t,a)|da,
0 0
t—h
:/ I5(t —a—h,0)75(a+ W)Ts(t —a—h,a+h)
0

t
—s(t —a,0)ms(a)Ts(t,a)|da+ |s(t — a,0)ms(a)ls(2,a)|da.
t—h
quand 2 — 0 on a le dernier terme converge vers z€ro.

ce qui implique que

/Ow ])E(t,a+h)—)E(t,a)]da:/Ot|s(t,a+h)—s(t,a)|da,

t—h
:/ I5(t —a— h,0)y(a+)Ts(t —a— hya+ h)
0

—s(t —a,0)ms(a)Ts(t,a)|da
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Recherchons une estimation de cette derniere. Pour cela, posons

L = [27"s(t—a—h,0)m(a+h)Ts(t —a—h,a+h) —s(t — a,0)m(a)Ty(t,a)|da
. /Or—h}(AJr(l—p)v-k(t—a—h))ns(a+h)rs(z—a—h,a+h)

— (A+(1=p)i(t —a))m(a)Ts(t — a,a)|da,

IN

t—h
/ Alm(a+ Tyt —a—h,a+h) — 1(@)Ty(t — a,a)|da
0
t—h
—|—/ (1=p)|o(t —a—h) — v (t — a)|w(a+h)Ts(t —a—h,a+h)da
0

t—h
+/ (1- )7t — a)|m(a+ W)yt — a—h,a+h) — m(@)(t — a,a)|da,
0

IN

/ot_h (A+(1=p)¥(t—a))|m(a+h)s(t —a—h,a+h) — 7(a)ly(t — a,a)|da

t—h
—|—/ (1=p)|o(t —a—h) =t —a)|m(a+ h)Ts(t —a—h,a+h)da.
0

Comme W (¢) < ||k||A/M et 7g(a+h)Ts(t —a—h,a+h) < e M pour tout t > 0 et
a > 0 donc

I, < (A+(1—p)HkaA/M)/Ot_h!ns(a+h)rs(t—a—h,a+h)—ns(a)Fs(t—a,a)‘da

+ (1—-p) /Ot_h |k (t —a—h) — (1 —a)‘e*M“da.
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Il s’agit maintenant d’estimer chaque terme.

t—h t—h

/ |m(a+ Wyt —a—ha+h) — m(a)rs(t—a,a)}dag/ | (a+h) — my(a)|

0 0
[s(t—a—h,a+h)da

t—h
4 /O 7,(a)|Ts(t —a—h,a+h) = Ty(t —a,a) da,

IA

/Olh‘irs(a+h)—7rs(a)|da

t—h
+ / ITs(t —a—h,a+h) —T(t —a,a)|da.
0

Il reste enfin a démontrer que, lorsque h tend vers zéro, les deux derniers termes
convergent effectivement vers zéro.

La fonction 7 étant décroissante, alors

t—h t—h
/0 |7(a+h) — my(a)|da = /0 (m(a) — my(a+h))da,
t—h t
= /0 ns(a)da—/h ns(a)da

= /Ot_h ns(a)da—/ht ns(a)da+/oh n's(a)da—/oh wty(a)da

t

- /Oh ns(a)da—/t ny(a)da,

—h

h
< / my(a)da < h.
0
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De maniere analogue, on a

t—h
0

t—h
= / ITg(t —a—h,a+h) —Ty(t —a,a)+Ty(t —a,a+h)
0

- Fs(t—a,a+h)}da

IA

t—h
/ ‘Fs(t—a,a—}—h)—Fs(t—a,a)|da
0

t—h
t / ITg(t —a—h,a+h) —Ty(t —a,a+h)|da
0

En ce qui concerne le premier terme, nous obtenons

t—h

/Ot—h|l“s(t—a,a+h) - Fs(t—a,a)|da:/0 (Ts(t —a,a) —Ty(t —a,a+h))da

t—h

t—h
= / l—‘s(t—a,a)da—/ O(t —a,a+h)da
0

0

t—h t
= Fs(t—a,a)da—/ Iy(t—a,a)da
0 h

t—h t h
= Fs(t—a,a)da—/ Fs(t—a,a)da—}—/ ['\(t—a,a)da
0 h 0

h
— / Is(t —a,a)da
0

h t
= / I(t—a,a)da— [s(t —a,a)da
t—h

0

h
< Is(t—a,a)da<h
0
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Pour le deuxiéme terme, nous avons
t—h t—h a
/ ITs(t—a—h,a+h)—Ty(t —a,a+h)|da = / le” 0" Br(a) i —ah2)dz
0 0

— e €+hﬁs(z)1(tfa+z)dz’da

_ / o o~ e sBilmt-rat i (m)dm
0

— e ,tj;[ﬁy(m—t—i-a)l(m)dm‘da

Ce terme s’annule lorsque & — 0, étant donné que f est Lipschitzienne (voir Prélimi-
naires ) .

Le premier terme de I, vérifie I’inégalité suivante :

(A—I—(l—p)HkaA/M)/Ot_h}ﬂs(a + WIs(t—a—h,a+h) —n(a)ls(t —a,a)|da

< 2h(A+(1—p)||k]|A/M). (3.13)

Estimons le deuxiéme terme de I,

(1—p)/olh|\7k(f—a—h)—\7k(t—a)‘eMada < (1—p)%h(1_e—M(t—h)),
< (1- )%h.

(3.14)
Finalement, d’apres (3.13) et (3.14),

/Ow [X(t,a+h) = (t,a)|da < (2(A+(1 —p)|[k||A/M) + (1 —p)%)h.

De maniere analogue, on établit qu’il existe une constante C > 0 telle que
| Bta+m ~5(t.a)lda < ch,
0

et
/ Z(t,a+h) — 2(t,a)| da < Ch.
0
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3.7 'Trajectoires totales

Proposition 3.7.1. Pour tout t € R et a > 0, le systeme définissant les trajectoires

totales du modele (3.1) est le suivant :
( 5(t,a) = s(t —a,0)7y(a)Ty(t —a,a),
[y(t,a) =exp {—/ Bs(o)J(t+ G)da} ,
0
v(t,a) =v(t —a,0)m,(a)l,(t —a,a),
(3.15)

T)(t,a) :exp{—/oaﬁv(o)J(tJrG)dG},

i(1,a) = i(t — a,0)m(a),

| () = /0 " 6(a)i(t,a)da,

ou 5(t,0), v(t,0) et i(¢,0) sont définies dans (3.1).

Preuve. Soit ¢ une trajectoire totale, c’est-a-dire une fonction satisfaisant
O(t+r) =®(t,¢(r)) pour tout r € R et pour tout > 0. Fixons a présent un r € R
choisi de maniere arbitraire.

Nous introduisons a présent la notation suivante.
Ti(t,a) =Tt +ra);  J(1) =J(t+r);

se(t,a) =s(t+ra); v.(t,a)=v(t+ra); i(t,a)=i(t+ra)

Par conséquent, les conditions initiales

Donc par la définition du semi-flot on a

O(r+1) = (se(t,.),vr(t,.),0r(t,.)) = D(t,0(r)) = P(2, (s(r,.), v(r,.),i(r,.)))
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D’apres les équations (3.2), (3.3) et (3.4)

s(t+r—a,o)m(a)l's(t+r—a,a), t>a>0,

se(t,a) = s(t+ra) =
Ty(@)Ty (14 r—a.0)
wy(a—t)Ls(t+r—a,a—t)’

s(ra—t) a>t>0

Y

v(it+r—a,0)m,(a)ly(t+r—a,a), t>a>0,

ve(t,a) =v(t+ra) =
m ()l (t+r—a,a)
my(a—t)Ty(t+r—a,a—t)’

v(ra—t) a>t>0

Y

i(t+r—a,0)m(a), t>a>0,
ir(t,a) =i(t+ra)=

mi(a)

i(ra—t) D)

Considérons le changement de variable w =t 4-r ce qui implique que t = w — r Pour
w > r on obtient

s(w—a,o0)n;(a)ls(w—a,a), w—r>a,
s(w,a) =
my(a)s(w—a,a)
s(r, a—w+ I’) wg(a—w+r)Ts(w—a,a—w+r)? azw-—r,
v(w—a,0)m,(a), w—r>a,
v(w,a) =
my(a)Ty(w—a,a)
V(I’, a—w+ r> my(a—w+r)Ly(w—a,a—w+r)? azw-r,
i(w—a,0)m(a), w—r>a,
i(w,a) = (3.16)
i(na—w++r) 7i(a) a>w-—r,
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Comme J,(t) = J(t + r) avec le méme changement de variable, nous avons

Substituons i(w,a) par les formules de (3.16)

7'L','(a)

————d
mi(a—w+r) .

J(w) = /()W"e(a)i(w—a,O)n'i(a)da-l—/v:re(a)i(r,a—w+r)

La propriété est vérifiée pour tout r € R et w > r. En laissant ensuite r tendre vers —oo

On en déduit que la propriété est valable pour tout € R et a > 0.

Lemme 3.7.1. Pour tout xo := (5(.),v(.),i(.)) € B,t € R et a > 0 nous avons

1)
o] oo oo. A
/0 s(t,a)da+/() v(t,a)da—l—/o i(t,a)da < U
(2) A
5(0) < 10]1 7
o A

3) liminf [ s(t,a)da > .
=)o |5 oo =[]0 + [ Bsl oo 6]]oo 37

(4) Pour toutt € R et a > 0 il existe des constantes positives c et ¢y telles que

s(t,a) > cim(a),
v(t,a) > comy(a),

Preuve. Tout d’abord, commencons par établir I’estimation (1).

On note . N N
N(t) ::/ s(t,a)da+/ v(t,a)da—l—/ i(t,a)da.
0 0 0

En dérivant par rapport a ¢, on obtient :

%N(I):%/O s(t,a)da+%/() v(t,a)da+%/() i(t,a)da.

Effectuons maintenant le calcul de chaque terme.

Nous avons

/Ooos(t,a)da = /Ooos(t —a,0)7y(a)Ts(t —a,a)da
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Nous considérons le changement de variable ¢ = ¢ — a, on obtient

/O s(t,a)da:/_ws(G,O)ns(t—G)Fs(o,t—o)dc

D’apres le théoreme de dérivation sous I’intégrale et la regle d’intégration de Leibniz,

ona
d

o 1 d
E/0 s(t,a)da:s(t,O)+/ms(6,0)a7rs(t—G)FS(G,I—G)dG

Calculons le terme %ﬂ:s(t —o)l(o,t—0):

%ns(t—c)l“s(c,t—ﬁ) =—(Us(t—0)+6(t—0)Bs(t—0)J(t))ns(t —0)s(0,t — O).
Revenons maintenant a la variable a =t — o
% /0 " (t,a)da=s(t,0)+ /0 " st —a,0)[— (s (@) + 8 (a) + Bs(a)J (1))]7s ()T (1, a)da

Sia>0onas(t,a) =s(t—a,0)n(a)s(t —a,a) donc

%/Ows(t,a)da _ s(t,O)—|—/Ows(t,a)[—(,us(a)—|—5(a)+ﬁs(a)](;))]da

- 0 [ Bl@s(t.a)da
—M/ tada—/ O(a)s(t,a)da—J(t /ﬁs s(t,a)da+A
+ (1-p) [ Kay(ra)da

IA

Pour les deux termes qui restent, on utilise la méme méthode.

%/Omv(t,a)da = v(t,0) +/oov (t,a)[—(ty(a) +k(a) — By(a)J(t))]da
= / o(a)s(t,a da+p/ ta)da—/w(uv(a)+k(a))v(;,a)da

+ t/ﬁvavta

< —M/ (t,a)da—J(t / By(a)v(t,a) da—(l—p)/oook(a)v(t,a)da

+ / O(a)s(t,a)d
0
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Ainsi, on a

% /Oooi(t,a)da — i(,0)— /Ooo(u,-(a)—i—q(a))i(t,a)da
< —M/Oooi(t,a)da—/()wq(a)i(t,a)da+J(t)/Oooﬁs(a)s(t,a)da
) /0 " Bu(a)v(t,a)da

Il en résulte que

d [~ d [~ d [~
E/O s(t,a)da + E/O v(t,a)da—f—E/O i(t,a)da

< A —M[/()oos(t,a)da+/()oov(t,a)da+/()wi(t,a)da]

C’est-a-dire 4
EN(t) <A—MN(t)

Considérons t > r avec r € R,
N'(t)+MN() <A (3.17)
On multiplie I’inégalité (3.17) par le facteur intégrant ¢~"). Nous obtenons

(N(t)eM(t—r))/ <AeM(t—r)

En intégrant entre (r,t), on obtient

N@)ME) —N(r) < =[eME7) 1]

<>

En multipliant 1’inégalité précédente par eM" :

A
N(Z)eMt S N(I")eMr-i- M[eMt _eMr

Lorsque r — —oo, il en résulte que

N(t) < teR.

<[>

Passons a la démonstration de I’estimation (2) :
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On a N
(1) = /0 6(a)i(t,a)da,

ce qui implique que

(o]

J(t) < /6] /0 i(t,a)da

Selon I’estimation (1) :

| >

/s(t,a)da+/ v(t,a)da+/ i(t,a)da <
0 0 0

Alors A
/ i(t,a)da < —.
0 M

Finalement, on obtient A
(1) < 16l

Estimation(3) : D’apres I’équation (3.11) nous avons
% /0 Ts(t,a)da = — /0 " (w(a) + 8(a))s(t,a)da—J (1) /O " By(a)s(t,a)da+A
+ (1 —p)/oook(a)v(t,a)a’a
_ /0 " ((a) + 8(a))s(t,a)da—J (1) /0 " By(a)s(t,a)da+A

A oo
> 4= (Il +13l+ B8]l ) [ st aida

v

D’apres la méthode de fluctuations (voir Proposition A.10 [36]) ,il existe une suite ()

telle que N N
tl}l_rgo A s(ty,a)da = lilrgglf A s(t,a)da = Se
et
lim i/ws(tn,a)da =0.
thn—eo dt Jo
Alors

A
02 A~ (It 811+ B 0]l 57 ) 5-
ce qui implique que

* A
litrgglf s(t,a)da > 5 oA
0 [ low + 118 |eo + [1Bs oo [ 6] |- 37

Nous passons maintenant a la démonstration de la Propriété (4) :
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Pour tout € Reta >0, ona
s(t,a) = s(t —a,0)ms(a)s(t — a,a)

et comme -
5(1,0) = A+ (1 —p)/o k(a)v(t,a)da
Alors N
s(tya)=(A+(1—p) /0 k(a)v(t —a,a)da)ms(a)ls(t —a,a)

Quand tous les termes sont positifs nous avons :
s(t,a) > Ang(a)Ts(t — a,a)

En substituant I's(f — a,a) par son expression
a
s(t,a) > Any(a) exp{— / By(G)J(t —a+ G)dc}
0

A
D’apres la Propriété (2) on a J(t) < HGHOOM Alors pour tout f € R,

s(t.a) erxp{ el [ ”Bs@dé}m(a). (3.18)

Finalement,

s(t,a) > c17,(a). avec ¢ :Aexp{—||9||oo%/0ml3s(§)d§}

De la méme maniere, on démontre qu’il existe une constante c; telle que

v(t,a) > cym,(a), Nous avons
v(t,a) =v(t —a,0)m,(a)l,(t —a,a), teR |, a>0

et
v(1,0) = /0 5(a)s(t,a)da+p /0 k(a)v(t,a)da
Alors

v(t,a) = (/0m5(a)S(t—a,a)da+p/0mk(a)v(t—a,a)da) (@)Dt —a,a),
( [ (@t —a,a)da) (@ —a.a)

v
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Selon (3.18) nous avons

/Ooo O(a)s(t —a,a)da > c; /Ooo O(a)ms(a)da

on peut alors écrire
v(t,a) > (cl /Ow S(a)ns(a)da) m,(a)exp { — /Oa By(o)J(t—a+ G)dc}

A
étant donné que I'on a J(¢) < ||6] \MM alors

0= (o [ S@miada) end 110l [*B(E)E (o

Alors pour tout ¢ € R il existe une constante positive

2= (e1 Jy 5(z)7ts(a)da)
exp{ — HGHOOA—/I fowﬁv(‘g')dﬁ} telles que v(t,a) > comy(a).

3.8 KEtats stationnaires-Taux de reproduction de base

3.8.1 Equilibre sans maladie

Théoreme 3.8.1. Le systeme (3.1) admet toujours un équilibre sans maladie Ey =

(so(a),vo(a),0), avec

50(0) =A+ (1 —p)vo(0) fo k(a)m,(a)da,

o) A [ 8(a)m(a)da

" 1 [ k(@)m(a)da((1—p) 5 8(a)m(a)da+p)’

V()(O)
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Preuve. L’équilibre Ey = (so(a),vo(a),0) satisfait le systéme suivant :

DD () +5(a)soa),
DG _ (s (a) + K(@)voa). a0,

(3.19)
50(0) =4+ (1=p) | Ka)v(a)da

vo(0) = /0 " S(a)s(a)da+p /0 " k(a)v(a)da,

qui admet les solutions :

Afin de déterminer les expressions de 50(0) et vo(0), on utilise les équations de (3.19),

on obtient donc

w(0) = [ h(@so(0)m(a)da+p [ k(a)o(0)m,(a)da
0 0

= (A—i— (1 —p)/omk(a)vo(a)da> /()w5(a)7ts(a)da+PV0(0) /Oook(a)”v(a)da

%}

_ <A+(1—a)v0(0) /0 mk(a)ﬂ?v(a)a’a) /0 " 8(a)my(a)da + pvo(0) /O k(a)m(a)da

qui est équivalent a

A [y 8(a)my(a)da

") k@ m ada((1—p) Jy (@ (a)da+p)’

on déduit que

(1-p) J§" k@) T (a)da [ 8(a)m,(a)da

s0(0) =A |1+ 1 — [5 k(a)m,(a)da((1—p) [y 8(a)ms(a)da+ p)
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Maintenant, on vérifie que vo(0) est strictement positif. Il suffit donc de montrer que le

dénominateur est strictement positif c’est-a-dire

/Oook(a)nv(a)da((l—p)/owg(a)ns(a)dwrp) -1

Nous avons

/Oook(a)ﬁv(a)da = /wk(a)exp{—/Oa(uv(G)Jrk(o))do}da

0
< Wk(a)exp{—/oak(c)dc}da

0

Ce qui implique que

[

/Owk(a)nv(a)da < —lexp{— /Oak(a)doHO,
= l—exp{—/owk(o)dc},

De méme, on a
/ §(a)my(a)da < 1
0
Alors

| Haymiada((1-p) [~ S(@m(a)da+p) < (1-p)+p =1
0 0

Ce qui implique
V0 (0) >0

3.8.2 Taux de reproduction de base
On peut définir le nombre de reproduction de base %y du modele (3.1) par :
o= | b@m(a)da [ (B(@so(a)+Bi(@ro(a)) da.

Notons que

Bo = T+ /O " 6(a)m(a)da /0 " Bu(a)vo(a)da.



CHAPITRE 3. MODELE DE VACCINATION IMPARFAITE STRUCTURE EN
AGE 69

N

ou
- /O 6(a)7(a)da /0 B.(a)so(a)da

est le nombre de reproduction de base du modele (1.1) dans [23] et ainsi,
z@o > z@o

Mathématiquement, cet écart provient directement de la sensibilité des vaccinés face
au virus, modélisée par le terme B, (a)v(t,a)J(t) dans le systeme (3.1), un terme tota-
lement absent dans le cas d’une vaccination parfaite.

Biologiquement, cette formulation montre que 1’imperfection du vaccin crée une
double vulnérabilité : d’une part, les vaccinés peuvent étre infectés a tout age via le
taux de contact f3,(a), et d’autre part, ils perdent leur immunité au cours du temps au
taux k(a), alimentant ainsi le flux des nouveau-nés susceptibles s(z,0). Epidémiolo-
giquement, la présence du réservoir actif f3,(a)vo(a) augmente le potentiel de trans-
missibilité globale et rehausse le seuil d’immunité collective. Pour la santé publique,
cela prouve qu’une forte couverture vaccinale initiale est insuffisante si le vaccin laisse
persister une susceptibilité résiduelle : il devient alors indispensable d’administrer des
doses de rappel pour minimiser la force d’infection chez les vaccinés et abaisser le %

sous le seuil critique de 1.

3.8.3 Equilibre endémique

Dans cette section, nous étudions I’existence d’un équilibre endémique positif pour

le modele (3.1) lorsque % > 1. Cet état stationnaire satisfait le systeme suivant :

(D () + 55" (@)~ Bl (@)
DD — (@) + @) (@) - @ @, a0,
T (i) +a(@)i* (@) a>0,
s(0)=A+(1—p) /0 " k(a)v* (a)da, (3.20)

v (0) = /O " 5(a)s* (@)da+p /0 " k(a)v* (a)da,
#(0) =7 [ (Bla)s’ (@) + Bl (@) da.
Jr = /0 6(a)i*(a)da,




70 3.8. ETATS STATIONNAIRES-TAUX DE REPRODUCTION DE BASE

La solution de (3.20) est donnée par

v¥(a) =v*(0)m,(a)e ™" Ji Pr(o)do 3.21)
i*(a) =i*(0)mi(a), a>0.

Théoréme 3.8.2. Si Zy > 1, Il existe un unique équilibre positif noté E* = (s*(a),v*(a),i*(a)).

Preuve. A partir des équations (3.20) et (3.21) nous avons

v (0) = s°(0) /0 " (a)m(@)e " B9 4q 1 5y*(0) /0 k(@) (a)e 7 i B(0)ao 4
= <A+(1— p)v*(0) /O °°k(a)nv(a)e—f*fo“ﬁv<0>d<’da> /0 " 5(a)my(a)e ! i B(0)T 4
+ pv(0) /0 k(@) () T8 P00 g

il résulte que

B A [y 8(a)ms(a)e Jo B(0)do 4q
L= [ kla)m (@) [EB(©)40da (1 - p) 5 8(a)my(a)e " i B(Moda+ p)
(3.22)
Ensuite, supposons que i*(0) > 0. En utilisant I’expression de J* dans (3.20). On a

v'(0)

10) =7 [ (B@)s" (@) + Bla) (@) da,

ce qui implique que
#(0)= [ 0@ (@da | (B(a)s"(a) + B (a) da.
En utilisant les expressions de s*(a), v*(a) et i*(0) donnée dans (3.21), on obtient
"(0)=1"(0) [ s(@m(@da |~ (Bla)s Omfa)e " B 1B @)y O)ma)e " IP) da,

en divisant la derniére expression par i*(0), on en déduit que

1= [ o@m(ada [ (Bla)s' (O)m(a)e BB 4 B (a)y* 0)m, (@)e 79147 da
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A partir de ’expression de s*(0) dans (3.20), nous avons

1= é/ooo (Bs(a) (A +(1 —p)l}v*(O)) ﬂs(a)e_i*( 0)8B,(a —|—[3v( w0 )nv(a)e—i*(o)eﬁv(a)> da.

(3.23)
avec _
l}::/ k(a)m,(a)e Jo B (o)do gy
0
Bsv(a) == 0 Bsyv(o)do,
6.— / 6(a)7(a)da
0
En remplagant maintenant v*(0) par son expression (3.22).
1= 8 aB(@m@e O
0
+ 0 [7(1-pp@m@e OB [“iam @ OB+ @m0
Al (a)e"(08B(a)
I§ 8@ (a)e da .

1= J5" k(@) (@) O9B9da (1 - p) [57 8(a)my(a)e " 9B da-+p)
=: G(i"(0)).
Pour simplifier les notations, on pose G(x) = G (x) + G2 (x) avec
_ /O " ABy(a)my(a)e 0P g

Go(x) = 6 /Ow ((1 —p)Bs(a)m(a)e 0P /O wk(a)?tv(a)e"éﬁV(")daJrﬁv(a)nv(a)ex9ﬁv(a)>

A fy 8(a)my(a)e P9 da i
1— [ k(a)m,(a)e™ *0B.(a)g ((1—P)f(;O5(a)ns(a)e—XéBs(a)da+p>

La dérivée de G est exprimée par : ol
G'(x) = G (x) + Gy(x)

G, (x _—9/ ABy(a) (@) Bo(@)e @ dq < 0
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Et

Gy(x) = -8 / 6(1— p)Bs(a)my(a) Bs(a)e 0Pl / k(@) (a)e—PP @) 4g

+ 6(1—p)Bi(a)my(a)e 0Bl fk() ()ﬁV(a)eﬂéBV(a)da"'éBV(a)EV(a)BV(a)ei

A Sy 8(a)m (@e P da
L= J5 K@)m(a)e P da (1 - p) J;"(a)ms(a)e 9P dat p)

da

(1-p)B(a)ma)e ) [ K (a)e P ) )P
(1= J5° k(@) (a)e 0P (@da( (1-p) [5* 8 (a)m,(a)e+OPs@da+p))

A8(1-p) (J5* 8(a)my(a)By(a)e P9 da

£ Jy s(@mla)e B da( 7 ka)m (@B (@e P W da) (1= p) fi7 6(a)m(@)e 0P

< 0

Ce qui implique que G'(x) < 0 sur (0,%0). Alors la fonction G est décroissante. De

plus, on a G(0) = % et lirJrrl G(x) = 0. On déduit que le probleme (3.23) possede une
X—>+o0

unique solution positive si Zy > 1.

3.9 Stabilité globale des équilibres

Avant d’étudier la stabilité globale des équilibres, nous présentons le lemme suivant

afin de simplifier le calcul de la dérivée de la fonction de Lyapunov.

Lemme 3.9.1. Soient (s1,v1,i1) et (s3,v2,i2) deux solutions positives des trajectoires
totales pourt € Reta > 0.

— [Totn (209 o W= [ ot (1D,

[ oo

Posons

éﬁv(a))

da+p)>
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Oit ¢,¢’ € L'(R*) et H est une fonction continument différentiable .Alors
d 51(,0) /°° , s1(t,a)
—Wi(t) = 0)H H d
) = o020+ [Coan (1 )

¢ () [ ometen (2o oo

et
i = oo () [ H( )
- (Jz — At )0 d(a)B(a) 7 H’(EEZDda (3.25)
De plus, on a
%Wi(t) = ¢(0)H(ZE§ 8;) -l-/ooo(])’(a)H(Zg Z;)da. (3.26)
et
S0 =00 1.0)+ [ (00) - (wl0) +a(a)ot@) )isr.a)da. 327

Preuve. Considérons le changement de variable suivant : @ =t —a et d’apres (3.15)

on a
d _ s1(t—a,0)T5(t —a,a)
EWS(I) N dt/ 9l (szt a,0)" %(t—a,a))da’
_d [ s1(a, 0T et — )
= e n (TR )

. Sl(l‘,O)
B ¢(°)H(sz<r,0> T
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posant a =t — @, , on obtient (3.24). De la méme facon, on prouve (3.25), (3.26) et
(3.27).

3.9.1 Equilibre sans maladie

Théoreme 3.9.1. Supposons que %y < 1. L’équilibre sans maladie E( est globalement

asymptotiquement stable dans X .

Lemme 3.9.2. Pour tout xo € X;,a > 0ett € R,, il existe des constantes strictement

positives hy, hy et hs telles que

> hy, > ha,

Preuve. Considérons la fonction H(x) = x —In(x) — 1 et on définit la fonction de Lya-
punov suivante :

s(t,a)

W(t) = /Owso(a)H< SE)(Cl) )da—f—/ow ¢2(a)i(t,a)da+/Ooovo(a)H(‘;E)t(’j)))da,

avec

(@@ =1~ [ (Bl@so(@)+Blanla)da [ 6(c)m(0)do,

Remarquons que I’on a ¢,(a) > 0 si Zy < 1. On a pour la dérivée de ¢, .

9:(a) — (ui(a) +g(a))¢2(a) = —6(a) /Ooo (Bs(a)so(a) + By(a)vo(a))da  (3.28)

Soit ¢ (r) = (s(z,.),v(t,.),i(t,.)) une trajectoire totale dans B. On calcule la dérivée de

Wi (9) = Wi0) = | °°H(S<t’“))so<a>da, Wa(9(1)) = Walt) = i da(a)i(t,a)da,

so(a)

et W(0(0) = Wa0) = Iy vfatt 25 )

En appliquant le Lemme (3.9.1), on obtient

Wi(t) = sO(O)H(i(;(vg))>—1—/00056(61)H(%)da

+ J(t)/Owso(a)ﬁs(a)s(t’a)H'(S(t’a))da

so(a)
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, 1
Etant donné que H'(x) = 1 — —, on obtient
x

W) = so<o>H(if)’<’§))) - [ () +6<a>)so<a>H(if)’(’j;)da

/[3 s(t,a)da+J(t) /[35 a)so(a

La dérivée de W;(t) (d’apres (3.27)) :

Wi = i.0000)+ [ (64a) - (1) + uta)en(a) )it a)da
= i0,0)~I0) 7 (Badsola) + Bulavola)da,

= 90 [ (Bl@s(t.a)+ B@pv(t.a)da—I(0) [ (Blasola)+Bu(a)wo(a)) da.

La dérivée de W5 (t) : (d’apres (3.25))

Wi(t) = vo(a)H(v(t’O))—|—/O°°v6(a)H(v(t’a))da

vo(0) vo(a)
+ J(1) / ) vo(a)ﬁv(a)‘:}itgaa; H' (iot(’;l) )da
Comme H'(x) =1— )16 Alors
wie) = w0 () = [ (1) k@) Jolatt (=)

/[)’v v(t,a)da+J(t /Bv a)vo(a)da

Comme W' = W] + W, 4+ Wj, on obtient

W) = s (250) - [ (w0 +5@ s (254 ) aa
+ sl (L) - [ (wi@-+4@ ) (2 ) da
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D’autre part, on a

(1) - o
< (1- p fo (a)vo(a)da f0°°k(a)v(a,t)da)
50(0) 50(0) Jo k(a)vo(a)da

I
T

(1=p) Jo" K(a)vo(a)da

(0) =1, alors

. A
Puis que H est convexe et () +

v(t,a)

50(0) Jo k(a)vo(a)da

0(0) —~ s0(0

D’apres I’inégalité de Jensen :
s(2,0) (1-p) [~ v(t,a) e
" ( 50(0) > : s0(0) /O " ( vo(a) ) k(a)vo(a)d

W, o(a)s(t,a)yda+p | k(a)v(t,a)da
HQ&3>H(° m@/ )’

o Jo k(a)vo(a) da
HC@®)<SA}KU+Um&k%MMM%J(° ol @ ).

k(a)v(t,a)da

B Jo 0(a)so(a)da [y 6(a)s(t,a)da [y k(a)vo(a)da [y
= H ( 00 Fd@so@da P w0) i ka)vo(a)da

Ji7 8(@)sola)da  J5*ka)vo(a)da

=1, on obtient
vo(0) v0(0)

Comme H est convexe et

oo Ma
oI5 Kav(a)da, kMWM@W@d)’

)
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Finalement,
wi < (-p) [ 8 (2D kamada [ (5@ s (20
+ [Cs@s@n (iitéc?))) da-p [ KamlaH (iﬁf{f;) “
- /O . (uv(a) +k(a))vo(“)H (VVSES)))‘Z“
< = (w0 Joton (S5 oo [t (57 )
< 0.

SiW'(¢) =0alors s(t,a) = so(a) et v(t,a) = vo(a), pour tout 7 € R et a > 0. En utilisant

la premigre équation du systeme (3.1) , on obtient J(¢) = 0, pour toutz € R .

Alors le plus grand ensemble invariant vérifiant W/(r) = O contient seulement Ey =

(so(a),vo(a),0). Donc, si Zy < 1, 1’équilibre sans maladie E est globalement asymp-

totiquement stabl

3.9.2 Equilibre endémique

Persistance uniforme

Afin de garantir la bonne définition de la fonction de Lyapunov obtenue dans la

section suiv

ante, nous démontrons un résultat de persistance.

Pour xo = (5(a),v(a),i(a)) € X, on définit une fonction continue P : X, — R telle

que

On définit a

Ainsi, nous

P (x) = /0 " 6(a)i(a)da

insi les ensembles suivants :

X0 = {(s(a),v-(a)j(a)) €X,: /0 " 6(a)i(a)da > o}

0x0 = {(i(a),ﬁ(a),f(a)) € X4; /Oooe(a)f(a)da = 0} :

écrivons : X, = X%UdXP. On note aussi

Ly ={xp € 0x°: D, (x) € 8XO, pour tout 7 > 0}.
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Lemme 3.9.3. Le sous-ensemble X° est positivement invariant sous le semi-flot {®; (x0) };cr+-
De plus, I’équilibre sans maladie Eq est globalement asymptotiquement stable pour le

semi-flot {®;(xq) };er+ restreint a L;.

Preuve. Pour xo = (5(a),v(a),i(a)) € X°, on a

Selon (3.4), on obtient :

) = /9 )it —a,0)mi(a da+/ LIRS

mi(a—1)
[ : _ * mi(a+1)-
— /OQ(a)l(t—a,O)ﬂ,(a)da—i—/O 0(a+1t) (@) i(a)da
= [o@mn@i-a) [ (B(0)s(t—a.0)+ B0 —a,0))doda

ﬂij(:l(;t) i(a)da.
) ’ (3.29)

Pour xo € X, on a / 0(a)i(a)da > 0. A partir du Corollaire B.6 dans [36], on obtient
0

+ /OOOG(a—H)

J(t) > 0 pour tout ¢ > b, avec b > 0. On remarque qu’a ce moment J(¢) > 0 pour tout
¢t > 0. Dans le cas contraire, il existe 0 < #; < b tel que J(¢;) = 0 et J(z) > 0 pour tout
0 <t < 11, ce qui est en contradiction avec (3.29). Alors X" est positivement invariant.

Il reste a établir que I'unique équilibre dans Lj est Eqy et qu’il est globalement
asymptotiquement stable. Pour cela, supposons que xg € Ly, alors J(¢) = 0. Donc le

modele (3.1) devient :

( ds(t,a) N ds(t,a)
dt da

= —(us(a)+8(a))s(t,a), 1>0,

dv(t,a) n av(t,a)
ot da

= —(uy(a) +k(a))v(t,a), t>0, a>0,

(o)

$(1,0) =A+(1—a) /O k(a)v(t,a)da, £ >0,

v(t,0) /5 tach—OC/ k(a)v(t,a)da, t>0,
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qui posseéde un unique équilibre (so(a),vp(a)). Pour montrer qu’il est globalement
stable dans Ly, on applique les mémes arguments que dans la preuve du Théoreme

(3.9.1), mais dans la fonction de Lyapunov en prenant ¢;(a) = 0 pour tout a > 0.

Théoréme 3.9.2. Supposons que X%y > 1. Le semi-flot {®;(xq)},cr+ est uniformément
persistant par rapport a (X°,0X°). De plus, il existe un sous-ensemble compact By de

X© qui est un attracteur global pour {®;(x) };cr+ dans X°.

Preuve. Pour établir la persistance uniforme, il est nécessaire de vérifier les conditions
du Théoreme 3 dans [37]. Dans un premier temps, on observe que la fonction P consti-
tue une distance généralisée pour le semi-flot ®;, c’est-a-dire qu'on a P(P;(xp)) > 0
pour tout ¢ > 0 étant donné qu’on a P(xg) > 0 dés que xg € X° et P(xg) = 0 dés que
Xp € ax0.

(C1) @ possede un attracteur global B (d’apres le Théoreme (3.6.1)).

(C2) D’apres le Lemme (3.9.3), on a &;(X%) C X et (xq) = {Eo} pour tout xg € L, olt
(x0) est ’ensemble oméga-limite de I’orbite ¥ (xq) := U {®;(x0)}. Alors Ej est isolé
dans X . De plus, il n’y a pas de cycle dans Ly de {Ep} t\?é)rs {Ey}. Passons maintenant
a la démonstration du fait que :

W*(Eo) NP~ ((0,0)) =0,

ol W*(Ep) est la variété stable donnée par W*(Ey) = {xo €X;: tli_>m D, (xp) = Ey }

Par contradiction, supposons qu’il existe % := (5(0,a),%(0,a),i(0,a)) € X° tel que :

P, (X) — Eo, quand t —> oo, (3.30)

ot &, (%) = (5(t,a),v(t,a),i(t,a)). Alors :

/ |5(¢,a) — so(a)|da — 0, quand 7 — eo, (3.31)
0
et
/ 15(,a) — vo(a)|da — 0, quand 7 — oo, (3.32)
0
et .
/ |i(t,a)|da — 0, quand t — oo. (3.33)
0

Comme f3;, B, et 0 sont bornées, en multipliant (3.31) par | Bs(a)|, (3.32) par | B,(a)| et
(3.33) par |6(a)|, on obtient :

/0°° |Bs(a)s(t,a) — Bs(a)so(a)|da — 0, quand t — eo,
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/O°° |By(a)V(t,a) — By(a)vo(a)|da — 0, quand 1 — oo,

et
/ 16()i(t,a)|da — 0, quand 7 — oo,
0

c’est-a-dire :
J(t) — 0, quand 7 — oo.

Par la définition de la limite :

Pour tout € > 0, il existe un réel 7 > 0 tel que pour tout# > 7T, on a:

—e< /O " (Bo()3(t,a) — By(a)so(a))da < €

ce qui donne :

/ Bs(a)s(t,a)da >/ Bs(a)(so(a) — €)da. (3.34)
De méme, on a :
/ By(a)V(t,a)da >/ By(a)(vo(a) — €)da, (3.35)
etona:
J(t) <e.

En substituant (3.34) et (3.35) dans (3.1) et en utilisant le principe de comparaison, on
obtient :
i(t,a) <it,a), (3.36)

et

J(t) <J(t) <e

Ou i(t,a) vérifie le systéme suivant pour tout t > T :

( di(t,a) di(t,a) _ A
= + ST wi(a)+q(a) |i(t,a), t>T, a>0,

i(1,0) = ()/ (Bs(a)(so(a) =€) + Bi(a)(vo(a) —€))da, t>T,
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Etant donné que %, > 1, pour un € > 0 assez petit, il existe une constante o > 0

vérifiant :
/Om 0 (a)mi(a)e” *“da /Ooo <Bs(a) (so(a) —€)+ By(a)(vo(a) — g)) da—1.

On définit le probléme suivant :

Wi (a) = (uz(a) Fgla)+ ag)wi(a) ~BeB(a), a0,

(3.37)
Wi(0) =1,
ou
o= || (B (@)~ )+ Brla)nla) o) ) da.
Alors, le probleme (3.37) admet une unique solution bornée :
Wi(a) = Be /aw9(G)e—.ff(ui(n)+q(n)+ae)dndc. (3.38)

En multipliant (3.38) par i(¢,a), puis en intégrant sur (0,0) et en utilisant le Lemme
(3.9.1), on obtient :

~

% /O “iaWila)da = i(,0)Wi(0)+ /0 - (u/i/(a)—(yi(a)+q(a))uli(a>) i(t.a)da,

— 01,0)+ /O i1, a)Wia)da — i(1,0),

= ag/owf(t,a)Wi(a)da.

La solution est donnée par :

/ " it a)Wia)da = €% T) / T, a)Wi(a)da.
0 0

Alors,

oo

lim i(t,a)W;(a)da = +oo.

t—+o0 J(
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Par ailleurs, comme W est bornée et i(t,a) < i(t,a),ona:

/ i, a)Wi(a)da < / (1, a)Wi(a)da,
0 0
< Willo | i(t,)da,
0

ce qui contredit le fait que / i(t,a)da est uniformément bornée. Ainsi, W (Ep) N
0
P~1((0,00)) = 0.

Finalement, le semi-flot {®;(xo) };cr+ est uniformément persistant. D’apres le Théo-
réme 3.8 dans [32], il existe un ensemble compact B de X° qui est un attracteur global
pour {®; (xp) },cr+ dans X°.

Lemme 3.9.4. Pour tout xo € By, a > 0 et t € R, il existe des constantes positives q1,

q> et g3 telles que :

s(t,a) \;(*t(,ccll)) > 0. ilg(’j)) - o

Preuve. On a
s(t,a) s(t,a)

s*(a)  5*(0)my(a)e /" o Brlo)do

De méme
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Par ailleurs, on a

P(t —a)mi(a) Jy (Bs(a)s(t,a) + By(a)v(t,a))da
i*(0)7i(a) ’

_ Plt—a)mi(a) Jy (Bs(a)s(t,a) + By (a)v(t,a))da
i*(0)mi(a) Jy (Bs(a)s*(a) + Bu(a)v*(a))da

P(t —a)m(a) Jo" (Bs(a)s(t,a) + By(a)v(t,a))da
i*(0)mi(a) J5" (Bs(a)s* (0)s(a)e~"" 15 Bil@)do 1 B, (a)v*(0)m, (a)e~"" Ji P(0)10)da’

P(t—a) |5 (Bs(a)s(t,a) + Bi(a)v(t,a))da
i*(0) Jo (Bs(a)s*(0)7s(a) + By (a)v*(0)m(a))da

>

D’apres la propriété 4 du lemme (3.7.1) on a s(t,a) > ¢ 75(a) et v(t,a) > cpm,(a). Par

conséquence,
(t,a) P(t—a) < c1Jo Bs(@)ms(a)da+ca [y Bv(a)m(a)da )
i*(a) i*(0) *(0) Jo (Bs(a)ms(a)da+v*(0) fg~ Bu(a)m,(a))da
P(t—a c10+cr
SE0) ( 0)o v+ w)
_ P(t—a) 1o ¥4
REC) <s*<o>a+v Oy 5 <o>a+v*<o>y)
P(t—a) 1 1
O 0) | Y@ar 0y T Y 0er(0)y
c1o oy
P(t—a) 1 1
- i*(0) (S*C(IO) 4 V*C(QO)% + s*(O)% + VC(ZO)) >0
avece
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Stabilité globale

Théoreme 3.9.3. Supposons que %y > 1. L’équilibre endémique E* est globalement
asymptotiquement stable dans By C X°.

Preuve. On définit H(x) =x—In(x) — 1 et on définit la fonction de Lyapunov suivante :

R T e S (o e

2 0(s)i*(s)ds

avec (Ps(a): i*(O)’ ¢V(Cl>: i*(O)’ (Pi(a)_ fé”@(a)i*(a)da’ a>0
Remarquons que les fonctions ¢y, ¢, et ¢; Vérifiez les problemes suivants
{ 9(a) = —(us(a) + 8(a) +l3s(a)J*)j:Eg))’ t(a) = ~(w(a) +k(a) + Br(a)] *>§f§;
_5(0) _ 0
) — 0(a)i*(a)
{ ¢z( )_ ff@(a)i*(a)df
¢:i(0) =1

wio) = [ () ) odanta
Wi (¢t

i*
On établit les dérivées de Wi(t), W, (¢) et Wi(¢) : (En utilisant le Lemme (3.9.1))

Wi = oo (S0 )+ [Ta (2 ) eltwda-a0) [ Bl m (0
w0 [ pan@it e ()
0.(0) (ig(,g;) o[ (ig(v;l;) ol(a)da—J(0) [ B(@)dn(a) (iﬁ’(’a‘? - 1)
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et

et

L’addition de W/ (r) et W, (¢) donne

w0 = oo (S0 [ (D) ggaa o (1)
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En outre, nous avons

s*(a) v¥(a)

10 [ B0+ Blawi@)da =) [ (Bl@e] +Bla's
Iy

0 i
_J@) Jo (Bs(a)s™(a) + By(a)v*(a))da
J* fO (Bs(a)s*(a) + By(a)v*(a))d

da

Q

7 J) Blaata) +Blapnla)da = 3 g i e =
(g o (SCDN o @)Y S (Bla)s(e.a) +Bula)v(e.a) da
r (ﬁ“‘( st )(s*<a>>+ﬁv( 0 )(v*<a>)>" I (Bo(@)s* (@) & Pula)v* (@) da
et

(0 (I = (Byla)s(t,a) + By(a)v(t.a)) da
H(z‘*m)) - H(J* Je (Br(@)s* (@) + ﬁv(a)V*(a)da>
J0) J (Bla)s(t,a) + Bula)v(t,a)) da
7 (Bu(@)s (@) + Bula) (@) da
IO B@)s.a) + Bapa)da
7 @y (@) 1 plav @)da
Puisque W' () = W/ (¢) + W, (¢) + W/ (t).Donc
Wi = oo (S0 )+ [Ca (204 ) ot oo (M)

¥ (0)
+ <ﬁt5))¢ 0;a+/ C}it(;l))) j
¥ H(fi) G o) ()
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D’autre part, on a

. (s(t,O)) L (S A (1-p) [ k(a)v*(a)da fo“’k(a)v(t,a)da>

+(0) IO (0) k(@ (@)da )

A (1=p)Jo ka)v*(a)da

Comme H est convexe et (0) + #(0) =1 alors ,
5(t,0) A (1= p) f= k(@) (a)da ., [ Jo ¥l@v"(@) \;Y(’Z; da
#(Vo)) < O v | T @ |

Par I’inégalité de Jensen, cette dernicre inégalité conduit a
S(t,0)> (1—P)/°° \ <V(t,a))
H < k(av (a)H| ——= | da.
(Far) = wa | Hamiam (35

; (V(,’())) . ( /0 " 8(a)s(t,a)da+p /O wk(a)v(t,a)da)’

v:(0)

B Jo 8(a)s*(a)da [y 8(a)s(t,a)da [y k(a)v*(a)da [, k(a)v(t,a)da
B H( v¥(0) Jo 6(a)s*(a)da TP v¥(0) Jo k(a)v*(a)da

En appliquant I’'inégalité de Jensen, on obtient

- s(t,a)
e I 8(@)s (@ Y gq

o(t,0) 5 8(a)s” (a)da s*(a)
H(v*<o>> = H( 8@ (@)da

VAN
<
*
| —
(@)
N—
0\8
(7]
—~
)
SN—
[
*
—
Q
N—
T
/‘}
[}
=
SIS
~_
QA
Q
+
<*
3°
N—
o\g
>~
—~
Q
N~—
*
—~
Q
SN—
T
7N
<
<*Q
~ N
SIS
~_
QU
Q
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)
VR
<=
*| =
N——
I
)
VR
53153
| D
DIE
==
2=
%&
NI
N——
T
—
3
=
] /CE
o &
—~ N%
s 2
| &
2=
Q‘A\.
SIS &
.
\_/

Iy a5t () ) da

s*(a

f(;><> (Bs(a)s*(a) + By (a)v*(a))da

(1,a)

Iy ey @ (255
To Br(@)s* @) + Bu(@) (@) da

IN

<

da

N———

Finalement,

W) < 00) (UL k@) @ (24 da)

i@ (25 ae 7 play @ (M) da

T B @ @ 1 Bulay (@)da Ty (Bu(a)s (@) + Bula)v* (a)) da
a)i*(a i{t,a) a
o wel)a
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Suite a une simplification, on obtient

, (56D (o Bs(a)s*(a) ¢.(0)
Wi(r) < /() H(s*(a)> (‘Ps( )—'—f(;o (ﬁs(a)s*(a)_|_ﬁv(a)v*(a))da+V*(0)6

) ( Pla)v”(a) + ’L'k(a)v*(a)) da

- (s
(a)i*(a)
* ( ) <¢ (a)i*(a)d a)da'

T (B@)s () + Bula)v (a)) da

Avec
P HI P =P o P~
W (1) < /0 “H (‘1 U (’5))) L(a)da+ /0 “H (Vv<t (75))> M(a)
| =+ et a0 @)
SN B Blay(@ L Haw' (@

Jo" (Bs(a)s*(a) + By(a)v*(a))da ~ i*(0)

En remplagant ¢/(a) par son expression dans L(a) , on obtient

T T B@)s (@ + Bl (@) da

N ‘ﬁus@s* (@) +8(a)s™(a) (

¢,(0 1
v:(0) i*(()))

+ Bs(a)s™(a) (f(‘)” (Bs(a)s*(a) + Bi(a)v*(a))da i*(())) ’

En employant les équations de i*(0) et ¢,(0), on déduit

1 J*
Jo~ (Bs(a)s*(a) + Bu(a)v*(a))da i(0)

@5'(@) ) da
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* 60 11w 1
v:(0)  #(0)  v¥(0)i*(0) *(0)
Alors
L(a) = ———p(a)s* (@)

i*(0)

De méme, en remplagant ¢, (a) par son expression dans M (a), on obtient

o Bl (a) Ka)v* (@)
Ma) = )+ g v (@) + Bl@v @)da T #(0)
= _.uv(a)‘:*((g))
Finalement,
, L = (s(t,a) . L > (v(ta) .
ORI /O H(S*(a)) pia)s” (a)da— o /0 H(V—@) 1w, (a)v* (a)da,
< 0

d
Remarquons que si EW@ =0 alors s(t,a) = s*(a) et v(t,a) = v*(a) pour tout € R
et a > 0, quand on remplacons dans la premiere équation de (3.1), on conclut que
J(t) =J" etdonc i(¢,0) = i*(0). Par conséquent, i(t,a) = i*(a) pour toutt € Reta > 0.

d
Alors le plus grand ensemble invariant vérifiant EW(I) =0est{(s*(a),v*(a),i*(a))}.

3.10 Simulation numérique

En utilisant le jeu de parametres issu de [23], les simulations numériques valident
la dynamique de seuil démontrée dans la partie théorique. Lorsque le taux de reproduc-
tion de base est inférieur & un (% = 2.7222- 1078 < 1), I’infection s’éteint systémati-
quement, ce qui confirme la stabilité globale de I’équilibre sans maladie (Figure 3.2).
A T’inverse, lorsque ce taux dépasse un (%, = 7.0118 > 1), la maladie persiste et
converge vers un état endémique positif au sein de la population (Figure 3.3). Ces tra-
jectoires graphiques illustrent I’impact des parametres épidémiologiques face aux défis

complexes d’une vaccination imparfaite.
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FIGURE 3.2: Stabilité globale de I’équilibre trivial ou %, = 2.72221078 < 1.
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FIGURE 3.3: Stabilité globale de I’équilibre endémique ou Zy = 7.0118 > 1.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié et comparé deux approches mathématiques pour
comprendre la propagation d’une maladie lorsque le vaccin utilisé n’est pas parfait.
Cette étude montre comment la théorie mathématique rigoureuse permet de valider
des observations biologiques.

Dans la premiere partie, le modele basé sur les équations différentielles ordinaires
(EDO) a servi de base a notre étude temporelle. Sur le plan mathématique, nous avons
d’abord prouvé que les solutions restent positives et bornées, ce qui garantit la co-
hérence biologique du modele. Ensuite, nous avons utilisé la méthode de la matrice
de prochaine génération pour calculer le taux de reproduction de base %,. Grace a
la construction de fonctions de Lyapunov, nous avons démontré mathématiquement la
stabilité globale des équilibres. Les simulations numériques ont parfaitement confirmé
cette théorie : la maladie s’éteint si Zy < 1 et persiste si Z > 1.

Dans la deuxieéme partie, le modele basé sur les équations aux dérivées partielles
(EDP) structurées en age a permis d’approcher de plus pres la réalité biologique. L’in-
troduction de la variable de 1’4ge change completement le cadre mathématique : on
passe d’un espace de dimension finie a un espace de dimension infinie. Pour étudier ce
systeme complexe, nous avons fait appel a des outils puissants d’analyse fonctionnelle.
Nous avons démontré 1’existence d’un attracteur global compact pour suivre le com-
portement des solutions a long terme, et nous avons utilisé la théorie de la persistance
uniforme pour prouver mathématiquement que la maladie se maintient de maniere du-
rable dans la population lorsque les conditions épidémiques sont réunies.

En conclusion, ces deux approches se completent. Le modele EDO offre une ana-
lyse mathématique directe, claire et plus facile a calculer. Le modele EDP, bien que
beaucoup plus difficile a résoudre théoriquement, est indispensable pour intégrer des
détails biologiques réels comme le déclin de I’'immunité au cours du temps. L’alliance
de ces deux théories mathématiques fournit un outil robuste pour aider a planifier les

campagnes de vaccination et anticiper I’impact des doses de rappel.
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Résumé

Ce mémoire de Master examine la propagation d’une maladie infectieuse sous I’ef-
fet d’une vaccination imparfaite a travers deux approches mathématiques. La premiere
partie analyse un modele d’équations différentielles ordinaires (EDO) en fonction du
temps, validant la dynamique de seuil via le taux de reproduction de base % et des
fonctions de Lyapunov. La deuxieme partie approfondit I’étude avec des équations aux
dérivées partielles (EDP) structurées en age. En utilisant des outils d’analyse fonction-
nelle, nous démontrons I’existence d’un attracteur global compact et la persistance uni-
forme de la maladie. Les simulations numériques confirment les résultats théoriques,

montrant 1’extinction de I’infection si % < 1 et sa persistance si Zy > 1.

Mots-clés : Modele épidémiologique, Vaccination imparfaite, EDO, EDP structurée

en age, Stabilité globale, Attracteur compact.

Abstract

This Master’s thesis investigates the spread of an infectious disease under the influ-
ence of imperfect vaccination using two mathematical approaches. The first part an-
alyzes a time-dependent ordinary differential equations (ODE) model, validating the
threshold dynamics through the basic reproduction number %, and Lyapunov func-
tions. The second part extends the study to age-structured partial differential equations
(PDE). Applying functional analysis tools, we establish the existence of a compact
global attractor and the uniform persistence of the disease. Numerical simulations
support the theoretical findings, showing disease extinction when %, < 1 and its per-

sistence when % > 1.

Keywords: Epidemiological model, Imperfect vaccination, ODE, Age-structured PDE,
Global stability, Compact attractor.
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