République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Aboubekr BELKAID - TLEMCEN

Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

MATHS1 -ST
COURS ET SERIES D’EXERCICES CORRIGES

Adressé aux étudiants niveau : Licences (L 1)

Domaine : Sciences.
Filiere : Sciences Techniques.
Spécialité : Mathématiques.

Etabli Par :
RAHMOUN Amel

Année 2022.



ﬁ

U

T2\ FACULTE oes

B3 7163 70 Tel &Fax. 0
Site Web: www.fs.univ-flemeen.dz
Email . vdrpg facscience(@email.com




W
\ote

&m@r&zbfﬂeﬂim

Louanges a Dieu (que son nom soit sanctifié dans les cieux et
sur la terre), grace a qui toutes les choses ce font, le présent tapuscrit
ne fait pas exception...

J'exprime toute ma gratitude a :

Mr Mssirdi Bachir
Mr Attar Ahmed
Mme Hakem Amel
Mr Kada Kloucha Mohammed
Mme Bibi Triki Samya

Mes vifs remerciements sont aussi transmis a TOUS mes
enseignants de toutes mes années d'apprentissage qui ont approfondis
mes connaissances et forgé mon caractere.



eﬁé'tﬁcace

Ze dédie ce cours a mes deux enﬁnt& :

mz:ufcf}/ &Ja
Et

Fatifa ﬁoa/eg






Introduction

Ce cours est destiné aux eétudiants de premiere année
universitaire de la filiere sciences techniques, (ST). Il traite le module
de mathématiques « Mathsl » avec le programme harmonisé du
systeme LMD.

Il est le résultat de longues années d'enseignement de cours et de
travaux dirigés dans la faculté des sciences de [’'Université de
Tlemcen.

Inspirée de ma propre expérience pédagogique, je I'ai écrit dans
un langage simple, introduisant les notions théoriques par des
exemples pratiques et donnant la priorité ultime a la pédagogie, quitte
a faire gronder mes imminents professeurs de mathematiques !

Un minimum de phrases explique la procédure a suivre pour
résoudre un exercice et des exemples multiples illustrent tous les cas
possibles.

Mes défis étaient en premier lieu de simplifier les notions
théoriques afin de rapprocher I'étudiant de cette filiere -
généralement, pas trés intéressé par les mathématiques pures — de
tout ce qui peut I'inciter a acquérir une réflexion logique. Puis en
deuxiéme lieu, de donner -autant de fois que possible- les solutions
des exercices proposés ! Car oh combien de fois j'étais décue de ne
pas trouver la solution d'un probléme intéressant dans le livre que je

tenais entre les mains.



Ce manuscrit suit le programme officiel harmonise et est divisé
en chapitres, chaque chapitre est constitué de plusieurs cours, suivi
d'une serie d'exercices pour fixer définitivement les idées, car un sage
a dit un jour: "les méthodes sont les économies de la mémoire et les

habitudes de I'esprit".

J'espere du fond du ceeur que ce modeste travail pourra aider

quiconque en difficulté dans les chapitres présentés.

Comme tout ce que produit un humain, ce bouquin est loin d'étre
parfait, mais son auteur reste esprit et ceeur ouverts a toute remarque

Ou suggestion pouvant élever son niveau et / ou corriger ses erreurs.
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1 Chapitre 1 Méthodes du raisonnement math-
ématique

1.1 Cours N°1 Eléments de logique mathématique

Définition

On appelle proposition mathématique simple toute phrase p qu’on peut
juger "vraie" ou "fausse" sans aucune ambiguité et de maniére intemporelle;
il n y a pas une troisiéme possibilité.

Exemples
p: "1 < 2", a: "le chat est un mammifere",
q: " 0>3", b: "4 est un entier impair",

r: " x est un entier premier".

p est une proposition vraie, g une proposition fausse, r n’est pas une
proposition, nous avons besoin de plus d’informations pour pouvoir juger la
proposition r. Qu’en est-il de a et b?

1.1.1 Valeurs de vérité et tableau de vérité
On pose "vraie" =1 et "faux"=0. 1 et 0 sont les valeurs de vérité.

Le tableau de vérité contient tous les cas possibles pour une, deux ou
trois propositions.

Dans le cas d’une seule proposition le tableau de vérité contient seulement
2 cas:

p]|
1

0

Le nombre de possibilités dans le tableau de vérité dépend du nombre de
propositions de la maniére suivante:

nb de possibilités = (2)nb d¢ propositions

Donc dans le cas de 2 propositions nous avons 4 lignes dans le tableau
et dans le cas de 3 propositions nous avons 8 lignes et ainsi de suite. Nous
verrons cela plus en détails dans la suite.



1.1.2 Négation d’une proposition

On note P le contraire logique (ou la négation) de p, par exemple:
@ :"le chat n’est pas un mammifére", qui est fausse.

b :"4 n’est pas un nombre impair", qui est vraie.
Le tableau de vérité donne:

p
1

0

—| o3

Remarque: La négation de la négation p est p.

1.1.3 Les connecteurs propositionnels

A partir des propositions simples, on construit d’autres propositions dites
composées, en utilisant les connecteurs suivants:
A et, V ou, = implique, < équivaut (ou est équivalent a ).

e La conjonction "et":
pAg:"1<2et0>3". (Commutatif).

Regle 1 p A ¢ : est vraie si p et ¢ sont vraies.
Notre exemple est donc faux.

e La disjonction "ou" :
pVg:"l1<2o0u0>3". (Commutatif).

Regle 2 pV ¢ : est fausse si p et ¢ sont fausses.
Notre exemple est donc vrai.

e L’implication : "=" : p=g¢:
La, p est 'hypothése et ¢ est la conclusion (ou la conséquence). (Non

commutatif).
"Si1<2alors 0> 3".

Regle 3 p = ¢ : est fausse si p est vraie et ¢ est fausse.
Notre exemple est donc faux.



e L’équivalence "&" : p & ¢ :"1 < 2 veut exactement dire que
0>3".

Nous pouvons aussi lire : "1 < 2 si et seulement si 0 > 3".
ou bien "1 < 2 est équivalent & 0 > 3". (Commutatif).

Regle 4 p & ¢ : est vraie si p et ¢ ont la méme valeur de vérité.

Notre exemple est donc faux

Voici sur le tableau de vérité un résumé des valeurs de vérité des propo-
sitions (ou phrases) composées:

Plq|pANqg|pVqg|p=q|P=q
111 1 1 1 1
110 O 1 0 0
0[1( 0 1 1 0
00| O 0 1 1

Remarques importantes
1/ Il est important de savoir que [p = ¢q] < [pV ]

2/ 11 faut retenir que I’équivalence est une double implication ou bien une
implication dans les deux sens, i.e.,' :

(peg]elp=q9N(@=Dp)

Exercice

Soit les deux propositions p:"Les chiens aboient", et ¢:" La caravane
passe.

Traduire les phrases suivantes:

(a) "Les chiens n’aboient pas".

(b)"Si la caravane passe alors les chiens aboient".

(c)"La caravane ne passe pas ou les chiens aboient".

(d) "Les chiens n’aboient pas et la caravane ne passe pas".

Correction
(a);p (b): g=p (c) qvp (d)PAT

li.e = id est abréviation de ’expression en Latin qui signifie "c’est & dire que" et qui

s’utilise encore couramment en mathématiques.



(@) | (b) (¢) | (d)
Plq| P |9=Pp|q|9Vp|PNg
110 1 [o] 1 | 0
tfofo] 1 [1][ 1 | 0
oft/ 1] 0 Jo] 0 [ O
ojol 1] 1 [1] 1 1

Cas de trois propositions

Exercice B
Soit P, Q et R trois propositions, tracer le tableau de vérité de : P, (P A
Q)VR,P=R,Q< P.

Correction
PlQ|I|R|(PAQ)|(PANQVR|P|P=R|Q<+=P
1[1]1 1 1 0 1 0
1[1]o0 1 1 0 1 0
101 0 1 0 1 1
1[o]fo0 0 0 0 1 1
011 0 1 1 1 1
0110 0 0 1 0 1
0[0]1 0 1 1 1 0
o[o0]o0 0 0 1 0 0

1.1.4 Tautologie et contradiction

Une tautologie est une proposition qui est toujours vraie et une contradiction
est une proposition toujours fausse.

Exemple

Tracer le tableau de vérité de (p Ap) puis de (p V p). Conclure.

p|P|pPAP|PVD
110 0 1
0 1

— | =

(p V P) est une tautologie et (p A P) est une contradiction.



1.1.5 La réciproque et la contraposée d’une implication

e La réciproque : On appelle réciproque de p = ¢ I'implication ¢ = p.

Exemple

p:"Je suis & Tlemcen", ¢:"Je suis en Algérie".

p = ¢ : Si "je suis & Tlemcen" alors "je suis en Algérie", donc p = ¢ est
vraie.

Par contre ¢ = p est la proposition si "je suis en Algérie" alors "je suis &
Tlemcen", qui est fausse.

e La contraposée : On appelle contraposée de p = ¢ l'implication
q = p.
Dans I'exemple précédent, § = p est la phrase : si "je ne suis pas en
Algérie" alors "je ne suis pas a Tlemcen" qui est vraie.

Remarque importante :

Il faut retenir que I'implication est équivalente a sa contraposée et non
pas a sa réciproque, i.e:

(p=4q) = (@=D)

1.1.6 Lois de Morgan

C’est les lois qui nous donnent la négation des propositions composées par
les connecteurs logiques.

Exercice

Montrer par le tableau de vérité les lois de Morgan suivantes:
D(pAq) < (V)

2) (pVaq) = (PATY)

3) (p=19 < (pA7)

4) Pour trouver la négation de 1’équivalence on utilise sa définition, (pro-
priété page 7):



[(p= q)l = [(p=q) A(g= p)]. Puis on déduit (p & q).

Correction

DpAg < (PVa)

/11111] /11111]
plqg|lphg| PAq |P|q| PV | (PANq) < PV
111 1 0 00 0 1
/0] 0 1 01 1 1
01| 0 1 110 1 1
0/0| 0O 1 111 1 1
2) (pVaq) = (PAT)
/11111/ /11111]
plalpVe| pVq |Dlq| PAT | PV e (BAY
111 1 0 00 0 1
110] 1 0 01 0 1
0]1] 1 0 110 0 1
0/0] 0 1 111 1 1
3) p=q = (pAQ)
/11111/] /11111
plalp=q| P=q |q| pANT | (=& (@AY
111 1 0 0 0 1
/0] o0 1 1 1 1
01| 1 0 0 0 1
0/0] 1 0 1 0 1

Nous pouvons aussi se passer du tableau de vérité et procéder comme
suit:

(p=1¢q) < (pVgq) (définition de =)
Donc (p=7¢q) < (pVq) (loi de Morgan)

=17 < (A7)

=19 < (@A]



/11111] /11111]
plal peqg |p=qlg=p|p=9Ag=p) | [pedl elp=9AN(@=Dp)
111 1 1 1 1 1
1(0] o 0 1 0 1
01 0 1 0 0 1
00 1 1 1 1 1

Trouver la négation de "< 7 :

Puisque (p < q)

<~

alors: (p<q) < [(p=9)
<~
g

Finalement on retient que:

(pe=q =lpAg

11




1.2 Cours N°2 Les quantificateurs logiques
1.2.1 Introduction

Rappelons qu'un ensemble est un "espace" qui rassemble des éléments qui
ont tous une caractéristique commune.

Exemple

X est ’ensemble de tous les entiers pairs compris entre 1 et 11.

a) Nous pouvons le définir par une liste: X = {2,4,6,8,10} .

b) Ou bien nous pouvons le définir en précisant la propriété (ou la carac-
téristique) commune: X = {z € N/z est pair et 1 < z < 11}.

Remarque 2 € X, mais 12 ¢ X.

Exemple introductif

On note P(z) une proposition mathématique qui dépend de z. Par ex-
emple P(x): "z > 1".

Si x =5 la proposition P(x) est vraie, si z = 0 la proposition est fausse.

Pour juger de la valeur de vérité d’une phrase mathématique qui dépend
de x, nous devons avoir plus d’informations sur ce z, quelle est sa valeur?
Ou plutot quel est son domaine?

1.2.2 Le quantificateur universel V :

La phrase mathématique (Vx € E, P(x)) veut dire que la proposition
mathématique P(x) est vérifice pour TOUS les x dans F un & un, elle est
traduite par :

"Quelque soit 1’élément = de E, x vérifie la proposition P(x)".

Ou bien,

"Pour tout élément x appartenant & F, x vérifie la proposition P(z)".

Ou bien,

"Pour chaque élément = dans F, x vérifie la proposition P(z)".

Si on veut montrer qu’une proposition du type (Vo € E, P(x)) est fausse
alors il suffit de trouver un = € E tel que P(x) soit fausse.
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Ce x bien précis qui nous fait voir que notre proposition est fausse est
appelé un contre-exemple a la proposition (Vx € E, P(z)). On dit
qu’on a utilisé ici un raisonnement par contre-exemple.

Exemple

Montrer que la proposition suivante (p) est fausse

p: (Vo eR, 22 >1).

Eh bien, un contre-exemple a la proposition (p) est x = % C’est un

nombre précis qui contredit notre phrase (p), par conséquent elle est fausse.

Exemples
1) (vneN, n <n+1) proposition vraie,
2) (Yn € N, n est pair) fausse, il suffit de prendre n = 3,
)(Vr e R, x<1) fausse, il suffit de prendre x = 2,
4) (Vz eR, 22>0) vraie.

Traduction de 1): "Pour tout entier naturel n dans N, n est strictement
plus petit que n + 1".

Attention: on ne mélange pas ’expression linguistique avec ’expression
mathématique, on écrit soit tout en langue, soit tout en maths, mais on ne
mélange pas les deux en méme temps.

1.2.3 Le quantificateur existentiel 7 :

La proposition (3z € E/ P(x)) veut dire qu'il existe au moins un (dans
le sens un ou plusieurs mais certainement au moins un) élément x
dans F, qui vérifie la proposition P(z), elle est traduite par :

"Il existe (au moins) un élément x de E, tel que, = vérifie la proposition
P(x)".

Si nous voulons montrer qu’une proposition du type (3x € E/ P(x))
est vraie alors il suffit de trouver un = € E tel que P(x) soit vérifiee. Ce x
bien précis qui nous fait voir que notre proposition est vraie est un exemple
direct, nous utilisons donc ici un raisonnement direct.

Exemples

13



1) (3ne N/ n>n+1) fausse,

2) (3n € N/ n est pair) vraie, il suffit de prendre n = 2,
3) (FxreR/ z<1) vraie, il suffit de prendre v = —1,
4) (IneN*/ n<1) fausse.

Traduction de 1): "Il existe au moins un entier naturel n dans N tel que,
n est strictement plus grand que n + 1.

Remarque

Nous avons aussi les quantificateurs suivants:

*) 1. "1 existe au plus", qui veut dire il existe au plus un élément dans
I’ensemble considéré qui vérifie la propriété énoncée. Mais il n’est pas trés
utilisé en mathématiques, on préfére souvent le remplacer par une expression
linguistique.

*) 31 "I existe un et un seul", qui assure ’existence et ’unicité
d’un élément dans ’ensemble considéré qui vérifie la propriété énoncée.

1.2.4 Négation des quantificateurs

1) (Vz € E,p(x)) < Jz € E/p(x).

Exemple
(VneN, n<n+1)<3IneN/ n>n+1.
2) (3z € E/p(x)) & Vo € E,p(x).
Exemple
(neN*/ n>1)<Vne N, n<l.
Remarque

Ne pas oublier que : (<) < (>),(>) & (<) et (=) < (#).

14



1.2.5 Deux quantificateurs de méme nature qui se suivent

Dans ce cas, nous gardons les mémes régles de réflexion et d’évaluation
logique que la section plus haute.

IWereRVYyeR, x+y=y+x vraie,

2V e RVyeR, zy>ax+y fausse, il suffit de prendre = =1 et y =0,
3)IneN,dm e N/ nm < 18 vraie, il suffit de prendre n =m =1,
AHIneN,ImeN/ n+m <0 fausse.

Traduction de 1) "Quelque soit x dans R, quelque soit y dans R, x et y
vérifient x +y =y + x.

Traduction de 3) "Il existe n qui appartient & N, il existe aussi au moins
un m appartenant a N, tel que n.m est inférieur ou égale a 18.

1.2.6 Deux quantificateurs différents qui se suivent

1) Dans une proposition, quand le "quelque soit" est suivit par "il existe",
cela veut dire que I’élément "qui doit exister" dépend de 1’élément qui est
"quelconque".

Exemples

a)Vx e R,y e R, z <y

En Poccurrence ici : y dépend de x. Notre phrase a) est vraie.

Nous devons donner le y en fonction de x pour prouver la véracité de
notre proposition.

Dans notre exemple, il suffit de prendre y = |x| + 1 par exemple.

Dans le cas ou elle est fausse nous devons trouver un contre-exemple:

b) La phrase Vo € R, Jy € R/y = % est fausse, il suffit de prendre x = 0.
2) Quand "il existe" vient avant le "quelque soit", les choses changent...

Ici, ’élément qui "doit exister" est le méme pour tous les autres éléments
qui sont "quelconques", c’est a dire que la y est fixé, et tous les = doivent
vérifier le reste de la phrase pour ce méme y.

Exemples
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a)dy e RVxeR, z<y

Notre exemple veut dire qu’il y a un y fixé pour lequel tous les réels lui
sont inférieurs.
La phrase a) est donc fausse, il suffit de prendre z = |y| + 1.

b) IneN/VmeN, m?>n
vrai, il suffit de prendre n = 0.
Remarque

Si on a du mal & juger la valeur de vérité d’une proposition, on essaye de
voir sa négation, surtout pour les propositions qui commencent par 3.

Exercice

Traduire les propositions suivantes, juger leur valeur de vérité puis donner
leur négation:

Ve eR,IyeR/ z+y>0.
2)IneN/VYmeN, m?><n

Correction

1)Ve e R,y e R/ z+y >0, vraie, il suffit de prendre y = —x + 1.
1Az eR/Vy e R, z+y <0.
2) Ine N/ Vme N, m?<n, fausse, on peut prendre m = n?.

2Vn €N, Im e N/ m? > n.
Traduction de 1)

"Quelque soit z dans R, il existe un y dans R, tel que x et y vérifient
x+y>0.

Traduction de 2)
"Il existe au moins un entier naturel n tel que, pour tout entier naturel

m, on a m? est strictement plus petit que n.

16



1.3 Cours N°3 Méthodes de raisonnement mathéma-
tique
1.3.1 Raisonnement direct

On veut montrer que la proposition « P = () » est vraie. On suppose que
P est vraie et on montre qu’alors () est vraie.
Exemple Montrer que sia =b = 22 =b  (facile).

1.3.2 Raisonnement par contraposition

Nous avons montré par le tableau de vérité que (p = ¢) < (g = P).

La proposition (g = p) est appelée la contraposée de la proposition
(p=q).

Puisqu’elles ont le méme sens, au lieu de montrer (p = ¢) on montre
sa contraposée (¢ = p), (pour vu qu’elle soit plus simple & monter quand
méme!).

Exemple

On veut montrer que : Si "n? est impair" alors "n est impair".
p :"n? est impair", ¢ :"n est impair".
On veut donc montrer (p = ¢), on va utiliser sa contraposée (g = p).
G :"n est pair",p :"n? est pair". g est I’hypothése, P est la conclusion.
Si "n est pair" alors 3k € N/n = 2k.
= n? = (2k)2.
= n? = 4k* = 2(2k?).
= Im (= 2k?) € N/n? = 2m.
= n? est pair.

On a montré que Si "n est pair", alors "n? est pair", qui veut exacte-
) )
ment dire que Si "n? est impair" alors "n est impair".
1.3.3 Raisonnement par ’absurde

Pour montrer p par ’absurde, on suppose que sa négation p est vraie. Aprés
quelques pas de démonstration on tombe sur une phrase qui contredit I’hypothése
P, (ou contredit la logique), donc 'hypothése p est fausse, ce qui veut dire
que p est vraie:
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Le but: on veut montrer p.

—Hypothese: on suppose p.
—Démonstration—contradiction avec p.
—Conclusion: p est fausse, donc p est vraie.

Exemples

1/ Montrer que

Ve e R,z +1#0.

Supposons que: Jz € R,22 +1 = 0. Alors : 0 < 22 = —1 !l C’est une
contradiction logique. Notre supposition est donc fausse, ce qui fait que son
contraire logique (sa négation) est vraie.

2/ Le but: on veut montrer p: "v/2 ¢ Q.

Pour montrer 7, supposons son contraire p : ”v/2 € Q.

— Hypotheése : p: "2 e Q.

Si V2 e Q alors

IneZ,Im el V2 = et pgcd(n,m) = 1.
m

— Démonstration:

V2 = Lo = 2m?=n’
= n? est pair, donc n est pair, (la preuve se trouve dans la section plus haut).
= Jk e N/n=2k.
= n?=4k%
= 2m? = 4k%
= m?=2k%
= m? est pair, donc m est pair.
= pgcd(n,m) = 2.

Donc pged(n,m) = 2

C’est une contradiction avec I’hypothése pged(n, m) = 1!
— Conclusion:

"2 € Q” est fausse, donc "v/2 ¢ Q" est vraie.

1.3.4 Raisonnement par contre-exemple

Si on veut montrer qu'une proposition du type (Vo € E, P(x)) est vraie
alors pour chaque x de F il faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour
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montrer que cette proposition est fausse alors il suffit de trouver un z € E tel
que P(z) soit fausse. Ce x bien précis qui nous fait voir que notre proposition
est fausse est appelé un contre-exemple a la proposition (Vx € E, P(z)).

Exemple
Montrer que la proposition suivante est fausse p : (Vo € R, 22 > 0).
Démonstration:

Un contre-exemple pour la proposition (p) est x = 0. C’est un nombre
précis qui contredit notre phrase (P), par conséquent, elle est fausse.

1.3.5 Raisonnement par récurrence

On utilise la récurrence pour montrer des énoncés comme :

Vn € N, P(n).

On passe par 3 étapes:

1/Veérification :
On doit vérifier que p(0) est vraie, (p(1) si on travaille dans N*).

2/Héredité
On suppose que p(n) est vraie pour n fixé et on utilise p(n) pour démontrer
que p(n + 1) est vraie aussi.

3/Conclusion:
On déduit que Vn € N, P(n).

Exemple
monter que Vn € N* (4" — 1) est divisible par 3.

1/Veérification :
Pour n =1, on a p(1): (4' —1) = 3, 3 est divisible par 3, donc p(1) est
vraie.

2/Hérédité :
On suppose que p(n) est vraie: (4™ — 1) est divisible par 3.

Donc 3k € N/(4" — 1) = 3k ....(1).
Pour p(n + 1) :
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(4mt —1)

(4. (4") —1).

1) & (47) = 3k + 1.
=(4.(3k+1)—1).

=12k +4—-1.

=12k + 3.

= 3(4k +1).

3K = (4k + 1) € N/(4" — 1) = 3K
Donc (4! — 1) est divisible par 3.

—~

Ce qui fait que p(n + 1) est vraie.

3/Conclusion:
Vn € N*, (4™ — 1) est divisible par 3.
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1.4 Série d’exercices N°1

Exercice 1

Ecrire sous forme de propositions composées les énoncés suivants et
donner leurs négations:

1. 7 est un entier pair et premier.
Le soleil ne brille pas et la terre est ronde.
Oran est une ville Algérienne ou 6 = 3 + 1.

Si Omar joue a la fltite, alors il joue a la guitare.

A N

x est un entier pair veut exactement dire que x divise 2.

Exercice 2

Soit P une proposition. En dressant la table de vérité, montrer que la
proposition P A P est une contradiction et que la proposition PV P est une
tautologie.

Exercice 3

Soient P, () deux propositions quelconques.

1. Construire la table de vérité de la proposition suivante:

(PVQ)A(PVQ)
2. Montrer les équivalences suivantes:

a) (P=Q) < (_F V@)
b) (P= Q)<= (Q = P) (la contraposée )

Exercice 4

Soient les trois propositions suivantes: p:" Je pars", ¢:"Tu restes", r : "Il
n’y a personne'.

Traduire les formules logiques suivantes en Francgais, puis tracer leur
tableau de vérité correspondant:

(a) (pAQ) =1 (b) (pVq) = T.
Exercice 5

Sans utiliser le tableau de vérité...
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1. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes:

a) [P=(QAR)] V(QVR)
b [PV@QAR)] VQVE

2. Juger de la valeur de vérité de la propositions suivante :

[(P=Q)AN(PAQ)AR)] = (RAQ)

Exercice 6

Trois personnes, X, y et z sont convoquées devant un juge pour un crime
commis dans le village, voici leurs déclarations:

x déclare : "z est coupable et y est innocent".

y déclare : "Je suis innocent, mais au moins I'un des deux autres est
coupable".

z déclare : "Si x est coupable, alors y est coupable aussi".

Nous posons p, q et r les propositions suivantes (x est innocent), (y est
innocent), (z est innocent).

1. Exprimer les déclarations des trois accusés en fonction des propositions
simples p, q et r, puis donner leur tableau de vérité.

2. Supposons qu’ils sont tous innocents, qui est ce qui a menti dans sa
déclaration?

3. Supposons qu’ils ont tous dit la vérité dans leurs déclarations, qui est
innocent et qui est coupable?

4. Supposons que les innocents on dit la vérité et que les coupables ont
menti, alors qui est innocent et qui est coupable?

5. Est-il possible que les innocents ont menti et que les coupables ont dit
la vérité?
Exercice 7

Ecrire & l’aide des quantificateurs logiques les phrases suivantes, juger
leur valeur de vérité, puis écrire leur négation.

e Le carré de tout nombre réel est positif.
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e Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel que leur produit
soit strictement plus grand que 1.

e Pour tout entier naturel zx, il existe un entier naturel y tel que, pour
tout entier naturel z, la relation z < x implique la relation z < x + y.

Exercice 8

1/ L’implication suivante est-elle vraie ou fausse? Donner sa négation et
sa contraposée:
Vr € R, [a:<():>a:§:c2]

2/ Soient les propositions suivantes:
(aVr eR,VyeR, z+y<0. (b)IzeRVyeR, ¢>>u.

Les propositions (a), (b) sont-elles vraies ou fausses? Donner leurs néga-
tions.

3/ Ecrire la négation, la réciproque et la contraposée de la proposition
suivante :

VeeR, JyeR/ 2<0=y>2.

Exercice 9

1. Montrer par I’absurde que

a)
Ya,b >0 L:Léa:b
T 7140 1+4a
b) Soit n un entier naturel. Montrer que tout entier de la forme
(4n + 3) n’est pas un carré parfait.
2. Soit f une application de R dans R, telle que f(x) = 3z + 2. Montrer
que 1 # xo = f(z1) # f(22).

3. Montrer que la proposition suivante est fausse:
Vn € N*, (6n — 1) est un entier premier.

4. Montrer par récurrence que
a)Vn € N, (4" 4+ 6n — 1) est un multiple de 9.

b)Vn € N*, z_: k(k+1)(k+2) = in(n+1)(n + 2)(n + 3).
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. o 1) (2n41)—1
c) Vn € N*, 3 (~1)kg = CCrtlL

k=1

Exercice 10
1/ Montrer que tout entier impair n s’écrit sous la forme n = 4k + r avec
keNetre{l,3}.

2/Montrer maintenant par contraposition que pour n € N* on a :

Si (n? — 1) n’est pas divisible par 8 alors n est pair.
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1.5 Correction de la série d’exercices N°1

Exercice 1

Ecrire sous forme de propositions composées les énoncés suivants et
donner leurs négations:

1. 7 est un entier pair et premier.

On pose p:" 7 est un entier pair", ¢:"7 est un nombre premier", on
trouve (1): p A q.

Donc

(1):(pANq) & DVT

"7 n’est pas un entier pair ou 7 n’est pas un entier premier".

Mais comme le contraire de "pair" c’est "impair" et vice versa, on peut
dire:

(_1): "7 est un entier impair ou 7 n’est pas un entier premier".
2. Le soleil ne brille pas et la terre est ronde.

On pose p:" Le soleil brille ", ¢:"la terre est ronde", on trouve (2): pAg.

Donc

(2):(PNq) & pVT

"Le soleil brille ou la terre n’est pas ronde".

3. Oran est une ville Algérienne ou 6 = 3 + 1.

n

On pose p:" Oran est une ville Algérienne ", ¢:"6 = 3 + 1", on trouve

(3): pVaq.

Donc

3): (Ve ©PAT

"Oran n’est pas une ville Algérienne et 6 £ 3 + 1".
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4. Si Omar joue a la fltte, alors il joue a la guitare.
On pose p:" Omar joue a la flite ", ¢:"il joue & la guitare", on trouve
(4): p=q.

4):(p=q) & 1N,

"Omar joue a la fliite mais il ne joue pas a la guitare".

5. x est un entier pair veut exactement dire que z divise 2.

On pose p:" x est un entier pair ", ¢:"x divise 2", on trouve (5): p <= gq.
©):(p=q) = ADV(gAD)],
[(z est un entier pair et x ne divise pas 2) ou bien (z divise 2 et x n’est
pas un entier pair)].
Exercice 2
Soit P une proposition. En dressant la table de vérité, montrer que la

proposition P A P est une contradiction et que la proposition PV P est une
tautologie.

p|p|pPANpP|PVD
110 0 1
01 0 1

Exercice 3
Soient P, () deux propositions quelconques.

1. Construire la table de vérité de la proposition suivante:

(PVQ)A(PVQ)

/11111] /11111]
pla|pVe| pVqg |P|q| PVa | (PVgA([PVY
11 1 0 00 0 0
1jo| 1 0 01 1 0
0[1] 1 0 1[0 1 0
0/0] 0 1 1)1 1 1




2. Montrer les équivalences suivantes:
a) (P=Q) < (PVQ)

/11111/ /11111/
pla] p=q |pVa|P| PVqg |(p=q9 = BV
171 1 0 0 1 1
110 0 0 0 0 1
01 1 0 1 1 1
0]0 1 1 1 1 1
b) (p = q) <= (= p) ( la contraposée )
/111111 /111111
plal p=q |P|q| =P |(p=49) < (@=D)
111 1 00 1 1
110 0 0|1 0 1
01 1 110 1 1
0]0 1 111 1 1

Exercice 4

Soient les trois propositions suivantes: p:" Je pars", ¢:"Tu restes", r : "Il

n’y a personne'.

Traduire les formules logiques suivantes en Francgais, puis tracer leur

tableau de vérité correspondant:

(a) (pAG) =

(a) Si je pars et que tu ne restes pas, alors il n’y a personne !

(b) PV =

pla|lr|q|pAq| (A =T
1/1[1]0] o 1
1/1(o0]0] o 1
Tjol1][1] 1 1
1jolo[1] 1 0
0[1][1]0| O 1
0[1]/0][0| O 1
0(0[1[1] O 1
0/0[0]|1] O 1

T.
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(b) Si je ne pars pas ou que tu ne restes pas, alors il y a quelqu’un !

plag|r|P|lq|pVq|T| (V=T
1j1(1(o]o] 0o [0 1
1[1]ojolo] 0o |1 1
tjof1(o]t] 1 [0 0
tjojolo1| 1 |1 1
ol1[1]1]0] 1 |oO 0
olt1[o]1|0] 1 |1 1
ol0 (1|11 1T |oO 0
olo[o]1[1] 1 |1 1

Exercice 5

1. Sans utiliser la table de vérité...

2. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes:

a) [P=(QAR)] V(QVR)
b) [PV(QAR)] V(QVR)

Nous remarquons que les deux propositions a) et b) ont un terme com-
mun qui est V(Q V R). Il suffit donc de montrer 'équivalence entre les
deux premiers termes : [P = (Q A R)] et [PV (Q AR)].

Nous avons vu dans le cours que [A = B] < [AV B| donc [P = (Q A R)] &
[PV (QAR)]. CQFD.

3. Juger de la valeur de vérité de la proposition suivante :

[(P=Q)AN(PANQ)AR] = (RAQ)

Cette proposition est une implication. Le seul cas ou elle est fausse,
c’est quand la premiére est vraie et la seconde est fausse. Est-ce que
ce cas est possible?

Posons (A): [(P = Q) A (PAQ)AR]. (A) estelle vraie?

Eh bien, (A) est une conjonction, elle est vraie si les trois propositions
(P = Q) , (P A Q), R sont toutes vraies en méme temps.

Or, on remarque que (P = @) est en fait équivalente a PV Q
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On a donc

(A) & (PVQ)A(PAQ)AR)
s (PAQ)A(PAQ)AR

Nous avons donc une contradiction: (P A Q) A (PAQ) qui est toujours
fausse. Donc quelque soit la valeur de vérité de R, la conjonction totale
(A) est fausse. Au final, notre implication est toujours vraie.

Exercice 6

Trois personnes, x, y et z sont convoquées devant un juge pour un crime
commis dans le village, voici leurs déclarations:

x déclare : "z est coupable et y est innocent".

y déclare : "Je suis innocent, mais I'un des deux autres est coupable".

z déclare : "Si x est coupable, alors y est coupable aussi".

Notons p, q et r les propositions suivantes (x est innocent), (y est inno-
cent), (z est innocent).

1. Exprimer les déclarations des trois accusés en fonction des propositions
simples p, q et r, puis donner leur tableau de vérité.

T:TANq, Yy:qAN(pPVT), 2:Pp=7q

T Y z
plq|r|P|q|T|TAq|DPVT | gAN(DVT) | D=7
1/1(1(0]01]0 0 0 0 1
1/1(0]0]0]1 1 1 1 1
1{0{1]0(1/0 0 0 0 1
1{0{0]0|1]1 0 1 0 1
O|1{1(1]010 0 1 1 0
0Oj1]011]0/|1 1 1 1 0
0011110 0 1 0 1
0/0|jO011|1]|1 0 1 0 1

2. Supposons que X, y et z sont tous innocents, qui-est ce qui a menti dans
sa déclaration?

Le cas ou ils sont tous innocents correspond & la premiére ligne du
tableau, en examinant la valeur de vérité des déclarations on se rend
compte que X et y ont menti.
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3. Supposons que X, y et z ont tous dit la vérité dans leurs déclarations,
qui est innocent et qui est coupable?

Le cas ou ils ont tous dit la vérité correspond au cas de toutes les
déclarations vraies, ce qui est représenté par la deuxieme ligne sur le
tableau, et la nous pouvons voir que x et y sont innocents mais z est
coupable.

4. Supposons que les innocents on dit la vérité et que les coupables ont
menti, alors qui est innocent et qui est coupable?

Ce cas correspond & une concordance entre les valeurs de vérité des
propositions simples et de leurs déclarations, ce qui est représenté par
I’avant derniére ligne du tableau, ce qui donne que x et y sont coupables
et z est innocent.

5. Est-il possible que les innocents ont menti et que les coupables ont dit
la vérité?

Ce cas correspond a une discordance entre (toutes) les propositions
simples et leurs déclarations, ce qui n’est représenté dans aucun cas
dans le tableau, donc, non, il n’est pas possible que les innocents aient
menti et que les coupables aient dit la vérité.

Exercice 7

Ecrire a 'aide des quantificateurs logiques les phrases suivantes, juger
leur valeur de vérité, puis écrire leur négation.

e Le carré de tout nombre réel est positif.

Vz e R, 2% > 0.

C’est vrai, négation :

dr € R/2? < 0.

e Pour chaque réel, on peut trouver un entier naturel tel que leur produit
soit strictement plus grand que 1.

Ve e R,3n € N/ (z.n) > 1.

C’est faux, il suffit de prendre z = 0, négation :
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JreR/VneN, (z.n) <1

e Pour tout entier naturel z, il existe un entier naturel y tel que, pour
tout entier naturel z, la relation z < x implique la relation z < x + y.

VeeNJyeNNzeN z<az=z<x+y.

C’est vrai, il suffit de prendre y = .

Négation :
dJreNNyeNzeN/(z<x)AN(z>x+vy).

Exercice 8
1/ L’implication suivante est-elle vraie ou fausse? Donner sa négation et
sa contraposée:
Vr € R, [a:<():>$§:v2]

L’implication est vraie.
Négation :

dz e R/ (z < 0) A (z > 2?).
Contraposée :

Vz € R, [(z > 2°) = (z > 0)]
2/ Soient les propositions suivantes:
(aVz eR,VyeR, x+y<0. (b)ITzeRVyeR, y>>u.

Les propositions (a), (b) sont-elles vraies ou fausses? Donner leur néga-
tion.

(a) est fausse, il suffit de prendre x et y tous les deux positifs, par exemple
r=1lety=2

(@):IxeR,IyeR, z+y>0

(b) est vraie, il suffit de prendre x = —1 par exemple.

(b):Vx eR, Iy e R, ¢*<um.
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3/ Ecrire la négation, la réciproque puis la contraposée de la proposition
suivante :

(p):VzeR,YeR/ 2<0=y>2.

Négation :

(p):IreRVyeR, (z<0)Ay<2
Réciproque:

(R):VzeR,IyeR/ y>2= 2<0
Contraposée :

(C):VzeR,yeR/ y<2= x>0

Exercice 9

1. Montrer par I’absurde que

a)

a b
Vab>0 — —
A i S i

L’absurde consiste a supposer le contraire de la proposition & démontrer
et tomber sur une contradiction.

=a=>

Supposons donc le contraire de notre implication : rappelons que (p = q) <
PAq

Soient a et b > 0 tels que (%b = HLa) ANa #b.

Si 1% = 1% alors a+a® = b+b? donc a —b+a® —b? = 0 ce qui fait que:

(a—b)(14+a+b) = 0.
Donc soit a = b, soita+b=—1

Mais comme a # b (par I'hypothése de ’absurde), la seule possibilité c’est
que a + b = —1, ce qui est impossible puisque les deux nombres a et b sont
positifs.

b) Soit n un entier naturel. Montrer que tout nombre de la
forme (4n + 3) n’est pas un carré parfait.

Supposons qu'il existe au moins un n € Z/ (4n + 3) soit un carré parfait
i.e, da € N/ (4n + 3) = a?

32



(4n + 3) = @
a’?—3
4

=n=

CL2

no 3
4 4

Si a est pair, il est clair que n n’est pas naturel, si a est impair, on aura:
2
3k € N/a =2k + 1 donc n = =42k 3
2 . .
Donc n = % + % — %, il est clair que n n’est pas naturel dans ce cas non
plus.
Dans les deux cas nous avons une contradiction.

Remarque:

On aurai pu procéder sans utiliser I’absurde, il suffit de voir que pour
n’importe quel entier n, le reste de la division de n par 4, appelons le r, r
€ {0,1,2,3} donc le reste de la division de n? par 4 € {0,1}. On écrit :

n?=0 ou 1 [4] (= opération de congruence).
Et comme

(An+3)=3 [4],

alors (4n 4 3) ne peut pas étre un carré parfait.

2. Soit f une application de R dans R, telle que f(x) = 3z + 2. Montrer
que x1 # x9 = f(x1) # f(x2).
On procede par contraposée, si (p): x1 # @2 et (q) f(z1) # f(x2) alors

on veut monter que p = q.
Par la contraposée, il suffit de montrer que ¢ = p.

flz1) = f(xe) = 321 +2 =309+ 2 = 21 = 29
CQFD2.

3. Montrer que la proposition suivante est fausse:

Vn € N*, (6n — 1) est un entier premier.

2CQFD = Ce Quil fallait démontrer.
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On proceéde par contre-exemple, on remarque que pour n = 6, (6n—1) =
35, qui n’est pas un entier premier.
Ce qui contredit notre proposition, d’ou sa fausseté.

4. Montrer par récurrence que
a)Vn € N, (4" 4+ 6n — 1) est un multiple de 9.
1/Veérification

Pour n = 0, on a p(0): (4°+6(0) —1) = 0, 0 est divisible par 9, donc p(0)
est vraie.

2/Hérédité

On suppose que p(n) est vraie pour n fixé: (4" +6n — 1) est divisible par
9, et montrons que p(n + 1) est aussi vraie, i.e que (4" +6(n+1) — 1) est
aussi divisible par 9.

Si (4" 46n— 1) est divisible par 9, alors 3k € N/(4" +6n—1) = 9k .....(1)

Pour p(n + 1) :

(41 4+ 6(n+1)—1) =(4.(4")+6n+6—1)
= (4. 9%k —6n+1)+6n+6-1)
— (4.9k — 3.6n +9)
— 9(4k — 2n + 1)
Donc 3k = (4k —2n+ 1) € N/(4"*1 + 6n — 1) = 9/,
Par suite, (4" + 6n — 1) est divisible par 9.

Ce qui fait que p(n + 1) est vraie.
3/Conclusion
Vn € N, (4" + 6n — 1) est divisible par 9.

b)¥n € N*, 3 k(k + 1)(k +2) = tn(n + 1)(n +2)(n + 3).

k=1

1/Veérification

1
Pourn=1,ona Y k(k+1)(k+2) =6, et 1n(n+1)(n+2)(n+3) =6,
k=1
donc p(1) est vraie.
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2/Hérédité

On suppose que p(n) est vraie pour n fixé:

ik(l@ )k +2) = ;ln(n +1)(n+2)(n +3),

et montrons que p(n + 1) est aussi vraie.
Pour p(n + 1) :

n+1
; k(k+1)(k+2) = i(n +1)(n+2)(n+3)(n+4)?
On a
n+1

Sk(k+1)(k+2) = Z k(k+1)(k+2)+(n+1)(n+2)(n+3)

. I <n+1>(n+2><n+3>+<n+1><”+2)<”+3>
(1 D(n+2)(n+3) [in+1]

(n+1)(n+2)(n+3)(n+4).
Ce qui fait que p(n + 1) est vraie.

3/Conclusion
= 1
Vn € N*Y k(k+1)(k+2) = 7+ D+ 2)(n +3).

c) Vn € N, 3 (— 1)k = G )L
k=1
1/Veérification

1
Pour n = 1, on a p(1): > (=1)*k = —1, et m# = —1, donc
k=1
p(1) est vraie.

2 /Héredité
On suppose que p(n) est vraie pour n fixé: 1;( 1)Fk = # et
montrons que p(n + 1) est aussi vraie.

Pour p(n+1): > (=1)*k = (—1)"“6*3)—17
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n+1 n
Y (=Dfk =3 (=1 k+ (-1 (n+ 1)
k=1 k=1
_ =) @nt1)—1 )”(2n+1) + (_1)(n+1)(n + 1)
= & [(2n+ 1) —4(n+1)] -1
= (741)71 [—Qn — 3] — i
(=1)"+1(2n+3)-1

1
Ce qui fait que p(n + 1) est vraie.

3/Conclusion

n

Vn e N*,) (—1)fk =

k=1

(—1)"(2n +1) — 1
: .

Exercice 10

1/ Montrer que tout entier impair n s’écrit sous la forme n = 4k + r avec
keNetre{l,3}.

Soit n un entier impair, ds € N tel que n = 2s+ 1, puisque s est un entier
naturel, il peut étre pair ou impair, donc 3k € N/s = 2k + 1 ou bien s = 2k
(rappelons que 0 peut trés bien étre considérer comme un entier et pair en
plus ).

Dans ce cas, n = 4k +r avec k € Net r € {1,3}.

2/Montrer maintenant par contraposition que pour n € N* on a :
Si (n? — 1) n’est pas divisible par 8 alors n est pair.

Soit n € N*, par contraposition, nous allons monter que si n est impair
alors (n? — 1) est divisible par 8.

n impair = n=4k+r avec k€N et r e {1,3}
(n*—1) = 16k*+8kr+ (r*—1) et (r*—1)€{0,8}

Ce qui fait que [(n? — 1) = 16k? + 8kr] ou bien [(n? — 1) = 16k* + 8kr + §].

Dans les deux cas (n? — 1) est divisible par 8.
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2 Chapitre 2 Les ensembles, les relations et
les applications

2.1 Cours N°1 Théorie des ensembles
2.1.1 Définitions

Un ensemble est un "espace" qui rassemble des éléments qui ont tous une
propriété commune.

Exemples
1) E est ’ensemble de tous les entiers pairs compris entre 1 et 11.

a) Définition par la liste: FE = {2,4,6,8,10}.

En définissant un ensemble par la liste de ses éléments, 1'ordre de cita-
tion des éléments n’est pas important mais on ne peut pas répéter le méme
élément.

b) Définition par la propriété ou la caractéristique commune:

E ={z/x est pairet 1 <z < 11}.

c¢) Diagramme de Venn

Fig.2.1: L’ensemble E.

Remarque 2 € FE, mais 12 ¢ FE. On lit 2 appartient & F et 12
n’appartient pas a E.
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2.1.2 Rappel des ensembles les plus importants

1) L’ensemble vide, noté :{}, ou bien (). Il ne contient aucun élément.
2) L’ensemble des entiers naturels:

N=1{0,1,2,3,...}.

Et Uensemble des entiers naturels non nuls:

N* =N\ {0} = {1,2,3,..)

3) L’ensemble des entiers relatifs

Z={.,-3-2-1,01,2,3,.}.

Et 'ensemble des entiers relatifs non nuls:
Z'=7\{0} ={...,—3,-2,-1,1,2,3,...} .
4) L’ensemble des rationnels:
n
@:{— /nEZetmeZ*}.
m

Par exemple : 3 € Q, V2 ¢ Q.

Et 'ensemble des rationnels non nuls:

Q" =Q\{0}.

5) L’ensemble des réels: C’est tout simplement I'ensemble de tous les
nombres, qu’ils soient naturels, relatifs, rationnels ou irrationnels.

R = {z/x € Q, ou bien x est un nombre irrationnel} .

Rappel

Un nombre réel est irrationnel si et seulement si son développement déci-
mal propre n’est pas périodique. Par exemple, 7, v/2 et e.

Et ensemble des réels non nuls:

R* = R\ {0}.
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2.1.3 Opérations sur les ensembles

Nous allons apprendre les opérations sur les ensembles par I’exemple suivant,
soit :

E={1,2,3,4}; F={1,2}: G ={2,3}.

Le Cardinal

e On dit que ’ensemble E est fini si le nombre d’éléments de E est fini.
Soit A un ensemble fini,

On note par card(A) et on lit cardinal de A le nombre des éléments de

A.
Dans notre exemple, card(E) = 4; card(F) = 2.
L’inclusion

e On note A C B et on lit A inclus dans B. On dit aussi que A est une
partie de B ou que A est un sous-ensemble de B.

A est inclus dans B quand tout élément de A se trouve aussi dans B.
On dit alors que A est un sous ensemble de B.

ACB&[(xeA) = (xe€B).

Fig.2.2: A C B.

e Dans notre exemple, on peut voir que F C E mais que E ¢ F.
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Remarques

1/ L’ensemble vide est inclut dans TOUS les ensembles.
2/

NCcZcQcCR.

L’égalité

e Deux ensembles sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments.
Nous montrons souvent ’égalité des ensembles en montrant une double
inclusion, c’est-a-dire :

(A=B)< (ACB)A(BCA).

L’ensemble des parties de A

e Noté P(A), c’est I'ensemble de tous les sous-ensembles possibles de
A, par exemple P(F) = {0,{1},{2}, F}. 1l contient toujours ) et A
et nous pouvons conclure son cardinal grace au cardinal de A par la
formule suivante?:

card [P(A)] = 2¢0rd),
L’union

e Notée A U B, c’est 'ensemble qui rassemble tous les éléments qu’ils
soient dans A ou dans B.

AUB={z/(x € A)V (z € B)}.

A B

AuB

Fig.2.3: AUB.

3Cette formule est vraie quand I’ensemble A est fini.
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e Dans notre exemple FFU G = {1,2,3}.
L’union vérifie les propriétés suivantes:
*JAU B = BU A (commutative).
(AUB)UC = AU (BUC) (associative).

L’intersection

e Notée ANB, c’est 'ensemble qui rassemble les éléments qui se trouvent
dans A et dans B en méme temps.

ANB={z/(x € A)A(z€B)}.

Fig.2.4: AN B.

e Dans notre exemple F'N G = {2}.
L’intersection vérifie les propriétés suivantes:
*JAN B = BN A (commutative).
NANB)NC = AN (BNC) (associative).

Remarques
1/ Lorsque AN B = (), on dit que A et B sont disjoints.

2/ L’intersection et I'union sont distributives I'une sur l’autre, c’est-a-dire:

(ANnB)UC = (AuC)N(BUCQO).
(AuUB)NC = (AnC)u(BNC).

Exercice d’application

1/ Montrer que:
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[(ANB)=A]= ACB.
Soit x € A, comme A = (AN B) alors x € (AN B) donc z € B. D’ou

l’inclusion.

2/ Montrer que:

(AUB)=B]= AC B.

Soit x € A, donc x € (AU B) et comme B = (AU B) donc x € B. D’ou
I'inclusion.

Le complémentaire

e On détermine le complémentaire d’un ensemble A toujours par rapport
4 un autre ensemble E qui contient A. II est noté A ou bien C4 c’est
I’ensemble de tous les éléments qui se trouvent dans £ mais pas dans

A.
Quand A C E, alors A=Cg ={z/(x € E)A(z ¢ A)}.

Fig.2.5: C4.
e Dans notre exemple, comme F' C E et G C E, alors F = CL = {3,4}
et G =C% = {1,4}.
Le complémentaire vérifie les propriétés suivantes:
*) A= A
*) (AC B) & (BC A).

e Les Lois de Morgan

Les relations entre I'union, l'intersection et le complémentaire sont con-
nues comme les lois de Morgan.
Elles sont données comme suit:

AUB =
ANB =

SN
cC D
<l
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La différence

e On écrit A\B et on lit A moins B.

C’est ’ensemble de tous les éléments qui se trouvent dans A mais pas
dans B:
AB=A{x/(xe€ A)AN(z ¢ B)}.

A B

Fig.2.6: A\B.

e Dans notre exemple F\G = {1} et G\F = {3}.
On voit bien que F\G # G\F.
La différence vérifie les propriétés suivantes:
A\B = AN B.
*)JA\B # B\A (non commutative).

La différence symétrique

e On écrit AAB et on lit A delta B, I'ensemble des éléments qui se
trouvent soit dans A soit dans B mais pas dans les deux en méme
temps. On a :

AAB = (AUB)\(ANB).
= (A\B)U(B\A).

A

4
AAB

Fig.2.7: AAB.
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e Dans notre exemple FAG = {1, 3}.
La différence symétrique vérifie:
*JAAB = BAA (commutative).

Le produit cartésien

e Noté A x B, c’est I'ensemble de tous les couples (z,y) possibles ou
(xreA)et(yeB).

Ax B={(r,y)/(xeA)N(yecB)}.

Exemple : £ ={1,2,3,4}, F = {a,b,c} alors:

E F a b C

1 {1; a) {1; b} {1;c)

2 (2;ay| (2,06} (2 c)

3 (3,ay| (3.0} {3;c)

4 (4, a)| (4;b) {4, c)

Fig.2.8: E x F.

e Dans notre exemple F' x G = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}.
Le produit cartésien n’est pas commutatif, c’est-a-dire que:
AXx B+# B x A, car (z,y) # (y,z) .

Attention: ne pas confondre le couple (z,y) avec 'ensemble {x,y} .
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2.2 Cours N°2 Relation d’ordre, relation d’équivalence
Définition

Une relation entre les éléments de deux ensembles E et F' est un sous-
ensemble du produit cartésien E x F', c’est-a-dire une collection de couples
(z,y) qui vérifient une certaine propriété entre eux. On dit que x est en
relation avec y, on écrit: zRy.

Une relation est parfois appelée correspondance entre les deux ensembles.

Dans le cas particulier o £ = F', on dit que la relation est binaire sur
E (ou dans E).

Exemple

2/ Vz,y € R, (zRy) & x? = y? est le sous-ensemble du produit cartésien
R x R de tous les couples de nombres (z,y) qui vérifient 2% = 3%

2.2.1 Relation réflexive

Soit R une relation binaire sur F. R est dite réflexive si tout élément de E
est en relation avec lui-méme, i.e.

Ve e FE, zRx.

2.2.2 Relation symétrique

R est dite symétrique si:
Ve, y € E, (aRy) = (yRz).

2.2.3 Relation transitive

R est dite transitive si:

Va,y,z € F, { (w3ty) = (zRz2).
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2.2.4 Relation antisymétrique

R est dite antisymétrique si:
Vo,y € E, = (r=vy).
Y { (yRz) ( y)

2.2.5 Relation d’équivalence
Définition

R est dite relation d’équivalence si et seulement si, elle est réflexive,
symeétrique et transitive a la fois, (RST).

Exemple
Montrer que la relation définie sur R par Vz,y € R, (zRy) < 22 = y? est
une relation d’équivalence.

e Puisque Vx € R, 2% = 22 alors (zRz) donc R est réflexive.

e Soit x,y € R tels que (xRy) alors 2 = y? ce qui fait que y* = z? donc
(yRz), On conclut que R est symétrique.
. rRy) % =2 e
e Soit z,y,z € R tels que ( alors { , ce qui fait que
Y q { (yRz) y? = 22 q q
x? = 22

Donc (z3#z) . On conclut que R est transitive.

e La relation R définie par Vz,y € R, (zRy) & 2? = 3* est RST. Clest
donc une relation d’équivalence.

Remarque R est n’est pas a,ntisymétriqu(; car:2
Soit z,y € R tels que { E;?;Z; alors { ;2 _ iz

Ce qui fait que z*> — y*> = 0 donc (x = y), ou bien (z = —y).

Nous avons deux solutions possibles, on conclut que R est n’est pas anti-
symétrique.

Ou alors, pour montrer I’antisymétrie, nous pouvons donner un contre-
exemple, comme suit:

2?2 = (—2)? pourtant 2 # (—2)!
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Classes d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur F, soit x € E. On appelle classe
d’équivalence de I’élément = et on note T ou bien z, ’ensemble de tous les
éléments y qui sont en relation avec x.

& =A{y e E/(tRy)}
Exemple
Trouver la classe d’équivalence d’un élément x par la relation R définie

par :
Vr,y € R, (zRy) & 22 = 2

= {y€E/(zRy)}
= {yEE/m2:y2}
Ona : 2’=3’= y=xoubieny=—2x

donc z = {z,—x}
Remarque importante

Quand un élément a appartient a la classe d’équivalence d’un autre élé-
ment z, alors ces deux éléments ont la méme classe d’équivalence, i.e.

a€Er & a==z
2.2.6 Relation d’ordre
Définition

R est dite relation d’ordre si et seulement si, elle est réflexive, anti-
symeétrique et transitive a la fois. (RAT).

Remarque : Quand # est une relation d’ordre et que (zRy), on dit que x
et y sont comparables par la relation R.

Exemples

1/ La relation R définie par Vz,y € R, (zRy) < 22 = 3* n’est pas anti-
symétrique. Elle n’est donc pas une relation d’ordre.

2/0n muni R? de la relation notée < définie par :
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(z,y) < (2y) & (z <) A (y <)

Vérifions que < est bien une relation d’ordre:

e < est réflexive parce que V(z,y) € R?%, (z < z) A (y < v)

Ce qui fait que (z,y) < (z,y).

e < est antisymétrique parce que, si (z,y), (2/,y') € R? sont tels que

{ (2,9) < (@ 9) o { (<2 )Ny <y)
(@ y) < (2,y) (' <z) A
x')

Ce qui fait que { g z o) ou alors (z,y) = (2',y).

e < est transitive parce que, si (z,y), (z/,y), (2", y") € R? tels que:

{ (z,y) < («,9) alors{ ($<x’)/\(y<y)
( ’ (z'

o' y) < (2", y") <2")A (Y <y")

<
Ce qui fait que { g P 5,,) ou alors (z,y) < (2", y").

Ordre total et ordre partiel
Soit R une relation d’ordre sur E.

On dit que E est totalement ordonné par R ou bien que 'ordre est total
sur E si et seulement si :

Vo, y € E, soit (zRy), soit (yRz).

C’est-a-dire que n’importe quels deux éléments de E sont toujours com-
parables par la relation .

Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire, si nous pouvons trouver deux éléments
x et y de E qui ne sont pas comparables i.e. ni (zRy), ni (yRz), alors on dit
que 'ordre est partiel sur E, ou que E est partiellement ordonné.

Exemple

R? n’est pas totalement ordonné par la relation < définie par :
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(z,y) < (2y) & (z <) A (y <)

Parce que V (z,y), (¢/,y') € R? on n’a pas forcément (z,y) < (z/,y'), ou
(@,y) < (z,y).

11 suffit de prendre les couples (1,0), (—1,2) comme contre-exemple:

Puisque 1 £ (—1) alors (1,0) £ (—1,2) et comme 2 £ 0 alors (—1,2) 4
(1,0).

Nous avons trouvé deux couples dans R? qui ne sont pas comparables par
<, donc 'ordre n’est pas total.

Question

Montrer que la relation définie par (zRy) < = < y est une relation d’ordre
total sur R.

Exercice

1/ Larelation d’orthogonalité entre deux droites du plan est-elle symétrique?
Réflexive? Transitive? Antisymétrique?

Est-ce qu’elle est une relation d’équivalence? D’ordre?

2/ Qu’en est-il de la relation de parallélement?

Correction

1/ L’othogonalité n’est pas réflexive puisqu’une droite n’est pas orthogo-
nale sur elle méme.

Elle est par contre symétrique puisque si (I') L (A) alors (A) L (T).

Elle n’est pas transitive, car, si (I') L (A) et (A) L (2) alors (I') || (2) .

Elle n’est pas antisymétrique non plus, puisque, si (I') L (A) et (A) L (T")
alors (I') est forcément différent de (A).

Par conséquent, I'orthogonalité n’est ni une relation d’équivalence, ni une
relation d’ordre.

2/11 est tres facile de montrer que le parallélement est une relation d’équivalence

et non pas d’ordre.
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2.3 Cours N°3 Applications injectives, surjectives, bi-
jectives

2.3.1 Définition d’une application

Définition 1

On appelle fonction d’un ensemble E dans un ensemble F' toute corre-
spondance (ou relation) entre eux qui fait correspondre & chaque élément de
E au plus un élément de F.

Elle est généralement notée:

f: E—F
E est appelé ensemble de départ, F' est dit ensemble d’arrivée, x
est appelé antécédent de y et y est dit I'image de x.

Définition 2

On appelle domaine de définition Dy de la fonction f, I'ensemble des
éléments « € E qui ont une image y. (Elle sera unique).

Définition 3

Le graphe d’une fonction f de E dans F' est le sous-ensemble G du produit
cartésien I/ x F' formé par les couples d’éléments liés par la correspondance :

G = {(z,y) e ExF/y=f(x)}.
{(z, f(x)/z € E}.

Définition 4

On appelle application toute fonction dont ’ensemble de départ est
inclut ou égal a I’ensemble de définition. On écrit par exemple:
f: Dy —F
z =y = f(z).

Nous pouvons aussi utiliser la définition suivante:
f est une application si et seulement si:

Vee E,Jye F/ y= f(z).

50



B W _x_;. sl

| e2 e x 52 |
II el — Jl l - S3 .'I
\ =77 4/
N i
Relation Fonction Application
Fig.2.9 : Différence entre relation, fonction et application.
Remarques

1/ ! est le quantificateur "il existe au plus un élément". Il n’est
pas tres utilisé en mathématiques, On préfére souvent le remplacer par une
expression linguistique. Associé a 3 (il existe au moins), le quantificateur
3! veut dire (et se lit) il existe un et un seul, (voir chapitre 1, section les
quantificateurs logiques).

2/ Nous pouvons reconnaitre une application facilement: c’est une fonc-
tion définie sur son ensemble de départ, ou bien, démarre d'un ensemble ot
elle est entierement définie (i.e £ C Dy).

3/ Toute application est une fonction, la réciproque n’est pas toujours
vraie.

Exemples

1/

f: Rt =R
z = f(z) = V.

2/ L’application identité notée Id et définie par :

Id: F—FE
r— f(z)=x.

2.3.2 Image directe

Soit A C F, on appelle image directe de A par f ’ensemble :
f(A) ={f(z)/z € A} C F.
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C’est-a-dire que:

ye f(A)eTreAly=f(z)
Remarque : I'image directe est un sous ensemble de I’ensemble d’arrivée.
Exemples

a/

f: R—R*
v fx) = |zf.

e Trouver l'image directe de la partie A = {—1,1,-2,2, -3} .

Eh bien, on rassemble les images de tous les éléments de A dans I’ensemble

f(A) donc f(A) ={1,2,3}.

e Trouver l'image directe de [—1,1].

y=|z| 4

Fig.2.10 : Graphe de : f(z) = |z].
Donc :f ([-1,1]) = [0,1].

Remarque
Il n’est pas nécessaire de tracer le graphe de la fonction, nous pouvons
trouver les images directes a partir du tableau de variation par exemple.

e Puisque Vo € R,y = |z] > 0 alors y € R, ce qui fait que f(R) = R*.
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b/

Fig.2.11 : Graphe de f(z) = 1.

e Trouver I'image directe de R*
g(R*) = R*.
e Trouver I'image directe de ]0, 1]

g (]07 1]) = [1’ +OO['

c/
h: R—R
x +— h(z) = cosx.

¥ = cos (X)

A
VARVIRS

Fig.2.12 : Graphe de cosz.

53



e Trouver I'image directe de R.
h(R) = [-1,1].

e Trouver I'image directe de [0, ﬁ] .

n([0.5)) = 0.1]. 2

2.3.3 Image réciproque

Soit f : E — F et B C F, on appelle image réciproque de B par I'application
f Vensemble:
f'(B)={x€ E/f(x) € B} C E.

C’est-a-dire

v € f1(B) & f(r) €B.
Remarque : L’image réciproque est un sous-ensemble de 1’ensemble de

départ.

Exemple

f: [-1,2] = R*
x> f(z) =zl
e Trouver l'image réciproque de la partie B = {1,0} .

Eh bien, on rassemble tous les antécédents possibles de chaque élément
de B dans 'ensemble f~!(B) et ceci en résolvant ’équation y = f(z).

Onal=|z] = (x=1)V(r=-1) et puis 0 = |z]| = = = 0, donc
f7H(B) ={-1,1,0}.

e Meéme question pour C' = {5}.
b=|z| = (x=5)V(r=-5).

La, puisque les antécédents possibles de 5 qui sont (—5) et 5 n’appartiennent
pas & 'ensemble de définition de notre application alors f~1(C) = 0.

e Trouver I'image réciproque de [0,4].

f7H00,4]) = [-1,2].
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2.3.4 Opérations sur les applications

Egalité

Deux applications sont égales si et seulement si :

1/ Elles ont le méme ensemble de départ.

2/ Elles ont le méme ensemble d’arrivée et...

3/Vx € E, f(x) = g(z). On écrit alors f = g et on lit f est identiquement
égale a g.

Composition

Soit les deux applications:

[+ By — B
z— f(z)
Quand ¢(FE,) C E; nous pouvons alors définir 'application composée de
f parg:

g: Ey— F

T e

B2 gE)c B L R
i g(x) = f(g(z)).
Donc:

(fog): Ey— F
= f(g(r))

De méme, quand f(F;) C FE; nous pouvons alors définir I'application
composée de g par f :

E L fE)Cc B SR
= f(x)— g(f(z)).

Donc:

(gof): E1— F,
z = g(f(x)).

Remarque

Il est impératif de préciser I’ensemble de départ, '’ensemble d’arrivée
et 'expression de 1’application composée pour avoir une réponse a la
question de la composition entre deux applications.

Exemple
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f: R—=R

r— f(x)==x

g: R—-R

2 r—glz)=x+1"

Alors on a f(R) = R" € Ret g(R) = R donc les deux compositions

(fog) et (go f)sont possibles,

fog: R—R ot gof: R—-R
x> f(g(z)) = 2% +1 zi—g(f(z) = (x+1)*

Remarque importante Il est clair que (f o g) # (g o f) en général.

Exercice
On donne
f: NoN g: N=N o .
n i f(n) =2n et n i g(n) = 5 Sl n est pair
"T“si n est impair

Trouver, si c¢’est possible (f o g) et (go f).
Correction

Ona f(N) Cc Net ¢g(N) C N donc les deux compositions (f o g) et (g o f)

sont possibles.

fog: NoN
o st = { 54

1) si n est impair

si n est pair _ { n si n est pair
2

(n+ 1) si n est impair

et

gof: N—=N
an(f(n)):@:ncar (2n) est pair.



2.3.5 Application injective

Soit f I'application suivante :
f: E—F
vy = ().
f est dite injective sur F ssi :
Vy € Flx € Ely = f(x),

i.e. tout élément de F' admet au plus un (c’est-a-dire un ou zéro) antécé-
dent dans E. Le cas d'un y qui a deux antécédents (ou plus) est refusé.

P -
._-1"'.
—_d___,_-“'
*— . e Thg
Une application injective Une application non injective

Fig.2.13 : Différence entre application injective et non injective.

Une autre caractérisation des applications injectives est la suivante:
(P) :Vay,m9 € E, (21 # x2) = f(x1) # f(22).

En pratique, nous utilisons la contraposée de 'implication (P) plus haut
pour démontrer qu’une application est injective:

Vo, g € E, f(x1) = f(22) = (21 = 2).

Ou alors le contraire de (P) pour montrer qu'une application n’est PAS
injective sur E:

(P) : 31, w9 € B/ (21 # x9) A (f(21) = f(22)).
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Exemples

Etudier Iinjectivité des applications suivantes :

1/

f: R—=R g: R—RT
z— f(x) =2z v g() = |z
h: [0,71] =R k: [0,Z] =R
x+— h(r) =sinx r— k(x) =sinz
2/
f: R—=R

Tz f(r)=2x4+6 "

Correction
1/ Soit 21,9 € R

o f(z1) = f(x2) = 221 = 229 = (21 = 22), donc f est injective sur R.
e g(x1) = g(x2) = |x1] = |22 sur R, deux solutions s’offrent & nous :
(x1 = x3) ou bien (z; = —x3) donc g n’est pas injective sur R.

Pour montrer la non injectivité, nous pouvons aussi procéder en util-

isant (P), c’est-a-dire en donnant un exemple. On voit bien que —2 # 2
mais que g(—2) = ¢g(2) = 2. Nous avons donc la méme image pour deux
antécédents différents, voila pourquoi g n’est pas injective sur R.

e De la méme maniére, sur [0, 7] nous avons: (0 # 7) pourtant
h(0) = h(m) = 0. h n’est pas injective sur [0, 7] .

k(x1) = k(zg) = sinzy = sinzg = (11 = 23). k

]

e Maintenant, sur |0,

|

0,

L |
™~ oI

]

Soit xy, 29 € [0,
est injective sur

2/
Soit x1,To € R/f(lj) = f(l’g) = 2r1+6 =219+ 6 = (fL‘l = 372), donc f
est injective sur R.

—o

S
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2.3.6 Application surjective

Soit f I'application suivante :
f: E—F

f est dite surjective sur F ssi:

(Q):Vy e F,3x € Ely = f(z).

i.e. tout élément de F' admet au moins un (c’est-a-dire un ou plus) an-
técédent dans E. Le cas d’un y qui n’a aucun antécédent est refusé.

.- -
_®
_—-"'-_--}
— e
[ = ° o ‘i.
Une application non surjective Une application surjective

Fig.2.14 : Différence entre application surjective et non surjective.

Une autre caractérisation des applications surjectives est la suivante:

f surjective < f(E) = F.

i.e. f est surjective quand l'image de E par f est ’ensemble d’arrivée
tout entier (au lieu d’étre seulement incluse dans I’ensemble d’arrivée).

En pratique, pour démontrer qu’une application est surjective, nous de-
vons trouver le x en fonction de y puis vérifier que I’expression en y est bien
définie sur tout 'ensemble d’arrivée (i.e. 'ensemble des y).

Ou, d’une maniére équivalente, pour montrer qu'une application n’est
PAS surjective nous devons montrer:

(Q): 3y e FYre Ely # f(x).
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C’est-dire que nous devons trouver un élément y de ’ensemble d’arrivée

qui n’

a AUCUN antécédent = dans ’ensemble de départ.

Exemples

Etudier la surjectivité des applications suivantes :

1/

2/

f: R—=R} g: R—-R
z— f(z) =e" i g(x) =€’
h: R*—=R E: R—R"
x— h(z) =2 x e k(x) = x|
f: R—=R

x— f(r) =2z +6.

Correction

1/

2/

Soit y € R* , y =€” = Iny =1In(e”) (car In: RY — R ),

= Iny = x qui est bien défini sur R, donc f est surjective.

Par contre, il suffit de prendre y = 0 (ou y < 0) pour que I’équation
y = e” n’admette pas de solution (car e* > 0), ce qui fait que g n’est
pas surjective.

Remarque

Sur ces quelques exemples, on voit qu’il est toujours possible de trans-
former une application non surjective en une surjection a condition de
restreindre son ensemble d’arrivée.

1
Pour h, I’équation y = — n’admet pas de solution non plus pour y =0
x
elle n’est pas définie sur tout R, ce qui fait que h n’est pas surjective.
Nous avons: Vy € R% y = |z| = x =y ou bien z = —y , effectivement

nous avons deux solutions, (ce qui n’est pas du tout contre indiqué pour
la surjectivité), donc k est surjective.

—6
Sur R, si y = 2x+ 6 alors © = yT qui est bien définie sur tout R, donc

f est

surjective.
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Remarque

Nous pouvons aussi montrer la surjection en montrant que f(E) = F,
mais nous allons garder cette méthode pour les prochains chapitres.

2.3.7 Application bijective

Soit f I’application suivante :

f: E—F
x>y = f(z).

f est dite bijective sur E ssi:

Vy e F,3lx € Ely = f(v),

7.e. tout élément de F' admet un et un seul antécédent dans F.

e

Fig.2.15 : Une application bijective.

Une autre caractérisation des applications bijectives est la suivante:

f est dite bijective si et seulement si, elle est injective et surjective a la
fois. C’est cette propriété que nous utilisons généralement dans la pratique
pour montrer qu’une application est bijective.

Remarque

Quand f est bijective, on a f(E) = F.
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Exemple

Que pouvons-nous conclure pour ’application :
f: R—=R 0
e f(r)=2x+6

D’aprés ce qui précede, la fonction f est injective et surjective a la fois,
elle est donc bijective sur R.

Remarque importante

Les caractéristiques d’une application (injective, surjective et bijective)
dépendent vraiment des ensembles de départ et d’arrivée beaucoup plus que
de 'application elle-méme. Etudier I’exemple suivant pour s’en convaincre:

f: R—>R g: [0,7] = [-1,1]
x+— f(z) =cosx c x> g(x) =cosz

2.3.8 Application réciproque (ou inverse) d’une application bijec-
tive

Toute application bijective admet une application réciproque, dite aussi ap-
plication inverse, notée par f~! et est définie comme suit :

f: E—-F fl: F—EFE
T ey =@ T e =)
]
~ =
E
T

}c—|

Fig.2.16 : L’application inverse.

Elle vérifie :
1/f(E) = F et f\(F) = E,
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2/VyeF (fof )y =y et VaeE (fof)(z)=u

3/ Les graphes de f et de f~! sont symétriques par rapport a la premiére
bissectrice (A) : y = x.

Exemple
f7': R—-R
yo =) =200

Mais comme les variables = et y sont muettes (c’est-a-dire interchange-
ables sans aucune influence sur la signification), nous pouvons écrire :

f7!: R—R

vy = fia) = 20

2

Remarques

1/ Ne pas confondre la réciproque d’une application bijective f~!, qui est
une application et qu’on ne peut définir QUE si I’application est bijective,
avec I'image réciproque d’une partie donnée de I’ensemble de départ, f~1(B),
qui est un ensemble et qu’on peut toujours trouver.

2/ Ne pas confondre non plus la notation f~! qui est juste un symbole
pour désigner I'application inverse (c¢’est donc une application) avec f~!(z)

qui est des fois utilisé pour vouloir dire puissance —1, c’est-a-dire =

f(z)
[f(2)] " # [ (@), ie.

est en 'occurrence un nombre.

1
/()
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2.4 Série d’exercices N°2
Exercice 1
Considérons les ensembles suivants:
A=1{0,2,4,6,8}, B={1,3,5,7}.
1. Donner AU B, puis card(AU B).

2. Donner A N B. Comment appelle-t-on les ensembles A et B dans ce
cas?

3. C' = {2,6}. Calculer le complémentaire C§ = C, puis donner ’ensemble

des parties P(C).
4. D ={1,2,3,4}. Calculer C\D puis D\C.

5. Claculer CAD par deux méthodes différentes.

Exercice 2

Soient A et B deux parties d’un ensemble E':
1) Démontrer les lois de Morgan:

|
o

a) ANB=AU

I
|
D)
il

b) AUB
2) Montrer que:

3) Montrer que

(AnNB)UC = (AuC)N(BUCO).
(ANB) = (AUB)= A=B.

Exercice 3
1/ Montrer que les relations suivantes sont des relations d’équivalence:

a) xRy < "BTJFZ” € Nsur F = {1,2,3,5,8,14,17}, puis trouver
les classes d’équivalence possibles.
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b) (z,y)R(z',y) < zy — 2’y = 0 sur Z x N*, puis trouver les
classes d’équivalence des éléments (1,2) et (—1,2).

2/ Montrer que les relations suivantes sont des relations d’ordre:

a) afb < Jk € N/a = k.b sur N. Est-ce que cet ordre est total
ou partiel?
b) aRb < a < b+ 1 sur Z.

3/ On définit la relation suivante: aLb < a < b+ 1 sur Z.
Veérifier que (0£1) A (1£0) . Que pouvez-vous en conclure?

Exercice 4

Soit A et B deux sous-ensembles de R et a,b, c et d des réels non nuls
donnés et soit f une fonction définie par:

f: A—B
axr +c¢
v Jw) =

Trouver A et B ainsi que a, b, ¢ et d pour que f soit :
1/ Une application, 2/ Une application injective, 3/ Une application sur-
jective, 4/ Une application bijective.

Exercice 5

Soit les deux applications :

f: R—=R g: R—R

x— f(r)=2x+5 T g(x) = 1

241

1/ Répondez par vrai ou faux en justifiant, avons-nous:

a) f({0}) =5, f({0}) = {5}, b) 0€ f({5}) c)
f7H({5}) = {0,5}.

d) g7 ({1}) = {3} o) g7 ({0}) =0.

2/ Déterminer f([0,1]), f7([5,7]), f(R), g([-4, —1]), g([-2, —1]),
g([_4’ _1] N [_27 _1])'

3/ Déterminer g~ ([—4, —1]), g7 ([0,4]), g~ ([1, +o0]),
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Exercice 6

Soit les deux applications :
f: R—>R g: Rt =R
r— f(r)=2x+1 rg(r)y=a*+1"
1/ Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f puis de g.
2/ Préciser (go f) et (f og) si c’est possible.
Exercice 7

Soit les deux applications :

f: ]2,+oo[—>}2,+§>;[ g: RoR
r— fr) = —=" x+— g(x) =cosx
Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f puis de g.
Pour les applications bijectives, préciser leurs réciproques.

Exercice 8

f: R—=R
Soit I'application : 4z

1/ f est-elle injective?
2/ Vérifier que Vz € R, f(x) < 2. f est-elle surjective sur R?

3/Soit F' 'application :

Montrer que F' est une bijection sur [1,400].
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2.5 Correction de la série d’exercices N°2

Exercice 1
A=1{0,2,4,6,8},B=1{1,3,5,7}
1. AUB =1{0,2,4,6,8,1,3,5,7}, card(AU B) = 9.
2. ANB =10, A et B sont disjoints.
3. C={2,6},L9 =C ={0,4,8}, puis P(C) = {0,{0}, {4}, {8},{0,4},{0,8} ,{4,8} ,C}.
4. D ={1,2,3,4}, C\D = {6} puis D\C = {1, 3,4}.

5. CAD = (C\D)U (D\C) = {6} U {1,3,4} = {6,1,3,4}
Ou bien CAD = (CUD)\ (CN D) = {1,2,3,4,6)\ {2} = {6,1,3,4}

Exercice 2
Soient A et B deux parties d’un ensemble E':

1) Démontrer les lois de Morgan:

a) Soit r € ANB & x ¢ ANB & (z ¢ A) oubien (z ¢ B) & (z € A)
ou bien (£ € E) sreAUB.

(Nous avons des équivalences donc nous pouvons trés bien faire le chemin
inverse d’ou la double inclusion).

b) Soit 1 € AUB < 2 ¢ AUB & (z¢ A) et (v ¢ B) & (v € A) et
(xEE) &€ ANB.

(Nous avons des équivalences donc nous pouvons trés bien faire le chemin
inverse d’ou la double inclusion).

2) Montrer que:

(Ac B)= B C A

Soit z € B < x ¢ B et comme A C B alors z ¢ A. On en déduit que
x € A. D’ou l'inclusion.
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3) Montrer que

a)(ANB)=(AUB)= A=B.

a) Pour montrer a) on montre la double inclusion:

Soit + € A alors x € AU B mais comme (AN B) = (AU B) alors
x € (AN B) ce qui fait que x € B donc A C B.

De méme pour x € B, donc B C A. La double inclusion nous méne a
I’égalité.

b) Pour montrer b) on montre la double inclusion:

e Soitx € (ANB)UC <z e (ANB)oux e Cdonc (re Aetx e B)
ouz € C.

r € A=2xe€ AUCetx € B=1x¢€ BUC ce qui fait que =z €
(AUC)N(BUC). Dou la premiére inclusion.

e Soitz € (AUC)N(BUC)=z€ AUC etz € BUC donc (x € A ou
reC)et (xre Bouxel).

Size Calorsz e (AN B)UC.

Siz ¢ C alors forcément x € A et © € B ce qui fait que 2 € (AN B)
et donc z € (AN B)UC.

Dans les deux cas € (AN B)UC. D’ou la deuxiéme inclusion.

Exercice 3 (Indications pour la solution)

1/ Montrer que les relations suivantes sont des relations d’équivalence:
a) xRy & IT” € Nsur F = {1,2,3,5,8,14,17} , puis trouver
les classes d’équivalence possibles.
R relation Réflexive et symétrique, facile.
Transitive : soit trois éléments de z,y, z € E tels que :

TRy =¥ e N T4y  y+=z
{y%z < {y;ZGN 2 + 2 €.
2
— WEN
T+ z
= 2 +yeN.
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Ttz
2

Comme z,y,z € E C N, alors € N ce qui fait que : zRz.

La relation R est transitive.

Classe d’équivalence
1={zc E/zR1} = {1,3,5,17} de méme 2 = {z € E/zR2} = {2,8,14}.
Comme 1U2 = E alors, il n’y a pas d’autres classes d’équivalence possi-
bles.
b) (z,y)R(2',y') < xy' — 2’y = 0 sur Z x N*, puis trouver les
classes d’équivalence des éléments (1,2) et (—1,2).
R relation réflexive et symétrique... Facile

Transitive : soit les couples (z,y), (2/,y') (2", y") € Z x N* tels que :

(.I‘, y)%(xlv y/) xy/ - a:’y =0 .
{ (x’,y’)?R(x”,y") <:>{ 1,11 ( )

2y — 2"y =0
= %y/ (remarquez que y € N*)

/
Donc “Fy" — 2"y = 0.

T /

Y Y =0eafy —aly =06y (@ —a"y) =0,

Comme y' € N* on aura (zy” — 2"y) = 0. Ce qui fait que (x, y)R(z",y").

(1.2) = {(e.9) € Z x N'/(1,2)R(e, )
(1,2) = {(2,y9) €Z x N*/y — 2z = 0}

(1,2) = {(z,2z) avec = € N*}

ou bien
(1,2) = {z(1,2) avec z € N°}.

Par le méme processus, on aura:

(—=1,2) = {(x,—22) on doit imposer x € Z* pour assurer que (—2x) € N*}.

Donc

(-1,2) = {z(1,-2) avec z € Z" }.
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2/ Montrer que les relations suivantes sont des relations d’ordre:
a) aRb < Ik € N/a = k.b sur N. Est-ce que cet ordre est total
ou partiel?
R relation réflexive et Transitive... Facile.
Antisymeétrique:
. { altb
Soit a,b € N tels que

bRa -

Ik, € NJa = kyi.b
E|k2 € N/b = kg.a

Comme ki, ky € N, la seule possibilité c’est que k1 = k3 = 1 donc a = b.

= a = kikea = kiky = 1.

Il suffit de prendre a = 2,b = 3 pour voir que ni a¥th ni bRa ce qui fait
que cet ordre est partiel.
b) aRb < a < b+ 1 sur Z.

R relation réflexive... Facile.

Antisymétrique:

Soit a,b € N tels que { aftb

bRa

o a<b+1 o agb@ b
b<a+1 a a=70

Transitive:

Soit a, b, c € N tels que { aeh

bRe -

a<b+1 a<b
< < .
4:){ he et @{ b<c Sa<cesa<ce+ 1, done aRe
3/ On définit la relation suivante: aLb < a < b+ 1 sur Z.

Veérifier que (0L£1) A (1£0) . Que pouvez-vous en conclure?
Vérification facile.

Conclusion

Puisque (0£1) A (1£0) et que 0 # 1 alors la relation £ n’est pas anti-
symétrique, elle n’est par conséquent pas une relation d’ordre sur Z.

Exercice 4
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Soit A et B deux sous-ensembles de R et a,b,c et d des réels non nuls
donnés et soit f une fonction définie par:

f: A—B
axr +c¢
v S =

Déterminer A et B ainsi que a, b, ¢ et d pour que f soit :

1/ Une application:
Une application est une fonction définie sur tout son domaine de départ :

D; = A.
Comme
Dy ={x € R/bx +d # 0},
alors,
Dy =R\ {—%} ,(b#0).
Donc

om0}

f application < a,b,c,d € R,b # 0, A = R\ {—%} ,B=R.
2/ Une application injective:

Soit x1, 19 € A/

ary +c¢ ars + ¢

Fla) = flwe) = o = =g

= (ad — bc) (x1 — x9) = 0.

Pour que f soit injective, il faut que la solution de cette équation soit
(1 —x3) = 0 et non pas (ad — bc) = 0, donc il faut que (ad — bc) # 0, ou

b
que a # EC (d # 0) par exemple.

3/ Une application surjective:
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Vy € B,dxe Aly= f(x)??
Zji;:(yb—a)m:c—dy.

—d
Nous devons imposer (yb — a) # 0 pour avoir © = (C 2 y) qui est bien
yb—a
définie, donc y # ¢.
Il faut alors que:

p-n 2}

4/ Une application bijective:

Pour avoir une application bijective, toutes les conditions précédentes
doivent étre vérifiées en méme temps, donc on doit avoir :

(A=R\{=F}) A (a7 F) A (B=R\{3}).

On écrit:

o BV{-g) = R
r— f(z) = he 1 a Ve (a#5).

Exercice 5

Soit les deux applications :

z— f(z)=2x+5

1/ Répondez par vrai ou faux:

On commence par tracer le tableau de variations de f et de g pour faciliter
la réponse aux questions:

Ve eR, f'(z) =2 et VxER,g’(a:):ﬁ
T —00 +00 T —00 0 400
f1(z) + g9/(z) + 0 -
+00 1
f(z) / g9(x) / N
—00 0 0
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a) f({0}) =5, faux (I'image d’un ensemble est un ensemble) f({0}) =
{5}, wrai b) 0e€ f1({5}) vrai
o) f7({5}) = {0,5}

On résout I’équation 2x + 5 = 5, on trouve la seule solution est x = 0.
Donc f~1({5}) = {0,5} fauz.

d) g '({1})=1{3} fauz ¢ ¢g({0} =0 wrai.

2/ Déterminer f([0,1]), f~([5,7]), f(R), g([—4, —1]),
g([—?, _1])79([_47 _1] N [_2’ _1]>'

g7 (L, +oo]) = g7 ({1}) = {0}
Exercice 6
Soit les deux applications :
f: R—=R g: Rt - R
r— flz)=2r+1 rg(r)=2*+1"
1/ Etudier Iinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f puis de g.

Injectivité?

Soit x1, x5 € R, f(z1) = f(22) = 221+ 1 = 229+ 1 = 27 = 5. Donc f
est injective sur R.

Soit z1, 79 € RT, g(z1) = g(12) = 2.2 + 1 =222 + 1 = 21 = 2.
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(La solution x; = —x5 est refusée puisqu’on travaille sur R*). Donc g est
injective sur R,

Surjectivité?
y—1

VyER,EIxER/y:f(x)??y:2x+1:>x:T.

est bien définie sur tout R. Donc f est surjective sur

. y—
L’expression

R.

Vy € R,z € RT Jy = g(x)??

y = 2?+1 = 2% = y—1, nous voyons bien que si y — 1 < 0 cette équation
n‘admet pas de solutions, (par exemple prendre y = 0). Donc g n’est pas
surjective sur RT.

Bijectivité?

f est bijective sur R, mais ¢ ne I’est pas sur RT.
2/ Préciser (go f) et (f o g) si c’est possible.

Ona:z>0=2>>0=2>+1>1. Donc g(R") = [1,+o0[ C R.
Donc on a:

Rt % [1,400[ CR L R.

La composition (f o g) est possible:

(fog): RF =R
r— f(g(z)) =2(2*+1)+1=222+3.
Mais f(R) = R qui n’est pas inclut dans R, donc la composition (g o f)
est impossible.

Exercice 7

[ 12,400 — 2, +o0] p
Soit les d lications : 207
01U 1leS deux app 1Catlons T = f( ) —

Va2 -4

Etudier linjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f puis de g.

R—-R
x> g(x) =cosz
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Injectivité?

Soit
2231 21’2
T1,To € |2,400(, f(z1) = f(x2) = =
1,3 €] [, f (1) = f(x2) Nz RN ey
= 411512(1'22 — 4) = 41322(1’12 — 4) = 1’12 — I22 =0
= (.I’l - 332) (.I’l -+ .1'2) =0.
Donc z; = x5 ou bien 2, = —x».

Mais dans ce dernier cas, si x; € |2,400[ on aura z3 € |—00, —2[ ce qui
est refusé.

Finalement, nous n’avons qu’une seule solution acceptable 1 = z5. Donc
f est injective sur |2, +00].

Pour g, nous voyons facilement que cos (%) = COS (_7”) = 0.

dry = §,dxe = 5 qui vérifient cos (%) = cos (_7”) =0.

Nous avons deux antécédents différents qui ont la méme image. Donc ¢
n’est pas injective sur R.

Surjectivité?

[ surjective < Vy € ]2,4o00[, 3z € 2, +o0[/y = f(z).

2x —4yy?
Soit y > 2 tel =— ==
oit y el que y po— x —y

_4y2 _4y2

Apres étude du signe de ypury on voit bien que ’expression 5
-y

4—y
est bien définie sur |2, +oc[. Donc f est surjective.

Vy e R, 3z € R/y = g(z)?? Y = CoS .
Nous savons bien que —1 < cosz < 1, il suffit de prendre y = 2 par
exemple pour que le x n’existe pas !

Jy=2€R,fz €R:cosz =2.
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Donc g n’est pas surjective.
Bijectivité?
f est bijective sur |2, 4+00[, mais g ne l'est pas sur R.

Pour les applications bijectives, préciser la réciproque:

f7h 12,400 = ]2, +o0]

42

v fle) =5
Exercice 8
Soit I'application :

f: R—=R
4x

v fl@) = 2+ 1
1/ f est-elle injective?
Soit x1, 29 € R/ f(z1) = f(22) :

41’1 41’2

f(z1) = f(x2) =

$12+1:$22—|—1
= I (:L'22+1) = T9 (x12+1)

= ({L'l — l‘g) [1 — fL‘lIg] = 0.

Nous avons deux solutions possibles, x1 = x5 et 1 = 129 toutes les deux
sont acceptées, donc f n’est pas injective sur R.

2/ Vérifier que Vz € R, f(x) < 2. f est-elle surjective sur R?

On a

—2(z —1)*
= VzeR, f(z) <2

Il suffit de prendre y = 3 par exemple pour que f~!(3) n’existe pas.
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Par conséquent, f n’est pas surjective sur R.
3/Soit I'application :

F: [1,+00[—]0,2]

4x
mHF(I):a:?—l—l'

e F est injective parce que la deuxiéme solution de 'équation [1 — z125] =
0 qui est x1 = — (remarquons que 1a z; et xo sont # 0), est refusée,
x

2
sauf quand z; = x2 = 1. Nous avons finalement une seule solution
xr1 = x9. F est donc injective.

e F' est surjective?? Avons-nous

Vy €10,2],3z € [1,4+00[/y = f(x) 77

4x 9 9
y = x2+1:>yx —4dr4+y=0, A=16—-4y
2+ /4 — y? 2 — /4 — y?
= xlzuoubien@:—y.
Y Yy

2+ /4 —y? 2+ /4 —1y?
Pour z; = chveET Y , 'expression chvET Y
Y Y
10,2] et, comme /4 —y? > 0 alors 2 + /4 —y? > 2. En méme temps,

131
0<y§2donc§2§.

est bien définie sur

/4 — 02
(24 /4 —y?) > 2(3) oualors: 2rvity > 1.

Ce qui fait que : (

T e
N—

Y
Donc z; € [1,+00], c’est une solution acceptée.
2 /i—y?
Par contre, pour zo = —y’ nous devons étudier le signe de
Yy
(372 — 1)
2 /i—y?
w1 = Z2NVTTY
Yy
2—y—/4—1y?
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Le y étant positif, il nous reste a voir le signe de 2 — y — /4 — y*:
Supposons que:

2—y—VA—y2 < 0

= 2—y<\4—2

Et comme 2 — y > 0, nous pouvons passer au carré. On trouve:

2-y)* < <\/4—y2)2
= —dy+2y* < 0.
Qui est toujours vraie lorsque y € ]0,2]. Finalement notre supposition
est toujours vraie, donc o — 1 < 0 i.e. zo < 1.

La solution x5 est refusée, il y a finalement une seule solution. Donc f
est surjective sur [1, 4+o00].

e Au final, f est surjective et bijective sur [1, +o0], elle est donc bijective
sur [1, +o0].
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3 Chapitre 3 Les fonctions réelles a une vari-
able réelle

3.1 Cours N°1 Limite, continuité d’une fonction

3.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1

Nous avons déja donné la définition d’une fonction au chapitre précédent,
On appelle fonction d’un ensemble E dans un ensemble F' toute relation
entre eux qui fait correspondre a chaque élément de £ au plus un élément
de F.

Généralement notée:

f: E—F
E est appelé ensemble de départ, F' est dit ensemble d’arrivée, z est

appelé antécédent de y (ou variable muette) et y = f(z) est dit image
de x par la fonction f.

Quand E et F' sont des sous-ensembles de R, on dit que la fonction est
réelle ou a valeurs réelles d’une variable réelle.
Dans tout ce qui suit, £ et ' C R.

Exemple

f: R—=R
Ty =/

Définition 2

On appelle domaine de définition D de la fonction f, 'ensemble des
éléments x € E dont 'image y existe, (elle est unique).

Dans notre exemple plus haut Dy = {x € R/z > 0} = R*

Exemples
1
r — f(x)z; Dy ={z e R/x #0} =R"
r — g(x)=Inz Dy={zeR/z >0} =R%.

r +— h(z)=cosx Dy =R.
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3.1.2 Fonctions périodiques

f est dite périodique sur F ssi:

>0/ 2€E=(x+T)eE et fla+T)=f(a).

Le plus petit T' > 0 qui vérifie cette relation est appelé la période de f.
Exemples

On a

Ve € R,cos(x+2m) =cosx Donc cos est périodique de période 27.

Ve € R tan(x 4+ m) =tanxz Donc tan est périodique de période 7.

=

Fig.3.1 : Une fonction périodique de période T=2.

3.1.3 Parité d’une fonction

Soit une f fonction définie sur un ensemble D; symétrique par rapport a 0
(i.e. si x € Dy alors (—x) € Dy):

e f est dite paire ssi:

Vo € Dy, f(—a) = f(x).

Remarque
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f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées.

Exemples
1/ f:R—R*" 2/g: R—RT 3/ h: R—[-1,1]
T — f(z) =2? r— g(z) = || x+— h(r) =cosz

e f est dite impaire ssi:

Vo € Dy, f(—) = —f(2).

Remarque

f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a
’origine.

Exemples

1/ f:R*—>R 2/g: R—R 3/ h: R—[-1,1]
2 ) = !

La courbe est symétrique par rapport a

La courbe est symétrique par rapport a 0.
'axe des ordonnées

Fig.3.2 : Fonction paire (symétrie par rapport a ’axe des ordonnées),
Fonction impaire (symétrie par rapport a 1’origine O).
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3.1.4 Fonctions bornées

e f est dite majorée ssi:

dM € R/Vx € Dy, f(x) < M.
Exemple
f: [1,400[—R
1

1
On a: Vz € [l,40o0[,— <1, on dit que f est majorée par 1.
x

e f est dite minorée ssi:

dm € R/Vx € Dy, m < f(z).

Exemple

g: R—-R

r— g(x) = e

On a: Vzr € R,0 < €”, on dit que g est strictement minorée par 0.

e f est dite bornée ssi:

dM e R,Im e R/Vz € Dy,m < f(x) < M.
Ou bien,

JA > 0/Vz € Dy, m < |f(z)| < A.

C’est-a-dire que f est bornée ssi elle est minorée et majorée en méme
temps.

Exemple

h: R—R

x +— h(r) =sinz.

Ona: Vr € R,—1 <sinx < 1. On dit que h est majorée par 1 et minorée
par (—1).
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[

fla) =M (g - -t

i) LLL N S

TR S T .

Fig.3.3 : Une fonction majorée par M et minorée par m.

3.1.5 Monotonie d’une fonction

e f est dite constante ssi:

Va,y € Dy, (x # y) = (f(z) = f(y).-

Ou bien,
Jda € R/Vxz € Dy, f(z) =a.
Exemple
f: R—=R
r— f(z)=1.

On écrit aussi f = 1 et on lit f est identiquement égale a 1 sur R.

e f est dite croissante ssi:

Va,y € Dy, (x <y) = (f(z) < f(y)).

Si inégalité plus haut est stricte, on dit que f est strictement croissante.
Exemple
Montrer que la fonction suivante est croissante:

f: R —R
z e f(z) =V

Soit z,y € R / (v < y)
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m

Ri,f(:v)—f(y):\/_—\/?j
vz —vy) (V= + )
(VT +/9)

r—y

(Ve +1)

Vr,y

Mais puisque (z < y) alors =y < 0.

(V + /)
Donc f(z) — f(y) < 0.

e f est dite décroissante ssi:

Vr,y € Dy, (x <y) = (f(z) = f(y)).

Si 'inégalité plus haut est stricte, on dit que f est strictement décrois-
sante.

Exemple

Montrer que la fonction suivante est décroissante:
g: RT—R
r— g(z) = 2%

Soit z,y € R~/ (x < y)
On a:

g(x) —gly) = 2> =

= (z—y)(z+y).

Mais puisque (z <y) alors (z —y) < 0.
et puisque z,y € R™ alors (z +y) <0.

Ce qui fait que (z —y)(z +y) > 0

Donc g(z) —g(y) = 0.
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e f est dite monotone sur un intervalle [ ssi, elle ne change PAS sa
monotonie sur cet intervalle, c’est-a-dire, elle reste toujours croissante

ou bien toujours décroissante sur tout I'intervalle, sans jamais changer
son sens de variations.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
Fonction strictement croissante

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Fonction strictement décroissante

Fig.3.4 : Deux fonctions monotones.

3.1.6 Les limites

Définition

Soient a et [ des réels et f une fonction définie au voisinage de a. On dit
que f admet [ pour limite en a ou que f tend vers [ quand x tend vers a, ssi:

Ve > 0,3, >0/Vx € Dy, |z —a| <n.=|f(z) -] <e.
On écrit lim f(z) = I.
Remarque

La limite, quand elle existe, elle est unique et est égale a la limite & droite
comme a la limite a gauche. i.e.

ilgllf(x) =ls ill)l(llf(x) = limf(x) =1L

r—a
>
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C’est-a-dire que, au cas ol nous avons une limite & droite d’une fonction
différente de sa limite & gauche au méme point alors la fonction n’admet pas

de limite en ce point.

Exemple

f: R—=R
2z +1

fo(m):{ 5+ 4
lim f(z) = lim f(x) =1

rz—0~

lng () = lm f(a) =1

r—0t
>

Donc cette fonction n’admet pas de limite en 0.

sixz <0

Nous voyons bien que

Les formes indéterminées

Nous comptons sept formes indéterminées qui sont:

siz>0 "

(2] 2 [oox0]+o0—00]0°]1%® [’

|

Quelques limites usuelles

v || 0 S T iy
Ty (5] = 1 i (7] =0
i (=7 = MR
Jim ($) = +o0 lim (<) = e =0
xli%{r (xlnz) =0 ZEIJPOO (xlnz) =400 mkrfoo (oz) = 0f
Propriétés

Soit f et g deux fonctions telles que lim f(z) =1 et limg(z) =1, (I et I

r—a

sont des limites finies).
On a les propriétés suivantes:

1. lim (f(2) + g(x)) =1 +1"

r—a

2. lim(f(x).g(x)) =10.

r—a
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3. lim (%) = % (pour vu que !’ soit différente de 0 bien sir).
g(x

4. Trés important : si les conditions de composition entre f et g sont
vérifiées alors lim(f o g)(x) = L.

5. SiVex € (DN Dy), f(z) < g(x) alors [ <.

6. Si IM € R/Vx € Dy, f(xz) < M alors | < M et de méme,

Sidm e R/NVe € Dyym < f(x) alors m <.

3.1.7 Théorémes importants pour calculer les limites

Théoréme 1

Soit f une fonction bornée et g une fonction telle que limg(z) = 0 alors:

lim (f(x).g(x)) = 0.

r—a

Exemple

lim (22 cos z) = 0 car lim () = 0 et cos est une fonction bornée, (majorée

r—0 x—0

par 1 et minorée par -1).

Théoréme 2 Régle de I’Hopital (ou ’Hospital)

4Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a.
On suppose que f et g sont dérivables sur I — {a} et que ¢’(z) # 0 pour
x # a.

Si glgllr(llf(.f) = glcl_r)rcllg(x) = 0 ousi glcgrtllf(x) = limg(x) = £oo et si lim (f/(m§>

!
r—a r—a 9 ($

existe ou est infinie, alors:
/
lim (M> = lim (f/($)> .
a—a \g(r) ) e=a\g(z)

.
Montrer que : lim < mx) =1.
z—0 €x

Exemple

41/ Guillaume Frangois Antoine, marquis de L’'Hépital est un mathématicien francais,
a ne pas confondre donc avec I’hopital ot on traite les malades !
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11 suffit d’appliquer la régle de I’'Hopital:

. sin z . CcosST
lim ( ) = lim ( ) =1.
z—0 €x x—0 1

Théoréme 3 Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes)

Soit a € R et f, G; et GGy trois fonctions telles que :

lim Gi(x)= lim Go(z) =1 (finie).

z—a(ou 00) z—a(ou 00)
Et :
Va, Gi(z) < f(z) < Ga().
Alors:
lim f(z) =1.

z—a(ou 00)
Exemple
Montrer que : lim i 0.

r—-+00 T

11 suffit d’appliquer théoréme d’encadrement. On a

Vr € R,—1<sinzx <1.
—1 sinx 1
<

(Au voisinage de +o00) = — < < -
T T T
—1 1 1
Et comme lim <—) = lim — =0 alors lim (smx) =0.
r——+00 €T r——+oo xr——+00 X

Théoréme 4 Théoréme de comparaison
Soit a € R et f, G et G5 trois fonctions

o SiVr,Gi(z) < f(z) et l%m )Gl(m) = +o00

Alors:

lim f(z) = 4o0.

z—a(ou 00)
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o SiVr, f(z) < Ga(x)et lim Gy(x) = —00

z—a(ou 00)

Alors:

li(m )f(x) = —00.

Exemple

e Déterminer par comparaison, la limite suivante :

lim f(n) =n*— (=1)", (n € N).

n—-+00
On a
Vn € N, (-)" < 1.
vn € N, — (- >-1
Donc:

n?—1<n?—(=1)"

Mais comme lirf (n? — 1) = +oo alors d’apres le théoréme de compara-
ison : lirf f(n) = +o0.

e Trouver : lim (z +sinx).
T——00

On a
Vr € R,sinz <1.
Donc sinz+2x < 1+ .
Mais comme lim (14 z) = —oo alors par le théoréme de comparaison:
lim f(z) = —o0.
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3.1.8 Continuité d’une fonction

Rappel de quelques Définitions et propriétés Soit f une fonction
définie en un point xg.

1. On dit que f est continue & droite de x( ssi:

lim f(x) = f(xo)-

T—T0
>

2. On dit que f est continue a gauche de z ssi:

lim f(x) = f(xo).

T—X0
<

3. On dit que f est continue en xq ssi:

lim f(x) = lim f(z) = lim f(z) = f(z0).

T—T0 33?1‘0 33;*1‘0

4. f est continue sur un intervalle I C R ssi elle est continue en tout point
(i.e. en chaque point) de I.

5. Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I C R alors,

(f+9),(fg9),(a.fora€eR) et (5 avec g(x) # 0) le sont aussi.

6. Les fonctions élémentaires (ou usuelles) comme les polynomes et les
fonctions sinus (x — sinz), cosinus (r — cosx), exponentielles (z —
e”) sont continues sur tout R. La fonction logarithmique (z — Inz) est
continue sur R*, la fonction racine carrée (x — /x) est continue sur

1
R*, la fonction 2 — — est continue sur R* ...etc.
x
7. Soit f et g deux fonctions, si f est continue en x( et g est continue
au point f(xg), alors (go f) est continue au point xy. Nous pouvons

conclure que si f est continue sur un intervalle I C .J et g est continue
sur un intervalle J C K alors (f o g) est continue sur /.

8. Pour faciliter la compréhension, on dit qu’une fonction est continue si
on peut "tracer son graphe sans lever la main" !
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Cette fonction est continue Cette fonction n'est PAS continue
M

/\

Y LY

0 . 0 g

Fig.3.5 : Représentation d’une fonction continue et d’une fonction non
continue.
Exemple
Soit la fonction :
f: R—=R
sin x
six #0
te fl@) =4 2 70
1 siz=0

Etudier la continuité de f sur R.
*) Comme f est le produit de deux fonctions élémentaires sinz et — qui
x

sont continues sur R*, alors f est continue sur R* aussi.
Etudions maintenant la continuité au point 0:
Puisque

limf(z) = limf(x)

z—0 z—0
< >

= limf(x)

z—0

=1
= f(0).

Alors f est continue en 0.
Conclusion: f est continue sur tout R.

3.1.9 Prolongement par continuité

Théoréme

Soit la fonction f: R\ {a} - R qui n’est donc pas définie en a.

91



Si lim f(z) = « existe et est finie, alors on dit que f est prolongeable

par continuité au point a.

Nous pouvons prolonger f par continuité en a en posant une nouvelle
fonction f que nous allons définir comme suit:

f: R—R
~ {f(x) sia:;«éa'

v (x): o siz=a

fest appelée prolongement par continuité de f en a.
Exemples

Est-ce que les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité? Si
oui, donner leurs prolongements.

: R —R
fr RE—R . ! sin x
sinz sizx<0
x— f(x) = z—g(r) = x
x rlnx siz >0
h: R*—R L: R* =R l[: R*—R

x + h(r) = cos (é) | ka(x):% | @ o) = osin <£) |

Correction

e Sur R* la fonction f est bien définie et continue. Le seul point ou f
n’est pas définie c’est a = 0, nous devons donc étudier la possibilité du
prolongement par continuité en ce point.

sin x
Puisque lirr(l)— = 1 alors oui, f est prolongeable par continuité
r— X
au point 0.

Son prolongement est donné par la fonction f suivante:
f: R->R
SR

sin x

sixz#0

1 siz=0
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e Sur R* la fonction g est bien définie et continue.

L . sinx : Y
Mais puisque lim—— =1 et limz Inz = 0 c’est-a-dire que nous avons
x—0 a:;>0

une limite & droite différente de la limite & gauche au point 0 alors non,
g est n’est pas prolongeable par continuité au point 0.

e Sur R* la fonction h est bien définie et continue.

x
longeable par continuité au point 0.

1
Puisque lir% [cos <—)} n’existe pas alors non, h est n’est pas pro-
Tr—>

e Sur R* la fonction k est bien définie et continue.

1
Puisque lin(l) (—2) = 400, c’est-a-dire que la limite est infinie alors
T— x

non, k est n’est pas prolongeable par continuité au point 0.
e Sur R* la fonction [ est bien définie et continue.

1
hII(l) {:v sin (—)} = 0 car nous avons le produit d’une fonction bornée
Tr— €T

par une fonction qui tend vers 0.

Alors [ est prolongeable par continuité au point 0.

Son prolongement est donné par la fonction [ suivante:

l: R—R

N o (L) ez
2 1) = T sin - six
0 six=0

3.1.10 Théoréme des valeurs intermédiaires

Pour trouver les racines des équations de la forme f(z) = 0, on utilise le
théoréme des valeurs intermédiaires suivant:
Théoréme

e Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b] avec f(a).f(b) < 0
alors Ja € Ja, b/ f(a) = 0.

Si de plus, f est strictement monotone sur [a, b] alors « est unique dans
Ja, b[.
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e Nous pouvons remplacer f(a) et f(b) par des limites adéquates.

e Si nous avons une équation du type f(z) =k < f(z) —k = 0, on pose

g9(x) = f(x) — k.
Exemples

1/ Montrer que la fonction f(z) = cos(y/r) admet au moins une racine
dans [0, 10].

Nous pouvons considérer I'intervalle [0, %] C [0, 10[.

/- et cos sont continues sur [0,7%] et f est continue sur [0,7%] comme
composée de deux fonctions continues.

Ensuite on a: f(0) = 1, f(7?) = —1 ce qui fait que f(0).f(7?) < 0.

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure alors l'existence d’au
moins une solution de 1’équation cos (1/z) = 0.

2/ Montrer que 1'équation 2 + 222 — 52 + 3 = 0 admet au moins une
solution dans R.

On pose f : R — R définie par f(z) = 23+ 22% — 52+ 3. Elle est continue
sur R et

lim f(z) = —oo, lim f(z) —+oo.Donc< lim f(x)) ( lim f(x)) —

T——00 T—-+00 T——00 T—+00
—oo < 0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires 1’équation f(z) = 0 admet
au moins une solution dans R.

3/ Montrer que I’équation cosx = x admet au moins une solution dans
0.7

Nous pouvons considérer la fonction g(x) = cosz — x.

Si cosz = x alors g(x) = 0 dans [O, %]

g est continue sur [0,%] et on a: g(0) = 1,9(%) = —% ce qui fait que
9(0)-9(3) < 0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet
au moins une solution dans [0, %]
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3.2 Cours N°2 Dérivée et différentiabilité d’une fonc-
tion

3.2.1 Définitions

Soit la fonction :

f: ICR—R
x> f(z).

Et soit zg € I, tel que f soit continue au point xg.

1. On appelle accroissement fini ou taux de croissance entre x et x

de la fonction f, la quantité M.
T — Zo
On dit que f est dérivable au point z s’il existe un nombre réel unique
a tel que:
@) = )
T—T0 r — Xy
Ou bien:
lim f(@) — f(xo) — lim f(@) — f(=o) —
T2T0 T — X T2T0 T — 2o
ie M admet une limite en z.

r—x

Cette limiteodoit exister et étre finie pour conclure la dérivabilité de la
fonction au point xg.

On dit alors que « est le nombre dérivé de la fonction f au point zg, ou
plus simplement la dérivée de f au point xg.

On écrit:

qa

= dx(a?o) = f'(x0).

a
2. On peut aussi utiliser le changement de variables h = (z — z¢), qui
peut servir pour calculer des limites plus ardues, on aura alors :

_ llmf(% + h) — f(x0) .
T—T0 T — 2o h—0 h
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3. On dit que la fonction est dérivable sur tout [ si et seulement si elle
est dérivable en tout point de 1.

4. Si une fonction y = f(x) est dérivable en tout point d’un intervalle I,
on définit la différentielle df de cette fonction par : df = f'(z)Ax
ou Ax est un accroissement arbitraire de la variable x. Par exemple,
si f(z) = x, on a: df = 1Az. Dans ce cas, la différentielle df de la
fonction devient un accroissement arbitraire de la variable x qu’on note

dzx. D'ou df = f'(x)dx.

v \\ / ~_ sy ) -

|

w Paint de rebroussement a x=0
Poirit anguleux @ x=2 : 7
[
I
P —
el !

| e S (S

Tangente verticale a x=2 fonction discontinue

Fig.3.6 : Les cas de non dérivabilité en un point.

Exemples
1/ Trouver la dérivée de la fonction f(z) = sinx sur R.

lim f(z) — f(xo) ~ lim sinx — sinxg‘
T—T0 T — Zo T—T0 T — X

On a

Vo, 5 € R, (sina — sin #) = 2sin (Oé;ﬂ) cos (a—;—ﬁ)

Donc:
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o S@) = f@o) o sin(55) <m)

T—T0 T — X T—T0 T — 2o

Et puisque lim (smy) =1 alors

y—0 Yy
lim —f(x) — f<x0) = lim cos <x + xo)
T—XT( T — l‘o T—XT0 2
= cos(zp).

Le zy étant quelconque, cela fait que:
Vo € R, sin'(x) = cos .

2/ Calculer la dérivée de f(x) = cosz sur R.

En utilisant le changement de variables:

f(xo +h) = f(xo)

cos(xg + h) — cos(xg)

A h = g
On a
Vo, f € R, (cosa + cos 8) = cosacos 3 — sin asin 3.
Donc:
. flzo+h) — f(xo) . cos(xg) cos h — sin(xg) sin h — cos(xg)
lim = lim
h—0 h h—0 h
) cosh —1 ) sin h
= }lli% |:COS($0) <T) — sin(zo) . ] :
. ) cosy — 1Y\ ) sinh) ‘
Et puisque Zljlir(l) ( » ) =0et }ILILI%) ( N ) =1 alors:
_flwo+h) = flwo)
}ILILI(lJ . = —sin(zg).

Le zy étant quelconque, cela fait que:
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Vo € R, cos'(x) = —sinz.

Théoréme

Si f est dérivable en xy alors, elle est continue en x.

Nous rencontrons souvent ce théoréme sous sa forme contraposée, comme
suit:

Si f n’est pas continue en z( alors, elle n’est pas dérivable en x.

3.2.2 Propriétés

Soit les deux fonctions f,g: I C R — R toutes les deux dérivables au point
o € I, alors:

e (f + g) est aussi dérivable au point z et

(f +9) (x0) = f'(x0) + g’ (o).

o Va € R, (af) est aussi dérivable au point x et

(af)" (z0) = af'(zo)-

e (f.g) est aussi dérivable au point x, et

(f-9) (z0) = f'(x0)g(wo) + f(x0)g' (o).

I~

. (2

) est aussi dérivable au point xy ( avec g(z) # 0,Vz) et

(f)/ (20) = f'(w0)g(0) — f(xo)g'(w0)

E [9(z0)] 2

3.2.3 Dérivée de la fonction composée

Soit les deux fonctions f: I — Ret g: J — R avec f(I) C J. Soit o € I,
alors:

Si f est dérivable au point z et g est dérivable au point f(zy) alors (go f)
est dérivable au point zy et on a:

(g0 f) (20) = f'(20).9'[f (x0)].
Exemple
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sin'(—x) = —cos(—x).

3.2.4 Dérivées des fonctions usuelles

Dérivées des fonctions puissances.

Cas particulier

Généralisation

n—1

(z") =n.x (n € R¥)

[/ (@)]" = n.f'(x).Lf" (@)

. . x/_ I%/:L 7 I: f/<$)

Exemple important: (1/z) = <( ) ) NG < f( )) 2 /()
Dérivées des fonctions trigonométriques

Cas particulier Généralisation

sin’ (z) = cos x sin’ [f (2)] = f' () cos [f (z)]

cos' () = —sinz : cos' [f (z)] = —f' (z)sin [f (m)J

() = L tane) = |t )] = 1 () - L

cot ¢’ (z) = 1+ cotan?(z) = si;:l" cot ¢’ [f (z)] = 1+ cotan®(f(z)) = SH:ZEJEZ)]

Dérivées des fonctions trigonométriques inverses

Cas particulier Généralisation
arcsin’ (r) = ! : aresin’ [f (z)] = L)Q
\/1—1x \/1—Lf(35)]
arccos’ () = —— = arccos’ [f (z)] = O
\/11—l’ \/1}/( ()] ?
arctan’ (z) = T 5{2 arctan’ [f (z)] = W
arccot ¢’ (z) = T2 arccot g’ [f ()] = 1+ [f ()]

Dérivées des fonctions hyperboliques

sh?(x

Cas particulier Geénéralisation
sh' (z) = ch () sh'[f ()] = f" (x) ch [f (x)]
ch' (z) = sh(x) : ch' [f (x)] = f' (x) sh[f (v)]
(@) = 1= t2(0) = s | ()] = 1) - 047 ()] = fﬁ»
coth! () = 1 — cot h2(x) = —— | coth! [ ()] = f'(x) [L — cot 2 (F(z))] = —2- &)

sh?(f(x))

99




Dérivées des fonctions hyperboliques inverses
Cas particulier Généralisation
argeh! (2) = | argen [ (2)) = L)
Va?—1 VIf(@)]?—1
1 [ (@)
arg sh’ (x) = : arg sh' [f (2)] = ——————
Bl (1) = ——— ol [ ()] = s
, 1 ; /()
argth' () = 1= 5(lal < 1) | ara'[f )] = 0
1 [ (@)
/ _ . 1 / _
argcoth’ (x) T2 (lx] > 1) | argeoth’[f (x)] T (o)
Dérivées des fonctions logarithmiques
Cas particulier Généralisation
, 1 / /' (x)
Innz = — In )] =
| ok fiy
/ _ - / _ = x
g, o= o (3) o @ = o (50
(a>0,41) (a>0,#1)

Dérivées des fonctions exponentielles

Cas particulier Généralisation
(e®) = e” (e f(,x ) (f' (x)) /)
(a®) = (Ina) .a® (a[f(x)]) = (Ina).(f'(z)).af@)
(a>0,#1) (a>0,#1)

3.2.5 Dérivées d’ordre supérieur

Définition

On définit la dérivée énieme de la fonction f, dite aussi dérivée d’ordre

n, la fonction obtenue aprés n dérivations successives de la fonction f.

Elle est notée par f(™:

{

f(O)
f(k)

Exemple

Trouver une formule récurrente pour calculer f

[

fk 1}
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avec f(x) = cosz.




Donc:
fA0) () = f(x) = cosx
fURD () = —sina N
f(4k+2)(:lf) — — COST 7k eN. ( )
fURHS) (1) = sina

Remarque Nous pouvons démontrer la formule (*) plus haut par récur-
rence.

3.2.6 Fonctions monotones et continues

Monotonie
La monotonie est le sens de variation de la fonction.

Soit la fonction f: I C R — R dérivable sur tout l'intervalle I, alors:
SivVeel:

(x) > 0 alors f est strictement croissante sur I.
(x) > 0 alors f est croissante sur /.

o f'(x) <0 alors f est strictement décroissante sur I.
(x) <0 alors f est décroissante sur I.

e f'(x) =0 alors f est constante sur /.

On dit que la fonction est monotone (respectivement strictement monotone)
ssi elle est croissante (respectivement strictement croissante), ou bien décrois-
sante (respectivement strictement décroissante) sur 1.
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Théorémes Soit la fonction:

f: ICcD;j—F
z = f(x).

1/ Si f est strictement monotone sur /, alors elle est injective sur I.

2/ Si f est continue sur [ et f(I) = F alors elle est surjective sur I.

3/ Si les conditions 1/ et 2/ plus haut sont vérifiées en méme temps, c’est-
a-dire que f est strictement monotone et continue sur 7, alors f est bijective
sur I.

Exemple

Soit la fonction:

f: 10,400 = R
z+— f(x)=1Inuz.
v €10, +oo[, f(x) = é

On trace le tableau de variation:

T 0 400
fri@) || +
+00
f(z) /
—00

1/ On voit bien que f est strictement croissante sur |0, +oo[, elle est donc
injective sur ]0, +o0[.

2/ f est continue sur |0, 4+o0[. Puis lim f(z) = —oco, lim f(z) = +o0.

z—0t T—+00

Donc grace aux limites, nous pouvons conclure que f(]0,4+00[) = R. Ce
qui fait que f est surjective sur |0, +o0l.
3/ Par 1/ et 2/ f est une bijection de |0, +oo[ vers R.
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3.2.7 Les fonctions réciproques

Dans le cas ou une fonction donnée:

f: E—F
est bijective, alors elle admet une fonction réciproque (ou inverse):
f': F—=E
x— f(x).

Qui vérifie :

1/ f(E) = F et f\(F) = E

2/ Ve e F,(fof)(x)= et Vee E,(fto f)(z) =

Exemple
Dans la section précédente, nous avons convenu que la fonction:

f: ]0,400[ =R
r— f(r) =Inzx.

est une bijection, nous pouvons désormais définir sa fonction inverse:

7t R—]0,+00]
z— f(x) = e

On a bien :

Ve €R,(fof ) (z) =In(e") =z
et

Vz €10, 400[, (f o f) (z) =™ =
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Propriétés de la fonction inverse
e f~! a exactement la méme monotonie que f, par exemple si f est
croissante alors f~! I’est aussi.

e Puisque f est continue alors f~! I'est aussi.

e Les graphes d’une fonction et de sa fonction réciproque sont symétriques
par rapport a la premiére bissectrice : (A) :y = x.

e Nous pouvons tirer ’expression de la dérivée de la fonction réciproque
grace a la dérivée de la fonction primaire et la fonction réciproque elle-
méme, comme suit :

Fig.3.7 : Deux fonctions réciproques sur le méme repére (symétrie par
rapport a la premiére bissectrice).

Exemple

Pour f(z) = In(x), en appliquant la formule ci-dessus, on trouve
1
(f ) (@) =1 =e"

Effectivement, nous savons que (f~1) (z) = e” et (f~!) (z) = €.

Remarque
Cette formule est trés utile quand on ne dispose pas de ’expression de
la fonction réciproque en tout point, sauf en un point bien précis. Nous

I’appliquons alors pour connaitre la valeur de la dérivée de la fonction ré-
ciproque en ce point.
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3.2.8 Théorémes relatifs aux fonctions dérivables

Avant d’énoncer le théoréme des accroissements finis, rappelons le théoréme

de Rolle:

Théoréme 1 : théoréme de Rolle Soit a,b € R/a < b.
Soit une fonction donnée:

fi a0 =R
x> f(x).
Telle que :

1/ f est continue sur [a, b] .
2/ f est dérivable sur |a, b|.

3/ fla) = f(b).
Alors Jc € a,b[/f'(c) = 0.

[4E3)

£(a)

£(b)

g +
a c b

Théoréme de Rolle

Fig.3.8: Une illustration du théoreme de Rolle.

Théoréme 2: théoréme des accroissements finis Soit a,b € R/a < b.
Soit une fonction donnée:

f: a0 =R
Telle que :
1/ f est continue sur [a, b] .
2/ f est dérivable sur |a, b|.
Alors  3c € a, b /L= — g1,

b—a
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Fo - & b; @) s
h —a -

Fro

Fig.3.9 : Une illustration du théoréme des accroissements finis.

Applications

1/ Appliquer le théoréme de Rolle a la fonction:

F(r) = () - {O 200

pour démontrer le théoréme des accroissements finis.

(ZL’-CL),

Correction

La fonction F' est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b], de dérivée:

1) = fa)

O

De plus, F(a) = F(b) = f(a).
Le théoreme de Rolle implique alors I'existence d'un réel ¢ €]a, b[ tel que

F'(¢) = 0. Clest-a-dire, f'(c) = W.

2/Soit f : R* — R la fonction définie par f(z) = er. Montrer que, pour
tout = > 0, il existe ¢ €]z, z + 1] tel que:

fl@)~ flz+1) = get.

2
Correction

Puisque la fonction f est continue sur [z, x + 1] et dérivable sur |z, +
1], (z > 0), on applique le théoréme des accroissements finis, on trouve:
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Or, Vo € R*,

Donc,

e €l o + 1]/ — C%ei @+ 1) - f(2).

Ou, de maniére équivalente :

de €]z, x + 1[/6—126i = f(z) — f(z+1).
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3.3 Série d’exercices N°3

Exercice 1

Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes:

1) =223 () = (a1, by = Y220

Exercice 2
Etudier la parité de la fonction suivante:

2
fz)==zx+1n (
3
Exercice 3

1/ Calculer la limite suivante :

A = lim

Inz

r—1
x+1)°

rz—1

r—1

2/ Soit la fonction f(z) = —2? — zsinz
Montrer que

Ve <0, f(z)<-—z(z+1).

Puis conclure lim f(z).

T——00

3/ Soit la fonction g(x) = = + s Y

X

1
Ve >0, z——-<
x

Puis conclure lim g(z).

T—+00
4/ Calculer

lim |2% + 3V2x +
r—+o0 xT

Exercice 4

1/ Soit les fonctions suivantes:
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. Montrer que:

g(z).

—sinzx



f: Rt =R g: R—>R

In(l+z) . cost —1 .
v f(z) = —= six#£0 , z = g(z) = T&x;«éo

1 siz=0 0 siz=20

Discuter de la continuité au point 0.

2/Soit les fonctions suivantes:

g: R—R
f: R—>R sin?(rx) .
v f@) =fsinal © wege)={ o1 07!
0 siz=1

Discuter de la dérivabilité au point 0 pour f et au point 1 pour g.
Exercice 5

Soit la fonction f définie par : f(x) = zlnx —z, x> 1.

1. f est-elle continue sur |1, +oo[?

2. f est-elle dérivable sur |1, +oo[? Si oui, calculer sa dérivée.
Dresser le tableau de variations de f.

Montrer que f : |1, 4+00[ — ]—1, +00[ est une bijection.

Résoudre dans |1, 400 I’équation f(x) = 0.

R

Déterminer (f~1)'(0).

Exercice 6

Trouver le prolongement par continuité & R s’il existe, pour les fonctions
suivantes:

22 +52+6

f(il)') = 33‘3—4—1 surR\{—l}.
22 —br —6

g(l’) == 333—_’_1 surR\{—l}.
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Exercice 7

Calculer la dérivée éniéme de la fonction suivante en fonction de n, ou
n € N:

1
fla) =
Exercice 8
On considére 1’équation suivante:
2t = A +1=0. (E))

Ou A\ e R.

1. Donner le nombre de solutions de I’équation (E) en fonction du parametre
A

2. Ecrire 'équation (E) sous la forme f(z) = A, en précisant la fonction

f.
3. Dresser le tableau de variations de f.

4. En appliquant le théoréeme des valeurs intermédiaires, retrouver les ré-
sultats de la premiére question.
Exercice 9

On définit la fonction f par:

3 — 22

siz <1
flz) = 1

— siz>1

x

1. Montrer que sur [0, 2] la fonction f vérifie les hypothéses du théoréme

des accroissements finis.

2. Déterminer tous les nombres ¢ € |0, 2] tels que f(2) — f(0) = 2f'(c).
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3.4 Correction de la série d’exercices N°3

Exercice 1

Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes:

o0 [

D; = {xGR/(5—2x%O)/\§+3xZO}

— 2x
-2 5

D, = {z€eR/(x*-1)>0}
D, = ]|—o00,—1[U]L, +o0l.

Va2 —2x -5

Inz

h(z) =

D, = {zeR/(z>0)A(lnz#0)Az”—22—3>0}
Inz = 0=2=1
Dh = [3,+OO[
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Dy {reR/(z—1>0)A(z#0)AlIn(z —1) > 0}
Inr—1) > 0=z-1>e"=2>2

Exercice 2
Etudier la parité de la fonction suivante:

f(x)z%:t%—ln(ili).

On commence d’abord par déterminer le domaine de définition:

D; = {:UGR/(QE+1#O)A§—_:>O}

Dy = ]—o00,—1[U]l,+o0].

Dy est symétrique par rapport a 0.
Et:

fo) = o em ()

Donc f est impaire.
Exercice 3

1/ Calculer la limite suivante :

VEFI- V3

r—1

A = lim

r—1

Nous avons que z tend vers un réel et une F'I du type 8, on utilise la

formule de I'hopital :
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1
A= —.
V2
2/ Soit la fonction f(x) = —2® — zsinz.

Montrer que

Ve <0, f(z)<—z(x+1).

On a
Ve < 0, sinz <1
= Vr <0, —zsinz < —x
= Vo <0, —2? —zsinz < —a? — 2.
Donc:

Ve <0, f(z)<—z(z+1).

Conclure lim f(x)

T——00

Puisque:

lim —z(z+1) = —o0.

r——00

Alors, par le lemme de comparaison, on trouve:

lim f(x) = —o0.
3/ Soit la fonction g(z) = = + st
x
Montrer que
1
Vo >0, g(xr) >x——.

T
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Ve > 0, —1<cosx

—1  cosx
= Vo >0, — <
x x
1 cosx
= Vo >0, r——<1x+
x x
Donc:
1
Vo > 0, g(x) >z ——.
x
Conclure hI_El g(x) :
Puisque lim (:1: — %) = 400 alors, par le théoréme de comparaison, on

xr——+00
trouve:

lim g(z) = +o0.

Tr——+00

4/ Calculer

lim |22+ 3v2x +

z—too T —sinx
On a liril ($2 + 3\/§$) = 400
Puis,
-1 < sinx <1.
= —1<-—-sinr<l1
= r—1<z—-—sinzx<zx+1
1 1 1
= < - < .
r+1~ x—sinx ~ x—1
Et comme lim = lim = 0 alors, par le théoréme d’encadrement
z—toox +1 z—o+oox — 1
on trouve :
1
lim — =0.

z—+oo — Sinx
Ce qui fait que :

1
lim |2% + 3V2x + —_— | = +00.
r—to00 Tr —SIinxy

Exercice 4
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e Pour:

f: Rt—=R
In(l14+2x) .
x}—>f(a:):{—x siz#0
1 siz =0

f n’est pas définie a gauche de 0, elle n’est par conséquent pas continue
a gauche de 0.
On a par la régle de 'Hopital :

z—0 z—0
> >

= f(0).

Donc, f est continue & droite de 0.

_1
limf(z) = lim[H‘T] =1

g: R—R

v gla) =

-1

cosr = 2 six#0

€T .
0 siz=20

Puisque

—1
lim <%> =0 (limite usuelle).

x—0 €x

Alors, oui, g est continue au point 0.

2/

f: R—=R

x— f(r)=|sinx|.
On a

sin x siz— 0

_ >
flz) = —sine six—0 °

<

Donc:
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f(z) — f(0) sin .

z—0 xr — 0 z—0

> >
hmw - lim g
x:»O €xr — 0 w?O €x

Donc f n’est pas dérivable au point 0.

[ ]
g: R—R
sin?(mz) |
rog@) =4 a-1 six#1 .
0 sixz =1
On a
g(x) — g(1) =
lim = lim—*-
—1  x—1 t—1  x—1
~ lim sin ?(mx)

Par I’Hopital deux fois :

27 sin(mx) cos(mx)

limM = lim

e—1  x—1 z—1 2(x—1)
= lirryr2 [cos*(ra) — sin®(7z)]
= 7

Finalement, g est dérivable au point 1 et ¢/(1) = 2.

Exercice 5
Soit la fonction f définie par : f(x) = xlnx —z, = > 1.

1. f est-elle continue sur |1, +oo[?

f est continue comme somme et produit de fonctions élémentaires con-
tinues sur |1, +o0|.
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2. f est-elle dérivable sur |1, 4o00[? Si oui, calculer sa dérivée.
Par le méme argument, f est dérivable sur |1, +o0][.

Flz) = 1nx+x(1)—1

T
= Inz.

3. Dresser le tableau de variations de f.

On a lquf(x) =—1let hgl f(z) = lim [z(lnz —1)] = 4o0.

Tr— 400

Puis, f(z) =Inxz > 0 sur |1, +o0][.

T 1 +o00
f'(x) | 0 +

H +00
f(z) H /

—1

4. Montrer que f :]1,+o00[ — ]—1, +00] est une bijection.

f est strictement croissante sur |1, +o0[, elle est donc injective. Et puis,
elle est continue sur |1, +oo[ et f(]1,+oo[) = |—1,4o00| alors elle est
surjective. Finalement f est une bijection de |1, +o00[ vers |—1, +o0.

5. Résoudre dans |1, +oo[ 'équation f(z) = 0.

flz) =0
< z(lnzx—-1)=0
< x =0 (refusé) ou bien x = ¢
& S ={e}.

6. Déterminer (=)' (0).

Puisque f(e) = 0, alors f~1(0) = e. Donc, on a :

—1\/ . 1
A TT0)
1
- In(e) =1



Exercice 6

Trouver le prolongement par continuité & R s’il existe, pour les fonctions
suivantes:

_a:2+5a:+6

f(x) P sur R\ {—1}.
Puisque,
l = li = ¢ i = li h
ey = o ey ) = oo et i Jl) = I (e ) = 7

Alors f n’admet pas de prolongement sur R tout entier.

22 —5x—6

g(z) = e sur R\ {—1}.
On a:
2 — 5z —6
A fl@) = lim
— lim (x+1)(x—6)
e——1(x +1) (22 —z+1)
. x—6
= 1l
e——122 —x 41
7
= -3

Donc g admet un prolongement par continuité au point (—1), donné par:

g: R—R
22 —5x—6 | 4
—— siz # —
T g(r) = 7$3+1 . :
—3 sirz=-—1

Exercice 7
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Calculer la dérivée éniéme de la fonction suivante en fonction de n, ou
n € N:

1
flo) = =,
) = fl) =
@) = flo) = o
PO = @)=
@y - _2X3
@ = g
FO () = _n
(1—az)"™

Remarque Nous pouvons établir la relation plus haut par récurrence.
Exercice 8

On considére ’équation suivante:

vt - A’ +1=0. (E)

Ou A eR.

1. Donner le nombre de solutions de I’équation (E) en fonction du parametre
A
(Facile) :

A+ VA

= =\
9 y S ?/1+y2

y2—)\y+1:0,A: ()\2—4),y172:

*) Si A = 2, nous avons deux solutions.
*) Si A\ €]2, +00[, nous avons quatre solutions.

*) Si A €] — 00, 2], nous n’avons aucune solution.
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2. Ecrire 'équation (E) sous la forme f(x) = A, en précisant la fonction

fl@) = A
1 . )l . . .
& 5— = A (Remarquons que si z = 0, 'équation (E) est impossible).
x
Donc,
[ R =R}
x4+ 1
r— f(z) = o

3. Dresser le tableau de variations de f. ( Nous pouvons utiliser la parité
et travailler seulement sur |0, +o00]).

4
Ona lim f(z)= lim :1:_2 = 4o00. Et puis: lim f(x) = 4o0.
>

r—+o00 r—too 220
<
, 2(z* — 1)
Ensuite : f'(z) = —
x —00 —1 0 1 +00
['(x) - + I - +
+00 +oo || +oo +00
/() N\ / I NS
2 I 2

4. En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires, retrouver les ré-
sultats de la premiére question:

Remarquons d’abord que:

rt+1
(F) < poa A=0.

C’est-a-dire que les solutions de (E) sont aussi les solutions de 1’équation

4
1
2 Tl A=0.
22
Remarque

zr+1

— —A=0!

x
Nous allons appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires & la fonction:

Quand = = 0, (E) est impossible mais aussi
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F(z) = fix)—)\

r*+1
= PR .

Dont voici le tableau de variations:
T —00 -1 0 1 +00
f'(x) - + I - +

+00 +oo || 400 +00
f(x) \ / | N /

2— A | 2—A

e -/ Sur |1, 4+o00|

Si A €]2,400] (2—A) < 0, donc F(1) < 0. Or, sur Uintervalle
]1,400] f est strictement croissante vers +00. Donc

dzg 6]1, +OO[/F($0) > 0.
11 suffit alors d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires sur [1, o] ,
pour avoir une racine de ’équation F'(z) = 0.
-/ Le méme argument s’applique sur les intervalles |—oo, —1],]—1, 0[,]0, 1[.
Nous finissons donc avec quatre racines sur R.
e -/ Sur |1, +o00|
SiA€]—00,2[ (2—A)>0. Dans ce cas, Vz €]1,4+00[/F(z) > 0.

Nous ne pourrons pas appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires
vu que sa deuxiéme hypothése ne sera jamais vérifiée. Il n’existe par
conséquent aucune solution a notre équation.

-/ Pareil pour les autres intervalles.

e Si A =2, nous avons deux solutions qui sont 1 et (—1).

Exercice 9

On définit la fonction f par:
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1. Montrer que, sur [0, 2] la fonction f vérifie les hypotheses du théoréme
des accroissements finis:

3 — 2
Sur [0, 1], f(x) = 2:E elle est continue et dérivable.

1
Sur ]1,2], f(z) = — elle est continue et dérivable.(Remarquons que

0¢]1,2] ).

Il nous reste & vérifier la continuité et la dérivabilité au point a =1 :

ii_}nif(a:)zlimlzl et il_}lrr%f(a:):f(l)zl

1
> e

r—1
<

Ce qui fait que glﬁirr{f(x) =limf(z) = 1= f(1).

Donc f est bien continue au point a = 1.

Ensuite, on a

— f1 1-1 —1
limM = limZ = lim— = —1.
x;>1 xr — 1 m;ﬂ:]} -1 $;>1 €T

o 1 3—z2 _ 1 1
TGO Rl (OO R ~fime =,
x?l xr — 1 1?1 xr — 1 z?l —2

Donc f est dérivable au point a =1 et f'(1) = —1.

Finalement, f vérifie les conditions du théoréme des accroissements
finis, nous pouvons conclure que:

dec €1]0,2[/

f(2) = f(0)
2-0

Ou alors : f(2) — f(0) =2f'(c).
2. Déterminer tous les nombres ¢ € |0, 2] tels que f(2) — f(0) = 2f'(c).
Ona: f(2) =1, f(0) = 2.

—r siz <1

Comme f'(x) = { 1

-2 six>1

= 1'(e).

alors,
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1_ 3 1
s fllo)=22=—
_ -1
N le—_Tl pour ¢ <1
- < pourc>1

c :% pour ¢ <1
2 =2 pourc>1

o foc!
c=+2
Nous avons deux nombres qui vérifient f(2) — f(0) = 2f'(c) ce sont :

1
0125 et 02:\/5.
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4 Chapitre 4 Application aux fonctions élé-
mentaires

4.1 Cours N°1 Fonctions puissances

Ce sont des fonctions qui s’écrivent sous la forme f : x — f(z) = 2% ou a
est appelé exposant de la fonction puissance.

Leurs natures (et donc leurs études) dépendent largement du nombre a.

4.1.1 Exposant entier naturel
a) Définition

Si a = n € N, nous sommes face & un mondéme. Dans ce cas le domaine
de définition est R tout entier.

f: R—=R
z— f(x) =2

b) Propriétés

1. Si n est pair la fonction z™ est paire et si n est impair la fonction est
impaire.

2. Vne N, f(1) =1, f(0) =0.
3. f est continue sur R.

400 sin est pair
—0o0  sin est impair

4. lim f(x) = —|—oo,$lim f(z) = {

T—+00 ——00
5. Sin <m, alors Vo € |0,1[,2™ < 2™ et Vo > 1, 2™ < ™.

6. Vn € N, f est strictement croissante sur |0,+oo[. Par contre, sur
]—00, 0 la monotonie de f dépend de la parité de n, comme suit :

f strictement décroissante si n est pair.
strictement croissante si n est impair.

c) Graphe
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Fig.4.1 : Graphes de z™ avec différents exposants naturels.

d) Dérivée
La fonction puissance naturelle est dérivable sur tout R comme suit:

| @) =na" [ [f"(@) =nf'(@).[f" (@)] |

4.1.2 Exposant entier négatif

a) Définition

Soit n € N. On définit la fonction puissance & exposant négatif sur R*
comme suit:

f: RP—-R
v f(r) =2 =1L,
b) Propriétés

1. Si n est pair la fonction x™ est paire et si n est impair la fonction est
impaire.

2. VneN, f(1) = 1.

3. f est continue sur R*.

4.
hl}rl f(z)=0 ) lim f(z) =0.
lim f(z) = +o0 , limf(z) = { oo simestpar
720 220 —00 S1 n est 1mpair
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5. Sin<m,alors Ve €0,1[, 2 " <z ™etVe>1, ™ <z "

6. Vn € N, f est strictement décroissante sur |0, +oo[. Par contre, sur
]—00, 0] la monotonie de f dépend de la parité de n, comme suit :

£ st { strictement croissante

si n est pair.
strictement décroissante

si n est impair.
c) Graphe

Fig.4.2 : Graphes de x™" avec différents exposants négatifs.

d)Dérivée

La fonction & exposant naturel négatif est dérivable sur R* comme suit

(27 = —na ! = —n [ (2)] = —n.f'(x)

4.1.3 Les racines éniémes

a) Définition

Reprenons la fonction & exposant naturel n € N*:

f: R—=R
11 suffit de vérifier les propriétés de cette fonction pour conclure que c’est

une bijection de [0, 400 vers [0,4o00[ si n est pair et de R vers R si n est
impair.

Elle admet donc une fonction réciproque notée f~! qui est elle-méme une
fonction puissance :
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f~t: R(ou [0,+00[) = R(ou [0,+0o0])
v [T x) = Y=
b) Propriétés

Les propriétés de la fonction racine éniéme découlent des théorémes sur
les fonctions inverses:

1. Elle est continue sur son domaine de définition (R si n est impair ou
[0, +00[si n est pair).

2. Strictement croissante sur son domaine de définition.

3. Vn e N*, lim f~!(z) = +o0.

T——~400

c) Graphe

Fig.4.3 : Graphes de la fonction racine énieme pour différentes valeurs de n.
d) Dérivée

La fonction racine éniéme est dérivable sur R* (ou R* ), mais n’est pas
dérivable en 0, comme suit:

mew)| (vE) = Lot = Lt [ /7y = 120

n nx ~n f(x)

()]
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4.1.4 Exposant réel

a)Définition

Nous pouvons généraliser les fonctions puissances a un exposant réel en
prenant x > 0.
Soit « € R :

f: ]0,400] —]0,+00

[
r— f(x) =2 = evln®,

b) Propriétés

1. Selon les valeurs de «, elle est parfois prolongeable par continuité en 0.

2. Selon les valeurs de «, le prolongement peut (ou non) étre dérivable en
0.

3. Le sens de variation dépend du signe de a.

Nous résumons toutes ces propriétés sur le tableau suivant:

Valeurs de a | Prolongeable en 0 | Dérivable en 0
a<0 Non Non
a=0 Oui Oui

0<ax<l Oui Non
a>1 Oui Oui
c) Graphe
1
|
II"\
\ S o

Fig.4.4:Graphes de la fonction puissance réelle pour différentes valeurs de a.
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d) Dérivée

La fonction puissance réelle est généralement dérivable sur |0, 400, comme
suit :

| @) =aa | [[* (@) = a.f(z).[f* (2)] |
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4.2 Cours N°2 Fonctions logarithmiques

4.2.1 Fonctions logarithmiques de base a

Soit a une constante strictement supérieure a 0 et différentede 1: (a > 0,a # 1),
On pose dorénavant I =]0,1[ U |1, +oo[ et on suppose donc que a € I.
a) Définition

On appelle fonction logarithmique de base a 'unique fonction dérivable
sur ]0, +00] et notée log, qui vérifie:
Y,y €]0,+00l, log.(xy) = loga(x) + log.(y), et log.(a) = 1. On écrit:

f: 10,400 — R
z = f(x) = log,(z).
b) Propriétés

Remarquons que:

1. log,(x) n’est définit que si z > 0.
2. YaelI, f(1)=0.
3. f est continue sur |0, +o0].

4. Sia > 1 alors f est strictement croissante et:

lirf f(z) = +o0, lin%f(x) = —00.
>

Par contre, si 0 < a < 1 alors f est strictement décroissante et:

lirf f(z) = —o0, lirr[l)f(x) = +00.
>

Remarque

On note log = log,, la fonction logarithmique de base 10 qu’on appelle
aussi logarithme décimale.

c) Graphe
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4:
] ¥ = loga(x)
2]
oy = 4 oy 6 5 10
g
] ¥ = logy(x)
3]

Fig.4.5 : Graphes des fonctions
logarithmiques de base 2 et de base 1/2.

4.2.2 Cas particulier : la fonction logarithmique Népérienne

a) Définition

Lorsque a = e = 2.718..., nous sommes face & la fonction logarithmique
Népérienne, log, = [n.

f: ]0,+00[ =R

z+— f(r) =Inz.
Il faut remarquer (et apprendre) que :

Inz

Vx € |0, 40|, log (x) = —.

10, +00] log, () = -
C’est-a-dire que la fonction logarithmique de base a peut toujours étre
ramenée a une fonction logarithmique Népérienne. Voila pourquoi nous allons

insister sur le log de base e, (log, = In).
b) Propriétés

On a:

10,1]  alors Inz < 0.

Sioz
x 11,400 alors Inz>0.

Si
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In1=0, lne=1.

Va,y €0, 4+00] In(z.y) =Inz +Iny.

=Inz —Iny, | par exemple : In (%) —Inx.

In(z)” = ylnz, | par exemple :(In\/z = s Inx).

c)Graphe

Fig.4.6 : Graphe de Inz.

d) Dérivée
La fonction logarithmique de base a est dérivable sur tout |0, +-00[ comme
suit:

oo (o) = 2 (LN | (greny = L f(@)
o, @) = g (3) | @) = s L

Et la dérivée de la fonction logarithmique Népérienne est:

ma) = (3 ) | mirey = L2

f) In est une bijection
La fonction logarithmique Népérienne est continue sur |0, +00].
Et comme e > 1, alors f(x) = Inx est strictement croissante sur R.
Puis lim f(z) = +oo,glﬁi£r(1)f(x) = —o0, alors f(]0, +oo[) = R.
>

T—+00

C’est donc une bijection de |0, +-o00[ vers R.
Elle admet alors une fonction réciproque. C’est la fonction exponentielle
Népérienne, (que nous allons détailler par la suite).
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4.3 Cours N°3 Fonctions exponentielles
4.3.1 Fonctions exponentielles de base a
Soit a € I =]0,1[U]1, 4+00]
a) Définition
On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction définie par:
[+ R—]0,+00]
x— f(x) =a".

Elle vérifie f(0) = 1.
b) Propriétés
Remarquons que:

1. Vx € R,a” > 0.
2. Vael, f(0)=1,f(1) =a.

3. f est continue sur R.
4. Sia>1 alors f est strictement croissante et
lirf f(z) = 400, lim f(x)=0.
Par contre, si a < 1 alors f est strictement décroissante et
lirf f(z) =0, lim f(z) = +o0.
¢) Graphe

a
T T T
-2 -1 o 1 2 3

Fig.4.7 : Graphes de a” pour différentes valeurs de a.
(C)ra=1, (Cp)ra=21(C)):a=1% (Cy):a=3, (Cy):a=+3.

133



d) Dérivée
La fonction exponentielle de base a est dérivable sur tout R comme suit:

[(@*) = (Ina) a® | (@) = (lna).[f ()] a7 |

4.3.2 Cas particulier: fonction exponentielle Népérienne

a) Définition

Lorsque a = e = 2.718..., nous sommes face & la fonction exponentielle
Népérienne.

[CC

f: R—10,400

11 faut remarquer (et apprendre) que :

Vz € R, a% = e®In¢,

C’est-a-dire que la fonction exponentielle de base a peut toujours étre
ramenée & une fonction exponentielle Népérienne. Voila pourquoi nous allons
insister sur ’expo de base e.

b) Propriétés

On a:
=1, el=e=271.. Vz € D,, "™ >0.
el =gz (z>0) et In(e¥)=y.
Vr,y € R er.e¥ = ety
z—;c. = e”7Y, | par exemple (ei = e*y) ,
(e")” = €™, | par exemple :(\/e* = e?)
c) Graphe
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Fig.4.8 : Graphes de e et Inz sur le méme repére.

d) Dérivée

() = e [ (PO = [/ (@)] T

f) e* est une bijection de R vers |0, +o00[.

e” est continue sur R. Et comme e > 1, alors f(z) = e est strictement
croissante sur R.
Et puisque lim f(z) = 400, lim f(z) =0, alors f(R) = ]0, +o0].
r—+00 r——00

C’est donc une bijection de R vers ]0,4o00[. Elle admet une fonction
réciproque. C’est le logarithme Népérien.
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4.4 Cours N°4 Fonctions hyperboliques
4.4.1 Introduction

Rappelons les formes géométriques basiques suivantes:

Fig.4.9 : Quelques formes géométriques basiques.

£(x)
M / .
Sao 6

Hyperbole

A=a)2 sh(a)

\ (14
)5 0 0.5 \ch(a}

Fig.4.10 : (a) Représentation de sh et ch sur une hyperbole.
(b) Une hyperbole sur un repére orthonormé.

Par analogie aux fonctions circulaires sin et cos qui constituent une
paramétrisation du cercle d’équation x? + y*> = 1, les fonctions qui vont
suivre sont appelées hyperboliques car elles constituent une paramétrisation
de I’hyperbole d’équation : 2% — 3? = 1.
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4.4.2 Fonction cosinus hyperbolique
a) Définition

On considére la fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh):

f: R—[1,+o0]
v f(z) = ch () = SO

b) Propriétés
ch est:
1. Paire i.e. Vo € R, ch(—x) = ch(x).
2. Continue sur R, ch(0) =1, et Vo € R, ch(z) > 1.

3. lim ch(z) = lim ch(x) = 400,

r——+00 r——00

h h
lim ch(z) = +o00, lim ch(z) = —0Q.
r——+00 €T r——00 T

4. ch est strictement croissante sur [0, 4+00].

5. ch constitue une bijection de [0, 00| vers [1, +00[.

c) Graphe

Comme toutes les fonctions paires, le graphe de ch est symétrique par
rapport & ’axe des ordonnées.

Fig.4.11 : Graphe de ch.
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d) Dérivée

ch est dérivable sur tout R, comme suit:

| ch' (z) = sh(z); | ' [f (2)] = f'(z)sh [f(2)] |

(Voir la définition de la fonction sh dans la section qui suit).

4.4.3 Fonction sinus hyperbolique
a) Définition
On considére la fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh):
f: R—R
x— f(x)=sh (x):#

b) Propriétés
sh est:

1. Impaire i.e. Vo € R, sh(—x) = —sh (z).
2. Continue sur R, sh(0) =0 et

Vo €0, +oo[, sh(xz) > 0,Vz € |—00,0[, sh(x) < 0.

3. lim sh(z) = +oo0, lim sh(x) = —o0,

r—-+00 r——00

h h
lim > (z) — lim > (z) = 400
Tr——+00 €T T——00 €T

4. Strictement croissante sur R.

5. sh constitue une bijection de R vers R.
c) Graphe

Comme toutes les fonctions impaires, le graphe de ch est symétrique par
rapport a l'origine.
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sinh(x) /
1 oush(x) /
201 /
;-""f
10 /
//
——a ~ X
43 2 1 2 3 4
/ 104 EE i S T
r")/ i
-207 -]
4
/ -

Fig.4.12 : (a) Graphede sh. (b) ch et sh sur le méme graphe.
d) Dérivée

sh est dérivable sur tout R, comme suit:

| sl (z) = ch(z); | sh'[f (2)] = f'(x)ch [f(2)] |

4.4.4 Fonction tangente hyperbolique

a) Définition
On considére la fonction tangente hyperbolique, notée th (ou tanh):

f: R—=]-1,1]
sh(z) e —e™®

r— f(zr)=th (z) = (1) rp—

b) Propriétés
Elle est:

1. Impaire i.e. Vo € R, th(—z) = —th (z).
2. Continue sur R, th(0) = 0.
3. lim th(z) =1, lim th(z) = —1.

T—-+400 T——00

4. Strictement croissante sur R.

5. th constitue une bijection de R vers |—1,1].
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c) Graphe

Comme toutes les fonctions impaires, le graphe de th est symétrique par

rapport a l'origine.

b 4

Courbe de th

Fig.4.13 : Graphe de th.

d) Dérivée

th est dérivable sur tout R, comme suit:

1

th' (x) = 1 — th*(z) = P ()] = f12) [L=th? (f(2))] =

~ ch?(z)

T
2 (f())

4.4.5 Fonction cotangente hyperbolique

a) Définition

On considére la fonction cotangente hyperbolique, notée coth (ou cotanh):

f: R*—]—00—1[U]1, 00|
ch(z) e +e”

x+— f(x) = coth(z) = L _ =

th(x)  sh(z) e*—e™

b) Propriétés
Elle est:

1. Impaire i.e. Vo € R*, coth(—z) = —coth (x).

2. Continue sur R*.

140




3. lim coth(z) =1, lim coth(z) = —1,

T—-+00 T——00
lim+coth($) = 400, lim coth(x) = —c0.
z—0 rz—0~

4. Strictement décroissante sur R.

5. coth constitue une bijection de R* vers |—oo — 1[U]1, +o0].

c) Graphe

Comme toutes les fonctions impaires, le graphe de coth est symétrique

par rapport a ’origine.
coth(x)

491

Courbe de coth

Fig.4.14 : (a) Graphe de coth.

d) Dérivée

W

(b) th et coth sur le méme graphe.

coth est dérivable sur R*, comme suit:

-1
coth’ (x) =1 — coth?(z) = 7 );
sh?(x

coth’ [f ()] = f'(x) [1 = coth® (f(z))]

4.4.6 Relations entre les fonctions hyperboliques

On a les relations suivantes :

1/

Vo € R,ch®(z)—sh(z) = 1.
Ve € R,ch(z) > sh(z).




2/

3/

ch(a + b)
sh(a +b)

I

V2

>
—

IS

th(a +b)

4/

ch(2x)
sh(2x)

ch?®(z) + sh*(x) = 1 + 2sh*(z) = 2ch®(z) — 1.
2sh(x)ch(x).

2th(x)
1+ th?(z)

th(2x) =

5/Vx € R, si on pose t = th (%), on trouve alors:

ch(x) = %, sh(x) = %,th(x) =7 _2:752
6/
ch(a +b) 4+ ch(a —b) = 2ch(a)ch(b).
ch(a+b) — ch(a—b) = 2sh(a)sh(b).
sh(a + b) + sh(a — b) 2sh(a)ch(b).
sh(a+0b) — sh(a —b) = 2ch(a)sh(b).
7/

Vo € R,Vn € N*, (ch(z) + sh(x)" = ch(nz) + sh(nx).
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4.5 Cours N°5 Fonctions hyperboliques inverses
4.5.1 Fonction argument cosinus hyperbolique

a) Définition
On considére la fonction:

f: R—[1,+o00]
x> f(z)=ch (z).

Nous avons déja convenu que la restriction de a cette fonction a [0, +oof
est une bijection.
Elle admet une fonction réciproque, que nous notons par

f~t: 1, 400[— [0, 400
r— f~Yz) = argch(x).

b) Propriétés
Elle est:

1. Continue sur R.
2. Yz € [1,+oof,argch(z) =In (z + Va2 — 1]) ..
3. Strictement croissante sur [0, +0o.

4. argch constitue une bijection de [1, +o0[ vers [0, +00].
c) Graphe

Comme toutes les fonctions réciproques, les graphes de ch et argch sont
symétriques par rapport a la premiere bissectrice.
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Courbe de la
fonction ch

Courbe de la
fonction argch

v

Fig.4.15 : Graphes de ch et de
argch.

d) Dérivée

argch est dérivable sur |1, 400, comme suit:

i | angel [ (@) = — 2

argch’ (z) =

4.5.2 Fonction argument sinus hyperbolique

a) Définition
On considére la fonction:

f: R—=R
x— f(x) =sh (x).

Elle constitue une bijection de R vers R. FElle admet une fonction ré-
ciproque, que nous notons par:

ft: R—-R
r— f~Yz) =argsh (z).

b) Propriétés
Elle est:
1. Impaire i.e. Vo € R,arg sh(—x) = —argsh (x).
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2. Continue sur R.
3. Vz € R,arg sh(z) =In (z 4+ Va2 + 1).
4. Strictement croissante sur R.

5. argsh constitue une bijection de R vers R.

c) Graphe

Comme toutes les fonctions réciproques, les graphes de sh et argsh sont
symétriques par rapport a la premieére bissectrice.

Courbe de sh

Courbe de
argsh

v

Fig.4.16 : Graphe de sh et argsh.

d) Dérivée
argsh est dérivable sur tout R, comme suit:

g (1) = s gl [ (1)) = b |

4.5.3 Fonction argument tangente hyperbolique
a) Définition
On considére la fonction:

f: R—]-1,1]
x— f(xr) =th (x).
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Puisque th constitue une bijection de R vers |—1, 1], elle admet alors une
fonction réciproque notée par:

f_1: ]_171[_>R

r— f~Yz)=argth (z).
b) Propriétés
Elle est:

1. Impaire i.e. |—1,1[,argth(—x) = —argth(x).

1
—%ln( +a:>'
11—z

4. Strictement croissante sur |—1,1].

2. Continue sur |—1, 1].

3. Vz €]—1,1],argth(z)

c) Graphe

Comme toutes les fonctions réciproques, les graphes de th et argth sont
symétriques par rapport & la premiére bissectrice.

.y = argthe.

Fig.4.17 : Graphes de th et argth.

d) Dérivée

argth est dérivable sur |—1, 1[, comme suit:

1

argth’ (r) =

1—=x

5

argth' [f ()]
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4.5.4 Fonction argument cotangente hyperbolique
a) Définition
On considére la fonction:

fi R —]—00 — 1[U]L, +00]
z+— f(z) =coth (x).

Puisque coth constitue une bijection de R* vers |—oo — 1[U]1, +o0[, elle
admet une fonction réciproque définie par:

[t ]—oo—1[U]l, +00[ — R*
x +— f(x) = argcoth (x).
b) Propriétés
Elle est:
1. Impaire i.e. Yz € R, argcoth(—x) = —argcoth (x) .

2. Continue sur R\ [—1, 1].

3. Vo € R\ [-1,1],argcoth(z) = % 1n ($ + 1) :

2 x—1

4. Strictement décroissante sur R\ [—1,1] .
c) Graphe

Comme toutes les fonctions réciproques, les graphes de coth et argcoth
sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.
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___coth

__Argeoth

Fig.4.18 : Graphes de coth et de

d) Dérivée

argcoth.

argcoth est dérivable sur R\ [—1, 1], comme suit:

argcoth’ (z) =

1

l1—2z

5

argcoth’ [f (z)] =

LG
I~ @)l

4.5.5 Relations entre les fonctions hyperboliques et les fonctions
hyperboliques inverses

1) On a: Vo € R\ [-1,1]:

sh(argcot h(x) =

/a2 —1

]

ch(argcot h(zr) =

22 —1

coth(arg cot h(x) = x.

1
th(argcot h(x) = —.

WA
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4.6 Cours N°6 Fonctions trigonométriques

4.6.1 Le cercle trigonométrique

C’est un cercle centré a l'origine d’un repére orthonormé, dont le rayon est

égal & l'unité. Il est orienté positivement a l’encontre des aiguilles d'une

montre.
/2
3rt/4 V3/2 /4
v3/2
51‘[/6 v T(/6
TC L3/ -1/2 0 12 varz) O
-VZ2/2 VZ/2
71/6 12 111t/6
-VZ,
Sn/4 S 7n/4
4an/3 5nt/3
3mrt/2

Fig.4.19 : (a) Le cercle trigonomtrique.

4.6.2 Fonction cosinus

a) Définition

On considére la fonction:

b) Propriétés

FElle est:

1. 2w — périodique i.e. Vo € R, cos(x + 2k7) = cosz.

2. Paire i.e. Vz € R, cos(—z) = cosx.

3. Continue sur R.

f: R—[-1,1]

cotg a
1
’___a- Hh’-\
rd .
- '\.P
4
; n
f sin o Y tga
| L2 ]
\ . 11
! 0| cosa

(b) Les axes principaux des
fonctions trigonométriques.

x+— f(x) = cosz.

4. Strictement décroissante sur le domaine [0, 7] .
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c) Graphe

Comme toutes les fonctions paires, le graphe de cos est symétrique par
rapport & ’axe des ordonnées.

Fig.4.20 : Graphe de cosz.

d) Dérivée

cos est dérivable sur tout R, comme suit:

| cos’ (2) = —sina; | cos' [f (2)] = —f/(«)sin [f(x)] |

4.6.3 Fonction sinus
a) Définition
On considére la fonction:

f: R—[-1,1]
r— f(r) =sinzx.

b) Propriétés
Elle est:

1. 27 — périodique i.e. Yx € R,sin(x + 2kr) =sinz. (k€ Z).
2. Impaire i.e. Vo € R,sin(—z) = —sinz.

3. Continue sur R.
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4. Strictement croissante sur le domaine [’7”, g] .

c) Graphe
Comme toutes les fonctions impaires, le graphe de sin est symétrique par
rapport a l'origine.

() e We oWz %o Tl pn

Fig.4.21 : Graphe de sinz.

d) Dérivée

sin est dérivable sur tout R, comme suit:

| sin’ (z) = cosz; | sin’ [f (2)] = f/(z) cos [f ()] |

4.6.4 Fonction tangente
a) Définition
On pose

sin x

tanx = .
cos X

Elle est définie seulement sur les points ot le cos ne s’annule pas:

cosr=0& 0= (g—i-km),kEZ.
Donc Dtan:R\{xER/x: (%—Flm),keZ}

f: -Dtan_>]R
x+— f(z) =tanz.

b) Propriétés
Elle est:
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1. ™ — périodique i.e. Vo € R tan(z + km) =tanz. (k€ Z).

2. Impaire i.e. Vo € Dy, tan(—z) = — tanz.

3. Continue sur Dy,,.

4. Strictement croissante sur le domaine ]’7”, 5 [

c) Graphe

Comme toutes les fonctions impaires, le graphe de tan est symétrique par

rapport a l'origine.

y y = tan(x)

S

Fig.4.22 : Graphe de tanz.

d) Dérivée

tan est dérivable sur Dy,,, comme suit:

1

tan’ (z) = 1+ tan?z = ;
an’ (z) + tan“x os2(z)’

tan [f (2)] = F/(2)[1 + tan2(f(2))] = —L 00—

4.6.5 Fonction cotangente
a) Définition

On pose

COS T 1
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Elle est définie seulement sur les points ol le sin ne s’annule pas:
sine =0« z = (kn),k € Z.
Donc D.ot = R\ {z € R/z = (kn) ,k € Z}

f: l)cot_>]R

x+— f(x) = cotzx.

b) Propriétés
Elle est:

1. ™ — périodique i.e. Yo € R cot(z + kr) =cotzx. (k€Z).
2. Impaire i.e. V& € Do, cot(—z) = — cot .
3. Continue sur Dq.

4. Strictement décroissante sur le domaine |0, 7] .

c) Graphe
Comme toutes les fonctions impaires, le graphe de cot est symétrique par
rapport a l'origine.

31| y=cot(®)

Fig.4.23 : Graphe de cotx.

d) Dérivée

cot est dérivable sur D, comme suit:

singtx)? cot’ [f (z)] = —f"(z)[1 + cot 2(f(x))] = @) |

cot’ (z) = —(1 + cot ?z) = sin 2[f (z)]
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4.6.6 Relations entre les fonctions trigonométriques
Vo € R,sin’z +cos?z = 1. | 7 = 3,1415...
sinx 9
tanx = . 5— =1+ tan“w.
cos T cos?x
CcOS T 1 9
cot x = — = . - =1+ cot “x.
sinx  tanx sin 2z
Q@ o —
cos(a+ ) = cosacos f — sinasin f. | cosa + cos § = 2 cos <%ﬁ cos < 5 6) .
. . . + . o —
cos(aw — ) = cosacos f + sinasin f. | cosa — cos f = —25sin atp sin Tﬁ) )
! o —
sin(a + ) = sinacos f + cosasin 5. | sina + sin 5 = 2sin %ﬁ COS 25
. . . . . . fa— a+
sin(aw — f) = sinacos f — cosasin B. | sina — sin § = 2sin —B cos 5 b

cos(a + () + cos(a — 3) = 2 cos v cos 5.

cosacos 3 =

(o + 5)
cos(a+ B) — cos(a — ) =

—2sin asin (.

[cos(a+ B) + cos(a — )]

si + sin(a — ) = 2sinacos (.

1

2
I

2

sinasin f = 5= [cos(a + ) — cos(a — )] .

(a+f)
(@ +f)

in
sin(a + 3) — sin(a — ) = 2 cos asin .

sinacos 3 = 3 [sin

(o + f) +sin(a — B)] .

1— 2
sin %z = w. sin(2z) = 2sinxcosx. | sin(3z) = 3sinx — 4sin® 7.
1 2
cos?y = —{—c%(x). cos(2x) = cos?z — sin?z. | cos(3z) = 4cos® z — 3cos .
= 2cos?r — 1.
=1 — 2sin 2.
1 — cos(2x) 2tanx 3tanz — tan®
tan?s = ————=. | tan(2z) = ———. | tan(3z) =
WEET cos(2x) an(2z) 1 —tan2z an(3z) 3tan 2z
sin(—z) = —sinz. | sin(z + 2k7) = sin .
cos(—x) = cosz. | cos(x + 2km) = cos .
tan(—z) = —tanz. | tan(z + k7r) = tanz.
sin(§ — ) = cosx sin(§ + ) = cos .
cos(y —x) =sinw. | cos(§ +x) = —sinwz.
tan(5 —x) = cotx. | tan(§ + x) = — cot x.
sin(m — x) = sinx sin(m + x) = —sinz.
cos(m —x) = —cosx. | cos(m+ ) = —cosx.
tan(m —x) = —tanz. | tan(m + x) = tanz.




COST = COS v & T=atkn
o r=—a+kr
T =oa+ 2k

(keZ).

sinx = sina <
{ r=7—«+2km

tanx = tana < ¢ = o + k.

Vz € R, 2sin(3z) cos z = sin(4x) + sin(2x).

Vo € Dian,sine < z < tanz.
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4.7 Cours N°7 Fonctions trigonométriques inverses
4.7.1 Fonction arccosinus

On considére la fonction:
f : [077T] - [_17 ]-]
x+— f(x) = cosz.

Sur [0, 7], elle est continue et strictement décroissante mais elle n’est pas
paire car son intervalle de définition n’est pas symétrique par rapport a 0.
En plus, f ([Oa 7‘-]) = [_17 1] :

Elle est donc bijective et admet une fonction réciproque, que nous notons
par arccos:

a) Définition

7t [-1,1] — [0,7]
x— f1(x) = arccos .

Fig.4.24 : 1’arc de arccos.

arccos(x) est l'unique arc entre 0 et 7 dont le cosinus est .
b) Propriétés

arccos vérifie:
1. Vx € [-1,1], cos(arccos ) = x.
2. Yz € [0, 7], arccos(cos ) = x.

T = Ccosy

3. Vz € [-1,1],y = arccosz & { y € [0, 7]
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4. Elle est continue, strictement décroissante et bijective.

Exemples

1 1
cos(arccos 5) =

7T
arccos(cos 5) =
om

arccos(cos Z) =

7r
Puisque = ¢ [0, 7], nous devons chercher un = € [0, ] tel que cos 2 =

cos .
Grace au cercle trigonométrique, nous pouvons voir que cos %’r = cos %’r

et que 2 € [0,7].
Donc arccos(cos %) = arccos(cos 2F) = 2%
c) Graphe
Courbe de n

arccos

FL Y

A 1 I :
1 2
Courbe de cos

A+

Fig.4.25 : Graphes de cos et de arccos.

d) Dérivée

arccos n'est pas dérivable sur tout [—1,1] mais seulement sur |—1, 1],
comme suit:

-1 —f(x)

Arccos’ (x) =

Arccos' [f (z)] =

L—[f(@)* ]
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4.7.2 Fonction arcsinus
On consideére la fonction
f: [%ﬂ-? g] - [_171]
r— f(r) =sinx.
Sur [‘7”, %} , elle est continue et strictement croissante.

En plus, f ([%’r, %]) =[-1,1].

C’est donc une bijection et admet une fonction réciproque, que nous no-
tons par arcsin:

a) Définition

_—_

Fig.4.26 : L’arc de arcsin.

arcsin(z) est 'unique arc entre =* et 7 dont le sinus est .
b) Propriétés

Elle vérifie:

1. Vz € [-1,1],sin(arcsinz) = z.

2. Vo € [5F, 2], arcsin(sinz) = «.

158



3. Vz € [-1,1],y = arcsinz & {

T =siny
ye 53]

4. Elle est continue, strictement croissante et bijective.

=

5. Elle est impaire sur [‘7, 7l

Exemple

3
Puisque Zﬂ ¢ [’7”, %] , nous devons chercher un = € [

3

sin 2 = sin x.

4

™

r =
que T € [, 7].
Donc arcsin(sin

c) Graphe

n(aresing) = 3 car 5 € [-1,1
sin(arcsin =) = = car - € [—1,1].
3 3 3 ’
arcsin(sin0) = Ocar 0 € i, ay
2 2
3
arcsin(sin Zﬂ) = 7

31) = arcsin(sin §) = %.

<N
Courbe de

arcsin

Courbe de
sin

Fig.4.27 : Graphes de sin et de arcsin.
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Grace au cercle trigonométrique, nous pouvons voir que sin = = sin

s
4

et



s) Dérivée

arcsin n’est pas dérivable sur tout [—1,1] mais seulement sur |—1,1],
comme suit:

arcsin’ (x) = 11—952; arcsin’ [f ()] = _ @

4.7.3 Fonction arctangente

On considére la fonction:

f: 155 —R

Sur }_7”, 5 [, elle est continue et strictement croissante.

Enplusf(}_—7T ED =R.

272

Elle est donc bijective et admet une fonction réciproque, que nous notons
par arctan:

arctan(x) est 'unique arc entre 5* et 7 dont la tangente est x.

a) Définition

p
r— [~Yz) = arctanx
).
atan x Py
2 \ | x
..... i .
O A

Fig.4.28 : L’arc de arctan.
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b) Propriétés
arctan vérifie:

1. Vz € R, tan(arctan ) = z.

2. Vo € |5F, 2|, arctan(tan z) = x.

T = tany
vel5.50

4. Elle est continue, strictement croissante et bijective.

3. Vo € [-1,1],y = arctanx < {

5. arctan est impaire sur }_7”, 5 [

Exemples

tan(arctan5) = 5.
arctan(tan0) =
5
arctan(tan Zﬂ) = 7

5
Puisque zﬂ ¢ }_7”, g[, nous devons chercher un x € }_7”, g[ tel que

tan ‘rjf = tanx.
Grace au cercle trigonométrique, nous pouvons voir que tan %’r = tan%
s —mT T
et que 7 € ] 5 [

22
Smy\ __ T\ _ T
Donc arctan(tan %) = arctan(tan ) = 7.
c) Graphe
¥ =tanx
44
2_
o =
¥ = Arctan x
M 5 i
o
-2
4

Fig.4.29 : Graphes de tan et de arctan.
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d) Dérivée

arctan est dérivable sur R comme suit:

arctan’ (x) = ﬁ arctan’ [f (z)] = _J'@)

4.7.4 Fonction arcotangente

On considére la fonction:

fo l0m[—R
x+— f(x)=cotz.

Sur [0, 7] , elle est continue et strictement décroissante. En plus f(]0, 7[) =
R.

Elle est donc bijective et admet une fonction réciproque, que nous notons
par arccot:

a) Définition

f7tr R—0,7]
x— f~Y(z) = arccot z.

Fig.4.30 : L’arc de arcot.

b) Propriétés arccot vérifie:
1. Vz € R, cot(arccot z) = x.

2. Yz €]0, [, arccot(cot x) = x.

T = coty

3. Va:eR,yzarccotx<:){ yelo, ] -
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4. FElle est continue, strictement décroissante et bijective.

Exemples

cot(arccot 10) =

s
arccot(cot 5) =

) l\Dl:}S

o
arccot(cot Z) =

T

Puisque T ¢ 10, 7[, nous devons chercher un z € ]0, 7| tel que cot & =
cot z.

Grace au cercle trigonométrique, nous pouvons voir que cot % = cot (%)
et que 7 € ]0,7[.

Donc arccot(cot %) = arccot(cot ) = Z.

c) Graphe

In+

e

y=arccot(x)

¥

In

Fig.4.31 : Graphes de cot et de
arcot.

d) Dérivée arccot est dérivable sur R comme suit:

arccot’ (z) = 1%132 arccot’ [f (z)] = 14:[];/((;))]2 '

4.7.5 Relations entre les fonctions trigonométriques inverses

On a les relations suivantes :
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1. Vz € [-1,1],arcsinx + arccosz =

2. Vo € R* arctan x + arctan (%) =

3. Vx € R*, arccot x 4 arccot (%) =

s

[\
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4.8 Série de TD N°4

Exercice 1 (Les fonctions puissances, logarithmiques et exponen-
tielles)

1/ Donner le domaine de définition puis les dérivées des fonctions suiv-
antes:

flz) = e *.log,x,(a>0,#1).

1

g(z) = wx=.

2/ Résoudre dans R le systéme d’équations suivant :

ry =14
ev.e¥ =e Y

3/ Evaluer :

1 1
logg4, log, 3 log, 5 3

4/ Soit g la fonction définie sur R par:

glx)=x+2—¢€".

a) Etudier le sens de variations de g.

b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet deux racines —2 < ao < —1 et
1<p< % Puis conclure le signe de g sur R.

¢) Soit la fonction f définie sur R par

e’ —1
x) = .
/(@) et + 1
Utiliser g pour étudier le sens de variation de f, puis montrer que :
1
o) =
J(@) 1+ o

Exercice 2 (Les fonctions hyperboliques)
1/ Résoudre I'équation ch(z) = 2.

2/ On considére la fonction f définie sur R* par f(z) = zsh(1).
a) Etudier la parité de f.
b) Etudier le comportement de f en 4oc0, en 0.
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c¢) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.
d) Montrer que pour tout y > 0, th(y) < y. En déduire le tableau de
variations de f.

3/ Démontrer que, Vo € R, Vn € N*,

(1 —I—th(x))n 1 + th(nz)
1 —th(x) 1 —th(nx)

Exercice 3 (Les fonctions hyperboliques inverses)

1/ Simplifier les expressions suivantes:
a) ch(argsh(z)) b) th(argsh(z)) c¢) sh(2argsh(x)).

2/ Trouver le domaine de définition de la fonction suivante, puis simplifier

son expression:
1 1
= h{ = — :
f(z) = arge (2 (:U—i— az))

Exercice 4 (Les fonctions trigonométriques)

1/ Résoudre dans Uintervalle [0, 27| les équations suivantes :

cosy = ——.
siny = —.

2/ Résoudre dans U'intervalle [—m, 7] les inéquations suivantes :

cosr >

siny <

SIS

3/ Simplifier les expressions suivantes:

A = (cos(x) +sin(z))? + (cos (z) — sin(x)) 2.
B = sin*(x) — cos*(z) + 2cos?(x).
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4/ Exprimer en fonction de cosz et de sinz les expressions suivantes:

b
Il

cos(—x) + sin(—x) + cos(m + x) + sin(m — x).
. T LT
B = sin(z + m) + cos (§—x> — sin (§—x>

C = sin(br + x) + cos(x — 3m) — sin <5§ - a:) :

5/Calculer la dérivée de la fonction:
1—cosx
=Iny/——.
f(z)=1n 1+4cosz
6/ Soit la fonction définie par:

f@) =

a) Trouver le domaine de définition de f.
b) Etudier sa parité.

sin(ga:)‘ .

Exercice 5 (Les fonctions trigonométriques inverses)

1/ Calculer:

3
—6m 2m
¢) arccos | cos 1 ,d) arccos cos = | .

(T . .
a) arcsin (sm E) ,b) arcsin (sm —) :

2/ Résoudre dans R I’équation:

4
arcsim T — arcsin 5 -+ arcsin —.

5

3/ Ecrire en fonction de x les expressions suivantes :
1/ cos(arcsin x), 2/ sin(arccos x), 3/ sin(arctan x).

4/ Montrer que
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_ 7T
Vx € [—1,1],arccos x + arcsinx = 5

5/ Pour x € R*, calculer :

1
arctan x + arctan (—> .
x
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4.9 Correction de la série de TD N°4

Exercice 1 (Les fonctions puissances, logarithmiques et exponen-
tielles)

1/ Donner le domaine de définition puis la dérivée des fonctions suivantes:

f(z) =e".log, z,(a >0,#1).

Df :]0, +OO[

f'(x) = (e_””)’ Jlog, x+e " (log, z) .

= —e "log,x+e .— | —].
Ina \z

o@) = ot
Donc D, = |0, 4o00|

g(x) =

2/ Résoudre dans R le systéme d’équations suivant :

.y =14
ey =e 9 7

On a e*.e¥ = e* 1Y, le systéme devient donc :
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x.y =14
e*tY = 79
r.y =14
r+y=-9
x et y sont donc les solutions de I’équation du second ordre :

224+ 92+ 14 = 0.

Donc :

S={(-2,-7),(-7.-2)}.
3/ Evaluer :

1 1
logg4, log, 3 log, 3 3

In4

In8
In 22

In 23
2

logg4d =

1
1 - =
082 5

) 1 In
O —_ g
&v3 3 In+/3

= -2

4/ Soit g la fonction définie sur R par:
g(x) =x+2—¢€"
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a) Etudier le sens de variations de g.

On a:
lim (z+2—¢€") = —oo0.
Et :
. ) 2 e
lim (x+2—-¢")= lim (14 - ——) = —oc0.
r——+00 T— 400 i i
Car lirf % = +o00.
Puis:
g(x)y=1-¢"
Jgx) = 0 1=¢"
& =0
T —00 0 400
g'(z) + 0 -
1 400
g9(z) / N
—00 —00

b) Montrer que I’équation g(z) = 0 admet deux racines —2 < av < —1 et
1<fg< % Puis conclure le signe de g sur R.

11 suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires, sur [—2, —1]

puis sur [1, %} pour conclure 'existence des deux racines a et 5.
Donc :
x —00 o B +00
g(x) - o + 0 -

¢) Soit la fonction f définie sur R par

e —1

xet 4+ 1°

f(z) =
On a :
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Car lim ze® =0.

Et : )
T _ 1 (] — Lm
i S =L gy S
e—tooxe” + 1 a—tooe(x 4 )
Apres calculs, on se rend compte qu’en fait :
vy €g(@)
Donc:
x —00 « 154
f(x) — 0 + 0 —
-1 f(B)
f(x) N /! N\
f(a)
Montrer que :
1
flo) =
Puisque : g(«) = 0 alors
a+2—e* = 0
= e =a+2
Donc:
e*—1
@) = ae* +1
 (a+2)-1
 ala+2)+1
B a+1
a2+ 2a+1
o a+l
- (a+1)?
B 1
a+ 1
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Exercice 3 (Les fonctions hyperboliques)

1/ Résoudre I'équation ch(x) = 2

ch(z) = 2
& ef+e =4
& e (¥ —4e"+1)=0
& X?—4X +1=0avec X =¢€".

Nous avons deux solutions positives :

X, =2—-V3 et Xo=2+3.

Et comme z = In X on trouve:
xlzln<2—\/§) et x2:1n(2—|—\/§>.

2/ On considere la fonction f définie sur R* par f(z) = xsh(2).

a) Etudier la parité de f.
Remarquons d’abord que R* est symétrique. Ensuite:

feo) = apsh (=)

—XT

(1)
— f(a).

Donc f est paire sur R*.
b) Etudier le comportement de f en 400, en 0.

On pose y = % ,on trouve: y — 0 et:
T—+00

Par la régle de I’Hopital, on trouve:

i S _ e chy)
y—0 'y y—0 1

=1
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Donc

lim f(z)=1.

Tr—-+00

On obtient le méme résultat par parité lorsque r — —oc.
Ensuite, par le méme changement de variables, on trouve: y — +o0.

x2>0
y -y
lim sh(y) = lim <e_ — 6—) .

y—+oo Y y—+oo \ 2y 2y
Et comme :
y —y
lim e—:—i—oo et lim 6—:O
y—-+oo 2y y—+oo 2y
Alors:

Ou alors (par parité):
hH(l) f(z) = +oo.

¢) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.
f est dérivable sur R* car = +— 1/z est dérivable sur R* et y — sh(y)
est dérivable sur R. La dérivée, obtenue par la formule de dérivation d’une

composée, vaut :
1 —1 1
/ — hi = N h(| —
o = o (3) () (5)

d) Montrer que pour tout y > 0, th(y) < y. En déduire le tableau de
variations de f.

Nous allons considérer la fonction y — ¢(y) = th(y) —y. Elle est dérivable
sur ]0, +00] et sa dérivée est :

gy = [1-th*(y)] -1
= —th*(y) <0.
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Donc g est décroissante sur ]0,4o00[. Et comme ¢(0) = 0, alors Vy >
0,9(y) <0.

Ce qui fait que [ est négative sur |0, +oo[ et donc f est décroissante sur
cet intervalle.

Tableau de variations:

T —00 0 400
f'(z) + I -
+oo || +oo
f(z) / I N
1 | 1

3/ Démontrer que, Vo € R, Vn € N*|

(1+th(x))”_ 1 + th(nzx)

1—th(z))  1—th(nz)

Il suffit de remarquer que :

1+th(z) 1+ 5=
1 —th(x) R =
= —
— 6235

Donc :

1+th(z)\" (62’3)”
1 —th(x) B
1 + th(nz)
1 —th(nx)
Exercice 4 (Les fonctions hyperboliques inverses)

1/ Simplifier les expressions suivantes:

a) ch(argsh(z)).

On sait que :
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ch?(z) — sh*(x) = 1
= ch*(x) =1+ sh?*(z).

Et comme ch est une fonction & valeurs positives, on trouve:

ch(z) = /1 + sh?(z).

Donc:

ch(arg sh(z) = /14 sh?(argshx)

= 1+ 22

b) th(argsh(x)).

th(arg sh(z)) = shlarg sh(x))

c) sh(2argsh(x)).

sh(2argsh(x)) = 2sh(arsh(x))ch(argsh(x))

= 2zv1 4+ 22.

2/ Trouver le domaine de définition de la fonction suivante, puis simplifier

son expression:
1 1
= h (= — :
f(z) =arge (2 <m—|— x>)

On sait que la fonction argch est définie sur [1, +oo[. Donc on a :
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2
1
N e+ >9
T
2 _
e+ 1 23:20
T
—1)2
T
= x>0.

Donc la fonction f est définie sur |0, +o0].

Maintenant, soit x > 0, alors y = % (x + %) > 1.
Et on sait que

argchy = In(y + v y% — 1).

yr—1 = \/

Ainsi

On obtient:

flz) = argchy

= In(y+V> - 1)

[m2+1 :E2—1H
= In + )
2

2x
On a supposé x > 0, il suffit donc de distinguer lescasx > 1let 0 <z < 1.
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7Six21,f(x):ln[%+%] = Inx.

—Si0<z <1, f(x)= [’322:1 + %] =Int = —Inz.

Puisque [nx est positif si z > 1 et négatif si x < 1, on obtient dans les
deux cas f(x) = |Inz|.

Fig.4.32 : Graphe de f(x).

Exercice 5 (Les fonctions trigonométriques)

1/ Résoudre dans l'intervalle [0, 27| I’équation suivante cosx = —‘/75:
Résolution graphique sur le cercle trigonométrique:
e S8
!
} :::c;:e(susinus
CosE = vz
2
Fig.4.33 : Solution graphique de 1’équation 1.
: . Q_ [37 5
Les solutions sont : .S = {f, T
V3

*) Résoudre dans l'intervalle [0, 27] 'équation suivante : sinz = %3

Résolution graphique sur le cercle trigonométrique:
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Ordonmées: g 3
axe des sinus

i g 3 |

il oo I*Am 554

\ | axe des cosinus

.‘. ..‘I

\ /
\- _.f/
-
; T 2x

Les solutions sont §= {%T}

Fig.4.34 : Solution graphique de 1’équation 2.

Les solutions sont : S = {g, %’T

2/ Résoudre dans U'intervalle [—m, 7] les inéquations suivantes :

V2
cosS T > 7

Fig.4.36 : Solution graphique de I'inéquation 2.
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5 = [-m 1)U [ 7]

3/ Simplifier les expressions suivantes:

A = (cos (z) + sin (x)) 2 + (cos (z) — sin(x)) 2.

cos? (z) +sin? (x) + 2 cos(z) sin(x) + cos? (z) + sin?(x) — 2 cos(x) sin(z)
= 2(cos? (x) +sin?(z))

= 2.
B = sin*(x) — cos*(x) + 2 cos ?*(z).
1 — cos(2z)]? 1+ cos(2z)]? 1 + cos(2x)
- e[l e
= le [1—2cos(2z) + cos®(2z)] — 1 [1+ 2cos(2z) + cos?(2z)] + [1 + cos(2z)]
= 1.

4/ Exprimer en fonction de cosz et de sinz les expressions suivantes:

A = cos(—=z) + sin(—x) + cos(m + x) + sin(m — z).

A = cos(x) —sin(z) — cos(z) + sin(z)
= 0.

B:Sin(x—i-ﬂ)—l—cos(g—m)—sin(%—x).

B = —sin(x)+ sin(x) — cos(z)

= —cos(z).

C = sin(5m + x) 4 cos(x — 37) — sin <577T - x) :
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C = sin(47r+7r+x)+cos(x—27r—7r)—sin(?w%—%—x)

= sin(m + &) + cos(m — x) — sin <g — x)
—sin(z) — cos(x) — cos(r)

—sin(z) — 2 cos(z).

5/ Calculer la dérivée de la fonction:

1—cosz
=1 \/
f(x) . 1+ cosx

1 —cosx
D, = eR/(1 ON——2>0,.
/ {m /(1 +cosz 70) 1+4+cosz — }

1—cosz

Comme Vz € R, cosx < 1 alors —— > 0. Donc
14 cosx

Dy =R\ {(2k + V)7, k € Z} .

f@) = I (“ﬂ)

1+ cosx
1. 1—cosx
S Pt
2 1l+4cosx
1
=3 [In(1—cosz)— In(1 + cosx)].
Donc:
1[ sinz (—sinz)
@) = 1 -
2|1—cosz 14cosz
1 [sinz(l+cosx—1+cosx)
2 (1 —cosz) (1 + cosx)
1 [2sinzcosx
2 [(1—cos2z) |’

Quand z € R\{km k € Z} alors,
sin x cos T

sin 2z
cos x

sin x
= cotwx.
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6/ Soit la fonction définie par: f(z) = In |sin(3z)] .

a) Trouver le domaine de définition de f.

Dy = {xER/sin(gx>7£O}
Sin(gx> = O@gx:lmr,(kEZ)
& =2k (keZ).

Donc :

Dy =R\ {z € R/z = 2k, (k € Z)}.

b) Etudier sa parité.
Remarquons d’abord que le domaine de définition de f est symétrique
par rapport a 0, i.e.

r € Dy= (—x) € Dy.

Ensuite:

f(=2) = Insin(5 (~2))
= ln‘—sin(gx)‘
= f(a).

Donc f est une fonction paire sur son domaine de définition.

Exercice 6 (Les fonctions trigonométriques inverses)

1/ Calculer:

(. T . .
a) arcsin (sm —) ,b) arcsin | sin — | .
6 3
—6m 2m
¢) arccos (cos T) , d) arccos (cos ?) :

a) Puisque § € [—g, %] alors  arcsin (sin%) =5

b) %” ¢ [—%, g], nous devons le simplifier :
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Donc

Ce qui fait que :

(. T : < : W) m
arcsin | sin — | = arcsin (sin — ) = —.
3 3 3
c) =T — _3” Donc cos =T = cos ﬁ = cos 5. Ce qui fait que :
1 1 q que -
—67 < 7T> 7r
arccos | cos —— | = arccos (cos — ) = —.
4 2 2

d) Puisque %* € [0, 7] alors arccos (cos &) = 2F.

2/ Résoudre dans R I’équation:
4

arcsin x = arcsin = -+ arcsin =

4 3

arcsin r — arcsin H -+ arcsin 5

Ensuite, on applique le sin sur les deux cotés de 1’égalité, on trouve:

. . . .4 .3
sin (arcsin z) = sin | arcsin R + arcsin =)

Et comme nous avons la relation trigonométrique :

sin (o + 3) = sin arcos 3 + cos asin 3.

Alors :

4 3
= sin (arcsm - (arcsm + cos <arcsin 5) sin (arcsin 3)
= /1 _ /1 _
5

= 1. L’ensemble des solutions est § = {1}.

Fp
CO

ot
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3/ Ecrire en fonction de x les expressions suivantes :

1/ cos(arcsin x), 2/ sin(arccos x), 3/ sin(arctan ).

On pose
y = arcsinz
o { x = s1n7ry i}
ye[-53]
Et puisque
cos 2y + sin?y = 1.
Alors

cos?y =1 — sin 2.

Comme y € [—g, %} , alors cosy > 0. Ce qui fait que cosy = /1 — sin ?y.
Revenons a la variable £ maintenant :

cos(arcsinz) = /1 — sin2(arcsin )

= V1 -—22

Finalement
| cos(arcsin) = 1 —2? |
2/ On pose
Yy = arccosw
T = Ccosy
-~ .
{ y € [0, 7]

Et puisque

cos 2y + sin’y = 1.
Alors

sin?y = 1 — cos %y.
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Comme y € [0, 7], alors siny > 0. Ce qui fait que siny = /1 — cos?y.
Revenons a la variable £ maintenant :

sin(arccosz) = /1 — cos2(arccos )

= V1-—22

Finalement
| sin(arccosz) = V1 —2? |
3/0n pose
y = arctanx
=1
- {,amy
yel-53l

On a la formule trigonométrique connue :

tan 2y

.2
S =
e 1+ tan 2y

Alors

tan? (arctan )

2
t =
sin” (arctan z) 1+ tan? (arctan x)

22
1+ 22

Mais 1a, siny peut étre positif ou négatif, i.e. :

2
sin(arctan x) = +4/ —.
1+ 22

Par contre, (il suffit de revoir le graphe de arctan) on a:

Si x>0, alors arctanz>0=x¢€ [0,%[
Si <0, alors arctanz<0=x¢€ ]—g,O}
Donc:
- >0
— siz
/ 2
sin(arctan x) = 1 lex
— si x <0



Finalement, dans les deux cas, nous avons:

T

v1i+a? |

sin(arctan x) =

4/ Montrer que

T
Vo € [—1,1],arccos x + arcsinx = 5

lére méthode: On pose :

f(z) = arccos x + arcsin z.

f est définie, continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1] comme suit:

.- 1
@) = \/1—x2+\/1—x2
Donc f est constante sur |—1,1[. i.e..Vz € |-1,1[, f(z) = f(0).

=0.

f(0) = arccos(0) + arcsin(0)

m
= 240
5+

DX

Pour x =1:

f(1) = arccos(1) + arcsin(1)
7r
— 04—
+2
m

5"

Pour x = —1:

f(=1) = arccos(—1) + arcsin(—1)

Au final:
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’ Vo € [_17 1] ,f(.’L')
2éme méthode On a:

|

N

r € [-1,1] = arccosz € [0, 7]
.7 E[ 7r 7T]
— —arccosx € |—=, —| .
2 272

Maintenant, on applique sin:

. m . m ™\ .
sin 5 — arccosz ) = sin ( 5 ) cos (arccos x) — cos 5 sin(arccos x).

Car nous avons la relation trigonométrique :

sin (v — ) = sinacos f — cos asin 3.
Donc:

. ™
S (5 — arccos 37) =

=

ST

— arccos x = arcsinx

= % = arccos x + arcsin x ‘
5/ Pour x € R*, calculer :

1
arctan x + arctan (—> .

T

lére méthode: On pose :

1
f(z) = arctan x + arctan (—) :
T

f est définie, continue sur | — oo, 0[U]0, +o0], et dérivable sur R* comme
suit:

1 _1
Ve e R fl(z) = 2
1 1
14+22 1422
0.
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Comme il y a une discontinuité au point 0, f est constante sur | —
00, 0[U]0, +oo[ de la fagon suivante:

f(x):{kl six >0 '

ko siz <0

Pour x =1:

ko= f(1)

= arctanl + arctan 1
T T

4 4
T
>

Pour x = —1:

= arctan(—1) + arctan(—1)
Toow

Au final,

xT

arctan x + arctan (l) = { 2 Sl.x >0

2éme méthode
On pose : arctan z = y donc,

{ T = tany
vel-5.30 "

yel0,5] siz>0

yel—2,0 siz<0’
Pour le premier cas : siz >0,y € [0, %[ alors § —y €0, g[
Rappelons la relation trigonométrique connue :

Donc

U 1
tan(§ —a) = : :
an a
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1
tany

= ton (5 )
an (- —y) =
29

T

s 1
= arctan (tan (— — y)) = arctan | —
2 T
T 1
= <— — y> = arctan | —
2 T

T 1
= — — arctanx = arctan <—)
2 T
T 1
= — = arctan (—) + arctan x.
2 T
Pour le deuxiéme cas : si z < 0, alors (—x) > 0 et comme arctan est

impaire on aura (du premier cas):

T £ L) 4+ arct (—x)
— = arctan arctan(—x
2 (—)
” ()
— = —arctan| — | — arctanx.
2 T
Ou alors:
7 = actan ()
—— = arctan | — | 4+ arctan .
2 T
Au final,

% siz>0
—5 siz <0 '

arctan x + arctan (%) = {
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5 Chapitre 5 Développement limité

5.1 Formules de Taylor

Rappel :

Quand n est un nombre naturel, on définit n! =1 x 2 x 3 x ... x n. Et
par convention : 0! = 1.
Définition

Soit I C R un intervalle. Quand f : I — R est une fonction définie et
continue sur /, ainsi que ses n premiéres dérivées, on dit qu’elle est n fois
contintiment dérivable, ou alors qu’elle est C™ sur I.

5.1.1 Formule de Taylor-Young

Il existe plusieurs formules de Taylor, nous allons nous intéresser a celle de
Taylor-Young.

Soit f : I — R une fonction C" et soit a € [.
La formule de Taylor-Young appliquée & f au voisinage du point a est
donnée par:

(z —a)
1!

(x —a)?

fl@) = fla)+ .

f'(a)+

f”(a)+...+<$;—‘a)n

Fla)+ &= &9 f1(q) 4 mg!“)Zf”(a)%—... (z— a) (™) (a) est la partie réguliére
de lecrlture de Taylor-Young et (z — a)” (( a)) est son reste, ou ¢ est
une fonction définie sur I vérifiant : lime((z — a)) = 0. On dit que le reste

r—a

est négligeable.
Notation:

Le terme : (z—a)"e((x—a)) est souvent abrégé par la notation o((z—a)™).

Cette notation simplifie les écritures mais il faut toujours garder & ’esprit
[(z—a)"] _
que : lim 2= = (.

r—a (z—a)™
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5.1.2 Cas particulier : formule de Taylor-Young au voisinage de
0

Nous revenons souvent au cas particulier ot @ = 0 : La formule de Taylor-
Toung (avec le petit o) devient:

/ " (n)
f(x) = f(0) + f1<'0):13 + f2(!0):v2 +..+ 70 n'(o)x” + o(z").

Avec lin%% =0.

Exemple

1/ Pouvons-nous appliquer la formule de Taylor-Young sur la fonction

1
f(z) = 1 ?. Si oui, jusqu’a quel ordre?
-
Oui, nous pouvons appliquer la formule de Taylor-Young au voisinage
de n’importe quel point dans : Dy = R\ {1} car la fonction considérée est
continue sur Dy ainsi que ses dérivées, jusqu’a n’importe quel ordre.

2/ Appliquer la formule de Taylor-Young au voisinage de g = —1, jusqu’a
Iordre 3 sur la fonction f.
Soit x € Dy
1 -1 1
f@) == =(1-0" = f(-1)=}

Donc

flz) = %+%(w+1)+%(m+1)2+(:Si!)(x+1)3+o((x+1)3)
= %+£(w+1)+é(x—i—1)2+%($+1)3+0((x+1)3).
_o((x+1)%)

Avecxlirgl T+ 1) =0.
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5.2 Deéveloppement limité
5.2.1 Introduction

Le DL d’une fonction au voisinage d’un point est une approximation par un
polynéme au voisinage de ce point. Calculable plus facilement, il exprime
plus clairement son comportement.

Ce DL est de plus en plus précis au fur et & mesure que 'ordre du
développement augmente.

Prenons ’exemple de la fonction exponentielle. Une idée du comporte-
ment de la fonction f(z) = e” autour du point x = 0 est donné par sa
tangente, dont 1’équation est y = 1+ x. Nous avons approximé le graphe par
une droite.

Si I’on souhaite faire mieux, quelle parabole d’équation y = cq+ci2 + cox?
approche le mieux le graphe de f autour de x = 07 Il s’agit de la parabole
d’équation y = 1+ x + %xZ. Trouver ’équation de cette parabole c’est faire
un développement limité a 'ordre 2 de la fonction f.

Bien stir si 'on veut étre plus précis, on continuerait avec une courbe du
troisieme degré qui serait en fait: y =1+ 2 + 2% + a2°...ctc.

ol

y=1l+x+%5+

Fig.5.1 : Graphe de e¢” et ses trois premiéres approximations.
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5.2.2 Définition

On dit d’une fonction f définie au voisinage d’un point xy qu’elle admet un
développement limité d’ordre n, noté DL, (z¢) s’il existe un polynome de
degré n :
P, (z) = ag + a1(x — x¢) + ... + an(x — x0)".
Tel que:

f(z) = Py(x) 4+ o(x — xo)".

lim —O(x — ) =0

e—zo (T — )"

P,(x) est la partie polynémiale du DL et o(x — x¢)™ est son reste.

On a alors :

flz) =ag+ a1(x — o) + ... + an(x — 20)" + 0T — 30)".

Avec :

_ n
lim 2& = %0)" _
e—zo (T — )"

Quand =z € Dy, on peut se ramener & 0 par un simple changement de
variables : X = (z — zg) (car lim X = 0), nous considérons souvent les DL
T—xQ

au voisinage de 0 uniquement:
flz) =ap+ a1z + ast? + ... + apx™ + o(z").

5.2.3 Relation entre DL et formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young d’une fonction f qui est de classe C" sur un in-
tervalle contenant 0, permet d’obtenir son DL (au voisinage du méme point),
en posant :

Exemple
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1/Trouver le DI de la fonction f(z) = e* au voisinage de 0 a 1’ordre 3.

@) (
ai_f ( 0)72207 ) T
7!
Donc :
00 0 0
aoz—fol():L!) ﬁaoz%:]ﬂ
! 0
alzfl(!) =a=5T=1
7 0
I OO
®3)(o 0
a3:f3!() = a3 =% =g
Finalement:
2 3
T T
emzl—i-x—l—?—l—g%—o(x?’).

2/ Méme question pour la fonction g(z) = cosz (a faire a la maison).

Remarque

Quand la condition C™ n’est pas vérifiée, le DL ne conincide pas avec la

formule de Taylor, il existe des fonctions qui admettent des DL & l'ordre 2

mais dont la deuxiéme dérivée n’existe pas.

5.2.4 Propriétés

Soit deux fonctions f et g qui admettent des DL,,, au voisinage du méme

point zg.

e Unicité : Le DL d’une fonction & I'ordre n au voisinage d’un point xg,

quand il existe, il est unique.

e Somme : (f+ g) admet un DL, au voisinage du point zy dont la
partie polynomiale est égale a la somme des parties polyndémiales des

DLs de f et de g.
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e Produit : (f.g) admet un DL,, au voisinage du point x, dont la partie
polynomiale est composée des termes de degré au plus égal a n, du
produit des parties polynomiales des DL de f et de g.

e Division : On obtient le DL, au voisinage du point xq du quotient
<i> en divisant la partie polynomiale du DL de f par celle de g,
suivant 'ordre croissant des puissances.

e La composition : (fog) admet un DL, au voisinage du point x

dont la partie réguliére est composée des termes de degré au plus égal
a n, de la composition des parties réguliéres des DLs de f et de g.

e Parité: Si f est paire (respectivement impaire) alors la partie poly-
nomiale de son DL en 0 ne contient que des monémes de degrés pairs
(respectivement impairs).

5.2.5 Développement limité de quelques fonctions usuelles au voisi-
nage de 0

Nous donnons sur ce tableau les développements limités des fonctions usuelles
au voisinage de 0. Certains d’entre eux méritent d’étre appris par coeur !
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2 3 n
e =14 fi+ gt g & f 5y o).
n+1
(Lto)=c -5 +5+. +—< PTT 1 o(a™).
D=t T b T T o).
1
= 1 — 2 _ 3 m _1 n.n n .
1tx T4 — ot 4 (1) 4 o(a”)
= ltada o oa”).
—x
(1+z)>= 1+ax+°‘(a D24 4 el-1@ n) L=t jn | ().
T T T,
\/1+x—1+____|_16+ +2( -1(3 j') (3 H)x”—l—o(x").
! LS 1)(F-2) (Z—nt])
=1-24+%2+ 2 4 .+ 2 2 " + o(x™).
Vvit+zx 16 - n! (z")
L =14+ 24 300 4 G20 4 o(a).
Vi—a? x2 8x4 ?il()zgzn 2<n )
cos(z) = 1= + 5 + -+ g +ola™).
. 13 :E5 _ 77.1.2n+1 n
sin(z) = & — & + G+ (12)n+1)!_ + o(z*" ).
tan(z) :x"’_%"‘ 125:155—1—0(3;5)
I
2 1 —21:2 + a2t + 4 (=) 2 + o(2®).
ch(r) =1+ 5+ 5 & ot o+ oa™)
2n+1 n
Sh( ) $+ 3| + Bl + (2n+1)' +0( 2 +1)
th<$):x__+ﬁx + o(x).
1 T 13.... 2n—1) g2ntl -
arcsin{z) = $+'_+%%?+ -t ((Qn))(2n+1) +o(a®1).
n 2n T
arctan(r) = r — f—; % + % + o(22 ).
z3 P 2T m
argth(x) =+ 5 + 5. + Guy T 0@*).
z3 5 n1.3...(2n—1) g2ntl -
arg sh(z) = v — £ + 32 + (—1)" 5 2 4 o(a?H).

5.2.6 Calculs sur les Dls

La regle principale des calculs sur le DL c’est de tronquer les mondémes
d’ordres supérieurs a celui demandé dans I’exercice.

Exercice

Calculer le DL3 au voisinage de 0 de :

1/ f(z)=e"ln(1+x).

2/ gla)= e,



3/ h(x)=

Correction

1/

fz) = e".in(l+2)

r  a2? 2P 5 T 5
= <1+ﬁ+§+§+o(x)) (x—;—i-g—l—o(x)).

En développant, on ne garde que les termes de degré < 3, ce qui donne :

2 .3
:a:—ir%—l—%—l—o(a;?’).

Remarque

La notation «petit o» évite de devoir donner un nom & chaque fonction,
en ne gardant que sa propriété principale, qui est d’étre un reste négligeable.

2/
Ici, c’est une fonction composée :

g(l’) — esinx.
Le DL3 de sinz au voisinage de 0 est donné par :

.’113'3

sin(z) = x — 3 + o(x?).
Et celui de I'expo est donné par :
X X2 X3
X _ a4 A" A" 3
X =147+ 5 + 5 oY),

Il suffit de poser X =z — “é—? Vérifions que le voisinage est inchangé:

limX = 0.

z—0

Par composition on aura :




Nous allons négliger les termes d’ordre supérieur a 3:

3/

= l+z—"+=(z)*+

S| 1
=45 @74 2 (@) +ola?).
2

= 14+ +o(z?).

h(z) =

2

r+1
24+ x4+ 2

Premiére méthode: division suivant les puissances croissantes:

Donc :

24+ x + 22
I 1T . 3.2 1.3
5+ 37 — 307+ 52

142z

1+ 1z + 1a?
T 1.2

S
§x?’+21m1—|—3;1x
O
s
g.ﬁC

Deuxiéme méthode

Nous pouvons trouver le DL3 de

1 1 3 1
h(x) = §+Z$— §$2+1—6$3+0($3).
rz+1
hiz) = 240+ 2
z+1

[T+ (5 +9)

en posant : X = <§ + 92—”) .

1
1+ (Z+7)

Remarquons que le changement de variables considéré ne modifie pas le

voisinage 1.e.

limX = 0.

z—0
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=1-X+X2-Xx3 X?).
03 X) + + o(X7)

Donc :

() (D) (5o e

Nous devons nous arréter a 1’ordre 3 seulement, on néglige donc les termes
d’ordres supérieurs dans les calculs:

g ) (50 5) - (5)

On multiplie maintenant par 3(z + 1) en négligeant encore les termes
supérieurs a 3, on trouve:
ha) = 2+ 1) (1= 22+ 2t o
x)=—=(x ———— 4 -z’ +o(x
2 2 4 8

1 1 3 1
= h(x) = 5t 1%~ éxQ + 1—6133 + o(z?).

5.3 Applications
5.3.1 Valeurs approchées

Les DIs nous donnent les valeurs approchées a f(xg).
Exemple

Trouver la valeur approchée de la fonction tan(z) au point zo = 0.2 a
Iordre 3:

3
tan(z) = x + % + o(z*) au voisinage de 0, donc,

(0.2)°
3

tan(xg) = tan(0.2) ~ 0.2+
~ (.20266.
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5.3.2 Calculs des limites par les DLs

Les Dls sont un outil puissant d’aide au calcul des limites, il suffit de remar-
quer que:

si f(z)=ao+ai(zx—a)+.. alors limf(z) =

r—a

Exemple

Calculer la limite suivante:

A =lim sin(3z) , puis conclure hmM
e—0tan(2x) 220 tan(2z)

Correction

Quand on utilise les DLs pour calculer des limites, 'ordre du DL n’est
généralement pas mentionné, nous allons utiliser ’ordre minimal pour avoir
la limite, par exemple, dans ce cas, un DL d’ordre 1 nous suffit, comme suit:

sin(3z) 3w+ o(x)
tan(2z) 22+ o(x)
_ a(3+o(1)
2+ olD))
_ 3+0(1)
T 240(1)
Donc
A3
s—0tan(2z) 2
Ensuite
sin(3z) 3 +o(1)
rtan(2r) (24 o(1))
Donc :
sin(3z) o et lim sin(3z) .
z—07 tan(2z) z—07 tan(2z)
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5.3.3 Equations de la tangente et des asymptotes et leurs posi-
tions par rapport a la courbe

Les DLs nous donnent presque instantanément les équations des tangentes
et des asymptotes au voisinage de oo, ainsi que leurs positions par rapport
au graphe de la fonction:

e Si f admet un DL en un point a a 'ordre n > 1,

f(z) =ao+ a1(z — a) + ap(xz — a)* + ...
alors y = ag + a1(x — a) est ’équation de la tangente au graphe de f
au point d’abscisse a.

La position de cette tangente est donnée par le signe de f(x) —y, c’est-
a-dire le signe du terme :a;(z — a)*.

S’il est positif, la courbe est au-dessus de la tangente, s’il est négatif,
la courbe est au-dessous de la tangente et enfin s’il y a changement de
signe, cela veut dire que la tangente traverse la courbe, le point a est
donc un point d’inflexion.

e On dit que la fonction f(z) admet un DL, au voisinage de +0o et on
I’appelle développement asymptotique, si la fonction f (%) admet un
DL,, au voisinage de 0.

) . 1 .
Nous devons faire le changement de variables ¢ = — pour revenir au
x

voisinage de 0.

Exemple
Soit f la fonction définie par :  f(z) = V1 + x + 22.
1/ Donner le DL, de f au voisinage de 0.

2/ En déduire 1’équation de la tangente au point d’abscisse x = 0 et la
position de cette tangente par rapport a la courbe de f.

3/ Déterminer I’équation de I’asymptote en +o00, ainsi que la position de
cette asymptote par rapport a la courbe de f.

Correction

1/
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flx) = V1+x+ 22
= f(X)=VI+X.

Avec, comme changement de variables x + 2% = X: qui ne modifie pas le
voisinage. Donc:

flz) = 1+ ? _;-232 — (z —1—81’2)2 + o(2?)?.

1 3
= 1+ 3% + ga:Z + o(x?).

2/ L’équation de la tangente a la courbe au point (0, 1) est donc y = 1+3x.
Et

flz)—y= gﬁ + o(z?) > 0.

Donc la courbe est au-dessus de la tangente au voisinage de 0.

3/ Maintenant, on pose :

1
t=-.
x
On voit bien que : lim ¢ = 0. Puis,

r—+00

1 1 1
= ) =41+ 24+ =
f(x) f(t) ot
2+t+1
VB Ht+l
B L

*) Au voisinage de +o0 :

f (%) = #(t > 0).
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En utilisant ce qui précede on trouve:

1+ 3t + 262 + o(t?)

) = t
B 1 1 3t ;
= ¥+§+§ —I-O().

Ou bien:

1 3 1
f(x)—x+§+8—x+o(g).
Puisque : liIIl [f(z) = (z+ )] = 0 alors 'équation de 'asymptote a la

courbe de f au voisinage de +oc est :

1
=z4 —.
y 2

Et comme : f(z) — (z+ 1) = £ 4+ 0(2) > 0 au voisinage de +o0, alors
la courbe est au-dessus de 'asymptote au voisinage de +o0.

*) Au voisinage de —oo

f (1) = tQt—ttH(t < 0).

t

De la méme maniére que précédemment, on trouve:

f(x):—x—%—%jto(%).

Et donc I'équation de asymptote a la courbe de f au voisinage de —oo

est :

1
=—r— —.
Y 2
Et comme : f(z) — (-2 — 3) = —2 + 0(2) > 0 au voisinage de —oo,

alors la courbe est toujours au-dessus de ’asymptote au voisinage de —oo.
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5.4 Série de TD N°5

Exercice 1
1/ Donner le DL, au voisinage de z de la fonction:

f(z) = cosx.
2/ Donner le DLg au voisinage de 0 de la fonction:
f(z) = sin(x?).
3/ Donner le DL3 au voisinage de 0 de la fonction:

sinx
J(x) = 1+In(l+a)

4/ Donner le DL; au voisinage de 1 de la fonction:

Exercice 2

Calculer les limites suivantes:

PR L
z—0 €x
= lir}rq Vaz+3x+2—x.
In(x)
C B }:—>11’2—1
33_1_
D = lim6 *

=0 sin?(x)

Exercice 3
1/ Déterminer le DL, au voisinage de 0 de la fonction :

sin x

fx) =

X

2/ Pouvons-nous prolonger f par continuité au point 07 Si oui, donner
son prolongement.
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3/ En déduire I’équation de la tangente au point d’abscisse z = 0 a la
courbe du prolongement de f.

4/ Donner un DL au voisinage de 0 de la fonction

g(z) = In (S“;I> .

Exercice 4

. 1
1/ Ecrire le DL3 au voisinage de 0 de la fonction g(z) = T
x
1
2/ En déduire le DL3 au voisinage de 0 de la fonction : f(z) = T e
ex

3/ En utilisant ce qui précéde, déterminer 'asymptote au voisinage de

x
+00 au graphe de la fonction F'(x) = ——, ainsi que sa position.

ez
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5.5 Correction de la série de TD N°5

Exercice 1
1/ Donner le DL4 au voisinage de % de la fonction:

f(x) = cosx.

lére méthode:
Comme nous pouvons dériver f une infinité de fois, nous pouvons appli-
quer la formule de Taylor-Young;:

f(z) =cosx = f(3) = %
fl(x) = —sinz = f'(§) = —\/75.
f'(z) = —cosz :f”(%):%l.
fO(z) =sinx @) (1) = B
4(3:)—00895 :>f()(;—r) %

! 1 ™ ™
f@) = FG)+ Q) + G + (G +
m\4
o) o Ty
1 3 1 3 1
sz = 3= o= D)= G5 P+ =D [l = 5]

2éme méthode

On pose : t=x— 3, ontrouve z =1+ 3 et lim¢ = 0:

us
$4>3

fla) = ft+73)
= COoS (t) COS(%) — sin (t> Sin(g)

- (1 R s +o<t4>) (%) - (t— : +0(t4)) 3 (?)

1 V3 T 1 T, V3 T 1 T4 4
= 5 gy g3 +ole-3)]
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2/ Donner le DLg au voisinage de 0 de la fonction:

f(z) = sin(x?).
Comme

3

t
sin(t) = ¢ — 3 + o(t?).

Alors, en posant t = 2 (sans changement du voisinage), on trouve:

sin(z?) = 2% — ($3!) + 0((x2)3)
= 2% - 0 + o(x9).

3/ Donner le DL3 au voisinage de 0 de la fonction:

sin
J(w) = 1+ In(l+x)
On a (au voisinage de 0) :
3
sine =z — % + o(z?).
Et
2 3
In(l+2) =2 — — + = + o(a?).
2 3
Donc:

x— 2 4 o(a?)

r) = :
@) 1+x—%2—|—z—;+0(x3)

En divisant suivant les puissances croissantes, on trouve :

3 2 3

X T xT
=7 s l+or—-—5+%
r+a’— % x—x2+§m3.
—z? + %

—x? — 23
4z?
3
s

3
Donc:
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fx)=2—2*+ %x?’ + o).

4/ Donner le DL, au voisinage de 1 de la fonction:

f(z) = ()71 .

Onpose:t:x—l.Ontrouve:x:t+1etlin}t:O.

flz) = (x)7
= f(t)=(1+1)
_ 6% In(1+4t)
Puisque :
In(1+t)  t—5+ot?)
t N t
=L om
= 1—=-+4o0
2
Alors:
flt) = elmztol®) = ¢ ematol®)
t
= e (1—5—{—0(25))
:e—gﬂm@
Enfin:

ﬂmze—g@—1yumx—ny

Exercice 2

Calculer les limites suivantes:

e — cosx
A = lim )

x—0 1‘2
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e _cosy (1 FEPH0(?) = (1= % +o(a?))
2 - 2
322+ o(2?)
— p
3
= - 1
2+0()
Donc
A=—
B = hI—P Va2 4+ 3x+2— 2.
Onpose: X =1  ontrouvez =+ etona liI_P X =0".
VT3 21 = |t 2l
T T T = =Ty e
B \/1+3X+2X2 1
N X2 X
14+3X +2X2 1
= \/+X+ X car X > 0.
Donc :
1+3X +2X2 -1
Va2 +3z+2—-2 = Vit ;
14 5B8X) F+o(X) -1
N X
_ 3X +o(X)
X
3
== 5—1-0(1)
Finalement :

lim \/x2+3x+2—x:1irr[1) E—l—o(l)} :

r—400
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B=2
2

C = lim In(z)

e—1g2 —1°

Onpose:t=z—1.0ntrouve: r=t+1 et lirrit:().

In(x) In(1+1¢)
22— 1 1+02—1
In(1+1)

1+2t4+t2 -1
In(1+1)
t(2+1)
t+o(t)
t(2+1)
1+o0(1)

2+t

Donc

In(z) lim1+0(1)
eolx2 — 1 150 24t

Finalement :

1
C’—i.

T __ 1 _
D=lm"— %
z—0 sin?(z)

On a:



Et:

Donc:

== 1).
sin ?(z) 2" o(1)
Ce qui fait que :
et —=1—x 1
)~ iy o)
p = 1
2

Exercice 3

1/ Déterminer le DL4 au voisinage de 0 de la fonction :

sin x

fz) =

X

Comme on va diviser par x, il faut considérer un DI de sin z & I'ordre 5:

i E L o)
sinr =x — — + — + o(z°).
6 120
Donc
sin x 22 a2t
1 L 4
z 6 " 120 o)
Ce qui fait que :
lir%f(:t)zl.

2/ Pouvons-nous prolonger f par continuité au point 0?7 Si oui, donner
son prolongement.

Donc, oui, f est prolongeable par continuité au point 0.

Son prolongement est donné par :

F(x):{ % sixz#0 .

1 siz=0
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3/

/N
NS

|
Y

Fig.5.2 : Graphe de F(z), (Prolongement de

Stnx

20).

T

L’équation de la tangente a la courbe au point (0,1) est donc y = 1.

4/ Donner un DL au voisinage de 0 de la fonction

g(z) = In (Sizx> |

2 4
g(g(;) = In <812$) =1In |:1 — % + %O +0($4):|
= In(1+ X)
avec :
z? ot
X = 47 4
6 +120+0(£C)
2 4 2 4
o (2w a (L
< 6+120+0(:1:) X 5 —|—120+0(:c)
4
= §—6+0(a:4)

X? = X*=o(z).

Donc:
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= X-T+ o 2 4 o(x?

9() 5+ 5~ toX)
1,4

= _x2+ - —@—l—o(f‘)
6 120 2
2 2t 4
BORETTRARE

Exercice 4

1
1+z

1/ Ecrire le DL au voisinage de 0 de la fonction g(z) =

1
_ 1 2 _ 3 3).
g(x) T2 x+x®—a° + o(z’)
1
2/En déduire le DL3 au voisinage de 0 de la fonction : f(z) = o
ex
lére méthode
Comme :
N r 2 2P 5
e :1+ﬂ+a+§+o(x ).
On aura :
1
fl@) = 14 e?
B 1
L+ [1+ 242 +% +o0(z3)]
B 1
o z z2 a3
2[1+§+I+E+O(SB3)]
11
214X

Avec X = 5 + % + ”1”—; + o(2%). Le voisinage est inchangé¢ puisque:

limX = 0.
r—0
Donc :
1
fla) =3 [1-X+X*— X+ 0(X%)] .
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Nous devons calculer X? et X3 en suivant la régle de calcul des DLs :
négliger les ordres supérieurs a I'ordre demandé (en 'occurrence 3 ici).

2 3

2 3

x x X Xz X i
X? = ([Z44 3 o
(2+4+12+0(x)><2—|—4+12+0
2 3
= T+ ol
3
X3—%+0(x3)

()

A =
3
i—8+0(a:3)

2¢me méthode :

Division Euclidienne suivant les puissances croissantes:

23 [ 1 1

2+:E+7+F

1_1 1.3
5 — 1Tt T

1

1+ 2z + 727 + i
e,
R
iy

)

3/ En utilisant ce qui précede, déterminer 'asymptote au voisinage de

+o0 au graphe de la fonction F'(z) =

On pose :

1
==
Xz

Y

€z

lim ¢ =0.

Tr—-+00

214

—, ainsi que sa position.



1—{—6%
1 1
F(5) = ———
(t> t(1+et)
1/1 1 1
= —(=—Zt— =40
t(2 it e ))
1 1
T4 2
o 1 18 o)
Donc :
r 1 1 1
Flz)==—->— —
@)=35-1 48x2+0<m2>
Puisque:

: x 1 . 1 1
L (5 - z) ~ o {489:2 e <;)} -

Alors la droite d’équation y = 5 — }1 est une asymptote oblique au graphe
de f en 4o00.

Et puisque F(z) — (£ — ) = == + 0 () <0, alors le graphe de F est
au-dessous de I'asymptote.
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6 Chapitre 6 Algébre linéaire

6.1 Lois de compositions internes

Définition 1Loi de composition interne

Un ensemble E est muni d’une loi de composition interne si a chaque
couple (a,b) d’éléments de E correspond un élément bien déterminé de E.

Exemples

1) L’addition est une loi de composition interne a 1’ensemble des réels.
2) La division est également une loi de composition interne a I’ensemble
des réels définie quand le diviseur n’est pas nul.

Définition 2 loi de composition externe

Considérons deux ensembles E et K. Supposons qu’a tout élément a € F
et qu’a tout élément A € K on associe un élément b € E. On dit que l'on a
défini une loi de composition externe sur E.

Exemple

E est 'ensemble des vecteurs dans I'espace a trois dimensions et K = R.
La multiplication d’un vecteur % par un nombre réel A est un vecteur
(A%). Cette opération est une loi de composition externe sur I’ensemble E.

6.2 Espaces vectoriels

Dans ce qui suit ’ensemble K désigne R ou C.
Définition 3

On dit qu'un ensemble E est un espace vectoriel sur le corps K et on
note E un K-EV si on peut définir sur les éléments de E -que nous appelons
désormais vecteurs- deux lois de compositions, une interne et une externe
vérifiant les axiomes suivants :

e L’opération interne : notée +, elle doit étre commutative, associa-
tive, possédant un élément neutre Og et pour laquelle chaque vecteur u
de E admet un élément réciproque (ou inverse) u’ qui vérifie : v+’ =
Og.

Notre opération interne doit donc vérifier :
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Commutative: Vz,y € E, (x +y) = (y + z).
Associative : Vz,y,z € E, (z+y)+ 2=z + (y + 2).
Possédant un élément neutre: Vo € E, (z + 0g) = (0 + x) = .

Tout élément de E admet un élément inverse : Vo € E,3Jx' €
E/(x+2') = (2’ +x) = 0p.

e L’opération externe: notée -, c’est la multiplication par les éléments
(externes) de K que nous appellerons désormais scalaires par opposition
aux vecteurs de E. Elle doit vérifier les axiomes suivants:

1.

3.
4.

Va e K\Vz,y € E,a- (x +y) = a2z + «a-y. (Distributivité sur

Vo, e K\Vex € E,(a+ ) -z =a-x+ (-2 (Distributivité sur

Va,p e K,Vx € E,(a-f) -z =a-(fx).
Ve € B, (1x - x) = z. 1k étant I'unité de K.

Les opérations définies en 1. et 2. sont appelées opérations linéaires sur
les vecteurs de E.

Exemples

Les ensembles suivants sont des K-EV : (K= R).

e E 'ensemble des vecteurs de la géométrie élémentaire.

R2 R3, ... R".

R,, [x] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur

ou égal a n.

S 'ensemble des séries numériques convergentes.

S lensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire sans

second membre.

6.2.1 Propriétés immédiates

1. Va € E,0gz = 0.

2. Va € K,a.OE = 0g.

3. Va e K,Vx € E, (a.x) = 0p = a = Ok ou bien = = 0.
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6.3 Définitions et propriétés élémentaires
6.3.1 Vecteurs indépendants, familles liées

En prenant p éléments (uy, ug, ...u,) d'un K-EV, on constitue une famille (ou
un systéme) de vecteurs.

e On dit que les p vecteurs sont indépendants ou que la famille des p
vecteurs est libre si et seulement si:

Vo, € K, ojug + agus + ... +opuy, = 0= Vi =1,p,a; =0.

Ou alors,

p
VO@ € K, Zaiui =0=0o; = O,Z :m
=1

e Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe p scalaires non tous nuls

p
tels que Y au; = 0 alors les vecteurs (uq,ug, ..., u,) sont dépendants
i=1
ou constituent une famille liée (non libre).
Dans ce cas, au moins 1'un des «;, disons «, est non nul. On peut alors
écrire:

Qply = —01U1 — QU — ... — Qp_1Up—1.
p—1
Q;
U, = g Ail; avec \; = ——.
- ap
=1

On dit que qu’'un vecteur de la famille est une combinaison linéaire
des (p — 1) autres vecteurs.

6.3.2 Sous-espaces vectoriels

Soit £ un K-EV et soit F' C E non vide.

Pour que F soit un sous-espace vectoriel de E, il faut et il suffit que toute
combinaison linéaire de vecteurs de F soit un vecteur de F. On dit que F est
stable par combinaison linéaire si et seulement si:
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F#£0 (0eF).
Yu,v € F,u+v € F.
Va € K,Vu € F,au € F.

Ou bien:
Yu,v € F\Va, 8 € K, (au + fv) € F.

Remarque
Si 0 ¢F, alors F n’est pas un sous espace vectoriel de E.

Exemples

1) {0} est un sous-espace vectoriel de tous les espaces vectoriels.

2) L’espace des vecteurs paralléles & un plan donné forme un sous-espace
vectoriel des vecteurs libres de la géométrie élémentaire, il est appelé plan
vectoriel.

6.3.3 Générateurs, bases et coordonnées

a) Soit une famille de p vecteurs (uq,us, ...,u,) d'un K-EV E. L’ensemble
de toutes les combinaisons linéaires possibles de ces p vecteurs forment un
sous-espace vectoriel F de E. On dit que F est engendré par la famille
(uy,ug, ..., up) ou que les u; sont des générateurs de F.

b) Si la famille plus haut est en plus libre, alors, on dit que c’est une base
de E. On dit aussi famille libre et génératrice de E.

Exemples

1- Deux vecteurs indépendants d’un plan, c’est & dire non colinéaires
constituent une base de ce plan.

2- Les fonctions y; = sinx et yo = cosx forment une base de 'EV des
solutions de I’équation différentielle y” + y = 0.

Théoréme

Pour qu’une famille de n vecteurs (ey, ea, ..., €,) d'un K-EV E soit une base
de E, il faut et il suffit que tout vecteur u de E admette une décomposition

n
unique suivant cette famille, de la forme : u = ) z;e;.
i=1

Les scalaires (x;) s’appellent les coordonnées (ou les composantes) de u
suivant la base 8= (eq, ea, ..., €,) .
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6.3.4 Théoréme de la base incompléte

Soit 8= (eq, €2, ..., €,) une base du K-EV E et soit (u,ua, ..., u,) une famille
de vecteurs indépendants de E avec p < n.

On peut alors compléter la famille (uy, ug, ..., u,) par (n — p) vecteurs de
3 convenablement choisis pour former une nouvelle base de E.

Remarques

1/ Toute base de E comporte exactement n vecteurs.
2/ Toute famille libre de E comporte au plus n vecteurs.

6.3.5 Dimension

Définition

S’il existe un entier naturel n tel que ’'EV E posséde une base constituée
de n vecteurs, alors toute autre base de E est aussi constituée de n vecteurs
et ce nombre n s’appelle dimension de E, noté dim(E).

Remarques

1/ Si n est fini, on dit que lespace vectoriel E est de dimension finie,
comme R?, R3.
2/ L’espace {Og} est de dimension 0 par convention.

Base canonique On privilégie souvent une base qu’on appelle canonique
et on la représente par les n-uplets :

{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),(0,0,1,...,0), ..., (0,0,0, ..., 1)} .
Exemples

Dans R?, la base canonique est {(1,0),(0,1)}.
Dans R3, la base canonique est {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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6.3.6 Rang

Soit un systéme de p vecteurs (uq, ug, ..., u,) d'un K-EV avec dim(E) = n.
Le nombre maximal de vecteurs libres qu’on peut extraire du systéme
donné s’appelle le rang r. Il est a noter que :

r<mn et r<p ie. r<inf(n,p).
6.4 Applications linéaires

Définitions

1/ Soit E et F deux K-EV. On appelle application linéaire de E dans F
Iapplication f: E — F qui vérifie:

{ Vu,v € F, f(u+0) = f(u) + f(v)
Va e K,Vu € F, f (au) = af(u)

Ou alors,

Va,8 € K,Va,y € E, f(ax + By) = af (x) + Bf(y).

On a alors forcément : f(0g) = Op.

6.4.1 Noyau

On appelle noyau de f et on note ker f°> 'image réciproque du vecteur nul
de F, i.e.

ker f = {u € E/f(u) = 0p} = £ ({0r}).

6.4.2 Image

On appelle image de f et on note I'mf, ensemble des vecteurs f(u) tels que
u est dans E, i.e:

Imf={veF/3ue E/f(u)=v}=f(E).
Ou bien:

*ker vient du mot allemand kern qui signifie noyau.
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Im f ={f(u) avec u € E}.

Théoréme

Si E est de dimension finie et que f : E — F' est une application linéaire
alors:

dim(ker f) + dim(Im f) = dim E.

6.4.3 Rang d’une application linéaire

On appelle rang d’une application linéaire f : £ — F' la dimension de (Imf)
lorsque cette dimension est finie.
Rappelons que quand dim(FE) est finie alors dim(Imf) est aussi finie.
On a :

rg(f) < n et
rg(f) = n<ker f={0g} < f est injective.

6.4.4 Matrice associée a une application linéaire

Soit E un espace vectoriel avec dim(E) = n et 8g = (e1, e, ..., ;) une base
de E. Soit F avec dim(F) = p et Br = (gpl, Doy eey gop) une base de F.

Soit f: E — F une application linéaire.

f est complétement définie en donnant I'image des vecteurs de B dans

F:(f(e), flea), ..., flen)).

Puisque f(e;) = ayjp; +aajps+...Fapp, on pose : a;; la i coordonnée
de f(e;) dans la base (¢q, @y, ..., 0,) -

En considérant v = > x;e;, alors:
i=1

n p
flu) =D w:) aije;
=1 j=1
C’est-a-dire:
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y = f(u)

Y1 = a11T1 + A12T2 + ... + A1, Ty
Yo = QA21T1 + A22T2 + ... + A2, Ty,

Yp = Ap1X1 + Ap2X2 + ... + AppTh

f est donc parfaitement connue si on connait le tableau rectangulaire
suivant qu’on appelle matrice associée a ’application f:

aip ... . Qip
A =
Qp1 ... ce Qpp

Remarque

Le nombre de ligne de Ay est égal & dim(E) c’est-a-dire & n et le nombre
de colonnes de Ay est égal & dim(F') c’est-a-dire a p.

Exemple

Soit E avec dim(E) = 3 et 85 = (e1,eq,,€3) et ' avec dim(F) = 4 et

Br = (01, 2,93, 1) -
Soit f : E — F D'application linéaire suivante :

f(x,y,2)=(x —2y—22,-3c+y+z —20—2y — 2z, —x+ 3y + 2).

On pose: (y1,Y2,Y3,Y1) = f (x,y,2) . On obtient le systéme linéaire suiv-
ant:

Y =x—2y—2z2
Yo = —3r+y+z
ys = —2x — 2y — 2z
Yys=—x+3y+z

Qui s’écrit sous forme matricielle comme suit :

n 1 -2 -2
w | | -3 1 1 *
y | 7| —2 —2 -2 Z
Ya —1 3 1
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Donc la matrice associée a notre application linéaire est :

1 -2 -2
-3 1 1
A= 2 2 -2
-1 3 1

6.4.5 Application linéaire associée a4 une matrice

Soit F un K-EV de dimension 7 muni de la base Bg = {e1, es, ..., €, } et soit
F un K-EV de dimension p muni de la base Br = {uy, ug, ..., u, }.
Soit. f une application linéaire de E vers F' de matrice donnée par :

a1 A1n
A =
Qp1 ... cee Qpp
On pose: (yla Y2, -y yp) = f (xla T2, 7xn) .
Sous forme matricielle, on peut écrire:
Y1 aii A1n el
Yp ap1 Apn Tp

Donc sous forme d’un systéme, on aura:

Y1 = Q11T + A12T2 + ... + A1,Ty
Yo = QA21T1 + A22T2 + ... + A2,y

Yp = Qp1T1 + GpaXo + ... + QppTy
Ce qui permet d’écrire :

fxy, e, xn) = (Y1,Y2, 0 Yp)
= (anz + a12%2 + ... + 1T, Y2 , 4211 + Q22T + ...
+a9, Ty ...

. Ap1T1 + Ao + .o+ appTy).
Qui est exactement ’application linéaire associée & la matrice Ay.

Remarques
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1. La matrice d’'une application linéaire dépend des choix des bases de
I’ensemble de départ et de celui de I'arrivée.

2. L’expression f(x1,zs,...,x,) dépend aussi des choix des bases de
I’ensemble de départ et de celui de ’arrivée.

3. Le changement d’une base change la matrice et U'expression f (x1, za, ..., z,) .

Exemple

Soit £ un K-EV de dimension 3 muni de la base Bg = {e1, €3, €3} et soit
F un K-EV de dimension 3 muni de la base Br = {uq, us, us}.
Soit. f une application linéaire de E vers F' de matrice donnée par :

-1 -2 1
A= 2 -2 1
—2 -2 -1

On pose: (X,Y,Z) = f(z,y,2).
Sous forme matricielle, on peut écrire:

X -1 -2 1 x
vy | = 2 -2 1 y
Z —2 -2 -1 z

Donc, I'application linéaire associée a la matrice A; est donnée par :

f(r,y,2) =(—x —2y+ 2,20 -2y + 2, -2 — 2y — 2).

6.5 Changement de base, matrice de passage

Il faut bien garder a 'esprit que la matrice d’une application linéaire est

une représentation de celle-ci qui dépend du choix des bases au départ et a

I’arrivée. Il est utile de savoir passer d’une représentation & une autre.
Définition

Soit £ avec dim(E) = n et deux bases différentes de £, 8= (eq, ea,...,€,)

et B, = (9017 ()027 R (pn) :
Les vecteurs de §/ peuvent s’exprimer dans la premiére base 3 comme
suit:

$1 = a11€é1 —+ ajges + ... + A1n€n
g = Q21€1 + A€ + ... + G2y

©, = Ap1€1 + Ap2s + ... + Appéy
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La matrice carrée P obtenue en écrivant le systéme d’équations plus
haut sous forme matricielle est appelée matrice de passage de la base 3 & la
base f3'.

Remarque
1. P est inversible forcément.
2. La matrice P! est la matrice de passage de la base & la base 8.

Exemple
Soit B(o, i, j ) et (o, 7", j’) deux reperes orthonormés de R?. On con-

sideére la rotation sur l'origine o d’angle 6.
Alors la matrice de passage de 8 & 8 est donnée par :

cosf) —sinf
P_<sin9 cos 0 )

1 [ cosf  sinf
P _(—sin9 cosG)‘

Son inverse est:

226



6.6 Série de TD N°6

Exercice 1

Vérifier si les espaces suivants sont des sous-espaces vectoriels du R-EV
R3 :

1. A={(z,y,2) e R¥/z > 0}.

2. B={(x,y,1) € R®/z,y € R}.

3. C={(x,y,2) e R¥/z? +¢*> + 22 < 1}.
(z,y,2)

4. D ={(z,y,2) e R®/z =2y et 2 =0}.

Exercice 2
1. Pour quelle valeur de k le vecteur de R?® suivant u = (1, —2, k) est une

combinaison linéaire des deux vecteurs a = (1,1,1) et b = (1,2,3)7

2. Montrer que les vecteurs ¢ = (1,1,1),b = (1,2,1),¢ = (2,—1,1)
engendrent R3.
Exercice 3

1. Montrer que les fonctions f, g et h définies par:

f(x) =2,9(x) =sinz, h(z) = cosx,

sont linéairement indépendantes dans I’ensemble des fonctions de R dans
R, noté F(R,R).

2. Soient les vecteurs a = (0,1, —1),b = (=1,0,1),c = (1,—1,0) de R3.
a) Montrer que ces vecteurs sont indépendants deux & deux.

b) Est-ce que la famille {a, b, ¢} est libre?
c¢) Quelle est la dimension de ’espace vectoriel engendré par cette famille?

Exercice 4

Soit E le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs :
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a=(=1,1,-3,0),b=(1,2,0,1),c = (2,1,3,1).

Donner une base de E et déterminer dim(E).
Exercice 5

Montrer que les vecteurs:

a=(1,1,2,1),b=(1,—1,0,1),c = (0,0, —1,1),d = (1,2,2,0),
forment une base de R*.
2/ Trouver les coordonnées du vecteur v = (1,1, 1,1) dans cette base.
Exercice 6
Dire si les applications suivantes sont linéaires :
1. [:R?2 - R3/f(x,y) = (v +y,z — 2y,0).
2. g:R? - R3/g(x,y) = (v +y, v —2y,1).

3. h:R? = R/h(z,y) = 2% — 9>

Exercice 7
1/ Soit f : R? — R3 'application linéaire définie par
flay) =@ +yz—yz+y)
Déterminer le noyau de f puis son image. f est-elle injective? Surjective?
2/ Soit f : R® — R? 'application linéaire définie par

flz,y,2) = (=3x —y+ 2,8x + 3y — 2z, —4x — y + 22).

a) Déterminer une base du noyau de f et sa dimension.
b) f est-elle injective?
c¢) Déterminer une base de Im(f).
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6.7 Correction de la série de TD N°6

Exercice 1

Vérifier si les espaces suivants sont des sous-espaces vectoriels du R-EV
R3 :
1. A={(z,y,2) eR®/z > 0}.

Ona: A CR? et A est non vide puisqu’il contient le vecteur (0,0, 0)
par exemple.

Ensuite, il suffit de prendre u = (4,0, —1) et A = —1 par exemple pour
avoir A\u = (—4,0,1) ¢ A.

Donc, non, A n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

2. B={(z,y,1) e R¥/x,y € R}.

B n’est pas un sous-espace vectoriel de car (0,0,0) ¢ B.

3. C={(z,y,2) e R3/a? + ¢y + 22 < 1}.

On a: C CR? et C est non vide puisqu’il contient le vecteur

111

u = (3,3, 5) par exemple.

Ensuite, il suffit de prendre A = 2 par exemple pour avoir

A= (1,1,1) ¢ C.
Donc, C n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

4. D ={(x,y,2) € R¥/z =2y et z =0}.

Il est facile de voir que D C R?® et que D # () puisqu’il contient le
vecteur (0,0,0) par exemple.

Soit o, 5 € K,u = (x,y,2),v=(2/,y,2) € D. On a :

ar+ B’ = a(2y) + B(2y)
= 2(ay+By).
Et puisque z = 2/ = 0 alors az + 52 = 0.
Donc (au + fv) € D, ce qui fait que D est un sous-espace vectoriel de

R3.
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Exercice 2

1. Pour quelle valeur de k le vecteur de R?® suivant u = (1, —2, k) est une
combinaison linéaire des deux vecteurs a = (1,1,1) et b = (1,2,3)7

Le vecteur u = (1, —2, k) est une combinaison linéaire de a et b si on peut
trouver deux scalaires o et 3 vérifiant:

u = ar+ [y.

On a alors:

(1,-2,k) = «(1,1,1)+ B(1,2,3)
= (a+08, a+28, a+3p)

a+8=1
& a+28=-2

a+36=%k
& k= -5,

2. Montrer que les vecteurs ¢ = (1,1,1),b = (1,2,1),¢ = (2,—1,1)
engendrent R3.

Il faut montrer que tout vecteur u = (z,y, z) de R? s’écrit comme combi-
naison linéaire de a,b et c.

C’est-a-dire qu’il existe des scalaires «, (3,7 tels que u = aa + b+ vc.

ie:

(z.y,2) = (a+B+2y, a+28-7, a+35+7)
a+fB+2y=ux
& a+28—v=y
a+30+v==z2
a+f+2y==x
& bE3y=r—y
—284+y=x—2
a+f+2y=ux
& § bH3y=r-y

=9y =—-x+2y—=z

Ce qui donne :
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= %(—Qx —y+32)
(v —2y+2)

=r+y—=z

Q=2 ™

Puisque la dim(R?) = 3 alors la famille {a, b, ¢} forme une base de R?.

Exercice 3
1. Montrer que les fonctions f, g et h définies par:

f(z) =x,9(x) =sinz, h(z) = cosz,

sont linéairement indépendantes dans ’ensemble des fonctions de R dans
R, notée F(R,R).
Soient les scalaires «, 8,7 tels que af + Bg + vh = 0zr )

Rappelons que 0z ) est la fonction nulle de R dans R. C’est I’élément
neutre de F(R,R).
Donc, on a :

Vo € R,af(r) + Bg(x) +yh(r) =0
En particulier, pour x = 0,7 et  on aura :
a0+pB0+v1=0

a(Z)+B1+~.0=0
an+30+4+v.(-1)=0

Ce qui donne que : a = =~ =0.
L’équivalence suivante est donc vraie:

af +Bg+vh =0rer) & a=5=v=0.

Donc les fonctions données sont linéairement indépendantes.

2. Soient les vecteurs a = (0,1, —1),b = (=1,0,1),c = (1,-1,0) de R3.
a) Montrer que ces vecteurs sont indépendants deux a deux.

Montrons que a et b sont linéairement indépendants:

Soient les scalaires «, 3 tels que aa + Sb = 0.

Donc:
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«(0,1,-1)+ p(-1,0,1) = (0,0,0)
—3=0
& a=0
—a+ =0
& a=p4=0.

Ce qui fait que a et b sont linéairement indépendants.

De la méme maniére, on montre que a et ¢ sont linéairement indépendants
et que b et ¢ sont linéairement indépendants aussi.

b) Est-ce que la famille {a, b, ¢} est libre?

Supposons que aa + Bb+ vyc = 0 ou «, 5,7 sont des scalaires. On aura
alors :

«(0,1,-1) + 5(-1,0,1) +~(1,-1,0) = (0,0,0)
—B+7=0
& a—v=0
—a+p=0
&S a=pF=17.

Nous avons donc une infinité de solutions, les scalaires «, 8,y ne sont pas
obligés d’étre tous nuls.
La famille {a, b, c} n’est par conséquent pas libre, elle est liée.

Remarque

On pouvait juste remarquer dés le début que : a = =v=a+b+c=0
par exemple.

¢) Quelle est la dimension de I’espace vectoriel engendré par cette famille?
Soit S I'ensemble engendré par la famille {a,b,c} :

S = {veR/v=aa+pb+7c, o «a,B,7v€R}
= {veR/v=a(-b—c)+pb+7c, ou a,fB,7€R}
= weR/v=(—a+B)b+ (—a+7)ec, ot a,B,7€R}.

Donc b et ¢ engendrent S et comme ce sont deux vecteurs indépendants
linéairement alors ils forment une base de S. Ce qui fait que dim/(S) = 2.
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Remarque

De la méme maniére on peut prouver que {a,b} ainsi que {a, c} forment
aussi des bases de S.

Exercice 4

Soit E le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs :

a=(-1,1,-3,0),b=(1,2,0,1),c = (2,1,3,1).

Donner une base de E et déterminer dim(E).
On a:

E={weRv=aa+pBb+c, ot a,fB,7€ R}

Si les vecteurs a, b, c sont linéairement indépendants et que la famille
{a, b, c} engendre E alors elle forme une base de E et donc dim(E) = 3.

Ensuite, remarquons que b = a + ¢ donc les vecteurs ne sont pas linéaire-
ment indépendants, c’est pour cela que dim(E) < 3.

Donc,

E = {veRY/v=aa+B(a+c)+ve, ot a,B,v€R}
= {veRv=(a+pB)a+ (B+7)c, o a,B,v€cR}.
Ce qui montre que a et ¢ engendrent E. Il reste & montrer que a et ¢ sont
linéairement indépendants :

Soient les scalaires «, 8 tels que aa + Be = 0.
Alors:

a(-1,1,-3,0) + 8(2,1,3,1) = (0,0,0,0)

200 — 3 =
a+f=
< N 30-33=
a =
S a=p0=

Ce qui fait que a et ¢ sont linéairement indépendants. Ils forment donc
une base de E. On en conclut que dim(E) = 2.

Exercice 5
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Montrer que les vecteurs:

a=(1,1,2,1),b=(1,-1,0,1),c = (0,0,—1,1),d = (1,2,2,0).

forment une base de R*.

Puisque dim(R?*) = 4 il suffit de montrer que la famille {a, b, ¢, d} est libre

ou bien qu’elle engendre R*.
Nous allons montrer la deuxiéme option, qu’elle engendre R* :
soit X = (z,9,2,t) € R%, nous devons trouver des scalaires «, 3,7, d tels

que X = aa + b+ e+ dd.

le:
(z,y,2,¢) = a(1,1,2,1)+ B(1,—1,0,1) + (0,0, —1,1) + (1,2, 2,0)
a+pf+do==x
a—pF+20=y
< 20—y +20 =2
at+pB+y=t

Apres calculs, on trouve:

(—4z —y+ 32+ 3t)
(4 —y—z—1t)
(y—z+1)
2r+y—2z—1)

2 ™o
I
D00 [ [ =

2/ Trouver les coordonnées du vecteur u = (1,1,1, 1) dans cette base.

11 suffit de remplacer (z,y, z,t) par (1,1,1,1), on trouve:

S22 ™R
Il
D100 [ s [ =

Ce qui fait que : u = %La + ib + %c—l— %d.
Exercice 6

Dire si les applications suivantes sont linéaires :
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L f:R* >R/ f(z,y) = (v +y,2 —2y,0).
Soit u = (z,y) et v = (2,y) dans R? et soit A dans R :

flutv) = (+2)+@y+y). (@+2) -2 +y),0)
= (z+y,2—-2y,0)+ @ +9, 2" —2¢,0)
= f(u) + f(v).

De méme :

fAu) = Az + Ay, \x — A (2y),0)
= Mz +y,2—2y,0)
= A(u).

Donc, oui, f est une application linéaire.

2. g R = R¥/g(x,y) = (v +y, 2 — 2y,1).

Comme f(0,0) # (0,0,0) alors non, g n’est pas une application linéaire.

3. h:R* > R/h(x,y) = 2% — y*.
On a:

f(l,O) = 17f<_170>:17f(070):0
f(170)+f(_1>0) = 27§f(0,0).

Donc h n’est pas une application linéaire.

Exercice 7

1/ Soit f : R* — R3 I'application linéaire définie par

f(:c,y)z(x—i-y,:c—y,:c—l—y)

Déterminer le noyau de f puis son image. f est-elle injective? Surjective?

ker f = {u € R?/f(u) = 0}
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r+y=0

flu) = 0&¢ z—y=0
r+y=0
r+y=0
< { 20 =0
o z=0
y=0"

Donc: ker f = {(0,0)}. Ce qui fait que f est injective.

mf = {v=(0,bc) €R*/3u=(r,y) € R/ (u) = v}
rTty=a
flu) = ve{ r—y=0b
rTt+y=c
— atb
agb
<~ Yy= 5
c—a=0
Donc:

Imf = {v=(a,bc) ER*/c—a=0}.

11 suffit de remarquer que v = (1,1,0) ¢ Im f donc f n’est pas surjective.
2/ Soit f : R3> — R? 'application linéaire définie par

flz,y,2) = (=3 —y+ 2,8¢ + 3y — 2z, —4x — y + 22).
a) Déterminer une base du noyau de f et sa dimension.

ker f = {u € R*/f(u) = 0}.

—3r—y+2z=0
flu)=0<= ¢ 8x+3y—22=0
—4dr —y+22=0

Apres résolution, on trouve:
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(x,y,2) = (x,—2x,x)
2(1,-2,1).
Donc une base du noyau de f est la famille & un seul élément {(1,—2,1)},
donc dim(ker f) = 1.
b) f est-elle injective?
Comme le noyau n’est pas réduit a Ogs, f n’est pas injective.
c¢) Déterminer une base de Im(f).

Im f = {v = (a,b,c) € R*/3u = (x,y,2) € R*/f(u) = v}.

—Br—y+z=a
flu)y=v& ¢ 8r+3y—22=0
—4dr—y+2z2=c

Apreés résolution, on trouve:

Im f ={u=(a(-3,8,—4) +b(—1,3,—1) + ¢(1,—-2,2)}.

En posant u;(—3,8, —4) et us(—1,3,—1) il est facile de montrer que la
famille {uy,us} constitue une base de Im f.
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