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Résumé

Cette recherche explore les défis de santé publique posés par les infections
virales transmises par les vecteurs, notamment la dengue. La stratégie
d’utilisation de la bactérie intracellulaire Wolbachia montre des résultats
prometteurs pour inhiber la transmission de la dengue en remplacant les
populations de moustiques Aedes aegypti par des moustiques infectés par
Wolbachia (WI). Un modéle dynamique de transmission de Wolbachia a
été développé en prenant en compte la transmission maternelle imparfaite
et la perte potentielle d’infection. L’analyse du modéle permet de dériver
le nombre reproductif invasif et d’évaluer la stabilité locale et globale des
points d’équilibre. Des programmes de libération optimaux sont proposés
en fonction du niveau de transmission maternelle imparfaite et de la perte
d’infection. Cette étude fournit des informations essentielles pour concevoir

des stratégies de controle des vecteurs plus efficaces et durables.

Mots clés : Wolbachia, dengue, Aedes aegypti, transmission maternelle im-

parfaite, dynamique de transmission.




Abstract

This research explores the public health challenges posed by vector-borne
viral infections, particularly dengue. The strategy of using the intracellular
bacterium Wolbachia shows promising results in inhibiting dengue transmis-
sion by replacing populations of Aedes aegypti mosquitoes with mosquitoes
infected with Wolbachia (WI). A dynamic model of Wolbachia transmission
has been developed, taking into account imperfect maternal transmission
and potential loss of infection. Analysis of the model allows the derivation
of the invasive reproductive number and evaluation of the local and global
stability of equilibrium points. Optimal release programs are proposed based
on the level of imperfect maternal transmission and infection loss. This study
provides an essential information to give more effective and sustainable

vector control strategies.

Keywords : Wolbachia, dengue, Aedes aegypti, imperfect maternal trans-

mission, transmission dynamics.
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Introduction

Dans le monde entier, les maladies transmises par les insectes sont un
défi majeur pour la santé publique. Ces insectes présentent des vecteurs
tranporteurs des infections (virus, bactérie, parasite..). Parmi ces insectes,
les moustiques, connues sous le nom d’Aedes aegypti, se distinguent en tant
que vecteurs principaux de virus tels que la dengue, le Zika et le chikungu-
nya. Ce moustique expose plus de la moitié de la population mondiale au
risque de contracter uniquement la dengue [3], ou les symptomes vont d’une
fievre légére a des formes graves telles que la dengue hémorragique, pouvant
entrainer des complications graves, y compris le déces.

Pour réduire la propagation de ces maladies, nous utilisons une bactérie
stre et naturelle appelée Wolbachia [13], qui est une bactérie présente a 1'in-
térieur des cellules des insectes, capable de réduire la capacité des moustiques
a transmettre le virus de la dengue a 'intérieur du moustique Ae. aegypti, et
peut se propager par transmission maternelle. Cette stratégie innovante vise
a introduire la Wolbachia chez les populations de moustiques pour empécher
la transmission des maladies, offrant ainsi un moyen potentiellement efficace
de controler la propagation de la dengue et d’autres infections virales. Ce-
pendant, nous sommes confrontés a certains défis tels que la transmission
maternelle imparfaite et la perte de I'infection par la Wolbachia.

Dans ce travail, cette étude se concentre sur ’analyse de l'introduction
de Wolbachia et de ses dynamiques dans les moustiques Ae. aegypti pour
controler la transmission de la dengue. Le modéle mathématique utilisé per-
met d’étudier 'effet de la transmission maternelle incompléte et de la perte
d’infection par Wolbachia sur les dynamiques d’invasion. L’objectif principal

de cette étude est de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour
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I'invasion de Wolbachia et la stabilité des points d’équilibre. Les résultats
obtenus peuvent étre utilisés comme outils de gestion pour développer des
stratégies de controle appropriées, garantissant que les moustiques infectées
par Wolbachia peuvent remplacer les moustiques non infectées ou devenir
plus abondants qu’eux. Ceci contribuera a la réduction de la transmission de
la dengue et d’autres maladies transmises par les moustiques.

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres distincts : le premier cha-
pitre présente les outils mathématiques essentiels pour étudier en profondeur
les systémes dynamiques, le deuxieme chapitre applique ces outils & la mo-
délisation des épidémies en particulier a travers les modéles SI, SIR et le
modeéle de Wolbachia. Le troisiéme chapitre étudie le modeéle de Wolbachia
introduit dans le deuxiéme chapitre, en réalisant une analyse de stabilité
dans deux cas : 'un sans perte d’infection et 'autre avec perte d’infection,
et en fournissant des simulations numériques. Enfin, le quatriéme chapitre
analyse 1’application du controle optimal pour introduire et maintenir Wol-
bachia dans les populations de moustiques, visant & minimiser la transmission
de la dengue en suivant une approche similaire a larticle [4] qui a examiné
deux stratégies de libération : un taux de libération constant et un taux de

libération variable.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre vise & examiner quelques outils mathématiques essentiels pour
analyser les modéles épidémiologiques, lesquels sont formulés a 1’aide de sys-

téemes d’équations différentielles.

1.1 Equations différentielles

Définition 1.1 Une équation différentielle ordinaire (EDO) est générale-

ment notée de la maniére suivante :

dr d*x

Fit,z, 22 22
(b S

)=0

o :

= z(t)) est la fonction inconnue dépendant de t,

8
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— t est le temps,
©) représente la premicre dérivée de x par rapport a t,

—
—

— (%z) représente la seconde dérivée de x par rapport at,

o

— et ainst de suite pour les dérivées supérieures.

dr d’z

s dtr di2e etc.

— (F) est une fonction donnée de t, x

Définition 1.2 Une solution d’un systeme d’équations différentielles ordi-
naires est une solution qui vérifie a la fois les équations du systéme et les

conditions initiales données.
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Définition 1.3 (solution bornée) Considérons un systéme dynamique décrit
par léquation différentielle

i = f(x), (1.1)
ou xr € R".
Une solution x(t) de est dite bornée s’il existe N > 0 tel que pour tout

t dans un intervalle I contenant ty, la solution satisfait [inégalité :
lz@)]] <N

Cela garantit que la solution ne tend pas vers linfini (positif ou négatif)
sur ['intervalle I, mais reste toujours confinée dans un intervalle borné de

valeurs réelles [10)].

Définition 1.4 (Domaine positivement invariant) Un domaine M du plan
est dit positivement invariant si, pour toute condition initiale x¢ dans M,
la trajectoire correspondante reste dans M lorsque t — 400, c’est-a-dire
x(t) € M pour toutt >0 [2].

1.2 Cauchy—Lipschitz

Théoréme 1.1 Soient f € C(I x U; E), ou I est un intervalle ouvert de R
et U un ouvert d’un espace de Banach E, et (to,ug) € I x U . On suppose
qu’il existe un voisinage de (to,ug) dans I x UetL > 0 tel que pour tous (t,
z) et (t, y) dans ce voisinage | f(t,z) — f(t,y)|| < L ||lx —y]l.

Alors on a les propriétés suivantes.[15]

Existence Il existe 7 > 0 et u € CY([tg — 7,10+ 7]; U) solution du probleme
de Cauchy :

1.2
u(to) = Uy ( )

{ u'= f(t, u)

Unicité Si v est une autre solution de (1.2)), elle coincide avec u sur un

intervalle d’intérieur non vide inclus dans [ty — T,to + 7].
[13]
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1.3 Principe de comparaison

Considérons le systeme (1.2)). Supposons qu’il existe z(t), une solution du
systéme, avec z () < uy.
Si z(t) satisfait
Z(t) < f(t,u), t>0,

alors z(t) < w(t) pour tout ¢t > 0 [10].

1.4 La régle de Leibniz

Soit F(z,t) une fonction de deux variables x et t, ou z est la variable
d’intégration et t est le paramétre. Si F(x,t) est continue sur un domaine D
qui dépend de ¢, alors la dérivée par rapport a ¢ de l'intégrale définie comme
suit :

d
— F(x,t)dx
dt a(t)

est donnée par :

d [ LN db da
— F(z,t)de = —F(z,t)dz + Fb(t),t) - — — Fa(t),t) - —
i), Fende= [ CSre s om0 F - e

ol a(t) et b(t) sont des fonctions de ¢ définissant les bornes de I'intégrale,

et %F(sc, t) représente la dérivée partielle de F'(z,t) par rapport a t.

1.5 Lemme de Gronwall

Si ¢ est une fonction de classe C1(I,R) ot I est un intervalle de R

contenant un tg, satisfaisant 'inégalité différentielle :

0 < ae(t) + 5, +>0
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ou a et B sont des fonctions continues de I dans R, alors l'inégalité

suivante est vérifiée :

o(t) < pltg)elo ) 4 / o) 3 5)

to

voir [9].

1.6 Points d’équilibre et Stabilité

Définition 1.5 [2/ Un point d’équilibre du noté x*, est un point ot la

dérivée par rapport au temps s’annule, c’est-a-dire f(x*) = 0.

Définition 1.6 [10] Le point d’équilibre x* est dit stable si, pour tout € > 0,
il existe 0. > 0 tel que

|xo — 2| < 0. = ||x(t) —2¥|| <e pour toutt > 0.

Définition 1.7 [10] Le point d’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas
stable.
1.6.1 Critére de Routh-Hurwitz

Le critére de Routh-Hurwitz est un outil essentiel en théorie de la stabilité
des systemes dynamiques linéaires. Il propose une méthode pour déterminer
la stabilité des points d’équilibre d’un systéme sans avoir a calculer explici-
tement les valeurs propres de la matrice Jacobienne.

Pour une équation caractéristique de la forme :

A" + al)\”_l + ag)\”_z + ...+ an_l/\ +a, = 0

ou ay avec k € [1,n] sont les coefficients de ’équation caractéristique.

Considérons les n déterminants suivants :
H =a

13



HQ = Q109 — Qg

ap az as
Hg =1 a9 Ay
0 a1 as
ap asz as
1 ay ay
0 a; as
Hy, =
0 1 a9
0O 0 ... ... Qg

tel que k € [1,n]. Dans le cas de dimension n, tous les a; avec j > n sont
pris égaux a z€ro.
Nous avons le résultat suivant :
L’équilibre est asymptotiquement stable si et seulement si pour tout k €
[1,n], H, > 0 [2].

1.6.2 Fonction de Liapounov
Définition 1.8 [2/ On appelle une fonction V' définie positive (resp. néga-
tive) sur un domaine D contenant 'origine si elle vérifie :
1. V(0)=0
2. Yz € D\ {0}, V(z) > 0 (resp.V(x) <0)
Théoréme 1.2 (Fonction de Liapounov)

Considérons le systeme dynamique qui admet [’origine comme point
d’équilibre. Supposons qu’il existe une fonction V(x), définie dans un voisi-
nage de 'origine, telle que :

1. % existe et est continue.

2.V est définie positive..

3.V est définie négative.

14



Alors lorigine est un équilibre asymptotiquement stable [2].

1.6.3 Principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 1.3 (Principe d’invariance de LaSalle)

Soit Q C D un ensemble compact positivement invariant par rapport a l’équa-
tion .

Soit V: D — R est de classe C* telle que V(x) < 0 dans Q.

Soit E l'ensemble de tous les points de Q ou V(z) = 0 et M le plus grand
ensemble invariant dans E.

Alors toute solution commencant dans € converge vers M lorsque t — 00

[10].

1.7 Taux de reproduction de base R

Définition 1.9 (Tauz de reproduction de base Ry)
Le taux de reproduction de base, noté Ry, est le nombre attendu de cas secon-
daires produits, dans une population entierement susceptible, par un individu

typiquement infectieuz.

propriéé 1.1 Le "Ry" est le rayon spectral de la matrice appelée de "la

prochaine génération”.

Remarque 1.1 cette méthode sera utilisée plus loin( chapitre 8). le lecteur
est également invité a cosulter [10].

1.8 Controle optimal

Définition 1.10 (Le contrile) Un systéme de contréle est un systéme dyna-
mique dont le comportement dépend d’un parametre dynamique u, nommeé le

controle.
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Considérons Le probléme de controle optimal suivant

#(t) = f(t, 2(t), u(t)),t < [to, T},

z(ty) = wo, (1.3)
inf C(u).
UEUadm

avec

Ou) = (T, 2(T)) + / g(t, (), u(t))dt.

to
x(T) libre et T libre ou fixé.

Définition 1.11 Uyg,,— {u() : I vers R* ; u(t) appartient o U ppt} on U

compact dans RF,

Définition 1.12 L’Hamiltonien associé au systéme de controle optimal ([1.3))
est application H : [tg, T] x R" x R" x U — R tel que

H(t,z, A\ u) =< A, f(t,z,u) > +g(t, z,u).

Lorsque la fonctionnelle H ne dépend pas explicitement du temps, On dit

que [’Hamiltonien est autonome.

Théoréme 1.4 (Principe du mazimum de Pontryagin)[7/

On considere le probleme de contréle optimal .

St u* est un contréle optimal et x* est le trajectoire associée. Alors il existe
une application X : [to, T] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint

tel que

16



T (t) = %—[;\[(t, x*(t), A(t), u*(t)), pour presque tout t € [to, T
= f(t,x"(t),u"(t)), pour presque tout t € [ty, T,
x*(ty) = xo.
~ OH
A(t) = _3_(t’X*(t)’ A(t), u*(t)), pour presque tout t € [to, T
x
ANT) = g—w(T, z*(T)).(codition de transversalité)
T

b) u* € argmilljrl H(t,z*(t), \(t),v), pour presque tout t € [to,T], c’est a
ve

dire

H(t,z*(t), \(t),u"(t)) = Ivrélél H(t,z*(t), A(t),v), p.p.t € [to, T},

c) Si de plus le temps final T est libre, on a :

H(T, 2" (1), NT),u'(T)) = = 5-(T, ().

Remarque 1.2 Dans le cas ot U = R, c’est a dire, lorsqu’il n’y a pas de

contrainte sur le contrile, la condition b) du théoréme précédent devient

OH

%—0.
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Chapitre 2
Modélisation en épidémiologie

Ce chapitre explore les modéles mathématiques des épidémies, en se concen-
trant notamment sur les modeéles SI et SIR. De plus, nous introduisons un
modeéle pour l'invasion de Wolbachia dans les populations de moustiques, une
étape cruciale pour comprendre et controler les maladies transmises par les

moustiques.

2.1 Le modéle SI

Le modeéle SI est I'un des modéles classiques en épidémiologie. Lorsque
la maladie se propage dans la population, elle divise la population en deux
groupes :

Susceptibles (S) : Ce sont des personnes qui n’ont jamais eu la maladie au-
paravant.
Infectés (I) : Ce sont des personnes qui ont contracté la maladie.

Le modele SI est représenté par la figure suivante :

FIGURE 2.1 — Diagramme du modéle SI

avec

- [ est le taux de transmission de la maladie.

18



- N est la taille totale de la population.

Mathématiquement, le modeéle SI est représenté par le systéme suivant :

s _I(t)

=

(2.1)
dr  I(t)
ar P s

2.2 Le modéle SIR

Le modele SIR est une extension du modéle SI avec une catégorie supplé-
mentaire :
Rétablis (R) : Ce sont des personnes qui ont contracté la maladie et qui sont
maintenant immunisées.

Le modele SIR est représenté par la figure suivante :

B=S al

R

FIGURE 2.2 — Diagramme du modéle SIR

avec
- 3 est le taux de transmission de la maladie.
- a est le taux de récupération.

- N est la taille totale de la population.

Mathématiquement, le modeéle SIR est représenté par le systéme suivant :

s 1)
@~ PN W

a1

dR

Les conditions initiales sont données par S(0) = S, > 0, 1(0) = I, > 0 et R(0) = 0.

19



La population totale N est constante, avec

N(t) = S(t) + I(t) + R(t)

Nous simplifions le modéle a :

s  _I(t)
dt N

(2.3)
ar
==

I(t)
B S — al(t)

Ce modeéle admet deux points d’équilibre :

(5,00 et (B,o>

Pour calculer Ry nous considérons :

- f :le taux de nouveaux cas infectés

- v : le taux de récupération.

De sorte que

_ LI
f= 5W5(t)
et
v=al(t)
Ensuite, nous définissons
_of _ov
F =258, 1R) et V=2:(S1R)
Ce qui donne
S
A1=0,0nanN=s,donc
F=1g]
Ainsi, on a :
e[
[0
Par conséquent,
Ry="
(6

20



La stabilité des points d’équilibre [12] :
Le point d’équilibre (Sy,0) est stable si Ry < 1.
Soit V1 fonction de Lyapunov définie sur Q = {(S;I) € R%;S = S*et S+ 1 < 1}

par :

V(S 1) = 1(t)

On a vi(S;I) >0 et V(S I*) =0.

dVi dl
(s ==
= BI](Vt)S(t) — ol (t)

= a(RoS(t) — 1)I(t)

car Ry < 1.

De plus, d’aprés le principe d’invariance de LaSalle

dvi

o =0

Si
I=0 ou (S=S"et Ry =1)

Donc, I'’ensemble invariant maximal contenu dans €2 est :

B={(s:1) e 0 TH(s:1) = 0)
Cet ensemble est réduit au point d’équilibre (Sy,0).

alors le point d’équilibre (Sy,0) est globalement asymptotiquement stable sur

Q.
Le deuxiéme point d’équilibre <g,0> est stable si Ry > 1.
Soit V5 fonction de Lyapunov définie sur Q par :

Va(S: 1) = (S — §%) — §* log <§> LI =T = I"log <f>

Va(S;1) >0

21



et

Va(5*1") =0
et
Wy (_S\dS (I
dt(S’I)_<1 S)dt+<1 I>dt
<1 5*>< 881) <1 I) ST - al
=15 AsD 1= 7 | (BST=al)
= B(S*T — SI*) + a(I* — I)
<0
De plus,
dt
Si
I=1TI*
Et on a
s _,
dt
Donc p
B ={(s:1) € 0 U2 (5:1) = 0)

Cet ensemble est réduit au point d’équilibre (%, 0).
Alors (%, 0) est globalement asymptotiquement stable sur €.
Voir [12].

2.3 Modéle d’invasion de Wolbachia avec transmission

maternelle

Chaque année, un grand nombre de personnes sont affectées par la dengue,
une maladie virale débilitante. Les moustiques femelles, en particulier Ae. ae-
gypti, sont les principaux vecteurs responsables de la transmission de cette
maladie. Une stratégie prometteuse pour réduire les infections par la dengue
consiste a remplacer la population de moustiques Ae. aegypti par une variante
incapable de transmettre le virus, en utilisant Wolbachia comme moyen po-
tentiel. Cependant, des défis subsistent, notamment la transmission mater-

nelle imparfaite et la perte de l'infection par Wolbachia.
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Plusieurs recherches mathématiques ont été faites pour analyser ce genre
de problemes (voir article [17]).

Pour bien comprendre ces problémes, considérons la population de mous-
tiques Aedes aegypti, divisée en deux sous-populations principales : infectés
par Wolbachia (WI) et non infectés par Wolbachia (WU). Notons le nombre
de moustiques au stade aquatique (ceuf, larve et nymphe) par Q et les mous-

tiques femelles adultes par F. Le modeéle obtenu est de la forme :

2 2
dthw _ [%Fw + pl?zﬁu‘;;}p2¢waFw:| <1 . g) . (Ma + w)QE (24&)
2
G | plefe t Emmtelola) (12— o+ v)Qu (240
% = %Q@ + oFy — pwFw (2.4c¢)
% = %Qw —oFy — pwFy (2.4d)
avet Q = Qu + Q.
Symboles Définitions
w La population de moustiques Ae. aegypti non infectés par Wolbachia (WU).
w La population de moustiques Ae. aegypti infectés par Wolbachia (WT).
Qw Nombre de moustiques dans le stade aquatique (ceuf, larve et nymphe) dans
la population de moustiques Ae. aegypti non infectés par Wolbachia (WU).
Quw Nombre de moustiques dans le stade aquatique (ceuf, larve et nymphe) dans
la population de moustiques Ae. aegypti infectés par Wolbachia (WT).
s Nombre de moustiques femelles adultes dans la population de
moustiques Ae. aegypti non infectés par Wolbachia (WU).
F, Nombre de moustiques femelles adultes dans la population de moustiques
Ae. aegypti infectés par Wolbachia (WI).
K La capacité de charge de 'étape aquatique
Ow Le taux de ponte par individu pour les moustiques non infectés par Wolbachia
Dw Le taux de ponte par individu pour les moustiques infectés par Wolbachia
p1 La fraction des ceufs qui sont non infectés par Wolbachia produits par
les moustiques femelles infectées
P2 La fraction des ceufs qui sont non infectés par Wolbachia résultant de

I’accouplement entre des moustiques males adultes non infectés par Wolbachia et
des femelles infectées par Wolbachia

WY Taux de maturation des moustiques de I’étape aquatique a I’étape adulte

o Taux de perte d’infection par Wolbachia

[ba Taux de mortalité des moustiques au stade aquatique

i Taux de mortalité des moustiques femelles adultes non infectés par Wolbachia
L Taux de mortalité des moustiques femelles adultes infectés par Wolbachia

TABLE 2.1 — Tableau des symboles et des définitions
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FIGURE 2.3 — Schéma du modéle d’invasion de Wolbachia
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2.3.1 Existence et unicité de la solution

Pour faciliter I’étude du systéme donné par ([2.4)), il est préférable de le
réécrire sous la forme suivante :

1Qx

n = N
dQuw
W - f2
(2.5)
dFy
o I3
dF,
. @ Ja
avec :
_ [dwFa+ p1¢wFe + p2owFuFa Q .
= [T B e (1 Q) (g,
o -(1 - pl)(wat% + (1 - p2)¢waFﬁ Q
f2—_ L ](1—K>—(Na+1/))Qw
fs= %Qw-i- oFy — pwkw
f4:%Qw_0Fw_Mwa
Les f; pour ¢ = 1,...,4 sont des fonctions de classe C! par rapport a la

trajectoire (Qm, Qu, Fi, Fi), donc elles sont lipschitziennes d’apreés le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz pour toute condition initiale, il existe une solution

unique.

2.3.2 Positivité et la bornitude de la solution

Théoréme 2.1 Toutes les solutions du systéme (ﬂ) partant de Ri restent

toujours positives pour tout t > 0.

PREUVE.
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Tout d’abord, nous devons montrer que Q(t) < K, Vvt > 0. En effet :

Supposons que Q(0) < K.

La somme des deux équations (2.4a)) et (2.4b]) donne :

dQ  _ [¢als + duly + duFuFy Q
E _|: F@_‘_Fw :|<1_K>_(Ma+¢)Q (26)
Q) <K
La fonction :
M(t) = K, Vit >0
vérifie le systéme :
dM ¢wFa + ¢uFy + dwFuFg M
LR Sobut [(1-3) - Gt e .
M(0) > Q(0)
Ce qui implique :
0 > _(,ua + @ZJ)K
(2.8)

M(0) =K >Q(0)

Par le principe de comparaison on déduit que :

M=>Q

D’ou :
Q(t) < K, Yt > 0.

A ce niveau, on démontre que la solution (Qu, Qu, Fi, Fy) €st positive :

Commencons par montrer que Qg > 0. En effet :

dQw
% > _(:ua +¢)Qw

Autrement dit
Qs

prai (tta +¢)Qw >0
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Par 'application du facteur intégrant :

ef(;(ﬂa+¢)d3 e(ﬂa+¢)t

Il découle :

(Qﬁe(uaﬂl})t), >0

Par passage a l'intégrale
t /
/ (Qm(s)e(““”’)s) ds >0
0
Il en résulte

Qu(t) > Qu(0)e™Hat¥)t 5

Pour prouver que @, est positive, il suffit d’'utiliser ’équation ([2.4b)
telle que :

dQu
% > _(:ua + w)Qw
D’aprés le facteur intégrant :
ef(f(/‘aJFi/))dS — e(NaJFq;Z})t

On trouve
(Qwewaw)t)’ >0

Par intégration

" (Qu ()Y ds > 0
| (Quts) )
0

On obtient
Qu(t) > Qu(0)e” Wt > 0

De méme, pour démontrer que F, est positive, il suffit d’utiliser
I’équation ([2.4d))
Ttw > —(0' + ,Uw)Fw

Par I'utilisation du facteur intégrant :
efg(a—l—uw)ds _ e(a—l—uu,)t

Il découle :
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(Fwe(‘ww)t)' >0

En intégrant
t /
/ (Fw(s)e("'“‘W)s) ds >0
0
Alors

Fy(t) > Fy(0)e(0Hrlt 5

Pour établir la positivité de Fy, il suffit d'utiliser I’équation ([2.4c))

dFg
T: > —wkw

Par I'application du facteur intégrant :
efOt pamds _ oht
On obtient :

(Fget=t) >0
Par intégration

/t (Fz(s)e™s) ds > 0
0

On trouve
F(t) > Fg(0)e #@ > 0

Par conséquent, pour toute condition initiale positive, la solution est toujours
positive.

Proposition 2.1 Les solutions du modéle dinvasion de Wolbachia sont bor-
nées pour tout t > 0.

PREUVE. Soit N une fonction définie par :

N(t) = Qﬁ(t) + Qw (t) + F@(t) + Fw(t)

La dérivée de N est :

IN _dQy  dQ, , dFy  dF,

dt — dt dt dt dt
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En utilisant les équations données par le systéme (2.4]), on obtient

¥
2

(QU+Qw) — pwFg— pw Py
(2.9)

dN [qsti + duFy + ¢waFw] (1 Q

w_ dele 2) - ot o)(@utQu)+

Soit
1 = min g, flw, fa)

L’équation (2.9)) devient :

AN _ [¢wF2 + duFy + ¢uFuwFa] (1 B Q) Y
2

d ~ | Fy+ F, K

K (QW+Qw)_M1(QW+Qw+FW+Fw)

IN

(QE + Qw) - NIN(t)

(Gl + bul3 + ouFul) (|
Fz+ Fy

= O
N———
o |

D’aprés I'équation ([2.4d)), on a :

dFy, Y

ce qui équivaut a

puisque :
Quw < K

et
O+ o 2 v = 1

ce qui implique

alors :
F,< . (2.10)

D’aprés I'équation ([2.4¢)), on a :

d% = %Qm—FaFw — piF > 0
Ce qui équivaut a
Fg < th7+*g€£-
2w Hw
Sachant que :
Qw < K
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et

I’équation ([2.10) entraine :
Fg < —(m +o0). (2.11)
1

De plus, on a :

Sl + duFy + SwFuFs _ dwFu(Fu + Fy) + ¢wFy + dwFulFg — doFuFa
Fg+ Fy Fz+ Fy

i
— F S

Ainsi

= : FyFg
bl + dubyo+dubule oo p
Fy+ Fy

Par suite

dN

E Sﬁﬁwa‘f‘%F@—MlN(t)
< YK

= 24

< L—puN(t)

(w1 + dw(p1 +0)) — N (t)

avec i
L= F(%m + ¢w(p +0))
1
Par conséquent

— N(t) <L
i + 1N (t) <

Par I'application du lemme de Gronwall, on a, :

t
N(t) < N(O)efot —Hds / Lels —mdr g
0

t
< N(0)e #t +/ Le Mt=5) (g
0

L
< N(0)e #1t 4 Z(1 — e #1t)
M1

Maintenant, nous passons a la limsup :
limsup N (t) <

L
n—00 M1
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Chapitre 3

Modéle d’invasion de Wolbachia avec

transmission maternelle

Ce chapitre se concentre sur I'analyse de la stabilité du modéle de Wol-
bachia décrit dans le chapitre précédent. En fait, il développe le travail de
article [1] en examinant les conditions de stabilité du systéme et en introdui-
sant quelques simulations numériques pour illustrer les résultats de ’analyse

de stabilité.

3.1 Modéle de Wolbachia sans perte de I'infection

Lorsque l'infection persiste chez les moustiques, les deux coefficients o et
p1 sont nuls (p; =0, o =0) ceci indique que dans le modéle (2.4), la transmis-
sion maternelle imparfaite est restreinte aux femelles WI et aux méles WU,
et qu’il n’y a pas de perte d’infection par Wolbachia chez les moustiques

adultes infectés.Par suite, le systéeme (2.4) devient :

dthw - [(%F ZT?F == } (1- % — (pta +¥)Quw (3.1a)
dthw - [%F Fl :Lp; JPululy ] (1- %) = (Ha + ) Qu (3.1b)
dc}; % @w — mwlo (3.1¢)
dcl; - f@ ~ Hwlu (3.1d)
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3.1.1 Points d’équilibre

La recherche des points d’équilibre se base sur la résolution des équations

sulvantes :
*2 * *
e = (B SRR 32)
dwF32 + (1 — p2)pu Fs F Q"
efe t L0l (1 L)~ (ot )00 =0 (3.3
%Q H Y = 0 (3.5)

D’aprés les équations (3.4)) et . on a :

2
Q" = @(MwFi + pwly)
2
Qp = WEF%
)
Q= Sl

En remplagant @*, @z et @z dans les équations (3.2)) et . on obtient :

P _0 ou [%Fé‘ﬁ p2¢wF:;:| (1 20 B + )
 _

2
Ko >_(Ma+1/})¢uw—0

Fx+F;
et
F*=0 ou [%F{Z ;élJr;g)eﬁwFJ] <1 B Q(MwFZZKZMwFQZ)> T ¢)iuw _ 0
Si
Fr=0 et Fr=0
alors

Q=0 et Q=0

Ainsi, le premier point d’équilibre est :

By = (0,0,0,0)
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et si

([ o+ prduFy 2ty + ) 2
w w 1 _ w w _ o iy =
Fr+ Py }< Ky (o +9) i =0
Fr=0
(3.6)
s
2
Y@ — =0
2
alors
e = VK (1 _ 2w (pa + w))
2 ol
F =0
(3.7)

.  2p(pa + w>)
R =

| Qw =0

Par conséquent, le deuxiéme point d’équilibre est :
Es = (Q*W707 F%a 0)

De méme, si

Fr=0

w

Puwly + (1 = p2)pu 2(pw Fyy + pwFy) 2

(3.9)
Y Py =0

2

Y01 - pFl = 0
\ 2
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ce qui implique

Ky Y
(3.9)
2 =0
2
x _ 2 wFf:)
Q7 o*
alors )
Fr=0
. VK 2t (1ta + w))
Fr = 1-—
v 20 ( Dw
(3.10)
2 =0
. 2w (pa + w>)
=K (1-Hefe )
| % ( but
Le troisiéme point d’équilibre est donc
ES = (07 QTU? 07 F;Z)
Finalement, si
PwkG + p2ouFy, 2(pw by + pwFy) 2 o
R (o oo ) ~ a0 =0
Guw by + (1 _p2)¢wF% Q(Mqu:_'_MEF%) 2 _
[ Fiv Iy }<L‘ Ky >_““+¢MW”‘°
(3.11)

Y Qi = 0

1/) * *
§Qw_:u”wa:0

De la deuxiéme équation du systéme (3.11)) on obtient :

1 2(po by + pwl) | _ 2 1
BT (1 - K0 ) = (ua+¢)¢uw¢wﬂt+ 0= o= (3.12)

On remplace (3.12)) dans la premiére équation du systéme (3.11)) :

2 2
(Ha +w)@,uw — (Hta +¢)$Mﬁ =0

|: ¢EF%+p2¢wFJ; :|
uwFy 4+ (1 = p2)du Fy;
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ce qui implique

[(ﬁbEF% + p2¢wFJ1)Uw - (waFqT; + (1 - p2)¢wF%)luﬁ] (Na + ¢) =0

<

ce qui entraine

[(pwFg + p20wl ) pw — (Puw gy + (1 — p2)duwFi) ] = 0
Un calcul simple donne

x _ Pwhiw — P2Pwhw *

U pwdw — w(l = po)pw

On pose :
= Owlhs — P2Pwlhw
twdw — Guw(l — p2)pw
. (ki — p2piw) P
Pw P
w(1—po) (2252 — g,
po ) ((1 — p2) b ¢ )
o= (rm = p210) 1
prw(1 — p2) < fwbw 1>
(1 - p2)#ﬁ¢w
o= w = papiw) (1 = p2) pawu
p(1 = p2) (1 _ (1 — p2)HwPw
paw (1 — —————
Wz
alors :
FE = 2 F (3.13)

d’aprés la deuxiéme équation du systéme ((3.11)), on obtient :

— (F+ Bl (o + ) i = 0

(6w + (1= p2)duFy] <1 _ 2pFy + MwF[[,)> :

K

On remplace par I'équation (3.13]), on trouve :

Fw (¢w + (1 - PZ)(wa)(l - FwT) - (1’ + 1)(,“(1 + 'l,b)@,uw =0
Si EF =0, alors :
B = (0,0,0,0)
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Ainsi :

(0t (1= pr)ooa) (1= F 22 ) o)y )2 =0

Ce qui implique

2
e K1 Pw + (1 - p2)¢w$ - (35 + 1)(Na + 1/’)@#11}

v 2(/~Lw + N@x) ¢w + (1 - PQ)¢U,JJ

. Ky 24 (pta + ) [ww(l (1= po)a) ]
B = S + 100) 900+ (L= p2)a) | 2na(uat ) D

Le dernier point d’équilibre est donc :
Ey = (QW7Qw7FE7Fw> = @MEFE7 E,Uwawvwa7Fw

3.1.2 Stabilité

Le modéle identifie quatre points d’équilibre :

E; = (0,0,0,0) ot il n’y a pas de moustiques, E; = (Q%,0, F%,0) ou seuls les
moustiques non infectés par Wolbachia (WU) existent, E; = (0,Qz,0, F:) ou
seuls les moustiques infectés par Wolbachia (W) existent, et By = (Q%, Q% Fz, Fr)

Y W wr T w

ol les moustiques WU et WI coexistent.

Théoréme 3.1 Si Ryy <1 et Ry, <1, alors le point d’équilibre E, est locale-

ment stable.

PREUVE. Pour calculer la matrice jacobienne a F; et éviter toute division

par zéro, nous évaluons d’abord (voir [4])

—(pa +9) 0 p2dw 0
Z —(pa +v) —p2dw  Pw
J(0,0,0, Fy) = o
5 1(/]} Hw 0
0 5 0 — Hw

Nous remarquons que J(0,0,0, F,,) ne change pas lorsque F, — 0.
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L’équation caractéristique pour ce jacobien est donnée par
(a4 ) = (=t 4 9) = N = ANt = 2) = (i = )

[<—<ua ) = Nt — N) + fpma] o

CRRSH

+

ce qui implique

(=Gt + ) = Dt = N [ (=G0 +8) = N =) = St

L [(cam = V(-G +0) =) = Lns] =0

ce qui donne
(—(pa + 1) = N)(—pw — A) — ;pm%] [(—(ua + ) = M) (—pw — A) — 15¢w:| =0

Ainsi
(/\2 + vy + 1)2)()\2 + Ay + yz) =0

Avec vi, va, y1 €t o sont des coefficients définis par :
V1 = fa + U+ pw

o P
v = pi(pa + ) = 5 P200

Y1 = fa + U +

y2:Mw(Ma+¢)_z2p¢w:1—2sz}w+w)

De méme (voir [4])

—(ta + ) 0 bw  p2dw — dw

( | g —(pa+v) 0 (1= p2)ou
J(0,0, Fiy, 0) =
9 Z —Hw 0
0 5 0 — M

Nous remarquons que J(0,0, Fy,0) ne change pas lorsque Fy — 0.
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L’équation caractéristique pour ce jacobien est donnée par
(a4 ) = A (= + ) = N = N = X) = S(pem = N1 = )]

_|_

CERSE

=+ ) = N = )+ $)om(1 — o) | =0

c’est-a-dire

(=0t + ) = N = A) | (=G + ) = N = X) = Y

=800t = pa) | (aim = (-G +0) = ) - G| =0

ce qui signifie

(=Gt + ) = Nt = 3) = 5] [ (=00 +0) = N = 2) = St = pa)| =0

Ainsi
(N2 dvs +v) A2+ Ays+34) =0

Avec vs, vy, y3 et ys sont des coefficients définis par :

U3 = o+ ¥ + piw

U4=Mw(ﬂa+¢)—g%:1—wtﬁw

Y3 = o + U + iy

= i+ ) = Gl = pa) = 1= 51— o)
On pose
oo = 5
et bt
T )

Il est clair que v1 >0, y1 >0, v3 >0, y3 > 0 et si Ry, < 1, alors y2 > 0 et yy > 0.
De méme, si Ryp < 1, alors vy >0 et vy > 0.
Par conséquent, si Ryy < 1 et Ry, < 1, alors le point d’équilibre E; est locale-
ment stable.

Les résultats de cette analyse sont résumés dans la Figure [3.1
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»10% Pas de moustiques

Qwu
Qwl
———Fwu
— — —FwWl

Mombre de moustiques

0 50 100 150 200 250 300
Jours

FIGURE 3.1 — Point d’équilibre sans moustique
Les conditions initiales pour la Figure [3.1] sont :

(Qw(0), Qu(0), Fr(0), F,(0)) = (200000, 500000, 900000, 600000)

Paramétres K bw Pw p2 W Pa  f M
Valeurs 2000000 1 2 005 0.11 0.02 1.17 0.7

TABLE 3.1 — Les valeurs des parameétres correspondants pour la figure [3.1
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Pour E, = (Q%,0, F%,0), ou Q;:K<1—];W> et [ = ;ﬁi (1—];%)

Pour que ce point d’équilibre existe, il est nécessaire que Ryy > 1, sinon il
n’y aura pas de moustiques WU.
Soit (Ry,m)le nombre reproductif envahissant défini comme la mesure du
nombre de descendants qui seraient infectés par Wolbachia apres I'introduc-
tion d’une moustique adulte WI typique dans une population de moustiques
adultes WU.
Pour calculer Ry, on construit la matrice de la prochaine génération [1],
nous considérons :
-(#) : taux d’apparition de nouveaux moustiques infectés par Wolbachia
-(¥) : taux de transition tels que la progression vers des moustiques adultes

infectés par Wolbachia et les taux de mortalité

SQuE) =7 7
[¢wF£+<l—p2>¢waFw} <1_ Q) ) ( (10 + 1) Qu )

Fm""Fw K w

0 *gQw+/‘Lwa

Les matrices F' et V sont définies comme suit :

- (5 o v ()

Avec z; représentent les compartiments infectés @), et F,. Ainsi,

(0 Pulk — Q)(1— p2) )
F= K

vl 1 Pow 0
_Nw(ﬁ‘a+¢) % e + U

La matrice de la prochaine génération est

2(pta + ) pw K pw K

Youw(K = Q) (1 = pa)  du(K = Q) (1 = po)
| |
0 0
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Le nombre de reproduction de base est la plus grande valeur propre ab-
solue de FV—1, notée par M(FV-1).

- (K — Q5)(1 -
Ry =MFV) = ve 2((% - w)L(wK p2)

_ Q;Z)st(l B P2)
2(Na + w):uwROE

_ Row(1 = p2)
Row

_ Gwhtw(1 — p2)
(bﬁlu'w

Le terme (1 — py) montre l'effet de la proportion de moustiques au stade
aquatique qui sont WI a la suite de I’accouplement entre les moustiques méles
WU et les moustiques femelles WI sur la probabilité que les moustiques WI

remplacent les moustiques WU.[I]

Théoréme 3.2 Si Ryy > 1 et Ry < 1, alors le point d’équilibre B, est locale-

ment stable.

PREUVE. Le jacobien & Es est donné par

¢z (p20w — dw)

—(pa + V) Row  (a +¥)(1 — Row) Row Row
“ ¢w(1 il)[)2)
0 —\HMa 0 T
J(Bs) = y o) Hom
5 0 —Hw 0
Y
0 5 0 —Hw

L’équation caractéristique associée a la matrice J(Es) :

|J(E2) — M| =0 < (A + Xay + a2)(A2 4+ Aby +bg) =0

Avec a1, ag, by et by sont des coefficients définis par :

a1 = pw + (Ha + ) Row

_ 2pg+ dwt

ai
2w
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Y $w

ag = (Ha + V) Rowpiw — 9 Row

ag = pim(pa + V) (R()w - i >

2pw(pa + V) Row

az = pw(pa + ) (Row — 1)

bl:#a"'w"i'ﬂw

 You(l — p2)

by = pw(pta +¢) 5 Ror

by = Mw(ﬂa + !U)(l - ROw\E)

Il est clair que a; >0, by > 0 et si Rz > 1, alors a; > 0. De méme, si Ry, < 1,
alors by, > 0.
Donc, si Rog > 1 et Ry,m < 1, alors le point d’équilibre E, est localement stable.
(voir [1])

Pour E; = (0,Q%,0,F%), ol Q% = K <1 — Ji;U) et Ff = ;’fi <1 — Rlow>’ ce point
d’équilibre correspond aux moustiques WI. Ainsi, pour que ce point d’équi-

libre existe, il est nécessaire que Ry, > 1, sinon il n’y aura pas de moustiques
) )

WL

Théoréme 3.3 Si Ry, > 1 et uw > popw, alors le point d’équilibre E3 est loca-

lement stable.

PREUVE. Le jacobien & Fj3 est donné par

~(pta+ ) 0 Pou
Ry 5
P2Pw w
a 1- R w - a R w - R
J(E3) = (ot wfb ow) (e +¥) B Row  Row
0 % 0 — Uy

L’équation caractéristique associée a la matrice J(F3) :

|J(E3) = M| =0 < (A 4+ Xag 4 a2)(A2 + \by + by) = 0
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Avec a1, as, by et by sont des coefficients définis par :
a1 = [y + (/~La + w)ROw

a1 = Hy + M
2y
202+ dut)
ag = ———
2y
ag = (,ua + ¢)R0wﬂw — ;}1;;/)
w

az = (o + ) (Row — 1)

by = pra + 9 + pw

- ﬂ2¢w¢
2R0w

by = (Ha + V) i

bzz(ua+¢)<uw— Pobtwbut )

2400 (Ha + ) Row

b = (pta + V) (Hw — p2fiw)

On remarque que a; > 0, by > 0 et 81 Ry, > 1 alors ay > 0. De plus, si uz > pojiw
alors by > 0.

Par conséquent, si Ry, > 1 et pw > papw, alors le point d’équilibre E; est loca-
lement stable.

Une autre maniere d’écrire F est la suivante :

o P ) K (o O ) 0K () 0
v 2Nw Ry 2Nw RDw(l - p2)ROE 2Nw ROw\EROE

Le point d’équilibre E; peut exister lorsque Ry, < 1.

Si Ry < Y522, alors le point d’équilibre E; est instable et il est localement

stable méme si Ry, <1 (voir [1]).

Théoréme 3.4 Si pw > paiw, le point d’équilibre E3 est globalement asymp-
totiquement stable lorsque Ryym > 1 et Ry, > 1.[1)

PREUVE. Soit V3 une fonction de Lyapunov telle que :

ey () [0
Vo= — 1- dy + — 1—=2) dy.
S 2t (pa + ) 0 Yy o J s Yy

w

Nous avons V3 > 0 et V(Q%, Qr, Fx, Ff) = 0.

ywr twr T w

43



En dérivant V3 par rapport au temps :

dvs 0 d /Qw< Q;;) 1 d Fw( Fw>
=" 1- dy + —— 1— =2 dy.
dt  2pw(pe + ) dt Jo- y f dt Jp- Y

D’apres la regle de Leibniz :

d [@v Qs _ Q) dQu
at o, (1‘ y>dy—(1‘@w)dt

d [Fw F* F*\ dF,
- 1— =2 )dy=(1—-=2) =¥
dt Fy Yy Fw dt

Vs ¥ (1_,Qz> dQu 1 <1 F;) dF,

Qw/) dt +;Tw dt -

alors

dt 2 (pa + 1)

Fy

En utilisant les équations (3.1b]) et (3.1d]), on obtient :

v Y Qi Q 1 Fo\ (¢
@ D+ ) (1 - Qw> (Ul (1 - K> (ot ‘“Qw)*uw (1 - Fw> (zQw ek

avec

¢wF31 + (1 - p2)¢waFw:|

Ul:[ Fy+ Fy

Un calcul simple donne

Wy @ Q) QL UQuF *
dt 24t (pa + ) <1 Qw) v (1 K) - 2/ 2 Fuy Pt by

autrement dit

e (o I (e B O R

dt 2Nw(,ua + 1/1) Qu K 21w Fr
puisque
F, = YQu
2y
et 5
2, @n e =0
Ce qui implique
Qe F =0
2/t
par suite
dVs Y < Qi‘u) ( Q) ( Q?L) YQuFy, AP
S 7 (1- U (1-2)-F,(1- - +2FE — Q5
dt 2y (,ua + 7/]) Qu ! K Qu 2 By 2y ©
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sachant que
v R o v

2 QF 2ty Qu
Ainsi
v, v Q. Q Q. QuE2 . QLF,
@ 2+ ) <1_Qw> v (1_K> — <1_Qw> “ouE, T g,

alors
Vs Y QL Q 5 , QuFs  QLE,
— = _(1- U ([1-2)—F,(1- Frl2- —
At 2 (fia + ) ( Qw> ' ( K) ( Qw> - ( Qi Foy %F;;)
¢’est-a-dire
avs @ 0 QN o QuFy  QhFu
o (1 Qw> [mw(ua ToE (1 K> 1] T <2 Qi Fy pr;;>

On substitue U; par son expression, on trouve

dVs Q@ Row(Fuw + (1 — p2) Fp) Q * Quly  QuFuw
dt‘Fw(l_Qu,)[ Fu+ Fo <1_K>_1]+Fw<2_QaFw_QwF$>'

% est la suivante :

dV3 — F, QwFJ; 9 ROw (Fw + (1 - :02)FW) 1 Q 1
—=F' = _ _* ) _
dt Fr T QuF, Fo + Fo K

Une autre maniére d’écrire

* QwFJJ QZ;Fw ROw(Fw + (1 - P2)Fw) Q
g <2 CQuFu QwF{E> ( Fu+ Fo (1 - K)) '

L, . dV-
Pour vérifier que d—;’ <0, on va montrer que :
Pour le deuxiéme terme on a :
2_QwFf:)_quFw _ _% P _&2#&(}
QTqu QwF{; Fy 2y Qw (0

N v AunF: Fy,

_ 2Fw<4:u2wF31 n V?Q 4Qwuwa¢>

o Quw 4wﬂwF3) 4¢,U'wF1% a 41/J,U,wF3]

_ 2F, ((2pwFu — ¥Qu)?
T Qu < Aappu, F2 >
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Ainsi
QuFy Qi Fy

2 — — <
QuFw  Quly — !
Pour le premier terme :
De l'expression ([3.14]), on a :
Quly | QuF
— =2 <0
[ Y QR T QuEs) S

. . F,
On ajoute et on soustrait le terme e

w

* *
{4+%F+F+wm_&k
QuF, Quly, I
Ce qui implique
vl Fj QuFy
Cest-a-dire . )
Fw(Qw_ w)__z_{_Qwa_’_&
QuEy wbw  F
Si QF < Q., alors
0§—2+Q“% ul
QuFw  F

Par 'application du théoréme de Krasovskii-Lasalle :

La dérivée de V3 s’annule lorsque les termes suivants s’annulent :

Qu 'y, _
< T OLE 2>_0

et

o QuFs  QuFwY _,
QuFw  QuFr)

Ces équations s’annulent lorsque :
w = Q:fu et Fy = FJ)

L’ensemble des points ot d;f’ = 0 est donc

{(Qw, Fw) = (Q’l*l)’F’LT))}

Ainsi

(Qu, Fw) — (Qr,), Fy) quand t — oo.
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On va montrer que (Qw(t), F(t)) tend vers (0,0) lorsque t tend vers l'infini

Soit
limsup Q, = Q;, et limsupF, = F,

t—o00 t—o00

il existe un ¢ > 0 suffisamment petit et un ¢; > 0 tel que :

limsup £, < F,+¢ et limsupQ, < Q. +& pour tout t > t;.

t—o00 t—o00

De I’équation (3.1a)),on a :

de<:V@E?W+m¢MF$+@F$][L_QZ+6

dt — F%O + FJ} +e k :| - (/La + w)QE(t)a

avec FX = limsup,_ ., Fg(t).
En appliquant le Théoréeme de comparaison avec € — 0, on a :

Qo = limsup Qw(t) < P F? + papu F F®
= —(t) < .
w t—o00 (F%O + ij})(/la + w)ROw

Si EX = limsup,_,., Fu(t) =0, alors :

Qx <.
Sinon : .
limsup Fig < Ve
t—00 2w
et : " "
002 0w 0o P2 My
o2 (T 11— 2 ) e (1- 2R <o,
@ (g [1- 7)) + o2 (1-22)
Ainsi

oy (1 22w )
<Q

(- )

Donc, on peut conclure que Qu(t) — 0 et Fy(t) — 0 lorsque t — co.

glg

<0

Les résultats de cette analyse sont résumés dans la Figure (3.2
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+ 108 Stabilite globale des moustiques
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FIGURE 3.2 — Stabilité globale du modéle d’Ae. aegypti

Les conditions initiales pour la Figure 3.2 sont :

(Qw(0), Quw(0), Fiz(0), F,y(0)) = (500000, 0, 1000000, 1)

Paramétres K QSE ¢w P2 ¢ Ha How Haw
Valeurs 2000000 15 11.87 0.05 0.12 0.02 0.03 0.07

TABLE 3.2 — Les valeurs des paramétres correspondants pour la figure [3.2

E, représente un équilibre dans le modeéle d’invasion de Wolbachia ot
il y a une interaction entre les moustiques WU et WI. Dans ce cas, il est
important d’avoir une majorité de moustiques infectés par Wolbachia dans
la population pour réduire la propagation des maladies. Le point d’équilibre

de coexistence est donné comme suit.

* * x Tk 2 . 2 * * Tk
E,= (Qﬁv Qvaﬁ’ Fw) = <Mwa7 Mwa’:EvaFw)

(0 (0
Avec
. _ Ky 2p (Ha + ) You(l+ (1 —p2)z) .
Fw B 2(/1/111 + Mﬁx) ¢¢w(1 + (1 - p2)$) [ QNw(Ma + 7/’) ( * 1):|
pr— B ! [Row(1+ (1 - p2)z) — (z + 1)]

2(pw + pw) Row(1 + (1 — p2)z)
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K Row(1+ (1 —p2)x) — (z+1)

Fr =
2(p + pas) Row (1 + (1 = p2))

w

 Roww(pw — p2tiw)

"7 (1= p2) (1 = Rowpm)”
et

Ff=F'z (3.15)

Ainsi, pour que ce point d’équilibre existe, il est nécessaire que p, < 1, Ry, > 1
et Ry > 1. De plus, 'une des deux conditions suivantes doit étre également

vraie :

L. Royw <1 et pw > papiw,

2. ROw\E >1et Mz < papiw,

Pour la premiére condition, lorsque Ry, < 1, cela signifie que les mous-
tiques non infectés par Wolbachia (WU) ont un taux de mortalité tolérable,
permettant ainsi aux moustiques infectés par Wolbachia (WI) de survivre.
De maniere similaire, pour la deuxiéme condition, si Ry, > 1, une certaine

tolérance est observée. Par conséquent, tous les points d’équilibre du (3.1a] -
3.1d) peuvent coexister lorsque Ry, < 1.

Théoréme 3.5 Si p» < 1, Ry > 1, Row > 1, Row > 1 €t pum < pap, alors le

point d’équilibre E, est localement stable .

PREUVE. Le jacobien calculé au point E, est donné par

ayp az as a4
by b2 b3 by
JE)=| ¢ 4 _ 0
2 w
(0
0 5 0 L

avec ai, ag, as, as, bi, bo, by et by sont des coefficients définis par :

Pwle? + p2duwFoFo
k(Fx + Fp)

ay] = —

— (pa + )
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o %F$2+pz¢wF$FJ,]
2 k(Fi+ Fy)

o [buFR + 20wFuEy + paduFa’] (@
’ (Fi+ Fy)? K

D’apres I’équation ((3.15)) :

oo — | $u@F)® + 20w Fgaly, + ppdu ) (| QF
5T (zF} + Fy)2 K

alors

o[22 (- )

(x 4+ 1)2 =%

s — F%2(p2¢w - ¢@) (1 o Q*>
Y (Et E)? K

De I'équation (3.15)), on obtient :

_ (pagw— dw) [ Q*>
K

“E T w2

y_ [GuFa (L= p)ouFyFy
e K(Fi + F)

by = — [%Ef + (1 = p2)pu b By

(s e O

e (1)

D’aprés 'équation (3.15)), on trouve :

20



_ p2¢w Q"
5=ty <1_ K)

b — | et + 200 FaFG + (1= po)buF?] (| Q
e (Fi + Fy)? K

De I'équation ([3.15)), on obtient :

by — [¢w + 2¢px + (1 - p2)¢wx2:| <1 _ Q*>
T (z + 1)2 K

e[ )

L’équation caractéristique associée a la matrice J(E,)

|J(Ey) — M| =0 M+ Xep + A2y + Aeg +eg =0

Avec ey, es, e3 et e4 sont des coefficients définis par :

e1 = —ai — by + pw +

ez = a1by — brag + pwpew + (Hw + pw)(—a1 — ba) — %(54 + a3)
_ v _ I
ex = | —bafty — 5 by | + (—a1 + Mw)<_b2 + Mw) + | —a1uw — 9 ag | — asby
es = (pw + pw)(a1ba — braz) + pagptw(—a1 — b2) + %(bzﬂll — bapig — bras + agby — aszpiy, — agbs)

e3 = (—bww - §b4> (—a1 + pw) + (=b2 + pw) (-amw - 15%) + b1 (-az,uw - g}azx) + az <—bluw - ;pbg)

2
e4 = I(a3b4 — agb3) +

[CIRSS

[(baar — brag)paw + (agba — a2b3) pw] + pawptw(a1bs — bras)

eq = (—amw - ;paz) <—bzuw - ngz;) - <—a2uw - gaz;) (—bmw - gbg)
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Par I'application du critére de Routh-Hurwitz

Hi=¢e
Hy = e1eg —e3

Hj3 = ejeqeg — 6%64 — e%

2 2
Hy = eq(ejeze3 — efeq — €3)

On remarque que H; >0, Hy > 0 et Si ejeges > efey + €3 alors Hy >0 et Hy > 0.
Par conséquent, le point d’équilibre E, est localement stable.

La démonstration de la stabilité du point d’équilibre E; est résumée dans la

Figure |3.3

108 Point d equilibre de coexistence
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FIGURE 3.3 — La stabilité globale du point d’équilibre de coexistence

Les conditions initiales pour la Figure [3.3] sont :

(Qw(0), Qw(0), Fz(0), F,y(0)) = (500000, 0, 1000000, 1)
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Paramétres K Pw Pw p2 W Pa  fw
Valeurs 2000000 3 20 0.5 0.11 0.02 0.03 0.013

TABLE 3.3 — Les valeurs des parameétres correspondants pour la figure

3.2 Modéle de Wolbachia avec transmission de maladie

Dans cette partie, nous allons étudier le modéle de Wolbachia en prenant
en compte que p; € (0,1] et o > 0. Cela signifie que la transmission maternelle
imparfaite de Wolbachia est présente pour les moustiques femelles WI et
les méles moustiques, et qu’il y a une perte d’infection chez les moustiques

adultes infectés.

3.2.1 Points d’équilibre

La recherche des états d’équilibre se traduit par la résolution des équations

suivantes :

SuF? + prou R+ prduFuFy) | Q° _
[ e Ja-L)— u+ ez =0 (3.16)
(1 = p1)duwFa’ + (1 — p2)pu Fop Py Q*
[ s o= -turna-0
%Q*E +0F — ugFrs =0 (3.18)
L T (3.19)

D’aprés les équations (3.18)) et (3.19)), on a :
Q" = HuFy + 1Fy)

kN
Qu :@(MerU)F*

En remplacant @*, Qz et @z dans les équations ([3.16]) et - on obtient :

[¢wF{Z2 + p1owFE + P2¢wF$FSZ} (

) 2 \ N
Fr+ F} ) — (ta + ¢)@(—0Fw + uwFe) =0

et

F =0 ou [(1 — p1)owly + (1 - m)qﬁwFJZ] <1  2p Py + pwly)
w

Fr+ Fr



Si

( ¢EF%2 + p1¢wFJ}2 + p2¢quj<)F% (1 _ Q(MwF:} + ﬂEF%)) - (/’L + ¢)z
i+ F; v S
Fr=0
§Qw — 0 w Nw w T
puisque
Fr=0
alors
@y =0

La premiére équation du systéme (3.20)) devient :

2
— (g Z A =0

dwly’ 1— 2wl
Fx K

ce qui implique

. 2,uwF*) 2
Ff=0 ou ¢g(1- D) — (pta 4 ¥) = iy = 0.
¢< Ko (1w ¢)¢u
Si
Fr =0
alors
QL = 0.

ainsi, le premier point d’équilibre est :

P, = (0,0,0,0).
Sl A 2
Ul
w | 1— L) — (e +¢¥)—pw =0
( K¢) (1 ¢)¢u
alors N K
B = (1-) Ky
Row ) 2pw
Comme
v (0
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donc ,
o =#(1-7:)

Par conséquent, le deuxiéme point d’équilibre est :

Py = (Q%,0, F%,0).

joa +F* Ko
(1= p1)ouwkFy + (1 — p2)puFy; 2w Fl + )
{ Fx+ Fp 1 Ky (Ma+¢)¢(uw+a)—0
¢Q* +0'F* MwF%ZO
Qi oy~ ks = 0
(3.21)

De la deuxiéme équation du systéme (3.21)) on obtient :

1
(1= p1)pwle + (1= p2)puwFi

(Hw +0) (3.22)

1 (1  2(pFy + pwl)
(G

2
B+ T o) =
On remplace (3.22)) dans la premiére équation du systéme ([3.21)) :

%F%Z + pl(wavjjz + p2¢wF1>;F%
(1= p1)owFy + (1 = p2)pu

| o400 0 0) = o ) (o + ) =0

G

Ce qui implique

2 ([dala? + pouFy? +p2<z>wF;5F;] (oF + i F ) -
(Ma+¢)w (|: (1 _pl)(wa{; n (1 —pg)cwa% (,UJw +O') ( UFu; +UwFE) =0

c’est-a-dire

[%FJ,Z + pld)wF{ZZ + p2¢qu:F%

F* — =0
<1—p1>¢wF$+<1—p2>¢wF;](““’””“ w ks

Un calcul simple donne
FE2 000 + o) FL 5 (0 + pai — (1 = )45 [tien + o) (1= LE0 = 22000 )| g
On pose :

By = ¢u(0 + p1iiw)
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By = ¢u(0 + papiw — pw(l — p1))

Bs = ¢w(pw + o) <1 - M)

alors

F}?By + F}FiBy + F2B3 =0

B, B
= F2 4 FrRe22 f 228 —

wlog B
- <F*+Fs;ii> R+ g =
= <F*+FZZ2%1>2 5322 (B3 —4B1Bs3) =0

puisque B; >0 on choisit B; < 0

Par suite

Bs F* 2
F' + F* \/B:—4B\Bs) =
< i w231> (231 ' 3> ’

ce qui implique

F 5 Fr 5
Fi+ -2 (By—/B}—4B/B Fi+ % (By++/B}—4BBs) | =0
( 2B, ( ? 2 ! 3)) < 2B, < 2t ? ! 3>>

ainsi

Fx Ex
E; + By —+/B3—4B1B3 )| =0 ou F!+ B \/B2 —-4B1B3 | =0
5B, ( 2 3 1 3) 5B, ( 2+ 5 1D3

On veut une solution positive, donc on prend

—B v/BZ—4BB
F*:< 2+ 5 13)F{;

v 2B

on pose

—Bsy + \/B% —4B1Bs
C) =

2B,
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alors
F = CyF (3.23)

D’aprés la premiére équation du systéme (3.21]), on obtient :

 2(po Ty + pw k)
Ky

2
[paF? + p1owFi? + paduwFinFal (1 )—(Ma+¢)J(—UFJZWLMEF%)(F%*'F{Z) =0

On remplace par I’équation (|3.23)), on trouve :

F? | (dw + p19wCE + p2chuCh) <1 - F$2(Mw(;¢+ Mw))] + [—(ua + w)i(—acl +uw)(1+Ch)| =0
Si Fx =0, alors
P =(0,0,0,0)
alnsl
(654 16uCE + a0 r) (1= P2 CEIE ) (4 0)2 (o )1+ ) =0

ce qui implique

o Ky [QSW + p1¢w012 + p20uwC1 — (fa + IZ))%(—UCl + pw) (1 + 01)}
v 2(pwCi + pw) (dw + prowCi + p26wCh)

Fr =
v 2(chl + ,U/E)

Ky 1 2(pta + ) (=0 C1 + pw) (1 + C1)
Y (¢w + p10wCE + p20uCh)

Fr =

LB (2 oG4 )
v 2(chl+ﬂﬁ)

Y (9w + ¢wC1(p1C1 + p2))

Le dernier point d’équilibre est donc :

P3 = (QE’ Qw’FE’ Fw) = <¢(_0Fw +'UJWFE)’ EFw(/Lw +U)’FE7 Cle)

3.2.2 Stabilité

Le modeéle d’invasion de Wolbachia ([2.4af2.4d)) identifie trois points d’équi-
libre :

P, = (0,0,0,0) ot il n'y a pas de moustiques, P, = (Q%,0,Fx0) oul il y a

des moustiques WU et P = (Q%,Q:, F:, FF) o les moustiques WU et WI

ywr T wr tw

coexistent.
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Dans ce modeéle, I'absence de point d’équilibre pour les moustiques WI est
due & la perte continue du taux d’infection par Wolbachia (o) par individu.
Pour le point d’équilibre P, = (0,0,0,0), comme on I’a vu précédemment,

quand Ry, < 1 et Rgp < 1, la solution tend vers cet équilibre trivial.

+ 105 Pas de moustiques

awu
awl
——-FwWu
———Fw

-
T

-8 o =3}

Mombre de moustiques
[#5]

] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Jours

FIGURE 3.4 — Point d’équilibre sans moustique

Les conditions initiales pour la Figure [3.4] sont :

(Qw(0), Qu(0), Fir(0), F,y(0)) = (200000, 600000, 900000, 600000)

Paramétres K Oz Ow P2 P LLa ey Mz P1 o
Valeurs 1000000 1.05 2.6 0.05 0.07 0.02 1.2 07 0.01 0.04

TABLE 3.4 — Les valeurs des paramétres correspondants pour la figure
. L e < 1
Pour le point d’équilibre P, = (Q%,0, F%,0), oll Q% = K (1 — R> et B =

) w?
Ow
YK (1 1 )
2 Royw ‘

Tout d’abord, on va calculer le nombre reproductif envahissant (Rj,;)-
Pour calculer R} _ nous considérons :

Ow|w
-(#) : taux d’apparition de nouvelles moustiques infectés par Wolbachia.

-(7) : taux de transition tels que la progression vers des moustiques adultes
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infectés par Wolbachia et les taux de mortalité.

d T_ o
&(Qwa) —3'7 7/

[(1 — p1)duF2 4+ (1 - p2)¢waFw} (1- Q) (ta + ) Qu
= Fz+ Fy K - (0
) _§Q“’ +0Fy + puwFy

Les matrices F' et V sont définies comme suit :

- (5 v ()

ol x; représentent les compartiments infectés Q. et F,. Ainsi,

) fulk— Q)= po)
F= K
0 0

v Ha + 9 0
B —% 0+ My

o 1 o+ pw 0
R A

La matrice de la prochaine génération est

2(#a + 77/))(0 + Mw)K (G + Mw)K

VYo (K — Q)1 — p2)  ¢uw(K — Qp)(1 — p2)
Fv—1l= )
( 0 0

Le nombre de reproduction de base est la plus grande valeur propre ab-
solue de F'V 1 notée par M(FV 1.
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Ly bou(K — Q)1 -
R = MV ) = e T

R )
2(pta + ¥) (0 + pw) Row

_ $ow(l = pa)tw
2,Uw(ﬂa + ¢)(0' + ,Uw)ROE

_ }{011)(1 - p?),uw
(U + Mw)ROE

_ ¢w/~’fﬁ(1 - /32)
¢E(U + ,Ufw)

voir [17].
Selon 'expression, le terme _#= montre que la perte d’infection par Wol-

bachia (¢) réduit R!

Ow|w?

ce qui diminue la capacité des moustiques infectés
par Wolbachia a se propager dans la population de moustiques non infectés.
L’absence de p; dans 'expression indique que la transmission maternelle im-
parfaite entre les moustiques adultes infectés par Wolbachia n’affecte pas le

nombre reproductif ajusté [1].

Théoréme 3.6 57 Ry > 1 et R

Ow|w

<1, alors le point d’équilibre Py est loca-

lement stable.

PREUVE. Le jacobien au point P est donné par

o+ )R (pat $)(1 — Ro) 2= (P20w = m)

Row 5 (fl%ow )
wll — P2
0 — (g 0 —_—
() = : (Ha + ) R
- 0 — o
2
O % 0 _(,Uu) + O')

L’équation caractéristique associée a la matrice J(P,)

|J(Py) = M| =0 < (A2 + Xay + as)(A\% + Aby +b2) =0
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avec ap, ag, by et by sont des coefficients définis par :

a1 = pw + (Ha + ) Row

a) =

202 + puwt)
2y
az = (fta + ) Rowpiw — 15]?:

ag = piw(pa + ) (R(m -

(o )
2 (pa + ) Row

az = pw(pta +¥)(Row — 1)

by

by =

by =

by =

by =

by =

Il est évident que a; >0, b; > 0 et si Rgy > 1, alors as > 0. De plus, si R}

= g + U+ 0+

@qubw(l - PZ)

(0 + pow)(pa + ) — >R

(0 + ftw) (e + ) <1 le_”) )

U + /~Lw /~La + ¢)R0w

(O—+,Uw ,Ua"i_w <1 ¢¢w P2)Nw >

2Nw o+ Mw)(ua + 1/1)R0w

ROw p2 Haw >

o+ + 1-—
( Mw Ma ¢ ( U+Mw Row

(0 + ) (pta + ¥) (1 = RY, )

alors by > 0.

Donc, si Ryy > 1 et R}

Théoréme 3.7 Pour la condition o+ popw > pw(l — p1), Po est le seul point

Ow|w

d’équilibre mon trivial lorsque Ros > 1 et Ry, . < 1[1].

PREUVE. Tout d’abord, pour que Pj existe, nous devons avoir B; > 0, By > 0,

et Bz < 0. Cependant, sous les conditions données, nous observons que
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B = ¢u(o + pipiw) -
By = ¢u(0 + papiw — pw(l — p1))

B = ol +0) (1= “E0 =000 ), +0) (1 Bl )
On remarque que B; > 0 est toujours vérifié, B, > 0 81 o + popr, > pw(l — p1)
et B3 <0 8L R,z > 1.

Par conséquent, le point P53 n’existe pas sous les conditions o+ papu, > pw(1—p1),
Rop > 1 et Ry, <1, ce qui implique que P, est le seul point d’équilibre non
trivial, alors P, est globalement stable.

o + papw > (1 — p1) ¢’est une condition qui exprime 'avantage des mous-
tiques non infectés par Wolbachia par rapport aux moustiques infectés par
Wolbachia. En conséquence, les moustiques infectés par Wolbachia ne peuvent
pas remplacer les moustiques non infectés par Wolbachia sauf §’il y a une in-
tervention humaine pour éliminer tous les moustiques non infectés par Wol-

bachia et les remplacer par des moustiques infectés par Wolbachia, ce qui est

généralement peu réaliste[].

«10° 2

awu
awl | ]
—— —FWuU
—————————————————— —— —FW [

Nombre de moustiques

150 200 250 300 350 400
Jours

FIGURE 3.5 — Stabilité des moustiques non infectés par Wolbachia
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Les conditions initiales pour la Figure sont :

(Qw(0), Qu(0), Fir(0), F,,(0)) = (200000, 600000, 900000, 600000)

Paramétres K o Pw P2 YV fla e  Hw PO
Valeurs 1000000 38 47.3 0.6 0.1 0.02 0.07 0.063 0.05 0.07

TABLE 3.5 — Les valeurs des paramétres correspondants pour la figure [3.5

Proposition 3.1 Si o + pop < pw(l — p1), alors l'une des deux conditions
suivantes garantit une solution positive pour F), :
(7’) R(1)w|ﬁ > 1

- Nw(a + P2t — Nﬁ(l - Pl))2ROw 1
21) 1— <R, _<1
(1) Ap (o + 0) (0 + p1pw) Row Ow[w

PREUVE. Pour que la solution reste positive pour F}; :

Premiérement, on a :
Fr = C1F%

avec

-B /B3 — 4B, B
Cy = 2+ 5 153

B
2B,
sachant que B; >0
et comme on a o+ papy < (1l — p1), alors :

By <0

Puisqu’on veut une solution positive, on choisit B < 0 ce qui est vérifié si

R: _>1, ce qui signifie que C est positif

Ow|w
et donc F) reste positif.

Deuxiémement, pour montrer que la solution reste positive, il est nécessaire
que
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ainsi

On pose

B2 —4B;B3 >0

02, (0 + potiw — pa(1 = p1))* = 4w (0 + p1 ) dw(pw + 0) (1 - Réwm) >0

b (0 + P2 — pa(1 = p1))* > 46w (0 + p1ptw) P (i + 0) (

¢2,(0 + papiy — p (1l — p1))?

>1—Rt >0
4¢w(0 + plﬂw)%(ﬂw + U) 0wl
o o 2
¢w(0 + p2tbw Nw(l pl)) >1— R[1)w|ﬁ >0
4(o + p1pw) 9w (pw + 0)

bw (0 + potiy — pa(l — p1))? 1
— <—-14+R; <0
A0 + p1pw) P (pw + 0) Owfw

w w — Mw 1 - 2
_ Gu(o + prpw — pw(l = p1))” Ry <1
4(0 + p1piw) bw(piw + 0)

. (stwuw(,ua + ¢)2/%(U + p2pw — Mw(l - Pl))2

1— R}

Ow|@>

<R <1
24 (pa + V)P (0 + p1piw) w (b + 0) Ol
R — (1 — 2
1— owbw (0 + p2piw — P 1)) < R(l)w\m <1

Rowdw(o + privw) (pw + o)

gt — Rowttw(o + papiw — pw(1 = p1))*
°" Rowdpw(o + priw) (o + 0)

Si Réwm > 1 et Roy > 1, cela signifie que le point P, n’est pas stable. Par

conséquent, Pj est le seul point stable possible dans le quadrant positif Ri.

Théoréme 3.8 Si o+ popi < pw(1 — p1) €t R}

Ow|w

P5 est localement stable.
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PREUVE. Le jacobien & Pj est donné par

al a as ayq

b1 by b3 by
TEI=1 Yy e o

2

0 % 0 —(0+ ftw)

avec ap, as, as, a4, by, by b3 et by sont des coefficients définis par :

K_ *
o= (i +0) [ k]
ag = _(,ua +1)Q%
K—Qr

a5 = [%Fﬂjz + 20w Fy Fi + (p2 — p1)¢wFJZT ( Q*)

)
(Fi+ Fy)? K

D’aprés I’équation ((3.23)) :

e — w2 + 20501 F22 + (p2 — p1)pu CLFR? 1_ Q"
- (F + C1Ey)? K

_ {¢w+ 26wC1 + (p2 — p1)¢w012] (1 _ Q*)
N (1+Cy)? K

alors :

o [¢w(1+2C1) + (p2 — p1)PuwCh 1_ Q"
3 (1 + 01)2 K
[0 4 20up P Fy + p26u B — dwBi2] (| Q°
4= (Fps+ Fy)? K

D’aprés ’équation ((3.23)) :

o P10wCE + 2¢up1Ch + pagpuy — %} <1 B Q*>
4 = (1 + 01)2 K
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alors :

_ [Pl¢wC’1(Cl +2) + p2cduw — ¢w:| ( Q*)
aq = 11— =

(1+Ch)? K
by = _(Ma +9)Qy,
K—Q
b=~ + ) | k|

be — duw (1 — p2) @
ST (Fr 4 Er)? K

D’aprés I'équation ((3.23)) :

b — PpwCi(p1 — p2) ( Q*>
g = PuXIL T P2)

1- 2
(14 Ch)? K

b _ [ = p)6uFi2 4+ 20— p)ouFuFy + (1= pa)ou B Q"
e (55 + E5)?

D’aprés ’équation ((3.23)) :

by =

[(1 = p1)¢uCF +2(1 = p1)puCi + (1 — f’2)¢’w] (1 - Q*>
(1+Ch)? K

_ [Pw((X—p1)C1(C1+2) + (1 — p2)) @
" (1+ Gy J(-%)

L’équation caractéristique associée a la matrice J(Ps) est

M4+ Xer +X2es+des+es=0
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avec e, es, ez et eq sont des coefficients définis par :

e1=—a1 — by + pw + py + 0

e1 = (lta +¥) [f(:g{:] + (ta + ) [f(:gf] + i + o + 0
e = ([l;aj‘é/i) 2K — Q")+ pw+ pow +0 >0
ex = a1by — brag + pw(o + prw) + (Hw + pow + 0)(—a1 — bz) — %(54 + as)
2 2
er = (o D = Q) ~ Q) — e Qi+ o )+ G+ o+ 0) ) 0k - @)

_Y¥ <[¢w((1 —P)CI(CL+2) + (1 - pz))] <1 B Q*) N [%(1 +2C1) + (p2 —p1)¢>w012} (1 B Q*))

2 (1+Cy)? K (1+Ch)? K
_ (,U,a + w)? * (Ma + ¢) *
2= (g —grp KK = Q)+ pwlo + ) + G+ pu + 0) Fpr— o5 (K = Q7)
v (1-%) 2
BERCENAE [$w(1 = p1)CL(CL +2) + du(l = p2) + ¢w(1 +2C1) + (p2 — p1)¢uCi]
_ (,ua ¢)2 (Na"‘w) *
€2 = (=) Tl ) + (w4t 0) G (2K =Q7)
- m [Pw(1 = p1)C1L(CL + 2) + du(1 — p2) + dw(1 + 2C1) + (p2 — p1)PuwCH]

e3 = (piw + pw + 0)(a1ba — braz) + pi(0 + ) (—a1 — bz)

+ % [_b4(ME — al) —brag — bgo — asbs — ag(U + ty — 52)]

2
ex = pa(0 + ) (arbs — bran) + U (asha — asbs) + olas(b — ) + by(ar — as)]

SIS

(bsay — brag) pw + y(a?)bz — a2b3)

* 2

67



Par I'application du critére de Routh-Hurwitz

Hi=¢e
Hy = e1eg —e3

Hj3 = ejeqeg — 6%64 — e%

2 2
Hy = eq(ejeze3 — efeq — €3)

Un simple calcul montre que Hy > 0, Hy > 0 et Si ejesez > efeq + €3, alors Hz > 0
et Hy > 0.

Par conséquent, si o + pojiy < pw(1 — p1) €t R}

Ow|w

> R, alors le point d’équilibre
P5 est localement stable.
Si Rj > 1 alors R, > 1.

Donc si R

Ow|w

> 1 et Roy > 1, cela signifie que le point d’équilibre Pj est le seul
point d’équilibre non trivial, alors Pj est globalement stable.

La démonstration de la stabilité du point d’équilibre P; est résumée dans la
Figure [3.6] :

P
9,155 3
\ Qwu
Qwi
B ———Fwu| |
*ﬁ ———Fw ||
ET‘/
3
=
b |
360
£ %
RN
@ ™
=] | e ____
£
[=] Y
Z 450

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Jours

FIGURE 3.6 — stabilité globale du point d’équilibre de coexistence
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Les conditions initiales pour la Figure [3.6] sont :

(Qw(0), Qu(0), Fir(0), F,,(0)) = (200000, 500000, 900000, 600000)

Paramétres K bw Gw P2 YV fla M  Hw PO

Valeurs 1000000 14 33.8 0.05 0.1 0.02 0.05 0.068 0.04 0.05

TABLE 3.6 — Les valeurs des paramétres correspondants pour la figure [3.6
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Chapitre 4

Probléme de Controle Optimal

Ce chapitre examine 1'utilisation du contréle optimal & introduire pour
maintenir la Wolbachia dans les populations de moustiques, afin de réduire

la transmission de la dengue.

4.1 Stratégie de libération en présence de la maladie

Dans cette partie, nous allons étudier le cas ol p; = 0 et ¢ =0, nous étudie-
rons combien de moustiques infectées par Wolbachia devraient étre relachées
périodiquement afin de remplacer les moustiques WU par les infectés (voir
[4] et [14]). Les ensembles de parameétres pour garantir les conditions Ry, > 1
et uw < pape pour l'existence de I'équilibre de coexistence sont irréalistes et
il sera tres difficile de les atteindre, car il y a des limitations sur les para-

meétres pouvant étre controlés. Par conséquent, nous devons forcer Ry, > 1

et ug > patiw (VOiI’ [1] et [4])

4.1.1 Taux de libération constant
En modifiant I’équation (3.1d)), nous obtenons :

dF, ¥
v _ 70, — —5F
o 2Qw (pw — 6) Fyy

avec 0 qui représente le taux de libération par individu.
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Pour la premiére condition, on a :

ROU}‘E > ].
ce qui implique
(bw,uw(l - /02)
|
%(ﬂw - 5)
c’est-a-dire bosia(l— pa)
whw\l — P2
Fwlwl >~ P2) w—0
b
ce qui signifie
5> iy — wa,qu(sl_ p2)

et pour la deuxiéme condition, on a :

piw > p2(fw — 6)

ce qui veut dire
J > oy — /'Lj
P2

Ainsi, en combinant ces deux conditions, nous obtenons :

__ —(1 —
P2 bw

voir|[1].

4.1.2 Taux de libération variable

_Hw

Soit u(t) une variable de controle, définie sur |max (uw ;
2

9

w

_ Guwriw(l = p2)

bw

le probléme de libération variable est un probléme de controle optimal visant

a minimiser la fonction J(u), définie par :

() = /0 (erult) Fu (t) + cou(t)?)dt
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avec des contraintes sur les deux extrémités.

dQE _ %F%+p2¢waFE Q
o _ |oule ol (1 ) — (o + 00
de ¢wF2 1 - p2)¢waFE Q
e — |2l (o0l )+ )
AFy
W mwle (4.1)
dF,
T §Qw — (pw — u(t)) Py
Fy(0) = u(0)F(0)

Ici, au lieu de résoudre le probléme directement, nous résolvons le probléme

augmenté suivant :

t
J(u) = 10 (Fw<tf>2 +(Ful0) = w0 Fal0) + [ (culOFul0) + u<t>2>) dt

La valeur 10 est choisie de maniére arbitraire, car toute autre valeur
pourrait étre utilisée sans affecter la nature du probléme. Ainsi, lorsque la
contrainte d’égalité est satisfaite, la fonction de coiit augmentée se réduit a la
fonction cotit d’origine. Cela transforme notre probléme en un probléme sans
contraintes sur les variables d’état. Par conséquent, I’Hamiltonienne, notée

H, est définie comme :

H = cu(t)Fy(t) + u(t)?

[ sz waFE
#ay | (L2l (- D)~ (03]
[ wFUZ] 1- waFU
g | (et p o Pl Beli ) (1 ) )

+23 %Qw - ,U/EFU}

A1 [$Qu — (s — ult) Fu .
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D’aprés le principe du maximum de pontryaguine

A\ . 0H . CZ)WF% + ,02¢waFﬁ ¢wF3; + (1 - P2)¢waFw (0
Gt T T90s (—M&+&J a t0) ) = 2 g o+ Fu) Mg
A OH | ¢uFr A pr¢uFulFw PuwFa + (1 = p2)pwFu Fiw ¢
A 00 - T Skt By k(P + Fy) (Ha +9) | = Aagy
dA3 OH wF2 + 205 F Fp + p2du Fe Q P22 Q

— == 2 wil—- = _LETRw (. © o
dt 8Fw A1 (FE‘FFw)Q ( k)+)\2(Fﬁ+Fw>2( k)‘i‘)\?nu
d\i _ OH | Fg(p2¢w — dm)( _9) PuwFg + 20w FuF + (1 — pz)%F%(l _Q,
dt OF, VT (Fy + F)? kP (B + Foy )2 k

Al — ult)) — cu(?)

et les conditions de transversalité :

M) = Xalt) = Ma(t) =0 et Nalty) = -(t) = 20Falty)

H
aau =Fy(M+c)+2u=0
ce qui implique
Fy(Ms+c)
u=_-_u=_
2
ainsi o 1
w=min (o mae (P04, ol )Y )

voir [1]] et [4].

4.2 Stratégie de libération pour la perte de la maladie

Pour ce cas, la stratégie est d’avoir plus de moustiques WI que de mous-
tiques WU (voir [14]).
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4.2.1 Taux de libération constant
En modifiant I’équation (2.4d)), nous obtenons :

dF,
7;0 :gQw_(ﬂw"_U_(s)Fw

avec 0 qui représente le taux de libération par individu. Comme nous visons
a augmenter le nombre de moustiques WI, les conditions nécessaires sont

Cr > 1, p(1 —p1) >0+ p2(pw — 6), €6 Rt >1.0n a :

Ow|w

Réw\@ >1
¢’est-a-dire bt )
w M — P2
>1
qbﬁ(uw +o— 5)
ce qui signifie
w MW 1 -
Sutw(l=p2) o
bw
alors ,
uw+U—W<5<5mm

4.2.2 Taux de libération variable

Nous suivons une approche similaire & celle o1 p; = 0 et 0 = 0.
_ Puwpim(1 — p2)

-
bléme de libération variable est un probléme de controle optimal visant a

Soit u(t) une variable de controle, définie sur |u, + o | le pro-

minimiser la fonction J(u), définie par :

J(u) = /O Y et P () + cxu(t)?)t
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avec des contraintes sur les deux extrémités.

dQE _ ¢EF%+,01¢1UF3J +p2¢waFE Q
at Fy+ F,

dt I+ Fy

dFg ¢
w0 0Fy — pwFy
dt 2Qw+0 w — Hwl'w
aFy ¥

Flt;) =0

Fy(0) = u(0) Fi(0)

Nous résolvons le probleme augmenté suivant :

me:m(awn?+wum—umwumf+4

L’Hamiltonienne, notée H, est définie par :

H = cu(t)Fy(t) + u(t)?

[ ng wFS; waFE
g | (Gt pigele b paelelie) (1 ) (i + )G

[1(1— ng, 1-— waFE
T _[( p1) F;JwapQ)(b ](1_§)_(Ma+w)%

+A3 %Qw +oby — Mwa]

+ A\ %Qw —oFy — (tw — u(t))Fw] )

D’aprés le principe du maximum de pontryaguine
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_ 2 _ T
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d\ ¢z FE+ p1dwF2 + p2duwFuFo (1= p1)duwFa 4+ (1 — p2)dwFuFg (0
2 w w — (g Y w R Wit
dt 1( “k(Fo + Fy) (Ha +9) | = Ao “k(Fo + Fy) 59
dXs dwFa + p1owFy + prduwFuFa (1= p)¢uwFa + (1 = p2)puFuFi P
- R W ik w —A w - — Mo
dt ' —k(Fy + Fu) ’ —k(Fi + Fu) (o +9) ) = Mg
dA3 o Fz + 200FwFg + p2owFy — p1owky Q (—p2 + p1)dpuFy Q
b R Wik w W] — 2y ) W] — )+ Agpw

dt ! (B + Foy)? (1=3) =% (B + Foy )2 (1= )+ Aap
Ay p1ow(FG + 2FuFr) + Fi(padw — dw) 1-9)

dt ! (B + Fyy)? k

_ 2 _ T — 2
— X9 (1 —p1)duFy + 2(1(Fj:3¢}vw};z;Fw + (1 — p2)puFy (1— %) — A30 — Aa(—0 — puy +u(t)) — cu(t)

et les conditions de transversalité :

0
M(tp) =Xa(ty) =Mlty) =0 et As(ty) = 8%(tf) = 20Fy(ty)
0H
Du =Fy(M+¢)+2u=0
ce qui implique
y o TwAato
B 2
ainsi
O e )

voir [1] et [4].
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons examiné un modele d’invasion de Wolba-
chia dans une population de moustiques Ae. aegypti, en tenant compte de
la transmission maternelle imparfaite et de la perte d’infection par Wolba-
chia. L’objectif principal était de déterminer les conditions nécessaires et
suffisantes pour la propagation de l'infection par la bactérie Wolbachia.

Tout d’abord, nous avons étudié un modeéle d’invasion de Wolbachia sans
perte d'infection, puis nous avons examiné un modeéle d’invasion de Wolbachia
avec perte d’infection, en présentant les nombres de reproduction pour les
deux cas. Nous avons également défini les conditions de stabilité locale et
globale des points d’équilibre.

De plus, nous avons analysé la stratégie optimale de lacher de mous-
tiques pour assurer le remplacement des moustiques non infectés (WU) par
les moustiques infectés par Wolbachia (WI) ou pour rendre ces derniers plus
abondants.

Nos analyses ont montré que les moustiques infectés par Wolbachia peuvent
coexister ou disparaitre en fonction de leur efficacité par rapport aux mous-
tiques non infectés. Nos résultats ont montré que I'introduction continue d’'un
grand nombre de moustiques WI pendant une période donnée augmente le
nombre de reproduction au-dessus de un, rendant ainsi le point d’équilibre
contenant uniquement les moustiques WI infectés globalement stable.

En conclusion, notre travail compléte la recherche sur les différentes fagons
dont les moustiques WI pourraient avoir un avantage sur les moustiques
WU dans la lutte contre les épidémies de dengue et autres infections virales.
Nos résultats mettent en évidence les principaux parameétres a cibler pour

atteindre les objectifs de controle souhaités.
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