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Résumé

Résumé

Dans ce mémoire, on présente le nombre de reproduction de base pour un modele
épidémique multigroupe avec une incidence non linéaire. Ensuite, on établie la dynamique
globale est entierement déterminée par le nombre de reproduction de base Ry. On montre
que le nombre de reproduction de base Ry est un parametre global de seuil dans le sens
que si il est inférieur ou égale a 1, I’équilibre sans maladie est globalement stable et la
maladie s’éteint, alors que si il est supérieur a 1, il est un équilibre endémique unique qui
est globalement stable donc la maladie persiste dans la population. Enfin, des exemples
numériques sont également inclus pour illustrer I'efficacité du résultat proposé.

Global stability of the endemic equilibrium of multigroup
SIR models with nonlinear incidence

Abstract

In this memory, we introduce a basic reproduction number for a multigroup epidemic
model with nonlinear incidence. Then, we establish that global dynamics are completely
determined by the basic reproduction number R0O. It shows that, the basic reproduction
number RO is a global threshold parameter in the sense that if it is less than or equal to
one, the disease free equilibrium is globally stable and the disease dies out; whereas if it
is larger than one, there is a unique endemic equilibrium which is globally stable and thus
the disease persists in the population. Finally, a numerical example is also included to
illustrate the effectiveness of the proposed result.






Table des matiéeres

Introductionl

|1 Les résultats principaux|
.1 __Théoreme 1 . . . . . . . . . . .

|2 Simulation numeérique|
2.1 Exemple I|. . . . . . . ..
2.2 Exemple 2. . . . . .. .
[2.3  Interprétation de la simulation numérique|. . . . . . . . . ... ... L.

[Table des figures|

[Bibliographie|

11

13
16
21

27
27
28
29

31

33






Introduction

Ce mémoire concerne 1’étude de la stabilité globale de 1’équilibre endémique des mo-
deles multi groupes SIR avec une incidence non linéaire qui a été faite par Ruoyan Sun,
publiée dans la revue Computers and Mathematics with Applications en 2010 [16]. Des
modeles multi groupes, ont été présentés dans la littérature, pour décrire la dynamique
de transmission des maladies infectieuses, qui peuvent étre bactériennes (causées par un
germe), virales (par un virus) ou parasitaires (parasites) dans les populations héte (ce qui
préserve les germes, virus ou parasites) et qui sont de nature hétérogene (se dit d’un tout
formé d’éléments différents, contraire : population héte), exemple type de ces maladies
infectieuses : la rougeole, l'oreillons, la gonorrhée et le SIDA ou (VIH). Et les maladies a
transmission vectorielle telles que le paludisme (dite parasitaire). De nombreux facteurs
peuvent conduire a une hétérogénéité (caractére de ce qui est hétérogene) dans une popu-
lation hote. Les groupes cibles peuvent étre répartis géographiquement en communautés
(ville, cité, pays) ou épidémiologiquement pour incorporer l'infectiosité différentielle ou la
co-infection des tensions multiples de ’agent de maladie. L’article fondateur de Lajma-
novich et Yorke [2] sur une classe de modeles multi groupe SIS pour la dynamique de
transmission de la gonorrhée (c’est une inflammation de la muqueuse génital de ’homme)
est 'un des premier travaux sur les modeles multi groupes. Dans cet article une analyse
de la dynamique globale d’un modele SIR multi groupe est donnée. La stabilité globale
de 'unique équilibre endémique est établie suivant une fonction globale de Lyapunov.
Plusieurs travaux de recherche ont été effectués sur des modeéles multi groupes durant les
années précédentes [15-3]. Il est bien connu que la dynamique globale de modeéles multi
groupes de grandes dimensions, en particulier la stabilité globale de ’équilibre endémique,
est un probleme tres difficile. L'unicité et la stabilité globale de I'équilibre endémique,
lorsque le taux de reproduction de base Ry est supérieur a 1, restent des problemes ou-
verts dans la plupart des cas.

Récemment, une approche graphique théorique a la méthode des fonctions de Lyapu-
nov a été proposée dans [6-12]. Cette méthode a été utilisée pour établir la stabilité globale
d’un unique équilibre endémique d’un modele multi groupe SEIR, décrit par un systeme
d’équations différentielles ordinaires. Leurs résultats résolvent complétement le probléme
de 'unicité et la stabilité globale de I’équilibre endémique pour des modeéles multi groupes.
En utilisant les résultats de 'article [6], I'unicité et la stabilité globale de I’équilibre endé-
mique pour plusieurs classes de modéles multi groupe ont été étudies dans [6-21], lorsque
le taux de reproduction de base Ry > 1. De plus certains problemes ouverts on été résolus
suivant les résultats de l'article.

En général, un modeéle multi groupe est formulé en répartissant la population de taille
N(t) en n groupes distincts. Pour 1 < k < n, le k-iéme groupe est encore réparti en trois
compartiments : susceptible, infectieux et rétabli, dont les nombres d’individus & I'instant
t sont notés par Si(t), [x(t) et Ri(t), respectivement. Le terme non linéaire fSy; fi;(Sk, ;)
représente 'infection croisée du groupe j vers le groupe k. Le flux d’individus dans le



12 INTRODUCTION

k-iéme groupe est donné par une constante Ay, dont on assume qu’une fraction pj est
immunisée et la fraction restante (1 — py) est sensible a la maladie. Une stratégie de
vaccination simple est prise en considération ou 6, représente fraction des individus S
vaccinés. La matrice B = (fij)nxn est une matrice irréductible ou 3;; > 0. Dans le k
ieme groupe, on suppose que la mort naturelle se produit avec des taux constants df , dﬁ,et
dE, dans les compartiments Sy, I,et R}, respectivement. Les individus dans I; subissent
une mortalité suplémentaire, due a la maladie, avec un taux constant ¢, . On suppose
que les individus dans I se rétablissent avec un taux -, constant. Les individus qui
se sont rétablis, ne retournent jamais a la classe des inféctés. Sous ces hypotheses un
modele multigroupe épidémique, avec une incidence non linéaire, est décrit par le systéme
d’équation différentielles ordinaires suivant :

dS
dtk (1 — pe) Ak — (d + 6k) Sk — Zﬁk]fkg (Sks L),
7j=1
dI n
—k Z k]fkj Ska ) (di + € + r}/k)lka (1)
dR
aTk = pr Ay + 0pSk + i lx — (A + 6k) Ry

pour 1 < k < n. Ce modeéle généralise plusieurs modeles précédents dans la littérature, voir
par exemple [6, 1]. Dans cet mémoire, une analyse du comportement dynamique globale du
modele SIR (1). On montre que le taux de reproduction de base Ry est une valeur de seuil
globale. Si Ry < 1, I’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable et
la maladie s’éteint. Si Ry > 1, il existe un équilibre unique endémique qui est globalement
asymptotiquement stable et dont la maladie persiste dans la population. Ces resultats
principaux sont prouvés dans la section 2. En conclusion, des simulations numériques
seront illustrées pour montrer la dynamique de la population.



Chapitre 1

Les résultats principaux

Considérons le systeme (|1.1)

dS
7j=1
d[ n
-z Z Brj fii (ks Ij) — (df, + €, + 1) I, (1.1)
dR,
cTtk = pe Ak + xSk + eIy — (di + Jk) Ry

pour 1 < k < n. Nous étudions la stabilité globale de I’équilibre endémique des modeles
multi groupes SIR en utilisant la fonction de Lyapunov Pour chaque k, en additionnant
les trois équations du systéme (1) on obtient

(Sk + I, + Rk), = A, — dek — (dé + ex) I — (d;f” + o) Ry < A — di.(Sk + I, + Ry)

ol
di = min{dy, d. + e, df + 6.}

On utilise le lemme de comparaison pour majorer Sg + I + Ri. On résoud ’équation
u = A — dju

avec la méthode de la variation de la constante.

1. On commence par résoudre 1’équation différentielle homogene :

du "
E = —dku
u t
dv = / —djds
ug U 0
Inflo|ly, = —dit

u(t) = u(0)exp(~djt)

ot u(0) est une constante réelle

2. On prend pour nouvelle fonction variable la fonction k définie par la relation

u(t) = k(t) exp(—djt)
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En reportant dans ’équation initiale, on obtient une équation équivalente a 1’équa-
tion initiale mais portant sur k

K'(t) = Ay exp(djt)

en intégrant on trouve

k(t) = exp(djt) — 1] + k(0)

Zl

ce qui permet de remonter a l’expression de la solution générale u

donc

On a les estimations suivantes
(Sk+ I + Ry)(t) < u(t),
(Sk+ I+ Ri)(¢) < 4% + (k(0) — 45 ) exp(—djt),
Ag

4
sup(Sk + I, + Ry) (1) < 58 + (k(O) — 3—2’“) exp(—d;t),

T>1 k

_ A —d*
thm [il;[t)(sk + I + Ry)] < hm [d* + (k‘(()) & ) exp(—d;t)],
En conséquence

lim sup(Sg + I + Ri) <

t—o00

L’équation en Sy dans le systeme (1) vérifie
Sk < (1= pr) Ay — (dj, + 0k) Sk

car 3 71 Brjfrj(Sk, Ij) > 0.

un raisonnement similaire comme avant

: (1 — pi) Ay
1 ) < PRk
mnsup(Sk) < Ty,

Maintenant on introduit les hypotheses suivantes sur les fonctions f;;(.S;, I;) pour étudier
la stabilité globale des équilibres :
(H1) On définit C;j;(S;) = lim M Alors pour tout
I]—>0 J

0<S5; < SZQ,OHCLO < CZJ(Sl) < o0,

on (1—py)A
G0 — —bi)Aq
’ d? +0i

(H2) fi;(S:i,I;) < Cij(Si)I; pour tout I; > 0et 0 < S; < SY;
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(H3) Ci;(S:) < Cy5(S?), pour tout 0 < S; < SP.

Notons que la classe de f;;(.S;, I;) vérifiant (H1)-(H3) comprennent de nombreuses fonc-
tionnelles & incidence communes telles que :

fi5(Si; I;) = Si1;6, 1],

Fis (i, 1) = 125 (15),
fi5(Si, Ij) = lkf;%[?)],
fij(Si, Ij) = g(Si)h(I;)[19],
fii(Si, I;) = Sig;(1;)[18],
fij(Si, I;) = S{Ij[21],
fig(Si:1j) = 3 110

Comme les variables Ry, ne figurent pas dans les deux premiéres équations du systéme (1)
on peut travailler sur le systeme réduit comme suit

ds,
— = (L= pr) A — (df + 6) S > B fig (S ).
1
dI . = (1.2)
—k Z Brj frj(Sk, I;) — (df, + ek + i) .
ou k=1,2,...,n dans la région possible
_ 2n . (1—pr) Ak Ay
_{(51,11,52,12,...,Sn,[n)ER SkS 516 7Sk+Ik<d*7k_12 }
k k
(1.3)
*
Sk =01y > 0,5, = (1—pp)Ar — > B frj (0, 1;) = (1 — pi) Ay,
j=1
avec
fii(0,1;) =0
car si S = 0 donc il n’y a pas de susceptible donc pas d’inféction
*
I =0,8> 0,1, = > Brj frj(Sk,0) =0
j=1

avec

car si I; = 0 donc il n’y a pas d’infécté donc pas d’inféction
Donc T est positivement invariant par rapport & (1.2]). En outre, le comportement de Ry
peut étre déterminé & partir de la derniere équation de (|1.1). Notons 'interieur de I" par
'Y on

= {(SlallaSZaI% ~--aSnaIn) € RQn : Sk < (161;91_),_7]6(2)?7519 +Ik¢ < %fak = 1,2...,71}.
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PY=(59,0,59,0,...,589,0) est un équilibre sans maladie du systéme (2), ou SY = uﬁﬁ;‘_ﬁ‘i.

Un équilibre P* = (S, I, S5,15, ..., 55, I}) dans l'intérieur de I' est appelé un équilibre
endémique, ou S}, I J* satisfait les équations d’équilibre suivantes

(1= pr)Ar = (di, + 0) Sk + > Brjfrj(Sk, 15) (1.4)
j=1
(di. + ek + )Tk = Brj fij (ks I)) (1.5)
j=1

On note par Ry = p(Mp) le rayon spectral de la matrice suivante :

My=F xv!
D’aprés article [16] on a :
B11C11(SY) -+ BinCin(SY)
F= L
d{ +€+M 0
v = .
0 d1{L + €n +
d’ou
BuiC1(SY)  B1aCin(SY)
d{+61+71 dl +en+yn
My = : . :
Bn1Cn1(52) . Bnncnn (5701)
d{+€1+’)’1 d1{l+€n+'}’n

15 Cij (S
Mo = M(S5, 8., 83) = ( 54Sah) )
v nxn

Dans le cas ou C’ij(S?) = 0o pour certain ¢, j, on pose Ry = co. Dans la littérature Ry est
considéré comme le taux de reproduction de base, et cette définition est compatible avec
les définitions introduits dans les références [13,14].

On a le résultat suivant concernant la stabilité globale de I’équilibre sans maladie :

1.1 Théoréme 1

Supposons que B = (f3;;) est irréductible et (H1)-(H3)sont satisfaites.

1. Si Ry < 1, alors Py est I'unique équilibre du systeme (1.2)) et il est globalement stable
dans I'.

2. Si Ry >, alors Py est instable et le systeme ([1.2)) est uniformément persistant dans
ro.
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Preuve. B est irréductible si et seulement si, son graphe est fortement connexe. Si on
prends un exemple d’une matrice B irréductible comme suit :

Comme on a

= VI N1
~

o~
Il
O

FIGURE 1.1 — B matrice irréductible

e’ -(SQ)
7\10 — < ﬁl; 1] 7
d; +e+; (nxn)
avec

Ci;(SP) #0

et

df + € +7 #0

donc My est irréductible.

Théoréme de Perron-Frobenius Soit une martrice A nonnégtive (a;; > 0) irréduc-
tible et primitive alors A admet une valeur propre A strictement dominante (A > |\;|) est
cette valeur propre est associé a un vecteur a droitev > 0 et un vecteur propre a gauche
w>0 Av = v ot wl A = \w”

Selon le Théoreme de Perron-Frobenius de My a un vecteur propre positif principal
w= (w1,wa, ...,wy) telle que w, >0, k=1,2,....net w. p(My) =w . M.
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On définit la fonction de Lyapunov suivante V = >}, m[ k- Alors on a :

n
Wi
V/: I/
;dé"’ek—i_’yk k
=) Brj fij (S Ij) — (df, + e + ) Ik
Zdl_{—ek—'_’yk JZl J J k?
n -n T
< (Sk)1j — (dy, + e + i) I
_z:: +€k+% ;ﬂky 15 (Sk) (df + e+ 7x)
. -
< BriCii (S)Ij — (df, + e + vi) L
Z +€1€+’7k‘ jz; ]~ k/)+) k

=1
(Mol — 1) = [p(Mo) — 1w.1.

I
£ r

V' <0 pour p(My) < 1.
D’autre part, on a :

n

Wi
w(Mol — 1) = 27 Zﬂk; (S — (df, + e + i) I
o ldl—i-ek + Vi =

En effet :

w(MoI — T) = wMyl — wl

B11011(SY) . B1nCin(SY)
P E— dl Fentm I
= (W1, w2, ..., Wy) : : : — (W1, wa, vy wy)
ﬁnlcnl(syob) . ﬂnnCnn(SrOL) I2
d{+61+71 dl +en+yn
n P1C1(87) 7.
B el Iy
= (w1, w2, ..., wWn) : — (w1, w2, ey wp) :
n /ancnj(sg)l' .[2

Jj=1 dI +en+vn

z:: 2:: mﬁk] ij Sk Z w1y
Y e

Z BrjCii (SHI; — (df + e, + ’Yk)Ik]
j=1

+6k+’yk

Revenons a notre fonction de Lyapunov, on remarque :
a) Si p(My) <1, alors V! =0ssi I =0.
b) Si p(Mp) =1, alors V' = 0 ce qui implique que :

n

Zﬁky i (Sk) 1 ] Zwk-’k (1.6)

DI

I

12
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D’autre part si pour au moins des k = 1,2,...,n, S # S,g, alors

T i (Sk) 1| < O (SO
Zdl+6k+7 Zﬁkj i(5i) ] Zdl—i-ek-i-% j;ﬁk] i k)]]
=w.Mol =wp(Mo)I =w.I="> wpl
k=1
On a

n

> Zﬁm Sk | = 3wl
k=1

et dé + €k + V&

n

n n
> e Zﬁm (SO | < 3wl
Jj=1 k=1

et dé + €k + Yk

Ce qui implique que (1.6)) admet une seule solution triviale I = 0, donc V' =0 si et
seulement si I = 0 ou S = S,g.

Le principe d’invariance de LaSalle Soit [ > 0, et ; = {z = |V(z) <} :

— §; est bornée

~VreQonaVlV' <0

—vCQetv={x=|V'(x)=0}

— I est le plus grand ensemble invariant, I C v = Vxg € Q, x(x0,t) — I lorsque
t — o0

Revenons a notre preuve On a : pour tout 1 < k < n a condition que p(Mp) < 1, on
a
— Soit (Sk,Ir) € T avec I' est fermé bornée car il est positivement invariant et
(1—pg)Ag Ag

S < 10, etSk+Ik§d£.
~ V(Sg,Ix) €T ona V' <0.
— Soit v C T et v = {(Sk, ) € R¥™ : V'(Sy, I;;) =0}, V' =0ssi I =0 ou S, = S.
— Donc le plus grand ensemble invariant compact de ’ensemble v est réduit a Fy.
D’aprés le principe d’invariance de LaSalle , Py est globalement asymptotiquement
stable dans I' si p(Mp) < 1.

c) Si Rop = p(My) > 1 et I#0, alors

wMy —w = [p(Mp) — 1Jw > 0

et

n -’fL
wM—w:E _— E Cii(S1); — (di, + €, + I >0
0 P di—i—ek—l—’yk j:1/3ka m( i) J (dy, k + i) Ik

> wM(S)—w>0

n

> BriCij (Sk)I; — (df, + ek + ) Ik | >0

WE
wM(S) —w= —_—
kgldi—l-ﬁk-i-’}’k = |
n _'I’L
(Sk, I)I; — (di + e, + )| >0
Z:: +6k+7k gﬁkjfkj k (k k “Yk)k
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donc
V>0
dans un voisinage de Py dans I'. Cela implique que Py est instable.

Pour illustrer 'existence de I’équilibre P* lorsque Ry > 1 on utilise 'exemple suivant :
Considérons le systeme ([1.2)lorsque & = 1, on a le modele a un seul groupe comme suit :

{ St =(1—p1)Ar — (d} +61) S1 — BuSi1a, W

I} = BuSily — (df + €1 + 7)1,

Ici fi;(Sk, 1j) = Sklj, pour k,j =1 On calcule les points d’équilibre du systeme (|1.1])

(1 —=p1)A; — (di +61) S1 — B11S111 =0,
Bi11S1I — (df + €1 + 7)1 =0,

PO = (8?70)

d’aprés la 2™ equation on a :
BuSiL = (di + e +m)I

(df + e+ )

Si=——""->0
! Bi1
on remplace par S} dans la 1°7¢ équation
I* _ (1 _pl)Al — (di + Hl)ST
! 1157
_ (d=p)Ar (di+6,)5
(df + €1 +71) P11
On a
_ BuCu(SY)
Ro=-—r—— ~
dite+m
ott C11(SY) = 59 donc
SO
RO = — ﬁll 1
dl + €1 + Y1
I7 > 0 si
(1—p1)A S (d§ + 601)S%
(df +e14+m) B11

c’est a dire
Bi1(1 —p1)AL > (df +601)(d + €1 + 1)
Br1(l —p1)Ar
(d§ 4 601)(d] + e1 + 1)

Par conséquent P* existe si Ry > 1. Maintenant on cherche la stabilité locale de P* On
calcule la matrice jacobienne

g ( —(dj + 61) — BT} —~Bu St )

B1157 B115F — (df + €1 + 1)
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_ Bua(1-p1)As gl
J = ( s (di+er+m) )
1(l—=p1)A1 S
11{-&-61-&% N (dl +01) 0

Comme tr(J) < 0 et det(J) = B11(1 —p1)A; — (df +61)(d] + €1 +71) et positive si Ry > 1
donc P* est localement asymptotiquement stable si Ry > 1.
La stabilité globle de P* est donnée par le résultat suivant :

1.2 Théoreme 2
Supposons que B = (;;) est irréductible et (H1)-(H3)sont satisfaites. Si Ry > 1, alors

P* est un équilibre endémique arbitraire, et fi;(Sk, ;) = Sil; satisfait les conditions
suivantes : pour tout Si # I, 1 < k < n,

(S = Si) rk Sk, L) = frr (S, 1)) > 0, (1.8)

et pour tout S, I; > 0,1 <k, j <mn,

(fer(Sks L) frj (ks L) = fij (Sks I ) frek (S 1)) (

I T;

(1.9)
de plus il existe un unique équilibre endémique P* du systeme (1.2)), et P* est globalement
asymptotiquement stable dans I'V.

Preuve. D’abord on montre que si Ry > 1 alors fi;(Sk, [j) = Sil; vérifie les conditions

R
i) On a:

(Sk = SE)fer(Sks 1) — frr(Sgs 1e)) = (Sk — Si) Sl — Skli]
= (Sp — SPPI; >0

donc la condition (|1.8)) est vérifiée .

ii) On a
S (Sgs Lg) i (Sk, Ij) Tri (S I7) fre (Sk, Iy) _ SeliSel; Spdi Skl
I; i 7 Ir
SIS — SIS
Ij1j*
=0

donc la condition est vérifiée.
Maintenant on montre que P* est globalement asymptotiquement stable dans I'°, ce qui
implique 1'unicité de I’équilibre endémique. Soit une nouvelle fonction de Lyapunov asso-
ciée a chaque échantillons :

Sk frn (€, 1) — frn(SEL I7)

Ve = st Frer (5 I§)

d¢ + (I, — IfIn Iy,

Srw(SE B Fri Sk, 1) g (S I7) few (S, 1)

)<o
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En utilisant les équations de ’équilibre ((1.4)) et (1.5)), on obtient
S (S5 1) < F)
Vi=|1-""k kg (1280
g ( few(Sk, ) ) 7F L) "
(
(

)
_ (1 _ M) [(1 o) Ag — (d5+ 1) Sk — iﬂkjfmsk,fj)]

j=1

+<1 I,*;) [Zﬁkjfkg Sk, L) — (d£+6k+7k)fk]

_(1_W>

Fer(Sp, 1) (di + 0k) Sk + > Brj fri (St I}) — (di + 0x) Sk — Zﬂkjfkj(Sij)]

j=1 j=1

+<1 >Z[ﬁkz]fk] Sks Ij) = Brej fii (i 1 )ﬁ]

= (dj, + k) (S — Sk) + Zﬂk;fkg Sk L) = Brj frj(Sk. I

7j=1 7=1
Jrer(SE, 1) . Tk (i, 1) S (SE TR
_ TRk ) s g (ST — ) (S, I (St
fkk(sk,I]:) ( k k’)( k ) fk;k; Sk,[;;) leﬁk']fk] k fkk Sk,_[* JZI/Bkjfk_] k )
n n I . .
+ > Bri frj(Se, 1) Zﬁkgfkg Sk7I* Z 5k (Sk, L 2 + Zﬂkjfkj(smlj)
j=1 j=1 j=1 j=1
ds +9 * * * *
= — (S — SO fur (S I) — Frn(SF I7)]

Jio (k. 1)
. Fer (S5 15)  Lifig(Ses Ie) Ik frr(Sks 1) frj (Sks 1)
- g (Si T7) |2 — - - = :
jzlﬂ’”f’”( D) 2 e dn) T b SR I S5 ) fir(Sk. 1)

Soit ar; = Brj fi;(SE, ]) et on note

Foi(Se. I 1) = 2 — Jin (S 1) 15 fai Sk o) I fin(Sks 15) fie (ks 1))
s Jer(Sk 15)  Tefki (S5 L) I fri(Sky I3 fio (ks 1)
On a
(Sk — Sl fer(Sk, Ig) — fer(Sk, Ir)] >0
donc @540
k k * * % Tk
_ %% g g S I) — Fun(SE.I7)] < 0
fkk(Sk,I,;“)( e — Se) e (Sks 1) — frn(Sk, 1))
alors

n
Vi <> arjFrj(Sk, I, 1)
j=1
Soit ¢(a) :=1—a+1Ina
Montrons que si ¢(a) < 0 alors a > 0 Soit

fe)=1—z+1nx
définit sur D = R
1
!
- 14 =
Flay=-1+
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on a :
ffx)y>0six<1
fllx) <0siz>1
et comme on a :

lim f(z) = —o0
g, flw) = oo
alors
z 0 1 400
f'(x) + 0 -
0
F / \
(z) || —o0 —00
donc

da) <0=a>0
En outre, d’aprés la condition (1.9)on a

Fioi(S Tp I;) = 2 — See(S 18) — Lifwi(Seo Ie) Ik fkk(SZaI;:)fk (Sk, I)
ST Fee(Sk 15)  Iefri(Sis L) I fij(Sky 1) far (ks 1,
4 Sre(Sg: 1) I Fer(Sk, 1) frk Sk,fk 41
Sk (S, I}) Jur(Sk, If) Jrew(Sk, I

I3 Sy (Sks 1) i L £ (ks k) L £ (ks k) )
Ty frj (S5 I7) I fri (S§, 1) I fri (S, IF)
Ik 1 I I fkk(Sk,Ik fk ( k?I]*

(

Ik F B I* fi (S I Sk, I¥)

k
+<fkk<sk,1k>fkj S 1 _) (1 I fun(Sk, I7) frj (Swx, I >>
Trg (S5 L) o (Sks I I* Tri (Sks 1) Frr (S5, 1)

J—

_|_

On pose :
_ Sen(Sks Iy)

(1/ _=
YT fue(Se 1)
ay — I frj (Sk, 1)
Iy fiej (S5, 1)
I fr(Sk, 1) frj (Sis 1)
I3 fij (Sks 25) i (S 1)
0y — Tue(Sks 15) fri (Sk, )
Jri (S5 15) fie (S, 1)

az =

Fig(Sh oo 15) = d{e) = nfan) + 0(aa) ~1n(a2) = 2 +14 7 —as

+ (a4 — 1).(1 — a3)
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On a ¢(a) <0sia>0,
Comme a; > 0 et ag > 0 donc ¢(a;) <0 et Pp(az) <0
I I
ij(Sk,Ik,Ij) < —ln(al) - ln(ag) — Tﬁ + Ti
k J
+ gb(ag) — 111((13) + (a4 — 1)(1 — (Lg)

<_ln<fzfj>_fk+fj

L) ;I

car

nay) — In(as) — In(ag) = — In fkk(S;Q,IE)Ikaj(Sk,I}k)fkk(Sk,IZ)fkj(%J}‘ﬂj)
' 2 ’ Fio (St i) I fig (S I3) e (S I ) fg (S ) I

=—In I—;I—j
I, If

et ag > 0 donc ¢(a3z) <0
on a aussi :
(ag —1).(1—a3) <0

car

(ag —1).(1 — a3)
1 . *
~ Fui (S5 L) (S ) (f’fj(Sij)fkk(Sk,Ik))

I (fmsz,l,i)fkj(sk,fj) B fkk<sk,fz>fkj<sz71;)>

S (S 1) fij (Sk, 1) I I
_ 1
S (S5 I8 i (S 1) fog (S5 1) fioe (S, If)
(Fon ST T i (S 1) = g (St ) (S ) (f’“k(sz’lgﬁf’”(s’“m - ’”(S;’I;}{’“’“(S’“’m)]
J J
de plus
L >0
Sk (S5 I1) fij (ks 1) frej (S I7) free (S, 1)
et

I (S L) T (SE T S T}
J J
d’aprés 'hypothese (1.9) donc

Ir .\ L. I
Fij (S, Iy I) < —In | £.22) — 2k 2T
. T



1.2. THEOREME 2 25

Les ¢;, sont définies comme suit :
on pose

B = Brjfuj(Si, )1 < k,j<n

et la matrice

SiaBu P —Bu
B —?12 217&‘2 Bai B —§n2
B Bm - TiwaPu

comme la matrice B = (fij)nxn est irréductible, donc la matrice (ﬁTg)nxn est irréductible.
Une base de 'espace des solutions du systeme linéaire

Bv=0

peut étre exprimé en tant que ( V1,V9, ", Up ) = ( €1 ,C9, " ,Cp ), ou ¢ désigne le
cofacteur de la k-iéme entrée diagonale de B et vy = ¢ > 0,1 < k < n.

On prend Gi(Ix) = —f—g + ln% : on peut voir que Vi, Fij, Gi, ay; satisfait les
hypotheses du théoreme 3.1 et le corollaire 3.3 dans [12].

LoV <300y ang B (Sk Ik, 1)

2. Fij(Sk, I, Ij) < Gi(Iy) — G(1;),1 < k,j<n

3. Les constante ¢y,

Par conséquent, la fonction V' = Y7 cpvp telle qu'elle est définie dans le théoreme
1.3 de [12] est une fonction de Lyapunov pour le systéme , V! < 0 pour tout
(S, 11, -+ ,Sp, In) € T'. Pour V! =0 on a V] =0 c’est a dire Sy = S} et I, = I}}

Donc le plus grand ensemble invariant est réduit a {P*}.

On a

— Soit (Sk, Ix) € T'? avec 'Y est bornée car il est positivement invariant et Sy < (—pi) A

di 6%
et I, < %Zk
— V(Sk, Ix) €T% ona V' <0.
Soit v C T et v = {(Sk, Ix) € R*™ : V'(Sk, I) = 0}, V! = 0 ssi I, = I} ou S = 5.
— Donc le plus grand enssemble invariant compact de ensemble v est réduit a {P*}.
D’aprés le principe d’invariance de LaSalle P* est globalement asymptotiquement stable
dans I'? .Ceci acheéve la démonstration du théoréme 2. OJ
On remarque que la fonction de Lyapunov pour des modeles similaire ont été utilisées
dans [5,19] et d’autre. Ici, on profite du nouveau résultat général prouvé dans [12] pour
prouver la stabilité globale de 1’équilibre endémique pour une classe plus générale des
modeles SIR multigroupes.






Chapitre 2

Simulation numérique

2.1 Exemple 1

Considérons le systeme (1.2))lorsque k& = 2, on a le modeéle a deux groupes comme suit :

Sl S11p }
1+3+&%+g’

S = (1—p1)Ay — (d5 +01) S4 — [511

Slfl 51]2
I =
1 {5111+112 +5121+I§

S = (1—pa)Ag — (d5 +02) Sy — [521

] — (d{ + €1 + 71)11, vspace2mm
Sol Sol (2.1)
2 12 +B22 2 22:| )
1+ I 1415

SQIl SQI2
14 I2 +5221+1§

I = [521 ] —(d} + €3 + 72) I,

lci fi (S, L) = s, pour k,j = 1,2

Nous utilisons les valeurs de parameétres comme dans le Tableau 1.

Tableau 1 Exemple de valeurs de parametres.

parametres p1 py A1 Ay Ay dl d3 d] 6 6, ey e 7

les valeurs 1/2 1/3 2 3/2 1/4 1/4 1/8 1/8 1/4 3/4 1 1/8 3 7/8

) 11 B2 5/12 1/12 5/12 1/12

StB = ( gﬂ 222 ) - ( 1?12 5?12 )’OnaM‘): ( 1?12 5?12 )

Ry = 0.5 < 1. D’ou ’équilibre sans maladie est Py = (2,0,4,0) est I'unique équilibre
du systéme (2.1)) et il est globalement stable en I" du théoréme 1.

sio=(y 7 )oonnan= (] 3)

En conséquence P* = (0.901,0.275,1.065,0.183) est 'unique équilibre endémique du
systeme et il est globalement stable en I'Y du théoréme 2.

Les simulations numériques de ces deux cas sont présentés dans la Figure. 2.1.

Ry=3>1.
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R ! ! I ! ! | ! ! | ) ! | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8
temp t temp t

FIGURE 2.1 — Des simulations numériques pour (2.1) avec les valeurs de parametres dans
le tableau 1.

2.2 Exemple 2

Considérons un modeéle a deux groupes avec une autre incidence non linéaire comme
suit :

S1= (1 =p1)A1 — (d] + 61) S1 — [BurSi]1 + f125112]
I} = [B11S111 + B12S11] — (d1 +e1 + ),

Sy = (1 —p2)Ag — (d3 + 02) Sa — [B215211 82252 12] ,

Ih = [B21Sal1 + BaaSala] — (db 4 ez 4+ y2) I,

(2.2)

Ici fr;(Sk,1;) = Sklj, pour k,j = 1,2 . Nous utilisons les valeurs de parametres comme
dans le Tableau 1.

n_ [ Bu B2\ [ 5/12 1/12 ([ 5/12 1/12 B
SlB—<ﬁ21 By | = 1/12 5/12 ,ona My = 1/12 5/12 Ry =0.5<1.
D’otu ’équilibre sans maladie est Py = (2,0, 4, 0) est 'unique équilibre du systéeme (12.2))

et il est globalement stable en I' du théoreme 1.

. 1 2 1 2
SIB—<2 1 ),onaMo— ( 1 9 ),R0—3>1.

En conséquence P* = (0.7936,0.3016,1.4115,0.1569) est I'unique équilibre endémique
du systéme (2.1)) et il est globalement stable en I'° du théoréme 2.
Les simulations numériques de ces deux cas sont présentés dans la Figure. 2.2.
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/
T
-

~ | | | | | | | | | ) 1 i | I i | I |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
temp t temp t

FIGURE 2.2 — Des simulations numériques pour (2.2) avec les valeurs de parametres dans
le tableau 2.

2.3 Interprétation de la simulation numérique

On voit d’une part, que si Ry < 1 les courbes tends vers I'unique équilibre sans maladie ;
ce qui veut dire qu’il n’y a pas d’épidémie.

I'Infection ne peut pas s’instaler et d’autre part, quand Ry > 1 les courbes tends vers
I'unique équilibre endémique du systeme, ce qui indique 1’épidémie.
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