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Résumé

Résumé
Dans ce mémoire, on présente le nombre de reproduction de base pour un modèle

épidémique multigroupe avec une incidence non linéaire. Ensuite, on établie la dynamique
globale est entièrement déterminée par le nombre de reproduction de base R0. On montre
que le nombre de reproduction de base R0 est un paramètre global de seuil dans le sens
que si il est inférieur ou égale à 1, l’équilibre sans maladie est globalement stable et la
maladie s’éteint, alors que si il est supérieur à 1, il est un équilibre endémique unique qui
est globalement stable donc la maladie persiste dans la population. Enfin, des exemples
numériques sont également inclus pour illustrer l’efficacité du résultat proposé.

Global stability of the endemic equilibrium of multigroup
SIR models with nonlinear incidence

Abstract
In this memory, we introduce a basic reproduction number for a multigroup epidemic

model with nonlinear incidence. Then, we establish that global dynamics are completely
determined by the basic reproduction number R0. It shows that, the basic reproduction
number R0 is a global threshold parameter in the sense that if it is less than or equal to
one, the disease free equilibrium is globally stable and the disease dies out; whereas if it
is larger than one, there is a unique endemic equilibrium which is globally stable and thus
the disease persists in the population. Finally, a numerical example is also included to
illustrate the effectiveness of the proposed result.
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Introduction

Ce mémoire concerne l’étude de la stabilité globale de l’équilibre endémique des mo-
dèles multi groupes SIR avec une incidence non linéaire qui a été faite par Ruoyan Sun,
publiée dans la revue Computers and Mathematics with Applications en 2010 [16]. Des
modèles multi groupes, ont été présentés dans la littérature, pour décrire la dynamique
de transmission des maladies infectieuses, qui peuvent être bactériennes (causées par un
germe), virales (par un virus) ou parasitaires (parasites) dans les populations hôte (ce qui
préserve les germes, virus ou parasites) et qui sont de nature hétérogène (se dit d’un tout
formé d’éléments différents, contraire : population hôte), l’exemple type de ces maladies
infectieuses : la rougeole, l’oreillons, la gonorrhée et le SIDA ou (VIH). Et les maladies à
transmission vectorielle telles que le paludisme (dite parasitaire). De nombreux facteurs
peuvent conduire à une hétérogénéité (caractère de ce qui est hétérogène) dans une popu-
lation hôte. Les groupes cibles peuvent être répartis géographiquement en communautés
(ville, cité, pays) ou épidémiologiquement pour incorporer l’infectiosité différentielle ou la
co-infection des tensions multiples de l’agent de maladie. L’article fondateur de Lajma-
novich et Yorke [2] sur une classe de modèles multi groupe SIS pour la dynamique de
transmission de la gonorrhée (c’est une inflammation de la muqueuse génital de l’homme)
est l’un des premier travaux sur les modèles multi groupes. Dans cet article une analyse
de la dynamique globale d’un modèle SIR multi groupe est donnée. La stabilité globale
de l’unique équilibre endémique est établie suivant une fonction globale de Lyapunov.
Plusieurs travaux de recherche ont été effectués sur des modèles multi groupes durant les
années précédentes [15-3]. Il est bien connu que la dynamique globale de modèles multi
groupes de grandes dimensions, en particulier la stabilité globale de l’équilibre endémique,
est un problème très difficile. L’unicité et la stabilité globale de l’équilibre endémique,
lorsque le taux de reproduction de base R0 est supérieur à 1, restent des problèmes ou-
verts dans la plupart des cas.

Récemment, une approche graphique théorique à la méthode des fonctions de Lyapu-
nov a été proposée dans [6-12]. Cette méthode a été utilisée pour établir la stabilité globale
d’un unique équilibre endémique d’un modèle multi groupe SEIR, décrit par un système
d’équations différentielles ordinaires. Leurs résultats résolvent complètement le problème
de l’unicité et la stabilité globale de l’équilibre endémique pour des modèles multi groupes.
En utilisant les résultats de l’article [6], l’unicité et la stabilité globale de l’équilibre endé-
mique pour plusieurs classes de modèles multi groupe ont été étudies dans [6-21], lorsque
le taux de reproduction de base R0 > 1. De plus certains problèmes ouverts on été résolus
suivant les résultats de l’article.

En général, un modèle multi groupe est formulé en répartissant la population de taille
N(t) en n groupes distincts. Pour 1 ≤ k ≤ n, le k-ième groupe est encore réparti en trois
compartiments : susceptible, infectieux et rétabli, dont les nombres d’individus à l’instant
t sont notés par Sk(t), Ik(t) et Rk(t), respectivement. Le terme non linéaire βkjfkj(Sk, Ij)
représente l’infection croisée du groupe j vers le groupe k. Le flux d’individus dans le
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k-ième groupe est donné par une constante Ak, dont on assume qu’une fraction pk est
immunisée et la fraction restante (1 − pk) est sensible à la maladie. Une stratégie de
vaccination simple est prise en considération où θk représente fraction des individus Sk
vaccinés. La matrice B = (βij)n×n est une matrice irréductible où βij ≥ 0. Dans le k
ième groupe, on suppose que la mort naturelle se produit avec des taux constants dSk , dIk,et
dRk , dans les compartiments Sk, Ik,et Rk respectivement. Les individus dans Ik subissent
une mortalité suplémentaire, due à la maladie, avec un taux constant εk . On suppose
que les individus dans Ik se rétablissent avec un taux γk constant. Les individus qui
se sont rétablis, ne retournent jamais à la classe des inféctés. Sous ces hypothèses un
modèle multigroupe épidémique, avec une incidence non linéaire, est décrit par le système
d’équation différentielles ordinaires suivant :

dSk
dt

= (1− pk)Ak − (dsk + θk) Sk −
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij),

dIk
dt

=
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)− (dIk + εk + γk)Ik,

dRk
dt

= pkAk + θkSk + γkIk − (dRk + δk)Rk.

(1)

pour 1 ≤ k ≤ n. Ce modèle généralise plusieurs modèles précédents dans la littérature, voir
par exemple [6, 1]. Dans cet mémoire, une analyse du comportement dynamique globale du
modèle SIR (1). On montre que le taux de reproduction de base R0 est une valeur de seuil
globale. Si R0 ≤ 1, l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable et
la maladie s’éteint. Si R0 > 1, il existe un équilibre unique endémique qui est globalement
asymptotiquement stable et dont la maladie persiste dans la population. Ces resultats
principaux sont prouvés dans la section 2. En conclusion, des simulations numériques
seront illustrées pour montrer la dynamique de la population.



Chapitre 1

Les résultats principaux

Considérons le système (1.1)

dSk
dt

= (1− pk)Ak − (dsk + θk) Sk −
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij),

dIk
dt

=
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)− (dIk + εk + γk)Ik,

dRk
dt

= pkAk + θkSk + γkIk − (dRk + δk)Rk.

(1.1)

pour 1 ≤ k ≤ n. Nous étudions la stabilité globale de l’équilibre endémique des modèles
multi groupes SIR en utilisant la fonction de Lyapunov Pour chaque k, en additionnant
les trois équations du système (1) on obtient

(Sk + Ik +Rk)′ = Ak − dSkSk − (dIk + εk)Ik − (dRk + δk)Rk ≤ Ak − d∗k(Sk + Ik +Rk)

où
d∗k = min{dSk , dIk + εk, d

R
k + δk}

On utilise le lemme de comparaison pour majorer Sk + Ik +Rk. On résoud l’équation

u′ = Ak − d∗ku

avec la méthode de la variation de la constante.
1. On commence par résoudre l’équation différentielle homogène :

du

dt
= −d∗ku∫ u

u0

dv

v
=

∫ t

0
−d∗kds

ln[|v|]uu0 = −d∗kt
u(t) = u(0) exp(−d∗kt)

où u(0) est une constante réelle
2. On prend pour nouvelle fonction variable la fonction k définie par la relation

u(t) = k(t) exp(−d∗kt)
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En reportant dans l’équation initiale, on obtient une équation équivalente à l’équa-
tion initiale mais portant sur k

k′(t) = Ak exp(d∗kt)

en intégrant on trouve

k(t) = Ak
d∗k

[exp(d∗kt)− 1] + k(0)

ce qui permet de remonter à l’expression de la solution générale u

u(t) =
(
Ak
d∗k

[exp(d∗kt)− 1] + k(0)
)

exp(−d∗kt)

donc
u(t) = Ak

d∗k
+
(
k(0)− Ak

d∗k

)
exp(−d∗kt).

On a les estimations suivantes

(Sk + Ik +Rk)(t) ≤ u(t),

(Sk + Ik +Rk)(t) ≤ Ak
d∗

k
+
(
k(0)− Ak

d∗
k

)
exp(−d∗kt),

sup
τ≥t

(Sk + Ik +Rk)(t) ≤ Ak
d∗

k
+
(
k(0)− Ak

d∗
k

)
exp(−d∗kt),

lim
t→∞

[sup
τ≥t

(Sk + Ik +Rk)] ≤ lim
t→∞

[Ak
d∗

k
+
(
k(0)− Ak

d∗
k

)
exp(−d∗kt)],

En conséquence
lim sup
t→∞

(Sk + Ik +Rk) ≤
Ak
d∗k

L’équation en Sk dans le système (1) vérifie

S′k ≤ (1− pk)Ak − (dsk + θk) Sk

car
∑n
j=1 βkjfkj(Sk, Ij) ≥ 0.

un raisonnement similaire comme avant

lim sup
t→∞

(Sk) ≤
(1− pk)Ak
dSk + θk

Maintenant on introduit les hypothèses suivantes sur les fonctions fij(Si, Ij) pour étudier
la stabilité globale des équilibres :

(H1) On définit Cij(Si) = lim
Ij→0+

fij(Si,Ij)
Ij

. Alors pour tout

0 < Si ≤ S0
i , ona0 < Cij(Si) ≤ ∞,

où
S0
i = (1− pi)Ai

dSi + θi
;

(H2) fij(Si, Ij) ≤ Cij(Si)Ij pour tout Ij > 0 et 0 < Si ≤ S0
i ;
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(H3) Cij(Si) < Cij(S0
i ), pour tout 0 < Si ≤ S0

i .

Notons que la classe de fij(Si, Ij) vérifiant (H1)-(H3) comprennent de nombreuses fonc-
tionnelles à incidence communes telles que :

fij(Si, Ij) = SiIj [6, 1],

fij(Si, Ij) = ηSiIj

1+θSi
[15],

fij(Si, Ij) = kSiIj

1+αI2
j
[3],

fij(Si, Ij) = g(Si)h(Ij)[19],

fij(Si, Ij) = Sigj(Ij)[18],

fij(Si, Ij) = Sqi Ij[21],

fij(Si, Ij) = βSiIj

φ(Ij) [10].

Comme les variables Rk ne figurent pas dans les deux premières équations du système (1)
on peut travailler sur le système réduit comme suit

dSk
dt

= (1− pk)Ak − (dsk + θk) Sk −
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij),

dIk
dt

=
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)− (dIk + εk + γk)Ik.
(1.2)

où k = 1, 2, ..., n dans la région possible

Γ = {(S1, I1, S2, I2, ..., Sn, In) ∈ R2n : Sk ≤ (1−pk)Ak

dS
k

+Θk
, Sk + Ik ≤ Ak

d∗
k
, k = 1, 2..., n}.

(1.3)
*

Sk = 0, Ik > 0, S′k = (1− pk)Ak −
n∑
j=1

βkjfkj(0, Ij) = (1− pk)Ak

avec
fkj(0, Ij) = 0

car si Sk = 0 donc il n’y à pas de susceptible donc pas d’inféction
*

Ik = 0, Sk > 0, I ′k =
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, 0) = 0

avec
fkj(Sk, 0) = 0

car si Ij = 0 donc il n’y à pas d’infécté donc pas d’inféction
Donc Γ est positivement invariant par rapport à (1.2). En outre, le comportement de Rk
peut être déterminé à partir de la dernière équation de (1.1). Notons l’interieur de Γ par
Γ0 où

Γ0 = {(S1, I1, S2, I2, ..., Sn, In) ∈ R2n : Sk < (1−pk)Ak

dS
k

+Θk
, Sk + Ik <

Ak
d∗

k
, k = 1, 2..., n}.
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P 0 = (S0
1 , 0, S0

2 , 0, ..., S0
n, 0) est un équilibre sans maladie du système (2), où S0

i = (1−pi)Ai

dS
i +θi

.
Un équilibre P ∗ = (S∗1 , I∗1 , S∗2 , I∗2 , ..., S∗n, I∗n) dans l’intérieur de Γ est appelé un équilibre
endémique, où S∗i , I∗j satisfait les équations d’équilibre suivantes

(1− pk)Ak = (dsk + θk) Sk +
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij) (1.4)

(dIk + εk + γk)Ik =
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij) (1.5)

On note par R0 = ρ(M0) le rayon spectral de la matrice suivante :

M0 = F × v−1

D’aprés l’article [16] on a :

F =

 β11C11(S0
1) · · · β1nC1n(S0

1)
... . . . ...

βn1Cn1(S0
n) · · · βnnCnn(S0

n)



v =

 dI1 + ε1 + γ1 0
. . .

0 dIn + εn + γn


d’où

M0 =


β11C11(S0

1)
dI

1+ε1+γ1
· · · β1nC1n(S0

1)
dI

n+εn+γn

... . . . ...
βn1Cn1(S0

n)
dI

1+ε1+γ1
· · · βnnCnn(S0

n)
dI

n+εn+γn



M0 = M(S0
1 , S

0
2 , ..., S

0
n) =

(
βijCij(S0

i )
dI

i +εi+γi

)
n×n

Dans le cas où Cij(S0
i ) =∞ pour certain i, j, on pose R0 =∞. Dans la littérature R0 est

considéré comme le taux de reproduction de base, et cette définition est compatible avec
les définitions introduits dans les références [13,14].

On a le résultat suivant concernant la stabilité globale de l’équilibre sans maladie :

1.1 Théorème 1

Supposons que B = (βij) est irréductible et (H1)-(H3)sont satisfaites.

1. Si R0 ≤ 1, alors P0 est l’unique équilibre du système (1.2) et il est globalement stable
dans Γ.

2. Si R0 >, alors P0 est instable et le système (1.2) est uniformément persistant dans
Γ0.
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Preuve. B est irréductible si et seulement si, son graphe est fortement connexe. Si on
prends un exemple d’une matrice B irréductible comme suit :

Comme on a

Figure 1.1 – B matrice irréductible

M0 =
(

βijCij(S0
i )

dI
i +εi+γi

)
(n×n)

avec

Cij(S0
i ) 6= 0

et

dIi + εi + γi 6= 0

donc M0 est irréductible.

Théorème de Perron-Frobenius Soit une martrice A nonnégtive (aij ≥ 0) irréduc-
tible et primitive alors A admet une valeur propre λ strictement dominante (λ > |λi|) est
cette valeur propre est associé à un vecteur a droitev > 0 et un vecteur propre à gauche
w > 0 Av = λv où wTA = λwT

Selon le Théorème de Perron-Frobenius de M0 a un vecteur propre positif principal
ω = (ω1, ω2, ..., ωn) telle que ωk > 0, k = 1, 2, ..., n et ω . ρ(M0) = ω . M0.
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On définit la fonction de Lyapunov suivante V =
∑n
k=1

ωk

dI
k
+εk+γk

Ik. Alors on a :

V ′ =
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

I ′k

=
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)− (dIk + εk + γk)Ik


≤

n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(Sk)Ij − (dIk + εk + γk)Ik


≤

n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(S0
k)Ij − (dIk + εk + γk)Ik


= ω.(M0I − I) = [ρ(M0)− 1]ω.I.

V ′ ≤ 0 pour ρ(M0) ≤ 1.
D’autre part, on a :

ω(M0I − I) =
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(S0
k)Ij − (dIk + εk + γk)Ik


En effet :

ω(M0I − I) = ωM0I − ωI

= (ω1, ω2, ..., ωn)


β11C11(S0

1)
dI

1+ε1+γ1
· · · β1nC1n(S0

1)
dI

n+εn+γn

... . . . ...
βn1Cn1(S0

n)
dI

1+ε1+γ1
· · · βnnCnn(S0

n)
dI

n+εn+γn


 I1

...
I2

− (ω1, ω2, ..., ωn)

 I1
...
I2



= (ω1, ω2, ..., ωn)


∑n
j=1

β1jC1j(S0
1)

dI
1+ε1+γ1

Ij
...∑n

j=1
βnjCnj(S0

k)
dI

n+εn+γn
Ij

− (ω1, ω2, ..., ωn)

 I1
...
I2



=
n∑
k=1

n∑
j=1

ωk
dIk + εk + γk

βkjCij(S0
k)Ij −

n∑
k=1

ωkIk

=
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(S0
k)Ij − (dIk + εk + γk)Ik


Revenons à notre fonction de Lyapunov, on remarque :

a) Si ρ(M0) < 1, alors V ′ = 0 ssi I = 0.
b) Si ρ(M0) = 1, alors V ′ = 0 ce qui implique que :

n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(Sk)Ij

 =
n∑
k=1

ωkIk (1.6)
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D’autre part si pour au moins des k = 1, 2, ..., n, Sk 6= S0
k , alors

n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(Sk)Ij

 < n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(S0
k)Ij


= ω.M0I = ω.ρ(M0)I = ω.I =

n∑
k=1

ωkIk

On a 

n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(Sk)Ij

 =
n∑
k=1

ωkIk

n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(Sk)Ij

 < n∑
k=1

ωkIk.

Ce qui implique que (1.6) admet une seule solution triviale I = 0, donc V ′ = 0 si et
seulement si I = 0 ou Sk = S0

k .

Le principe d’invariance de LaSalle Soit l > 0, et Ωl = {x = |V (x) ≤ l} :
– Ωl est bornée
– ∀x ∈ Ωl on a V ′ ≤ 0
– ν ⊂ Ωl et ν = {x = |V ′(x) = 0}
– I est le plus grand ensemble invariant, I ⊂ ν ⇒ ∀x0 ∈ Ωl, χ(x0, t) → I lorsque
t→∞

Revenons à notre preuve On a : pour tout 1 ≤ k ≤ n à condition que ρ(M0) ≤ 1, on
a
– Soit (Sk, Ik) ∈ Γ avec Γ est fermé bornée car il est positivement invariant et
Sk ≤ (1−pk)Ak

dS
k

+θk
et Sk + Ik ≤ Ak

d∗
k
.

– ∀(Sk, Ik) ∈ Γ on a V ′ ≤ 0.
– Soit ν ⊂ Γ et ν = {(Sk, Ik) ∈ R2n : V ′(Sk, Ik) = 0}, V ′ = 0 ssi Ik = 0 ou Sk = S0

k .
– Donc le plus grand ensemble invariant compact de l’ensemble ν est réduit à P0.
D’aprés le principe d’invariance de LaSalle , P0 est globalement asymptotiquement
stable dans Γ si ρ(M0) ≤ 1.

c) Si R0 = ρ(M0) > 1 et I 6= 0, alors

ωM0 − ω = [ρ(M0)− 1]ω > 0

et

ωM0 − ω =
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(S0
k)Ij − (dIk + εk + γk)Ik

 > 0

≥ ωM(S)− ω > 0

ωM(S)− ω =
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjCij(Sk)Ij − (dIk + εk + γk)Ik

 > 0

≥
n∑
k=1

ωk
dIk + εk + γk

 n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)Ij − (dIk + εk + γk)Ik

 > 0
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donc
V ′ > 0

dans un voisinage de P0 dans Γ0. Cela implique que P0 est instable.
Pour illustrer l’existence de l’équilibre P ∗ lorsque R0 > 1 on utilise l’exemple suivant :

Considérons le système (1.2)lorsque k = 1, on a le modèle à un seul groupe comme suit : S′1 = (1− p1)A1 − (ds1 + θ1) S1 − β11S1I1,

I ′1 = β11S1I1 − (dI1 + ε1 + γ1)I1,
(1.7)

Ici fkj(Sk, Ij) = SkIj , pour k, j = 1 On calcule les points d’équilibre du système (1.1) (1− p1)A1 − (ds1 + θ1) S1 − β11S1I1 = 0,

β11S1I1 − (dI1 + ε1 + γ1)I1 = 0,

P0 = (S0
1 , 0)

d’aprés la 2ièm equation on a :

β11S
∗
1I
∗
1 = (dI1 + ε1 + γ1)I∗1

S∗1 = (dI1 + ε1 + γ1)
β11

> 0

on remplace par S∗1 dans la 1ère équation

I∗1 = (1− p1)A1 − (ds1 + θ1)S∗1
β11S∗1

= (1− p1)A1
(dI1 + ε1 + γ1)

− (ds1 + θ1)S∗1
β11

On a
R0 = β11C11(S0

1)
dI1 + ε1 + γ1

où C11(S0
1) = S0

1 donc

R0 = β11S
0
1

dI1 + ε1 + γ1

I∗1 > 0 si
(1− p1)A1

(dI1 + ε1 + γ1)
>

(ds1 + θ1)S∗1
β11

c’est à dire
β11(1− p1)A1 > (ds1 + θ1)(dI1 + ε1 + γ1)

β11(1− p1)A1
(ds1 + θ1)(dI1 + ε1 + γ1)

> 1

Par conséquent P ∗ existe si R0 > 1. Maintenant on cherche la stabilité locale de P ∗ On
calcule la matrice jacobienne

J =
(
−(ds1 + θ1)− β11I

∗
1 −β11S

∗
1

β11S
∗
1 β11S

∗
1 − (dI1 + ε1 + γ1)

)
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J =

 −β11(1−p1)A1
dI

1+ε1+γ1
−(dI1 + ε1 + γ1)

β11(1−p1)A1
dI

1+ε1+γ1
− (dS1 + θ1) 0


Comme tr(J) < 0 et det(J) = β11(1− p1)A1− (dS1 + θ1)(dI1 + ε1 + γ1) et positive si R0 > 1
donc P ∗ est localement asymptotiquement stable si R0 > 1.

La stabilité globle de P ∗ est donnée par le résultat suivant :

1.2 Théorème 2

Supposons que B = (βij) est irréductible et (H1)-(H3)sont satisfaites. Si R0 > 1, alors
P ∗ est un équilibre endémique arbitraire, et fkj(Sk, Ij) = SkIj satisfait les conditions
suivantes : pour tout Sk 6= Ik, 1 ≤ k ≤ n,

(Sk − S∗k)[fkk(Sk, I∗k)− fkk(S∗k , I∗k)] > 0, (1.8)

et pour tout Sk, Ij > 0, 1 ≤ k, j ≤ n,

(fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)−fkj(Sk, I∗j )fkk(Sk, I∗k))
(
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)

Ij
−
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

T ∗j

)
≤ 0,

(1.9)
de plus il existe un unique équilibre endémique P ∗ du système (1.2), et P ∗ est globalement
asymptotiquement stable dans Γ0.

Preuve. D’abord on montre que si R0 > 1 alors fkj(Sk, Ij) = SkIj vérifie les conditions
(1.8) et (1.9)

i) On a :

(Sk − S∗k)[fkk(Sk, I∗k)− fkk(S∗k , I∗k)] = (Sk − S∗k)[SkI∗k − S∗kI∗k ]
= (Sk − S∗k)2I∗k > 0

donc la condition (1.8) est vérifiée .
ii) On a

fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)
Ij

−
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

T ∗j
= S∗kI

∗
kSkIj
Ij

−
S∗kI

∗
j SkI

∗
k

I∗j

=
S∗kI

∗
kSkIjI

∗
j − S∗kI∗j SkI∗kIj
IjIj∗

= 0

donc la condition (1.9) est vérifiée.
Maintenant on montre que P ∗ est globalement asymptotiquement stable dans Γ0, ce qui
implique l’unicité de l’équilibre endémique. Soit une nouvelle fonction de Lyapunov asso-
ciée à chaque échantillons :

Vk =
∫ Sk

S∗
k

fkk(ξ, I∗k)− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(ξ, I∗k) dξ + (Ik − I∗k ln Ik)

.
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En utilisant les équations de l’équilibre (1.4) et (1.5), on obtient

V ′k =
(

1− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k)

)
S′k +

(
1− I∗k

Ik

)
I ′k

=
(

1− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k)

)(1− pk)Ak − (dsk + θk) Sk −
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)


+
(

1− I∗k
Ik

) n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)− (dIk + εk + γk)Ik


=
(

1− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k)

)(dsk + θk) S∗k +
n∑
j=1

βkjfkj(S∗k , I∗j )− (dsk + θk) Sk −
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)


+
(

1− I∗k
Ik

)
.
n∑
j=1

[
βkjfkj(Sk, Ij)− βkjfkj(S∗k , I∗j )Ik

I∗k

]

= (dsk + θk)(S∗k − Sk) +
n∑
j=1

βkjfkj(S∗k , I∗j )−
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)

− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k) .(d

s
k + θk)(S∗k − Sk) + fkk(S∗k , I∗k)

fkk(Sk, I∗k)

n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)−
fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k) .

n∑
j=1

βkjfkj(S∗k , I∗j )

+
n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)−
n∑
j=1

βkjfkj(S∗k , I∗j )Ik
I∗k
−

n∑
j=1

βkjfkj(Sk, Ij)
I∗k
Ik

+
n∑
j=1

βkjfkj(S∗k , I∗j )

= − dsk + θk
fkk(Sk, I∗k)(Sk − S∗k)[fkk(Sk, I∗k)− fkk(S∗k , I∗k)]

+
n∑
j=1

βkjfkj(S∗k , I∗j )
[
2− fkk(S∗k , I∗k)

fkk(Sk, I∗k) −
I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j ) −

Ik
I∗k

+ fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)
fkj(Sk, I∗k)fkk(Sk, I∗k)

]

Soit akj = βkjfkj(S∗k , I∗j ), et on note

Fkj(Sk, Ik, Ij) = 2− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k) −

I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j ) −

Ik
I∗k

+ fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)
fkj(Sk, I∗k)fkk(Sk, I∗k)

On a
(Sk − S∗k)[fkk(Sk, I∗k)− fkk(S∗k , I∗k)] > 0

donc
− dsk + θk
fkk(Sk, I∗k)(Sk − S∗k)[fkk(Sk, I∗k)− fkk(S∗k , I∗k)] < 0

alors
V ′k ≤

n∑
j=1

akjFkj(Sk, Ik, Ij)

Soit φ(a) := 1− a+ ln a
Montrons que si φ(a) ≤ 0 alors a > 0 Soit

f(x) = 1− x+ ln x

définit sur D = R∗+
f ′(x) = −1 + 1

x
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on a :
f ′(x) ≥ 0 si x ≤ 1
f ′(x) ≤ 0 si x ≥ 1
et comme on a :

lim
x→0

f(x) = −∞

lim
x→∞

f(x) = −∞

alors
x 0 1 +∞

f ′(x) + 0 −

f

(x) −∞

��
�
�

0
@
@
@R
−∞

donc
φ(a) ≤ 0⇒ a > 0

En outre, d’aprés la condition (1.9)on a

Fkj(Sk, Ik, Ij) = 2− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k) −

I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j ) −

Ik
I∗k

+ fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)
fkj(Sk, I∗k)fkk(Sk, I∗k)

= 1− fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k) + ln

(
fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k)

)
− ln

(
fkk(S∗k , I∗k)
fkk(Sk, I∗k)

)
+ 1

− I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j ) + ln

(
I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j )

)
− ln

(
I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j )

)

− Ik
Ik∗

+ 1 + Ij
I∗j
−
Ijfkk(Sk, I∗k)fkj(S∗k , I∗j )
I∗j fkj(Sk, Ij)fkk(S∗k , I∗k)

+
(
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k) − 1

)
.

(
1− Ij

I∗j
.
fkk(Sk, I∗k)fkj(Sk∗, I∗j )
fkj(Sk, Ij)fkk(S∗k , I∗k)

)

On pose :
a1 = fkk(S∗k , I∗k)

fkk(Sk, I∗k)

a2 = I∗kfkj(Sk, Ik)
Ikfkj(S∗k , I∗j )

a3 =
Ijfkk(Sk, I∗k)fkj(S∗k , I∗j )
I∗j fkj(Sk, Ij)fkk(S∗k , I∗k)

a4 = fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

Fkj(Sk, Ik, Ij) = φ(a1)− ln(a1) + φ(a2)− ln(a2)− Ik
I∗k

+ 1 + Ij
I∗j
− a3

+ (a4 − 1).(1− a3)
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On a φ(a) ≤ 0 si a > 0,
Comme a1 > 0 et a2 > 0 donc φ(a1) ≤ 0 et φ(a2) ≤ 0

Fkj(Sk, Ik, Ij) ≤ − ln(a1)− ln(a2)− Ik
I∗k

+ Ij
I∗j

+ φ(a3)− ln(a3) + (a4 − 1).(1− a3)

≤ − ln
(
I∗k
Ik
.
Ij
I∗j

)
− Ik
I∗k

+ Ij
I∗j

car

− ln(a1)− ln(a2)− ln(a3) = − ln
(
fkk(S∗k , I∗k)I∗kfkj(Sk, I∗j )fkk(Sk, I∗k)fkj(S∗k , I∗j )Ij
fkk(Sk, I∗k)Ikfkj(S∗k , I∗j )fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)I∗j

)

= − ln
(
I∗k
Ik
.
Ij
I∗j

)
et a3 > 0 donc φ(a3) ≤ 0
on a aussi :

(a4 − 1).(1− a3) ≤ 0
car

(a4 − 1).(1− a3)

= 1
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

(
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

)
Ij

fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)

(
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)

Ij
−
fkk(Sk, I∗k)fkj(S∗k , I∗j )

I∗j

)

= Ij
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)[

(fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)− fkj(Sk, I∗j )fkk(Sk, I∗k))
(
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)

Ij
−
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

T ∗j

)]
de plus

Ij
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k) > 0

et

(fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)−fkj(Sk, I∗j )fkk(Sk, I∗k))
(
fkk(S∗k , I∗k)fkj(Sk, Ij)

Ij
−
fkj(S∗k , I∗j )fkk(Sk, I∗k)

T ∗j

)
≤ 0

d’aprés l’hypothèse (1.9) donc

Fkj(Sk, Ik, Ij) ≤ − ln
(
I∗k
Ik
.
Ij
I∗j

)
− Ik
I∗k

+ Ij
I∗j

= −Ik
I∗k

+ Ij
I∗j
− ln I

∗
k

Ik
− ln Ij

I∗j

=
(
−Ik
I∗k
− ln I

∗
k

Ik

)
−
(
− Ij
I∗j

+ ln Ij
I∗j

)

=
(
−Ik
I∗k

+ ln Ik
I∗k

)
−
(
− Ij
I∗j

+ ln Ij
I∗j

)
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Les ck sont définies comme suit :
on pose

β = βkjfkj(S∗k , I∗j )1 ≤ k, j ≤ n

et la matrice

B =


∑
l 6=1 β1l −β21 · · · −βn1
−β12

∑
l 6=2 β2l · · · −βn2

...
... . . . ...

−β1n −β2n · · ·
∑
l 6=n βnl


comme la matrice B = (βij)n×n est irréductible, donc la matrice (βij)n×n est irréductible.
Une base de l’espace des solutions du système linéaire

βv = 0

peut être exprimé en tant que
(
v1, v2, · · · , vn

)
=
(
c1 , c2, · · · , cn

)
, où ck désigne le

cofacteur de la k-ième entrée diagonale de B et vk = ck > 0, 1 ≤ k ≤ n.
On prend Gk(Ik) = − Ik

I∗
k

+ ln Ik
I∗

k
: on peut voir que Vk, Fkj , Gk, akj satisfait les

hypothèses du théorème 3.1 et le corollaire 3.3 dans [12].

1. V ′k ≤
∑n
j=1 akjFkj(Sk, Ik, Ij)

2. Fkj(Sk, Ik, Ij) ≤ Gk(Ik)−Gj(Ij), 1 ≤ k, j ≤ n
3. Les constante ck

Par conséquent, la fonction V =
∑n
k=1 ckvk telle qu’elle est définie dans le théorème

1.3 de [12] est une fonction de Lyapunov pour le système (1.2), V ′ ≤ 0 pour tout
(S1, I1, · · · , Sn, In) ∈ Γ. Pour V ′ = 0 on a V ′k = 0 c’est à dire Sk = S∗k et Ik = I∗k

Donc le plus grand ensemble invariant est réduit à {P ∗}.
On a
– Soit (Sk, Ik) ∈ Γ0 avec Γ0 est bornée car il est positivement invariant et Sk < (1−pk)Ak

dS
k

+θk

et Ik < Ak
d∗

k
.

– ∀(Sk, Ik) ∈ Γ0 on a V ′ ≤ 0.
– Soit ν ⊂ Γ0 et ν = {(Sk, Ik) ∈ R2n : V ′(Sk, Ik) = 0}, V ′ = 0 ssi Ik = I∗k ou Sk = S∗k .
– Donc le plus grand enssemble invariant compact de l’ensemble ν est réduit à {P ∗}.

D’aprés le principe d’invariance de LaSalle P ∗ est globalement asymptotiquement stable
dans Γ0 .Ceci achève la démonstration du théorème 2. �

On remarque que la fonction de Lyapunov pour des modèles similaire ont été utilisées
dans [5,19] et d’autre. Ici, on profite du nouveau résultat général prouvé dans [12] pour
prouver la stabilité globale de l’équilibre endémique pour une classe plus générale des
modèles SIR multigroupes.





Chapitre 2

Simulation numérique

2.1 Exemple 1
Considérons le système (1.2)lorsque k = 2, on a le modèle à deux groupes comme suit :

S′1 = (1− p1)A1 − (ds1 + θ1) S1 −
[
β11

S1I1
1 + I2

1
+ β12

S1I2
1 + I2

2

]
,

I ′1 =
[
β11

S1I1
1 + I2

1
+ β12

S1I2
1 + I2

2

]
− (dI1 + ε1 + γ1)I1, vspace2mm

S′2 = (1− p2)A2 − (ds2 + θ2) S2 −
[
β21

S2I1
1 + I2

1
+ β22

S2I2
1 + I2

2

]
,

I ′2 =
[
β21

S2I1
1 + I2

1
+ β22

S2I2
1 + I2

2

]
− (dI2 + ε2 + γ2)I2,

(2.1)

Ici fkj(Sk, Ij) = SkIj

1+I2
j
, pour k, j = 1, 2 .

Nous utilisons les valeurs de paramètres comme dans le Tableau 1.

Tableau 1 Exemple de valeurs de paramètres.

parametres p1 p2 A1 A2 dS1 dI1 dS2 dI2 θ1 θ2 ε1 γ1 ε2 γ2
les valeurs 1/2 1/3 2 3/2 1/4 1/4 1/8 1/8 1/4 3/4 1 1/8 3 7/8

Si B =
(
β11 β12
β21 β22

)
=
(

5/12 1/12
1/12 5/12

)
, on a M0 =

(
5/12 1/12
1/12 5/12

)
,

R0 = 0.5 < 1. D’où l’équilibre sans maladie est P0 = (2, 0, 4, 0) est l’unique équilibre
du système (2.1) et il est globalement stable en Γ du théorème 1.

Si B =
(

1 2
2 1

)
, on a M0 =

(
1 2
1 2

)
, R0 = 3 > 1.

En conséquence P ∗ = (0.901, 0.275, 1.065, 0.183) est l’unique équilibre endémique du
système (2.1) et il est globalement stable en Γ0 du théorème 2.

Les simulations numériques de ces deux cas sont présentés dans la Figure. 2.1.
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Figure 2.1 – Des simulations numériques pour (2.1) avec les valeurs de paramètres dans
le tableau 1.

2.2 Exemple 2

Considérons un modèle à deux groupes avec une autre incidence non linéaire comme
suit : 

S′1 = (1− p1)A1 − (ds1 + θ1) S1 − [β11S1I1 + β12S1I2] ,

I ′1 = [β11S1I1 + β12S1I2]− (dI1 + ε1 + γ1)I1,

S′2 = (1− p2)A2 − (ds2 + θ2) S2 − [β21S2I1β22S2I2] ,

I ′2 = [β21S2I1 + β22S2I2]− (dI2 + ε2 + γ2)I2,

(2.2)

Ici fkj(Sk, Ij) = SkIj , pour k, j = 1, 2 . Nous utilisons les valeurs de paramètres comme
dans le Tableau 1.

Si B =
(
β11 β12
β21 β22

)
=
(

5/12 1/12
1/12 5/12

)
, on a M0 =

(
5/12 1/12
1/12 5/12

)
,R0 = 0.5 < 1.

D’où l’équilibre sans maladie est P0 = (2, 0, 4, 0) est l’unique équilibre du système (2.2)
et il est globalement stable en Γ du théorème 1.

Si B =
(

1 2
2 1

)
, on a M0 =

(
1 2
1 2

)
, R0 = 3 > 1.

En conséquence P ∗ = (0.7936, 0.3016, 1.4115, 0.1569) est l’unique équilibre endémique
du système (2.1) et il est globalement stable en Γ0 du théorème 2.

Les simulations numériques de ces deux cas sont présentés dans la Figure. 2.2.
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Figure 2.2 – Des simulations numériques pour (2.2) avec les valeurs de paramètres dans
le tableau 2.

2.3 Interprétation de la simulation numérique
On voit d’une part, que si R0 ≤ 1 les courbes tends vers l’unique équilibre sans maladie ;

ce qui veut dire qu’il n’y a pas d’épidémie.
l’Infection ne peut pas s’instaler et d’autre part, quand R0 > 1 les courbes tends vers

l’unique équilibre endémique du système, ce qui indique l’épidémie.
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