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Notations

Notation Définition
= (21, %9 ...., TN) Elément de RY
r:|x|:\/(x%+x%+---+x?v) Module de x
Vu = (55:17 8852, cee 8?2;) Gradient de u
Au Laplacien de u
sgn(u) Le signe de la fonction u
P’ Exposent conjugué de p, ]17 + ;/ =1
p* = ( NN_pp) Exposent critique de Sobolev
o0 Frontiere de (2
meas(A) = |A] Mesure de Lebesgue de A C RY
|- s Norme dans l'espace L*(f2)
|- Ilx Norme dans 'espace X
Bgr Boule de RY de rayon R centrée a 'origine
Br(xg) Boule de RY de rayon R centrée en zy € RY
X' Espace dual de X
(-, ) Produit scalaire dans RY / crochet de dualité X, X’
\ Différence d’ensemble
C(Q) ouC’(2) Espace des fonctions continues sur €2
Co(92) Espace des fonctions continues sur {2 a support compact
COP(Q) Espace des fonctions Holderiennes sur €2
C*(Q) Espace des fonctions de classe k dans 2
CHP(Q) Espace des fonctions Holderiennes de classe k sur 2
CE(Q) Espace des fonctions de C*¥(£2) a support compact
C>(9) Espace des fonctions indéfiniment dérivable
Co(2) =D(2) Espace des fonctions de C*°(2) a support compact
DT () Espace des fonctions de D(£2) positives
D'(2) Espace dual de C3°(€2), c-a-d espace des distributions



Notations

Lr(Q)
L=(Q)

{u:Q — RY | u mesurable, [q|ulP < oo}, 1<p< oo
{u:Q — RY | u mesurable 3C tal que |u(z)| < C en

pp.z€Q}

Espace dual de LP(Q2)

Espace de Sobolev, a dérivée jusqu’a l'ordre k

dans LP(Q)

Espace de Sobolev avec trace nulle

Espace dual de W(Q)

Wk,Q(Q)

Wy ()

Espace des mesures de Radon dans €

{f:Q—= RN, mesurable: ®; < CkP} avec C < co.



Introduction

0.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) représentent 1'un des outils les plus per-
formant pour la résolution des problemes de modélisation dans les différents domaines
d’ingénierie, telles que la dynamique des structures, la mécanique des fluides, la thermo-
dynamique,... ect. Le recours aux EDP pour les deux cas local et non-local, a connus
une progression intense ces dernieres décennies dans plusieurs disciplines permettant de
contourner les singularités rencontrés dans les modeles développés pour la prédiction du
comportement de plusieurs phénomenes observés en ingénierie structurelle, la mécanique
de la rupture et d’endommagement, I’énergétique, l'aérospatiale et méme dans les sciences

médicales et biologiques.

Les équations elliptiques semi-linéaires avec potentiel singulier constituent un domaine
de recherche en mathématiques qui explore les propriétés des solutions d’équations aux
dérivées partielles de type elliptique, ol le potentiel présente des singularités. Ces équa-
tions sont étudiées par la théorie des équations aux dérivées partielles (EDP) et sont
importantes dans diverses applications scientifique en physique, la mécanique quantique,

et d’autres branches des sciences appliquées.

Le terme singulier peut prendre différentes formes, par exemple, il peut étre localisé
en un point spécifique de I'espace, se comporter de maniére particuliere a l’infini, comme

il peut introduire une non-linéarité qui change la nature de la solution de I'EDP.

L’étude du comportement asymptotique des solutions lorsque les parametres deviennent
plus ou moins grands ou petits est également important. Cela peut aider a comprendre
comment les solutions convergent vers des états d’équilibre ou a analyser leur stabilité

face a des perturbations.

Les méthodes de résolution pour les EDP non linéaires avec termes singuliers peuvent

inclure des approches variées telles que les techniques de régularisation, les méthodes de
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décomposition, les techniques variationnelles, ainsi que des méthodes numériques adap-

tées pour gérer les singularités.

Cette these, vise a présenter une approche innovante permettant d’apporter de nou-
velles perspectives pour donner les résultats de non existence des solutions des systemes
d’EDP elliptiques non-linéaires avec terme de Hardy dépendants du gradient et/ou du

potentiel.

Un nouveau schéma itératif, plus général, est introduit, basé sur un argument qui
permet d’améliorer la sommabilité des solutions dans les espaces de Lebesgue pondérés
appropriés. Le processus adopté repose sur certaines conditions nécessaires et suffisantes
pour garantir la résolution du probleme linéaire faisant intervenir le potentiel de Hardy

et 'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

Nous présentons également, pour chaque systéme étudié, la courbe optimale permet-
tant de séparer les zones d’existence et de non-existence en fonction de p et de ¢ et ce,
apres avoir démontrer le résultat de non-existence. En parallele, dans la partie existence,
nous construisons des sur-solutions radiales explicites dans le cas ou 2 = B;(0), la boule
unité, puis par un argument de mise a 1’échelle, nous produisons des sur-solutions dans

des domaines bornés généraux.

Les principaux résultats présentés dans cette these sont relatifs a l'existence et la

non-existence des solutions des systemes suivants :

_Au = A|x“|2 + fi(v, Vo) dans Q,

—Av = )\|;J|2 + fo(u, Vu) dans Q, (S)
u,v > 0 dans €2,

u=v = 0 sur 0f),

ou Q C RY N > 3, un ouvert borné régulier qui contient 'origine et 0 < A < A,

avec Ay 1= % est la meilleure constante de Hardy, fi, fo : R x RY :— R sont deux

fonctions de Carathéodory. Dans ce travail, nous allons présenter les résultats d’existence

et de non-existence pour les trois cas suivants :
— Premier cas : fi(v, Vv) =P et fo(u, Vu) = ul.
— Deuxieme cas : fi(v, Vv) =P et fo(u, Vu) = |Vul?
— Troisieme cas : fi(v, Vo) = |[VolP et fo(u, Vu) = [Vul?

avec p, ¢ > 1 qui parait étre le cas le plus favorable. Nous démontrons I'existence d’une

4



0.1. Introduction

courbe critique optimale dans le plan (p, ¢q), qui sépare les régions d’existence et de non-

existence pour une classe de systemes elliptiques non-linéaires.

Le systeme (S) est lié a l'inégalité classique de Hardy, plus précisément, il est bien

connu que pour toute ¢ € C5°(€2)

AN/R s </RN|V¢\2d:U.

N |z)?
La constante Ay = <N2_2 i est optimale et elle n’est jamais atteinte. Pour plus de
détails concernant Ay, on se réfere a [34].
Le cas d'une équation elliptique non-linéaire a été largement étudié dans la littérature,
nous nous référons a [5,19,20,29] pour plus d’exemples de probléemes similaires.

Il est bien connu que le probléme

admet w;(x) = ¢;|z|~* comme solution si A < Ay et w;(z) = ¢;|x|~* In(|z|) si A = An,
pour ¢ =1, 2.

Notons que aq, as sont les solutions de I’équation algébrique

P(B) = —F+(N=2)3 -\ =0,

N -2 I N -2 T
OélzT— AN—/\, O./Q:T—f— AN—)\ (0].].)

avec P(f) > 0 si et seulement si oy < 8 < as.

Maintenant, Si nous considérons le probléme

—Au = )\i + P dans Q, u =0 sur 0,

|z[?
ou A < Ay, alors il existe des sur-solutions si et seulement si

2+Oél N—Ofg

+
<ph= = ,
p p aq N—O./Q—Q

Dans le cas d'un terme dépendant du gradient, les auteurs dans [5] ont étudié I’équation

ci-dessous :

CAu=A g |Vu|? dans €2, w =0 sur 0.

|z [?
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et ils ont démontré 'existence des solutions sous la condition suivante :

2+a1

<qt = .
q<gq T

Dans la référence [26], les auteurs consideérent le systéme Hamiltonien suivant :

uP

—Au = 7 dans €,
mOz
vq

—AU = W dans Q,
x

u,v = 0 dans €,
u=v = 0 sur Jf).

En utilisant une approche variationnelle, ils ont prouvé 'existence d’une hyperbola cri-

tique, de sorte que la solution de ce systeme existe si et seulement si

N—-—a N-—u
+
p+1 q+1

>N —2,
et sous quelques hypotheses additionnelles sur les parametres p, q, «, p.

Récemment, dans [23], H. Chen et al. ont étudié le systéme de Lane-Emdem en intro-

duisant le terme potentiel dans les deux équations du systeme,

—Au = Ali +vP  dans (2,
|z[?

—Av = AQL +u? dans €,
|=[?

u,v = 0 dans €,

u=v = 0 sur 0f).

En utilisant un schéma itératif dans le cas ou Ay = Ag, ils ont pu démontrer 'existence

d’une sur-solution positive (u,v) sous les hypotheses suivantes :

g< =2 et ay(pg—1) < 2p+2,
ou

p< 4 et  ag(pg—1) <2q+2,

avec «; est définie dans (0.1.1).
Le processus utilisé dans [23] repose sur une estimation ponctuelle clé de la singularité

d’une solution (u,v) pres de 'origine.

La structure principale de cette présente these est résumée dans la section suivante.
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0.2 Description de la these :

Description du Chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente les outils d’analyse non linéaires qui seront utilisés
pour traiter les problemes proposés. Nous présentons en premier lieu un rappel sur les
espaces LP pondérés ainsi que les espaces de Sobolev, nous définissons par la suite, la notion
des solutions considérées. Les différents types des inégalités tel que, celle de Poincaré,
Sobolev ainsi que l'inégalité de Hardy qui seront les outils essentiels dans ce présent
travail de theése, nous présentons aussi une nouvelle version généraliser de l'inégalité de

Caffareli-Khon-Niremberg.

Description du Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats d’existence et de non-existence pour
le cas d’une équation elliptique semi-linéaire avec termes dépendant du potentiel ou du
gradient, il s’agit principalement du travail de L.Dupaigne [29] et celui de B.Abdelaoui et
I.Peral [5].

Cas d’une équation

Considérons le probleme suivant
AU = A 4 h(u,Vu) dans €,

|z
u = 0 sur 0,

e Premier cas : h(u, Vu) = uP.

e Deuxieme cas : h(u, Vu) = |VulP.

L’existence et la non-existence de la solution dépend de la présence d’un exposant

critique.
a1 + 2

aq
ment), pour p < pT, il existe une solution non-négative et pour p > p*, on n’a pas de

Dans le premier cas, ’exposant critique noté p*t = (o oy est définit précédem-

solutions.

Oél—f-Q

Pour le deuxiéme cas, 'exposant critique sera p™ = , ou on peut garantir ’existence

aq + 1
d’une solution pour p < pTet la non-existence pour p > p*.

La deuxieme partie de ce chapitre est dédiée a présenter les résultats d’existence et de

non-existence du systéme de Lane-Emden [23] par 'utilisation d’une nouvelle technique

7
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plus pratique. Le systeme étudié dans ce chapitre est le suivant :

—Au = Ali +vP  dans €,
|z[?

—Av = )\gi +u? dans (2,
|z

u,v > 0 dans (2,

u=v = 0 sur 0f)

Dans le cas ou \; < Ay les auteurs dans [23] ont démontré Pexistence et la non-existence
suivant les exposants p et ¢, ce qui permet de trouver une zone d’existence et non-existence
des sur-solutions radiales, ’argument proposé est purement ponctuel, pour lequel ils ont
utilisé des estimations pour exploiter un processus d’existence, une question ouverte peut

étre posée concernant la courbe critique "existence-non-existence".

En complément du travail de [23], on a démontré le méme résultat d’existence, en
suivant un processus fonctionnel, ce qui nous permet d’avoir a travers cette technique des

estimations plus fines.

L’importance majeure de la technique proposé se base sur le traitement d'un systeme

avec dépendance du gradient.

Description du Chapitre 3

Le chapitre 3 englobe le résultat principal de cette these, plus précisément, on consi-

deére le probleme mixte suivant : pour p,q > 1,

—Au = /\|u|2 + vP dans (2,
x

Av = )\;’2 +|Vul¢ dans Q,

u,v > 0 dans €2,

u=v = 0 sur 0f,

Notre but est d’étudier I'interaction entre p et ¢ de telle sorte a obtenir 1’existence d’une
solution positive.

Nous démontrons que I'existence de solutions positives, méme au sens distributionnel, au
systeme étudié n’est assurée que si les exposants p et ¢ se situent en dessous d'une courbe

critique, qui peut étre illustré explicitement, dans le plan (p, q).

Nous avons pour but d’étudier l'interaction entre le terme du gradient et le terme

singulier de telle sorte, que sous les hypotheses sur p et ¢, le probleme admet une solution
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positive pour la classe la plus vaste possible de données.

Description du Chapitre 4

Dans ce chapitre, on étudie un systeme d’équations elliptiques avec dépendance de

gradients, plus précisément on considere le probleme suivant :

—Au = /\|u|2—|—|VU|p dans €,
x

Av = )\|U|2+\Vu|q dans €,
x

u,v > 0 dans €2,

u=v = 0 sur 0f,

Nous commencons par déterminer la région de non-existence, qui sera réalisée en uti-

lisant I'inégalité de Hardy pondérée et un processus itératif approprié.

Une fois que la région de non-existence est trouvée, en prenant 2 = B;(0) et les sur-
solutions radiales, nous démontrons dans la deuxieme partie de ce chapitre, I'existence
des sur-solutions dans la région complémentaire. Cela montre 'optimalité du résultat de

non-existence.

Description du Chapitre 5

Ce chapitre est dédié a étudier les systemes avec poids, en utilisant notre technique
et extraire les résultats d’existence et de non existence en fonction des parametres v et
A1 < Ao, plus précisément, on considere les systemes avec poids dépendant du terme de

gradient et/ou de potentiel suivants :

. _ U .
—div(|jz| "> Vu) = Alm + g1(v, [Vv]), in €,
. _ v ,
—div(|z|"Vv) = )\QW + 92(u, [Vul), inQ,
u,v = 0 in €,
u=v = 0 on 0,

avec
g1(0,[Vo]) = 0" ou [Vu” et go(u, [Vul) = [Vu|*

La premiere partie de ce chapitre est vise a présenter les principaux préliminaires
pour ce type d’EDP, et par la suite, nous présentons les résultats d’existences et de non-

existences pour les deux systémes proposés ci-dessus.
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La derniere partie de cette theése vise a donner d’éventuelles extensions, perspectives
et problemes ouverts sur les systemes traités ainsi que le processus fonctionnel proposé

qui représente I'objet principal de ce présent travail de these.

10



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux outils mathématiques utilisés dans
cette these. Les espaces de Lebesgue pondérés sont largement utilisés dans ’analyse des
EDP et aussi dans la théorie des espaces de Banach, pour traiter des problemes ou le
comportement local des fonctions joue un role crucial, nous commencons tout d’abord

par présenter ces espaces.

1.1 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Nous commencons par une bréve initiation aux espaces de Lebesgue, largement connus.

1.1.1 Espace de Lebesgue pondéré.

Soit © un ouvert de RY et 1 < p < oo, I'espace de Lebesgue LP(2) est défini par
LP(Q)) := {gzﬁ : 2 — R mesurable ; / |p(z)|Pde < —i—oo},
Q

muni de la norme 1
1ol ey = ([ lota) Pz )

Si p = oo, alors

L>(Q) := {gb : 2 = R mesurable ; |¢(x)] < M p.p. dans Q},

avec M est une constante positive, et la norme associée
16l <oy = inf { M [6(a)] < M p.p. dans 0.

L’espace de Lebesgue pondéré, noté LP (2, w(z)), est un espace fonctionnel généralisant

les espaces de Lebesgue LP(£2) en intégrant une fonction de pondération w. Les fonctions

11



1. Préliminaires

dans cet espace sont intégrées avec un poids ce qui permet de contréler leur compor-

tement en fonction de w.

Soit w : RY — [0, +00) une fonction mesurable positive, 'espace de Lebesgue pondéré
LP(Q,w(z)) est défini par

LP(Q w(x)) = {gb : 0 — R mesurable ; || @] Lr(u()) < +oo},

avec
6| Lo (@(z)) = </Q |qb(x)|pw(x)dx>p .

LY (Qw(z)) = {gb :Q —> RIVK CcC Q ;/K |p(z) Pw(x)de < —1—00},
e Exemples de fonctions de pondération :
1) Pondération constante : Si w = 1, alors pour tout z € €2,

LP(Q,w(z)) = LP(Q).

2) Pondération polynomiale : w(x) = |z|* pour a € R.
3) Pondération exponentielle : w(z) = €@ avec b(z) € R.

e Propriétés :
1) Linéarité : LP(Q,w(x)) est un espace vectoriel muni de la norme ||.||Lr(0,w(z))-

2) Inclusion : Siw; et wy sont deux fonctions de pondération telles que : wy(x) < wa(x)

pour tout x € €2, alors
LP(Q,wq(z)) C LP(Q, wi(x))

3) Dualité : Le dual de LP(§2,w(x)) est 'espace LI(2,w(x)) avec % + % =1.

1.1.2 Espace de Sobolev pondéré.
Soit  un ouvert de RY et p > 1, I'espace de Sobolev W1P(Q) est défini par

9¢
6%

WP (Q) = {gb € LP(Q); € LP(Q) pour tout i = 1...N}.

12



1.1. Quelques outils dans les espaces de Sobolev

L’espace de Banach W'?(Q) est muni de la norme

N

16w = lollr@ +

i=1

o¢
8@-

LP(Q)

=~ (116100 + 11Vl 0iey)”

|~

Si p = 2, l'espace de Hilbert W2(Q) := H'(Q) est muni du produit scalaire

N a¢ o

<O, >m)=< 0,9 >r2q) +Z ¥ >12(0) -

L’espace WyP(Q) est la fermeture de C°(Q) dans W'?(Q), muni de la norme induite
par WHP(Q). Ainsi, on a

Wo?(Q) = {¢ € W'P(Q) ; ¢ =0 sur 00}

Si 2 est borné, alors

H(bHWOM’(Q) = [Vél|r ()
Si Q = RY, et puisque C§°(Q2) est dense dans W'P(RY), alors
Wy P(RY) = WhHP(RY).

Soit w : RY — [0, +00), une fonction mesurable. L’espace de Sobolev pondéré Wi (Q, w(z))

est défini par

W (Q, w(z))

{¢ : 0 — R mesurable ; ||| w1r(w() < —i—oo},

avec
1/p
”uHlep(Qw (z)) - (Z / |Da )dl’) .
la|<1
De méme
Wy (Q,w(x)) := {(b € Wh(Q,w(z)dx) ; ¢ =0 sur 89} ;
et

99

WE(Quw(e)) = {6 € L (@) s 57

e L} (Q,w(z)) pour tout i = 1...N}.

Dans le cas ot w = 1, on retrouve les espaces de Sobolev classiques W?(Q), Wy (Q) et

Wier (€2).

13



1. Préliminaires

1.1.3 Espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.1.1. Soit Q un espace mesurable de mesure p et soit f : Q — RY une
fonction mesurable. La fonction de distribution de f est définie par : ®; : RT — R telle

que :

o= pleeQ:|f(x) >k}, k>0

Oy est une fonction décroissante continue a droite.

Lemme 1.1.2. Soit f € L'(Q); alors

[ 1t = [ a0

Si f € LYQ) avec 1 < q < 00, alors

L@ = [

Soit © un ouvert borné de RY et 0 < p < oo, l'espace de Marcinkiewicz (appelé aussi

espace de Lebesgue faible) est défini par :
MP(Q) :={f:Q— RN, mesurable : ®; < Ck"} avec C < oo.
muni de la norme
|| f|ap() := inf{C > 0: ®¢(k) < Ck™ pour k >0}

est un espace de Banach.
e Propriétés :

1) LP(Q) C MP(9Q).

2) Sil<p<oo,alors LP(Q) C MP(Q) C LP~4(Q2), Ve > 0.

3) Sil<p<g<oo,ona:M(Q)C MPQ).

Nous introduisons a présent un résultat crucial dans I’étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques : le théoréeme de Rellich-Kondrachov. Ce théoreme démontre I'in-
jection entre les espaces de Sobolev W, () et certains espaces de Lebesgue. Ce résultat

de compacité nous permet de passer efficacement d’un espace de Sobolev & un espace de

Lebesgue.

Théoréme 1.1.3 (Rellich-Kondrachov). Soit Q un domaine borné de RY tel que

est de classe C1,

— Sip< N alors WW(Q) < LUQ) Vg € [Lp*] avee p = F.

14



1.1. Quelques outils dans les espaces de Sobolev

— Sip=N alors W (Q)— LY(Q) ,Vqe ][l +oof.

— Sip>N alors WY(Q) = C(Q).
Si on remplace Uespace WY (Q) par Wy P(Q), alors les injections précédentes sont vérifiées

indépendamment de la régularité du domaine €.

La notion de troncature est un élément clé pour étudier les EDP avec donnée dans L!

ou bien une mesure. Elle fait appel la fonctions Ty (s) avec k > 0 définie ci-dessous :

s, sils| <k;
Tk(S) =

k-5

oo s |s| > k;

Tjs(u)

FIGURE 1.1 — La troncature

Afin de traiter les EDP elliptiques avec données non régulieres, on commencera souvent
par une approximation, puis on passera a la limite en imposant des résultats de compacité
appropriés. L'un des résultats les plus importants et qui nous sera utile tres souvent est

le résultat de régularité de Baras-Pierre, la preuve se trouve dans [11].

Lemme 1.1.4. Supposons que u € L, .(Q) tel que Au € L},.(Q), alors pour tout p €

loc

[0, %), et pour chaque ensembles ouverts Q0 C Qo C Qo C O, il existe une constante

positive C' = C(p, 2y, Qs, N) telle que
lullwergy < C/Q (Ju| + |Aul)dz. (1.1.1)

De plus, siu € L'(Q) et Au € LY(Q), alors lestimation ci dessus a lieu globalement dans

le domaine (2.

Rappelons aussi le lemme de Vitali mais avant de ’énoncer on a besoin de la définition

suivante.

Définition 1.1.5. (Equi-Intégrabilité dans L? ) Soit X un ensemble mesurable de
RN et 1 < p < oo. On dit que la suite (f,), C LP(X) est equi-intégrable si et seulement

15



1. Préliminaires

si, pour chaque € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout E C X avec |E| < d, on a pour

tout
[ 1) < & pour tout n.
E

Théoréme 1.1.6. (Théoréme de Vitali) Soit X un ensemble de mesure finie pour la
mesure de Lebesque de RY . Soit (f,), une suite de fonctions de L*(X) qui verifie les deuz

conditions suivantes :
1. (fn)n converge presque-partout vers f dans X.
2. (fn)n est equi-intégrable.

Alors, (fn)n converge fortement vers f dans L*(X).

1.2 Quelques outils pour les problemes elliptiques

La méthode des sous et sur-solutions est I'une des méthodes largement utilisées pour
résoudre les EDP de types elliptiques. C’est en fait, un résultat des théoremes a point
fixe et des algorithmes d’itération. Généralement, cette méthode est bien connue dans la
théorie des EDP du fait de son association étroite avec le principe du maximum et les
résultats de comparaison. Une généralisation importante de ce principe est contenue dans

le lemme suivant de Brezis et Cabré, dont la preuve est bien détaillée dans [19].

1.2.1 Principes de comparaison et de maximum

Lemme 1.2.1. Supposons que h > 0 appartient ¢ L>(2). Soit v la solution de

(1.2.1)

—Av=~h dans )
v=0>0 sur OS).

Alors,
v(x) /
—_— >
52) >c Qhédx Vz € (),

ot ¢ > 0 est une constante qui dépend seulement de Q) et § = dist(x,08).

Théoreme 1.2.2. Principe de comparaison
f(z,3)

sp—1

Soit 1 < p et soit f une fonction positive, continue telle que est décroissante pour

s> 0. Siu,veWyP(Q) sont telles que

{ —Apu > f(ZE,U), u>0in Q’ (122)
v f

(z,v), v>01inQ,
Alors u > v dans €.
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1.2. Quelques outils pour les problemes elliptiques

On se réfere a [6] pour la démonstration. Comme on s’intéresse aussi aux problémes
avec dépendance en gradient, on aura besoin d'une généralisation du principe de Maximum

classique qui a été obtenu par Alaa-Pierre dans [7].

Lemme 1.2.3. Soit @ € LV T(Q,RY), e > 0, w la solution de
we Wy (), Awe LY(Q),

aw —Aw < aVw  dans D'(Q).

Alors w < 0.
Pour généraliser le Lemme 1.2.3, on utilisera souvent I'inégalité de Kato.

Lemme 1.2.4. Inégalité de Kato
Soit u € L. () telle que Au € Li,.(Q). Alors on a :

loc loc
Alul = sgn(u)Au  au sens de  D'()
Voir [21] pour la preuve.

Théoréeme 1.2.5. Principe du maximum faible

Soit u la solution unique du probléme :

{—Au = f dans () (12.3)

U = 0 surdfd

ou f est une fonction continue. Si f >0 alors u >0 et si f <0 alors u < 0.

1.2.2 Quelques inégalités

Etant donné que notre approche est basée sur un argument de régularité approprié,

nous avons besoin de quelques inégalités présentées ci dessous,

— Inégalité de Young :
Soient p,q > 1, alors
a? bl
Va,b > 0,ab < — + —
p q

1,1
avec - + = = 1.
p+q

— Inégalité de Holder :
Soit 2 C RY un ensemble mesurable et 1 < p < oo, f € LP(Q) et g € LY(Q) avec

17



1. Préliminaires

18

+1 =1, alors : f.g € L'(Q) de plus,

141
P q

| 1£glde <1 fllzrllgllney

Inégalité de Poincaré :
Soit € un domaine borné, 1 < p < +o00. Alors, il existe une constante C' = C(€2, p)
telle que :

|ullr) < ClVullLr@) ,Vu € Wol’p(Q).

En particulier la quantité ||vu||LP(Q) représente une norme sur l’espace VVO1 P(Q)

équivalente & la norme induite par W1P(Q).

Inégalité de Sobolev :
Soit 1 < p < N, il existe une constante ¢ qui dépend uniquement de N et p telle
que :
HUHLP*(R") < C||UHW01”’([RN)'
Pour tout u € Wy (R") avec p* := NN—_’;.
Par conséquent, 1'espace W'P(RY) s’injecte d’une maniere continue dans L?(RY)

pour tout ¢ € [p, p*].

Inégalité de Poincarré-Wirtinger : (Voir [18])
Soit 2 un ouvert connexe de classe C! et soit 1 < p > oo. Alors il existe une

constante C' telle que :
_ 1 _ 1
llu—ulle < C||Vul|pe, Yue WHP(Q) avecu = |Q|/ u.
Q
D’ou 'on déduit, grace a I'inégalité de Sobolev que si p < N,
lu—all e < Cl|Vullpe, Yue WH(Q)

Inégalité de Hardy-Sobolev : (voir [4])
Soit 1 < p < N, si u € WH(RY) alors,
u
o — c [P(RY)
]

e L’inégalité de Hardy

avec Ay = (%)p , est la constante optimale, qui n’est pas atteinte, et qui ne

dépend pas du domaine.



1.2. Quelques outils pour les problemes elliptiques

Etant donné que nous allons aborder des problemes avec données non régulieres, il est

nécessaire de préciser le sens de la solution.

Définition 1.2.6. Supposons que p,q > 1. On dit que (u,v) € W (Q) x WE(Q), avec

u,v = 0, est une solution faible du systéme

—Au = )\|;L|2 + fi(v, Vv) dans Q,

—Av = )\’;}P + fo(u, Vu) dans €, (S)
u,v > 0 dans €,

u=v = 0 sur 0f),

si e € LL.(), f1, f2 € LL(Q) et pour tout p,v € C°(Q), nous avons :

/chVudx = )x/|;|2<pdx—|—/f1(U,Vv)<pdx,
Q 0 Q
et (1.2.4)
/wwdx _ )\/lt;}|21pdx+/f2(u,Vu)z/1dx,
0 0 Q

ol
fi(v, Vv) =P ou fi(v,Vv) = |Vo|P et fo(u, Vu) = u? ou fo(u, Vu) = |Vul?.

Remarque. Comme u,v € L}, .(Q), Au, Av € L} (), alors d’aprés la référence [10] nous

loc loc
avons : u,v € W,o7(Q) pour tout o < e
Nous avons besoin aussi de la version pondérée de l'inégalité de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg présentée comme suit :

N

g

Théoreme 1.2.7. Supposons que 1 < o < N et soit —oco0 < v < . alors il existe une

((N—U(v+1)) )"

(e

constante positive C' = telle que pour tout u € C°(RY), nous avons

((N —o(y+ 1)))"/R de < /RN IVu(z)|"|z] " d.

o N ‘xyﬂ(’ﬁl)

Par conséquent, nous obtenons I’extension suivante du Théoreme 1.2.7.

Théoréme 1.2.8. Supposons que o et v vérifient les conditions ci-dessus. Alors, il existe
une constante positive C = C(Q, N, c,v) telle que pour tout u € WhH(Q, |x|=°7) N L} (),

nous avons .

u(x)|? Y o
mdl’ </|W(x)|"|:rl Tdx + </|u(x)|dx> .
Q Q

Q

)
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1. Préliminaires

DEMONSTRATION.

Dans ce qui suit, nous désignons par C;(2),7 = 1, 2.., toute constante positive qui dépend
de €2 et les données N, o, mais elles sont indépendantes de u.

Soit u € W (£, |#|7°7), nous considérons ¢ € C5°(Q) telle que ¢ > 0, ¢ = 1 dans B,(0),
avec By, (0) CC Q, et ¢ = 0 dans Q\Ba,(0). alors u¢ € Wy (Q, |z|~7).En utilisant le

théoreme 1.2.7, nous obtiendrons que :

(Y=ot )" f W 1, ¢ [ ()0l

Notons qu’il existe deux constantes positives ¢y, ¢y telle que :

[V (u(z)o(2))|” < 1d?|Vul” + caful”[ V|,

ainsi
oy < cr oy o o —oy
LIV @@o@)l el e < e [ 6 @IVu@ el dr e [ @)l Vo)l dr
< Q) [ [Vu@)Flzl"de + Co(@) [ Jule)|de.
Q O\ B, (0)

D’un autre coté, comme u € W7 (Q\B,(0)), par une variation de I'inégalité de Poincaré-

Wirtinger, nous obtenons que

N

C3(Q) /Q\BT(O) |u(x)|” dx /Q\Br Vu(@)lde + </sz\Br(0) |u(x)|dx>
04(9)/ Vu(e)|7le| T + </Q\B o

N

" T |u($)|dx>

< C5(Q)</Q|Vu(:c)]"\x]‘”dx+ (/Q]u(x)|d:c>a>.

En combinant les estimations ci-dessus, nous déduisons que :

lu(z)|” lu(z)|? lu(z)|”
dr = / d / d
Q |x|0(7+1) . B,-(0) |{L’| a(y+1) T+ O\ B, (0) |;)3|U(7+1) r

MDOD 4o v (@ [ pula))ode

o |z|o0+D) Q\B(0)

< C’7(Q)</Q|Vu(x)|"|x|_‘”dx+ (/ﬂ|u(1’)|dm> )

Remarque. Notons que si v+ 1> 0, alors W (Q, |x|7°7) C LY(Q). Par conséquent, le
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1.3. Probleme linéaire avec potentiel de Hardy.

Théoréme 1.2.8 est valable pour tous u € Who(Q, |z|777).

1.3 Probleme linéaire avec potentiel de Hardy.

Etant donné que nos systémes introduisent le potentiel de Hardy, nous devons estimer
la singularité de la solution au voisinage de 'origine.
Les lemmes suivants seront cruciaux pour atteindre cet objectif. Pour les preuves, nous
renvoyons a [3,5,29].
Le systeme (S) est 1ié a I'inégalité classique de Hardy, plus précisément il est bien connu
que pour tous ¢ € C5°(2)

AN/R K </RN|V¢|2dx.

x TaP?
La constante Ay = <N2_2 : est optimale et elle n’est jamais atteinte. Pour plus de
détails concernant Ay, on se réfere la référence [34].
Le cas d'une équation elliptique non-linéaire a été largement étudié dans la littérature,
nous nous référons a [5,19,20,29] pour plus d’exemples de problemes similaires.

Il est bien connu que le probleme

admet w(z) = ¢;|z|~* comme solution si A < Ay et w(z) = ¢lz| " In(|z]) si A = Ay,
pour ¢ =1,2.

Notons que aq, as sont les solutions de I’'équation algébrique
PB) =B+ (N—-2)8—-A=0, (1.3.1)
ou :

N -2 N-2
o= — /Ay =, az=———+ /Ay =\ (1.3.2)

avec P(f) > 0 si et seulement si oy < § < ag.

Lemme 1.3.1. Supposons que w est une fonction mesurable positive telle que w 2 0 avec
we L (Q) et weE € L. (2). Supposons que w vérifie —Aw—Aptz = 0 dans le sens faible.
alors il existe une constante positive C' et une boule au voisinage de l’origine B,(0) C )
telles que

w(z) = Clz| " p.p. dans B,.(0),

avec oy est défini dans (1.3.2).
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Pour la démonstration de ce lemme, on utilise le principe du maximum et de compa-

raison, on se réfere a [5] [Lemme 2.2] pour plus de détails.

Considérons maintenant le probleme

—Au—A—— = f dansQ,
|| (1.3.3)
u = 0 sur 09,

avec f € L'(Q). Alors nous avons les résultats suivants concernant I'existence et le com-

portement d’une solution faible.

Lemme 1.3.2. [23]
e Supposons que u est une sur-solution faible positive du probléme (1.3.3) ot A < Ay.
Alors |z|~* f € L}, (), ot ay est définie dans (1.3.2).

o A présent, si f € L'(Q) et/ flz| " dx < oo, alors le probléme (1.3.3) admet une
Q

u
solution faible unique u telle que u € Wol’a(Q) pour tout a < % et / ||27+1dx < 00.
Qx|

1
e Dans le cas ot f(x) = — avec 2 < B < N — ay, alors la solution positive faible u

||
du probléme (1.3.3) vérifie
u > |z|*? dans B,(0) cc Q.

DEMONSTRATION.
e Supposons que u est une sur-solution faible positive du probleme (1.3.3) avec A < Ay,
il suffit de vérifier la conclusion dans une boule qui contient I'origine B,.(0).

Soit f, = T,,(f), on traite le probleme approximé suivant :

u
—Au, — A\—= = f, dans B,(0),
|| (1.3.4)
u, = 0 sur 0B,(0),

Puisque T,,(f) est une fonction croissante en n, alors en utilisant le résultat de comparai-
son du Théoreme 1.2.2, nous concluons que {u,}, est une suite croissante en n. Soient
up = 0 une sous-solution et u une sur-solution, d’apres le principe du maximum, il existe
{tn}nen C HG(Q) telle que : ug < u, < @, donc {uy, }ren converge et nglfoo Uy = U.

Considérons maintenant ¢ la solution du probléme suivant :

¢ _
_A¢_>\W = 1 dans B,(0), (1.35)

¢ = 0 surdB,.(0),
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1.3. Probleme linéaire avec potentiel de Hardy.

d’apres le Lemme 1.3.1, ¢(x) = c|z|~** au voisinage de 0, prenons ¢ comme fonction test

dans I’équation (1.3.4), nous obtenons :

/ Updr = / fnodr > c/ folz| " dx
B(0) B,(0) B,(0)

donc par passage a la limite,
/ flz| ™ dx < o0
r(0)

d’ou la démonstration du premier point du Lemme 1.3.2.

e Supposons maintenant que f|z|™* € L'(Q2) et montrons que le probléme (1.3.4)

admet une solution faible unique u telle que u € Wy"*(€) pour tout a < Tang

Considérons le probleme approximé suivant :

—Au,, — )\u—nZ = f, dans B,(0),
|z| (1.3.6)
u, = 0 sur dB,(0),

avec f, € L®(Q), f. — f € LY(Q).

Prenons Ty (u,,) comme fonction test dans (1.3.6), on trouve :

u
— Au, Ty (u,)dr — A Un_p nd:/ T (u,)d
/r<o> UnTiltn)de = A [ o) TR e = [ gy ToTelum)dz
u
N — Au, Ty(u,)d gk:)\/ Un_ g / - d 1.3.7
B,(0) tn T (un ) dx ( B,(0) |x|? T BT(O)f x) ( )

Soit le probleme suivant :

—Aqb—)\i = |z|7* dans B,(0),

|z

o =0 sur 0B,(0),

(1.3.8)

d’apres le Lemme 1.3.1, ¢(x) < c|z|~* au voisinage de 0, prenons ¢ comme fonction test

dans 'équation (1.3.6), nous obtenons :

/ — Au,ddz — A U pdz = / Foddz
B,(0) B,(0) |z] B,(0)
¢ B o
= Un(—A¢ — A5 )dx = falz|
B,(0) Ed B,(0)
= gy :/ Falz| ™ < 0o (1.3.9)
B,(0) |x|? B, (0)
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1. Préliminaires

Donc,
1
—/ |V Ty (u,)|*dx < 00
k JB,(0)

utilisons maintenant I'espace de Marcinkiewicz, [12]

N
up, € MPH(QQ) avec py = ——

et

. € MP2(0) -
Vu, € (2) avec po N1

donc
up, € LP75(Q) et Vu, € MP*7°, Ve >0

d’ott u, € Wy?(), Vg < 25 et u, — u faiblement dans L*(Q) (|| wy, || 21 <| wn || zm—< )

et Vu, — Vu faiblement dans L'(€2). D’aprés le Théoreme de Vitali 1.1.6,

by T Jans LY(Q)

Par passage a la limite, u est une solution du probleme (1.3.3), ce qui nous conduit &

démontrer le deuxieme point du Lemme 1.3.2.

1
e Soit f(x) = W avec 2 < 3 < N — aq, considérons le probleme suivant :
T
w
—Aw—A— = |z[77 dans Bg(0),
|| (1.3.10)
w = n sur 0Bg(0),
Par un calcul direct, on obtient : w(r) = cr=#*2 avec r = |z|. Comme u est une sur

solution du probléme (1.3.10), nous utilisons le principe du maximum et de comparaison

pour conclure que u(x) > |z|7?*2 dans B(0). m
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Chapitre 2

Résultats d’existence et de
non-existence du systeme de

Lane-Emden

2.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est d’effectuer une généralisation des résultats obte-
nus dans [23] par une nouvelle approche, permettant de démontrer les résultats d’existence
et de non-existence ainsi que I’ensemble des solutions pour le systeme elliptique avec des

termes dépendants du potentiel.

N-2

5%)?, nous considérons le systéme suivant :

Pour p,g>1et 0 <A <Ay <Ay =(

u

—Au = MN—— +vP dans (,
|z
v
—Av = )\QW +u? dans €2, (S2)
u,v > 0 dans 2,
u=v = 0 sur 0f2,

o,  est un domaine borné régulier qui contient 1'origine dans RY avec N > 3.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la Section 2.2 nous rappelons quelques
résultats d’existence et de non-existence pour le cas d’une équation elliptique dépendant
du terme de potentiel et de gradient, la section qui suit 2.3 concerne la présentation d’une
nouvelle technique permettant de démontrer le résultat principal de non-existence du
systeme (S2) et d’identifier aussi les régions d’existence et de non-existence. Enfin, nous
montrons dans la derniére partie de ce chapitre (Section 2.4) que ces résultats obtenus

sont optimaux par la construction des sur-solutions radiales explicites dans le cas ou
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

Q = B1(0) est la boule unité, puis par un argument de mise a 1’échelle, nous produisons

des sur-solutions dans des domaines bornés généraux.

2.2 Cas d’une équation elliptique

En ce qui concerne notre travail, nous nous somme focalisés sur le cas d’une équation
elliptique non-linéaire, ces EDP ont été largement étudiées dans la littérature, nous nous

référons a [5,19,20,29] pour plus d’exemples de problémes similaires.

Dans la these de L.Dupaigne [28], auteur a étudié le probléme non linéaire avec un

potentiel singulier de Hardy présenté comme suit :

—Au——u = uP+tf in Q,
|z[?
> 0 in €, (Py)
=0 on 0f),

avec () un ouvert borné de RV, N >3 et 0 < A < Ay = (8552)%, p > 1, et f une fonction
positive.

Pour ¢ = 0, cherchons tout d’abord des solutions pour 1'équation sous la forme u(|z]) =
u(r) = Cr=F avec C' > 0, afin de trouver I'exposant critique.

Vue que : Au = u" + #u’ , apres un calcul simple nous obtenons :

2
= (B (N2 N) et f=—
p —
Dans Dintervalle |aq, as[, Pa(f8) = =%+ (N — 2)3 — XA > 0, avec ay, ay sont définis
dans (1.3.2), par conséquent : ce probleme admet une sur-solution si et seulement si :
p < a;—f = pt qui représente I'exposant critique pour ce type de probléme.

Les résultats d’existence et de non existence se résument dans le Théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. Supposons que 0 < X < Ay et pt = 1+ a%, alors nous avons les
résultats suivant :

e Sil<p<p", il existe un ty > 0 dépendant de N, \, p et [ tel que :

le probléme (Py) admet au moins une solution forte classique dans le cas ot t < ty et une
solution faible dans le cas ou t = ty.

Sit > tg, le probleme (Py) n'admet pas de solutions.

+

e Sip>pt, alors pour tout t > 0, le probléme (Py) n'admet pas de solutions.

Ce résultat le motive pour étudier une classe plus large de probléme avec potentiels
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2.2. Cas d’une équation elliptique

singuliers, en considérant I’équation semi-linéaire suivante :

—Au —a(x)u = f(z)+cb(z) in Q,
> 0 in Q, (P)\)
=0 on 0f),

avec ) un ouvert borné de RV, N >3 et 0 < A < Ay = (%)2, p>1, et a,f,bsont des

fonctions positives. Pour plus de détails on se réfere a [28,30].

Pour le cas d'une équation elliptique quasi-linéaire avec potentiel singulier et terme
dépendant du gradient, les auteurs dans [5] ont démontré les résultats d’existence et de

non-existence en fonction de I'exposant critique pour le probléeme :

—Au—Agm = |[Vuf +cf(z) inQ,
u > 0 in €, (£5)
u = 0 on 0f,

avec ) € RY est un domaine qui contient 'origine, N > 3 et 0 < A < Ay.

Pour trouver 'exposant optimal p™, nous cherchons une solution sous la forme u(z) =
C|z|=# de Iéquation, aprés un calcul simple, nous obtenons :
—1 2 - p
prer— =Pa(B) et f=—7
p—1
Comme SPCP~! > 0 alors, on doit prendre oy < 3 < ao,

Par conséquent,
2+ (6] 24+ a1 +

= < =
1—{—&2 p 1+O{1

ou aq, ag sont définis dans (1.3.2), par la suite, les auteurs dans [5] ont démontré le ré-

.
sultat de non-existence pour p > p* pour différents valeurs de .

Les résultats d’existence peuvent étre résumés comme suit :
e Pour p~ < p <ptet f =0, le probleme (P§) admet une solution faible positive.
e Pour 1 < p < p*, le probleme (P}) admet une solution faible positive s’il existe un cg

tel que ¢ < ¢y et f(x) < ﬁ Pour plus de détails, on s’envoie a la référence [5].

En résume que la zone d’existence peut étre présentée dans l'intervalle [1,p1) pour le
probléme elliptique avec terme dépendant du potentiel (Py) et [1,¢T) pour le probléme
avec terme de gradient (P5). La question qui se pose : Dans le cas d'un systeme elliptique

avec terme de potentiel et /ou de gradient, est ce qu'on peut élargir la zone d’existence en
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

dehors d'un rectangle [1,p*") x [1,¢7)?

Le but du travail présenté dans [23], est de démontrer I'existence d’une courbe optimale
qui sépare la zone d’existence et la zone de non existence en fonction de p et de g, pour
cela, les auteurs ont utilisé un processus itératif reposant sur une estimation ponctuelle
de la singularité de la solution (u,v) pres de l'origine. Malheureusement, ce processus
itératif n’est pas général, par exemple, nous ne pouvons pas l'utiliser pour le cas des
systemes dépendant du gradient vu qu’il n’est pas tout a fait clair comment I'estimation
ponctuelle similaire de |Vu| peut étre obtenue.

Afin de contourner ces difficultés, nous introduisons un nouveau schéma itératif, encore
plus général, basé sur un argument qui nous permet d’améliorer la sommabilité des solu-
tions dans des espaces de Lebesgue pondérés appropriés. Notre processus est fonctionnel
repose sur certaines conditions nécessaires et suffisantes pour garantir la résolution du pro-

bleme linéaire impliquant le potentiel de Hardy.

Enfin, nous montrons que nos résultats sont optimaux en construisant des sur-solutions
radiales explicites dans le cas ou 2 = B;(0), la boule unité, puis par un argument de mise

a I’échelle, nous produisons des sur-solutions dans des domaines bornés généraux.

Dans la section qui suit, nous utilisons notre processus pour effectuer le méme type
d’analyse présentée dans la référence [23] sur une large classe de systémes elliptiques

non-linéaires.

2.3 Résultats de non-existence

L’objectif de cette partie est de montrer I'existence d’une courbe critique G(p, q) telle
que l'existence et la non-existence de solutions au systéme (S2) dépendant de la position
de (p, q) par rapport a cette courbe.

On note par ¢ n’importe quelle constante qui dépend de 2.

Définissons tout d’abord les puissances optimales pour le systeme (S2) :

+ 24+an . N-—aq

p =— DP=—)
1.2 1.9

+ . 24+ Q1.9 N — 12

q = ——, = -
Q1.1 7.1

) )

avec

N-2 ;= N —2
a1, = T - AN - )\i, Qo = T -+ \/AN — )\z (231)
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2.3. Résultats de non-existence

sont les racines de 'équation algébrique Py, (8) = =%+ (N —2)3—X; = 0. pour i = 1,2.

2.3.1 Présentation de la technique adoptée :

Afin de définir la courbe optimale qui sépare les régions d’existence/non-existence, nous
allons montrer que si le systeme (S2) admet une solution (u, v), nous pouvons construire,
en utilisant le processus présenté dans [16], deux suites croissantes (an>n€N et (b”)neN
telles que :

/ u d:c<ooet/ Y dr < oo.
Q || Q ||t

Ce processus nous permet de trouver la courbe optimale d’existence dans le plan (p, q).

Pour simplifier la présentation, nous définissons

Gi(p,q) = —a11(pg — 1) +2p+ 2 et Go(p,q) = —a12(pg — 1) +2¢ + 2.

et soient les ensembles A, B et C' qui représentent les zones d’existence de sur-solutions

positives pour le systéme (S2) tels que :

A= {(p,q) c (R telquel <p<phetl <q<q+},

B = {(p,Q) € (RT)* tel que p* <p<p,l<qg<qgtetGpq) >0},

C = {(p,q) e (R*)* tel que 1 <p <p*, ¢" <qg<qetGi(p,q) > 0}-
La région qui représente la partie non-existence est R+ \(AuUBUCQ).

E Non-existance zone I:l Existance zone

Gilp,q) Go(p,q) == m————

o

q+ b

FIGURE 2.1 — Zones d’Existence et de Non-existence pour le systeme (S2)
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

Nous présentons dans le Théoréme suivant le principal résultat de non-existence pour

le systeme (S2).

Théoréeme 2.3.1. Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite pour 0 <

M<<Ayetpg>1:

f)p pouq=q.

— ay,2+2
+ — ay,1+2
IIl) gt <qg<q et P> s

alors le systéme (S2) n’admet pas de sur-solutions faibles positives dans le sens de la
Définition 1.2.6.

DEMONSTRATION. Supposons par 'absurde que le systéme (S2) admet une solution
positive (u, v), cette démonstration se fait pour chaque cas.
Premier cas :

Soit p > p et ¢ > ¢, utilisant le lemme 1.3.2 on a :
/ V|| T dr < oo et / ul|z|” 2 dr < oo. (2.3.2)
Q Q

comme —Au — )\1ﬁ >0et —Av — Agﬁ > 0, alors d’apres le lemme 1.3.1, ils existent

des constantes positives C, Cy et B,.(0) € §2 pour r assez petit tels que :

1 1
/ —dz < 0 et —dx < 0. (2.3.3)
B, (0) |x|a1,1q4ra1,2 B,(0) |x|a172p+a1,1
En supposnat que p > ——L et ¢ > 71 212 on obtient pagatar; = Netgaji+ais > N,

ce qui nous conduit a une 1 absurde avec (2.3.3).

Deuxiéme cas : p" <p<p et Gs(p,q) <0

Dans ce cas la démonstration sera donnée en quelques étapes.

e Etape 1 . Définissons ag := a1+ 2 et by := ag1 + 2, on doit montrer 'existence de

a1 > ag et by > by tels que :

Q1,2
p

N
/ dxr < oo ou apt2<a <— +—=
|| I

U N ag—2
/ —dr <oo ou aj;+2<b <— + 0
Q |x|b q q

En utilisant I'inégalité de Holder et (2.3.2) on a :

_ < vP J » 1 J o
a1 al———l-&“ = ( L1 x) (/ pla—=t) x)
le 2 |z Q|| |z C
1 1
B ——E
Q| |p(a17T)
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2.3. Résultats de non-existence

v
2L glors | —— dz < o0.

: N
Sla1<?+7 Q|g’;|a1

Comme p™ < p < p, nous avons

a1

N
06172—|—2<*/+

< (22 + 2
p

Maintenant, on doit démontrer 'existence de b; avec a1 +2 < b < a1 + 2 tel que,

/ Y dr < oo
Q ||

Fixons a; tel que : a2 +2 < a1 < g + %, et considérons # la solution radiale du

probleme
1
—A@—)\Q# = —— dans Q,

||

g = 0 sur o).

/ . . . . 3 K . 7z .
alors  ~ 5= au voisinage de l'origine. Utilisons § comme fonction test dans I'équation

satisfaite par v, nous obtenons,

/ AL vdx:/uqédx,
Q || Q

ce qui nous donne :

q
/uidx:/ Y dr < o0,
Q [z]n—? Q ||

donc
/uq d 9] 2.3.4)
< . 0.
Q |x|a—2 v (

Utilisant (2.3.4) et I'inégalité de Holder, nous obtenons :

u u u? T 1
m [ e < ([ ()
/Q |z|br Q |x|b1—a172+“172 = Q |xf|a—2 Q |x|q’(bl—“1 %)
1 1

C a_dl'>ql
(/Q |x|q’(b1f 1=2)

. _ U NP . .
siq'(by — “172) < N nous avons T dx < oo, c’est a dire, il existe un b tel que :
Qlx

Qe

N -2
b0<bl<7/+a1
q q

ai,1

S+ 1= a”, nous affirmons qu’il faut choisir a; proche de

Nous avons a2 +2 < a; < g +

a* tels que
N a) — 2

ql

> o, + 2
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

et choisir b, avec

N a;—2
by < by < - + !
q q
Montrons tout d’abord que :
N a"—2
— > a1+ 2 (235)
q ’
Comme p™ < p < p, Uinégalité (2.3.5) est équivalente a : ¢ > %, et comme
q> z%’ alors si
Qo+ 2 N +2p—ay; (2.3.6)
parp—2  p(N —ay; —2) o
nous avons l'inégalité désirée, en effet, (2.3.6) est équivalente a : p < % = p, nous
concluons que g + a*(;Z > a1 + 2, donc nous pouvons choisir a; < g + %, tel que :
N a)p — 2
— >+ 2.
q

Par conséquent, nous pouvons choisir b; tel que :

Oél—2

N
061’1+2<b1<?+ <062,1+2

e Etape 2 . Nous montrons maintenant qu’il existe as > a; tel que :

/ Y dr < 0o
Q |z[

’ . -\ 7/ 7’ . " .
pour cela fixons (ay, by) définies dans la premiere étape et définissons ¢ ~ Iaflc’;ﬁ la solution

radiale du probleme :

1
—Aw—&# = —— dans (),

[P

v = 0 sur Of).

Prenons ¢ comme fonction test dans I’équation satisfaite par u, on obtient :

Y
/Q<—A¢+)\1|x|2>udx:/gvpz/}dx.

donc
u
T dr = - dr <oo. (2.3.7)
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2.3. Résultats de non-existence

Ensuite, en utilisant I'inégalité de Holder et (2.3.7) on trouve :

) ) vP : 1 ﬁ
/Q \x|“2 v Q ’x‘az—b1;2+b172 TS Q |:C]bl_2 . Q |x‘p’(a2—b1 2) v
1 1

P p
< c(/ _— dx)p :
Q |$|p’(a277’)

b1—2
p

v . . N
/ dxr < oo si et seulement si ay < = +
Q |x|ee P
Notons que
P p P’ p

Donc, nous pouvons choisir as tel que :

N b,—-2_ N b—2
- > — +

by — 2 N b —2
<CL2<*I‘|‘
p p

N
Oé1,2+2<a1<g+ <ag1+2

Maintenant, a partir de as, nous pouvons montrer facilement I’existence de by tel que :

-2 N -2
@ <b2<7/+a2
q q

N
041,1+2<b1<?+ < agp+2

et
/ v dr < 0o
Q |z[b

En reprenant les mémes procédures de calcul, on peut définir les suites croissantes (G, )nen

et (bp)nen avec ag = a2 — 2, by = a1 1 + 2, pour n > 2,

N bTL—2 —_— 2 N bn_l - 2

S+ << S

p p Y p

N  a,-1—2 N a,—2

—+t—— <by< —+ .

q q q q

De plus, nous avons :
vP ud
——dxr < oo et / ———dr < 00 2.3.8

o o Jofor? 258

Comme u(z) = Cylz|~*"" et v(z) = Co|z|~*2, nous obtenons les inégalités suivantes :
pasa+b, < N+2 et qagq+a, < N+2.

Soient

a= lim a, et b= lim b,.
n—-+0o n—-+0oo

33



2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

Nous déduisons par passage a la limite que :

_ N b-2
a = —+—,
p p
- N a-2
b - 7,_’_@ .
q 4q
Apres un calcul direct, nous obtenons :
- 2p + 2 2q + 2
b=N_ P2 o g=n 12
pq—1 pq—1

e Etape 3. Démontrons maintenant le principal résultat de non-existence pour ce cas,
ai 242

ai2p—2°

D’apres (2.3.8) et le lemme 1.3.1, nous obtenons :

nous avons supposé que q >

/ 1 d </ Y e < tout
—_— AT — A o0 our tout n.
B,(0) [ofperatin2 TS g g2 P

Ce qui nous donne

p051,2+bn_2<N7

et par passage a la limite, nous avons :

pa172+B<N+2.

a1,2+2
ai2p—27

avec I’hypothese, d’ou la démonstration du Théoreme pour le deuxieme cas.

Donc, nous pouvons conclure que ¢ < ce qui nous conduit a une contradiction

Troisiéme cas : ¢" <q¢<q et Gi(p,q) <0

Dans ce cas, nous allons intervertir le réle entre p et de ¢q. La démonstration suit exacte-
ment la méme approche comme dans le cas précédent, en effet :

° Etape 1 . Commencons par montrer l'existence de a1 > ap := a1 +2 et by > by :=

aq 2 + 2 tels que :

N
/ Y dr < 0o ou a11+2<a1<—+a1’2 (2.3.9)
Q |z ’ ¢ q
N )
/ U dr <00 ol aip+2<b <~ 4 2 (2.3.10)
Q || ’ 4 p
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2.3. Résultats de non-existence

En effet, en utilisant l'inégalité de Holder et (2.3.2), on a :

1

U U u? q 1 Py
de= | — 2 4 < d /7d )
aleln ™ T Jao | s ( Q |z|o12 x) ( 2|y |q a-z) O

) u
sia; < ¥ 422 alors —dw<oo.
q q ’$|

Comme ¢ < ¢ < ¢, nous avons
N
a11+2<q——|— P <O./21+2

Nous montrons maintenant 1’existence de b; tel que

v
/Q o dr < 0o avec oo +2 < b <ago+2

al,2

Fixons a; tel que a1 +2 < a1 < —, + et soit 0 ~ mfﬁ, la solution radiale du

probleme suivant :

—Af — Alkc% = L - dans €2,

]

g = 0 sur 0.

prenons 6 comme fonction test dans la premiére équation du systéme (S2), on obtient :

4
/ Y dx:/ Y dr < 0.
o Jof=2 " o fas

oP
/Q|x|al_2dx < 0 (2311)
En utilisant (2.3.11) et I'inégalité de Holder, on obtient :
P 1 1 %
P A o S
@ fofn T o e N AV A
1 7
< C(/ alefL') .
Q |x’p’(b1— -)

v
Alors o T dx < 0o si et seulement si by < by < g + —alp’?.
x

Rappelons que a1 +2 < a; < g + % = a*, nous affirmons qu’il faut choisir a; proche

donc

de a* tels que
N ap —

p/

2
> (12 + 2
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

et choisir b, avec

N a;—2
by < by < —~ + !
p p
Montrons tout d’abord que :
N a"—2
? + > Q19+ 2 (2312)
Comme ¢* < ¢ < @, l'inégalité (2.3.12) est équivalente a : p > %ﬁi;), et comme
p > ;11’17:22, alors si
’ 2 N+2—
ot AHgT e (2.3.13)
gain =2 q(N —az—2)
nous avons 'inégalité désirée, en effet, (2.3.13) est équivalente a : ¢ < Noenz — @ nous

Qag,1

concluons que g + “;’2 > a9 + 2, donc, nous pouvons prendre a; < g + %, tel que :
N a)p — 2
— > Qo+ 2.
p

Par conséquent, nous choisissons b; tel que :

CL1—2

N
a172+2<b1<?+ <Ck2,2+2

e Etape 2 . Montrons maintenant lexistence de ay > a1 tel que :

/ Y dr < 0.
Q |z]e

Fixons (aq,by), et définissons ¢ ~ mc,;% la solution radiale du probleme suivant :

SAG - o
v = 0 sur 0f).

Prenons 1 comme fonction test dans I’équation vérifiée par v, nous obtenons :

Y _ [
/Q<—A¢+/\2|x’2>vdx—/guwdx.

uq

Donc

dx < oo. (2.3.14)
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2.3. Résultats de non-existence

Ensuite, en utilisant I'inégalité de Holder et (2.3.14), on obtient :

1
7

q 1 1
e A R n L ———1
Q |z]* 9 g T Q [z Q|02
1 1

q q
)

q

On doit prendre

pour avoir /
Q

Notons que

Y dr < 0.
|22

¢ q q q

donc nous pouvons choisir a, tel que :

N -2 N b —2
> — +

bp — 2 N b —2

N
a172+2<a1<?—|— <a2<—/—i— <062’2+2
A partir de ao, nous pouvons montrer I'existence de by tel que :
N a—2 N ay—2
a1,1+2<b1<?+ ! <b2<*/+ 2 <06271+2

Maintenant, nous pouvons définir deux suites croissantes (a,)nen €t (by)nen avec ag =

a1 — 2, by = a2 + 2, telles que, pour n > 2,

N b, o—2 N b, 1—2

—+ = << S+

q q q q

N  a,-1—2 N a,—2

—t—— <by< —+ .

p p p p

De plus, on a :
/ vy w“ g (2.3.15)
T < o0 et/7$<oo .3.

o Jof=2 o JofP

Comme u(z) > Cylz| ! et v(z) = Cy|z|~*2, on obtient les inégalités suivantes :
paig2 + an <N+2 et q061,1+bn <N +2

Soit

a= lim a, et b= lim b,
n—-+oo n—-+o0o
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

Nous déduisons :

R N b-2
a = —+—,
q q
. N a—2
b — 7/ ¢
p p
apres un simple calcul, on obtient :
2p + 2 “ 2q + 2
G=N-—PT2 oyt
pg—1 pg—1

° Etape 3. Démontrons maintenant le résultat de non-existence pour ¢* < ¢ <
get —ai1(pg—1)+2p+2<0cadp> 21,142

a1,19—2"

D’apres (2.3.15) et le lemme 1.3.1, nous avons :

/ Ly </ u e < fout
e ———— 1 1 — ax O pour tout n.
B2 (0) |$’qa1,1+bn—2 S ’x‘bn% p

ce qui nous donne
qoz171+bn—2 <N

et par passage a la limite, nous obtenons,

qa1,1+6<N+2.

2 . . . N
L2 e qui est en contradiction avec Phypothése pour ce cas. Du
@1,19—2

coup, la démonstration du Théoreme est déduite.

Par conséquent, p <

2.4 Reésultats d’existence

Nous présentons dans cette partie de ce chapitre le résultat d’existence du systeme

(S2) dans B;(0) puis dans des domaines bornés généraux Q C RY :
Théoréme 2.4.1. soit Q@ = B1(0), 0 < A\ < XAy < Ay et p,q > 1 : satisfaisant ['une des
hypothéses suivantes :
I1<p<ptetl<qg<gq®
II) gt <qg<qet —aii(pg—1)+2p+2>0, ou
II) pt <p<pet —ara(pg—1)+2¢+2>0.

alors le systéme (S2) admet au moins une sur-solution non triviale.
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2.4. Résultats d’existence

DEMONSTRATION. L’idée principale de cette démonstration est de construire des sur-
solutions positives pour le systeme (S2) en utilisant des fonctions radiales pour chaque
cas présentés ci-dessous,suivant I'analyse d’existence adoptée dans [23].

1" cas: 1<p<phretl<gqg<gqt, (zone A)

Supposons u(x) = ¢1|z| " —colx| T ol Ty = v 2p—2 < aq g et v(z) = cgl|z| T2 —cy|x| 7T
ouTe=0119—2< 1

avec c1,cq,c3,cq4 sont des constantes positives telles que : ¢ < —coPy,(11) et ¢f <
—cy Py, (12).

(u,v) une sur-solution positive pour le systeme (S2) dans B;(0) \ {0}, en effet,

u
TAuT A = —ca Py, (11|27 = =Py, (1) || P2

> (esla|™*? = cala| )P = v()”.

et
v

—Av = = —ePumlal T = —ePy(m)la

WV

(cr]o| 711 — colw|7™)? = u(x)?.

2°me cas : gt <g<qget —ayi(pg—1)+2p+2 >0, (zone C)

Définissons 71 = p(ag 19 —2) — 2 et 7o = g1 — 2, comme ¢7 < ¢ < get —ay1(pg—1) +
2p+2 > 0mnous avons 73 < ag et a1 < T < Q.

Soient u(z) = ¢1|z|” — colz| ™ et v(x) = cz|x| ™. avec ¢, o, c3 sont des constantes
positives telles que :

] < 3Py, (12) et c3 < —caPy,(11),
(u,v) est une sur-solution positive du systeme (S2), en effet,

u
—Au — Alw = —coPy, (1)|2] 7% = =Py, (1) ]2 7P > v(z)P.

et v
—Av — )\2

e P (r2)]x] ™72 = e3Py, (7o) || 7900

> (afz|™ = cola )T = u(w)?.

3*me cas : pt <p<pet —aja(pg—1)+2¢+2 >0, (zone B)
Soient 7 = pay o — 2 et 5 = g — 2, comme pt < p < pet —ay2(pg—1)+2¢+2 > 0,
nous avons a1 < 7 < a1 et 7 < aq 9.
considérons u(z) = ci|x|™™ et v(z) = co|x| T2 — ¢3|x| ™ ol ¢1, ¢z, c3 sont des constantes
positives telles que :

! < =3Py, (12) et &b < Py ().
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2. Résultats d’existence et de non-existence du systéme de Lane-Emden

Dans ce cas (u,v) est une sur-solution positive pour le systeme (S2), en effet,

u
du- i = Pl = ey ()]
> (co]w|7*12 — c3lx|T™2)P = v(z)?,
et
v e _
A )\QW = —3Py (1) 2] 772 = —csPoy (1) 2] 7 > ()"

4me cas 1 g =q et p < pt
Soient u(z) = ¢]z|™* — |2|™™ o 7y = pay2 — 2+ € < oy pour un € assez petit et
v(x) = |z|7*2(—In |z|) avec

f < (N —=2—2a;,)

(u,v) est une sur-solution du systeme (S2), en effet,

“Au= s = =Pl = Py (n)fe| e
> (Ja|m2 (= In|z))? = v(@)?,
ct v
Bty = (V-2 2ael 0 2= gans - o
= (N—2—204172)|l‘|7qa1’1
> (era] o0t — [z,

u(x)9.

5°m¢ cas 1 p=pT et ¢ <q.
Supposons que u(z) = |z|* 1 (—1n|z|) et v = ]| — || oU Ty = qayy — 2+ <
—a.9, POUr un € assez petit avec ¢; est une constante positive vérifie ¢ < (N —2—2aq,)

Dans ce cas, (u,v) est une sur-solution positive du systeme (S2), en effet,

u
—Au — /\1@ = (N —2— 2@1,1)|1’|7a1’172, pa1o — Q1 = 2
= (N —2— 2011,1)|ZL‘|7PO[1’2
> (alz|2 —|z|7m)P
= U<x)p7
et v
Bty = P (el = Py el
z (Jz|71 (= 1In|z])? = u(z)".
| |

Remarque. Dans le cas de domaines bornés généraux, en utilisant un changement d’échelle,

nous pouvons démontrer 'ezistence d’une sur-solution pour le systéme (S2) sous les mémes
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2.4. Résultats d’existence

conditions que le Théoréme 2.4.1. Plus précisément, si (u, v) est une sur-solution faible

radiale, alors (ug, vg), avec
x x
ur(z) = cu(=) et vg(z) = cgv(ﬁ), c1,09 >0

R

ot R est choisi de sorte que 2 C B(0, R), est une sur-solution faible sur §Q.
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Chapitre 3

Le systeme potentiel-gradient :
Résultats optimaux d’existence et de

non-existence.

Ce chapitre est le développement de la premiére partie de ’article [16].

3.1 Introduction

Le principal résultat de ce chapitre est de présenter les résultats d’existence et non-

existence des solutions du systéme suivant :

—Au = Ali + VP dans €2,
|z|?
—Av )\QW + |Vul? dans €, (S3)
u,v > 0 dans (2,
u=v = 0 sur 0,

ou  C RN, N > 3, un ouvert borné régulier qui contient 1'origine et 0 < A\; < Ay < A,

% est la constante de Hardy.

Pour p, ¢ > 1 qui parait étre le cas le plus favorable, nous démontrons I’existence d’une

avec Ay :=

courbe critique optimale dans le plan (p, ¢), qui sépare aussi les régions d’existence et de

non-existence pour le systéme (S3). Sans perte de généralité, on suppose que A\; = Ay = A.

Ce chapitre est structuré comme suit : Nous rappelons en premier lieu quelques in-
égalités pour le développement de notre processus. Dans la Section 3.2, nous énongons et
démontrons le résultat principal de non-existence pour le systéeme (S3). Une fois que la

région de non-existence est identifiée, nous prouvons l'existence d’une sur-solution dans
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

la région complémentaire dans la section 3.3. Cela sera atteint en considérant le cas
Q = B1(0) et en cherchant, tout d’abord, des super-solutions radiales, puis un argument
de mise a I’échelle nous permet de traiter le cas général ou {2 n’est pas nécessairement

une boule.

Dans ce cas, le systeme dépend du terme de gradient |Vul|?, pour pouvoir appliquer le
processus utilisé dans le chapitre précédente nous avons besoin de la version suivante de
I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg :

-L’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg : [Théoreme 1.2.8]
Supposons que 1 < o0 < N et soit —oco < v < % Alors, il existe une constante positive
C =C(Q, N,o,7) telle que pout tout u € W (Q, |z|~°7) N L'(), nous avons :

ju(@)]”

@ [ e </|Vu(x)|“|x|_mdx+ </|u(x)|dx> .
Q Q Q

3.2 Résultats de non-existence : Courbe optimale

Notre objectif est de montrer 'existence d’'une courbe critique H(p, q) telle que I'exis-
tence et la non-existence de solutions du systeme précédent dépendant de la position de
(p, q) par rapport a cette courbe.

Commencons par définir les constantes suivantes.

+:2—|—Oél +'_2‘|—041

b . ) 1 . ( )
_ — _ —
b . ) q 1 . ( )

ol ay, g sont définies dans (1.3.2). Notons que N — a; = s + 2. Les constantes dans
(3.2.1) (3.2.2) ont été introduites pour la premiere fois dans [20] et [5].

La premiere région de non-existence dans le plan (p, ¢) sera la suivante :

Théoréme 3.2.1. Soit 0 < X\ < Ay fizé, supposons p,q > 1 telles que soit p = p ou
q = q. Alors le systeme (S3) n’admet pas de solution faible positive dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Proposition 3.2.2. Supposons que 1 < o < N et soit —oo < v < %
Sio(y+1) <N alors

w(x)|? Y o
mdl’ < /|W(x>|"|:rl Tdx + (/Iu(x)|dx> .
Q Q

Q
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3.2. Résultats de non-existence

DEMONSTRATION. Par 'absurde, supposons que le systéme (S3) posséde une solution
faible positive (u,v). Nous avons deux cas :
Premier cas : Supposons que g > ¢. En utilisant 1’équation vérifiée par v et le Lemme

1.3.1, nous obtenons
/ |Vu|?|z|* do < oo.
Q

Puisque oy < %, nous pouvons utiliser le Théoreme 1.2.8. Pour un r assez petit tel que

B.(0) CC Q, il existe une constante positive C'(r, Q) telle que :

q
z|7 dx < C Vu z| 7 dx + udr | < oo. 3.2.3
| I~
|$’q B,(0)

u
Rappelons que —Au — A——= > 0, alors d’apres le Lemme 1.3.1, il existe une constante

|2

positive C(r) telle que u(z) > C|z|~* dans B,(0). En revenant & (3.2.3), nous obtenons :

/ e (3.2.4)

0) |x|qa1+q+o¢1

N—oy __
1+aq =4,

Par conséquent, le résultat de la non-existence découle dans ce cas.

Comme ¢q > alors goy + ¢ + oy = N, ce qui est en contradiction avec (3.2.4).

Deuxiéme cas : Supposons que p > p. D’apres ’équation vérifiée par u et le Lemme
1.3.2, nous obtenons :

/ vPlz| T dx < 0.

B, (0)

Comme —Av — )\W > 0, en utilisant le Lemme 1.3.1, on trouve :
x

1
/ ————dxr < 0. (3.2.5)

0) |;L=|p041+041

N C” = p, alors paj +a; > N. Ce qui nous conduit & une contradiction avec

Comme p >
I'hypothese (3.2.5). D’otu la démonstration du Théoréme 3.2.1. m

La région déduite par le Théoreme 3.2.1 n’est pas optimale, dans le sens ou la non-
existence peut tenir dans un ensemble plus large du plan (p, q). Notre objectif dans ce qui
suit est d’améliorer les résultats précédents, en montrant ’existence d’une courbe critique
qui sépare les régions d’existence /non-existence. Nous allons montrer que si le systeme (S3)
admet une solution (u,v), nous pouvons construire, en utilisant un processus approprié

deux suites croissantes (an) N et (bn) N telles que :
n n

/ u dm<ooet/ Y dx < oo.
Q |z]o a |z|b
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

Ce processus nous permet de trouver la courbe optimale d’existence dans le plan (p, q).
Afin de simplifier la présentation, nous définissons
a1 + 1 2 a1 + 2 1

Hilp,q) = + - — (a1 + 1) et Ha(p,q) = + - — .
1(p, q) p . (a1 +1) 2(p, q) o |

Nous considérons les ensembles :

A= {(p,q) cRM)2telquel <p<phetl <q<q+},

B = {(p,q) c (R telquept <p<p,l<qg<q et Hapq) 20},
C= {(p,Q) e R telque l <p<p',q" <qg<qetHi(pq) 20}.

La région qui représente la partie non-existence est R*>\ (AU B U ).

E Nonexistence zone |:| Existence zone
q 4 Hi(p,9) Hyp,qQ) = === ===

ol

L

FIGURE 3.1 — Zones d’Existence et de Non-existence pour le systeme (S3)

Le résultat principal de cette partie est le Théoreme de non-existence suivant :

Théoréme 3.2.3. Soit Q C RN un domaine borné tel que 0 € Q et N > 3. Supposons
que 0 < X\ < Ay et p,q > 0 satisfaisant l'une des hypothéses suivantes :

2
I) pt <p<petHspq) <0, c’est-a-dire q > ot
pay — 1
_ . g aq + 2
II) ¢t <qg<qetHi(pq) <0, cest-a-dire p > ————,
) ¢" <q<qetHipq) P> 1) 2

Alors, le systeme (S3) n’admet pas de solutions faibles positives dans le sens de la Défi-
nition 1.2.6.
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3.2. Résultats de non-existence

DEMONSTRATION. Supposons par 'absurde que le systéme (S3) admet une solution

(u,v). D’apres le Lemme 1.3.2 nous avons

/ VP |z dx < oo et / |Vu|z|~* de < oo. (3.2.6)
Q Q
Revenons au résultat de non-existence présenté dans le Théoremre 3.2.1, nous pouvons
supposer que p < p := Na;lal et g <q:= ]I’%sll

I- Premier cas : p©™ <p <p et Ha(p,q) <0
La démonstration sera présentée en plusieurs étapes.
e Etape 1. Définissons ag = by = «; + 2, alors nous affirmons Pexistence de a; > ag et

b1 > by tels que

N
/ dx<oooua0<a1<—+— (3.2.7)
||t PP
« N 2
/ Y dr<oootby<b <+ T% 0 (3.2.8)
Q |z q q

En effet, en utilisant 'inégalité de Holder et (3.2.6) nous avons

o1
/ v d:c:/vmp \:c]_a?ld:c < /]w\ BT gy
Q |z|m o |zm !l’\‘”
< C’[/ || P |
Q

1
I

=

Par conséquent, cette intégrale est finie si
aq
(a1 — ?)Pl <N.

c’est a dire
N Ozl
o t+2<a < —+ —
4 p

Comme a1+2 <p< = al

, alors 2 + a4 < N4 % < a9 + 2. D’ot nous avons démontré la
premiere afﬁrmamon.

Nous prouvons maintenant 'existence de a; + 2 < by < ap + 2 avec

u
/Q e < oo (3.2.9)

Fixons a; définie ci-dessus et considérons n; la solution du probleme

1
A— mo_ dans 2,

|| ||
m = 0 sur 0f2.

—An —
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

alors n;(z) = au voisinage de l'origine. En utilisant 7, comme fonction test dans

= [
I’équation vérifiée par v dans le systéme (S3), nous obtenons

/ —An — A v da :/ |Vu|fn, dz.
Q || Q

Rappelons (3.2.7), nous avons

v

C/ |Vul?z| =2 dr < / dx < 00, (3.2.10)
B,(0) Q |x|m

Par conséquent, d’apres le Théoreme 1.2.8, nous concluons que

ul
/ —|z|" " dz < oco. (3.2.11)
@ |z

A présent, nous utilisons 'inégalité de Holder et le Théoréme 1.2.7 et (3.2.11) pour trouver

une estimation de by, en effet

a]—2
u w x| T a2
Mgy = [ M d
L = e
L 1
< C /“q|;n|—a1+2 dr|” U (5 e dz} !
Q |x|e Q
1 1
< C[/ \Vu|?|z|~9*2 da | /\x](alﬁblﬂ)q/dx} "
Q Q

La derniere intégrale est finie si

a1—2

(b1—1— )q’<N.

c’est a dire,

N -2
b1<*/+a1
q q

+ 1.

o1
P
proche de a* tel que g + a%f + 1 > ay + 2 et choisir b; tel que

Rappelons que a1 + 2 < a; < g + 4 := ¢*. Nous allons montrer qu’on peut choisir a;

-2
“@ +1.

N
boza1+2<bl<*’+
q q

Tout d’abord, montrons que

2
F1>a+2. (3.2.12)
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3.2. Résultats de non-existence

Par hypothese, nous avons 0‘;—4{2 <p< Nalal = p, alors (3.2.12) équivaut a avoir ¢ >
N+2p—ay

p(N—(a1+1))"

Comme ¢ > ‘“*2 , alors si

a1 + 2 N+2p—o

por—1° p(N—(m +1)) (3.2.13)

nous obtenons l'inégalité souhaitée. Remarquons que (3.2.13) équivaut au fait que p <

a—]\igz—ié — ﬁ Ainsi, il nous reste a montrer la dermere estimation sous I’hypothése prin-
N N—aj

cipale sur p, en effet, comme p < , alors p+ 1 < 2=, du coup nous avons

2p—|—1< N2p+1

1 _
R e R

Apres un simple calcul, nous obtenons

2 N 2 2
p(l - )< —(1- )—(1- )-
2p+3 aq 2p+3 2p+3
done N 2 2p + 1 2
D+ p
p<—(1- ) —

ay 2p+3 2p—|—3+2p+3'

N2p+1 1
o1 o0t 2p 5 est vérifiée.

Ce qui nous conduit & conclure que g +9=2 1 1 > a4 + 2. Donc nous pouvons choisir

Par conséquent, 'estimation p <

a < g + <1, tel que q—]\f + 4= 211>+ 2 En conséquence, nous pouvons choisir by tel
que

N a1—2
ar+2<b <— + +1<ag+2.

q q

e Etape 2. Maintenant, nous démontrons existence de as > a; tel que

Q |zfe

Fixons tout d’abord (ai,b;) définies dans la premiere étape et soit 6;, la solution du
probleme

2

1
—Al; —A\— = —— dans ),
|z[? ||

/i = 0 sur Of).

alors, 61 (z) = o au voisinage de 0. Utilisons ¢; comme fonction test dans I’équation
|-

vérifiée par u, nous obtenons :

/vpﬁldx:/ A0 A wde
0 Q |z|?
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

D’apres (3.2.9), nous avons

C vP|z| T2 dr < / |Tbl dr < 0. (3.2.14)
Qlx

D’ou, (3.2.14) et I'inégalité de Holder nous donne

b1—2 1
7

) —by+2 by—2. , "
/ U = / v|m| || T dr < C [/ || (T2t T |
0 Q Q

]2 ]2

Cette intégrale est finie si et seulement si

Notons que

I P jd D

alors nous pouvons choisir as tel que

N b—-2 N b—2
> — +

N
061+2<a1<*/+
p

Maintenant, comme dans la définition de by, nous obtenons l'existence de b, tel que

N -2 N -2
bl<—/+&1 +1<bg<—,+&2
q q q q

+1,

et

/ Y dr < 0.
Q |z[P

En utilisant un processus itératif, nous obtenons l'existence de deux suites croissantes
>
(an)neN, <b”)neN telles que n > 2,

N b, o—2 N b,.1—2
—+—=—"< a, <=+
p p p p
(3.2.15)
N  a,1—2 N a,—2
S S 1< b, <= +1.
q q q q
Par conséquent, d’apres les calculs précédents, nous déduisons que
u? P
/52’1;‘114-(17;—2 dx < o0 et /Q|Qj‘bn_2 dx < Q. (3216)
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3.2. Résultats de non-existence

Comme, u,v > C|z|~*, nous avons

1 1
/Br(O) W df,U < o0 et BT(O) de < 0Q. (3217)

Ainsi, il est nécessaire que
an < N+2—qglag+1)et b, < N+2—pay.
donc nous obtenons lexistence de a, b telles que
a = n1_1£100 an, et b= n1_1£100 b,,.

Revenons a (3.2.15), nous déduisons que

_ N b-2

a = —+—,

N oalo

b = ?—1— + 1.
Par un calcul direct, nous déduisons que

2 - 2 1
G=N-9I2 p=Ny1 -2
pqg—1 pqg—1

e Etape 3. Nous démontrons dans cette partie le résultat principal de la non- existence

dans ce cas. Rappelons que nous avons supposé que g > ;;2117?1'
D’apres (3.2.16) et le Lemme 1.3.1, nous avons
/ L < / Y e < tout
——dx ———— dx < oo pour tout n,
.0 fofpertin 2 T Jo o2 ’

ce qui nous donne

pay + b, — 2 < N pour tout n,

et donc par passage a la limite
pa; +b< N +2.

Par conséquent, nous pouvons conclure que g < z%’ d’ou la contradiction avec 1'hy-

pothese principale dans le cas I. Cela conclut la preuve du théoreme pour le premier

cas.

II- Deuxiéme cas : ¢" < ¢ < q et Hi(p,q) <O.
Nous suivons les méme étapes utilisé dans le premier cas en échangeant le role de p et ¢,

en effet
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

e Etape 1. Nous commencons tout d’abord par démontrer Uexistence de aq, by, tels que

N
Mm+2<a <=+ 241 et o +2<b <ar+2 (3.2.18)
q q
avec
u v
/ dr < oo et / dx < oo. (3.2.19)
Q || Q |z[™
Comme ¢ < #, utilisons (3.2.6) et le Théoréme 1.2.8, nous obtenons

ul
/ dr < 0.
Q ‘x’q+a1

Donc, d’apres I'inégalité de Holder, nous avons

1
7

1 ‘ . 1
/ Y dx:/ v —dr < (/ “ dq:)q(/,alda:)q
Q |x|m Q|x|" |z Q |x|aten Q |g|7(@a=1=7)

< o )’
S Vo =)

L’intégrale ci-dessus est finie sous la condition suivante :

q(a; —1— ﬂ) < N,
q
c’est a dire N
4 < =+ L4 (3.2.20)
q q

Comme ¢ < ¢ < ¢, nous avons :
N «
Oé1+2<?+j+1<0é2+2

Afin de prouver l'existence de by, fixons a; définie ci-dessus (3.2.20) et soit & la solution

du probléme :

1
—A& — )\i = dans (2,

|2 |

& =0 sur Of).

au voisinage de l'origine. Utilisons & comme fonction test dans

alors & (z) = POE

I’équation vérifiée par u, nous trouvons

/Q (vp + )\’xu|2> & dr = /Qu(—Aél) dx.
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3.2. Résultats de non-existence

Par conséquent, d’apres (3.2.19)

U
/vpgldxg/ dr < 0.
) Q |x|m

Donc
/l)p
/Q = dr < co. (3.2.21)
Utilisons maintenant 'inégalité de Holder et (3.2.21), nous obtenons

1
o

v v 1 VP 7 1 3
/ b dx = a =2 pra— dx < </ 2dl‘> (/ (H_le')
Q |z| Q g bi—=L Q |x|a- Q |g|p =)
1 1

|| P p
< — )
= C</Q 2o

P

Cette intégrale est finie si et seulement si p/(b; — C“sz) < N. Clest a dire

Nous avons : a3 +2 < a1 < g + % + 1 := a*. Montrons qu’on peut choisir a; proche de

a* tel que g + “1772 > a1 + 2 et choisir b; tel que

N a—2
b0:a1—|—2<b1<—/+ !
p p
Tout d’abord vérifions que
N a"—2
— + >y + 2. (3.2.22)
p
Par hypothése, nous avons Zi—ﬁ < q< ]x — = g, alors (3.2.22) équivaut a avoir p >
N+g—oau
g(N—a1—-2)"
Comme p > ﬁ, alors si

o+ 2 - N+qg—m
glar+1) =2~ g(N —a; —2)’

(3.2.23)

nous obtenons 'inégalité souhaitée. Remarquons que (3.2.23) équivaut au fait que

142 S22

Oél—|—1 q Oél—|—1 q(Oél—i‘l)'

q<

Ainsi, il nous reste a montrer la derniere estimation sous I’hypothese principale sur ¢, en
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

N—o1
a1+17?

N a1

ai+1 a;+1’

effet, comme ¢ < alors ¢ < du coup nous avons :

(1+2) < N +3 oM 42
1 q o +1 q o +1 q

Apres un simple calcul, nous obtenons

2 a1q + 204
< 1+ ——— —
g al—l—l( q) q(a; +1)
donc 5 5 5 5
aq + a
g < (14 5) - TS =

ap +1 q o +1  qlog+1)
Par conséquent, 'estimation (3.2.23) est vérifiée.
Ce qui nous conduit a conclure que p—]\f + “*p%z > a1 + 2. Donc nous pouvons choisir

a; < g + % + 1, tel que g + ‘“TTQ > a1 + 2. En conséquence, nous pouvons choisir by tel
que
ag — 2 N a—2
0 <b <— + ! )
p p p

Ainsi, en argumentant comme pour le premier cas, nous pouvons définir deux suites

N
Oé1—|-2<bo<*/+
p

croissantes (an)neN, (b”)neN telles que pour tout n > 2, nous avons :

N  a,-1—2 N a,—2
— T <by, < S :
p b p p
(3.2.24)
N b,o—2 N b,.1—2
St <a, < T
q q q q
De la méme fagon nous obtenons,
w g v 3.2.25
7x<ooet/7x<oo. 2.
s Rre= (3225)
Comme u,v > C|z|~*, nous avons le résultat suivant,
S d t L d
/BT(O) |x|qa1+q+bn—2 T<ooe B, (0) |m|pa1+an_2 T < 0.
Ce qui nous donne
by < N+2—gq(la;+1)eta, <N+2—pa. (3.2.26)

Soient a, — @ et b, — b (quand n — 00). D’apres (3.2.24), par passage a la limite, nous

obtenons,

2p—1 - 2
p et b=N — -+t

Ga=N+1-— .
pqg—1 pqg—1

(3.2.27)
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3.2. Résultats de non-existence

e FEtape 2. Nous pouvons a ce stade 14, compléter la démonstration de la non existence,
o1 + 2

en effet, rappelons que nous avons supposé que p > ————.
q(on +1) =2

En utilisant (3.2.26), nous avons,
glar +1)+b—2< N.

Donc,

A

qglar +1)+b< N +2.

Oél—|—2

qlag +1)—2
avec I’hypothese sur p. D’ou la démonstration de ce Théoréme. m

Revenons a (3.2.27), nous obtenons p < ce qui conduit & une contradiction

Dans ce qui suit, nous présentons la preuve de la Proposition 3.2.2.

N—aq
14+an

Rappelons que : u(z),v(x) = clz|~* dans B1(0). Si (u,v) existe alors :

Démonstration. Pour le systéme (S3), nous avons p < % et ¢ <
1

/ VP |z dr < oo et / |Vu|?|z|~* de < oo. (3.2.28)
0 0

d’un autre cote, I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg est sous la forme suivante :

u(z)|” - ’
/ i T < /|Vu )|z~ dz + /|u e ) .

si et seulement si : N
cy+1) < N&ry< —7

Revenons au systéme (S3), comme v = 2 < ¥4 o g < N — oy
y v=2< ey

d’apres l'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg,

ul
/Q|x|q+a1 dr < 00 (3.2.29)

Nous obtenons aussi en utilisant 1'inégalité de Holder,

/ Y e < oo et / v . (3.2.30)
Q [z|m Q |z|n

avec un choix bien précis de ,u1 et vy

Pour définir —An — )‘va\? = |V1, on utilise V1 +a; < N e vy <N —o
Afin d’utiliser 7 comme fonction test, Nous pouvons procéder par approximation, puisque

Jo ﬁ dr < 0o, alors, indépendamment de la forme de la non-linéarité et de I'intégration
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

par parties, nous obtenons :
" — g
v(—An — )\’ Ydx = |Vu| ndz
Q

donc
/ |Vau|?|z|" "D dr < 0o
Q

Si le—z < M Sy —2< N—qg& v +q< N+ 2, alors nous pouvons utiliser 'inégalité

de C’aﬁarellz Kohn-Nirenberg Sivi +q > N+2< v, —2 > N — g donc

/ (Vu|?|z| =" Pde > c/ |Vau|?|z|"N=D+%Edz,  pour £ assez petit
Br(0) B:(0)

nous avons W < %, donc nous pouvons appliquer 'inégalité de CKN pour l'inté-

grale [ o [Vul|?z|~N9%9dz, nous obtenons :

ul ul v 0
—_— < = < e >
/ 0 [pfet=a=a) =T [y g JaNee S

d’un autre part, nous avons u(z) > c|z|** dans B;(0) donc

1
—————— <o =a; <¢
/BT(O) || N+aar—ae

donc ce résultat est impossible dans le cas ou € < aq, d’ou nous pouvons conclure qu’on

peut supposer v < %. O]

Dans le cas critique A = Ay, nous avons a; = g, les régions B et C' sont vides pour

ce cas. Plus précisément, nous présentons le résultat suivant :

Théoréme 3.2.4. Si A = Ay, supposons que p,q > 1 tels que :

sottp = Mouq N;,“2

sens de la Définition 1.2.6.

. Alors le systéme (S3) n’admet pas de solution positive faible au

Pour la démonstration de ce Théoréme, nous suivons les méme démarches présentées dans

N+2 +2

la preuve du Théoreme 3.2.1 avec p = et g==%

3.3 Résultats d’existence : sur-solutions radiales

Le but de cette sous-section est de montrer que les résultats de non-existence obtenus
dans le Théoreme 3.2.3 sont optimaux. Plus précisément, nous allons construire des sur-
solutions pour le systeme (S3) dans la région complémentaire du plan (p, ¢). Pour ce faire,

nous considérons d’abord le cas radial 2 = B;(0).
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3.3. Résultats d’existence : sur-solutions radiales

Théoréme 3.3.1. Supposons que 2 = B1(0), 0 < X\ < Ay et p,q > 1 satisfaisant ['une

des hypothéses suivantes :

I)1<p<ptetl<gqg<gqr,
a1 + 2
qlag +1) =2’ ou
o + 2
pag — 1
Alors le systéme (S3) admet au moins une sur-solution faible positive.

II) ¢t <qg<qetp<

IIl) pt <p<petq<

DEMONSTRATION. La preuve sera donnée en plusieurs étapes en fonction des valeurs de
p et q.
1. Lazone A: 1<p<pretl<g<qr.
Soient # > 0 tel que a; < § < mm{p -, 2 =i} et (u(@),v(z)) = (c1]z| 77, co|x|7P)
avec c1, ¢ sont deux constantes positives satisfaisant

017)(5) Cp et 027)(6) C({ = 6q, (331)

ou P est définie dans (1.3.1).
Nous avons,

AU = A = e P(B) |z 2.

|z

Oq -|—2

En utilisant le fait que 1 < p < = p*, nous obtenons l'existence d'un 5 > oy

tel que 5 < pfl. D’apres (3.3.1),

—Au — )\|u|2 > P,
T

Nous avons aussi,

[
—Av — AW = CQP(6)|ZL'|_B_2.

Comme 1 < ¢ < ¢, nous choisissons 3 < 2 pa =—{, pour obtenir

AU A |Vuld.

E

D’ou, le résultat pour ce cas est obtenu.

_ o1 + 2
2. Lazone B: ¢t <g<qgetp< ——m———.
q q<dq p gar +1)—2
Définissons 7 := (a; +1)¢—2 et 7, := ((a1 +1)¢—2)p—2. Comme ¢ < ¢ < g, alors
(0%} + 2

a1 < T < (y. et en considérant que p < nous déduisons que 7, < .

qla; +1) =2’
Soient

u(z) = || — colx| 7™ et v(x) = c3la| 7,
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

o8

.Lazone C : pt <p<petg<

avec ¢y, Cg, c3 sont les constantes positives telles que
(c1a1)? < esP(T) et & < —coP(7).

(u, v) est une sur-solution du systeme (S3). En effet, nous utilisons la définition de

7, et P(-), nous obtenons

u _
—Au — )\W = _C2P(Tp)’x‘i7—p72 = _CQ,P(TP)‘:CFPT

> dla| 7 = o,

D’un autre coté, utilisons la définition de 7, nous avons,

v N _ o
T R L
-1

> ez = cmpla| T = [V,

Dot (u, v) est une sur-solution du systeéme (S3).

Oél—|—2
pa; —1°

Soient T := pay — 2 et 7, := ¢q(pay — 1) — 2 = (T + 1)¢g — 2. Comme p* < p < p,

a; < T < as. En tenant en considération que ¢ < , nous avons 7, < Qj.

s pay —
Définissons

u(x) = cs3lz| " et v(x) = cr|w|T — cola| T,

ou ¢, ¢o, c3 sont des constantes positives telles que
(c1)P < e3P(7), (e3(7))? < —caP(1y) €t 1 = ¢

Nous démontrons que (u, v) est une sur-solution faible du systeme (S3). En effet,

utilisons la définition de 7 et P(-), nous obtenons

AU A = e P(F)a] T = P (R)|a| P > x|

2>

—o —T
Z o] = el TP = 0P
D’un autre coté, utilisons la définition de 7,, nous obtenons

v _
~A0 = At = —ePlrlel = (el

> (e3(7)) |17 = [Vl

Donc (u, v) est une sur-solution du systeme (S3).



3.3. Résultats d’existence : sur-solutions radiales

4. Le segment [p*,b) : p=pT et 1 <qg<q*.

Soit 7" = q(a; + 1) — 24+ € < «, pour un ¢ assez petit, définissons
(@) = [z~ (= In|z]) et v(z) = ei|a] 7 = || 77,

oucd] < N—2—2a;. Alors

u —a1—2
= (N —2—2aq)|z|~ 7
N N e i L
et
A0 = A = —P()fal T = P
T

> (27 HonInfa] — 1)) = [Vul".

Donc (u,v) est une sur-solution faible du systeéme (S3).

5. Le segment [¢7,b) : g=qT et 1 <p < p*.
Soient u(z) = c1|z|™ —cy|z|™" et v(x) = |z|~* (= In|z|) ott 7" = pa; —24+¢€ < oy
pour un € assez petit.

Supposons que (o) < N —2 —2a5 et g > 0. Alors

—Au— Ay = —eP()a| T = ey P(r|a] T

ks
Z ([~ (= Inz]))?

= "
D’un autre coté,
—Av— >\|U|2 = (N —2—2a))|z| ™2 = (N —2—2a)|z| @+
x
> | _ 01a1|m|_0‘1_1 +CQT,/|ZL'|_TH_1|Q
= [Vu/*

Dot (u,v) est une sur-solution du systeme (S3).
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3. Le systeme potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

N2
=P=7N=2

ce cas, les régions B et (' sont vides. Par conséquent, nous avons le résultat d’ex1stence

Nous traitons maintenant le cas o A = Ay, alors p* etgt=qg=% +2 . Pour

suivant :

Théoréme 3.3.2. Soient A\ = Ay et Q = B,(0) avec n < 1. Supposons que p < p* = 2t

63}

et g < qt = ﬁ% Définissons w(z) = |x|_°‘1(ln(ﬁ))5 avec 0 < B < 1. Alors ils existent
c1, 09 telles que :(u(x),v(x)) = (cqqw(x), cow(x)), nous concluons que (u,v) est une sur-

solution positive du systéeme (S3).

DEMONSTRATION. Comme X = Ay, alors a; = Y52, Fixons p < p* = M et g < qt =

Bz, e s

est une constante positive assez petite que nous choisirons ci-dessous. Comme \ = Ay,

c’est a dire, nous somme dans la zone A. Définissons w(x) = |x|_a1(hr1(‘x|

alors w € W(B,(0)) pour tout o < 2. Par un calcul direct, nous obtenons que, pour

2| <n <1,
wo B -5) i B—2

—Aw — )\|$|2 = R (ln(m))

et ) )
Vol = o] (o) + Bn( 7))
Donc 1
wP(z) = le_””(ln(m))pﬁ

et

1
V| = Jo[ -1 (ay In(;—

en posant (u(z),v(x)) = (cqw(z), cow(x)), avec c¢1, o assez

)+ ﬁ(ln(ﬁ )y’

2+aq
14+aq?

petites, nous déduisons que (u,v) est une sur-solution du systéme (S3). m

Comme p < 22%, q <

Remarque. Dans le cas de domaines bornés générauz, en utilisant un changement d’échelle,
nous pouvons démontrer l'ezistence d’une sur-solution pour le systéme (S3) sous les mémes
conditions que le Théoréme 3.3.1. Plus précisément, si (u, v) est une sur-solution faible
radiale, alors (ug, vg), avec

ug(z) = Clu(E et vr(w) = CW(%% c1,c2 >0

7)

ot R est choisi de sorte que Q2 C B(0, R), est une sur-solution faible sur §Q.
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3.3. Résultats d’existence : sur-solutions radiales

Remarque. Si \; # X\, notre technique peut étre utilisée pour trouver la courbe optimale

qui sépare la zone d’existence et de non-existence du systeme suivant :

—Au— X \j— = P dans €,
|96|2
—Av— Ny—— |$|2 = |Vul? dans Q, (Sp3)
u, v > 0 dans €,
u=v = 0 sur OS2,

ou Q C RN, N >3, un ouvert borné régulier qui contient lorigine et 0 < \; < Xy < Ay.

Ces résultats peuvent étre résumés dans les Théoremes suivants :

Théoréme 3.3.3. (Résultats de non-existence)
Soit Q C RN un domaine borné tel que 0 € Q et N > 3. Supposons que 0 < A\; < Ay <

Ay et p,q > 1 satisfaisant l'une des hypothéses suivantes :

I)p=p ou q>q,
II) pt <p<p et qg> 22t

paiz2—17

+ = a1,1+2)
III) gt <qg<q et p> q(a11,11+1)72

Alors, le systéeme (Sp3) ne posséde pas de solutions faibles positives dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Théoréme 3.3.4. (Résultats d’existence)
Supposons que Q2 = B1(0), 0 < A\ < Ay < Ayn et p,q > 1 satisfaisant 'une des

hypothéses suivantes :
ID1<p<ptetl<qg<gqh,
II) pt <p<p et qg< 22t

pay.2—1’
ai,1+2

Alors le systéme (Sp3) admet au moins une sur-solution faible positive.

avec

. 24+a;; . N-—a

p = =
a.2 0.2

¢t = 2+ g= N —aia

oo+ 1 oo+ 1

ol et gy pour i = 1,2, sont définies dans 2.5.1.
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Chapitre 4

Résultats d’existence et de
non-existence du systeme

gradient-gradient.

Ce chapitre est le développement de la deuxiéme partie de ’article [16].

4.1 Introduction

Ce chapitre est dédié pour ’étude du systeme gradient-gradient. Plus précisément nous

considérons le systeme suivant :

CAu— A = |VolP dans €,
|z
v
—Av — )\W = |Vu|? dans Q, (S4)
u, v > 0 dans €,
u=v = 0 sur 052,

avec 2 C RY est un domaine borné, p,q > 1 et 0 < A < Ay. Remarquons que le systéme

(S4) a une structure symétrique.

La principale difficulté pour ce cas, comparé au cas du systeme (S3), est le fait que
nous devons reproduire le processus d’itération dans les deux équations en utilisant en
méme temps la variante de I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg prouvée dans le Théo-

réeme 1.2.8.

Ce chapitre est organisé comme suit : La Section 4.2 est dédiée aux résultats de non-

existence pour le systéme (S4) avec des non-linéarités de type gradient, nous commengons
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

par déterminer la région de non-existence, cela sera réalisé en utilisant I'inégalité de Hardy
pondérée et un processus itératif approprié.

Dans la section 4.3, nous démontrons 'existence des sur-solutions du systéme (S4) dans
la région complémentaire déduite de la section précédente, a travers 1'utilisation des sur-

solutions radiales pour chaque cas.

4.2 Reésultats de non-existence : La courbe optimale

Définissons maintenant les constantes optimales pour le systeme (S4),

+ + 2+O{1 _ _ N—Oél
p =49 = ) b=q= .
1+Oé1 1+041

En suivant de pres I'approche utilisée dans 'analyse du systéeme (S3), nous commen-
cons cette partie par la construction de la courbe optimale associée au systeme (S4). La

premiere région de non-existence dans le plan (p, q) est donnée par le théoréeme suivant.

Théoreme 4.2.1. Fizons 0 < A < Ay et supposons p,q > 1 tels que : soit p > p ou
q = q. Alors le systéme (S4) n’admet pas de sur-solution positive faible dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Proposition 4.2.2. Supposons que 1 < o < N et soit —oo < v < %
Sio(y+1) < N alors

u(@)”

Wdflf < /|VU/(1})|U|I|_07dIE+ </|U($>|d$‘> .
Q Q Q

DEMONSTRATION. Supposons par 'absurde que le systéme (S4) admet une solution

faible (u,v) au sens de la définition 1.2.6. Utilisons le Lemme 1.3.1, nous obtenons,

/ Vol? |z~ dz < oo et / Vu|?|z|~* dz < co. (4.2.1)
Q Q

N
a1+1?

Puisque p, q < d’apres le Théoreme 1.2.8, nous avons,

ul vP
/ — x| 7" dr < 00 et / —|z|7* dz < oo, (4.2.2)
o [zl o [zP
D’ou, nous obtenons d’apres (4.2.2) et le Lemme 1.3.1,
/ ! dr < ! dr < (4.2.3)
—————dr < o0 —————dz < o0. 2.
B, (0) |z]101taten " JB(0) [z[pertrtes
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

N-—oa1 _ N-—oa1 _
14+a; 14+a1

hypothéses supposées. D’ou, le résultat de non-existence est obtenu pour ce cas. m

Donc ¢ < qgetp< P, ce qui nous conduit a une contradiction avec les

Pour déterminer la courbe critique exacte, nous suivrons de pres les calculs utilisés
dans les chapitres précédents. Nous soulignons que pour ce cas, de nouvelles difficultés
apparaissent en raison de la présence d'un terme de gradient dans les deux équations.
Définissons

aq + 2 1 aq + 2 1

Hi(p,q) = + - — (a1 +1), Halp,q) = + - — (g +1).
3(p, q) p . (1 4+ 1) 4+(p, q) p . (1 +1)

et considérons les ensembles suivants :

D = {(p,q) cR)telsquel <p<pretl<g< q*},

E= {(p, q) € (RY)* tels que 1 < p < pT avec ¢ < ¢ < g et Hs(p,q) > 0}.

F = {(p, q) € (RM)? tels que p™ < p < pavec 1< q<qh et Hy(p,q) > O},

E;;;;;j Nonexistence zone [:::::] Existence zone
a4 Hs(p,q) HipqQ) ===m===+

o
|
|

s

aF -

-
I
|

I R

p+ P p

FIGURE 4.1 — Zones d’existence et de non-existence pour le systeme (S4)

Le résultats principal de non-existence pour le systéme (S4) est présenté dans le Théoréme

suivant :
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

Théoréme 4.2.3. Soient Q C RN un domaine borné tel que 0 € Q et N > 3. Supposons
que 0 < A < Ay et p,q > 1 satisfaisant l'une des hypothéses suivantes :

_ . oy + 2
I) p" <p<petHip,q) <0, cest a dire g > —————
) p* <p<p et Ha(p,q) 1> T =1
II) ¢t <q<qandHs(p,q) <0 c’estddz’rep>al—+2
3\ ) q(a1+1)—1’

Alors, le systéme (S4) ne posséde pas de sur-solutions positives faibles dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Selon le Théoreme 4.2.3, le résultat de la non-existence est valable pour tout (p,q) €

Rt*\ (DUEUF).

Remarque. Observons que la courbe critique présente une symétrie par rapport auzr va-

leurs de p et q ce qui tmplique que les ensembles E et F' sont symétriques par rapport a

Uaxe {p = q}.

Maintenant, de maniére similaire au cas du systeme (S3), I'idée principale de la dé-
monstration est de prouver que toute solution positive (u,v) du systéme (S4) possede
une propriété d’auto-amélioration de la sommabilité. Autrement dit, pour des valeurs ap-

propriées vy > a; et pg > 0, nous pouvons construire des suites croissantes (Vn) N et
ne

(un)neN telles que :

/ U dx<ooet/Lda:<oo. (4.2.4)
o ||t Q |z|

DEMONSTRATION. Supposons par 'absurde que le systéme (S4) admet une solution

(u,v) dans le sens de la définition 1.2.6. D’apres le Lemme 1.3.2; nous avons :

/ |Vul?z| ™ do < oo et / |VoulP|e|™* dz < co. (4.2.5)
Q Q
Comme u,v € L'(Q) et p,q < aﬁl, alors en utilisant le Théoreme 1.2.8, il s’ensuit que
u? P
/Q P dr < 00, /Q e dr < 00 (4.2.6)

Tenant en considération le résultat de non-existence présenté dans le Théoreme 4.2.1,

N—o1
1+aq °

[-Premier cas : p™ <p < p et Hy(p,q) <0 :

nous pouvons supposer que p, q <

La démonstration sera effectuée en plusieurs étapes comme suit :
e Etape 1. Supposons vy = (o = aq + 2, alors nous affirmons qu’ils existent vy > 0, 1 > 0
tels que :

m+2<m<g+?+1<%+z (4.2.7)
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

et

/ Uiz < oo. (4.2.8)
Q

[

En effet, en utilisant I'inégalité de Holder et la relation (4.2.6), nous obtenons

1
ol

1
[ o= [ CEO g < [ o] et g
oo T el o o e ) L

< | [ faftrmm e gy
Q

=

Cette intégrale est finie si et seulement si
(v —a; —1)p —a; < N.

Autrement dit,

N « N -2
m<—+2pr== 4 R
P P

+ 1.

Comme p* < p < p, alors
N «
24+ a1 <=+ —+1<2+am.
p p

Nous démontrons maintenant ’existence de pu; tel que

N -2
041—1—2<,ul<q/—|—yl +1, (4.2.9)
et
u
/ dz < co. (4.2.10)
[¢) |aj|M1

En effet, fixons vy définie ci-dessus et soit n; la solution du probléme

1
—An — /L dans €2,
[ [
m = 0 sur 0f.

c .. .. .
Alors my(z) = W au voisinage de l'origine, prenons 7; comme fonction test dans
.

I'équation vérifiée par v, en utilisant (4.2.8), nous avons :
v
/ |Vul|?|z|" T de < / ——dr < 00. (4.2.11)
B,(0) Q |x|n
Par conséquent, d’apres le Théoreme 1.2.8 nous obtenons :

uq
/ a2 de < oo (4.2.12)
Q |z|
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

Utilisons encore une fois I'inégalité de Holder et le Théoréme 1.2.7 pour avoir le résultat

suivant :

u |z 2 7

1
/ Logr= [ - lz| ™2 de < C [/ |Vul|?|z| 12 dzp] ! [/ | (1= =D a2 g |7
o [a|m Q [af [z|m ! Q o

Nous avons besoin que :

V1—2
q

+1

N
PJ1<?+

Rappelons que a; +2 < vy < g + % +1:=w.

Nous montrons qu’on peut prendre vy proche de v tel que g + VlT_Q +1 > ay + 2 et choisir

w1 tel que
N vV — 2
Mo=a1+2<u1<?+ +1

Tout d’abord, montrons que

N v-—2

AN +1>a;+2 (4.2.13)

q q
Par hypothese, nous avons gi—ﬁ <p< ];7 —1 = b, alors (4.2.13) équivaut a avoir ¢ >

N+gq—on
p(N—a1-1)"
Comme ¢ > ﬁ, alors si
2 N —
mte o NrpTa (4.2.14)
plag+1)—1" p(N —a; —1)

nous obtenons 'inégalité souhaitée. Remarquons que (4.2.14) équivaut au fait que

ap+l) 1
plag +1) o+ 17

p<

1
(1+-
Oél—|—1 D

Ainsi, il nous reste a montrer la derniere estimation sous I’hypothese principale sur p, en

N—a N o .
effet, comme p < o alors p < Tl T A du coup nous avons :
1 N 1 a 1
p(l+-) < ) —— (14 )

q a;+1 q a;+1 q
apres un simple calcul, nous obtenons

1. a2p+1) 1
P plag+1)  a;+1

(1+

<
p Oél—|—1

Par conséquent, 'estimation (4.2.14) est vérifiée.

Ce qui nous conduit a conclure que g + VT_2 + 1 > ay + 2. Donc nous pouvons choisir
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

v < g + % + 1, tel que g + ”1T_2 +1 > a; + 2. En conséquence, prendre p; de telle sorte,

N 7/0—2 N 1/1—2
&1+2:M0<?+ +

e Ftape 2. Fixons maintenant (v, 1) définies ci-dessus, nous pouvons démontrer 1’exis-

tence de vy > vy tel que

v
— < 4.2.1
/Q | |2 0 ( 5)
et N 5
m<—+M"Z11ca+2 (4.2.16)
p p
Soit #; la solution de probleme
0 1
“Af — A = dans Q,
|| ||
6, = 0 sur Of).

c . . . .
alors 0;(x) » ———— au voisinage de 0. Donc en utilisant 6; comme fonction test dans
|| =2 !

I’équation vérifiée par u et le comportement de 6; prés de 'origine, il en résulte que

/ |VolP|z|"1+2 dz < oo.
B:(0)

Comme p < —~— alors, d’apres le Théoréeme 1.2.8, nous avons :
141 g )

Up
Q

Donc d’apres I'inégalité de Holder, il s’ensuit que :
i/

_9 1
[ de= [ e < | [ e[ [ ez e ]
a el 7 Ja ol fof o e ) Lo

Par conséquent, le c6té droit est fini si

+ 1.

N -2
V2<7/+u1
p p

Il est clair que : % + % +1< g + “1772 + 1, donc nous pouvons choisir v, tel que :

-2 N -2
Ho +1<V2<7/+M1
p p p

+1<ay+ 2.

N
&1+2<V1<j+
p
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

Fixons maintenant v, définie ci-dessus et soit 7, la solution du probleme suivant :

1
—Any — )\ﬂ = dans (2,
|2 | ]2
o, = 0 sur 0f).
Rappelons que np(x) = ]1:\52—2 pres de origine.

En prenant 7, comme fonction test dans ’équation vérifiée par v, En suivant les arguments

ci-dessus, nous concluons que

/ |Vul!|z|~2 " dr < / U dr < oo.
B,(0) Q |z
Donc, d’apres le Théoreme 1.2.8, nous avons
q
/ u—\x!"”“ dx < oo.
@ |z

Ainsi, comme dans la premiere étape, en utilisant 'inégalité de Holder, nous obtenons

que

»a\‘,_.

1
/ " <C / u—q|x|_”2+2 dz ) / || (2 mh2 =D b2 gy
Q |z|m Q |z]d 0

Cette intégrale est finie si et seulement si :

V2—2
q

N
,u2<?+ + 1.

En tenant compte de % + ”1772 +1< % + ”2772 + 1, alors nous pouvons choisir ps de telle

sorte que
N Vv — 2 N Vo — 2
q q q
De maniere itérative, nous définissons les suites croissantes (Vn) , (pn> telles que
neN neN
pour n > 2,
N n_o — N no1 — 2
R I =
p p p p
(4.2.17)
N v, — N v,—2
q q q q
De plus, pour tout n > 0, nous avons
u? vP
dr < o0, | —————dx < 0. 4.2.18
Q ‘x|q+l/n*2 0 ’m‘p+#n*2 < )
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

Rappelons que u,v > C|z|~** dans B,(0), alors

1 1
/Bm) [z[eortatin—2 dr <o et | o [Z[parprim—2 dx < o0. (4.2.19)

Donc
I/n<N—|'2—q(Oél+1) et [Ln<N—|—2—p<a1+1)_ (4220>

Par conséquent, nous obtenons l'existence de v, pu tels que

V= lim v, et o= lim
n—-+00 n H n—>+oo'un

Par un calcul direct, nous constatons que v, i satisfont

N -2
v o= —/+L+1,
P D
_ N -2
q q
Donc ) )
A=N41-PT g N1 -4 (4.2.21)
pqg—1 pqg—1

e Ftape 3. Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration de la

non-existence pour le premier cas I.
o1+ 2

plag+1) =1’
(4.2.20), nous concluons que

Rappelons que g > Par passage a la limite dans la deuxieme inégalité dans

< N+2—plag +1).

061+2

plag +1) =1’
contradiction avec I'’hypothese sur g. D’ou la démonstration du résultat de non-existence

En utilisant la valeur de g, il s’ensuit que ¢ < ce qui nous donne une

pour le premier cas du Théoreme 4.2.3.

[I-Deuxiéme cas : ¢7 < ¢ < q et Hs(p,q) < 0.
Prenant en considération la structure symétrique du systeme (S4), le résultat de non-
existence se démontre en échangeant le role de p et q. Cela conclut la preuve du Théoreme.

Démontrons maintenant la Proposition 4.2.2 :

24a1 o + 2

N—ay etg < ————
g plag+1)—1

1+ 7p > 14+aq

Démonstration. Pour le systeme (S4), nous avons p, ¢ <
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

Rappelons que : u(z),v(x) = clz|~* dans B(0). Si (u,v) existe alors :
/ IVol? |z~ dz < oo et / Vu|?|z|~* dz < co. (4.2.22)
Q Q

d’un autre cote, I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg est sous la forme suivante :

|u(@)]”

de < /|VU<$)|U|ZE|—U’Y(ZZE+ </|u<l’>|d:p> .
Q Q Q

si et seulement si : N
cy+1) < N&ry< —7

Revenons au systéme (S4), comme o = &< % Sqg<N-—o
et02:%<¥@p<N—a1
d’apres l'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenbery,

u? vP
/Q o dr < oo et /Q o dr < 0. (4.2.23)

Nous obtenons aussi en utilisant 1'inégalité de Holder,

/ Y iz < oo et / U dr < 0. (4.2.24)
o |z|m Q |z

avec un choix bien précis de uy et v

Pour définir —An — )\# = ﬁ, on utilise 1 +a; < N & vy < N —

Afin d’utiliser n comme fonction test, Nous pouvons procéder par approximation, puisque
Jo ﬁ dx < oo, alors, indépendamment de la forme de la non-linéarité et de 'intégration

par parties, nous obtenons :

/v(—An—)\ 7 )dx:/ |Vu|'ndz
Q Q

||

donc

/ V|2~ 2dz < oo
Q

Si ”17_2 % S —2< N—-—qg& v +q< N+ 2, alors nous pouvons utiliser 'inégalité

de Caffarelli-Kohn-Nirenberg Sivy +q> N +2 < vy —2 2> N — g donc

/ " \Vu|?|z|~ "D de > c/ o |Vu|?|z|~N=D+¢=qz pour e assez petit
B, (0 B, (0

nous avons W < %, donc nous pouvons appliquer I'inégalité de CKN pour I'inté-
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4.3. Résultats d’existence

grale [ (o) |Vul|?|z|~(N=9+¢dx, nous obtenons :

u? u? Ve = 0
- <= — < >
/ o Ja[r =) =27 Jp ) Jafe ST

d’un autre part, nous avons u(z) > c|z|** dans B;(0) donc

1
—— <0 = <€
oy TR
donc ce résultat est impossible dans le cas ou € < aq, d’ou nous pouvons conclure qu’on

peut supposer v < %, idem pour p. O]

Dans le cas critique A = Ay, nous avons pt = ¢* = p = ¢ et les zones E et F sont
vides. Le résultat de non-existence pour ce cas sera illustré dans le Théoreme suivant :

Théoréme 4.2.4. Supposons que A\ = Ay et p,q > 1 tels que, soit p > M ouq > N]f.

Alors le systéme (S4) n’admet pas de sur-solutions positives faibles dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Pour la démonstration de ce Théoréme, nous suivons les méme démarches présentées dans

la preuve du Théoreme 4.2.1 avec p = ¢ = 232

4.3 Reésultats d’existence

Dans cette partie de ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence pour le sys-
teme (S4) dans les régions E, D et F' du plan (p,q). En fait, comme détaillé dans le

Théoreme suivant, nous construirons des sur-solutions en fonction de la position de (p, q).

Théoréme 4.3.1. Supposons que 2 = B1(0), 0 < X\ < Ay et p,q > 1 satisfaisant l'une

des hypotheéses suivantes :

) p<p® et qg<q*
1) p"<p<p et C]<ﬁ
II) gt <q<q etp<%

Alors, le systéme (S4) admet au moins une sur-solution positive.
DEMONSTRATION. La démonstration sera donnée en cinqg cas selon les valeurs de p et
de q.

l.Lazone D:1<p<pt et 1<qg<q"

Soient (u(z),v(z)) = (c1]|| 7%, c2)z| ) ot @y < B < min{2=L et ¢, ¢y sont des

p— 1’ q— 1
constantes positives telles que

Clp(ﬁ) = Cgﬁp et cﬂ’(ﬁ) = C?Bq. (431)
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

74

.LazoneF:p+<p<ﬁetq<p

.LazoneE:q+<q<§etp<q(

(u,v) est une sur-solution du systeme (S4), en effet,

—Au— At = e P(B) |z P

R

ar+2

a1+1 p+7 il existe B > Qg tel que p < 5+2 dOIlC,

Comme p < et

AU = A > e P(B) |z TP = |Vl

|z[?
D’autre part, en utilisant le fait que ¢ < 31—1’? = ¢", nous pouvons fixer 5 > a; tel
que p < %, d’ou

—Av — )\|U’2 = CzP(ﬁ)\xf’B*Q > Cf{ﬁq‘xr(ﬁﬂ)q = |Vul?
T

a1+2
CIESS L

Définissons (u(z),v(x)) = (c1]z| ™, co|z|™ ™ — e3|x|™™) avec 71 = p(ag + 1) — 2,
ap <1 < g, o = q(plag +1) — 1) —2 < ay et ¢, ¢, cg sont des constantes
positives choisies de sorte que

q

1
c3 < < {P(Tl)(P(Tz))qrq L

p
alTl

(4.3.2)

P_Pq
am

_1
R

(u, v) est une sur-solution faible du systeme (S4), en effet, d’apres les inégalités

(4.3.2), nous obtenons

u

MU= = Pl = Pl
2 | — CQO[1|ZL‘|70[171 + 037_2|x|77'271|p = ’vv|p7
et
v
A — )\W _ _0373(7_2)’1,‘—7'2—2 > Cnglid(—ﬂ—l)q — ‘vur]

a1+2
a1+1)71 °

Soient (u(z),v(z)) = (c1|x|~* —calz| ™™, cslz| ™) o 73 = p(q(an +1) — 1) =2 < ay,

i =q(ag+1)—2, q < 74 < g et ¢y, 9, c3 sont les constantes positives satisfaisant :

_1
P(rm(—%s))} pa-1

Pq_D
A Ty

N
N
2

N

(4.3.3)
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En utilisant (4.3.3), il en résulte que :

A=Aty = e Pl > el = [P
x
et
v
—Av — )\W =csP(my)|z| ™2 > | — cragla| 7 4 comsla| T
= |Vul?

Donc, (u,v) est une sur-solution positive du systeéme (S4) pour ce cas.

. Le segment [p™,c) : p=pT et g<q™ = gi—ﬁ
(u(z),v(x)) = (|z|* (= In|z|), c1|z|~** — c2|x| ™) est une sur-solution du systeme

(S4) dans B;1(0)\{0} avec 75 = q(ay+1)—2+¢c < oy pour € << 1 et ¢y, ¢y satisfaisant

q » 9 _ -
M g o N o220
(—P(7'5)) aq aq
En effet,
u e
_AU_AW = calz|™™ % o cg=N—-2—-207 >0
x
= cglz|7 @R > | — craq x| 4 cymg |z TP
= |vvlp7
et
Av =i = =Pl T = P (e
T
> |x|7@tDq (In|z]) — 1|9 pour € >>1 et = € B(0)\{0}
= |Vu|%
. Le segment [¢7,¢) : g=q" et p<pt = gi—ﬁ

Considérons (u(z),v(x)) = (c1]|z|™* — co|z| 7™, |z| " (—In|z|)) avec 76 = p(ay +

1) —2+4¢e < a; et ¢ << 1 assez petit. Nous choisissons ¢y, ¢y telles que

of <[N—2—2a1]%
~ C ~ C ~ .
(=P(r)) =~ a
Alors, pour un = € B1(0)\{0}, nous avons
Au— A = —cyP(16)|2| 772 = —coP(76) || ~(a ==

|2

> o[ (—ag In fz] + 1) = [Vol?,
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4. Résultats d’existence et de non-existence du systeme gradient-gradient.

et

—Av—A— = (N —2—2a)|z| 72 = (N -2 —20)]z|or—Da

> | —crag|z|7 T 4 corgla| T = [Vl

Donc (u,v) est une sur-solution positive pour le systeme (S4) dans B;(0)\{0}.

N+

Considérons maintenant le cas ot A = Ay, alors pt = ¢t =p=¢q= et les régions

E et F sont vides. Nous obtenons le résultat d’existence suivant pour ce cas :

Théoréme 4.3.2. Soient A = Ay et Q = B,(0) avec n < 1. Supposons que p,q < N+2
Définissons w(x) = |z|~ al(ln( ‘))5 avec 0 < [ < 1. Alors ils existent c1,co > 0 telles
que, en posant (u(z),v(x)) = (clw(:ﬁ), cow(x)),alors (u,v) est une sur-solution positive du
systéme (S4).

DEMONSTRATION. Comme A = Ay, alors oy = 222 et p* = ¢7 = p = ¢ = 2F2. Soient

1

|w‘))ﬂ avec

p,q < pt, c’est a dire nous somme dans la zone D. En posant w(z) = |2|~** (In(
0 < B < 1, alors, pour |z| <n <1,

wo 6(1 — /6) i B—
—Aw — )\|x|2 = |x]2+°‘1 (ln(|x’)) 2
et . )
IVw||ﬂ“1%mhK‘p+ﬂmﬁﬂﬁmﬁ
Donc

|wa—nwwwn@nmfp+ﬁmﬁﬂ»ﬁﬁp

2+aq
1+aq?

en posant (u(x),v(z)) = (qqw(x), cow(x)), nous obtenons que (u,v) est une sur-solution

Comme p, q < alors, ils existent des constantes positives ¢y, ¢y assez petites telles que,

positive du systeme (S4). m

Remarque. Dans le cas de domaines bornés générauz, en utilisant un changement d’échelle,
nous pouvons démontrer l'ezistence d’une sur-solution pour le systéme (S4) sous les mémes
conditions que le Théoréme 4.3.1. Plus précisément, si (u, v) est une sur-solution faible

radiale, alors (ug, vg), avec

ug(r) = clu(E et vg(x) = czv(%), c1,60 >0

7
ot R est choisi de sorte que 2 C B(0, R), est une sur-solution faible sur §Q.
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4.3. Résultats d’existence

Remarque. Dans le cas ou 0 < A\y < Ay < Ay, le systéme sera :

—Au — Ali = |Vu|P dans Q,
|2
v
—Av — )\ZW = |Vul? dans Q, (Sed)
u, v > 0 dans €,
u=v = 0 sur 0f,

Nous appliquons les mémes calculs présentés pour le systéme (S4), pour trouver les
résultats d’existence et de non-existence suivant la courbe optimale.

Les résultats d’existence et de non-existence seront illustrés dans les Théorémes suivants :

Théoréme 4.3.3. (Résultats de non-existence)
Soit  C RN un domaine borné tel que 0 € Q2 et N > 3. Supposons que 0 < \; < Ay <

AN et p,q > 1 satisfaisant ['une des hypothéses suivantes :
I)p=2p ou q=4q,

+ = 212

) ¢t <qg<q etp>%.

Alors, le systéme (Sgd) n’admet pas de solutions faibles positives dans le sens de la Défi-
nition 1.2.0.

Théoréme 4.3.4. (Résultats d’existence)
Supposons que Q2 = B1(0), 0 < A\ < Ay < Ay et p,q > 1 satisfaisant 'une des

hypotheéses suivantes :
I)1<p<ptetl<qg<gqr,

1) p" <p<p et q< 225,

) ¢* <q<q et p< 202

Alors le systéme (Sgd) admet au moins une sur-solution faible positive.

Avec
. 2+a1 . N-—oaq
p = y  Pi= )
1 + 1.2 1 + 1.9
L2+t . N-—ap
v 1+ag,’ v l+a,

ou oy ,; et ay,, pour i=1,2 sont définies dans 2.3.1.
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Chapitre 5

Résultats d’existence et de
non-existence des systémes avec

poids

Ce chapitre est le développement de ’article [17].

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats d’existence et de non-existence pour
des systemes elliptiques avec poids en introduisant des termes potentiel et/ou gradient

suivants pour p,q > 1, 0 < A\ # X < An, = (=20t

D)2 avee —oo < v < A2,

. u
—div(|z| V) = Alm + 91(v,|Vv]), dans Q,
i —2v — L
div(|z| Vo) A2 PECEY + go(u, |Vu|), dans ©, (5.1.1)
u,v = 0 dans €,
u=v = 0 sur 052,

ot 2 est un domaine borné dans RY tel que 0 € Q, N > 3, avec
g1(v, |[Vo|) =P ou |Vo|P et go(u, |Vul) = |Vul?

Ce chapitre sera organisé comme suit : Nous introduisons tout d’abord les solutions
de I'équation avec poids dépendant du terme de potentiel ainsi que de gradient, la section
5.2 est dédiée au principaux outils mathématiques indispensables pour pouvoir traiter les
systemes de ce chapitre en utilisant ’approche proposée. Par la suite, nous présentons les
principaux résultats d’existence et de non-existence pour chaque systeme.

En utilisant un changement de variable, une autre fagon de traiter le systeme (5.1.1) avec
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5. Résultats d’existence et de non-existence des systémes avec poids

g1(z,v,|Vu|) = vP et go(x,u, |Vu) = |Vul? sera présentée dans la derniere partie de ce
chapitre afin de localiser la courbe optimale qui sépare les zones d’existence et de non-

existence.

Rappelons tout d’abord l'inégalité de Hardy avec poids présenté de la maniére sui-
vante :

Soit N > d > 1et —oo <y < X224, Alors pour tout u € WH4(Q, |z|~"), nous avons :

] S— N —d(y+1)\"
AN,y,d/RNdeg/RN lz| " Vu|®dz, Anya= — ) (5.1.2)

De plus Ay .q est optimale et elle n’est jamais atteinte.
Nous présentons dans la partie qui suit les solutions radiales de ’équation elliptique

semi-linéaire avec potentiel de Hardy :

u
|x‘2(7+1)

—div(|z| "2 Vu) — A =0 dans B,(0) c RY (5.1.3)

Supposons que u(|z]) = u(r) = C1r~7, avec Cy > 0, nous avons :
—div(Jz|"PVu) = =" (r) + (27 = N + D (r)r 2D

donc

u
’x|2(7+1)

—div(|z| " Vu) — M\ =0= Cr 2082 L B(N —2(y+ 1)) = A] =0

les racines de Py(8) := =%+ (N —2(y+1))3 — A, sont

N —-2(v+1 N —-2(v+1
v N B T = (L N/ vy SR W)

Notons que Py(5) > 0 dans |0y, 03]

La probleme (5.1.3) admet les solutions radiales symétriques suivantes

|| 72 si A< Any

D)\(z) = , et Ii(z) =[a|™

2| (—Infz]) si A=Ay,

Maintenant, cherchons I’exposant critique du probléeme suivant :

u
|g;|2(7+1)

—div(|z|"*Vu) — A =P dans B.(0) C RY (5.1.5)

+ _— a1+2(y+1)

Le probléme (5.1.5) admet une sur-solution si et seulement si p < p* avec p o
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5.2. Préliminaires

en effet, supposons que : u(|z|) = u(r) = Cyr=7, avec C; > 0, nous avons :
Cyr= 204D 52 L B(N — 2(y 4+ 1)) = \] = CPr PP

si 01 < < gy, Pa(B) > 0 alors r—#720+1) > p=0p

ce qui implique que :
2(y+1)
01

p<p’ =1+

De méme, pour le probleme avec terme de gradient suivant :

—div(|z| "' Vu) — = |Vul? dans B,.(0) c RY (5.1.6)

u
A |z[20+D)

nous avons
Cyr 720052 4 B(N = 2(y + 1)) = A] = CPpor P tP

pour oy < 3 < 09, nous avons : Py(3) > 0, donc r~A=20+1D) > p(=6-1p

Le probleme (5.1.6) admet des sur-solutions si et seulement si,

o1 +2(y+1)

<
p O'1—|—1

qui représente 'exposant critique pour le probléme (5.1.6)

En se basant sur ces données, nous posons la question suivante : Quelles sont les
résultats d’existence et de non-existence obtenus pour un systeme mixte dépendant des

termes potentiel et gradient ?

5.2 Préliminaires

Dans cette partie, nous allons fournir quelques outils mathématiques utiles pour trou-
ver la courbe optimale pour les systemes de ce chapitre. En effet, précisons tout d’abord

la définition d’une solution au sens des distributions.

Définition 5.2.1. Supposons que p,q > 1. On dit que (u,v) € L'(Q) x LY(Q), avec u,v >
0, est une solution faible du systéme (5.1.1) si (u,v) € Wy (2, |z|727) x Wy (Q, |z]727), 91,92 €
L},.(Q) et pour tout p,v € C5°(), nous avons :

— u
Sl VuTe =0 [ et [ a9
Q Q Q

et
v
/|.T|_2’YV'UV¢ = )\Q/WW@/J+/QQ(U,|VU)¢
Q Q

Q
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5. Résultats d’existence et de non-existence des systémes avec poids

avec
g1(v, [Vo]) = 0" ou [Vol” et ga(u, [Vu) = [Vul?

Nous avons besoin aussi des lemmes suivants pour appliquer notre processus pour les

systemes avec poids.

Lemme 5.2.2. Supposons que u > 0 dans Q, u # 0, u € L},.(Q) et wEeTD € L .(S2).
Si u vérifie —div(|z|"*'Vu) — AgEten 2 0 au sens des distributions, alors il existe une
constante positive C et une boule Br(0) C 2, pour R assez petit, tel que :

u(z) = Clz|~* p.p. dans Bg(0),

ou oy est définie dans (5.1.4).

DEMONSTRATION. Fixons un R > 0 et soit w € W?(B,(0)) la solution positive du

probleme :
w
——— = 0, dans Bg(0),
|20+ (5.2.1)

w = n sur 0Bg(0),

—div(|z|"*Vw) — A

apres un calcul direct, on obtient w(r) = Cr=7' ol oy = W — AN, —Aet C =
nR°', comme wu est une solution positive du probleme (5.2.1), d’apres le principe du
maximum fort et de comparaison, on a u > w dans Bg(0), donc u(z) > Clz|~" dans
Br(0). m

Lemme 5.2.3. Considérons l’équation suivante :

—div(|z| "' Vu) — A dans Q. (5.2.2)

e

avec g € L}, (Q), g 20 et A < Ay ,.
e Supposons que u est une sur-solution faible positive du probléme (5.2.2) ou A < Ay .
Alors |x|~7tg € L}, .(Q), ot oy est définie dans (5.1.4).

loc

e Sige LYQ) et / glx|77 dx < oo, alors le probléeme (5.2.2) admet une solution
Q

. . l,a N u
faible unique u telle que uw € Wy*(Q) pour tout a < 57 et /Q de < 00.

1
e Dans le cas ou g(x) = W avec 2 < 3 < N — o1, alors la solution positive faible u
x

du probléeme (5.2.2) vérifie u > |o|7#+20+) dans Br(0) CC Q.

DEMONSTRATION. En adoptant une approche similaire a celle utilisée pour démontrer

le Théoreme 1.3.2, on peut établir ce Théoreme. m
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5.3 Résultats de non-existence et d’existence du sys-

teme avec poids avec données potentiel-gradient

Par le biais du procédé itératif présenté dans les chapitres précédents, nous pouvons
trouver la courbe optimale qui sépare les zones d’existence et de non-existence, com-
mencons tout d’abord par présenter dans la section ci-dessous le résultat principal de

non-existence pour le systeme (5.1.1) avec gy (v, |Vo|) = oP et ga(u, |Vul|) = |[Vu|?.

5.3.1 Courbe optimale : résultats de non-existence

Cette partie de ce chapitre est dédiée aux résultats de non-existence du systéme suivant

pour p,g > 1let 0 <A <Xy <Ay,

—div(Jz|Vu) = N + P, dans (2,

|;E|2(’Y+1)
—div(|z|P V) = AQW”WH)HWP, dans Q, (S5p)
u,v = 0 dans €2,
u=v = 0 sur 052,

Afin d’utiliser notre méthode pour définir la courbe optimale qui sépare la zone d’existence
et de non-existence, nous avons besoin d’introduire les exposants critiques associés au

systéme (S5p) présenté comme suit :

p+_0'171—|—2(’)/—|—1) +_0’1,2+2(’Y+1)

?

01,2 o11+1
et
_ N—U1,1 _ N—Ul,z
p=— 4=—"
01,2 01,1 + 1
avec

N—=2(y+1 N—-2(y+1 —
Ul,i - g}/) - AN»’Y — >\i7 O’Q,i = gY) + AN,7 — /\z (531)

Notons que N — 01, = 09, + 2(y + 1), pour ¢ = 1, 2.
U

|26+
Dans le théoréme ci-dessous, nous présentons le résultat de non-existence pour le systeme

(Shp) :

Dans ce qui suit, nous supposons : £y, (u) = —div(|z|*'Vu) — A

Théoreme 5.3.1. Supposons que l’'une des hypotheéses suivantes est satisfaite pour 0 <
)\1 < /\2 <AN,"/ et p,q > 1:

1) p>pouq>q.
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_ o1.2+2(v+1
2) p+<p<petq>pla’i2%(;7_l).

_ 011 +2(r+1)
3) ar <q<qetp> 0T

Alors le systéme (Sbp) n’admet pas de sur-solutions positives faibles dans le sens de la
Définition 5.2.1.

Nous présentons ci-dessous quelques exemples de courbes, permettant de séparer les
zones d’existence et de non existence, pour les deux cas de figures a savoir, v = 0.02 et
v = —0.02

q Nonexistence zone L Existence zone

al
IE

|
]

Qb | e \
‘ :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 5.1 — Zones d’existence et de non-existence pour le systéme (S5p) pour N = 7,
A1:2, /\2:4et’y:002

E Nonexistence zone :I Existence zone

al

QtHft+-—————————— —— —%

FIGURE 5.2 — Zones d’existence et de non-existence pour le systeme (S5p) pour N = 7,
)\1:2, )\2:4et’}/:—002
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DEMONSTRATION. Supposons par contradiction que le systéme(S5p) admet une sur-
solution faible (u, v).
1" cas : p>pougq>q.

En utilisant le Lemme 5.2.3 pour la premiere équation du systéme, nous obtenons :

/ VP|z| T dr < oo, (5.3.2)
Q

v
Comme —div(|z|727Vv) — Ay ;> 0, d’apres le Lemme 5.2.2 il existe une constante

|l‘|2(7+1
positive C' et une boule B,(0) C € pour r assez petit tel que : v(z) > C|z|~72 dans
B,(0). D’apres (5.3.2) on obtient :

N —o1,
dr < oo =p< ——.

5.3.3
/B,«(O) |Q;|P01,2+01,1 01,2 ( )

. o . N—
ce qui nous donne une contradiction avec ’hypotheése p > ~—741

e = b donc (u,v) n’est

pas une sur-solution pour ce cas.

En utilisant la deuxiéme équation du systeéme (S5p) et le Lemme 5.2.3, nous avons :

Vul?lz|7%? dx < oo.
’ |
Q

N
o1,2+17

1.2.8], pour un r assez petit tel que B,(0) CC €2, il existe une constante positive C(r, Q2)

Puisque g < nous avons d’apres I'inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg [Théoréme

telle que :

q q
/ u—\xf"“ dr < C/ |Vul|?|z|~"2 dx + </ udx) < 00. (5.3.4)
B B, (0) B, (0)

-(0) |z

par conséquent, d’apres le Lemme 5.2.2, on obtient :

1 N — 01,2 _
/BT(D) |aj|‘1(01,1+1)+01,2 dr <00 =g < m =4q. (535)

ce qui nous conduit & une contradiction avec I’hypothese ¢ < g, d’ou la démonstration de

la non-existence découle pour le premier cas.

o1,2+2(y+1)
po12+1-2(y+1)"

On a suppossé que le systeme (S5p) admet une sur-solution (u, v), d’apres le Lemme 5.2.3

2éme

cas: py <p<petqg>

nous avons

/ VP|z| T dr < oo et / |Vul|?z|~742 dx < . (5.3.6)
Q Q

Pour démontrer la non-existence dans ce cas, nous appliquons notre processus pour un

systeme avec poids, le principe de notre méthode est de construire deux suites croissantes

85
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(an)neN et <b”)neN telles que :

U v

/ < oo et / — < 00. (5.3.7)
Q |z[om Q |zl

avec g = 012 + 2(’7 + ].) et bo =011 + 2(’7 + ].)

Cette démonstration se décompose en trois étapes :

e Etape 1. Soient ay = o12+2(y+1) et bgp = 011 + 2(y + 1), démontrons tout d’abord

I'existence de a; > ag et by > by tels que

N
/ o dx<ooof1ao<a1<—+@, (5.3.8)
Q |z|@ pp
“t N 2y +1
/udx<oooflb0<bl<—|—a0_(w+1. (5.3.9)
o [z q q

En effet, en utilisant I'inégalité de Holder et (5.3.6) nous avons

/ v dx:/v
Q |z|m Q

1
o

1,1 1

o P P o
"2 dr < / Y U |a:|(21“1)p/dx}p
@ Q |x|or 0

< c[/ | 5 e’ dx}" |
Q

o

7]
|

=

Par conséquent, cette intégrale est finie si

N o
0172+2(’7+1)<6L1<?+ ;’1.

Comme p* < p < p, alors 012 +2(y+ 1) < g + 2+ < 022+ 2(y + 1). Donc nous avons
démontré ’existence de a;.

Prouvons maintenant 'existence de oy 1 4+ 2(y + 1) < by < 021 + 2(7 + 1) avec

/Q Y dr < oo (5.3.10)

||
Fixons a; définie précédemment et considérons 7, la solution du probleme

1

L = dans (2,
A2 (77) ‘ ZE|a1
m = 0 sur Of).
c
alors ny(z) = W au voisinage de 'origine. En utilisant 77; comme fonction test

dans I’équation vérifiée par v dans le systeme, nous obtenons

— q
/Qﬁ&(n)vdx—/Q]Vu] ndzx.
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Rappelons (5.3.8), nous avons

c/ | V]|~ 204D g < / < o0, (5.3.11)
B(0

Q |z[®

Par conséquent, d’apres le Théoreme 1.2.8, nous concluons que

q
/ |z 200) g < oo, (5.3.12)
Q |x[?

A présent, nous utilisons I'inégalité de Holder et le Théoréme 1.2.7 pour trouver une

estimation de by, en effet

| |'11 2(v+1)
u x —a1 20yt
do = / jz|T e d
o Tl 7 ] et T
1
< [ Lis |q|gc| 27 dx] [ [l gy
X
1
< {/ |VU| |$|—a1+2(’y+1 de] |:/ |:[; a1 2(’Y+) —b1+1)¢ dx] Py

U . .
| |b dr < 00 si et seulement si
€T 1

01,1

Rappelons que 015 +2(y + 1) < ay < N4 g, supposons que a* = p— + =*. Montrons
maintenant qu’on peut choisir a; proche de a* tel que fj, + 2(5%1) +1>011+2(yv+1)

et b1 tel que
N a—2(y+1)

b0:0171+2(’}/—|—1)<b1<?—|— P + 1.
Tout d’abord, montrons que
N a" —2(v+1
7 + c(;) +1>011+2(y+1). (5.3.13)
Par hypotheése, nous avons %(JH) <p< N%;“ = p, alors (5.3.13) équivaut a avoir
N+2p(y+1)—01, o1.24+2(7+1)
q> W. Comme g > W, alors si

o124+ 2(y+1) - N +2p(y+1) —o011

, 5.3.14
p01,2—27—1 P(N—01,1—27—1)) ( )

Nous obtenons I'inégalité souhaitée. Apres calcul, nous remarquons que (5.3.14) équivaut
N—o1,1
01,2

ap< = p. Dong, la derniére estimation (5.3.13) est bien vérifiée.
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Pour ce cas, nous pouvons choisir a; < = + 7L tel que g + %ﬁﬂ) +1>o011+2(y+1).

par conséquent, nous choisissons by avec

a; —2(y+1)

p +1<0’271+2(”}/+1).

N
0'1’1+2(’}/+1)<b1<?+

e Etape 2. Dans cette étape, nous démontrons existence de as > a1 tel que

/ U dr < oo (5.3.15)
@ |x|o

Fixons tout d’abord (ai,b;) définies dans la premiere étape et soit 6, la solution du

probleme
1
—Ly,(0) = o dans Q,
b = 0 sur 0f).
C . . s .
alors 0(x) = m au voisinage de 0, prenons # comme fonction test dans I’équation

vérifiée par u, on obtient
/ W dr = / Ly, (0)udx
Q Q

D’apres (5.3.10), nous avons

O oP|a 200D g < / Mz < oo (5.3.16)
B,(0) Q |z

Do, (5.3.16) et 'inégalité de Holder nous donne

| |b1 2(y+1)
—by+2(y+1) b 2( +1)
/ | |a2 _/ T | |a2 I| 1 q“/ dl‘< |:/ |$| (—az+-1= o =)p’ d.fl?
x xz

Cette intégrale est finie si et seulement si

==

Notons que
N b —=2(yv+1 N by—2(y+1
1 ( )> 0 ( )

jd P jd P

Alors nous pouvons choisir ay tel que

N
0172+2(7+1)<a1<?+T<a2<—+
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En utilisant la définition de b; et as, nous obtenons 'existence de by tel que

N -2 1
q q q

+1,

et
/ de < 0.
Q |z[b

Par un processus itératif, nous obtenons I'existence de deux suites croissantes (an) . (bn) N
ne ne

telles que pour n > 2,

N  byo—2(y+1 N b, —2(v+1
—+ 2 h+1) < an <=+ 1 (v )’
(5.3.17)
7/_'_(1 ! (7+)—|—1< by, <7/+&—(7+)+1‘
Par conséquent, d’apres les calculs précédent, nous déduisons que
u? P
QhﬁmﬁMH“m<“mtAh%HMHMx<m' (5.3.18)
comme, u(z) > Clz|~7% et v(x) > C'|z|~712, nous avons
: d t 1 d 5.3.19
/;7‘(0) |$|q01,1+q+an_2(7+1) T <00e BT(O) |x|p01,2+bn—2(7+1) r < 00. ( 0. )

Ainsi, il est nécessaire d’avoir

an < N+2(y+1)—q(o11+1) et by < N+2(y+1) — poyo.

Soient a, b, tels que,

a= lim a, et b= lim b,.
n—-+4o0o n—-+o0o

Revenons a (5.3.17), nous déduisons que

a = —+————
N a2y
b= S 4172 +1.
q q

Par un calcul direct, nous déduisons que

2y +1)+2p(v+ 1) — pq

b=N —
pqg—1

e Etape 3. Nous pouvons au niveau de cette étape démontrer le résultat principal de la
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non- existence pour p* < p < p.

o1,2+2(7+1)
po12—2y—1"
D’apres (5.3.18) et le Lemme 5.2.3, nous avons

Rappelons que nous avons supposé que g >

1 dr < vy tout 5.3.20
/BT(O) 2GS /QW T < 00 pour tout n. (5.3.20)

ce qui nous donne

poia + b, —2(y+ 1) < N pour tout n

et donc par passage a la limite

p01,2—l—5<N—|—2('y+1)

o1,24+2(y+1)
poi,2—2y—1"
I’hypothese principale pour ce cas. Cela conclut la preuve du théoreme pour le deuxiéme

Par conséquent, nous pouvons conclure que ¢ < d’ou la contradiction avec

cas.

éme . = o1,1+2(y+1)
3¢ cas:qr<qg<qetp> P CRES e T
Nous suivons les méme étapes utilisées dans le premier cas en échangeant le role de p et
q, en effet

e Etape 1. Nous commencons tout d’abord par démontrer Uexistence de aq, by, tels que

N o
01,1+2(’}/+1><(11<?+$+1

et
o2 +2(v+1) <b <092+ 2(y+1).

avec

/ Y dr<oo et Y dr < co. (5.3.21)
Q |z]m o [z

En utilisant (5.3.6) et le Théoréme 1.2.8, nous avons

uq

Donc, d’apres I'inégalité de Holder, nous obtenons

1 “ 1 v
ittt i« () ()
Q || Qg || e Q |z[rror Q |g|7(a-1-7%)

1 7
< c(/ — dm) .
Q |(1(“1*1*7’)

2 q

1

Q|
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L’intégrale ci-dessus est finie sous la condition suivante :

N o
a1<7/+ 1.2
q q

+1. (5.3.22)

Comme ¢ < ¢ < ¢, nous avons :

N o
0171—|—2(’Y+1) < */—F 12

+1<02,1+2(’Y—|—1)
q q

Afin de prouver I'existence de by, fixons a; définie ci-dessus (5.3.22) et soit £ la solution

du probléme :

1
—L5, () = T2 dans £,
& =0 sur 0f2.
alors () = "102(7+1) au voisinage de l'origine. Utilisant £ comme fonction test dans
T\

I’équation vérifiée par u, on trouve

/Q—EAl(u)ﬁdx:/vade.

Par conséquent, d’apres (5.3.21)

/v”fdxé/ Y dr < o0.
Q Q |z|m

Donc
/l)p
/Q’;(j‘|al_2(7+1) dx < Q. (5323)

Utilisons maintenant 1'inégalité de Holder et (5.3.23), pour trouver by, en effet,

1
of

v vP v 1 »
- < -
/Q |z [P ar < </Q |z|@—20+1) dx) </Q |x|p’(b1—%ﬁ“’) dx)

1

1 ¥

< c(/ dx) .
~ , a]—2(y+1)
Q |x’P (bl—%)

Cette intégrale est finie si et seulement si p/(by — 2=20%D) < N

p
C’est a dire N ) .
—2(y +
by < 24 ay (7 )
p p

Nous avons : 011 +2(y+1) < a1 < g + UIT’Q + 1 := a*. Nous pouvons facilement montrer

qu’on peut choisir a; proche de a* tel que g + %(VH) +1>011+2(y+1) et choisir by
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tel que

—9 1 N —9 1
ao (7+)<b1<7/+a1 (v + )_

N
0172+2(7+1)<b0<*’+
p p p p

Ainsi, en argumentant comme pour le premier cas, nous pouvons définir deux suites

croissantes (an)neN, (b">neN telles que pour tout n > 2, nous avons

N  ap—2(y+1 N a,—2(v+1
— + ! S ) <b, < —+ #
p p p p
(5.3.24)
N by 9—2(yv+1 N b1 —2(yv+1
— + 2 =20y )+1 <a, < —+ 1~ 20y >+1.
q q q q
et,
ul P
o [z 4% < 0o e /QW d < oo (5.3.25)
Comme u(z) > |z|~7"* et v > C|z|~7*2, nous obtenons le résultat suivant,
! d t 1 d
/BT(O) ‘xIQU1,1+q+bn—2(7+l) r<o00e B.(0) ‘x’p01,2+an—2(7+1) T < 0.
Ce qui nous donne
by < N+2(v+1)—qlo1p+1) et a, <N +2(y+1) = pois. (5.3.26)

Soient a, — a et b, — b (quand n tend vers o). D’apres (5.3.24), et par passage a la

limite, nous obtenons,

pg—2p(y+1)—20v+1) 5 a0+ -D+20v+1)

a=N +
pqg—1 pg— 1

(5.3.27)

e FEtape 2. Maintenant, nous pouvons achever la démonstration de la non-existence. En
o1+ 2(y+1)

qlorn+1)=2(v+1)

o1+ 2(y+1)

qlo1n+1)—2(y+1)
conduit & une contradiction. D’ou la démonstration de ce Théoreme. m

effet, rappelons que nous avons supposé que p >

mais, en utilisant (5.3.26) et (5.3.27), nous obtenons p <

ce qui

5.3.2 Résultats d’existence du systeme (S5p)

Dans cette partie, nous présentons les résultats d’existence du systéme (S5p) en fonc-

tion des valeurs de p et g. Ces résultats sont détaillés dans le théoréme ci-dessous :
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Théoréeme 5.3.2. Soient p,g > 1, 00 < v < %, et 0 < A\ < Ay < Ay, supposons que

l'une des hypotheése suivante est vérifiée dans By (0)

1) p<ptetqg<qr.
01,24+2(y+1)
o1,2p—2y—1"

_ o1,1+2(v+1)
3) gy <q<qetp< B0

2) pt <p<petq<

4)p=p"etq<qtouq=q"etp<p"
Alors le systeme (Sbp) posséde au moins une sur-solution positive faible au sens de la
Définition 5.2.1 dans B;(0).

DEMONSTRATION. Le principe de la cette démonstration est de construire des sur-
solutions dans By (0) pour chaque cas, en se basant sur les solutions radiales symétriques
exposées dans la premiere section de ce chapitre.

I“cas: 1 <p<pt et 1<qg<q"

2(y+1)

. 2(y+1
Ils existent f(,3] avec 011 < [1 < =1 et o < B < 20+=g

q_l_q tels que (up(z) =
crlz) P v (z) = colz| %) est une sur-solution du systeme (S5p) dans Bi(0)\{0} ot
c1Pr(B1) = & et coPr(B7) = 15}, en effet :

Lyui(z) = ci P(B) |z 720H) > vy ()P

et
Ly,v1(z) = P ()| 720%0 > |V (2)]7 = ¢ B a| D9

o1,2+2(y+1)
o1,2p—2(y+1)+1

soient ug(x) = c3|lz| ™72 avec 011 < Bo = poyo — 2(y + 1) < 091 et c3P(Ba) = 1.

et va(z) = |72 — eylw| P avec By = q(o1op — 2(y + 1) +1) = 2(y + 1) < o1 et
—caP(By) = cifs.

Nous avons :

2'me cas :pt <p<petqg<

Loua(z) = csP(Bo) ||~ 720F) = 3P (Bo) |z 771> > va(z)?
et

Ly,va(x) = —c473(5£)|x|—ﬁé—2(7+1) — _C4p(5é)|x|—q(al,2p—2(7+1)+1)
= —cP(By)]2| TRV > [V ()|

donc (ug, v7) est une sur-solution pour le systéme (S5p) dans By(0).

_ o 2 1
cas : q* <q < et p< IO

Dans ce cas, supposons que : uz(x) = |z|~701 —cs|z| % ot B3 = p((o11+1)g—2(y+1)) —
2(’}/ + 1) < o1 et —C5P(ﬁ3> = 026)

3éme
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et vs(z) = cglz| % ou 012 < By =qlo11+1) =2(y+ 1) <oz et csP(F') = 04

Nous obtenons :

£A1u3(x) — —0577(63)]3;\*53*2(7“) — _0573(53)|x|fp((01,1+1)q72(7+1))
= —c5P(Bs)|x] 7P > vs(x)?

et

Lyvs(x) = cgP(B)|a| 720 = ¢P(B) |z orr e
P | - 0'1,1|17|_Ul’1_1 + C563|l’|_ﬁ3_1|q = |VU3(I)|q

Alors (us,v3) est une sur-solution du systeéme (S5p) dans By(0).
4°me cas 1 p=ptetqg<qgt

Soient uy(x) = |x| 7701 (= 1In|z|) et vy(z) = |z|772 — c7|x| 7P+ avec By = q(o11 +1) —2(y +
1) <019

Nous avons :

Lyug(z) = esle[7 7207 0w ey = N = 2(y+1) = 2(y + 1)o11 > 0

et

;C)\2U4(CC) = 08|I|_B4_2(’Y+1) Ol\l cs 2 0
= 08|5E|(_0</\1)_1)q > | - 0171|$|_01’1_1(— In|z|) — |z|7o02 71|

= Jal O L fa] — 17 = |V’

donc (uy, v4) est une sur-solution du systeme (S5p) in By (0).

5m¢ cas 1 q=qt et p < pT

Dans ce dernier cas, (us,vs) est une sur-solution du systeme (S5p), avec :

us(z) = 2|71 — |2| 7 et vs(z) = |z|712 (= In|z|) ot B5 = po1a —2(y + 1) < 014

en effet,

Lyus(z) = colz|7720%D ol ¢9 >0

= el > oy
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et

|—O’1,2—2("{+1)

£>\2’U5<l’> = 010|Z’ ou C10>O

— clo|x|(—a(>\1)+1)q > | _ 0'171|J]|_Ul’1_1 +65|$|_ﬂ5|q — |Vu|q

5.4 Résultats d’existence de de non-existence pour
un systeme avec poids avec données gradient-

gradient

Dans cette partie de ce chapitre, nous présentons les principaux résultats d’existence
et de non-existence pour un systéeme avec poids et potentiels gradient-gradient, en effet,

considérons le systeme suivant :

u
—di —2y — - P
div(|x|™*'Vu) = N\ 220+ + |[VulP, dans €,
. —92 o ]

—div(|z|"*Vv) = )\27@'2(7“) + |Vul?, dans Q, (S50)

u,v = 0 dans €2,

u=v = 0 sur 052,
Pour p,g>1,0< X\ # X <Ay, = (W)2 avec —00 < v < %, Q2 est un domaine

borné dans RY tel que 0 € 2, N > 3.

5.4.1 Reésultats de non-existence

Introduisons tout d’abord les exposants critiques correspondants au systeme étudié
(S5g),

= T +2(v+1) | op+2(y+1)

?

o12+1 o11+1
et
_ N—-o011 _ N-—o0p
b=+ 17 o+ 1

avec oy, et oy; sont définies dans (5.3.1). Notons que N — 01; = 09; + 2(y + 1), pour
i=1,2.

Les résultats de non-existence sont présentés dans le Théoreme qui suit :

Théoréeme 5.4.1. Supposons que l'une des hypothéses suivantes est satisfaite pour p,q >
L0< A #X <Ay, et —00<y< 2
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5. Résultats d’existence et de non-existence des systémes avec poids

1) p>pouq>q.

— o01,2+2(y+1)
2) pp<p<petq> p—(oi,zﬂ)—%—l'

— o1,1+2(y+1)
3) q_~_<q<q€tp>m

Alors, le systéme (Sbg) ne posséde de sur-solutions positives au sens de la Définition 5.2.1.

Remarquons que le systéme (Shg) a une structure symétrique, en utilisant les méme
démarches de démonstration pour le systeme (S5p),

Pour déterminer la courbe critique qui sépare la zone d’existence et de non-existence,
nous suivrons de pres les calculs utilisés pour le systeme précédent.

Nous soulignons que pour ce cas, de nouvelles difficultés apparaissent en raison de la
présence d'un terme de gradient dans les deux équations.

Maintenant et de maniére similaire au cas du systéme (Shp), 'idée principale de la
démonstration est de prouver que toute solution positive (u,v) du systéme (S5g) possede
une propriété d’auto-amélioration de la sommabilité. Autrement dit, pour des valeurs

appropriées vy > 0y et pp > 0, nous pouvons construire des suites croissantes (Vn) N et
ne

(,un) e telles que :

/ U dx<ooet/ " dz < oo. (5.4.1)
Q Q

] ]

Nous illustrons dans les figures ci-dessous, les courbes permettant de séparer les zones

d’existence et de non existence, pour les deux cas de figures a savoir, v = 0.6 et v = —0.6

|:| Nonexistence zone Existence zone

al
T

B e e e e e e e e e e e "

FIGURE 5.3 — Zones d’existence et de non-existence pour le systeme (Shbg) pour N = 7,
)\1:2, )\2:3613’7:06
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El Nonexistence zone l:l Existence zone

al

g+

T T T
!

FIGURE 5.4 — Zones d’existence et de non-existence pour le systeme (Shbg) pour N = 7,
)\1:2, A2:36t7:—06

DEMONSTRATION. Supposons par contradiction que le systéme(Sbg) admet une sur-
solution faible (u, v).
1" cas : p>pougq>q.

D’apres Le Lemme 5.2.3, nous obtenons :

/ |VolPle| 77 dx < oo et / |Vul?z| ™72 dx < oo. (5.4.2)
0 Q

Comme p < —— et g < - nous pouvons utiliser maintenant 1'inégalité de Caffarelli-

oot
Kohn—Nlrenberg [Theoreme 1.2.8]. Pour un r assez petit tel que B,.(0) CC €, ils existent

des constantes positives Cy(r, ), C1(r, Q) telles que :

p
/ |x| L1 dy < C/ |VolP|z|~7% dx + / vdr | < oo. (5.4.3)
|5l7|p B,(0)
et

q
/ |:Jc| 712 dr < C/ |Vu|?|x| =742 do + / udr | < oo. (5.4.4)
!wlq B, (0)

Comme Ly, (u) = 0 et Ly,(v) = 0, d’apres le Lemme 5.2.2, ils existent des constantes
positives C, Cy et une boule B,(0) C € pour r assez petit tel que : v(z) > Cyla|~ 712
dans B,(0) et u(z) > Cy|z|~7' . D’apres (5.4.3) et (5.4.4) on obtient :

1 N —o11
oo e e < o0 = v < T (545)
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et
N — 01,2

_ 5.4.6
o1 +1 ( )

1
/BT(0)|x|q(o1,1—i-1)+al,2d$<oo:q<

ce qui nous donne une contradiction avec I’hypothese p > p, et ¢ > ¢, d’ou la démonstra-
tion de la non-existence découle pour le premier cas.
R . _ o1,2+2(y+1)
2€mecas.p+<p<petq>m.
Nous avons supposé que le systeme (S5g) admet une sur-solution (u, v), d’apres le Lemme

5.2.3 nous avons
/ |VolP|z| 77" doe < oo et / |Vul?z|™72 dx < oo. (5.4.7)
Q Q

Le principal outil pour démontrer ce résultat est le processus proposé dans les chapitres
précédents, il est basé sur la construction des suites croissantes (un) . et (un> . telles
n n

que :

U v
/ < o0 et / < 00.
Q |z[Hn Q |z

avec fip = 012+ 2(y+ 1) et vy =011 +2(7y + 1).
Par le biais le procédé itératif présenté précédemment, nous arrivons a démontrer ’exis-

tence de deux suites croissantes. (,un> N’ (Vn) . telles que pour n > 2,
n n

24 2 (v )+1< e < 1 (v )—I—l,
p p P D
(5.4.8)
N n—1 — 2 1 N n— 2 1
7,_’_# : (7+)+1< Uy, <7/+/”L—(7+)+1.
q q q q
En conséquence, sur la base des calculs précédents, nous déduisons que :
u? P
/Q|I"q+/ln_2('y+1)dx < oot /QWM dr < oo. (5.4.9)

Nous avons aussi, u(z) > Clz|~7"" et v(z) > C’'|x|~7"2, donc

1
BT(O) |x|p01,2+bn*2(’7+1

1
/ )dx<ooet
B

dr < 00.
r(O) |x|q0'1,1+q4’an*2(7+1 )

Ainsi, il est nécessaire que
pn < N+2(y+1)—q(or1+1) et v, < N+2(y+1) —plo12+1).
Définissons i, v telles que

= lim et v= lim v,.
'u n—>+ooun n—4o0o "
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Revenons a (5.4.8), nous déduisons que

N v-2nv+1
ARSI
p p

=
Il

N -2 1
4q q

En effectuant un calcul direct, il s’ensuit que

1-2 1))p — 2 1
D:N+pm+( (7+)F W+)‘
pq —

A ce stade, nous démontrons le résultat principal de la non-existence pour pt < p < p.

, 0‘1’2+2(’y+1)
Rappelons que nous avons suppose que ¢q > p—(0_172+1)_2’y_1

D’apres (5.4.9) et le Lemme 5.2.3, nous avons

1 vP
< _— .
/BT(O) |z[Poratptin—2(7+1) dr < /Q || atvn—2(+1) dz < oo pour tout n

ce qui nous donne poy s + b, —2(y+ 1) < N pour tout n et donc par passage a la limite
plog +1)+v <N +2(y+1)

Par conséquent, en remplacgant v par sa valeur, nous pouvons conclure que g < p(gi‘z%ﬁ;ll,
d’ou la contradiction avec I’hypothése principale pour ce cas. Cela conclut la preuve du
théoreme pour le deuxiéme cas.

eme . ~ o1,1+2(y+1)
3 CaS.q+<q<qetp>m.
En prenant en considération la symétrie du systeme (S5g), la non-existence s’établit en

inversant les roles de p et ¢. Cela conclut la démonstration du Théoreme. m

5.4.2 Reésultats d’existence

Dans cette partie, nous exposons les résultats d’existence relatifs au systeme (S5g)
pour les différentes valeurs de p et de q. Ces résultats sont énoncés dans le théoreme

suivant :

Théoréme 5.4.2. Soient p,g > 1, 00 < v < %, et 0 < A\ < Ay < Ay, supposons que
l'une des hypotheéses suivantes est vérifiée dans By(0)
1) p<ptetqg<qt.
— o1,2+2(y+1)
2) pt <p<p etq<m.

5 o1,1+2(y+1)
3) e <a<qetp< ine
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4)p=p"etq<qtouq=q"etp<p"
Alors le systeme (Sbg) admet au moins une sur-solution positive faible au sens de la
Définition 5.2.1 dans B1(0).

DEMONSTRATION. Suivant les mémes arguments utilisées précédemment, construisons
des sur-solutions dans B;(0) pour chaque cas, par le biais des solutions radiales.
I"cas: 1 <p<ph et 1<qg<q"

Supposons u(x) = ¢i|z| 7 —colz| M ou T = ploa+1) —2(y+ 1) < o1

et v(z) = c3lz| 772 —eylz] P ou Ty =q(ora + 1) = 2(y+ 1) < 012

Si les constantes ci, ¢, c3,cq vérifiant les conditions suivantes : cjol, < —cPy (71) et
ciof ), < —c4Py,(72), alors (u,v) est une sur-solution positive pour le systeme (S5g) dans
B1(0) \ {0}

2¢me cas :p+<p<ﬁetq<p(g1ﬁﬁ%.

Soient u(x) = ¢1|x| ™™ avec 011 <71 =p(o12+1) —2(y + 1) < 021,

et v(x) = |2|77% — co|z| 7™ avec 7o = ¢(p(o12+1) —2(y+ 1)+ 1) —2(y+ 1) < 019.

Si 1 P(11) = |came — 012 et ¢t P(11) = |caTa — 012|P, alors (u, v) est une sur-solution pour
le systeme (S5g) dans By (0).

3eme cas:q+<q<cjetp<q(2iﬁ%

Dans ce cas, supposons que : u(z) = ||~ —¢i|z| ™ ou 1 = p((o11+1)g —2(y+ 1) +
1) =2(y+1) <oq,.

et vw) = colz|TP ol oo < T2 =q(o11 + 1) = 2(y + 1) < 02

(u,v) est une sur-solution du systeme (S5g) dans B;(0) si et seulement si —c;P(11) = A5
et coP(me) = ey — o11|%.

4°me cas :p=ptetqg<qt

Soient u(z) = |z|~7 (= 1In|z|) et v(z) = |z|772 —c1|z| T avec T = q(o11+1) —2(y+1) <

01,2
Nous avons :
Lyu(z) = Cla|720%) ot € =N —2(y+1) —2(y+1)o1; >0
= Cla] 7P > Vo)l
et
Lyv(r) = _Clp(T)‘x’—f—ﬂwrl) — _CIP(T)"%.‘(—U(Al)—].)q

> | = oulal T (= Infa]) = Ja 7T = (2| CTD TV In o] — 1|7 = [Vl

d’ott (u,v) est une sur-solution positive du systeme (S5g) dans B;(0).
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5éme

cas:qg=q et p<pt
Dans ce dernier cas, (u,v) est une sur-solution du systéeme (Shg), avec :
u(z) = |z|770 — |z| 7" et v(z) = |z|72(—=In|z]) ou T = p(o12+ 1) —2(y+ 1) < 011

en effet,
Lyu(z) = =Py, (n)|a] 7720 = =Py, (7|27 > 2] CoCD I In [a] — 1] = |V
et

Lyo(z) = Clz|72720%D) on C =N —2(y+1)(012+1) >0
— C|l’|(_0<>\1)_l)q

> | —oule| T Tl T = [Vl

Remarque. Supposons que : (i(x), 5(z)) = (Ci|z|P=2, Colz|=#=2) , pour (u(x),v(z)) =

(c1]|z| =7, calx|77), nous avons
(@(z),0(2)) = (u(@)|z]~*", v(z) 2|77

Par conséquent
Vi = Cy|z|"Vu(z) et Vi = Colr| > Vu(z)

Ce changement de variable, nous permet de trouver le systéme ci-dessous :

AU —A\— = oP|z[PP dans §2,
|z
" v _
—AD — AQW = |Val?z|*9  dans Q, (S6)
u, v > 0 dans 2,
u=0v = 0 sur OS2,

Résultats de non-existence : Courbe optimale
Notre objectif est de montrer l'existence d’une courbe critique telle que l’existence et la
non-existence de solutions du systéme précédent dépendent de la position de (p,q) en

fonction de v par rapport a cette courbe.
Commencgons par définir les exposants critiques corresponds a ce systéme,

+ . 0'1’1+2 + . O'1)2+2

b o120 — 27 4 _01,1‘1‘1—27

(5.4.10)
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et
N — N —
pr=— T g T2 (5.4.11)
O12 — 27 o1 —2y+1

N -2 N -2
o= AN =N o= /A =\ (5.4.12)

sont les racines de l'équation algébrique Py, () = —*+ (N —2)8—X; = 0. pouri = 1,2.

avec

La premiére région de non-existence dans le plan (p,q) sera la suivante :

Théoréeme 5.4.3. Soit 0 < A\ < Ay < Ay fixé, supposons p,q > 1 et —o0 < 7 < %
telles que soit p = p ou q = q. alors le systéme (S6) n'admet pas de solution faible positive
dans le sens de la Définition 1.2.6.

DEMONSTRATION. Par contradiction, supposons que le systéme (S6) posséde une solu-

tion faible positive (4, v). Nous avons deux cas :

Premier cas : Supposons que q = q. Utilisant [’équation vérifiée par v et le Lemme
1.3.1, nous obtenons
/ Va|7|z]| 2227 d < oo,
Q

Alors, d’aprés le Théoréme 1.2.8, pour un r assez petit tel que B,.(0) CC Q, il existe une

constante positive C(r,Q) telle que :

q q
/ U gerat e gy < O / |V ai||z| o822 g / ddr| <oo. (5.4.13)
B, (0) |z]? B, (0) B,(0)

0]
Rappelons que —Au — )\W > 0, alors d’apres le Lemme 1.5.1, il existe une constante
x

positive C(r) telle que @(z) = C|z|~"%* dans B,(0). En revenant d (5.4.13), nous avons :

1
/Br(O) |;L-|fIcr1,1+qucr1,272'yq dx < oo. (5414)
Comime UIN%% =q, alors qo11 + q+ 012 —27q¢ = N, ce qui est en contradiction avec

(5.4.14). Par conséquent, le résultat de la non-existence découle dans ce cas.

Deuxiéme cas : Supposons que p = p. D’apres [’équation vérifie par o et le Lemme
1.3.2, nous obtenons :
/ |z~ g < oo (5.4.15)
B,(0)
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Comme —AT — A—— > 0, en utilisant le Lemme 1.3.1, nous avons :

|z[?
1
/ - dr < oo. (5.4.16)
By (0) |$’PU1,2+01,1— P
Comme 3:‘112; =D, alors poy o+ 011 —27p = N. ce qui nous conduit a une contradiction

avec I’hypotheése (5.4.16). D’ou la démonstration du Théoréme 5.4.3. m

Nous présentons dans le Théoréeme suivant la courbe critique qui sépare les régions d’exis-

tence er de non-existence pour le systéme (S6)

En utilisant notre processus itératif avec les poids o°|z|*? et |Val?|z|*,

nous obtenons le résultat de non-existence suivant :

Théoréme 5.4.4. Supposons que ['une des conditions suivantes est satisfaisante pour

0<>\1</\2<AN,p,q>1etoo<v<¥:

+ — 01,242

o1,1+2
0’171—2’)/4‘1)—2’)/—2 :

n _
II) ¢t <q<q et p> o

alors le systéeme (S6) n'admet pas de sur-solutions faibles positives.
Nous pouvons maintenant déduire la zone d’existence donnée ci-dessous :

Théoreme 5.4.5. Soient p,q > 1, 00 < v < %, et 0 < A\ < Ao < Ay, supposons que

l'une des hypothése suivante est vérifiée dans By(0)
1) p<ptetqg<qr.

— o1,2+2
20t <p<p ety < i

_ 01,1+2
3) ar <a<qetp < orTes

4)p=pTetq<qouqg=q" etp<p’
Alors le systéme (S6) posséde au moins une sur-solution positive faible au sens de la
Définition 1.2.6 dans B;(0).
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Perspectives et problemes Ouverts

L’objet de cette partie est d’énoncer quelques perspectives et de présenter les pro-

blémes ouverts rencontrés durant 1’élaboration de cette these.

e [’existence ou la non-existence de solutions positives sur les courbes critiques semble
étre un probleme intéressant. L’idée principale pour le cas d’une équation avec un exposant
critique est d’obtenir un comportement plus précis de la solution pres de 'origine. Cela,
se fait en utilisant un argument de comparaison approprié. Cette approche ne semble pas

applicable dans notre contexte et de nouvelles idées peuvent étre proposées.

e Pour le cas des systemes liés a 1'opérateur non-linéaire —A,,, puisque l'intégration
par parties n’est pas possible nous ne pouvons pas utiliser le processus d’itération proposé
dans cette these. Cependant, pour certains cas particuliers, par 'utilisation des inégalités
appropriées, nous serons en mesure de traiter le systeme en question. Ce qui fait I’'objet

de nos prochains travaux de recherche dans cette thématique.
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Résumé:

Cette thése propose une approche innovante pour résoudre des systémes d'EDP non linéaires
elliptiques avec des termes dépendant du gradient et/ou du potentiel. Un nouveau schéma
itératif est proposé dans les espaces de Lebesgue pondérés par le biais des inégalités de Hardy
et de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Une courbe optimale est présentée pour distinguer les zones
d'existence et de non-existence selon les paramétres p et q. Des sur-solutions radiales
explicites sont également construites pour des domaines bornés.

Mots clés: Systeme d'EDP elliptique; Inégalité de Hardy; Espace de Sobolev pondéré; Termes
gradient/Potentiel.

Abstract:

This thesis proposes an innovative approach to solving nonlinear elliptic PDE systems with
gradient-dependent and/or potential terms. A new iterative scheme is introduced in weighted
Lebesgue spaces through Hardy and Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequalities. An optimal curve
is presented to distinguish the existence and non-existence regions based on the parameters
p and g. Explicit radial supersolutions are also constructed for bounded domains.

Key words: Elliptic PDE system; Hardy inequality; Weighted Sobolev space; Gradient/Potential
terms.
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