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Notations

Notation Définition
x = (x1, x2, ..., xN) Elément de RN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
N) Module de x

∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
Gradient de u

∆u Laplacien de u
sgn(u) Le signe de la fonction u

p′ Exposent conjugué de p, 1
p

+ 1
p′ = 1

p∗ = Np

(N − p) Exposent critique de Sobolev

∂Ω Frontière de Ω
meas(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ RN

∥ · ∥s Norme dans l’espace Ls(Ω)
∥ · ∥X Norme dans l’espace X
BR Boule de RN de rayon R centrée à l’origine
BR(x0) Boule de RN de rayon R centrée en x0 ∈ RN

X ′ Espace dual de X
⟨·, ·⟩ Produit scalaire dans RN / crochet de dualité X, X ′

\ Différence d’ensemble
C(Ω) ouC0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω à support compact
C0,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes sur Ω
Ck(Ω) Espace des fonctions de classe k dans Ω
Ck,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes de classe k sur Ω
Ck0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω) à support compact
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω
C∞

0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact
D+(Ω) Espace des fonctions de D(Ω) positives
D′(Ω) Espace dual de C∞

0 (Ω), c-à-d espace des distributions
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Notations

Lp(Ω) {u : Ω → RN | u mesurable,
∫

Ω |u|p < ∞}, 1 ⩽ p < ∞
L∞(Ω) {u : Ω → RN | u mesurable ∃C tal que |u(x)| ⩽ C en

p.p. x ∈ Ω }
Lp

′(Ω) Espace dual de Lp(Ω)
W k,p(Ω) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu’à l’ordre k

dans Lp(Ω)
W k,p

0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace nulle
W−k,p′(Ω) Espace dual de W k,p

0 (Ω)
Hk(Ω) W k,2(Ω)
Hk

0 (Ω) W k,2
0 (Ω)

M(Ω) Espace des mesures de Radon dans Ω
Mp(Ω) {f : Ω → RN , mesurable : Φf ⩽ Ckp} avec C < ∞.
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Introduction

0.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) représentent l’un des outils les plus per-
formant pour la résolution des problèmes de modélisation dans les différents domaines
d’ingénierie, telles que la dynamique des structures, la mécanique des fluides, la thermo-
dynamique,... ect. Le recours aux EDP pour les deux cas local et non-local, a connus
une progression intense ces dernières décennies dans plusieurs disciplines permettant de
contourner les singularités rencontrés dans les modèles développés pour la prédiction du
comportement de plusieurs phénomènes observés en ingénierie structurelle, la mécanique
de la rupture et d’endommagement, l’énergétique, l’aérospatiale et même dans les sciences
médicales et biologiques.

Les équations elliptiques semi-linéaires avec potentiel singulier constituent un domaine
de recherche en mathématiques qui explore les propriétés des solutions d’équations aux
dérivées partielles de type elliptique, où le potentiel présente des singularités. Ces équa-
tions sont étudiées par la théorie des équations aux dérivées partielles (EDP) et sont
importantes dans diverses applications scientifique en physique, la mécanique quantique,
et d’autres branches des sciences appliquées.

Le terme singulier peut prendre différentes formes, par exemple, il peut être localisé
en un point spécifique de l’espace, se comporter de manière particulière à l’infini, comme
il peut introduire une non-linéarité qui change la nature de la solution de l’EDP.

L’étude du comportement asymptotique des solutions lorsque les paramètres deviennent
plus ou moins grands ou petits est également important. Cela peut aider à comprendre
comment les solutions convergent vers des états d’équilibre ou à analyser leur stabilité
face à des perturbations.

Les méthodes de résolution pour les EDP non linéaires avec termes singuliers peuvent
inclure des approches variées telles que les techniques de régularisation, les méthodes de
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Introduction

décomposition, les techniques variationnelles, ainsi que des méthodes numériques adap-
tées pour gérer les singularités.

Cette thèse, vise à présenter une approche innovante permettant d’apporter de nou-
velles perspectives pour donner les résultats de non existence des solutions des systèmes
d’EDP elliptiques non-linéaires avec terme de Hardy dépendants du gradient et/ou du
potentiel.

Un nouveau schéma itératif, plus général, est introduit, basé sur un argument qui
permet d’améliorer la sommabilité des solutions dans les espaces de Lebesgue pondérés
appropriés. Le processus adopté repose sur certaines conditions nécessaires et suffisantes
pour garantir la résolution du problème linéaire faisant intervenir le potentiel de Hardy
et l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg.

Nous présentons également, pour chaque système étudié, la courbe optimale permet-
tant de séparer les zones d’existence et de non-existence en fonction de p et de q et ce,
après avoir démontrer le résultat de non-existence. En parallèle, dans la partie existence,
nous construisons des sur-solutions radiales explicites dans le cas où Ω = B1(0), la boule
unité, puis par un argument de mise à l’échelle, nous produisons des sur-solutions dans
des domaines bornés généraux.

Les principaux résultats présentés dans cette thèse sont relatifs à l’existence et la
non-existence des solutions des systèmes suivants :



−∆u = λ
u

|x|2
+ f1(v,∇v) dans Ω,

−∆v = λ
v

|x|2
+ f2(u,∇u) dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S)

où Ω ⊂ RN , N ⩾ 3, un ouvert borné régulier qui contient l’origine et 0 < λ ⩽ ΛN ,
avec ΛN := (N−2)2

4 est la meilleure constante de Hardy, f1, f2 : R × RN :→ R sont deux
fonctions de Carathéodory. Dans ce travail, nous allons présenter les résultats d’existence
et de non-existence pour les trois cas suivants :

— Premier cas : f1(v,∇v) ≡ vp et f2(u,∇u) ≡ uq.

— Deuxième cas : f1(v,∇v) ≡ vp et f2(u,∇u) ≡ |∇u|q.

— Troisième cas : f1(v,∇v) ≡ |∇v|p et f2(u,∇u) ≡ |∇u|q

avec p, q > 1 qui parait être le cas le plus favorable. Nous démontrons l’existence d’une

4



0.1. Introduction

courbe critique optimale dans le plan (p, q), qui sépare les régions d’existence et de non-
existence pour une classe de systèmes elliptiques non-linéaires.

Le système (S) est lié à l’inégalité classique de Hardy, plus précisément, il est bien
connu que pour toute ϕ ∈ C∞

0 (Ω)

ΛN

∫
RN

ϕ2

|x|2
dx ⩽

∫
RN

|∇ϕ|2dx.

La constante ΛN =
(
N − 2

2

)2
est optimale et elle n’est jamais atteinte. Pour plus de

détails concernant ΛN , on se réfère à [34].
Le cas d’une équation elliptique non-linéaire a été largement étudié dans la littérature,
nous nous référons à [5, 19,20,29] pour plus d’exemples de problèmes similaires.
Il est bien connu que le problème

−∆w = λ
w

|x|2
dans RN .

admet wi(x) = ci|x|−αi comme solution si λ < ΛN et wi(x) = ci|x|−α1 ln(|x|) si λ = ΛN ,
pour i = 1, 2.
Notons que α1, α2 sont les solutions de l’équation algébrique

P(β) := −β2 + (N − 2)β − λ = 0,

où :
α1 = N − 2

2 −
√

ΛN − λ, α2 = N − 2
2 +

√
ΛN − λ. (0.1.1)

avec P(β) > 0 si et seulement si α1 < β < α2.

Maintenant, Si nous considérons le problème

−∆u = λ
u

|x|2
+ up dans Ω, u = 0 sur ∂Ω,

où λ ⩽ ΛN , alors il existe des sur-solutions si et seulement si

p < p+ := 2 + α1

α1
= N − α2

N − α2 − 2 ,

Dans le cas d’un terme dépendant du gradient, les auteurs dans [5] ont étudié l’équation
ci-dessous :

−∆u = λ
u

|x|2
+ |∇u|q dans Ω, u = 0 sur ∂Ω.
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Introduction

et ils ont démontré l’existence des solutions sous la condition suivante :

q < q+ = 2 + α1

1 + α1
.

Dans la référence [26], les auteurs considèrent le système Hamiltonien suivant :


−∆u = up

|x|α
dans Ω,

−∆v = vq

|x|µ
dans Ω,

u, v ⩾ 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω.

En utilisant une approche variationnelle, ils ont prouvé l’existence d’une hyperbola cri-
tique, de sorte que la solution de ce système existe si et seulement si

N − α

p+ 1 + N − µ

q + 1 > N − 2,

et sous quelques hypothèses additionnelles sur les paramètres p, q, α, µ.

Récemment, dans [23], H. Chen et al. ont étudié le système de Lane-Emdem en intro-
duisant le terme potentiel dans les deux équations du système,



−∆u = λ1
u

|x|2
+ vp dans Ω,

−∆v = λ2
v

|x|2
+ uq dans Ω,

u, v ⩾ 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω.

En utilisant un schéma itératif dans le cas où λ1 = λ2, ils ont pu démontrer l’existence
d’une sur-solution positive (u, v) sous les hypothèses suivantes :


q < N−α1

α1
et α1(pq − 1) < 2p+ 2,
ou

p < N−α1
α1

et α1(pq − 1) < 2q + 2,

avec α1 est définie dans (0.1.1).
Le processus utilisé dans [23] repose sur une estimation ponctuelle clé de la singularité
d’une solution (u, v) près de l’origine.

La structure principale de cette présente thèse est résumée dans la section suivante.
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0.2. Description de la thèse :

0.2 Description de la thèse :

Description du Chapitre 1

Dans le premier chapitre on présente les outils d’analyse non linéaires qui seront utilisés
pour traiter les problèmes proposés. Nous présentons en premier lieu un rappel sur les
espaces Lp pondérés ainsi que les espaces de Sobolev, nous définissons par la suite, la notion
des solutions considérées. Les différents types des inégalités tel que, celle de Poincaré,
Sobolev ainsi que l’inégalité de Hardy qui seront les outils essentiels dans ce présent
travail de thèse, nous présentons aussi une nouvelle version généraliser de l’inégalité de
Caffareli-Khon-Niremberg.

Description du Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats d’existence et de non-existence pour
le cas d’une équation elliptique semi-linéaire avec termes dépendant du potentiel ou du
gradient, il s’agit principalement du travail de L.Dupaigne [29] et celui de B.Abdelaoui et
I.Peral [5].

Cas d’une équation

Considérons le problème suivant
−∆u = λ

u

|x|2
+ h(u,∇u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

• Premier cas : h(u,∇u) ≡ up.
• Deuxième cas : h(u,∇u) ≡ |∇u|p.

L’existence et la non-existence de la solution dépend de la présence d’un exposant
critique.
Dans le premier cas, l’exposant critique noté p+ = α1 + 2

α1
(où α1 est définit précédem-

ment), pour p < p+, il existe une solution non-négative et pour p > p+, on n’a pas de
solutions.

Pour le deuxième cas, l’exposant critique sera p+ = α1 + 2
α1 + 1, où on peut garantir l’existence

d’une solution pour p < p+et la non-existence pour p > p+.

La deuxième partie de ce chapitre est dédiée à présenter les résultats d’existence et de
non-existence du système de Lane-Emden [23] par l’utilisation d’une nouvelle technique
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Introduction

plus pratique. Le système étudié dans ce chapitre est le suivant :


−∆u = λ1
u

|x|2
+ vp dans Ω,

−∆v = λ2
v

|x|2
+ uq dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω.

Dans le cas ou λ1 ⩽ λ2 les auteurs dans [23] ont démontré l’existence et la non-existence
suivant les exposants p et q, ce qui permet de trouver une zone d’existence et non-existence
des sur-solutions radiales, l’argument proposé est purement ponctuel, pour lequel ils ont
utilisé des estimations pour exploiter un processus d’existence, une question ouverte peut
être posée concernant la courbe critique "existence-non-existence".

En complément du travail de [23], on a démontré le même résultat d’existence, en
suivant un processus fonctionnel, ce qui nous permet d’avoir a travers cette technique des
estimations plus fines.

L’importance majeure de la technique proposé se base sur le traitement d’un système
avec dépendance du gradient.

Description du Chapitre 3

Le chapitre 3 englobe le résultat principal de cette thèse, plus précisément, on consi-
dère le problème mixte suivant : pour p, q > 1,



−∆u = λ
u

|x|2
+ vp dans Ω,

−∆v = λ
v

|x|2
+ |∇u|q dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

Notre but est d’étudier l’interaction entre p et q de telle sorte à obtenir l’existence d’une
solution positive.
Nous démontrons que l’existence de solutions positives, même au sens distributionnel, au
système étudié n’est assurée que si les exposants p et q se situent en dessous d’une courbe
critique, qui peut être illustré explicitement, dans le plan (p, q).

Nous avons pour but d’étudier l’interaction entre le terme du gradient et le terme
singulier de telle sorte, que sous les hypothèses sur p et q, le problème admet une solution
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0.2. Description de la thèse :

positive pour la classe la plus vaste possible de données.

Description du Chapitre 4

Dans ce chapitre, on étudie un système d’équations elliptiques avec dépendance de
gradients, plus précisément on considère le problème suivant :



−∆u = λ
u

|x|2
+ |∇v|p dans Ω,

−∆v = λ
v

|x|2
+ |∇u|q dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

Nous commençons par déterminer la région de non-existence, qui sera réalisée en uti-
lisant l’inégalité de Hardy pondérée et un processus itératif approprié.

Une fois que la région de non-existence est trouvée, en prenant Ω = B1(0) et les sur-
solutions radiales, nous démontrons dans la deuxième partie de ce chapitre, l’existence
des sur-solutions dans la région complémentaire. Cela montre l’optimalité du résultat de
non-existence.

Description du Chapitre 5

Ce chapitre est dédié à étudier les systèmes avec poids, en utilisant notre technique
et extraire les résultats d’existence et de non existence en fonction des paramètres γ et
λ1 < λ2, plus précisément, on considère les systèmes avec poids dépendant du terme de
gradient et/ou de potentiel suivants :



−div(|x|−2γ∇u) = λ1
u

|x|2(γ+1) + g1(v, |∇v|), in Ω,

−div(|x|−2γ∇v) = λ2
v

|x|2(γ+1) + g2(u, |∇u|), in Ω,

u, v ⩾ 0 in Ω,
u = v = 0 on ∂Ω,

avec
g1(v, |∇v|) = vp ou |∇v|p et g2(u, |∇u|) = |∇u|q

La première partie de ce chapitre est vise à présenter les principaux préliminaires
pour ce type d’EDP, et par la suite, nous présentons les résultats d’existences et de non-
existences pour les deux systèmes proposés ci-dessus.
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Introduction

La dernière partie de cette thèse vise à donner d’éventuelles extensions, perspectives
et problèmes ouverts sur les systèmes traités ainsi que le processus fonctionnel proposé
qui représente l’objet principal de ce présent travail de thèse.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux outils mathématiques utilisés dans
cette thèse. Les espaces de Lebesgue pondérés sont largement utilisés dans l’analyse des
EDP et aussi dans la théorie des espaces de Banach, pour traiter des problèmes où le
comportement local des fonctions joue un rôle crucial, nous commençons tout d’abord
par présenter ces espaces.

1.1 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Nous commençons par une brève initiation aux espaces de Lebesgue, largement connus.

1.1.1 Espace de Lebesgue pondéré.

Soit Ω un ouvert de RN et 1 ⩽ p < ∞, l’espace de Lebesgue Lp(Ω) est défini par

Lp(Ω) :=
{
ϕ : Ω → R mesurable ;

∫
Ω

|ϕ(x)|pdx < +∞
}
,

muni de la norme
||ϕ||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|ϕ(x)|pdx
) 1

p

.

Si p = ∞, alors

L∞(Ω) :=
{
ϕ : Ω → R mesurable ; |ϕ(x)| ⩽M p.p. dans Ω

}
,

avec M est une constante positive, et la norme associée

||ϕ||L∞(Ω) = inf
{
M ; |ϕ(x)| ⩽M p.p. dans Ω

}
.

L’espace de Lebesgue pondéré, noté Lp(Ω, ω(x)), est un espace fonctionnel généralisant
les espaces de Lebesgue Lp(Ω) en intégrant une fonction de pondération ω. Les fonctions

11



1. Préliminaires

dans cet espace sont intégrées avec un poids ce qui permet de contrôler leur compor-
tement en fonction de ω.

Soit ω : RN → [0,+∞) une fonction mesurable positive, l’espace de Lebesgue pondéré
Lp(Ω, ω(x)) est défini par

Lp(Ω, ω(x)) =
{
ϕ : Ω → R mesurable ; ∥ϕ∥Lp(Ω,ω(x)) < +∞

}
,

avec

∥ϕ∥Lp(Ω,ω(x)) =
(∫

Ω
|ϕ(x)|pω(x)dx

) 1
p

.

et
Lploc(Ω, ω(x)) =

{
ϕ : Ω → R|∀K ⊂⊂ Ω ;

∫
K

|ϕ(x)|pω(x)dx < +∞
}
,

• Exemples de fonctions de pondération :

1) Pondération constante : Si ω = 1, alors pour tout x ∈ Ω,

Lp(Ω, ω(x)) = Lp(Ω).

2) Pondération polynomiale : ω(x) = |x|α pour α ∈ R.

3) Pondération exponentielle : ω(x) = eb(x) avec b(x) ∈ R.

• Propriétés :

1) Linéarité : Lp(Ω, ω(x)) est un espace vectoriel muni de la norme ∥.∥Lp(Ω,ω(x)).

2) Inclusion : Si ω1 et ω2 sont deux fonctions de pondération telles que : ω1(x) ⩽ ω2(x)
pour tout x ∈ Ω, alors

Lp(Ω, ω2(x)) ⊆ Lp(Ω, ω1(x))

3) Dualité : Le dual de Lp(Ω, ω(x)) est l’espace Lq(Ω, ω(x)) avec 1
p

+ 1
q

= 1.

1.1.2 Espace de Sobolev pondéré.

Soit Ω un ouvert de RN et p ⩾ 1, l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) :=
{
ϕ ∈ Lp(Ω) ; ∂ϕ

∂xi
∈ Lp(Ω) pour tout i = 1...N

}
.
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1.1. Quelques outils dans les espaces de Sobolev

L’espace de Banach W 1,p(Ω) est muni de la norme

||ϕ||W 1,p(Ω) = ||ϕ||Lp(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂ϕ∂xi
∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

,

≃
(
||ϕ||pLp(Ω) + ||∇ϕ||pLp(Ω)

) 1
p .

Si p = 2, l’espace de Hilbert W 1,2(Ω) := H1(Ω) est muni du produit scalaire

< ϕ,ψ >H1(Ω)=< ϕ,ψ >L2(Ω) +
N∑
i=1

<
∂ϕ

∂xi
,
∂ψ

∂xi
>L2(Ω) .

L’espace W 1,p
0 (Ω) est la fermeture de C∞

0 (Ω) dans W 1,p(Ω), muni de la norme induite
par W 1,p(Ω). Ainsi, on a

W 1,p
0 (Ω) :=

{
ϕ ∈ W 1,p(Ω) ; ϕ = 0 sur ∂Ω

}

Si Ω est borné, alors
||ϕ||W 1,p

0 (Ω) = ||∇ϕ||Lp(Ω).

Si Ω = RN , et puisque C∞
0 (Ω) est dense dans W 1,p(RN), alors

W 1,p
0 (RN) = W 1,p(RN).

Soit ω : RN → [0,+∞), une fonction mesurable. L’espace de Sobolev pondéréW 1,p(Ω, ω(x))
est défini par

W 1,p(Ω, ω(x)) =
{
ϕ : Ω → R mesurable ; ∥ϕ∥W 1,p(Ω,ω(x)) < +∞

}
,

avec

∥u∥W 1,p(Ω,ω(x)) :=
∑

|α|⩽1

∫
Ω

|Dαu(x)|p ω(x)dx
1/p

.

De même
W 1,p

0 (Ω, ω(x)) :=
{
ϕ ∈ W 1,p(Ω, ω(x)dx) ; ϕ = 0 sur ∂Ω

}
;

et

W 1,p
loc (Ω, ω(x)) :=

{
ϕ ∈ Lploc(Ω, w(x)) ; ∂ϕ

∂xi
∈ Lploc(Ω, ω(x)) pour tout i = 1...N

}
.

Dans le cas où ω = 1, on retrouve les espaces de Sobolev classiques W 1,p(Ω), W 1,p
0 (Ω) et

W 1,p
loc (Ω).
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1. Préliminaires

1.1.3 Espaces de Marcinkiewicz.

Définition 1.1.1. Soit Ω un espace mesurable de mesure µ et soit f : Ω → RN une
fonction mesurable. La fonction de distribution de f est définie par : Φf : R+ → R telle
que :

Φf := µ{x ∈ Ω : |f(x)| > k}, k > 0

Φf est une fonction décroissante continue à droite.

Lemme 1.1.2. Soit f ∈ L1(Ω) ; alors
∫

Ω
|f |dµ =

∫ +∞

0
Φf (t)dt.

Si f ∈ Lq(Ω) avec 1 < q < ∞, alors
∫

Ω
|f(x)|qdµ =

∫ +∞

0
tq−1Φf (t)dt.

Soit Ω un ouvert borné de RN et 0 < p < ∞, l’espace de Marcinkiewicz (appelé aussi
espace de Lebesgue faible) est défini par :

Mp(Ω) := {f : Ω → RN , mesurable : Φf ⩽ Ckp} avec C < ∞.

muni de la norme

||f ||Mp(Ω) := inf{C > 0 : Φf (k) ⩽ Ck−p pour k > 0}

est un espace de Banach.
• Propriétés :

1) Lp(Ω) ⊂ Mp(Ω).

2) Si 1 < p < ∞, alors Lp(Ω) ⊂ Mp(Ω) ⊂ Lp−ε(Ω), ∀ε > 0.

3) Si 1 ⩽ p ⩽ q < ∞, on a : M q(Ω) ⊂ Mp(Ω).

Nous introduisons à présent un résultat crucial dans l’étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques : le théorème de Rellich-Kondrachov. Ce théorème démontre l’in-
jection entre les espaces de Sobolev W 1,p

0 (Ω) et certains espaces de Lebesgue. Ce résultat
de compacité nous permet de passer efficacement d’un espace de Sobolev à un espace de
Lebesgue.

Théorème 1.1.3 (Rellich-Kondrachov). Soit Ω un domaine borné de RN tel que Ω
est de classe C1,

— Si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) , ∀q ∈ [1, p∗[ avec p∗ = pN
N−p .
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1.1. Quelques outils dans les espaces de Sobolev

— Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) , ∀q ∈ [1,+∞[.
— Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω̄).

Si on remplace l’espace W 1,p(Ω) par W 1,p
0 (Ω), alors les injections précédentes sont vérifiées

indépendamment de la régularité du domaine Ω.

La notion de troncature est un élément clé pour étudier les EDP avec donnée dans L1

ou bien une mesure. Elle fait appel la fonctions Tk(s) avec k > 0 définie ci-dessous :

Tk(s) =


s , si|s| ⩽ k ;

k s
|s| , si |s| > k ;

Figure 1.1 – La troncature

Afin de traiter les EDP elliptiques avec données non régulières, on commencera souvent
par une approximation, puis on passera à la limite en imposant des résultats de compacité
appropriés. L’un des résultats les plus importants et qui nous sera utile très souvent est
le résultat de régularité de Baras-Pierre, la preuve se trouve dans [11].

Lemme 1.1.4. Supposons que u ∈ L1
loc(Ω) tel que ∆u ∈ L1

loc(Ω), alors pour tout p ∈
[0, N

N−1), et pour chaque ensembles ouverts Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω2 ⊂ Ω, il existe une constante
positive C ≡ C(p,Ω1,Ω2, N) telle que

||u||W 1,p(Ω1) ⩽ C
∫

Ω2
(|u| + |∆u|)dx. (1.1.1)

De plus, si u ∈ L1(Ω) et ∆u ∈ L1(Ω), alors l’estimation ci dessus à lieu globalement dans
le domaine Ω.

Rappelons aussi le lemme de Vitali mais avant de l’énoncer on a besoin de la définition
suivante.

Définition 1.1.5. (Equi-Intégrabilité dans Lp ) Soit X un ensemble mesurable de
RN et 1 ⩽ p < ∞. On dit que la suite (fn)n ⊂ Lp(X) est equi-intégrable si et seulement
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1. Préliminaires

si, pour chaque ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout E ⊂ X avec |E| < δ, on a pour
tout ∫

E
|fn(x)|pdx ⩽ ε pour tout n.

Théorème 1.1.6. (Théorème de Vitali) Soit X un ensemble de mesure finie pour la
mesure de Lebesgue de RN . Soit (fn)n une suite de fonctions de L1(X) qui verifie les deux
conditions suivantes :

1. (fn)n converge presque-partout vers f dans X.

2. (fn)n est equi-intégrable.

Alors, (fn)n converge fortement vers f dans L1(X).

1.2 Quelques outils pour les problèmes elliptiques

La méthode des sous et sur-solutions est l’une des méthodes largement utilisées pour
résoudre les EDP de types elliptiques. C’est en fait, un résultat des théorèmes à point
fixe et des algorithmes d’itération. Généralement, cette méthode est bien connue dans la
théorie des EDP du fait de son association étroite avec le principe du maximum et les
résultats de comparaison. Une généralisation importante de ce principe est contenue dans
le lemme suivant de Brezis et Cabré, dont la preuve est bien détaillée dans [19].

1.2.1 Principes de comparaison et de maximum

Lemme 1.2.1. Supposons que h ⩾ 0 appartient à L∞(Ω). Soit v la solution de
 −∆v = h dans Ω

v = 0 sur ∂Ω.
(1.2.1)

Alors,
v(x)
δ(x) ⩾ c

∫
Ω
hδdx ∀x ∈ Ω,

où c > 0 est une constante qui dépend seulement de Ω et δ = dist(x, ∂Ω).

Théorème 1.2.2. Principe de comparaison
Soit 1 < p et soit f une fonction positive, continue telle que f(x,s)

sp−1 est décroissante pour
s > 0. Si u, v ∈ W 1,p

0 (Ω) sont telles que
 −∆pu ⩾ f(x, u), u > 0 in Ω,

−∆pv ⩽ f(x, v), v > 0 in Ω,
(1.2.2)

Alors u ⩾ v dans Ω.
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1.2. Quelques outils pour les problèmes elliptiques

On se réfère à [6] pour la démonstration. Comme on s’intéresse aussi aux problèmes
avec dépendance en gradient, on aura besoin d’une généralisation du principe de Maximum
classique qui a été obtenu par Alaa-Pierre dans [7].

Lemme 1.2.3. Soit a⃗ ∈ LN+ε(Ω,RN), ε > 0, w la solution de

w ∈ W 1,1
0 (Ω), ∆w ∈ L1(Ω),

αw − ∆w ⩽ a⃗∇w dans D′(Ω).

Alors w ⩽ 0.

Pour généraliser le Lemme 1.2.3, on utilisera souvent l’inégalité de Kato.

Lemme 1.2.4. Inégalité de Kato
Soit u ∈ L1

loc(Ω) telle que ∆u ∈ L1
loc(Ω). Alors on a :

∆|u| ⩾ sgn(u)∆u au sens de D′(Ω)

Voir [21] pour la preuve.

Théorème 1.2.5. Principe du maximum faible
Soit u la solution unique du problème : −∆u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(1.2.3)

où f est une fonction continue. Si f ⩾ 0 alors u ⩾ 0 et si f ⩽ 0 alors u ⩽ 0.

1.2.2 Quelques inégalités

Étant donné que notre approche est basée sur un argument de régularité approprié,
nous avons besoin de quelques inégalités présentées ci dessous,

— Inégalité de Young :
Soient p, q ⩾ 1, alors

∀a, b ⩾ 0, ab ⩽ ap

p
+ bq

q

avec 1
p

+ 1
q

= 1.

— Inégalité de Hölder :
Soit Ω ⊂ RN un ensemble mesurable et 1 < p ⩽ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec
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1. Préliminaires

1
p

+ 1
q

= 1, alors : f.g ∈ L1(Ω) de plus,

∫
Ω

|fg|dx ⩽ ∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lq(Ω)

— Inégalité de Poincaré :
Soit Ω un domaine borné, 1 ⩽ p < +∞. Alors, il existe une constante C = C(Ω, p)
telle que :

∥u∥Lp(Ω) ⩽ C∥∇u∥Lp(Ω) ,∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

En particulier la quantité ∥∇u∥Lp(Ω) représente une norme sur l’espace W 1,p
0 (Ω)

équivalente à la norme induite par W 1,p(Ω).

— Inégalité de Sobolev :
Soit 1 ⩽ p < N , il existe une constante c qui dépend uniquement de N et p telle
que :

∥u∥Lp∗ (Rn) ⩽ c∥u∥W 1,p
0 (RN ).

Pour tout u ∈ W 1,p
0 (Rn) avec p∗ := Np

N−p .
Par conséquent, l’espace W 1,p(RN) s’injecte d’une manière continue dans Lq(RN)
pour tout q ∈ [p, p∗].

— Inégalité de Poincarré-Wirtinger : (Voir [18])
Soit Ω un ouvert connexe de classe C1 et soit 1 ⩽ p ⩾ ∞. Alors il existe une
constante C telle que :

||u− ū||Lp ⩽ C||∇u||Lp , ∀u ∈ W 1,p(Ω) avec ū = 1
|Ω|

∫
Ω
u.

D’où l’on déduit, grâce à l’inégalité de Sobolev que si p < N ,

||u− ū||Lp∗ ⩽ C||∇u||Lp , ∀u ∈ W 1,p(Ω)

— Inégalité de Hardy-Sobolev : (voir [4])
Soit 1 < p < N , si u ∈ W 1,p(RN) alors,

• u

|x|
∈ Lp(RN)

• L’inégalité de Hardy

ΛN

∫
RN

|u|p

|x|p
dx ⩽

∫
RN

|∇u|pdx,

avec ΛN = (N−p
p

)p, est la constante optimale, qui n’est pas atteinte, et qui ne
dépend pas du domaine.
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1.2. Quelques outils pour les problèmes elliptiques

Étant donné que nous allons aborder des problèmes avec données non régulières, il est
nécessaire de préciser le sens de la solution.

Définition 1.2.6. Supposons que p, q > 1. On dit que (u, v) ∈ W 1,1
loc (Ω) × W 1,1

loc (Ω), avec
u, v ⩾ 0, est une solution faible du système



−∆u = λ
u

|x|2
+ f1(v,∇v) dans Ω,

−∆v = λ
v

|x|2
+ f2(u,∇u) dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S)

si u

|x|2
,
v

|x|2
∈ L1

loc(Ω), f1, f2 ∈ L1
loc(Ω) et pour tout φ, ψ ∈ C∞

0 (Ω), nous avons :

∫
Ω

∇φ∇u dx = λ
∫
Ω

u

|x|2
φdx+

∫
Ω

f1(v,∇v)φdx,

et∫
Ω

∇ψ∇v dx = λ
∫
Ω

v

|x|2
ψ dx+

∫
Ω

f2(u,∇u)ψ dx,
(1.2.4)

où

f1(v,∇v) ≡ vp ou f1(v,∇v) ≡ |∇v|p et f2(u,∇u) ≡ uq ou f2(u,∇u) ≡ |∇u|q.

Remarque. Comme u, v ∈ L1
loc(Ω),∆u,∆v ∈ L1

loc(Ω), alors d’après la référence [10] nous
avons : u, v ∈ W 1,σ

loc (Ω) pour tout σ < N
N−1 .

Nous avons besoin aussi de la version pondérée de l’inégalité de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg présentée comme suit :

Théorème 1.2.7. Supposons que 1 < σ < N et soit −∞ < γ < N−σ
σ

. alors il existe une
constante positive C =

(
(N−σ(γ+1))

σ

)σ
telle que pour tout u ∈ C∞

0 (RN), nous avons

(
(N − σ(γ + 1))

σ

)σ ∫
RN

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
RN

|∇u(x)|σ|x|−σγdx.

Par conséquent, nous obtenons l’extension suivante du Théorème 1.2.7.

Théorème 1.2.8. Supposons que σ et γ vérifient les conditions ci-dessus. Alors, il existe
une constante positive C = C(Ω, N, σ, γ) telle que pour tout u ∈ W 1,σ(Ω, |x|−σγ) ∩L1(Ω),
nous avons :

C(Ω)
∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
Ω

|∇u(x)|σ|x|−σγdx+
(∫

Ω

|u(x)|dx
)σ
.
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Démonstration.
Dans ce qui suit, nous désignons par Ci(Ω), i = 1, 2.., toute constante positive qui dépend
de Ω et les données N, σ, γ mais elles sont indépendantes de u.
Soit u ∈ W 1,σ(Ω, |x|−σγ), nous considérons ϕ ∈ C∞

0 (Ω) telle que ϕ ⩾ 0, ϕ = 1 dans Br(0),
avec B2r(0) ⊂⊂ Ω, et ϕ = 0 dans Ω\B2r(0). alors uϕ ∈ W 1,σ

0 (Ω, |x|−σγ).En utilisant le
théorème 1.2.7, nous obtiendrons que :

(
(N − σ(γ + 1))

σ

)σ ∫
Ω

|u(x)ϕ(x)|σ
|x|σ(γ+1) dx ⩽

∫
Ω

|∇(u(x)ϕ(x))|σ|x|−σγdx.

Notons qu’il existe deux constantes positives c1, c2 telle que :

|∇(u(x)ϕ(x))|σ ⩽ c1ϕ
σ|∇u|σ + c2|u|σ|∇ϕ|σ.

ainsi
∫

Ω
|∇(u(x)ϕ(x))|σ|x|−σγdx ⩽ c1

∫
Ω
ϕσ(x)|∇u(x)|σ|x|−σγdx+ c2

∫
Ω\Br(0)

|u(x)|σ|∇ϕ(x)|σ|x|−σγdx

⩽ C1(Ω)
∫

Ω
|∇u(x)|σ|x|−σγdx+ C2(Ω)

∫
Ω\Br(0)

|u(x)|σdx.

D’un autre coté, comme u ∈ W 1,σ(Ω\Br(0)), par une variation de l’inégalité de Poincaré-
Wirtinger, nous obtenons que

C3(Ω)
∫

Ω\Br(0)
|u(x)|σdx ⩽

∫
Ω\Br(0)

|∇u(x)|σdx+
(∫

Ω\Br(0)
|u(x)|dx

)σ

⩽ C4(Ω)
∫

Ω\Br(0)
|∇u(x)|σ|x|−σγdx+

(∫
Ω\Br(0)

|u(x)|dx
)σ

⩽ C5(Ω)
(∫

Ω
|∇u(x)|σ|x|−σγdx+

(∫
Ω

|u(x)|dx
)σ)

.

En combinant les estimations ci-dessus, nous déduisons que :

∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx =

∫
Br(0)

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx+

∫
Ω\Br(0)

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx

⩽
∫

Ω

|u(x)ϕ(x)|σ
|x|σ(γ+1) dx+ C6(Ω)

∫
Ω\Br(0)

|u(x)|σdx

⩽ C7(Ω)
(∫

Ω
|∇u(x)|σ|x|−σγdx+

(∫
Ω

|u(x)|dx
)σ)

.

Remarque. Notons que si γ + 1 > 0, alors W 1,σ(Ω, |x|−σγ) ⊂ L1(Ω). Par conséquent, le
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1.3. Problème linéaire avec potentiel de Hardy.

Théorème 1.2.8 est valable pour tous u ∈ W 1,σ(Ω, |x|−σγ).

1.3 Problème linéaire avec potentiel de Hardy.

Étant donné que nos systèmes introduisent le potentiel de Hardy, nous devons estimer
la singularité de la solution au voisinage de l’origine.
Les lemmes suivants seront cruciaux pour atteindre cet objectif. Pour les preuves, nous
renvoyons à [3, 5, 29].
Le système (S) est lié à l’inégalité classique de Hardy, plus précisément il est bien connu
que pour tous ϕ ∈ C∞

0 (Ω)

ΛN

∫
RN

ϕ2

|x|2
dx ⩽

∫
RN

|∇ϕ|2dx.

La constante ΛN =
(
N − 2

2

)2
est optimale et elle n’est jamais atteinte. Pour plus de

détails concernant ΛN , on se réfère la référence [34].
Le cas d’une équation elliptique non-linéaire a été largement étudié dans la littérature,
nous nous référons à [5, 19,20,29] pour plus d’exemples de problèmes similaires.
Il est bien connu que le problème

−∆w = λ
w

|x|2
dans RN .

admet w(x) = ci|x|−αi comme solution si λ < ΛN et w(x) = ci|x|−α1 ln(|x|) si λ = ΛN ,
pour i = 1, 2.
Notons que α1, α2 sont les solutions de l’équation algébrique

P(β) := −β2 + (N − 2)β − λ = 0, (1.3.1)

où :
α1 = N − 2

2 −
√

ΛN − λ, α2 = N − 2
2 +

√
ΛN − λ. (1.3.2)

avec P(β) > 0 si et seulement si α1 < β < α2.

Lemme 1.3.1. Supposons que w est une fonction mesurable positive telle que w ≩ 0 avec
w ∈ L1

loc(Ω) et w
|x|2 ∈ L1

loc(Ω). Supposons que w vérifie −∆w−λ w
|x|2 ⩾ 0 dans le sens faible.

alors il existe une constante positive C et une boule au voisinage de l’origine Br(0) ⊂ Ω
telles que

w(x) ⩾ C|x|−α1 p.p. dans Br(0),

avec α1 est défini dans (1.3.2).
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1. Préliminaires

Pour la démonstration de ce lemme, on utilise le principe du maximum et de compa-
raison, on se réfère à [5] [Lemme 2.2] pour plus de détails.

Considérons maintenant le problème
−∆u− λ

u

|x|2
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1.3.3)

avec f ∈ L1(Ω). Alors nous avons les résultats suivants concernant l’existence et le com-
portement d’une solution faible.

Lemme 1.3.2. [23]
• Supposons que u est une sur-solution faible positive du problème (1.3.3) où λ ⩽ ΛN .
Alors |x|−α1f ∈ L1

loc(Ω), où α1 est définie dans (1.3.2).

• À présent, si f ∈ L1(Ω) et
∫

Ω
f |x|−α1 dx < ∞, alors le problème (1.3.3) admet une

solution faible unique u telle que u ∈ W 1,a
0 (Ω) pour tout a < N

N−1 et
∫

Ω

u

|x|2+α1
dx < ∞.

• Dans le cas où f(x) = 1
|x|β

avec 2 < β < N − α1, alors la solution positive faible u

du problème (1.3.3) vérifie

u ⩾ |x|−β+2 dans Br(0) ⊂⊂ Ω.

Démonstration.
• Supposons que u est une sur-solution faible positive du problème (1.3.3) avec λ ⩽ ΛN ,

il suffit de vérifier la conclusion dans une boule qui contient l’origine Br(0).
Soit fn = Tn(f), on traite le problème approximé suivant :


−∆un − λ

un
|x|2

= fn dans Br(0),

un = 0 sur ∂Br(0),
(1.3.4)

Puisque Tn(f) est une fonction croissante en n, alors en utilisant le résultat de comparai-
son du Théorème 1.2.2, nous concluons que {un}n est une suite croissante en n. Soient
u0 = 0 une sous-solution et ū une sur-solution, d’après le principe du maximum, il existe
{un}n∈N ⊂ H1

0 (Ω) telle que : u0 ⩽ un ⩽ ū, donc {un}n∈N converge et lim
n→+∞

un = ū.
Considérons maintenant ϕ la solution du problème suivant :

 −∆ϕ− λ
ϕ

|x|2
= 1 dans Br(0),

ϕ = 0 sur ∂Br(0),
(1.3.5)
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1.3. Problème linéaire avec potentiel de Hardy.

d’après le Lemme 1.3.1, ϕ(x) ⋍ c|x|−α1 au voisinage de 0, prenons ϕ comme fonction test
dans l’équation (1.3.4), nous obtenons :

∫
Br(0)

undx =
∫
Br(0)

fnϕdx ⩾ c
∫
Br(0)

fn|x|−α1dx

donc par passage à la limite, ∫
Br(0)

f |x|−α1dx < ∞

d’où la démonstration du premier point du Lemme 1.3.2.

• Supposons maintenant que f |x|−α1 ∈ L1(Ω) et montrons que le problème (1.3.4)
admet une solution faible unique u telle que u ∈ W 1,a

0 (Ω) pour tout a < N
N−1 .

Considérons le problème approximé suivant :
−∆un − λ

un
|x|2

= fn dans Br(0),

un = 0 sur ∂Br(0),
(1.3.6)

avec fn ∈ L∞(Ω), fn → f ∈ L1(Ω).

Prenons Tk(un) comme fonction test dans (1.3.6), on trouve :
∫
Br(0)

−∆unTk(un)dx− λ
∫
Br(0)

un
|x|2

Tk(un)dx =
∫
Br(0)

fnTk(un)dx

⇒
∫
Br(0)

−∆unTk(un)dx ⩽ k
(
λ
∫
Br(0)

un
|x|2

dx+
∫
Br(0)

fndx
)

(1.3.7)

Soit le problème suivant :
 −∆ϕ− λ

ϕ

|x|2
= |x|−2 dans Br(0),

ϕ = 0 sur ∂Br(0),
(1.3.8)

d’après le Lemme 1.3.1, ϕ(x) ⩽ c|x|−α1 au voisinage de 0, prenons ϕ comme fonction test
dans l’équation (1.3.6), nous obtenons :

∫
Br(0)

−∆unϕdx− λ
∫
Br(0)

un
|x|2

ϕdx =
∫
Br(0)

fnϕdx

⇒
∫
Br(0)

un(−∆ϕ− λ
ϕ

|x|2
)dx =

∫
Br(0)

fn|x|−α1

⇒
∫
Br(0)

un
|x|2

dx =
∫
Br(0)

fn|x|−α1 < ∞ (1.3.9)
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1. Préliminaires

Donc,
1
k

∫
Br(0)

|∇Tk(un)|2dx < ∞

utilisons maintenant l’espace de Marcinkiewicz, [12]

un ∈ Mp1(Ω) avec p1 = N

N − 2

et
∇un ∈ Mp2(Ω) avec p2 = N

N − 1
donc

un ∈ Lp1−ε(Ω) et ∇un ∈ Mp2−ε, ∀ε > 0

d’où un ∈ W 1,q
0 (Ω), ∀q < N

N−1 et un ⇀ u faiblement dans L1(Ω) (∥ un ∥L1⩽∥ un ∥Lp1−ε< c)
et ∇un ⇀ ∇u faiblement dans L1(Ω). D’après le Théorème de Vitali 1.1.6,

un
|x|2

−→ un
|x|2

dans L1(Ω)

Par passage à la limite, u est une solution du problème (1.3.3), ce qui nous conduit à
démontrer le deuxième point du Lemme 1.3.2.

• Soit f(x) = 1
|x|β

avec 2 < β < N − α1, considérons le problème suivant :


−∆w − λ

w

|x|2
= |x|−β dans BR(0),

w = η sur ∂BR(0),
(1.3.10)

Par un calcul direct, on obtient : w(r) ⋍ cr−β+2 avec r = |x|. Comme u est une sur
solution du problème (1.3.10), nous utilisons le principe du maximum et de comparaison
pour conclure que u(x) ⩾ |x|−β+2 dans BR(0).
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Chapitre 2

Résultats d’existence et de
non-existence du système de
Lane-Emden

2.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est d’effectuer une généralisation des résultats obte-
nus dans [23] par une nouvelle approche, permettant de démontrer les résultats d’existence
et de non-existence ainsi que l’ensemble des solutions pour le système elliptique avec des
termes dépendants du potentiel.
Pour p, q > 1 et 0 < λ1 < λ2 < ΛN = (N−2

2 )2, nous considérons le système suivant :



−∆u = λ1
u

|x|2
+ vp dans Ω,

−∆v = λ2
v

|x|2
+ uq dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S2)

où, Ω est un domaine borné régulier qui contient l’origine dans RN avec N ⩾ 3.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la Section 2.2 nous rappelons quelques
résultats d’existence et de non-existence pour le cas d’une équation elliptique dépendant
du terme de potentiel et de gradient, la section qui suit 2.3 concerne la présentation d’une
nouvelle technique permettant de démontrer le résultat principal de non-existence du
système (S2) et d’identifier aussi les régions d’existence et de non-existence. Enfin, nous
montrons dans la dernière partie de ce chapitre (Section 2.4) que ces résultats obtenus
sont optimaux par la construction des sur-solutions radiales explicites dans le cas où
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

Ω = B1(0) est la boule unité, puis par un argument de mise à l’échelle, nous produisons
des sur-solutions dans des domaines bornés généraux.

2.2 Cas d’une équation elliptique

En ce qui concerne notre travail, nous nous somme focalisés sur le cas d’une équation
elliptique non-linéaire, ces EDP ont été largement étudiées dans la littérature, nous nous
référons à [5, 19,20,29] pour plus d’exemples de problèmes similaires.

Dans la thèse de L.Dupaigne [28], l’auteur a étudié le problème non linéaire avec un
potentiel singulier de Hardy présenté comme suit :


−∆u− λ

|x|2
u = up + tf in Ω,

u > 0 in Ω,
u = 0 on ∂Ω,

(Pλ)

avec Ω un ouvert borné de RN , N ⩾ 3 et 0 < λ ⩽ ΛN = (N−2
2 )2, p > 1, et f une fonction

positive.
Pour t = 0, cherchons tout d’abord des solutions pour l’équation sous la forme u(|x|) =
u(r) = Cr−β avec C ⩾ 0, afin de trouver l’exposant critique.
Vue que : ∆u = u′′ + N−1

r
u′, après un calcul simple nous obtenons :

Cp−1 = (−β2 + (N − 2)β − λ) et β = 2
p− 1

Dans l’intervalle ]α1, α2[, Pλ(β) = −β2 + (N − 2)β − λ > 0, avec α1, α2 sont définis
dans (1.3.2), par conséquent : ce problème admet une sur-solution si et seulement si :
p < α1+2

α1
= p+ qui représente l’exposant critique pour ce type de problème.

Les résultats d’existence et de non existence se résument dans le Théorème suivant :

Théorème 2.2.1. Supposons que 0 < λ ⩽ ΛN et p+ = 1 + 2
α1

, alors nous avons les
résultats suivant :
• Si 1 < p < p+, il existe un t0 > 0 dépendant de N , λ, p et f tel que :
le problème (Pλ) admet au moins une solution forte classique dans le cas où t < t0 et une
solution faible dans le cas où t = t0.
Si t > t0, le problème (Pλ) n’admet pas de solutions.
• Si p ⩾ p+, alors pour tout t > 0, le problème (Pλ) n’admet pas de solutions.

Ce résultat le motive pour étudier une classe plus large de problème avec potentiels
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2.2. Cas d’une équation elliptique

singuliers, en considérant l’équation semi-linéaire suivante :
−∆u− a(x)u = f(x) + cb(x) in Ω,

u > 0 in Ω,
u = 0 on ∂Ω,

(Pλ)

avec Ω un ouvert borné de RN , N ⩾ 3 et 0 < λ ⩽ ΛN = (N−2
2 )2, p > 1, et a, f, b sont des

fonctions positives. Pour plus de détails on se réfère à [28,30].

Pour le cas d’une équation elliptique quasi-linéaire avec potentiel singulier et terme
dépendant du gradient, les auteurs dans [5] ont démontré les résultats d’existence et de
non-existence en fonction de l’exposant critique pour le problème :

−∆u− λ u
|x|2 = |∇u|p + cf(x) in Ω,
u > 0 in Ω,
u = 0 on ∂Ω,

(P ′
λ)

avec Ω ∈ RN est un domaine qui contient l’origine, N ⩾ 3 et 0 < λ ⩽ ΛN .

Pour trouver l’exposant optimal p+, nous cherchons une solution sous la forme u(x) =
C|x|−β de l’équation, après un calcul simple, nous obtenons :

βpCp−1 = Pλ(β) et β = 2 − p

p− 1

Comme βpCp−1 > 0 alors, on doit prendre α1 < β < α2,
Par conséquent,

p− = 2 + α2

1 + α2
< p <

2 + α1

1 + α1
= p+.

où α1, α2 sont définis dans (1.3.2), par la suite, les auteurs dans [5] ont démontré le ré-
sultat de non-existence pour p ⩾ p+ pour différents valeurs de λ.

Les résultats d’existence peuvent être résumés comme suit :
• Pour p− < p < p+ et f ≡ 0, le problème (P ′

λ) admet une solution faible positive.
• Pour 1 < p < p+, le problème (P ′

λ) admet une solution faible positive s’il existe un c0

tel que c < c0 et f(x) ⩽ 1
|x|2 . Pour plus de détails, on s’envoie à la référence [5].

En résume que la zone d’existence peut être présentée dans l’intervalle [1, p+) pour le
problème elliptique avec terme dépendant du potentiel (Pλ) et [1, q+) pour le problème
avec terme de gradient (P ′

λ). La question qui se pose : Dans le cas d’un système elliptique
avec terme de potentiel et/ou de gradient, est ce qu’on peut élargir la zone d’existence en
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

dehors d’un rectangle [1, p+) × [1, q+) ?

Le but du travail présenté dans [23], est de démontrer l’existence d’une courbe optimale
qui sépare la zone d’existence et la zone de non existence en fonction de p et de q, pour
cela, les auteurs ont utilisé un processus itératif reposant sur une estimation ponctuelle
de la singularité de la solution (u, v) près de l’origine. Malheureusement, ce processus
itératif n’est pas général, par exemple, nous ne pouvons pas l’utiliser pour le cas des
systèmes dépendant du gradient vu qu’il n’est pas tout à fait clair comment l’estimation
ponctuelle similaire de |∇u| peut être obtenue.

Afin de contourner ces difficultés, nous introduisons un nouveau schéma itératif, encore
plus général, basé sur un argument qui nous permet d’améliorer la sommabilité des solu-
tions dans des espaces de Lebesgue pondérés appropriés. Notre processus est fonctionnel
repose sur certaines conditions nécessaires et suffisantes pour garantir la résolution du pro-
blème linéaire impliquant le potentiel de Hardy.

Enfin, nous montrons que nos résultats sont optimaux en construisant des sur-solutions
radiales explicites dans le cas où Ω = B1(0), la boule unité, puis par un argument de mise
à l’échelle, nous produisons des sur-solutions dans des domaines bornés généraux.

Dans la section qui suit, nous utilisons notre processus pour effectuer le même type
d’analyse présentée dans la référence [23] sur une large classe de systèmes elliptiques
non-linéaires.

2.3 Résultats de non-existence

L’objectif de cette partie est de montrer l’existence d’une courbe critique G(p, q) telle
que l’existence et la non-existence de solutions au système (S2) dépendant de la position
de (p, q) par rapport à cette courbe.
On note par c n’importe quelle constante qui dépend de Ω.

Définissons tout d’abord les puissances optimales pour le système (S2) :

p+ := 2 + α1,1

α1,2
, p̄ := N − α1,1

α1,2
,

q+ := 2 + α1,2

α1,1
, q̄ := N − α1,2

α1,1
.

avec
α1,i = N − 2

2 −
√

ΛN − λi, α2,i = N − 2
2 +

√
ΛN − λi (2.3.1)
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2.3. Résultats de non-existence

sont les racines de l’équation algébrique Pλi
(β) = −β2 + (N − 2)β−λi = 0. pour i = 1, 2.

2.3.1 Présentation de la technique adoptée :

Afin de définir la courbe optimale qui sépare les régions d’existence/non-existence, nous
allons montrer que si le système (S2) admet une solution (u, v), nous pouvons construire,
en utilisant le processus présenté dans [16], deux suites croissantes

(
an
)
n∈N

et
(
bn
)
n∈N

telles que :

∫
Ω

u

|x|an
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|bn
dx < ∞.

Ce processus nous permet de trouver la courbe optimale d’existence dans le plan (p, q).
Pour simplifier la présentation, nous définissons

G1(p, q) = −α1,1(pq − 1) + 2p+ 2 et G2(p, q) = −α1,2(pq − 1) + 2q + 2.

et soient les ensembles A, B et C qui représentent les zones d’existence de sur-solutions
positives pour le système (S2) tels que :

A =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tel que 1 < p < p+ et 1 < q < q+
}
,

B =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tel que p+ < p < p̄ , 1 < q < q+ et G2(p, q) > 0
}
,

C =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tel que 1 < p < p+ , q+ < q < q̄ et G1(p, q) > 0
}
.

La région qui représente la partie non-existence est R+2 \ (A ∪B ∪ C).

Figure 2.1 – Zones d’Existence et de Non-existence pour le système (S2)
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

Nous présentons dans le Théorème suivant le principal résultat de non-existence pour
le système (S2).

Théorème 2.3.1. Supposons que l’une des conditions suivantes est satisfaite pour 0 <
λ1 < λ2 < ΛN et p, q > 1 :

I) p ⩾ p̄ ou q ⩾ q̄.

II) p+ < p < p̄ et q > α1,2+2
α1,2p−2 .

III) q+ < q < q̄ et p > α1,1+2
α1,1q−2 .

alors le système (S2) n’admet pas de sur-solutions faibles positives dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Démonstration. Supposons par l’absurde que le système (S2) admet une solution
positive (u, v), cette démonstration se fait pour chaque cas.
Premier cas :
Soit p ⩾ p̄ et q ⩾ q̄, utilisant le lemme 1.3.2 on a :

∫
Ω
vp|x|−α1,1 dx < ∞ et

∫
Ω
uq|x|−α1,2 dx < ∞. (2.3.2)

comme −∆u − λ1
u

|x|2 ⩾ 0 et −∆v − λ2
v

|x|2 ⩾ 0 , alors d’après le lemme 1.3.1, ils existent
des constantes positives C1, C2 et Br(0) ∈ Ω pour r assez petit tels que :

∫
Br(0)

1
|x|α1,1q+α1,2

dx < ∞ et
∫
Br(0)

1
|x|α1,2p+α1,1

dx < ∞. (2.3.3)

En supposnat que p ⩾ N−α1,1
α1,2

et q ⩾ N−α1,2
α1,1

on obtient pα1,2+α1,1 ⩾ N et qα1,1+α1,2 ⩾ N ,
ce qui nous conduit à une l’absurde avec (2.3.3).
Deuxième cas : p+ < p < p̄ et G2(p, q) < 0
Dans ce cas la démonstration sera donnée en quelques étapes.
• Étape 1 . Définissons a0 := α1,2 + 2 et b0 := α1,1 + 2, on doit montrer l’existence de
a1 > a0 et b1 > b0 tels que :

∫
Ω

v

|x|a1
dx < ∞ où α1,2 + 2 < a1 <

N

p′ + α1,2

p∫
Ω

u

|x|b1
dx < ∞ où α1,1 + 2 < b1 <

N

q′ + a0 − 2
q

En utilisant l’inégalité de Hölder et (2.3.2) on a :

∫
Ω

v

|x|a1
dx =

∫
Ω

v

|x|a1−
α1,1

p
+

α1,1
p

dx ⩽
( ∫

Ω

vp

|x|α1,1
dx
) 1

p
( ∫

Ω

1
|x|p′(a1−

α1,1
p

)
dx
) 1

p′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|p′(a1−

α1,1
p

)
dx
) 1

p′
.
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2.3. Résultats de non-existence

si a1 <
N
p′ + α1,1

p
alors

∫
Ω

v

|x|a1
dx < ∞.

Comme p+ < p < p̄, nous avons

α1,2 + 2 < N

p′ + α1,1

p
< α2,2 + 2

Maintenant, on doit démontrer l’existence de b1 avec α1,1 + 2 < b1 < α2,1 + 2 tel que,
∫

Ω

u

|x|b1
dx < ∞

Fixons a1 tel que : α1,2 + 2 < a1 < N
p′ + α1,1

p
, et considérons θ la solution radiale du

problème 
−∆θ − λ2

θ
|x|2 = 1

|x|a1
dans Ω,

θ = 0 sur ∂Ω.

alors θ ≃ c′

|x|a1−2 au voisinage de l’origine. Utilisons θ comme fonction test dans l’équation
satisfaite par v, nous obtenons,

∫
Ω

(
−∆θ + λ2

θ

|x|2

)
v dx =

∫
Ω
uqθ dx,

ce qui nous donne : ∫
Ω

uq

|x|a1−2 dx =
∫

Ω

v

|x|a1
dx < ∞,

donc ∫
Ω

uq

|x|a1−2 dx < ∞. (2.3.4)

Utilisant (2.3.4) et l’inégalité de Hölder, nous obtenons :

∫
Ω

u

|x|b1
dx =

∫
Ω

u

|x|b1− a1−2
q

+ a1−2
q

dx ⩽
( ∫

Ω

uq

|x|a1−2 dx
) 1

q
( ∫

Ω

1
|x|q′(b1− a1−2

q
)
dx
) 1

q′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|q′(b1− a1−2

q
)
dx
) 1

q′
.

si q′(b1 − a1−2
q

) < N nous avons
∫

Ω

u

|x|b1
dx < ∞, c’est à dire, il existe un b1 tel que :

b0 < b1 <
N

q′ + α1 − 2
q

Nous avons α1,2 + 2 < a1 <
N
p′ + α1,1

p
:= a∗, nous affirmons qu’il faut choisir a1 proche de

a∗ tels que
N

q′ + a1 − 2
q

> α1,1 + 2
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

et choisir b1 avec
b0 < b1 <

N

q′ + a1 − 2
q

Montrons tout d’abord que :

N

q′ + a∗ − 2
q

> α1,1 + 2 (2.3.5)

Comme p+ < p < p̄, l’inégalité (2.3.5) est équivalente à : q > N+2p−α1,1
p(N−α1,1−2) , et comme

q > α1,2+2
pα1,2−2 , alors si

α1,2 + 2
pα1,2 − 2 >

N + 2p− α1,1

p(N − α1,1 − 2) (2.3.6)

nous avons l’inégalité désirée, en effet, (2.3.6) est équivalente à : p < N−α1,1
α1,2

= p̄, nous
concluons que N

q′ + a∗−2
q

> α1,1 + 2, donc nous pouvons choisir a1 <
N
p′ + α1,1

p
, tel que :

N

q′ + a1 − 2
q

> α1,1 + 2.

Par conséquent, nous pouvons choisir b1 tel que :

α1,1 + 2 < b1 <
N

q′ + α1 − 2
q

< α2,1 + 2

• Étape 2 . Nous montrons maintenant qu’il existe a2 > a1 tel que :
∫

Ω

v

|x|a2
dx < ∞

pour cela fixons (a1, b1) définies dans la première étape et définissons ψ ≃ C′′

|x|b1−2 la solution
radiale du problème :


−∆ψ − λ1

ψ
|x|2 = 1

|x|b1
dans Ω,

ψ = 0 sur ∂Ω.

Prenons ψ comme fonction test dans l’équation satisfaite par u, on obtient :

∫
Ω

(
−∆ψ + λ1

ψ

|x|2

)
u dx =

∫
Ω
vpψ dx.

donc ∫
Ω

vp

|x|b1−2 dx =
∫

Ω

u

|x|b1
dx < ∞. (2.3.7)
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Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hölder et (2.3.7) on trouve :

∫
Ω

v

|x|a2
dx =

∫
Ω

v

|x|a2− b1−2
p

+ b1−2
p

dx ⩽
( ∫

Ω

vp

|x|b1−2 dx
) 1

p
( ∫

Ω

1
|x|p′(a2− b1−2

p
)
dx
) 1

p′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|p′(a2−

α1,1
p

)
dx
) 1

p′
.

∫
Ω

v

|x|a2
dx < ∞ si et seulement si a2 <

N
p′ + b1−2

p
.

Notons que
N

p′ + b1 − 2
p

>
N

p′ + b0 − 2
p

.

Donc, nous pouvons choisir a2 tel que :

α1,2 + 2 < a1 <
N

p′ + b0 − 2
p

< a2 <
N

p′ + b1 − 2
p

< α2,1 + 2

Maintenant, à partir de a2, nous pouvons montrer facilement l’existence de b2 tel que :

α1,1 + 2 < b1 <
N

q′ + a1 − 2
q

< b2 <
N

q′ + a2 − 2
q

< α2,2 + 2

et ∫
Ω

u

|x|b2
dx < ∞

En reprenant les mêmes procédures de calcul, on peut définir les suites croissantes (an)n∈IN

et (bn)n∈IN avec a0 = α1,2 − 2, b0 = α1,1 + 2, pour n ⩾ 2,


N

p′ + bn−2 − 2
p

< an <
N

p′ + bn−1 − 2
p

,

N

q′ + an−1 − 2
q

< bn <
N

q′ + an − 2
q

.

De plus, nous avons :
∫

Ω

vp

|x|bn−2 dx < ∞ et
∫

Ω

uq

|x|an−2 dx < ∞ (2.3.8)

Comme u(x) ⩾ C1|x|−α1,1 et v(x) ⩾ C2|x|−α1,2 , nous obtenons les inégalités suivantes :

pα1,2 + bn < N + 2 et qα1,1 + an < N + 2.

Soient
ā = lim

n→+∞
an et b̄ = lim

n→+∞
bn.
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

Nous déduisons par passage à la limite que :

ā = N

p′ + b̄− 2
p

,

b̄ = N

q′ + ā− 2
q

.

Après un calcul direct, nous obtenons :

b̄ = N − 2p+ 2
pq − 1 et ā = N − 2q + 2

pq − 1 .

• Étape 3. Démontrons maintenant le principal résultat de non-existence pour ce cas,
nous avons supposé que q > α1,2+2

α1,2p−2 .
D’après (2.3.8) et le lemme 1.3.1, nous obtenons :

∫
Br(0)

1
|x|pα1,2+bn−2 dx ⩽

∫
Ω

vp

|x|bn−2 dx < ∞ pour tout n.

Ce qui nous donne
pα1,2 + bn − 2 < N,

et par passage à la limite, nous avons :

pα1,2 + b̄ ⩽ N + 2.

Donc, nous pouvons conclure que q ⩽ α1,2+2
α1,2p−2 , ce qui nous conduit à une contradiction

avec l’hypothèse, d’où la démonstration du Théorème pour le deuxième cas.

Troisième cas : q+ < q < q̄ et G1(p, q) < 0
Dans ce cas, nous allons intervertir le rôle entre p et de q. La démonstration suit exacte-
ment la même approche comme dans le cas précédent, en effet :
• Étape 1 . Commençons par montrer l’existence de a1 > a0 := α1,1 + 2 et b1 > b0 :=
α1,2 + 2 tels que :

∫
Ω

u

|x|a1
dx < ∞ où α1,1 + 2 < a1 <

N

q′ + α1,2

q
(2.3.9)

∫
Ω

v

|x|b1
dx < ∞ où α1,2 + 2 < b1 <

N

p′ + a1 − 2
p

(2.3.10)

34



2.3. Résultats de non-existence

En effet, en utilisant l’inégalité de Hölder et (2.3.2), on a :

∫
Ω

u

|x|a1
dx =

∫
Ω

u

|x|a1−
α1,2

q
+

α1,2
q

dx ⩽
( ∫

Ω

uq

|x|α1,2
dx
) 1

q
( ∫

Ω

1
|x|q′(a1−

α1,2
q

)
dx
) 1

q′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|q′(a1−

α1,2
q

)
dx
) 1

q′
.

si a1 <
N
q′ + α1,2

q
, alors

∫
Ω

u

|x|a1
dx < ∞.

Comme q+ < q < q̄, nous avons

α1,1 + 2 < N

q′ + α1,2

q
< α2,1 + 2

Nous montrons maintenant l’existence de b1 tel que
∫

Ω

v

|x|b1
dx < ∞ avec α1,2 + 2 < b1 < α2,2 + 2

Fixons a1 tel que α1,1 + 2 < a1 < N
q′ + α1,2

q
et soit θ ≃ C′

|x|a1−2 , la solution radiale du
problème suivant : 

−∆θ − λ1
θ

|x|2 = 1
|x|a1

dans Ω,

θ = 0 sur ∂Ω.

prenons θ comme fonction test dans la première équation du système (S2), on obtient :
∫

Ω

vp

|x|a1−2 dx =
∫

Ω

u

|x|a1
dx < ∞.

donc ∫
Ω

vp

|x|a1−2 dx < ∞ (2.3.11)

En utilisant (2.3.11) et l’inégalité de Hölder, on obtient :

∫
Ω

v

|x|b1
dx =

∫
Ω

v

|x|b1− a1−2
p

+ a1−2
p

dx ⩽
( ∫

Ω

vp

|x|a1−2 dx
) 1

p
( ∫

Ω

1
|x|p′(b1− a1−2

p
)
dx
) 1

p′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|p′(b1− a1−2

p
)
dx
) 1

p′
.

Alors
∫

Ω

v

|x|b1
dx < ∞ si et seulement si b0 < b1 <

N
p′ + a1−2

p
.

Rappelons que α1,1 + 2 < a1 <
N
q′ + α1,2

q
:= a∗, nous affirmons qu’il faut choisir a1 proche

de a∗ tels que
N

p′ + a1 − 2
p

> α1,2 + 2
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

et choisir b1 avec
b0 < b1 <

N

p′ + a1 − 2
p

Montrons tout d’abord que :

N

p′ + a∗ − 2
p

> α1,2 + 2 (2.3.12)

Comme q+ < q < q̄, l’inégalité (2.3.12) est équivalente à : p > N+2q−α1,2
q(N−α1,2−2) , et comme

p > α1,1+2
qα1,1−2 , alors si

α1,1 + 2
qα1,1 − 2 >

N + 2q − α1,2

q(N − α1,2 − 2) (2.3.13)

nous avons l’inégalité désirée, en effet, (2.3.13) est équivalente à : q < N−α1,2
α1,1

= q̄, nous
concluons que N

p′ + a∗−2
p

> α1,2 + 2, donc, nous pouvons prendre a1 <
N
q′ + α1,2

q
, tel que :

N

p′ + a1 − 2
p

> α1,2 + 2.

Par conséquent, nous choisissons b1 tel que :

α1,2 + 2 < b1 <
N

p′ + a1 − 2
p

< α2,2 + 2

• Étape 2 . Montrons maintenant l’existence de a2 > a1 tel que :
∫

Ω

u

|x|a2
dx < ∞.

Fixons (a1, b1), et définissons ψ ≃ C′′

|x|b1−2 la solution radiale du problème suivant :


−∆ψ − λ2

ψ
|x|2 = 1

|x|b1
dans Ω,

ψ = 0 sur ∂Ω.

Prenons ψ comme fonction test dans l’équation vérifiée par v, nous obtenons :

∫
Ω

(
−∆ψ + λ2

ψ

|x|2

)
v dx =

∫
Ω
uqψ dx.

Donc ∫
Ω

uq

|x|b1−2 dx =
∫

Ω

v

|x|b1
dx < ∞. (2.3.14)
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2.3. Résultats de non-existence

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hölder et (2.3.14), on obtient :

∫
Ω

u

|x|a2
dx =

∫
Ω

u

|x|a2− b1−2
q

+ b1−2
q

dx ⩽
( ∫

Ω

uq

|x|b1−2 dx
) 1

q
( ∫

Ω

1
|x|q′(a2− b1−2

q
)
dx
) 1

q′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|q′(a2− b1−2

q
)
dx
) 1

q′
.

On doit prendre
a2 <

N

q′ + b1 − 2
q

,

pour avoir
∫

Ω

u

|x|a2
dx < ∞.

Notons que
N

q′ + b1 − 2
q

>
N

q′ + b0 − 2
q

.

donc nous pouvons choisir a2 tel que :

α1,2 + 2 < a1 <
N

q′ + b0 − 2
q

< a2 <
N

q′ + b1 − 2
q

< α2,2 + 2.

A partir de a2, nous pouvons montrer l’existence de b2 tel que :

α1,1 + 2 < b1 <
N

p′ + a1 − 2
p

< b2 <
N

p′ + a2 − 2
p

< α2,1 + 2

Maintenant, nous pouvons définir deux suites croissantes (an)n∈IN et (bn)n∈IN avec a0 =
α1,1 − 2, b0 = α1,2 + 2, telles que, pour n ⩾ 2,



N

q′ + bn−2 − 2
q

< an <
N

q′ + bn−1 − 2
q

,

N

p′ + an−1 − 2
p

< bn <
N

p′ + an − 2
p

.

De plus, on a : ∫
Ω

vp

|x|an−2 dx < ∞ et
∫

Ω

uq

|x|bn−2 dx < ∞ (2.3.15)

Comme u(x) ⩾ C1|x|−α1,1 et v(x) ⩾ C2|x|−α1,2 , on obtient les inégalités suivantes :

pα1,2 + an < N + 2 et qα1,1 + bn < N + 2

Soit
â = lim

n→+∞
an et b̂ = lim

n→+∞
bn
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

Nous déduisons : 
â = N

q′ + b̂− 2
q

,

b̂ = N

p′ + â− 2
p

.

après un simple calcul, on obtient :

â = N − 2p+ 2
pq − 1 et b̂ = N − 2q + 2

pq − 1

• Étape 3. Démontrons maintenant le résultat de non-existence pour q+ < q <

q̄ et − α1,1(pq − 1) + 2p+ 2 < 0 c-à-d p > α1,1+2
α1,1q−2 .

D’après (2.3.15) et le lemme 1.3.1, nous avons :
∫
Br(0)

1
|x|qα1,1+bn−2 dx ⩽

∫
Ω

uq

|x|bn−2 dx < ∞ pour tout n.

ce qui nous donne
qα1,1 + bn − 2 < N

et par passage à la limite, nous obtenons,

qα1,1 + b̂ ⩽ N + 2.

Par conséquent, p ⩽ α1,1+2
α1,1q−2 , ce qui est en contradiction avec l’hypothèse pour ce cas. Du

coup, la démonstration du Théorème est déduite.

2.4 Résultats d’existence

Nous présentons dans cette partie de ce chapitre le résultat d’existence du système
(S2) dans B1(0) puis dans des domaines bornés généraux Ω ⊂ RN :

Théorème 2.4.1. soit Ω = B1(0), 0 < λ1 < λ2 < ΛN et p, q > 1 : satisfaisant l’une des
hypothèses suivantes :

I) 1 < p < p+ et 1 < q < q+

II) q+ ⩽ q < q̄ et − α1,1(pq − 1) + 2p+ 2 > 0, ou

III) p+ ⩽ p < p̄ et − α1,2(pq − 1) + 2q + 2 > 0.

alors le système (S2) admet au moins une sur-solution non triviale.
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2.4. Résultats d’existence

Démonstration. L’idée principale de cette démonstration est de construire des sur-
solutions positives pour le système (S2) en utilisant des fonctions radiales pour chaque
cas présentés ci-dessous,suivant l’analyse d’existence adoptée dans [23].
1er cas : 1 < p < p+ et 1 < q < q+, (zone A)
Supposons u(x) = c1|x|−α1,1 −c2|x|−τ1 où τ1 = α1,2p−2 < α1,1 et v(x) = c3|x|−α1,2 −c4|x|−τ2

où τ2 = α1,1q − 2 < α1,2

avec c1, c2, c3, c4 sont des constantes positives telles que : cp3 ⩽ −c2Pλ1(τ1) et cq1 ⩽

−c4Pλ2(τ2).
(u, v) une sur-solution positive pour le système (S2) dans B1(0) \ {0}, en effet,

−∆u− λ1
u

|x|2
= −c2Pλ1(τ1)|x|−τ1−2 = −c2Pλ1(τ1)|x|−pα1,2

⩾ (c3|x|−α1,2 − c4|x|−τ2)p = v(x)p.

et
−∆v − λ2

v

|x|2
= −c4Pλ2(τ2)|x|−τ2−2 = −c4Pλ2(τ2)|x|−qα1,1

⩾ (c1|x|−α1,1 − c2|x|−τ1)q = u(x)q.

2ème cas : q+ < q < q̄ et − α1,1(pq − 1) + 2p+ 2 > 0, (zone C)
Définissons τ1 = p(α1,1q − 2) − 2 et τ2 = qα1,1 − 2, comme q+ < q < q̄ et −α1,1(pq − 1) +
2p+ 2 > 0 nous avons τ1 < α1,1 et α1,2 < τ2 < α2,2.
Soient u(x) = c1|x|−α1,1 − c2|x|−τ1 et v(x) = c3|x|−τ2 . avec c1, c2, c3 sont des constantes
positives telles que :

cq1 ⩽ c3Pλ2(τ2) et c3 ⩽ −c2Pλ1(τ1),

(u, v) est une sur-solution positive du système (S2), en effet,

−∆u− λ1
u

|x|2
= −c2Pλ1(τ1)|x|−τ1−2 = −c2Pλ1(τ1)|x|−pτ2 ⩾ v(x)p.

et
−∆v − λ2

v

|x|2
= c3Pλ2(τ2)|x|−τ2−2 = c3Pλ2(τ2)|x|−qα1,1

⩾ (c1|x|−α1,1 − c2|x|−τ1)q = u(x)q.

3ème cas : p+ < p < p̄ et −α1,2(pq − 1) + 2q + 2 > 0, (zone B)
Soient τ1 = pα1,2 − 2 et τ2 = qτ1 − 2, comme p+ < p < p̄ et −α1,2(pq − 1) + 2q + 2 > 0,
nous avons α1,1 < τ1 < α1,1 et τ2 < α1,2.
considérons u(x) = c1|x|−τ1 et v(x) = c2|x|−α1,2 − c3|x|−τ2 où c1, c2, c3 sont des constantes
positives telles que :

cq1 ⩽ −c3Pλ2(τ2) et cp2 ⩽ c1Pλ1(τ1).
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2. Résultats d’existence et de non-existence du système de Lane-Emden

Dans ce cas (u, v) est une sur-solution positive pour le système (S2), en effet,

−∆u− λ1
u

|x|2
= c1Pλ1(τ1)|x|−τ1−2 = c1Pλ1(τ1)|x|−pα1,2

⩾ (c2|x|−α1,2 − c3|x|−τ2)p = v(x)p,

et
−∆v − λ2

v

|x|2
= −c3Pλ2(τ2)|x|−τ2−2 = −c3Pλ2(τ2)|x|−qτ1 ⩾ u(x)q

4ème cas : q = q+ et p < p+

Soient u(x) = c1|x|−α1,1 − |x|−τ1 où τ1 = pα1,2 − 2 + ε < α1,1 pour un ε assez petit et
v(x) = |x|−α1,2(− ln |x|) avec

cq1 ⩽ (N − 2 − 2α1,2)

(u, v) est une sur-solution du système (S2), en effet,

−∆u− λ1
u

|x|2
= −Pλ1(τ1)|x|−τ1−2 = −Pλ1(τ1)|x|−pα1,2−ε

⩾ (|x|−α1,2(− ln |x|))p = v(x)p,

et
−∆v − λ2

v

|x|2
= (N − 2 − 2α1,2)|x|−α1,2−2, 2 = qα1,1 − α1,2

= (N − 2 − 2α1,2)|x|−qα1,1

⩾ (c1|x|−α1,1 − |x|−τ1)q.
= u(x)q.

5ème cas : p = p+ et q < q+.
Supposons que u(x) = |x|−α1,1(− ln |x|) et v = c1|x|−α1,2 − |x|−τ1 où τ1 = qα1,1 − 2 + ε <

−α1.2, pour un ε assez petit avec c1 est une constante positive vérifie cp1 ⩽ (N − 2 − 2α1,1)
Dans ce cas, (u, v) est une sur-solution positive du système (S2), en effet,

−∆u− λ1
u

|x|2
= (N − 2 − 2α1,1)|x|−α1,1−2, pα1,2 − α1,1 = 2

= (N − 2 − 2α1,1)|x|−pα1,2

⩾ (c1|x|−α1,2 − |x|−τ1)p

= v(x)p,

et
−∆v − λ2

v

|x|2
= −Pλ2(τ1)|x|−τ1−2 = −Pλ2(τ2)|x|−qα1,1−ε

⩾ (|x|−qα1,1(− ln |x|))q = u(x)q.

Remarque. Dans le cas de domaines bornés généraux, en utilisant un changement d’échelle,
nous pouvons démontrer l’existence d’une sur-solution pour le système (S2) sous les mêmes
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2.4. Résultats d’existence

conditions que le Théorème 2.4.1. Plus précisément, si (u, v) est une sur-solution faible
radiale, alors (uR, vR), avec

uR(x) = c1u( x
R

) et vR(x) = c2v( x
R

), c1, c2 > 0

où R est choisi de sorte que Ω ⊂ B(0, R), est une sur-solution faible sur Ω.
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Chapitre 3

Le système potentiel-gradient :
Résultats optimaux d’existence et de
non-existence.

Ce chapitre est le développement de la première partie de l’article [16].

3.1 Introduction

Le principal résultat de ce chapitre est de présenter les résultats d’existence et non-
existence des solutions du système suivant :



−∆u = λ1
u

|x|2
+ vp dans Ω,

−∆v = λ2
v

|x|2
+ |∇u|q dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S3)

où Ω ⊂ RN , N ⩾ 3, un ouvert borné régulier qui contient l’origine et 0 < λ1 < λ2 ⩽ ΛN ,
avec ΛN := (N−2)2

4 est la constante de Hardy.
Pour p, q > 1 qui parait être le cas le plus favorable, nous démontrons l’existence d’une
courbe critique optimale dans le plan (p, q), qui sépare aussi les régions d’existence et de
non-existence pour le système (S3). Sans perte de généralité, on suppose que λ1 = λ2 = λ.

Ce chapitre est structuré comme suit : Nous rappelons en premier lieu quelques in-
égalités pour le développement de notre processus. Dans la Section 3.2, nous énonçons et
démontrons le résultat principal de non-existence pour le système (S3). Une fois que la
région de non-existence est identifiée, nous prouvons l’existence d’une sur-solution dans
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3. Le système potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

la région complémentaire dans la section 3.3. Cela sera atteint en considérant le cas
Ω = B1(0) et en cherchant, tout d’abord, des super-solutions radiales, puis un argument
de mise à l’échelle nous permet de traiter le cas général où Ω n’est pas nécessairement
une boule.

Dans ce cas, le système dépend du terme de gradient |∇u|q, pour pouvoir appliquer le
processus utilisé dans le chapitre précédente nous avons besoin de la version suivante de
l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg :
-L’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg : [Théorème 1.2.8]
Supposons que 1 < σ < N et soit −∞ < γ < N−σ

σ
. Alors, il existe une constante positive

C = C(Ω, N, σ, γ) telle que pout tout u ∈ W 1,σ(Ω, |x|−σγ) ∩ L1(Ω), nous avons :

C(Ω)
∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
Ω

|∇u(x)|σ|x|−σγdx+
(∫

Ω

|u(x)|dx
)σ
.

3.2 Résultats de non-existence : Courbe optimale

Notre objectif est de montrer l’existence d’une courbe critique H(p, q) telle que l’exis-
tence et la non-existence de solutions du système précédent dépendant de la position de
(p, q) par rapport à cette courbe.
Commençons par définir les constantes suivantes.

p+ := 2 + α1

α1
, q+ := 2 + α1

1 + α1
(3.2.1)

et
p̄ := N − α1

α1
, q̄ := N − α1

1 + α1
. (3.2.2)

où α1, α2 sont définies dans (1.3.2). Notons que N − α1 = α2 + 2. Les constantes dans
(3.2.1) (3.2.2) ont été introduites pour la première fois dans [20] et [5].
La première région de non-existence dans le plan (p, q) sera la suivante :

Théorème 3.2.1. Soit 0 < λ ⩽ ΛN fixé, supposons p, q > 1 telles que soit p ⩾ p̄ ou
q ⩾ q̄. Alors le système (S3) n’admet pas de solution faible positive dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Proposition 3.2.2. Supposons que 1 < σ < N et soit −∞ < γ < N−σ
σ

.
Si σ(γ + 1) < N alors

∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
Ω

|∇u(x)|σ|x|−σγdx+
(∫

Ω

|u(x)|dx
)σ
.
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3.2. Résultats de non-existence

Démonstration. Par l’absurde, supposons que le système (S3) possède une solution
faible positive (u, v). Nous avons deux cas :
Premier cas : Supposons que q ⩾ q̄. En utilisant l’équation vérifiée par v et le Lemme
1.3.1, nous obtenons ∫

Ω
|∇u|q|x|−α1 dx < ∞.

Puisque α1 <
N−q
q

, nous pouvons utiliser le Théorème 1.2.8. Pour un r assez petit tel que
Br(0) ⊂⊂ Ω, il existe une constante positive C(r,Ω) telle que :

∫
Br(0)

uq

|x|q
|x|−α1 dx ⩽ C

∫
Br(0)

|∇u|q|x|−α1 dx+
(∫

Br(0)
udx

)q
< ∞. (3.2.3)

Rappelons que −∆u − λ
u

|x|2
⩾ 0, alors d’après le Lemme 1.3.1, il existe une constante

positive C̄(r) telle que u(x) ⩾ C̄|x|−α1 dans Br(0). En revenant à (3.2.3), nous obtenons :
∫
Br(0)

1
|x|qα1+q+α1

dx < ∞. (3.2.4)

Comme q ⩾ N−α1
1+α1

= q̄, alors qα1 + q + α1 ⩾ N , ce qui est en contradiction avec (3.2.4).
Par conséquent, le résultat de la non-existence découle dans ce cas.

Deuxième cas : Supposons que p ⩾ p̄. D’après l’équation vérifiée par u et le Lemme
1.3.2, nous obtenons : ∫

Br(0)
vp|x|−α1 dx < ∞.

Comme −∆v − λ
v

|x|2
⩾ 0, en utilisant le Lemme 1.3.1, on trouve :

∫
Br(0)

1
|x|pα1+α1

dx < ∞. (3.2.5)

Comme p ⩾ N−α1
α1

= p̄, alors pα1 +α1 ⩾ N . Ce qui nous conduit à une contradiction avec
l’hypothèse (3.2.5). D’où la démonstration du Théorème 3.2.1.

La région déduite par le Théorème 3.2.1 n’est pas optimale, dans le sens où la non-
existence peut tenir dans un ensemble plus large du plan (p, q). Notre objectif dans ce qui
suit est d’améliorer les résultats précédents, en montrant l’existence d’une courbe critique
qui sépare les régions d’existence/non-existence. Nous allons montrer que si le système (S3)
admet une solution (u, v), nous pouvons construire, en utilisant un processus approprié
deux suites croissantes

(
an
)
n∈N

et
(
bn
)
n∈N

telles que :

∫
Ω

u

|x|an
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|bn
dx < ∞.
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3. Le système potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

Ce processus nous permet de trouver la courbe optimale d’existence dans le plan (p, q).
Afin de simplifier la présentation, nous définissons

H1(p, q) = α1 + 1
pq

+ 2
q

− (α1 + 1) et H2(p, q) = α1 + 2
pq

+ 1
p

− α1.

Nous considérons les ensembles :

A =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tel que 1 < p < p+ et 1 < q < q+
}
,

B =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tel que p+ < p < p̄ , 1 < q < q+ et H2(p, q) ⩾ 0
}
,

C =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tel que 1 < p < p+ , q+ < q < q̄ et H1(p, q) ⩾ 0
}
.

La région qui représente la partie non-existence est R+2 \ (A ∪B ∪ C).

Figure 3.1 – Zones d’Existence et de Non-existence pour le système (S3)

Le résultat principal de cette partie est le Théorème de non-existence suivant :

Théorème 3.2.3. Soit Ω ⊂ RN un domaine borné tel que 0 ∈ Ω et N ⩾ 3. Supposons
que 0 < λ < ΛN et p, q > 0 satisfaisant l’une des hypothèses suivantes :

I) p+ < p < p̄ et H2(p, q) < 0, c’est-à-dire q > α1 + 2
pα1 − 1

II) q+ < q < q̄ et H1(p, q) < 0, c’est-à-dire p > α1 + 2
q(α1 + 1) − 2 ,

Alors, le système (S3) n’admet pas de solutions faibles positives dans le sens de la Défi-
nition 1.2.6.
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3.2. Résultats de non-existence

Démonstration. Supposons par l’absurde que le système (S3) admet une solution
(u, v). D’après le Lemme 1.3.2 nous avons

∫
Ω
vp|x|−α1 dx < ∞ et

∫
Ω

|∇u|q|x|−α1 dx < ∞. (3.2.6)

Revenons au résultat de non-existence présenté dans le Théorèmre 3.2.1, nous pouvons
supposer que p < p̄ := N−α1

α1
et q < q̄ := N−α1

1+α1
.

I- Premier cas : p+ < p < p̄ et H2(p, q) < 0
La démonstration sera présentée en plusieurs étapes.
• Étape 1. Définissons a0 = b0 = α1 + 2, alors nous affirmons l’existence de a1 > a0 et
b1 > b0 tels que ∫

Ω

v

|x|a1
dx < ∞ où a0 < a1 <

N

p′ + α1

p
, (3.2.7)

et ∫
Ω

u

|x|b1
dx < ∞ où b0 < b1 <

N

q′ + a0 − 2
q

+ 1. (3.2.8)

En effet, en utilisant l’inégalité de Hölder et (3.2.6) nous avons

∫
Ω

v

|x|a1
dx =

∫
Ω
v

|x|
α1
p

|x|a1
|x|−

α1
p dx ⩽

[∫
Ω

vp

|x|α1
dx

] 1
p [∫

Ω
|x|(

α1
p

−a1)p′
dx
] 1

p′

⩽ C
[∫

Ω
|x|(

α1
p

−a1)p′
dx
] 1

p′
.

Par conséquent, cette intégrale est finie si

(a1 − α1

p
)p′ < N.

c’est à dire
α1 + 2 < a1 <

N

p′ + α1

p
.

Comme α1+2
α1

< p < N−α1
α1

, alors 2 + α1 <
N
p′ + α1

p
< α2 + 2. D’où nous avons démontré la

première affirmation.
Nous prouvons maintenant l’existence de α1 + 2 < b1 < α2 + 2 avec

∫
Ω

u

|x|b1
dx < ∞. (3.2.9)

Fixons a1 définie ci-dessus et considérons η1 la solution du problème


−∆η1 − λ
η1

|x|2
= 1

|x|a1
dans Ω,

η1 = 0 sur ∂Ω.
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3. Le système potentiel-gradient : Résultats optimaux d’existence et de non-existence.

alors η1(x) ⋍ c

|x|a1−2 au voisinage de l’origine. En utilisant η1 comme fonction test dans

l’équation vérifiée par v dans le système (S3), nous obtenons

∫
Ω

(
−∆η1 − λ

η1

|x|2

)
v dx =

∫
Ω

|∇u|qη1 dx.

Rappelons (3.2.7), nous avons

C
∫
Br(0)

|∇u|q|x|−a1+2 dx ⩽
∫

Ω

v

|x|a1
dx < ∞. (3.2.10)

Par conséquent, d’après le Théorème 1.2.8, nous concluons que
∫

Ω

uq

|x|q
|x|−a1+2 dx < ∞. (3.2.11)

À présent, nous utilisons l’inégalité de Hölder et le Théorème 1.2.7 et (3.2.11) pour trouver
une estimation de b1, en effet

∫
Ω

u

|x|b1
dx =

∫
Ω

u

|x|
|x|

a1−2
q

|x|b1−1 |x|
−a1+2

q dx

⩽ C

[∫
Ω

uq

|x|q
|x|−a1+2 dx

] 1
q [∫

Ω
|x|(

a1−2
q

−b1+1)q′
dx
] 1

q′

⩽ C
[∫

Ω
|∇u|q|x|−a1+2 dx

] 1
q
[∫

Ω
|x|(

a1−2
q

−b1+1)q′
dx
] 1

q′
.

La dernière intégrale est finie si

(
b1 − 1 − a1 − 2

q

)
q′ < N.

c’est à dire,

b1 <
N

q′ + a1 − 2
q

+ 1.

Rappelons que α1 + 2 < a1 <
N
p′ + α1

p
:= a∗. Nous allons montrer qu’on peut choisir a1

proche de a∗ tel que N
q′ + a1−2

q
+ 1 > α1 + 2 et choisir b1 tel que

b0 = α1 + 2 < b1 <
N

q′ + a1 − 2
q

+ 1.

Tout d’abord, montrons que

N

q′ + a∗ − 2
q

+ 1 > α1 + 2. (3.2.12)
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3.2. Résultats de non-existence

Par hypothèse, nous avons α1+2
α1

< p < N−α1
α1

= p̄, alors (3.2.12) équivaut à avoir q >
N+2p−α1

p(N−(α1+1)) .
Comme q > α1+2

pα1−1 , alors si

α1 + 2
pα1 − 1 >

N + 2p− α1

p(N − (α1 + 1)) , (3.2.13)

nous obtenons l’inégalité souhaitée. Remarquons que (3.2.13) équivaut au fait que p <
N
α1

2p+1
2p+3 − 1

2p+3 . Ainsi, il nous reste à montrer la dernière estimation sous l’hypothèse prin-
cipale sur p, en effet, comme p < N−α1

α1
, alors p+ 1 < N

α1
, du coup nous avons

(p+ 1)2p+ 1
2p+ 3 <

N

α1

2p+ 1
2p+ 3

Après un simple calcul, nous obtenons

p(1 − 2
2p+ 3) < N

α1
(1 − 2

2p+ 3) − (1 − 2
2p+ 3).

donc
p <

N

α1
(1 − 2

2p+ 3) − 2p+ 1
2p+ 3 + 2p

2p+ 3 .

Par conséquent, l’estimation p < N
α1

2p+1
2p+3 − 1

2p+3 est vérifiée.
Ce qui nous conduit à conclure que N

q′ + a∗−2
q

+ 1 > α1 + 2. Donc nous pouvons choisir
a1 <

N
p′ + α1

p
, tel que N

q′ + a1−2
q

+ 1 > α1 + 2. En conséquence, nous pouvons choisir b1 tel
que

α1 + 2 < b1 <
N

q′ + a1 − 2
q

+ 1 < α2 + 2.

• Étape 2. Maintenant, nous démontrons l’existence de a2 > a1 tel que
∫

Ω

v

|x|a2
dx < ∞.

Fixons tout d’abord (a1, b1) définies dans la première étape et soit θ1, la solution du
problème  −∆θ1 − λ

θ1

|x|2
= 1

|x|b1
dans Ω,

θ1 = 0 sur ∂Ω.

alors, θ1(x) ⋍ C

|x|b1−2 au voisinage de 0. Utilisons θ1 comme fonction test dans l’équation
vérifiée par u, nous obtenons :

∫
Ω
vpθ1 dx =

∫
Ω

(
−∆θ1 − λ

θ1

|x|2

)
u dx
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D’après (3.2.9), nous avons

C
∫
Br(0)

vp|x|−b1+2 dx ⩽
∫

Ω

u

|x|b1
dx < ∞. (3.2.14)

D’où, (3.2.14) et l’inégalité de Hölder nous donne

∫
Ω

v

|x|a2
dx =

∫
Ω
v

|x|
b1−2

p

|x|a2
|x|

−b1+2
q dx ⩽ C

[∫
Ω

|x|(−a2+ b1−2
p

)p′
dx
] 1

p′
.

Cette intégrale est finie si et seulement si

a2 <
N

p′ + b1 − 2
p

.

Notons que
N

p′ + b1 − 2
p

>
N

p′ + b0 − 2
p

,

alors nous pouvons choisir a2 tel que

α1 + 2 < a1 <
N

p′ + b0 − 2
p

< a2 <
N

p′ + b1 − 2
p

< α2 + 2.

Maintenant, comme dans la définition de b1, nous obtenons l’existence de b2 tel que

b1 <
N

q′ + a1 − 2
q

+ 1 < b2 <
N

q′ + a2 − 2
q

+ 1,

et ∫
Ω

u

|x|b2
dx < ∞.

En utilisant un processus itératif, nous obtenons l’existence de deux suites croissantes(
an
)
n∈N

,
(
bn
)
n∈N

telles que n ⩾ 2,



N

p′ + bn−2 − 2
p

< an <
N

p′ + bn−1 − 2
p

,

N

q′ + an−1 − 2
q

+ 1 < bn <
N

q′ + an − 2
q

+ 1.

(3.2.15)

Par conséquent, d’après les calculs précédents, nous déduisons que
∫

Ω

uq

|x|q+an−2 dx < ∞ et
∫

Ω

vp

|x|bn−2 dx < ∞. (3.2.16)
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3.2. Résultats de non-existence

Comme, u, v ⩾ C|x|−α1 , nous avons
∫
Br(0)

1
|x|qα1+q+an−2 dx < ∞ et

∫
Br(0)

1
|x|pα1+bn−2 dx < ∞. (3.2.17)

Ainsi, il est nécessaire que

an < N + 2 − q(α1 + 1) et bn < N + 2 − pα1.

donc nous obtenons l’existence de ā, b̄ telles que

ā = lim
n→+∞

an et b̄ = lim
n→+∞

bn.

Revenons à (3.2.15), nous déduisons que


ā = N

p′ + b̄− 2
p

,

b̄ = N

q′ + ā− 2
q

+ 1.

Par un calcul direct, nous déduisons que

ā = N − q + 2
pq − 1 et b̄ = N + 1 − 2p+ 1

pq − 1 .

• Étape 3. Nous démontrons dans cette partie le résultat principal de la non- existence
dans ce cas. Rappelons que nous avons supposé que q > α1+2

pα1−1 .

D’après (3.2.16) et le Lemme 1.3.1, nous avons
∫
Br(0)

1
|x|pα1+bn−2 dx ⩽

∫
Ω

vp

|x|bn−2 dx < ∞ pour tout n,

ce qui nous donne
pα1 + bn − 2 < N pour tout n,

et donc par passage à la limite
pα1 + b̄ ⩽ N + 2.

Par conséquent, nous pouvons conclure que q ⩽ α1+2
pα1−1 , d’où la contradiction avec l’hy-

pothèse principale dans le cas I. Cela conclut la preuve du théorème pour le premier
cas.

II- Deuxième cas : q+ < q < q̄ et H1(p, q) < 0.
Nous suivons les même étapes utilisé dans le premier cas en échangeant le rôle de p et q,
en effet
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• Étape 1. Nous commençons tout d’abord par démontrer l’existence de a1, b1, tels que

α1 + 2 < a1 <
N

q′ + α1

q
+ 1 et α1 + 2 < b1 < α2 + 2, (3.2.18)

avec ∫
Ω

u

|x|a1
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|b1
dx < ∞. (3.2.19)

Comme q < N
α1+1 , utilisons (3.2.6) et le Théorème 1.2.8, nous obtenons

∫
Ω

uq

|x|q+α1
dx < ∞.

Donc, d’après l’inégalité de Hölder, nous avons

∫
Ω

u

|x|a1
dx =

∫
Ω

u

|x|1+ α1
q

1
|x|a1−1− α1

q

dx ⩽
( ∫

Ω

uq

|x|q+α1
dx
) 1

q
( ∫

Ω

1
|x|q′(a1−1− α1

q
) dx

) 1
q′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|q′(a1−1− α1

q
) dx

) 1
q′
.

.

L’intégrale ci-dessus est finie sous la condition suivante :

q′(a1 − 1 − α1

q
) < N,

c’est à dire
a1 <

N

q′ + α1

q
+ 1. (3.2.20)

Comme q+ < q < q̄, nous avons :

α1 + 2 < N

q′ + α1

q
+ 1 < α2 + 2

Afin de prouver l’existence de b1, fixons a1 définie ci-dessus (3.2.20) et soit ξ1 la solution
du problème :  −∆ξ1 − λ

ξ1

|x|2
= 1

|x|a1
dans Ω,

ξ1 = 0 sur ∂Ω.

alors ξ1(x) ⋍
C

|x|a1−2 au voisinage de l’origine. Utilisons ξ1 comme fonction test dans
l’équation vérifiée par u, nous trouvons

∫
Ω

(
vp + λ

u

|x|2

)
ξ1 dx =

∫
Ω
u(−∆ξ1) dx.
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3.2. Résultats de non-existence

Par conséquent, d’après (3.2.19)
∫

Ω
vpξ1 dx ⩽

∫
Ω

u

|x|a1
dx < ∞.

Donc ∫
Ω

vp

|x|a1−2 dx < ∞. (3.2.21)

Utilisons maintenant l’inégalité de Hölder et (3.2.21), nous obtenons

∫
Ω

v

|x|b1
dx =

∫
Ω

v

|x|
a1−2

p

1
|x|b1− a1−2

p

dx ⩽
( ∫

Ω

vp

|x|a1−2 dx
) 1

p
( ∫

Ω

1
|x|p′(b1− a1−2

p
)
dx
) 1

p′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|p′(b1− a1−2

p
)
dx
) 1

p′
.

Cette intégrale est finie si et seulement si p′(b1 − a1−2
p

) < N . C’est à dire

b1 <
N

p′ + a1 − 2
p

.

Nous avons : α1 + 2 < a1 <
N
q′ + α1

q
+ 1 := a∗. Montrons qu’on peut choisir a1 proche de

a∗ tel que N
p′ + a1−2

p
> α1 + 2 et choisir b1 tel que

b0 = α1 + 2 < b1 <
N

p′ + a1 − 2
p

Tout d’abord vérifions que
N

p′ + a∗ − 2
p

> α1 + 2. (3.2.22)

Par hypothèse, nous avons α1+2
α1+1 < q < N−α1

α1+1 = q̄, alors (3.2.22) équivaut à avoir p >
N+q−α1
q(N−α1−2) .
Comme p > α1+2

q(α1+1)−2 , alors si

α1 + 2
q(α1 + 1) − 2 >

N + q − α1

q(N − α1 − 2) , (3.2.23)

nous obtenons l’inégalité souhaitée. Remarquons que (3.2.23) équivaut au fait que

q <
N

α1 + 1(1 + 2
q

) − 3α1 + 2
α1 + 1 − 2α1

q(α1 + 1) .

Ainsi, il nous reste à montrer la dernière estimation sous l’hypothèse principale sur q, en
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effet, comme q < N−α1
α1+1 , alors q < N

α1+1 − α1
α1+1 , du coup nous avons :

q(1 + 2
q

) < N

α1 + 1(1 + 2
q

) − α1

α1 + 1(1 + 2
q

)

Après un simple calcul, nous obtenons

q <
N

α1 + 1(1 + 2
q

) − α1q + 2α1

q(α1 + 1) − 2.

donc
q <

N

α1 + 1(1 + 2
q

) − 3α1 + 2
α1 + 1 − 2α2

q(α1 + 1) .

Par conséquent, l’estimation (3.2.23) est vérifiée.
Ce qui nous conduit à conclure que N

p′ + a∗−2
p

> α1 + 2. Donc nous pouvons choisir
a1 <

N
q′ + α1

q
+ 1, tel que N

p′ + a1−2
p

> α1 + 2. En conséquence, nous pouvons choisir b1 tel
que

α1 + 2 < b0 <
N

p′ + a0 − 2
p

< b1 <
N

p′ + a1 − 2
p

.

Ainsi, en argumentant comme pour le premier cas, nous pouvons définir deux suites
croissantes

(
an
)
n∈N

,
(
bn
)
n∈N

telles que pour tout n ⩾ 2, nous avons :



N

p′ + an−1 − 2
p

< bn <
N

p′ + an − 2
p

.

N

q′ + bn−2 − 2
q

+ 1 < an <
N

q′ + bn−1 − 2
q

+ 1.

(3.2.24)

De la même façon nous obtenons,
∫

Ω

uq

|x|q+bn−2 dx < ∞ et
∫

Ω

vp

|x|an−2 dx < ∞. (3.2.25)

Comme u, v ⩾ C|x|−α1 , nous avons le résultat suivant,
∫
Br(0)

1
|x|qα1+q+bn−2 dx < ∞ et

∫
Br(0)

1
|x|pα1+an−2 dx < ∞.

Ce qui nous donne

bn < N + 2 − q(α1 + 1) et an < N + 2 − pα1. (3.2.26)

Soient an → â et bn → b̂ (quand n → ∞). D’après (3.2.24), par passage à la limite, nous
obtenons,

â = N + 1 − 2p− 1
pq − 1 et b̂ = N − q + 2

pq − 1 . (3.2.27)
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• Étape 2. Nous pouvons à ce stade là, compléter la démonstration de la non existence,
en effet, rappelons que nous avons supposé que p > α1 + 2

q(α1 + 1) − 2.

En utilisant (3.2.26), nous avons,

q(α1 + 1) + b̂− 2 < N.

Donc,
q(α1 + 1) + b̂ ⩽ N + 2.

Revenons à (3.2.27), nous obtenons p ⩽ α1 + 2
q(α1 + 1) − 2 ce qui conduit à une contradiction

avec l’hypothèse sur p. D’où la démonstration de ce Théorème.

Dans ce qui suit, nous présentons la preuve de la Proposition 3.2.2.

Démonstration. Pour le système (S3), nous avons p < N−α1
α1

et q < N−α1
1+α1

Rappelons que : u(x), v(x) ⩾ c|x|−α1 dans B1(0). Si (u, v) existe alors :
∫

Ω
vp|x|−α1dx < ∞ et

∫
Ω

|∇u|q|x|−α1 dx < ∞. (3.2.28)

d’un autre cotè, l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg est sous la forme suivante :

∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
Ω

|∇u(x)|σ|x|−σγdx+
(∫

Ω

|u(x)|dx
)σ
.

si et seulement si :
σ(γ + 1) < N ⇔ γ <

N − σ

σ
.

Revenons au système (S3), comme γ = α1
q
< N−q

q
⇔ q < N − α1

d’après l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg,
∫

Ω

uq

|x|q+α1
dx < ∞ (3.2.29)

Nous obtenons aussi en utilisant l’inégalité de Hölder,
∫

Ω

u

|x|µ1
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|ν1
dx < ∞. (3.2.30)

avec un choix bien précis de µ1 et ν1

Pour définir −∆η − λ η
|x|2 = 1

|x|ν1 , on utilise ν1 + α1 < N ⇔ ν1 < N − α1

Afin d’utiliser η comme fonction test, Nous pouvons procéder par approximation, puisque∫
Ω

v
|x|ν1 dx < ∞, alors, indépendamment de la forme de la non-linéarité et de l’intégration
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par parties, nous obtenons :
∫

Ω
v(−∆η − λ

η

|x|2
)dx =

∫
Ω

|∇u|qηdx

donc ∫
Ω

|∇u|q|x|−(ν1−2)dx < ∞

Si ν1−2
q

< N−q
q

⇔ ν1 − 2 < N − q ⇔ ν1 + q < N + 2, alors nous pouvons utiliser l’inégalité
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg Si ν1 + q ⩾ N + 2 ⇔ ν1 − 2 ⩾ N − q donc

∫
Br(0)

|∇u|q|x|−(ν1−2)dx ⩾ c
∫
Br(0)

|∇u|q|x|−(N−q)+qεdx, pour ε assez petit

nous avons N−q−qε
q

< N−q
q

, donc nous pouvons appliquer l’inégalité de CKN pour l’inté-
grale

∫
Br(0) |∇u|q|x|−(N−q)+qεdx, nous obtenons :

∫
Br(0)

uq

|x|q+(N−q−qε) < ∞ ⇒
∫
Br(0)

uq

|x|N−qε < ∞ ∀ε > 0

d’un autre part, nous avons u(x) ⩾ c|x|α1 dans B1(0) donc
∫
Br(0)

1
|x|N+qα1−qε < ∞ ⇒ α1 < ε

donc ce résultat est impossible dans le cas où ε < α1, d’où nous pouvons conclure qu’on
peut supposer ν1 <

N−q
q

.

Dans le cas critique λ = ΛN , nous avons α1 = α2, les régions B et C sont vides pour
ce cas. Plus précisément, nous présentons le résultat suivant :

Théorème 3.2.4. Si λ = ΛN , supposons que p, q > 1 tels que :
soit p ⩾ N+2

N−2 ou q ⩾ N+2
N

. Alors le système (S3) n’admet pas de solution positive faible au
sens de la Définition 1.2.6.

Pour la démonstration de ce Théorème, nous suivons les même démarches présentées dans
la preuve du Théorème 3.2.1 avec p̄ = N+2

N−2 et q̄ = N+2
N

.

3.3 Résultats d’existence : sur-solutions radiales

Le but de cette sous-section est de montrer que les résultats de non-existence obtenus
dans le Théorème 3.2.3 sont optimaux. Plus précisément, nous allons construire des sur-
solutions pour le système (S3) dans la région complémentaire du plan (p, q). Pour ce faire,
nous considérons d’abord le cas radial Ω = B1(0).
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Théorème 3.3.1. Supposons que Ω = B1(0), 0 < λ ⩽ ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une
des hypothèses suivantes :

I) 1 < p < p+ et 1 < q < q+,

II) q+ ⩽ q < q̄ et p < α1 + 2
q(α1 + 1) − 2 , ou

III) p+ ⩽ p < p̄ et q < α1 + 2
pα1 − 1 .

Alors le système (S3) admet au moins une sur-solution faible positive.

Démonstration. La preuve sera donnée en plusieurs étapes en fonction des valeurs de
p et q.

1. La zone A : 1 < p < p+ et 1 < q < q+.
Soient β > 0 tel que α1 < β < min{ 2

p−1 ,
2−q
q−1} et (u(x), v(x)) = (c1|x|−β, c2|x|−β)

avec c1, c2 sont deux constantes positives satisfaisant

c1P(β) ⩾ cp2 et c2P(β) ⩾ cq1 ⩾ βq, (3.3.1)

où P est définie dans (1.3.1).
Nous avons,

−∆u− λ
u

|x|2
= c1P(β)|x|−β−2.

En utilisant le fait que 1 < p < α1+2
α1

= p+, nous obtenons l’existence d’un β > α1

tel que β < 2
p−1 . D’après (3.3.1),

−∆u− λ
u

|x|2
⩾ vp.

Nous avons aussi,
−∆v − λ

v

|x|2
= c2P(β)|x|−β−2.

Comme 1 < q < q+, nous choisissons β < 2−q
q−1 , pour obtenir

−∆v − λ
v

|x|2
⩾ |∇u|q.

D’où, le résultat pour ce cas est obtenu.

2. La zone B : q+ < q < q̄ et p < α1 + 2
q(α1 + 1) − 2 .

Définissons τ̄ := (α1 +1)q−2 et τp := ((α1 +1)q−2)p−2. Comme q+ < q < q̄, alors
α1 < τ̄ < α2. et en considérant que p < α1 + 2

q(α1 + 1) − 2, nous déduisons que τp < α1.
Soient

u(x) = c1|x|−α1 − c2|x|−τp et v(x) = c3|x|−τ̄ ,
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avec c1, c2, c3 sont les constantes positives telles que

(c1α1)q < c3P(τ̄) et cp3 < −c2P(τp).

(u, v) est une sur-solution du système (S3). En effet, nous utilisons la définition de
τp et P(·), nous obtenons

−∆u− λ
u

|x|2
= −c2P(τp)|x|−τp−2 = −c2P(τp)|x|−pτ̄

⩾ cp3|x|−pτ̄ = vp.

D’un autre coté, utilisons la définition de τ̄ , nous avons,

−∆v − λ
v

|x|2
= c3P(τ̄)|x|−τ̄−2 = c3P(τ̄)|x|(−α1−1)q

⩾ |c1α1|x|−α1−1 − c2τp|x|−τp−1|q = |∇u|q.

D’où (u, v) est une sur-solution du système (S3).

3. La zone C : p+ < p < p̄ et q < α1 + 2
pα1 − 1 .

Soient τ̄ := pα1 − 2 et τq := q(pα1 − 1) − 2 = (τ̄ + 1)q − 2. Comme p+ < p < p̄,
α1 < τ̄ < α2. En tenant en considération que q < α1 + 2

pα1 − 1, nous avons τq < α1.
Définissons

u(x) = c3|x|−τ̄ et v(x) = c1|x|−α1 − c2|x|−τq ,

où c1, c2, c3 sont des constantes positives telles que

(c1)p < c3P(τ̄), (c3(τ̄))q < −c2P(τq) et c1 ⩾ c2

Nous démontrons que (u, v) est une sur-solution faible du système (S3). En effet,
utilisons la définition de τ̄ et P(·), nous obtenons

−∆u− λ
u

|x|2
= c3P(τ̄)|x|−τ̄−2 = c3P(τ̄)|x|−α1p ⩾ cp1|x|−α1p

⩾ |c1|x|−α1 − c2|x|−τq |p = vp.

D’un autre coté, utilisons la définition de τq, nous obtenons

−∆v − λ
v

|x|2
= −c2P(τq)|x|−τq−2 = −c2P(τq)|x|−q(τ̄+1)

⩾ (c3(τ̄))q|x|−q(τ̄+1) = |∇u|q.

Donc (u, v) est une sur-solution du système (S3).
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4. Le segment [p+, b) : p = p+ et 1 < q < q+.
Soit τ ′ = q(α1 + 1) − 2 + ε < α1, pour un ε assez petit, définissons

u(x) = |x|−α1(− ln |x|) et v(x) = c1|x|−α1 − |x|−τ ′
,

où cp1 ⩽ N − 2 − 2α1. Alors

−∆u− λ
u

|x|2
= (N − 2 − 2α1)|x|−α1−2

= (N − 2 − 2α1)|x|−α1p

⩾ (c1|x|−α1 − c2|x|−τ ′)p = vp

et

−∆v − λ
v

|x|2
= −P(τ ′)|x|−τ ′−2 = −P(τ ′)|x|(−α1−1)q−ε

⩾ (|x|−α1−1|α1 ln |x| − 1|)q = |∇u|q.

Donc (u, v) est une sur-solution faible du système (S3).

5. Le segment [q+, b) : q = q+ et 1 < p < p+.
Soient u(x) = c1|x|−α1 − c2|x|−τ ′′ et v(x) = |x|−α1(− ln |x|) où τ ′′ = pα1 − 2 + ε < α1

pour un ε assez petit.
Supposons que (α1c1)q ⩽ N − 2 − 2α1 et c2 > 0. Alors

−∆u− λ
u

|x|2
= −c2P(τ ′′)|x|−τ ′′−2 = −c2P(τ ′′)|x|−pα1−ε

⩾ (|x|−α1(− ln |x|))p

= vp.

D’un autre coté,

−∆v − λ
v

|x|2
= (N − 2 − 2α1)|x|−α1−2 = (N − 2 − 2α1)|x|−(α1+1)q

⩾ | − c1α1|x|−α1−1 + c2τ
′′|x|−τ ′′−1|q

= |∇u|q

D’où (u, v) est une sur-solution du système (S3).
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Nous traitons maintenant le cas où λ = ΛN , alors p+ = p̄ = N+2
N−2 et q+ = q̄ = N+2

N
. Pour

ce cas, les régions B et C sont vides. Par conséquent, nous avons le résultat d’existence
suivant :

Théorème 3.3.2. Soient λ = ΛN et Ω = Bη(0) avec η < 1. Supposons que p < p+ = 2+α1
α1

et q < q+ = 2+α1
1+α1

. Définissons w(x) = |x|−α1(ln( 1
|x|))

β avec 0 < β < 1. Alors ils existent
c1, c2 telles que :(u(x), v(x)) = (c1w(x), c2w(x)), nous concluons que (u, v) est une sur-
solution positive du système (S3).

Démonstration. Comme λ = ΛN , alors α1 = N−2
2 . Fixons p < p+ = 2+α1

α1
et q < q+ =

2+α1
1+α1

, c’est à dire, nous somme dans la zone A. Définissons w(x) = |x|−α1(ln( 1
|x|))

β avec β
est une constante positive assez petite que nous choisirons ci-dessous. Comme λ = ΛN ,
alors w ∈ W 1,σ(Bη(0)) pour tout σ < 2. Par un calcul direct, nous obtenons que, pour
|x| < η < 1,

−∆w − λ
w

|x|2
= β(1 − β)

|x|2+α1
(ln( 1

|x|
))β−2

et
|∇w| = |x|−α1−1

(
α1 ln( 1

|x|
) + β(ln( 1

|x|
))β−1

)
Donc

wp(x) = |x|−pα1(ln( 1
|x|

))pβ

et
|∇w|q = |x|−q(α1+1)

(
α1 ln( 1

|x|
) + β(ln( 1

|x|
))β−1

)q
Comme p < 2+α1

α1
, q < 2+α1

1+α1
, en posant (u(x), v(x)) = (c1w(x), c2w(x)), avec c1, c2 assez

petites, nous déduisons que (u, v) est une sur-solution du système (S3).

Remarque. Dans le cas de domaines bornés généraux, en utilisant un changement d’échelle,
nous pouvons démontrer l’existence d’une sur-solution pour le système (S3) sous les mêmes
conditions que le Théorème 3.3.1. Plus précisément, si (u, v) est une sur-solution faible
radiale, alors (uR, vR), avec

uR(x) = c1u( x
R

) et vR(x) = c2v( x
R

), c1, c2 > 0

où R est choisi de sorte que Ω ⊂ B(0, R), est une sur-solution faible sur Ω.
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Remarque. Si λ1 ̸= λ2, notre technique peut être utilisée pour trouver la courbe optimale
qui sépare la zone d’existence et de non-existence du système suivant :



−∆u− λ1
u

|x|2
= vp dans Ω,

−∆v − λ2
v

|x|2
= |∇u|q dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(Sp3)

où Ω ⊂ RN , N ⩾ 3, un ouvert borné régulier qui contient l’origine et 0 < λ1 < λ2 < ΛN .
Ces résultats peuvent être résumés dans les Théorèmes suivants :

Théorème 3.3.3. (Résultats de non-existence)
Soit Ω ⊂ RN un domaine borné tel que 0 ∈ Ω et N ⩾ 3. Supposons que 0 < λ1 < λ2 <

ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une des hypothèses suivantes :

I) p ⩾ p̄ ou q ⩾ q̄,

II) p+ < p < p̄ et q > α1.2+2
pα1.2−1 ,

III) q+ < q < q̄ et p > α1,1+2)
q(α1.1+1)−2 .

Alors, le système (Sp3) ne possède pas de solutions faibles positives dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Théorème 3.3.4. (Résultats d’existence)
Supposons que Ω = B1(0), 0 < λ1 < λ2 < ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une des

hypothèses suivantes :

I) 1 < p < p+ et 1 < q < q+,

II) p+ ⩽ p < p̄ et q < α1.2+2
pα1.2−1 ,

III) q+ ⩽ q < q̄ et p < α1,1+2
q(α1.1+1)−2 .

Alors le système (Sp3) admet au moins une sur-solution faible positive.

avec
p+ := 2 + α1.1

α1.2
, p̄ := N − α1.1

α1.2
,

q+ := 2 + α1.2

α1.1 + 1 , q̄ := N − α1.2

α1.1 + 1 .

où α1,iet α2,i pour i = 1, 2, sont définies dans 2.3.1.
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Chapitre 4

Résultats d’existence et de
non-existence du système
gradient-gradient.

Ce chapitre est le développement de la deuxième partie de l’article [16].

4.1 Introduction

Ce chapitre est dédié pour l’étude du système gradient-gradient. Plus précisément nous
considérons le système suivant :



−∆u− λ
u

|x|2
= |∇v|p dans Ω,

−∆v − λ
v

|x|2
= |∇u|q dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S4)

avec Ω ⊂ RN est un domaine borné, p, q > 1 et 0 < λ ⩽ ΛN . Remarquons que le système
(S4) a une structure symétrique.

La principale difficulté pour ce cas, comparé au cas du système (S3), est le fait que
nous devons reproduire le processus d’itération dans les deux équations en utilisant en
même temps la variante de l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg prouvée dans le Théo-
rème 1.2.8.

Ce chapitre est organisé comme suit : La Section 4.2 est dédiée aux résultats de non-
existence pour le système (S4) avec des non-linéarités de type gradient, nous commençons
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par déterminer la région de non-existence, cela sera réalisé en utilisant l’inégalité de Hardy
pondérée et un processus itératif approprié.
Dans la section 4.3, nous démontrons l’existence des sur-solutions du système (S4) dans
la région complémentaire déduite de la section précédente, a travers l’utilisation des sur-
solutions radiales pour chaque cas.

4.2 Résultats de non-existence : La courbe optimale

Définissons maintenant les constantes optimales pour le système (S4),

p+ = q+ = 2 + α1

1 + α1
, p̄ = q̄ = N − α1

1 + α1
.

En suivant de près l’approche utilisée dans l’analyse du système (S3), nous commen-
çons cette partie par la construction de la courbe optimale associée au système (S4). La
première région de non-existence dans le plan (p, q) est donnée par le théorème suivant.

Théorème 4.2.1. Fixons 0 < λ ⩽ ΛN et supposons p, q > 1 tels que : soit p ⩾ p̄ ou
q ⩾ q̄. Alors le système (S4) n’admet pas de sur-solution positive faible dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Proposition 4.2.2. Supposons que 1 < σ < N et soit −∞ < γ < N−σ
σ

.
Si σ(γ + 1) < N alors

∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
Ω

|∇u(x)|σ|x|−σγdx+
(∫

Ω

|u(x)|dx
)σ
.

Démonstration. Supposons par l’absurde que le système (S4) admet une solution
faible (u, v) au sens de la définition 1.2.6. Utilisons le Lemme 1.3.1, nous obtenons,

∫
Ω

|∇v|p|x|−α1dx < ∞ et
∫

Ω
|∇u|q|x|−α1 dx < ∞. (4.2.1)

Puisque p, q < N
α1+1 , d’après le Théorème 1.2.8, nous avons,

∫
Ω

uq

|x|q
|x|−α1 dx < ∞ et

∫
Ω

vp

|x|p
|x|−α1 dx < ∞. (4.2.2)

D’où, nous obtenons d’après (4.2.2) et le Lemme 1.3.1,
∫
Br(0)

1
|x|qα1+q+α1

dx < ∞,
∫
Br(0)

1
|x|pα1+p+α1

dx < ∞. (4.2.3)
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

Donc q < N−α1
1+α1

= q̄ et p < N−α1
1+α1

= p̄, ce qui nous conduit à une contradiction avec les
hypothèses supposées. D’où, le résultat de non-existence est obtenu pour ce cas.

Pour déterminer la courbe critique exacte, nous suivrons de près les calculs utilisés
dans les chapitres précédents. Nous soulignons que pour ce cas, de nouvelles difficultés
apparaissent en raison de la présence d’un terme de gradient dans les deux équations.
Définissons

H3(p, q) = α1 + 2
pq

+ 1
q

− (α1 + 1), H4(p, q) = α1 + 2
pq

+ 1
p

− (α1 + 1).

et considérons les ensembles suivants :

D =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tels que 1 < p < p+ et 1 < q < q+
}
,

E =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tels que 1 < p < p+ avec q+ < q < q̄ et H3(p, q) > 0
}
.

F =
{

(p, q) ∈ (R+)2 tels que p+ < p < p̄ avec 1 < q < q+ et H4(p, q) > 0
}
,

Figure 4.1 – Zones d’existence et de non-existence pour le système (S4)

Le résultats principal de non-existence pour le système (S4) est présenté dans le Théorème
suivant :
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4. Résultats d’existence et de non-existence du système gradient-gradient.

Théorème 4.2.3. Soient Ω ⊂ RN un domaine borné tel que 0 ∈ Ω et N ⩾ 3. Supposons
que 0 < λ < ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une des hypothèses suivantes :

I) p+ < p < p̄ et H4(p, q) < 0, c’est à dire q > α1 + 2
p(α1 + 1) − 1

II) q+ < q < q̄ and H3(p, q) < 0, c’est à dire p > α1 + 2
q(α1 + 1) − 1 ,

Alors, le système (S4) ne possède pas de sur-solutions positives faibles dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Selon le Théorème 4.2.3, le résultat de la non-existence est valable pour tout (p, q) ∈
R+2 \ (D ∪ E ∪ F ).

Remarque. Observons que la courbe critique présente une symétrie par rapport aux va-
leurs de p et q ce qui implique que les ensembles E et F sont symétriques par rapport à
l’axe {p = q}.

Maintenant, de manière similaire au cas du système (S3), l’idée principale de la dé-
monstration est de prouver que toute solution positive (u, v) du système (S4) possède
une propriété d’auto-amélioration de la sommabilité. Autrement dit, pour des valeurs ap-
propriées ν0 > α1 et µ0 > 0, nous pouvons construire des suites croissantes

(
νn
)
n∈N

et(
µn
)
n∈N

telles que : ∫
Ω

u

|x|µn
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|νn
dx < ∞. (4.2.4)

Démonstration. Supposons par l’absurde que le système (S4) admet une solution
(u, v) dans le sens de la définition 1.2.6. D’après le Lemme 1.3.2, nous avons :

∫
Ω

|∇u|q|x|−α1 dx < ∞ et
∫

Ω
|∇v|p|x|−α1 dx < ∞. (4.2.5)

Comme u, v ∈ L1(Ω) et p, q < N
α1+1 , alors en utilisant le Théorème 1.2.8, il s’ensuit que

∫
Ω

uq

|x|q+α1
dx < ∞,

∫
Ω

vp

|x|p+α1
dx < ∞ (4.2.6)

Tenant en considération le résultat de non-existence présenté dans le Théorème 4.2.1,
nous pouvons supposer que p, q < N−α1

1+α1
.

I-Premier cas : p+ < p < p̄ et H4(p, q) < 0 :
La démonstration sera effectuée en plusieurs étapes comme suit :
• Étape 1. Supposons ν0 = µ0 = α1 +2, alors nous affirmons qu’ils existent ν1 > 0, µ1 > 0
tels que :

α1 + 2 < ν1 <
N

p′ + α1

p
+ 1 < α2 + 2, (4.2.7)

66



4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

et ∫
Ω

v

|x|ν1
dx < ∞. (4.2.8)

En effet, en utilisant l’inégalité de Hölder et la relation (4.2.6), nous obtenons

∫
Ω

v

|x|ν1
dx =

∫
Ω

v

|x|
|x|α1+1

|x|ν1
|x|−α1 dx ⩽

[∫
Ω

vp

|x|p+α1
dx

] 1
p [∫

Ω
|x|−(ν1−α1−1)p′−α1 dx

] 1
p′

⩽ C
[∫

Ω
|x|−(ν1−α1−1)p′−α1 dx

] 1
p′
.

Cette intégrale est finie si et seulement si

(ν1 − α1 − 1)p′ − α1 < N.

Autrement dit,
ν1 <

N

p′ + α1

p
+ 1 = N

p′ + µ0 − 2
p

+ 1.

Comme p+ < p < p̄, alors

2 + α1 <
N

p′ + α1

p
+ 1 < 2 + α2.

Nous démontrons maintenant l’existence de µ1 tel que

α1 + 2 < µ1 <
N

q′ + ν1 − 2
q

+ 1, (4.2.9)

et ∫
Ω

u

|x|µ1
dx < ∞. (4.2.10)

En effet, fixons ν1 définie ci-dessus et soit η1 la solution du problème


−∆η1 − λ
η1

|x|2
= 1

|x|ν1
dans Ω,

η1 = 0 sur ∂Ω.

Alors η1(x) ⋍
c

|x|ν1−2 au voisinage de l’origine, prenons η1 comme fonction test dans

l’équation vérifiée par v, en utilisant (4.2.8), nous avons :
∫
Br(0)

|∇u|q|x|−ν1+2 dx ⩽
∫

Ω

v

|x|ν1
dx < ∞. (4.2.11)

Par conséquent, d’après le Théorème 1.2.8 nous obtenons :
∫

Ω

uq

|x|q
|x|−ν1+2 dx < ∞. (4.2.12)
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4. Résultats d’existence et de non-existence du système gradient-gradient.

Utilisons encore une fois l’inégalité de Hölder et le Théorème 1.2.7 pour avoir le résultat
suivant :
∫

Ω

u

|x|µ1
dx =

∫
Ω

u

|x|
|x|ν1−2

|x|µ1−1 |x|−ν1+2 dx ⩽ C
[∫

Ω
|∇u|q|x|−ν1+2 dx

] 1
q
[∫

Ω
|x|(ν1−µ1−1)q′−ν1+2 dx

] 1
q′

Nous avons besoin que :

µ1 <
N

q′ + ν1 − 2
q

+ 1

Rappelons que α1 + 2 < ν1 <
N
p′ + α1

p
+ 1 := ν̄.

Nous montrons qu’on peut prendre ν1 proche de ν̄ tel que N
q′ + ν1−2

q
+ 1 > α1 + 2 et choisir

µ1 tel que
µ0 = α1 + 2 < µ1 <

N

q′ + ν1 − 2
q

+ 1

Tout d’abord, montrons que

N

q′ + ν̄ − 2
q

+ 1 > α1 + 2. (4.2.13)

Par hypothèse, nous avons α1+2
α1+1 < p < N−α1

α1+1 = p̄, alors (4.2.13) équivaut à avoir q >
N+q−α1
p(N−α1−1) .
Comme q > α1+2

p(α1+1)−1 , alors si

α1 + 2
p(α1 + 1) − 1 >

N + p− α1

p(N − α1 − 1) , (4.2.14)

nous obtenons l’inégalité souhaitée. Remarquons que (4.2.14) équivaut au fait que

p <
N

α1 + 1(1 + 1
p

) − α1(2p+ 1)
p(α1 + 1) − 1

α1 + 1 .

Ainsi, il nous reste à montrer la dernière estimation sous l’hypothèse principale sur p, en
effet, comme p < N−α1

α1+1 , alors p < N
α1+1 − α1

α1+1 , du coup nous avons :

p(1 + 1
q

) < N

α1 + 1(1 + 1
q

) − α1

α1 + 1(1 + 1
q

)

après un simple calcul, nous obtenons

p <
N

α1 + 1(1 + 1
p

) − α1(2p+ 1)
p(α1 + 1) − 1

α1 + 1 .

Par conséquent, l’estimation (4.2.14) est vérifiée.
Ce qui nous conduit à conclure que N

q′ + ν̄−2
q

+ 1 > α1 + 2. Donc nous pouvons choisir
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

ν1 <
N
q′ + α1

q
+ 1, tel que N

q′ + ν1−2
q

+ 1 > α1 + 2. En conséquence, prendre µ1 de telle sorte,

α1 + 2 = µ0 <
N

p′ + ν0 − 2
p

< µ1 <
N

p′ + ν1 − 2
p

+ 1.

• Étape 2. Fixons maintenant (ν1, µ1) définies ci-dessus, nous pouvons démontrer l’exis-
tence de ν2 > ν1 tel que ∫

Ω

v

|x|ν2
< ∞, (4.2.15)

et
ν2 <

N

p′ + µ1 − 2
p

+ 1 < α2 + 2. (4.2.16)

Soit θ1 la solution de problème
 −∆θ1 − λ

θ1

|x|2
= 1

|x|µ1
dans Ω,

θ1 = 0 sur ∂Ω.

alors θ1(x) ⋍
c

|x|µ1−2 au voisinage de 0. Donc en utilisant θ1 comme fonction test dans
l’équation vérifiée par u et le comportement de θ1 prés de l’origine, il en résulte que

∫
Br(0)

|∇v|p|x|−µ1+2 dx < ∞.

Comme p < N
µ1+1 alors, d’après le Théorème 1.2.8, nous avons :

∫
Ω

vp

|x|p+µ1−2dx < ∞.

Donc d’après l’inégalité de Hölder, il s’ensuit que :

∫
Ω

v

|x|ν2
dx =

∫
Ω

v

|x|1
|x|µ1−2

|x|ν2−1 |x|−µ1+2 dx ⩽

[∫
Ω

vp

|x|p+µ1−2 dx

] 1
p [∫

Ω
|x|(µ1−2−ν2+1)p′ −µ1+2 dx

] 1
p′
.

Par conséquent, le côté droit est fini si

ν2 <
N

p′ + µ1 − 2
p

+ 1.

Il est clair que : N
p′ + α1

p
+ 1 < N

p′ + µ1−2
p

+ 1, donc nous pouvons choisir ν2 tel que :

α1 + 2 < ν1 <
N

p′ + µ0 − 2
p

+ 1 < ν2 <
N

p′ + µ1 − 2
p

+ 1 < α2 + 2.
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4. Résultats d’existence et de non-existence du système gradient-gradient.

Fixons maintenant ν2 définie ci-dessus et soit η2 la solution du problème suivant :


−∆η2 − λ
η2

|x|2
= 1

|x|ν2
dans Ω,

η2 = 0 sur ∂Ω.

Rappelons que η2(x) ⋍ c

|x|ν2−2 près de l’origine.
En prenant η2 comme fonction test dans l’équation vérifiée par v, En suivant les arguments
ci-dessus, nous concluons que

∫
Br(0)

|∇u|q|x|−ν2+2 dx ⩽
∫

Ω

v

|x|ν2
dx < ∞.

Donc, d’après le Théorème 1.2.8, nous avons
∫

Ω

uq

|x|q
|x|−ν2+2 dx < ∞.

Ainsi, comme dans la première étape, en utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons
que

∫
Ω

u

|x|µ2
dx ⩽ C

(∫
Ω

uq

|x|q
|x|−ν2+2 dx

) 1
q
(∫

Ω
|x|(ν2−µ2−1)q′−ν2+2 dx

) 1
q′

Cette intégrale est finie si et seulement si :

µ2 <
N

q′ + ν2 − 2
q

+ 1.

En tenant compte de N
q′ + ν1−2

q
+ 1 < N

q′ + ν2−2
q

+ 1, alors nous pouvons choisir µ2 de telle
sorte que

µ1 <
N

q′ + ν1 − 2
q

+ 1 < µ2 <
N

q′ + ν2 − 2
q

+ 1.

De manière itérative, nous définissons les suites croissantes
(
νn
)
n∈N

,
(
µn
)
n∈N

telles que
pour n ⩾ 2, 

N

p′ + µn−2 − 2
p

+ 1 < νn <
N

p′ + µn−1 − 2
p

+ 1,

N

q′ + νn−1 − 2
q

+ 1 < µn <
N

q′ + νn − 2
q

+ 1.

(4.2.17)

De plus, pour tout n ⩾ 0, nous avons
∫

Ω

uq

|x|q+νn−2 dx < ∞,
∫

Ω

vp

|x|p+µn−2 dx < ∞. (4.2.18)
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4.2. Résultats de non-existence : La courbe optimale

Rappelons que u, v ⩾ C|x|−α1 dans Br(0), alors
∫
Br(0)

1
|x|qα1+q+νn−2 dx < ∞ et

∫
Br(0)

1
|x|pα1+p+µn−2 dx < ∞. (4.2.19)

Donc
νn < N + 2 − q(α1 + 1) et µn < N + 2 − p(α1 + 1). (4.2.20)

Par conséquent, nous obtenons l’existence de ν̄, µ̄ tels que

ν̄ = lim
n→+∞

νn et µ̄ = lim
n→+∞

µn

Par un calcul direct, nous constatons que ν̄, µ̄ satisfont
ν̄ = N

p′ + µ̄− 2
p

+ 1,

µ̄ = N

q′ + ν̄ − 2
q

+ 1.

Donc
µ̄ = N + 1 − p+ 1

pq − 1 et ν̄ = N + 1 − q + 1
pq − 1 . (4.2.21)

• Étape 3. Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration de la
non-existence pour le premier cas I.
Rappelons que q > α1 + 2

p(α1 + 1) − 1, Par passage à la limite dans la deuxième inégalité dans

(4.2.20), nous concluons que

µ̄ ⩽ N + 2 − p(α1 + 1).

En utilisant la valeur de µ̄, il s’ensuit que q ⩽
α1 + 2

p(α1 + 1) − 1, ce qui nous donne une
contradiction avec l’hypothèse sur q. D’où la démonstration du résultat de non-existence
pour le premier cas du Théorème 4.2.3.

II-Deuxième cas : q+ < q < q̄ et H3(p, q) < 0.
Prenant en considération la structure symétrique du système (S4), le résultat de non-
existence se démontre en échangeant le rôle de p et q. Cela conclut la preuve du Théorème.

Démontrons maintenant la Proposition 4.2.2 :

Démonstration. Pour le système (S4), nous avons p, q < N−α1
1+α1

, p > 2+α1
1+α1

et q < α1 + 2
p(α1 + 1) − 1
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4. Résultats d’existence et de non-existence du système gradient-gradient.

Rappelons que : u(x), v(x) ⩾ c|x|−α1 dans B1(0). Si (u, v) existe alors :
∫

Ω
|∇v|p|x|−α1dx < ∞ et

∫
Ω

|∇u|q|x|−α1 dx < ∞. (4.2.22)

d’un autre cotè, l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg est sous la forme suivante :

∫
Ω

|u(x)|σ
|x|σ(γ+1)dx ⩽

∫
Ω

|∇u(x)|σ|x|−σγdx+
(∫

Ω

|u(x)|dx
)σ
.

si et seulement si :
σ(γ + 1) < N ⇔ γ <

N − σ

σ
.

Revenons au système (S4), comme σ1 = α1
q
< N−q

q
⇔ q < N − α1

et σ2 = α1
p
< N−p

p
⇔ p < N − α1

d’après l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg,
∫

Ω

uq

|x|q+α1
dx < ∞ et

∫
Ω

vp

|x|p+α1
dx < ∞. (4.2.23)

Nous obtenons aussi en utilisant l’inégalité de Hölder,
∫

Ω

u

|x|µ1
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|ν1
dx < ∞. (4.2.24)

avec un choix bien précis de µ1 et ν1

Pour définir −∆η − λ η
|x|2 = 1

|x|ν1 , on utilise ν1 + α1 < N ⇔ ν1 < N − α1

Afin d’utiliser η comme fonction test, Nous pouvons procéder par approximation, puisque∫
Ω

v
|x|ν1 dx < ∞, alors, indépendamment de la forme de la non-linéarité et de l’intégration

par parties, nous obtenons :
∫

Ω
v(−∆η − λ

η

|x|2
)dx =

∫
Ω

|∇u|qηdx

donc ∫
Ω

|∇u|q|x|−(ν1−2)dx < ∞

Si ν1−2
q

< N−q
q

⇔ ν1 − 2 < N − q ⇔ ν1 + q < N + 2, alors nous pouvons utiliser l’inégalité
de Caffarelli-Kohn-Nirenberg Si ν1 + q ⩾ N + 2 ⇔ ν1 − 2 ⩾ N − q donc

∫
Br(0)

|∇u|q|x|−(ν1−2)dx ⩾ c
∫
Br(0)

|∇u|q|x|−(N−q)+qεdx, pour ε assez petit

nous avons N−q−qε
q

< N−q
q

, donc nous pouvons appliquer l’inégalité de CKN pour l’inté-
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grale
∫
Br(0) |∇u|q|x|−(N−q)+qεdx, nous obtenons :

∫
Br(0)

uq

|x|q+(N−q−qε) < ∞ ⇒
∫
Br(0)

uq

|x|N−qε < ∞ ∀ε > 0

d’un autre part, nous avons u(x) ⩾ c|x|α1 dans B1(0) donc
∫
Br(0)

1
|x|N+qα1−qε < ∞ ⇒ α1 < ε

donc ce résultat est impossible dans le cas où ε < α1, d’où nous pouvons conclure qu’on
peut supposer ν1 <

N−q
q

, idem pour p.

Dans le cas critique λ = ΛN , nous avons p+ = q+ = p̄ = q̄ et les zones E et F sont
vides. Le résultat de non-existence pour ce cas sera illustré dans le Théorème suivant :

Théorème 4.2.4. Supposons que λ = ΛN et p, q > 1 tels que, soit p ⩾ N+2
N

ou q ⩾ N+2
N

.
Alors le système (S4) n’admet pas de sur-solutions positives faibles dans le sens de la
Définition 1.2.6.

Pour la démonstration de ce Théorème, nous suivons les même démarches présentées dans
la preuve du Théorème 4.2.1 avec p̄ = q̄ = N+2

N
.

4.3 Résultats d’existence

Dans cette partie de ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence pour le sys-
tème (S4) dans les régions E,D et F du plan (p, q). En fait, comme détaillé dans le
Théorème suivant, nous construirons des sur-solutions en fonction de la position de (p, q).

Théorème 4.3.1. Supposons que Ω = B1(0), 0 < λ < ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une
des hypothèses suivantes :

I) p < p+ et q < q+

II) p+ ⩽ p < p̄ et q < α1+2
p(α1+1)−1

III) q+ ⩽ q < q̄ et p < α1+2
q(α1+1)−1

Alors, le système (S4) admet au moins une sur-solution positive.

Démonstration. La démonstration sera donnée en cinq cas selon les valeurs de p et
de q.

1. La zone D : 1 < p < p+ et 1 < q < q+

Soient (u(x), v(x)) = (c1|x|−β, c2|x|−β) où α1 < β < min{2−p
p−1 ,

2−q
q−1} et c1, c2 sont des

constantes positives telles que

c1P(β) ⩾ cp2β
p et c2P(β) ⩾ cq1β

q. (4.3.1)
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4. Résultats d’existence et de non-existence du système gradient-gradient.

(u, v) est une sur-solution du système (S4), en effet,

−∆u− λ
u

|x|2
= c1P(β)|x|−β−2

Comme p < α1+2
α1+1 = p+, il existe β > α1 tel que p < β+2

β+1 , donc,

−∆u− λ
u

|x|2
⩾ c2P(β)|x|−(β+1)p = |∇v|p.

D’autre part, en utilisant le fait que q < α1+2
α1+1 = q+, nous pouvons fixer β > α1 tel

que p < β+2
β+1 , d’où

−∆v − λ
v

|x|2
= c2P(β)|x|−β−2 ⩾ cq1β

q|x|−(β+1)q = |∇u|q

2. La zone F : p+ < p < p̄ et q < α1+2
p(α1+1)−1 .

Définissons (u(x), v(x)) = (c1|x|−τ1 , c2|x|−α1 − c3|x|−τ2) avec τ1 = p(α1 + 1) − 2,
α1 < τ1 < α2, τ2 = q(p(α1 + 1) − 1) − 2 < α1 et c1, c2, c3 sont des constantes
positives choisies de sorte que


c3 ⩽ c2 ⩽

[
P(τ1)(−P(τ2))

1
q

αp
1τ1

] q
pq−1

c1 ⩽
[

P(τ1)(−P(τ2))p

αp
1τ

pq
1

] 1
pq−1

.

(4.3.2)

(u, v) est une sur-solution faible du système (S4), en effet, d’après les inégalités
(4.3.2), nous obtenons

−∆u− λ
u

|x|2
= c1P(τ1)|x|−τ1−2 = c1P(τ1)|x|−(α1+1)p

⩾ | − c2α1|x|−α1−1 + c3τ2|x|−τ2−1|p = |∇v|p,

et
−∆v − λ

v

|x|2
= −c3P(τ2)|x|−τ2−2 ⩾ cq1τ

q
1 |x|(−τ1−1)q = |∇u|q.

3. La zone E : q+ < q < q̄ et p < α1+2
q(α1+1)−1 .

Soient (u(x), v(x)) = (c1|x|−α1 − c2|x|−τ3 , c3|x|−τ4) où τ3 = p(q(α1 +1)−1)−2 < α1,
τ4 = q(α1+1)−2, α1 < τ4 < α2 et c1, c2, c3 sont les constantes positives satisfaisant :


c2 ⩽ c1 ⩽

[
P(τ4)p(−P(τ3))

αpq
1 τp

4

] 1
pq−1

c3 ⩽
[

P(τ4)(−P(τ3))q

αq
1τ

pq
4

] 1
pq−1

.

(4.3.3)
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En utilisant (4.3.3), il en résulte que :

−∆u− λ
u

|x|2
= −c1P(τ3)|x|−τ3−2 ⩾ cp3τ

p
4 |x|−(τ4+1)p = |∇v|p

et

−∆v − λ
v

|x|2
= c3P(τ4)|x|−τ4−2 ⩾ | − c1α1|x|−α1−1 + c2τ3|x|−τ3−1|q

= |∇u|q

Donc, (u, v) est une sur-solution positive du système (S4) pour ce cas.

4. Le segment [p+, c) : p = p+ et q < q+ = α1+2
α1+1 .

(u(x), v(x)) = (|x|−α1(− ln |x|), c1|x|−α1 − c2|x|−τ5) est une sur-solution du système
(S4) dans B1(0)\{0} avec τ5 = q(α1+1)−2+ε < α1 pour ε << 1 et c1, c2 satisfaisant

αq1
(−P(τ5))

⩽ c2 ⩽ c1 ⩽
c

1
p

3
α1

= [N − 2 − 2α1]
1
p

α1
.

En effet,

−∆u− λ
u

|x|2
= c3|x|−α1−2 où c3 = N − 2 − 2α1 ⩾ 0

= c3|x|−(α1+1)p ⩾ | − c1α1|x|−α1−1 + c2τ5|x|−τ5−1|p

= |∇v|p,

et

−∆v − λ
v

|x|2
= −c2P(τ5)|x|−τ5−2 = −c2P(τ5)|x|−(α1+1)q−ε

⩾ |x|−(α1+1)q|α1(ln |x|) − 1|q pour ε >> 1 et x ∈ B1(0)\{0}
= |∇u|q.

5. Le segment [q+, c) : q = q+ et p < p+ = α1+2
α1+1 .

Considérons (u(x), v(x)) = (c1|x|−α1 − c2|x|−τ6 , |x|−α1(− ln |x|)) avec τ6 = p(α1 +
1) − 2 + ε < α1 et ε << 1 assez petit. Nous choisissons c1, c2 telles que

αp1
(−P(τ6))

⩽ c2 ⩽ c1 ⩽
[N − 2 − 2α1]

1
q

α1
.

Alors, pour un x ∈ B1(0)\{0}, nous avons

−∆u− λ
u

|x|2
= −c2P(τ6)|x|−τ6−2 = −c2P(τ6)|x|−(α1+1)p−ε

⩾ |x|−(α1+1)p(−α1 ln |x| + 1)p = |∇v|p,
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4. Résultats d’existence et de non-existence du système gradient-gradient.

et

−∆v − λ
v

|x|2
= (N − 2 − 2α1)|x|−α1−2 = (N − 2 − 2α1)|x|(−α1−1)q

⩾ | − c1α1|x|−α1−1 + c2τ6|x|−τ6−1|q = |∇u|q.
.

Donc (u, v) est une sur-solution positive pour le système (S4) dans B1(0)\{0}.

Considérons maintenant le cas où λ = ΛN , alors p+ = q+ = p̄ = q̄ = N+2
N

et les régions
E et F sont vides. Nous obtenons le résultat d’existence suivant pour ce cas :

Théorème 4.3.2. Soient λ = ΛN et Ω = Bη(0) avec η < 1. Supposons que p, q < N+2
N

.
Définissons w(x) = |x|−α1(ln( 1

|x|))
β avec 0 < β < 1. Alors ils existent c1, c2 > 0 telles

que, en posant (u(x), v(x)) = (c1w(x), c2w(x)),alors (u, v) est une sur-solution positive du
système (S4).

Démonstration. Comme λ = ΛN , alors α1 = N−2
2 et p+ = q+ = p̄ = q̄ = N+2

N
. Soient

p, q < p+, c’est à dire nous somme dans la zone D. En posant w(x) = |x|−α1(ln( 1
|x|))

β avec
0 < β < 1, alors, pour |x| < η < 1,

−∆w − λ
w

|x|2
= β(1 − β)

|x|2+α1
(ln( 1

|x|
))β−2

et
|∇w| = |x|−α1−1

(
α1 ln( 1

|x|
) + β(ln( 1

|x|
))β−1

)
Donc

|∇w|p = |x|−p(α1+1)
(
α1 ln( 1

|x|
) + β(ln( 1

|x|
))β−1

)p
Comme p, q < 2+α1

1+α1
, alors, ils existent des constantes positives c1, c2 assez petites telles que,

en posant (u(x), v(x)) = (c1w(x), c2w(x)), nous obtenons que (u, v) est une sur-solution
positive du système (S4).

Remarque. Dans le cas de domaines bornés généraux, en utilisant un changement d’échelle,
nous pouvons démontrer l’existence d’une sur-solution pour le système (S4) sous les mêmes
conditions que le Théorème 4.3.1. Plus précisément, si (u, v) est une sur-solution faible
radiale, alors (uR, vR), avec

uR(x) = c1u( x
R

) et vR(x) = c2v( x
R

), c1, c2 > 0

où R est choisi de sorte que Ω ⊂ B(0, R), est une sur-solution faible sur Ω.
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4.3. Résultats d’existence

Remarque. Dans le cas où 0 < λ1 < λ2 < ΛN , le système sera :


−∆u− λ1
u

|x|2
= |∇v|p dans Ω,

−∆v − λ2
v

|x|2
= |∇u|q dans Ω,

u, v > 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(Sg4)

Nous appliquons les mêmes calculs présentés pour le système (S4), pour trouver les
résultats d’existence et de non-existence suivant la courbe optimale.
Les résultats d’existence et de non-existence seront illustrés dans les Théorèmes suivants :

Théorème 4.3.3. (Résultats de non-existence)
Soit Ω ⊂ RN un domaine borné tel que 0 ∈ Ω et N ⩾ 3. Supposons que 0 < λ1 < λ2 <

ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une des hypothèses suivantes :

I) p ⩾ p̄ ou q ⩾ q̄,

II) p+ < p < p̄ et q > α1.2+2
p(α1.2+1)−1 ,

III) q+ < q < q̄ et p > α1.1+2
q(α1.1+1)−1 .

Alors, le système (Sg4) n’admet pas de solutions faibles positives dans le sens de la Défi-
nition 1.2.6.

Théorème 4.3.4. (Résultats d’existence)
Supposons que Ω = B1(0), 0 < λ1 < λ2 < ΛN et p, q > 1 satisfaisant l’une des

hypothèses suivantes :

I) 1 < p < p+ et 1 < q < q+,

II) p+ ⩽ p < p̄ et q < α1.2+2
p(α1.2+1)−1 ,

III) q+ ⩽ q < q̄ et p < α1(λ1+2)
q(α1.1+1)−1 .

Alors le système (Sg4) admet au moins une sur-solution faible positive.

Avec
p+ := 2 + α1.1

1 + α1.2
, p̄ := N − α1.1

1 + α1.2
,

q+ := 2 + α1.2

1 + α1.1
, q̄ := N − α1.2

1 + α1.1
.

où α1,i et α2,i, pour i=1,2 sont définies dans 2.3.1.
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Chapitre 5

Résultats d’existence et de
non-existence des systèmes avec
poids

Ce chapitre est le développement de l’article [17].

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats d’existence et de non-existence pour
des systèmes elliptiques avec poids en introduisant des termes potentiel et/ou gradient
suivants pour p, q > 1, 0 < λ1 ̸= λ2 < ΛN,γ = (N−2(γ+1)

2 )2 avec −∞ < γ < N−2
2 ,



−div(|x|−2γ∇u) = λ1
u

|x|2(γ+1) + g1(v, |∇v|), dans Ω,

−div(|x|−2γ∇v) = λ2
v

|x|2(γ+1) + g2(u, |∇u|), dans Ω,

u, v ⩾ 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(5.1.1)

où Ω est un domaine borné dans RN tel que 0 ∈ Ω, N ⩾ 3, avec

g1(v, |∇v|) = vp ou |∇v|p et g2(u, |∇u|) = |∇u|q

Ce chapitre sera organisé comme suit : Nous introduisons tout d’abord les solutions
de l’équation avec poids dépendant du terme de potentiel ainsi que de gradient, la section
5.2 est dédiée au principaux outils mathématiques indispensables pour pouvoir traiter les
systèmes de ce chapitre en utilisant l’approche proposée. Par la suite, nous présentons les
principaux résultats d’existence et de non-existence pour chaque système.
En utilisant un changement de variable, une autre façon de traiter le système (5.1.1) avec
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5. Résultats d’existence et de non-existence des systèmes avec poids

g1(x, v, |∇v|) = vp et g2(x, u, |∇u) = |∇u|q sera présentée dans la dernière partie de ce
chapitre afin de localiser la courbe optimale qui sépare les zones d’existence et de non-
existence.

Rappelons tout d’abord l’inégalité de Hardy avec poids présenté de la manière sui-
vante :

Soit N ⩾ d > 1 et −∞ < γ < N−d
d

. Alors pour tout u ∈ W 1,d(Ω, |x|−dγ), nous avons :

ΛN,γ,d

∫
RN

|u|d

|x|d(γ+1) dx ⩽
∫
RN

|x|−dγ|∇u|d dx, ΛN,γ,d =
(
N − d(γ + 1)

d

)d
. (5.1.2)

De plus ΛN,γ,d est optimale et elle n’est jamais atteinte.
Nous présentons dans la partie qui suit les solutions radiales de l’équation elliptique

semi-linéaire avec potentiel de Hardy :

−div(|x|−2γ∇u) − λ
u

|x|2(γ+1) = 0 dans Br(0) ⊂ RN (5.1.3)

Supposons que u(|x|) = u(r) = C1r
−β, avec C1 > 0, nous avons :

−div(|x|−2γ∇u) = −r2γu
′′(r) + (2γ −N + 1)u′(r)r(−2γ−1)

donc

−div(|x|−2γ∇u) − λ1
u

|x|2(γ+1) = 0 ⇒ C1r
−β−2(γ+1)[−β2 + β(N − 2(γ + 1)) − λ] = 0

les racines de Pλ(β) := −β2 + (N − 2(γ + 1))β − λ, sont

σ1 = N − 2(γ + 1)
2 −

√
ΛN,γ − λ et σ2 = N − 2(γ + 1)

2 +
√

ΛN,γ − λ. (5.1.4)

Notons que Pλ(β) > 0 dans ]σ1, σ2[
La problème (5.1.3) admet les solutions radiales symétriques suivantes

Φλ(x) =

|x|−σ2 si λ < ΛN,γ

|x|−
N−2(γ+1)

2 (− ln|x|) si λ = ΛN,γ

, et Γλ(x) =|x|−σ1

Maintenant, cherchons l’exposant critique du problème suivant :

−div(|x|−2γ∇u) − λ
u

|x|2(γ+1) = up dans Br(0) ⊂ RN (5.1.5)

Le problème (5.1.5) admet une sur-solution si et seulement si p < p+ avec p+ = σ1+2(γ+1)
σ1

,
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5.2. Préliminaires

en effet, supposons que : u(|x|) = u(r) = C1r
−β, avec C1 > 0, nous avons :

C1r
−β−2(γ+1)[−β2 + β(N − 2(γ + 1)) − λ] ⩾ Cp

1r
−βp

si σ1 < β < σ2, Pλ(β) > 0 alors r−β−2(γ+1) ⩾ r−βp

ce qui implique que :
p < p+ = 1 + 2(γ + 1)

σ1

De même, pour le problème avec terme de gradient suivant :

−div(|x|−2γ∇u) − λ
u

|x|2(γ+1) = |∇u|p dans Br(0) ⊂ RN (5.1.6)

nous avons
C1r

−β−2(γ+1)[−β2 + β(N − 2(γ + 1)) − λ] ⩾ Cp
1β

pr(−β−1)p

pour σ1 < β < σ2, nous avons : Pλ(β) > 0, donc r−β−2(γ+1) ⩾ r(−β−1)p

Le problème (5.1.6) admet des sur-solutions si et seulement si,

p <
σ1 + 2(γ + 1)

σ1 + 1

qui représente l’exposant critique pour le problème (5.1.6)

En se basant sur ces données, nous posons la question suivante : Quelles sont les
résultats d’existence et de non-existence obtenus pour un système mixte dépendant des
termes potentiel et gradient ?

5.2 Préliminaires

Dans cette partie, nous allons fournir quelques outils mathématiques utiles pour trou-
ver la courbe optimale pour les systèmes de ce chapitre. En effet, précisons tout d’abord
la définition d’une solution au sens des distributions.

Définition 5.2.1. Supposons que p, q > 1. On dit que (u, v) ∈ L1(Ω)×L1(Ω), avec u, v ⩾

0, est une solution faible du système (5.1.1) si (u, v) ∈ W 1,1
0 (Ω, |x|−2γ) ×W 1,1

0 (Ω, |x|−2γ), g1, g2 ∈
L1
loc(Ω) et pour tout φ, ψ ∈ C∞

0 (Ω), nous avons :
∫
Ω

|x|−2γ∇u∇φ = λ1

∫
Ω

u

|x|2(γ+1)φ+
∫
Ω

g1(v, |∇v|)φ

et ∫
Ω

|x|−2γ∇v∇ψ = λ2

∫
Ω

v

|x|−2(γ+1)ψ +
∫
Ω

g2(u, |∇u)ψ.
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5. Résultats d’existence et de non-existence des systèmes avec poids

avec
g1(v, |∇v|) = vp ou |∇v|p et g2(u, |∇u) = |∇u|q

Nous avons besoin aussi des lemmes suivants pour appliquer notre processus pour les
systèmes avec poids.

Lemme 5.2.2. Supposons que u ⩾ 0 dans Ω, u ̸= 0, u ∈ L1
loc(Ω) et u

|x|2(γ+1) ∈ L1
loc(Ω).

Si u vérifie −div(|x|−2γ∇u) − λ u
|x|2(γ+1) ⩾ 0 au sens des distributions, alors il existe une

constante positive C et une boule BR(0) ⊂ Ω, pour R assez petit, tel que :

u(x) ⩾ C|x|−σ1 p.p. dans BR(0),

où σ1 est définie dans (5.1.4).

Démonstration. Fixons un R > 0 et soit w ∈ W 1.2(Br(0)) la solution positive du
problème : 

−div(|x|−2γ∇w) − λ
w

|x|2(γ+1) = 0, dans BR(0),

w = η sur ∂BR(0),
(5.2.1)

après un calcul direct, on obtient w(r) = Cr−σ1 où σ1 = N−2(γ+1)
2 −

√
ΛN,γ − λ et C =

ηRσ1 , comme u est une solution positive du problème (5.2.1), d’après le principe du
maximum fort et de comparaison, on a u ⩾ w dans BR(0), donc u(x) ⩾ C|x|−σ1 dans
BR(0).

Lemme 5.2.3. Considérons l’équation suivante :

−div(|x|−2γ∇u) − λ
u

|x|2(γ+1) = g dans Ω. (5.2.2)

avec g ∈ L1
loc(Ω), g ⩾ 0 et λ ⩽ ΛN,γ.

• Supposons que u est une sur-solution faible positive du problème (5.2.2) où λ ⩽ ΛN .
Alors |x|−σ1g ∈ L1

loc(Ω), où σ1 est définie dans (5.1.4).

• Si g ∈ L1(Ω) et
∫

Ω
g|x|−σ1 dx < ∞, alors le problème (5.2.2) admet une solution

faible unique u telle que u ∈ W 1,a
0 (Ω) pour tout a < N

N−1 et
∫

Ω

u

|x|2(γ+1)+σ1
dx < ∞.

• Dans le cas où g(x) = 1
|x|β

avec 2 < β < N − σ1, alors la solution positive faible u

du problème (5.2.2) vérifie u ⩾ |x|−β+2(γ+1) dans BR(0) ⊂⊂ Ω.

Démonstration. En adoptant une approche similaire à celle utilisée pour démontrer
le Théorème 1.3.2, on peut établir ce Théorème.
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5.3. Résultats de non-existence et d’existence du système avec poids avec données
potentiel-gradient

5.3 Résultats de non-existence et d’existence du sys-
tème avec poids avec données potentiel-gradient

Par le biais du procédé itératif présenté dans les chapitres précédents, nous pouvons
trouver la courbe optimale qui sépare les zones d’existence et de non-existence, com-
mençons tout d’abord par présenter dans la section ci-dessous le résultat principal de
non-existence pour le système (5.1.1) avec g1(v, |∇v|) = vp et g2(u, |∇u|) = |∇u|q.

5.3.1 Courbe optimale : résultats de non-existence

Cette partie de ce chapitre est dédiée aux résultats de non-existence du système suivant
pour p, q > 1 et 0 < λ1 < λ2 < ΛN,γ

−div(|x|−2γ∇u) = λ1
u

|x|2(γ+1) + vp, dans Ω,

−div(|x|−2γ∇v) = λ2
v

|x|2(γ+1) + |∇u|q, dans Ω,

u, v ⩾ 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S5p)

Afin d’utiliser notre méthode pour définir la courbe optimale qui sépare la zone d’existence
et de non-existence, nous avons besoin d’introduire les exposants critiques associés au
système (S5p) présenté comme suit :

p+ = σ1,1 + 2(γ + 1)
σ1,2

, q+ = σ1,2 + 2(γ + 1)
σ1,1 + 1

et
p̄ = N − σ1,1

σ1,2
, q̄ = N − σ1,2

σ1,1 + 1
avec

σ1,i = N − 2(γ + 1)
2 −

√
ΛN,γ − λi, σ2,i = N − 2(γ + 1)

2 +
√

ΛN,γ − λi (5.3.1)

Notons que N − σ1,i = σ2,i + 2(γ + 1), pour i = 1, 2.
Dans ce qui suit, nous supposons : Lλi

(u) = −div(|x|−2γ∇u) − λi
u

|x|2(γ+1)

Dans le théorème ci-dessous, nous présentons le résultat de non-existence pour le système
(S5p) :

Théorème 5.3.1. Supposons que l’une des hypothèses suivantes est satisfaite pour 0 <
λ1 < λ2 < ΛN,γ et p, q > 1 :

1) p > p̄ ou q > q̄.
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2) p+ < p < p̄ et q > σ1,2+2(γ+1)
pσ1,2−2γ−1 .

3) q+ < q < q̄ et p > σ1,1+2(γ+1)
q(σ1,1+1)−2(γ+1) .

Alors le système (S5p) n’admet pas de sur-solutions positives faibles dans le sens de la
Définition 5.2.1.

Nous présentons ci-dessous quelques exemples de courbes, permettant de séparer les
zones d’existence et de non existence, pour les deux cas de figures à savoir, γ = 0.02 et
γ = −0.02

Figure 5.1 – Zones d’existence et de non-existence pour le système (S5p) pour N = 7,
λ1 = 2, λ2 = 4 et γ = 0.02

Figure 5.2 – Zones d’existence et de non-existence pour le système (S5p) pour N = 7,
λ1 = 2, λ2 = 4 et γ = −0.02
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5.3. Résultats de non-existence et d’existence du système avec poids avec données
potentiel-gradient

Démonstration. Supposons par contradiction que le système(S5p) admet une sur-
solution faible (u, v).
1er cas : p > p̄ ou q > q̄.
En utilisant le Lemme 5.2.3 pour la première équation du système, nous obtenons :

∫
Ω
vp|x|−σ1,1 dx < ∞. (5.3.2)

Comme −div(|x|−2γ∇v) − λ2
v

|x|2(γ+1) ⩾ 0, d’après le Lemme 5.2.2 il existe une constante

positive C et une boule Br(0) ⊂ Ω pour r assez petit tel que : v(x) ⩾ C|x|−σ1,2 dans
Br(0). D’après (5.3.2) on obtient :

∫
Br(0)

1
|x|pσ1,2+σ1,1

dx < ∞ ⇒ p <
N − σ1,1

σ1,2
. (5.3.3)

ce qui nous donne une contradiction avec l’hypothèse p > N−σ1,1
σ1,2

= p̄, donc (u, v) n’est
pas une sur-solution pour ce cas.
En utilisant la deuxième équation du système (S5p) et le Lemme 5.2.3, nous avons :

∫
Ω

|∇u|q|x|−σ1,2 dx < ∞.

Puisque q < N
σ1,2+1 , nous avons d’après l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg [Théorème

1.2.8], pour un r assez petit tel que Br(0) ⊂⊂ Ω, il existe une constante positive C(r,Ω)
telle que :

∫
Br(0)

uq

|x|q
|x|−σ1,2 dx ⩽ C

∫
Br(0)

|∇u|q|x|−σ1,2 dx+
(∫

Br(0)
udx

)q
< ∞. (5.3.4)

par conséquent, d’après le Lemme 5.2.2, on obtient :
∫
Br(0)

1
|x|q(σ1,1+1)+σ1,2

dx < ∞ ⇒ q <
N − σ1,2

σ1,1 + 1 = q̄. (5.3.5)

ce qui nous conduit à une contradiction avec l’hypothèse q < q̄, d’où la démonstration de
la non-existence découle pour le premier cas.
2ème cas : p+ < p < p̄ et q > σ1,2+2(γ+1)

pσ1,2+1−2(γ+1) .
On a suppossé que le système (S5p) admet une sur-solution (u, v), d’après le Lemme 5.2.3
nous avons ∫

Ω
vp|x|−σ1,1 dx < ∞ et

∫
Ω

|∇u|q|x|−σ1,2 dx < ∞. (5.3.6)

Pour démontrer la non-existence dans ce cas, nous appliquons notre processus pour un
système avec poids, le principe de notre méthode est de construire deux suites croissantes
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(
an
)
n∈N

et
(
bn
)
n∈N

telles que :

∫
Ω

u

|x|an
< ∞ et

∫
Ω

v

|x|bn
< ∞. (5.3.7)

avec a0 = σ1,2 + 2(γ + 1) et b0 = σ1,1 + 2(γ + 1).
Cette démonstration se décompose en trois étapes :
• Étape 1. Soient a0 = σ1,2 + 2(γ + 1) et b0 = σ1,1 + 2(γ + 1), démontrons tout d’abord
l’existence de a1 > a0 et b1 > b0 tels que

∫
Ω

v

|x|a1
dx < ∞ où a0 < a1 <

N

p′ + σ1,1

p
, (5.3.8)

et ∫
Ω

u

|x|b1
dx < ∞ où b0 < b1 <

N

q′ + a0 − 2(γ + 1)
q

+ 1. (5.3.9)

En effet, en utilisant l’inégalité de Hölder et (5.3.6) nous avons

∫
Ω

v

|x|a1
dx =

∫
Ω
v

|x|
σ1,1

p

|x|a1
|x|−

σ1,1
p dx ⩽

[∫
Ω

vp

|x|σ1,1
dx

] 1
p [∫

Ω
|x|(

σ1,1
p

−a1)p′
dx
] 1

p′

⩽ C
[∫

Ω
|x|(

σ1,1
p

−a1)p′
dx
] 1

p′
.

Par conséquent, cette intégrale est finie si

σ1,2 + 2(γ + 1) < a1 <
N

p′ + σ1,1

p
.

Comme p+ < p < p̄, alors σ1,2 + 2(γ + 1) < N
p′ + σ1,1

p
< σ2,2 + 2(γ + 1). Donc nous avons

démontré l’existence de a1.
Prouvons maintenant l’existence de σ1,1 + 2(γ + 1) < b1 < σ2,1 + 2(γ + 1) avec

∫
Ω

u

|x|b1
dx < ∞. (5.3.10)

Fixons a1 définie précédemment et considérons η1 la solution du problème


Lλ2(η) = 1
|x|a1

dans Ω,

η1 = 0 sur ∂Ω.

alors η1(x) ⋍
c

|x|a1−2(γ+1) au voisinage de l’origine. En utilisant η1 comme fonction test
dans l’équation vérifiée par v dans le système, nous obtenons

∫
Ω

Lλ2(η)v dx =
∫

Ω
|∇u|qη dx.
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Rappelons (5.3.8), nous avons

C
∫
Br(0)

|∇u|q|x|−a1+2(γ+1) dx ⩽
∫

Ω

v

|x|a1
dx < ∞. (5.3.11)

Par conséquent, d’après le Théorème 1.2.8, nous concluons que
∫

Ω

uq

|x|q
|x|−a1+2(γ+1) dx < ∞. (5.3.12)

À présent, nous utilisons l’inégalité de Hölder et le Théorème 1.2.7 pour trouver une
estimation de b1, en effet

∫
Ω

u

|x|b1
dx =

∫
Ω

u

|x|
|x|

a1−2(γ+1)
q

|x|b1−1 |x|
−a1+2(γ+1)

q dx

⩽ C

[∫
Ω

uq

|x|q
|x|−a1+2(γ+1) dx

] 1
q [∫

Ω
|x|(

a1−2(γ+1)
q

−b1+1)q′
dx
] 1

q′

⩽ C
[∫

Ω
|∇u|q|x|−a1+2(γ+1) dx

] 1
q
[∫

Ω
|x|(

a1−2(γ+1)
q

−b1+1)q′
dx
] 1

q′
.

∫
Ω

u

|x|b1
dx < ∞ si et seulement si

b1 <
N

q′ + a1 − 2(γ + 1)
q

+ 1.

Rappelons que σ1,2 + 2(γ + 1) < a1 <
N
p′ + σ1,1

p
, supposons que a∗ = N

p′ + σ1,1
p

. Montrons
maintenant qu’on peut choisir a1 proche de a∗ tel que N

q′ + a1−2(γ+1)
q

+ 1 > σ1,1 + 2(γ + 1)
et b1 tel que

b0 = σ1,1 + 2(γ + 1) < b1 <
N

q′ + a1 − 2(γ + 1)
q

+ 1.

Tout d’abord, montrons que

N

q′ + a∗ − 2(γ + 1)
q

+ 1 > σ1,1 + 2(γ + 1). (5.3.13)

Par hypothèse, nous avons σ1,1+2(γ+1)
σ1,2

< p < N−σ1,1
σ1,2

= p̄, alors (5.3.13) équivaut à avoir
q > N+2p(γ+1)−σ1,1

p(N−σ1,1−2γ−1) . Comme q > σ1,2+2(γ+1)
pσ1,2−2γ−1 , alors si

σ1,2 + 2(γ + 1)
pσ1,2 − 2γ − 1 >

N + 2p(γ + 1) − σ1,1

p(N − σ1,1 − 2γ − 1)) , (5.3.14)

Nous obtenons l’inégalité souhaitée. Après calcul, nous remarquons que (5.3.14) équivaut
à p < N−σ1,1

σ1,2
= p̄. Donc, la dernière estimation (5.3.13) est bien vérifiée.
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Pour ce cas, nous pouvons choisir a1 <
N
p′ + σ1,1

p
, tel que N

q′ + a1−2(γ+1)
q

+1 > σ1,1 +2(γ+1).
par conséquent, nous choisissons b1 avec

σ1,1 + 2(γ + 1) < b1 <
N

q′ + a1 − 2(γ + 1)
q

+ 1 < σ2,1 + 2(γ + 1).

• Étape 2. Dans cette étape, nous démontrons l’existence de a2 > a1 tel que
∫

Ω

v

|x|a2
dx < ∞. (5.3.15)

Fixons tout d’abord (a1, b1) définies dans la première étape et soit θ, la solution du
problème 

−Lλ1(θ) = 1
|x|b1

dans Ω,

θ1 = 0 sur ∂Ω.

alors θ(x) ⋍ C

|x|b1−2(γ+1) au voisinage de 0, prenons θ comme fonction test dans l’équation
vérifiée par u, on obtient ∫

Ω
vpθ dx =

∫
Ω

−Lλ1(θ)u dx

D’après (5.3.10), nous avons

C
∫
Br(0)

vp|x|−b1+2(γ+1) dx ⩽
∫

Ω

u

|x|b1
dx < ∞. (5.3.16)

D’où, (5.3.16) et l’inégalité de Hölder nous donne

∫
Ω

v

|x|a2
dx =

∫
Ω
v

|x|
b1−2(γ+1)

p

|x|a2
|x|

−b1+2(γ+1)
q dx ⩽ C

[∫
Ω

|x|(−a2+ b1−2(γ+1)
p

)p′
dx
] 1

p′
.

Cette intégrale est finie si et seulement si

a2 <
N

p′ + b1 − 2(γ + 1)
p

.

Notons que
N

p′ + b1 − 2(γ + 1)
p

>
N

p′ + b0 − 2(γ + 1)
p

,

Alors nous pouvons choisir a2 tel que

σ1,2 + 2(γ + 1) < a1 <
N

p′ + b0 − 2(γ + 1)
p

< a2 <
N

p′ + b1 − 2(γ + 1)
p

< σ2,2 + 2(γ + 1).
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En utilisant la définition de b1 et a2, nous obtenons l’existence de b2 tel que

b1 <
N

q′ + a1 − 2(γ + 1)
q

+ 1 < b2 <
N

q′ + a2 − 2(γ + 1)
q

+ 1,

et ∫
Ω

u

|x|b2
dx < ∞.

Par un processus itératif, nous obtenons l’existence de deux suites croissantes
(
an
)
n∈N

,
(
bn
)
n∈N

telles que pour n ⩾ 2,


N

p′ + bn−2 − 2(γ + 1)
p

< an <
N

p′ + bn−1 − 2(γ + 1)
p

,

N

q′ + an−1 − 2(γ + 1)
q

+ 1 < bn <
N

q′ + an − 2(γ + 1)
q

+ 1.

(5.3.17)

Par conséquent, d’après les calculs précédent, nous déduisons que
∫

Ω

uq

|x|q+an−2(γ+1) dx < ∞ et
∫

Ω

vp

|x|bn−2(γ+1) dx < ∞. (5.3.18)

comme, u(x) ⩾ C|x|−σ1,1 et v(x) ⩾ C ′|x|−σ1,2 , nous avons
∫
Br(0)

1
|x|qσ1,1+q+an−2(γ+1) dx < ∞ et

∫
Br(0)

1
|x|pσ1,2+bn−2(γ+1) dx < ∞. (5.3.19)

Ainsi, il est nécessaire d’avoir

an < N + 2(γ + 1) − q(σ1,1 + 1) et bn < N + 2(γ + 1) − pσ1,2.

Soient ā, b̄, tels que,
ā = lim

n→+∞
an et b̄ = lim

n→+∞
bn.

Revenons à (5.3.17), nous déduisons que

ā = N

p′ + b̄− 2(γ + 1)
p

,

b̄ = N

q′ + ā− 2(γ + 1)
q

+ 1.

Par un calcul direct, nous déduisons que

b̄ = N − 2(γ + 1) + 2p(γ + 1) − pq

pq − 1 .

• Étape 3. Nous pouvons au niveau de cette étape démontrer le résultat principal de la
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non- existence pour p+ < p < p̄.
Rappelons que nous avons supposé que q > σ1,2+2(γ+1)

pσ1,2−2γ−1 .
D’après (5.3.18) et le Lemme 5.2.3, nous avons

∫
Br(0)

1
|x|pσ1,1+bn−2(γ+1) dx ⩽

∫
Ω

vp

|x|bn−2(γ+1) dx < ∞ pour tout n. (5.3.20)

ce qui nous donne
pσ1,2 + bn − 2(γ + 1) < N pour tout n

et donc par passage à la limite

pσ1,2 + b̄ ⩽ N + 2(γ + 1)

Par conséquent, nous pouvons conclure que q ⩽ σ1,2+2(γ+1)
pσ1,2−2γ−1 , d’où la contradiction avec

l’hypothèse principale pour ce cas. Cela conclut la preuve du théorème pour le deuxième
cas.

3ème cas : q+ < q < q̄ et p > σ1,1+2(γ+1)
p(σ1,1+1)−2(γ+1) .

Nous suivons les même étapes utilisées dans le premier cas en échangeant le rôle de p et
q, en effet
• Étape 1. Nous commençons tout d’abord par démontrer l’existence de a1, b1, tels que

σ1,1 + 2(γ + 1) < a1 <
N

q′ + σ1,2

q
+ 1

et
σ1,2 + 2(γ + 1) < b1 < σ2,2 + 2(γ + 1).

avec ∫
Ω

u

|x|a1
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|b1
dx < ∞. (5.3.21)

En utilisant (5.3.6) et le Théorème 1.2.8, nous avons
∫

Ω

uq

|x|q+σ1,2
dx < ∞.

Donc, d’après l’inégalité de Hölder, nous obtenons

∫
Ω

u

|x|a1
dx =

∫
Ω

u

|x|1+
σ1,2

q

1
|x|a1−1−

σ1,2
q

dx ⩽
( ∫

Ω

uq

|x|q+σ1,2
dx
) 1

q
( ∫

Ω

1
|x|q′(a1−1−

σ1,2
q

)
dx
) 1

q′

⩽ c
( ∫

Ω

1
|x|q′(a1−1−

σ1,2
q

)
dx
) 1

q′
.

.
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L’intégrale ci-dessus est finie sous la condition suivante :

a1 <
N

q′ + σ1,2

q
+ 1. (5.3.22)

Comme q+ < q < q̄, nous avons :

σ1,1 + 2(γ + 1) < N

q′ + σ1,2

q
+ 1 < σ2,1 + 2(γ + 1)

Afin de prouver l’existence de b1, fixons a1 définie ci-dessus (5.3.22) et soit ξ la solution
du problème : 

−Lλ1(ξ) = 1
|x|a1

dans Ω,

ξ1 = 0 sur ∂Ω.

alors ξ(x) ⋍
c

|x|a1−2(γ+1) au voisinage de l’origine. Utilisant ξ comme fonction test dans
l’équation vérifiée par u, on trouve

∫
Ω

−Lλ1(u)ξ dx =
∫

Ω
vpξ dx.

Par conséquent, d’après (5.3.21)
∫

Ω
vpξ dx ⩽

∫
Ω

u

|x|a1
dx < ∞.

Donc ∫
Ω

vp

|x|a1−2(γ+1) dx < ∞. (5.3.23)

Utilisons maintenant l’inégalité de Hölder et (5.3.23), pour trouver b1, en effet,

∫
Ω

v

|x|b1
dx ⩽

( ∫
Ω

vp

|x|a1−2(γ+1) dx
) 1

p
( ∫

Ω

1

|x|p′(b1− a1−2(γ+1)
p

)
dx
) 1

p′

⩽ c
( ∫

Ω

1

|x|p′(b1− a1−2(γ+1)
p

)
dx
) 1

p′
.

Cette intégrale est finie si et seulement si p′(b1 − a1−2(γ+1)
p

) < N .
C’est à dire

b1 <
N

p′ + a1 − 2(γ + 1)
p

.

Nous avons : σ1,1 + 2(γ + 1) < a1 <
N
q′ + σ1,2

q
+ 1 := a∗. Nous pouvons facilement montrer

qu’on peut choisir a1 proche de a∗ tel que N
q′ + a1−2(γ+1)

q
+ 1 > σ1,1 + 2(γ + 1) et choisir b1
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tel que

σ1,2 + 2(γ + 1) < b0 <
N

p′ + a0 − 2(γ + 1)
p

< b1 <
N

p′ + a1 − 2(γ + 1)
p

.

Ainsi, en argumentant comme pour le premier cas, nous pouvons définir deux suites
croissantes

(
an
)
n∈N

,
(
bn
)
n∈N

telles que pour tout n ⩾ 2, nous avons



N

p′ + an−1 − 2(γ + 1)
p

< bn <
N

p′ + an − 2(γ + 1)
p

.

N

q′ + bn−2 − 2(γ + 1)
q

+ 1 < an <
N

q′ + bn−1 − 2(γ + 1)
q

+ 1.

(5.3.24)

et, ∫
Ω

uq

|x|q+bn−2(γ+1) dx < ∞ et
∫

Ω

vp

|x|an−2(γ+1) dx < ∞. (5.3.25)

Comme u(x) ⩾ |x|−σ1,1 et v ⩾ C|x|−σ1,2 , nous obtenons le résultat suivant,
∫
Br(0)

1
|x|qσ1,1+q+bn−2(γ+1) dx < ∞ et

∫
Br(0)

1
|x|pσ1,2+an−2(γ+1) dx < ∞.

Ce qui nous donne

bn < N + 2(γ + 1) − q(σ1,1 + 1) et an < N + 2(γ + 1) − pσ1,2. (5.3.26)

Soient an → â et bn → b̂ (quand n tend vers ∞). D’après (5.3.24), et par passage à la
limite, nous obtenons,

â = N + pq − 2p(γ + 1) − 2(γ + 1)
pq − 1 et b̂ = N − q(2(γ + 1) − 1) + 2(γ + 1)

pq − 1 . (5.3.27)

• Étape 2. Maintenant, nous pouvons achever la démonstration de la non-existence. En
effet, rappelons que nous avons supposé que p > σ1,1 + 2(γ + 1)

q(σ1,1 + 1) − 2(γ + 1).

mais, en utilisant (5.3.26) et (5.3.27), nous obtenons p ⩽
σ1,1 + 2(γ + 1)

q(σ1,1 + 1) − 2(γ + 1) ce qui
conduit à une contradiction. D’où la démonstration de ce Théorème.

5.3.2 Résultats d’existence du système (S5p)

Dans cette partie, nous présentons les résultats d’existence du système (S5p) en fonc-
tion des valeurs de p et q. Ces résultats sont détaillés dans le théorème ci-dessous :
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Théorème 5.3.2. Soient p, q > 1, ∞ < γ < N−2
2 , et 0 < λ1 < λ2 < ΛN,γ, supposons que

l’une des hypothèse suivante est vérifiée dans B1(0)

1) p < p+ et q < q+.

2) p+ < p < p̄ et q < σ1,2+2(γ+1)
σ1,2p−2γ−1 .

3) q+ < q < q̄ et p < σ1,1+2(γ+1)
q(σ1,1+1)−2(γ+1)

4) p = p+ et q < q+ ou q = q+ et p < p+

Alors le système (S5p) possède au moins une sur-solution positive faible au sens de la
Définition 5.2.1 dans B1(0).

Démonstration. Le principe de la cette démonstration est de construire des sur-
solutions dans B1(0) pour chaque cas, en se basant sur les solutions radiales symétriques
exposées dans la première section de ce chapitre.
1er cas : 1 < p < p+ et 1 < q < q+

Ils existent β1, β
′
1 avec σ1,1 < β1 < 2(γ+1)

p−1 et σ1,2 < β′
1 < 2(γ+1)−q

q−1 tels que (u1(x) =
c1|x|−β1 , v1(x) = c2|x|−β′

1) est une sur-solution du système (S5p) dans B1(0)\{0} où
c1Pλ(β1) ⩾ cp2 et c2Pλ(β′

1) ⩾ cq1β
q
1 , en effet :

Lλ1u1(x) = c1P(β1)|x|−β1−2(γ+1) ⩾ v1(x)p

et
Lλ2v1(x) = c2P(β′

1)|x|−β′
1−2(γ+1) ⩾ |∇u1(x)|q = cq1β

q
1|x|(−β1−1)q

2ème cas : p+ < p < p̄ et q < σ1,2+2(γ+1)
σ1,2p−2(γ+1)+1

soient u2(x) = c3|x|−β2 avec σ1,1 < β2 = pσ1,2 − 2(γ + 1) < σ2,1 et c3P(β2) ⩾ 1.
et v2(x) = |x|−σ1,2 − c4|x|−β′

2 avec β′
2 = q(σ1,2p − 2(γ + 1) + 1) − 2(γ + 1) < σ1,2 et

−c4P(β′
2) ⩾ cq3β

q
2 .

Nous avons :

Lλ1u2(x) = c3P(β2)|x|−β2−2(γ+1) = c3P(β2)|x|−pσ1,2 ⩾ v2(x)p

et

Lλ2v2(x) = −c4P(β′
2)|x|−β′

2−2(γ+1) = −c4P(β′
2)|x|−q(σ1,2p−2(γ+1)+1)

= −c4P(β′
2)|x|(−β2−1)q ⩾ |∇u2(x)|q

donc (u2, v2) est une sur-solution pour le système (S5p) dans B1(0).
3ème cas : q+ < q < q̄ et p < σ1,1+2(γ+1)

(σ1,1+1)q−2(γ+1)

Dans ce cas, supposons que : u3(x) = |x|−σ1,1 − c5|x|−β3 où β3 = p((σ1,1 +1)q−2(γ+1))−
2(γ + 1) < σ1,1 et −c5P(β3) ⩾ cp6
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et v3(x) = c6|x|−β′
3 où σ1,2 < β′

3 = q(σ1,1 + 1) − 2(γ + 1) < σ2,2 et c6P(β′) ⩾ σq1,1

Nous obtenons :

Lλ1u3(x) = −c5P(β3)|x|−β3−2(γ+1) = −c5P(β3)|x|−p((σ1,1+1)q−2(γ+1))

= −c5P(β3)|x|−β′
3p ⩾ v3(x)p

et

Lλ2v3(x) = c6P(β′
3)|x|−β′

3−2(γ+1) = c6P(β′)|x|(−σ1,1−1)q

⩾ | − σ1,1|x|−σ1,1−1 + c5β3|x|−β3−1|q ⩾ |∇u3(x)|q

Alors (u3, v3) est une sur-solution du système (S5p) dans B1(0).
4ème cas : p = p+ et q < q+

Soient u4(x) = |x|−σ1,1(− ln |x|) et v4(x) = |x|−σ1,2 − c7|x|−β4 avec β4 = q(σ1,1 + 1) − 2(γ+
1) < σ1,2

Nous avons :

Lλ1u4(x) = c8|x|−σ1,1−2(γ+1) où c8 = N − 2(γ + 1) − 2(γ + 1)σ1,1 ⩾ 0

= c8|x|−σ1,2p ⩾ v4(x)p

et

Lλ2v4(x) = c8|x|−β4−2(γ+1) où c8 ⩾ 0

= c8|x|(−σ(λ1)−1)q ⩾ | − σ1,1|x|−σ1,1−1(− ln |x|) − |x|−σ1,1−1|q

= |x|(−σ(λ1)−1)q| ln |x| − 1|q = |∇u|q

donc (u4, v4) est une sur-solution du système (S5p) in B1(0).
5ème cas : q = q+ et p < p+

Dans ce dernier cas, (u5, v5) est une sur-solution du système (S5p), avec :
u5(x) = |x|−σ1,1 − |x|−β5 et v5(x) = |x|−σ1,2(− ln |x|) où β5 = pσ1,2 − 2(γ + 1) < σ1,1

en effet,

Lλ1u5(x) = c9|x|−σ1,1−2(γ+1) où c9 ⩾ 0

= c9|x|−σ1,2p ⩾ v4(x)p
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et

Lλ2v5(x) = c10|x|−σ1,2−2(γ+1) où c10 ⩾ 0

= c10|x|(−σ(λ1)+1)q ⩾ | − σ1,1|x|−σ1,1−1 + β5|x|−β5|q = |∇u|q

5.4 Résultats d’existence de de non-existence pour
un système avec poids avec données gradient-
gradient

Dans cette partie de ce chapitre, nous présentons les principaux résultats d’existence
et de non-existence pour un système avec poids et potentiels gradient-gradient, en effet,
considérons le système suivant :



−div(|x|−2γ∇u) = λ1
u

|x|2(γ+1) + |∇v|p, dans Ω,

−div(|x|−2γ∇v) = λ2
v

|x|2(γ+1) + |∇u|q, dans Ω,

u, v ⩾ 0 dans Ω,
u = v = 0 sur ∂Ω,

(S5g)

Pour p, q > 1, 0 < λ1 ̸= λ2 < ΛN,γ = (N−2(γ+1)
2 )2 avec −∞ < γ < N−2

2 , Ω est un domaine
borné dans RN tel que 0 ∈ Ω, N ⩾ 3.

5.4.1 Résultats de non-existence

Introduisons tout d’abord les exposants critiques correspondants au système étudié
(S5g),

p+ = σ1,1 + 2(γ + 1)
σ1,2 + 1 , q+ = σ1,2 + 2(γ + 1)

σ1,1 + 1
et

p̄ = N − σ1,1

σ1,2 + 1 , q̄ = N − σ1,2

σ1,1 + 1

avec σ1,i et σ2,i sont définies dans (5.3.1). Notons que N − σ1,i = σ2,i + 2(γ + 1), pour
i = 1, 2.
Les résultats de non-existence sont présentés dans le Théorème qui suit :

Théorème 5.4.1. Supposons que l’une des hypothèses suivantes est satisfaite pour p, q >
1, 0 < λ1 ̸= λ2 < ΛN,γ et −∞ < γ < N−2

2 ,
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1) p > p̄ ou q > q̄.

2) p+ < p < p̄ et q > σ1,2+2(γ+1)
p(σ1,2+1)−2γ−1 .

3) q+ < q < q̄ et p > σ1,1+2(γ+1)
q(σ1,1+1)−2γ−1 .

Alors, le système (S5g) ne possède de sur-solutions positives au sens de la Définition 5.2.1.

Remarquons que le système (S5g) a une structure symétrique, en utilisant les même
démarches de démonstration pour le système (S5p),

Pour déterminer la courbe critique qui sépare la zone d’existence et de non-existence,
nous suivrons de près les calculs utilisés pour le système précédent.

Nous soulignons que pour ce cas, de nouvelles difficultés apparaissent en raison de la
présence d’un terme de gradient dans les deux équations.

Maintenant et de manière similaire au cas du système (S5p), l’idée principale de la
démonstration est de prouver que toute solution positive (u, v) du système (S5g) possède
une propriété d’auto-amélioration de la sommabilité. Autrement dit, pour des valeurs
appropriées ν0 > σ1 et µ0 > 0, nous pouvons construire des suites croissantes

(
νn
)
n∈N

et(
µn
)
n∈N

telles que : ∫
Ω

u

|x|µn
dx < ∞ et

∫
Ω

v

|x|νn
dx < ∞. (5.4.1)

Nous illustrons dans les figures ci-dessous, les courbes permettant de séparer les zones
d’existence et de non existence, pour les deux cas de figures à savoir, γ = 0.6 et γ = −0.6

Figure 5.3 – Zones d’existence et de non-existence pour le système (S5g) pour N = 7,
λ1 = 2, λ2 = 3 et γ = 0.6
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Figure 5.4 – Zones d’existence et de non-existence pour le système (S5g) pour N = 7,
λ1 = 2, λ2 = 3 et γ = −0.6

Démonstration. Supposons par contradiction que le système(S5g) admet une sur-
solution faible (u, v).
1er cas : p > p̄ ou q > q̄.
D’après Le Lemme 5.2.3, nous obtenons :

∫
Ω

|∇v|p|x|−σ1,1 dx < ∞ et
∫

Ω
|∇u|q|x|−σ1,2 dx < ∞. (5.4.2)

Comme p < N
σ1,1+1 et q < N

σ1,2+1 , nous pouvons utiliser maintenant l’inégalité de Caffarelli-
Kohn-Nirenberg [Théorème 1.2.8]. Pour un r assez petit tel que Br(0) ⊂⊂ Ω, ils existent
des constantes positives C1(r,Ω), C1(r,Ω) telles que :

∫
Br(0)

vp

|x|p
|x|−σ1,1 dx ⩽ C

∫
Br(0)

|∇v|p|x|−σ1,1 dx+
(∫

Br(0)
vdx

)p
< ∞. (5.4.3)

et ∫
Br(0)

uq

|x|q
|x|−σ1,2 dx ⩽ C

∫
Br(0)

|∇u|q|x|−σ1,2 dx+
(∫

Br(0)
udx

)q
< ∞. (5.4.4)

Comme Lλ1(u) ⩾ 0 et Lλ2(v) ⩾ 0, d’après le Lemme 5.2.2, ils existent des constantes
positives C1, C2 et une boule Br(0) ⊂ Ω pour r assez petit tel que : v(x) ⩾ C2|x|−σ1,2

dans Br(0) et u(x) ⩾ C1|x|−σ1,1 . D’après (5.4.3) et (5.4.4) on obtient :

∫
Br(0)

1
|x|p(σ1,2+1)+σ1,1

dx < ∞ ⇒ p ⩽
N − σ1,1

σ1,2 + 1 . (5.4.5)
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et ∫
Br(0)

1
|x|q(σ1,1+1)+σ1,2

dx < ∞ ⇒ q ⩽
N − σ1,2

σ1,1 + 1 . (5.4.6)

ce qui nous donne une contradiction avec l’hypothèse p > p̄, et q > q̄, d’où la démonstra-
tion de la non-existence découle pour le premier cas.
2ème cas : p+ < p < p̄ et q > σ1,2+2(γ+1)

p(σ1,2+1)−2γ−1 .
Nous avons supposé que le système (S5g) admet une sur-solution (u, v), d’après le Lemme
5.2.3 nous avons

∫
Ω

|∇v|p|x|−σ1,1 dx < ∞ et
∫

Ω
|∇u|q|x|−σ1,2 dx < ∞. (5.4.7)

Le principal outil pour démontrer ce résultat est le processus proposé dans les chapitres
précédents, il est basé sur la construction des suites croissantes

(
µn
)
n∈N

et
(
νn
)
n∈N

telles
que : ∫

Ω

u

|x|µn
< ∞ et

∫
Ω

v

|x|νn
< ∞.

avec µ0 = σ1,2 + 2(γ + 1) et ν0 = σ1,1 + 2(γ + 1).
Par le biais le procédé itératif présenté précédemment, nous arrivons à démontrer l’exis-
tence de deux suites croissantes.

(
µn
)
n∈N

,
(
νn
)
n∈N

telles que pour n ⩾ 2,



N

p′ + νn−2 − 2(γ + 1)
p

+ 1 < µn <
N

p′ + νn−1 − 2(γ + 1)
p

+ 1,

N

q′ + µn−1 − 2(γ + 1)
q

+ 1 < νn <
N

q′ + µn − 2(γ + 1)
q

+ 1.

(5.4.8)

En conséquence, sur la base des calculs précédents, nous déduisons que :
∫

Ω

uq

|x|q+µn−2(γ+1) dx < ∞ et
∫

Ω

vp

|x|p+νn−2(γ+1) dx < ∞. (5.4.9)

Nous avons aussi, u(x) ⩾ C|x|−σ1,1 et v(x) ⩾ C ′|x|−σ1,2 , donc
∫
Br(0)

1
|x|qσ1,1+q+an−2(γ+1) dx < ∞ et

∫
Br(0)

1
|x|pσ1,2+bn−2(γ+1) dx < ∞.

Ainsi, il est nécessaire que

µn < N + 2(γ + 1) − q(σ1,1 + 1) et νn < N + 2(γ + 1) − p(σ1,2 + 1).

Définissons µ̄, ν̄ telles que

µ̄ = lim
n→+∞

µn et ν̄ = lim
n→+∞

νn.
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Revenons à (5.4.8), nous déduisons que

µ̄ = N

p′ + ν̄ − 2(γ + 1)
p

+ 1,

ν̄ = N

q′ + µ̄− 2(γ + 1)
q

+ 1.

En effectuant un calcul direct, il s’ensuit que

ν̄ = N + pq + (1 − 2(γ + 1))p− 2(γ + 1)
pq − 1 .

À ce stade, nous démontrons le résultat principal de la non-existence pour p+ < p < p̄.
Rappelons que nous avons supposé que q > σ1,2+2(γ+1)

p(σ1,2+1)−2γ−1

D’après (5.4.9) et le Lemme 5.2.3, nous avons
∫
Br(0)

1
|x|pσ1,1+p+νn−2(γ+1) dx ⩽

∫
Ω

vp

|x|q+νn−2(γ+1) dx < ∞ pour tout n.

ce qui nous donne pσ1,2 + bn − 2(γ + 1) < N pour tout n et donc par passage à la limite

p(σ1,1 + 1) + ν̄ ⩽ N + 2(γ + 1)

Par conséquent, en remplaçant ν̄ par sa valeur, nous pouvons conclure que q ⩽ σ1,2+2(γ+1)
p(σ1,2+1)−2γ−1 ,

d’où la contradiction avec l’hypothèse principale pour ce cas. Cela conclut la preuve du
théorème pour le deuxième cas.
3ème cas : q+ < q < q̄ et p > σ1,1+2(γ+1)

q(σ1,1+1)−2γ−1 .
En prenant en considération la symétrie du système (S5g), la non-existence s’établit en
inversant les rôles de p et q. Cela conclut la démonstration du Théorème.

5.4.2 Résultats d’existence

Dans cette partie, nous exposons les résultats d’existence relatifs au système (S5g)
pour les différentes valeurs de p et de q. Ces résultats sont énoncés dans le théorème
suivant :

Théorème 5.4.2. Soient p, q > 1, ∞ < γ < N−2
2 , et 0 < λ1 < λ2 < ΛN,γ, supposons que

l’une des hypothèses suivantes est vérifiée dans B1(0)

1) p < p+ et q < q+.

2) p+ < p < p̄ et q < σ1,2+2(γ+1)
p(σ1,2+1)−2γ−1 .

3) q+ < q < q̄ et p < σ1,1+2(γ+1)
q(σ1,1+1)−2γ−1
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4) p = p+ et q < q+ ou q = q+ et p < p+

Alors le système (S5g) admet au moins une sur-solution positive faible au sens de la
Définition 5.2.1 dans B1(0).

Démonstration. Suivant les mêmes arguments utilisées précédemment, construisons
des sur-solutions dans B1(0) pour chaque cas, par le biais des solutions radiales.
1er cas : 1 < p < p+ et 1 < q < q+

Supposons u(x) = c1|x|−σ1,1 − c2|x|−τ1 où τ1 = p(σ1,2 + 1) − 2(γ + 1) < σ1,1

et v(x) = c3|x|−σ1,2 − c4|x|−τ2 où τ2 = q(σ1,1 + 1) − 2(γ + 1) < σ1,2

Si les constantes c1, c2, c3, c4 vérifiant les conditions suivantes : cp3σp1,2 ⩽ −c2Pλ1(τ1) et
cq1σ

q
1,1 ⩽ −c4Pλ2(τ2), alors (u, v) est une sur-solution positive pour le système (S5g) dans

B1(0) \ {0}.
2ème cas : p+ < p < p̄ et q < σ1,2+2(γ+1)

p(σ1,2+1)−2γ−1 .
Soient u(x) = c1|x|−τ1 avec σ1,1 < τ1 = p(σ1,2 + 1) − 2(γ + 1) < σ2,1,
et v(x) = |x|−σ1,2 − c2|x|−τ2 avec τ2 = q(p(σ1,2 + 1) − 2(γ + 1) + 1) − 2(γ + 1) < σ1,2.
Si c1P(τ1) ⩾ |c2τ2 −σ1,2|p et c1P(τ1) ⩾ |c2τ2 −σ1,2|p, alors (u, v) est une sur-solution pour
le système (S5g) dans B1(0).
3ème cas : q+ < q < q̄ et p < σ1,1+2(γ+1)

q(σ1,1+1)−2γ−1

Dans ce cas, supposons que : u(x) = |x|−σ1,1 − c1|x|−τ1 où τ1 = p((σ1,1 + 1)q − 2(γ + 1) +
1) − 2(γ + 1) < σ1,1.
et v(x) = c2|x|−τ2 où σ1,2 < τ2 = q(σ1,1 + 1) − 2(γ + 1) < σ2,2.
(u, v) est une sur-solution du système (S5g) dans B1(0) si et seulement si −c1P(τ1) ⩾ cp2τ

p
2

et c2P(τ2) ⩾ |c1τ1 − σ1,1|q.
4ème cas : p = p+ et q < q+

Soient u(x) = |x|−σ1,1(− ln |x|) et v(x) = |x|−σ1,2 −c1|x|−τ avec τ = q(σ1,1 +1)−2(γ+1) <
σ1,2

Nous avons :

Lλ1u(x) = C|x|−σ1,1−2(γ+1) où C = N − 2(γ + 1) − 2(γ + 1)σ1,1 ⩾ 0

= C|x|(−σ1,2−1)p ⩾ |∇v(x)|p

et

Lλ2v(x) = −c1P(τ)|x|−τ−2(γ+1) = −c1P(τ)|x|(−σ(λ1)−1)q

⩾ | − σ1,1|x|−σ1,1−1(− ln |x|) − |x|−σ1,1−1|q = |x|(−σ(λ1)−1)q| ln |x| − 1|q = |∇u|q

d’où (u, v) est une sur-solution positive du système (S5g) dans B1(0).
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5ème cas : q = q+ et p < p+

Dans ce dernier cas, (u, v) est une sur-solution du système (S5g), avec :
u(x) = |x|−σ1,1 − |x|−τ et v(x) = |x|−σ1,2(− ln |x|) où τ = p(σ1,2 + 1) − 2(γ + 1) < σ1,1

en effet,

Lλ1u(x) = −Pλ1(τ)|x|−τ−2(γ+1) = −Pλ1(τ)|x|−(σ1,2−1)p ⩾ |x|(−σ(λ2)−1)p| ln |x| − 1|p = |∇v|p

et

Lλ2v(x) = C|x|−σ1,2−2(γ+1) où C = N − 2(γ + 1)(σ1,2 + 1) ⩾ 0

= C|x|(−σ(λ1)−1)q

⩾ | − σ1,1|x|−σ1,1−1 + τ |x|−τ |q = |∇u|q

Remarque. Supposons que : (ũ(x), ṽ(x)) = (C1|x|−β−2γ, C2|x|−β−2γ) , pour (u(x), v(x)) =
(c1|x|−β, c2|x|−β), nous avons

(ũ(x), ṽ(x)) = (u(x)|x|−2γ, v(x)|x|−2γ)

Par conséquent
∇ũ = C1|x|−2γ∇u(x) et ∇ṽ = C2|x|−2γ∇u(x)

Ce changement de variable, nous permet de trouver le système ci-dessous :


−∆ũ− λ1
ũ

|x|2
= vp|x|2γp dans Ω,

−∆ṽ − λ2
ṽ

|x|2
= |∇ũ|q|x|2γq dans Ω,

ũ, ṽ > 0 dans Ω,
ũ = ṽ = 0 sur ∂Ω,

(S6)

Résultats de non-existence : Courbe optimale
Notre objectif est de montrer l’existence d’une courbe critique telle que l’existence et la
non-existence de solutions du système précédent dépendent de la position de (p, q) en
fonction de γ par rapport à cette courbe.

Commençons par définir les exposants critiques corresponds à ce système,

p+ := σ1,1 + 2
σ1,2 − 2γ , q+ := σ1,2 + 2

σ1,1 + 1 − 2γ (5.4.10)
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et
p̄ := N − σ1,1

σ1,2 − 2γ , q̄ := N − σ1,2

σ1,1 − 2γ + 1 . (5.4.11)

avec
σ1,i = N − 2

2 −
√

ΛN − λi, σ2,i = N − 2
2 +

√
ΛN − λi (5.4.12)

sont les racines de l’équation algébrique Pλi
(β) = −β2 + (N − 2)β−λi = 0. pour i = 1, 2.

La première région de non-existence dans le plan (p, q) sera la suivante :

Théorème 5.4.3. Soit 0 < λ1 < λ2 < ΛN fixé, supposons p, q > 1 et −∞ < γ < N−2
2

telles que soit p ⩾ p̄ ou q ⩾ q̄. alors le système (S6) n’admet pas de solution faible positive
dans le sens de la Définition 1.2.6.

Démonstration. Par contradiction, supposons que le système (S6) possède une solu-
tion faible positive (ũ, ṽ). Nous avons deux cas :

Premier cas : Supposons que q ⩾ q̄. Utilisant l’équation vérifiée par ṽ et le Lemme
1.3.1, nous obtenons ∫

Ω
|∇ũ|q|x|−σ1,2+2γq dx < ∞.

Alors, d’après le Théorème 1.2.8, pour un r assez petit tel que Br(0) ⊂⊂ Ω, il existe une
constante positive C(r,Ω) telle que :

∫
Br(0)

ũq

|x|q
|x|−σ1,2+2γq dx ⩽ C

∫
Br(0)

|∇ũ|q|x|−σ1,2+2γq dx+
(∫

Br(0)
ũdx

)q
< ∞. (5.4.13)

Rappelons que −∆ũ − λ
ũ

|x|2
⩾ 0, alors d’après le Lemme 1.3.1, il existe une constante

positive C̄(r) telle que ũ(x) ⩾ C̄|x|−σ1,1 dans Br(0). En revenant à (5.4.13), nous avons :
∫
Br(0)

1
|x|qσ1,1+q+σ1,2−2γq dx < ∞. (5.4.14)

Comme N−σ1,2
σ1,1−2γ+1 = q̄, alors qσ1,1 + q + σ1,2 − 2γq ⩾ N , ce qui est en contradiction avec

(5.4.14). Par conséquent, le résultat de la non-existence découle dans ce cas.

Deuxième cas : Supposons que p ⩾ p̄. D’après l’équation vérifiée par ũ et le Lemme
1.3.2, nous obtenons : ∫

Br(0)
ṽp|x|−σ1,1+2γp dx < ∞. (5.4.15)
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Comme −∆ṽ − λ
ṽ

|x|2
⩾ 0, en utilisant le Lemme 1.3.1, nous avons :

∫
Br(0)

1
|x|pσ1,2+σ1,1−2γp dx < ∞. (5.4.16)

Comme N−σ1,1
σ1,2−2γ = p̄, alors pσ1,2 +σ1,1 − 2γp ⩾ N . ce qui nous conduit à une contradiction

avec l’hypothèse (5.4.16). D’où la démonstration du Théorème 5.4.3.

Nous présentons dans le Théorème suivant la courbe critique qui sépare les régions d’exis-
tence er de non-existence pour le système (S6)

En utilisant notre processus itératif avec les poids ṽp|x|2γp et |∇ũ|q|x|2γq,
nous obtenons le résultat de non-existence suivant :

Théorème 5.4.4. Supposons que l’une des conditions suivantes est satisfaisante pour
0 < λ1 < λ2 ⩽ ΛN , p, q > 1 et ∞ < γ < N−2

2 :

I) p+ < p < p̄ et q > σ1,2+2
p(σ1,2−2γ)−2γ−1 .

II) q+ < q < q̄ et p > σ1,1+2
q(σ1,1−2γ+1)−2γ−2 .

alors le système (S6) n’admet pas de sur-solutions faibles positives.

Nous pouvons maintenant déduire la zone d’existence donnée ci-dessous :

Théorème 5.4.5. Soient p, q > 1, ∞ < γ < N−2
2 , et 0 < λ1 < λ2 < ΛN,γ, supposons que

l’une des hypothèse suivante est vérifiée dans B1(0)

1) p < p+ et q < q+.

2) p+ < p < p̄ et q < σ1,2+2
p(σ1,2−2γ)−2γ−1 .

3) q+ < q < q̄ et p < σ1,1+2
q(σ1,1−2γ+1)−2γ−2

4) p = p+ et q < q+ ou q = q+ et p < p+

Alors le système (S6) possède au moins une sur-solution positive faible au sens de la
Définition 1.2.6 dans B1(0).
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Perspectives et problèmes Ouverts

L’objet de cette partie est d’énoncer quelques perspectives et de présenter les pro-
blèmes ouverts rencontrés durant l’élaboration de cette thèse.

• L’existence ou la non-existence de solutions positives sur les courbes critiques semble
être un problème intéressant. L’idée principale pour le cas d’une équation avec un exposant
critique est d’obtenir un comportement plus précis de la solution près de l’origine. Cela,
se fait en utilisant un argument de comparaison approprié. Cette approche ne semble pas
applicable dans notre contexte et de nouvelles idées peuvent être proposées.

• Pour le cas des systèmes liés à l’opérateur non-linéaire −∆p, puisque l’intégration
par parties n’est pas possible nous ne pouvons pas utiliser le processus d’itération proposé
dans cette thèse. Cependant, pour certains cas particuliers, par l’utilisation des inégalités
appropriées, nous serons en mesure de traiter le système en question. Ce qui fait l’objet
de nos prochains travaux de recherche dans cette thématique.
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Résumé:  

Cette thèse propose une approche innovante pour résoudre des systèmes d'EDP non linéaires 

elliptiques avec des termes dépendant du gradient et/ou du potentiel. Un nouveau schéma 

itératif est proposé dans les espaces de Lebesgue pondérés par le biais des inégalités de Hardy 

et de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Une courbe optimale est présentée pour distinguer les zones 

d'existence et de non-existence selon les paramètres p et q. Des sur-solutions radiales 

explicites sont également construites pour des domaines bornés. 

Mots clés: Système d'EDP elliptique; Inégalité de Hardy; Espace de Sobolev pondéré; Termes 

gradient/Potentiel. 

 

 

Abstract: 

This thesis proposes an innovative approach to solving nonlinear elliptic PDE systems with 

gradient-dependent and/or potential terms. A new iterative scheme is introduced in weighted 

Lebesgue spaces through Hardy and Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequalities. An optimal curve 

is presented to distinguish the existence and non-existence regions based on the parameters  

p and q. Explicit radial supersolutions are also constructed for bounded domains. 

Key words: Elliptic PDE system; Hardy inequality; Weighted Sobolev space; Gradient/Potential 

terms.  
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