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Résumé

Dans ce travail, on s’appuie sur la théorie du contréle optimal de type
distribué d’un systéme de convection-diffusion stationnaire et aux méthodes
du gradient pour la résolution numérique du systéme d’optimalité associé a
ce dernier et permettant I'approximation numérique du contrdle optimal.

Dans le premier chapitre, on aborde les principales notions de base qui
sont divisées en trois parties : Les espaces de Sobolev qui permettent de dé-
finir le cadre fonctionnel des formulations variationnelles des équations aux
dérivées partielles, la théorie de I'optimisation convexe qui a pour but d’ob-
tenir les conditions nécessaires et suffisantes afin de s’assurer de I'existence et
de 'unicité de la solution optimale du probléme de minimisation exprimant
ultérieurement le probléme de controle optimal .

Le deuxiéme chapitre traite la théorie du controéle optimal distribué dont
on détermine 'unique solution du probléme d’optimisation.

Enfin, le troisiéme chapitre est consacré aux méthodes numériques de
résolution : Méthode du gradient sans et avec contraintes.



Abstract

In this work, we rely on the theory of optimal control of the distribu-
ted type of stationary diffusion convection system. We also depend on the
gradient method for the numerical resolution of the optimality system asso-
ciated with the latter allowing the numerical approximation of the optimal
control.

In the first chapter, we approach the main basic notions which are di-
vided into three parts : the Sobolev spaces which make it possible to solve
the partial differential equations, the convex optimization theory for the pur-
pose of obtaining the conditions necessary and sufficiant in addition to the
formulation of the optimal control problem.

The second chapter treats the theory of distributed optimal control of
which we determine the unique solution of the optimization problem.

At the end, the third chapter is devoted to the numerical methods of
resolution : method of the gradient without and with constraints.
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Introduction

La théorie du controle est I'étude des propriétés des systémes contro-
lés stationnaires ou dynamiques dépendant d’une variable ¢ (le temps du
contrdle). C’est, précisément, I’étude du transfert du systéme controlé d'un
état initial & un état final.

La théorie du controle optimal permet, donc, de déterminer des solutions
optimales pour un critére d’optimisation appelé le contréle optimal, dont on
rencontre ’application dans plusieurs domaines : économie, médecine, méca-
nique ... etc.

En mathématiques, un systéme contrélé est dynamique dont I’état est
présenté par une fonctions inconnue dite fonction d’état ou variable d’état
qui vérifie une ou plusieurs équations (le plus souvent des équations différen-
tielles).

Dans ce mémoire, on s’intéresse & 'application de la théorie du contréle
optimal distribué d’un systéme de convection-diffusion stationnaire supposé
en état stable dans le but de déterminer I'unique solution du probléme d’op-
timisation qui lui est associé.

Une approche numérique interviendra a la fin de ce mémoire afin de pré-
senter un apercu global sur les méthodes numériques utilisées pour résoudre,
numeériquement, ce type de problémes.



Chapitre 1

Préliminaires d’analyse
fonctionnelle

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions et résultats classiques
qui seront utilisés ci-aprés. Les démonstrations et les détails peuvent facile-
ment étre trouvés dans les ouvrages [1], [2] et [3].

1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, on va définir les espaces de Sobolev qui sont les
espaces naturels de fonctions permettant de résoudre les problémes varia-
tionnelles d’équations aux dérivées partielles.

Définition 1.1.1. Soient Q un ouvert borné de R™, et p € [1,+o0],
m € N et soit a = (a1, ,n) un multi-indice, c’est-a-dire un vecteur a n

n
composantes entiéres positives c; > 0, on note |a| = Z Q; .
i=1
On définit alors Uespace de Sobolev W™P(Q) :
Wmr(Q) = {u € LP(Q) , D*u € LP(Q) pour |a| < m}

D>u étant la dérivée partielle de u d’ordre o au sens des distributions et LP
désignant l’espace de Lebesgue des fonctions dont la puissance p est intégrable
sur € .

On munit 'espace vectoriel W™P de la norme :

lullwnme ==Y [[D%l|Ls

lal<m
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Proposition 1.1.1. [3] (W™P(Q),||.|[wm.») est un espace de Banach.
Preuve:
voir [3]| m

Notation :
H™(Q) := W™2(Q); H™ est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

< U, v >pm)= Z < D%u, D% >p2(q)

laj<m

Définition 1.1.2. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par :
ov
1/0) — 2 2 <<
H (Q) {’UEL Q) , oz, e L (Q), 1_z_n}

ot aaTUi est la dérivée partielle faible de v au sens des distributions.

HY(Q) est muni du produit scalaire :

", 0u Ov
<> (@) =< w0 >ai0) + ) <% 8732»>L2(m
=1

et de la norme : |[ullg1q) = /< u,u > g1

L’espace H}(Q) :
Deéfinissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de
H'(Q) et qui sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites
de Dirichlet.

Définition 1.1.3. Soit C°(Q2) lespace des fonctions de classe C™a support
compact dans Q. Lespace de Sobolev H} () est défini comme I’adhérence de
C(Q) dans HY(Q).

H(Q) est en fait le sous-espace de H'(Q) des fonctions nulles sur le
bord :
HY(Q) = {v e H(Q), v|opo =0} C H(Q)

1.2 Formulation Faible

Soit V un espace de Hilbert réel de norme ||.||y. On considére le probléme
variationnel général suivant :

Trouver u € V solution de a(u,v) = L(v) YveV (1.1)
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Les hypothéses sur a et L sont :

i. L(.) est une forme linéaire continue sur V, c’est-a-dire que v — L(v) est
linéaire de V' dans R et il existe Cf, > 0 tel que :

L) < Crfvlly YoeV

ii. a(.,.) est une forme bilinéaire sur V' c’est-a-dire que u — a(u, v) est une
forme linéaire de V dans R pour tout v € V, et v — a(u,v) est une
forme linéaire de V dans R pour tout u € V.

iii. a(.,.) est continue c’est-a~dire qu’il existe M, > 0 tel que :
la(u,v)] < Ma|lullv|vllv Vu,veV

Définition 1.2.1. La forme bilinéaire a est dite V-elliptique (ou coercive
sur V') si seulement si Jag > 0 tel que :

a(v,v) > agllv]|} Yo e V.

Lemme 1.2.1. Inégalité de Poincaré : Soit Q) un ouvert de R™ borné
dans au moins une direction. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour
toute fonction v € HE(Q),

/le(:r)Ide < C/Q|V’U(x)|2d:c.

1.3 Existence et unicité de la solution d’un pro-
bléme variationnel

1.3.1 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.3.1. [1] Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme li-
néaire continue sur V , a(.,.) une forme bilinéaire continue sur V x V el
V-elliptique. Alors le probléme variationnel (1.1) admet une solution unique
ueV.

De plus cette solution dépend contindiment de la forme linéaire L.

1.3.2 Exemple

Etude de l'existence de solution au sens des distributions du probléme
suivant :
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Soit 2 un ouvert borné de R, ( n > 2) de frontiére I' = 92, C! par morgeaux
(selon [6]) :

(P) : —Au=f dans Q ou f € L3(Q)
’ u=20 sur 0N

Cherchons une forme bilinéaire a(.,.), une forme linéaire L(.) et un espace
de Hilbert V tel que : (P) soit équivalent & :

Trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) Yv e V (1.2)

On suppose d’abord que la solution u € H?(f2), on multiplie I'équation du
probléme (P) par une fonction test v € H(Q), et on intégre sur  , on

obtient :
_/Q Au(z) o(z) de = /Q f(2) v(@) dz

En appliquant la formule de Green, on aura pour tout v € H'() :

ou
/QVU(:E) Vou(z) de — - 877( ) ds = / f(z dz  (1.3)

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, ©v = 0 sur
0f), on choisit un espace de Hilbert V tel que toute fonction v € V vérifie
aussi v = 0 sur 9. Dans ce cas, I'inégalité devient (1.3).

/ Vu(z) Vo(z / f(x (1.4)

Pour que le terme de gauche de (1.4) ait un sens il suffit que Vu et Vv
appartiennent a L2(Q) et pour que le terme de droite de (1.4) ait aussi un
sens il suffit que v appartienne & L2(Q) (on a supposé que f € L*(Q)). Par
conséquent, un choix raisonnable pour I'espace de Hilbert est V = H}(€),
le sous-espace de H'(£2) dont les fonctions s’annulent sur le bord 09.

En conclusion, la formulation variationnelle proposée pour le probléme (P)
est :

Trouver u € H} () /Vqu de = / fvdx Yo e HY(Q) (1.5)
Q Q

Vérifions maintenant que le probléme variationnel (1.5) admet une solution
unique. Pour cela nous utilisons le Théoréme de Lax-Milgram dont nous
vérifions les hypothéses :

a(u,v) /Vu ) Vu(z) dx et L(v /f
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On voit facilement que a est une forme bilinéaire continue sur H} () et
que L est une forme linéaire continue sur Hg () (moyennant 1'utilisation de
I'inégalité de Poincaré).

En effet,
a(u,0)] <l oy Vv € HY(S)

et
L) < Cfllz@llvl gy Vo € Ho(Q)

ou C(2) est la constante de Poincaré.
De plus, la forme bilinéaire a est coercive, puisque :

a(v,v) = [vf3p1(0) = [0l

Comme H{ () est un espace de Hilbert, toutes les hypothéses du théoréme de
Lax-Milgram sont satisfaites , alors il existe une solution unique u € HE(Q)
de la formulation variationnelle (1.5).

1.4 Rappels utiles d’optimisation convexe

Cette partie est principalement basée sur la théorie d’optimisation convexe,
on s’intéresse aux questions d’existence de 'optimum des problémes d’opti-
misation, nous allons chercher & obtenir des conditions nécessaires et suffi-
santes d’optimalité (pour plus de détails , voir [2] ).

1.4.1 Définitions

Définition 1.4.1. Soit J : V. — R une fonctionnelle, ou V un espace de
Banach. J est dite faiblement semi-continue inférieurement (s.c.i) si :

vy, =v = J(@w) < lim inf J(v,)

n—-+o0o

Définition 1.4.2. J est dite coercive sur 'V si :

lim  J(v) = 400

[[vllv =00
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1.4.2 Existence de ’optimum pour un probléme d’optimisa-
tion

V' un espace de Hilbert sur R, K convexe fermé non vide de V et s.c.i,
considérons le probléme suivant :

(P): vlél[f{ J(v)

Théoréme 1.4.1. [2] Si la fonctionnelle J est conveze, s.c.i et coercive, ou
st le convexe fermé non vide K est borné, alors le probleme (P) admet au
moins une solution optimale notée u et on écrit :

J(u) = vlél}f( J(v)

Si, de plus, J est strictement convexe alors la solution optimale u est unique.

Pour la preuve de ce théoréme je vous invite & voir [2].

1.4.3 Caractérisation des optima par la G-dérivée

Définition 1.4.3. On appelle la dérivée directionnelle de J en u dans la
direction w si :

lim J(u+0w) — J(u)
6—0+

existe et est finie

on note alors

< J'(u),w>= lim J(ut6w) = J(u)
6—0+ 0

Proposition 1.4.1. Si la fonctionnelle J : 'V — R est Gdteauz- différen-
tiable dans V |, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. J est convere surV.
i. Jw) > Jw) + <J(u),v—u> Yu,veV.
. < J'(v) = J(u),v—u>>0 Yu,veV.

Preuve:
J est convexe sur V <= Vu,v eV, Ve0,1],

JOv+(1—-0)u)=Ju+0wv—u) <Ju)+0(J(v)—J(u))
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Ju+0(v—u))— J(u)
0
par passage a la limite (§ — 0T), on obtient :

< J(w)—J(u) (pour 6 #0)

< J'(u),v—u>< Jw)—J(u)
d’on J) > Jw) + < J'(u),v—u> VYu,veV.
i =’
Ona:Jw)>Ju) + <J(u),v—u> VYu,veV
et J(u)>JWw)+ <J (W), u—v> Yu,veV
en faisant la somme, on aura :

J)+ J(u) > J(u) + J(v)+ < J'(u),v —u >+ < J(v),u—v>
= —<JWw,u—v>+<JW),u—v><0
= <J'(v) = J(u),v—u>>0 VYu,veV.

748 =—> 17
posons, pour § € [0,1], ¢: [0,1] — R
p(0) = J(u+0(v—u))
= ¢'(0) =< J'(u+0(v—u)),v—u>
(1) =J@) , »0)=J(u) et ¢'0)=<J(u),v—u>

On a par hypothese : < J'(v) — J'(u),v—u>>0 Vu,veV

= < J'(u+0w—u))—J(u),dv—u)>>0
— <J'(u+0v—-—u)—Ju),v—u>>0 avecd >0
= <J(u+0v—-u),v—u>—<Ju,v—u>>0
= ©'(0) - (0)>0 VOel0,1]
Posons alors :

Y(0) = () — ¢(0) — 0¢'(0)

= '(0) = ¢'(0) — ¢'(0) >0 = 1) est croissante sur [0, 1]
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alors (1) > ¢(0)

Or (1) = ¢(1) — ¢(0) = ¢'(0) = 4(0) =0

— (1) = J(v) — J(u)— < J(u),v—u >>0
— J(0) > J(u)+ < J(u),v—u >

qui est une condition équivalente & la convexité d’aprés la premiére par-
tie de la proposition 1.4.1. m

Remarque 1. Sous les conditions de la proposition 1.4.1, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i. J est strictement convexe sur V.
. J(v) > J(u) + < J(u),v—u> VYu,veV tel que u#v.
. < J'(v) — J(u),v—u>>0 Yu,veV tel que u # v.

1.4.4 Equation et inéquation d’Euler

J V. — R fonctionnelle convexe, Gateaux-différentiable, K convexe
fermé non vide de V, on cherche u € V tel que :

(P): J(u) :vléllf( J(v)

Théoréme 1.4.2. Pour que u soit une solution de (P), il faut et il suffil
que :

<J'(u),v—u>>0 YveK, u fizé (solution optimale de (P))

Cette derniére est appelée l'inéquation d’Euler.
Dans le cas ot K =V (c-a-d sans contraintes), une condition nécessaire et
suffisante pour que u soit une solution de (P) est :

J'(u) = 0y

que l'on appelle I’équation d’Euler.
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Preuve:

” 2
>

u étant une solution de (P) : J(u) = inlf( J(v)
ve

= J(u+0(v—u))>Ju) Voel0,1], Vv e K
= J(u+0(v—u))>J(u) vl €]0,1], Vv e K

1
. 1 _ _ >
- ehr(r)l+ 9 J(u+0(v—u)) J(u)] 0Vve K

= < J'(u),v —u>>0 Vv e K.
L’implication inverse du théoréme découle de la proposition 1.4.1 :

J(v) > J(u)+ < J'(u),v —u>> J(u) Vv € K

Pour le cas sans contraintes (K = V'), on peut toujours poser :
v=uty ,VoeV(carVoeV,JpeVtelquev=utyp)

<J'(u),v—u>=<J'(u), £ >>0 VoeV
= £ <J'(u),p>>0 VpeV
= < J'(u),p>=0 VpeV
— J/(U) = 0y.

Nous avons montré la condition nécessaire dans le cas K = V.
Pour la condition suffisante, et si J'(u) = 0y, on a :

J() > Ju)+ < J'(u),v—u>=Ju) YweV

= J(u) = vengliK J(v).

1.4.5 Exemple

Dans un espace de Hilbert V', a(., .) une forme bilinéaire symétrique conti-
nue sur V x V et V-elliptique et L € V' alors,

(P): a(u,v) =L(v) YveV

10
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admet une solution unique notée u et,
(P ) = (Pmm)

ou
(Pin) : J(u) = inf J(v)
veV
avec J(v) = 3 a(v,v) — L(v)
En effet, J est Gateaux-différentiable telle que :
< J'(v),w >= a(v,w) — L(w)

On montre alors que J est convexe, continue et coercive :

i. Convexité de J :
J est convexe <— VYo,w eV, < J(v) = J(w),v —w >y>0
On a:
< J'(v),v —w >y=a(v,v —w) — L(v — w)
< J'(w),v —w >y=alw,v —w) — L(v —w)

par soustraction membre & membre on obtient :

<J(v) = J(w),v—w>y = alv—w,v—w)
> agllv—w|? (car a est V-elliptique, oy > 0)
> 0

donc, J' est monotone ce qui implique que J est convexe.
De plus J est strictement convexe car, si v # w alors :

< J(v) = J(w),v—w>y>0 Yo,w €V avec v # w.

ii. Continuité de J :
a(.,.) est continue sur V x V, (v, w) — a(v,w) continue sur V x V,
en particulier, si v = w on a v — a(v,v) continue sur V.
L(.) est continue sur V', v — L(v) continue sur V.
Et comme J est la différence de deux fonctionnelles continues sur V' alors
J est continue sur V.

iii. La coercivité de J :
On a:

11
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et L € V! <= L est linéaire et continue
<= 3CL >0, Yo eV, |L(v)| < CLlv|v

— —Crlplly < Lv) < Crlvllv
donc

V

J(v)

= [ollv (5 Il - Cx)

«
Il = Crllvlly

[[vllv =00

On en conclut que le probléme (P,,,) admet une solution optimale unique
notte u € V.= J'(u) = 0y.
c’est-a-dire, < J'(u),v >y=0 Yo eV

— < J'(u),v >y=0=a(u,v) — L(v), YwveV

<= a(u,v) = L(v) Vv € V qui est le probléme (P) dont la solution unique est u.

1.5 Formulation du probléme de contréle optimal

1.5.1 Définition

Soit Q un ouvert borné de R™ et I' = 0f) sa frontiére , on considére un
systéme physique régi par une équation aux dérivées partielles.
De fagon générale, un probléme de contréle se formule selon les caractéris-
tiques fondamentales suivantes :

o L’état du systéme : Représente la solution a chercher et est notée
y(z), avec x € Q.
Par exemple, y(x) température d’un fluide au point = € Q.

e Controle : On distingue deux types de controle :

i. Le controle distribué : Représente une fonction d’action sur
I’état du systeme et ceci a l'intérieur de 2. On la note
vz o(zr), z e
Par exemple, on peut agir sur la température y(x) par v(x) répar-
tie dans € entier.

ii. Le controle frontiére : Dans ce cas la fonction d’action v agit
sur la frontiére I' = 01).

12
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Le systéme physique est en général représenté par une équation d’état :
Ay=f+v
A étant un opérateur aux dérivées partielles et f donnée.
e Contraintes : On définit par fois un ensemble de contraintes appelé

ensemble de controles admissibles dans lequel se trouve le contréle v,
et on le note U,y oit Uyg est sous-ensemble convexe et fermé de L2(Q).

e Fonction cofit : Représente la fonctionnelle du contréle dont la mi-
nimisation permettra de déterminer le contréle optimal cherché.
1.5.2 Exemples
1.

| Ay = f+v dans ()
(Pl)'{ y=20 sur ' = 99

La fonction v représente un controle de type distribué, I’équation est
elliptique avec condition de Dirichlet.
La fonction cott associée a (P;) est donnée par :

J(v):/|y—zd|2 dz + N/v2 dz
Q Q

ou zg4(z) s’appelle état désiré
et la quantité N / v? dz représente le cott du controle.

Q
Aussi le probléme de controle optimal s’exprime comme suit :

Trouver u € Uyq C L*(Q), tel que : J(u) = i%f J(v)
veEUqq

ou y est lié a v par (Py) et y = y(x,v(x)).

Oy

—Ay+y = f dans Q
(PQ)’{&?:’U sur I' = 00}

Le controle v est de type frontiére, il agit par une condition de Neu-
mann, ’équation étant elliptique.
On définit alors la fonction cotit par :

J(U):/]y—yd|2 do + N/v2 do
r r

13



Chapitrel Préliminaires d’analyse fonctionnelle

Dans ce cas yq est ’état désiré sur I' = 0€) et on a alors une observation
frontiére.
Minimiser J(v) revient a chercher le contréle u qui soit le plus petit

possible (en norme Hv||%2(r) = / v?do) tel que : I'état du systeéme y(v)
r

soit le plus proche de I'état désiré yq : ||y — yallp2(ry — 0.

14



Chapitre 2

Controle optimal d’un systéme
de convection-diffusion
stationnaire

A ce niveau, on définit le systéme de convection-diffusion stationnaire
dans le cas multidimensionnel avec une condition de Dirichlet. La premiére
partie consiste & étudier théoriquement ce systéme en utilisant la forme faible
qui nous permet d’obtenir ’existence et 'unicité de la solution, et dans un
second temps, on se penche sur la théorie du controle optimal qui a ’objectif
de déterminer la solution unique d’un probléme d’optimisation associé , c’est
ce qu’on appelle le controle optimal ([4] et [5]).

2.1 Introduction

La combinaison des équations de diffusion et de convection est définie
par un ensemble de phénoménes physiques olt des particules, de ’énergie ou
d’autres grandeurs physiques sont transférées dans un systéme physique ou
se produisent deux processus : la diffusion et la convection.

La formule générale de I’équation de diffusion-convection stationnaire est
donnée par :

9 = kAy — div(Ty) + f

ot

ol

y : la variable d’intérét,

k : le coefficient de diffusion (qui est une constante),

wle champ de vitesse de faible intensité avec lequel la quantité de particules

15



Chapitre2 Controle otipmal d’un systéme de convection-diffusion stationnaire

se déplace ( le déplacement des particules étant dans ce cas trés lent),

f : décrit les sources ou les puits de la grandeur y,

A : représente le laplacien.

Dans cette équation on a deux termes dans le second membre :

Le premier (kAy) décrit la diffusion alors que le second (—div(Wy)) décrit
la convection ou l'advection.

2.2 Probléme de convection-diffusion stationnaire

Considérons que le probléme précédent est en état stable, i.e : % =0, tel
que le champs de vitesse W décrit un écoulement incompressible (c’est-a-dire
qu’il a une divergence nulle dive = 0).

On définit alors le probléme de convection-diffusion stationnaire suivant :
Soit © un ouvert borné connexe de R" (n € N*)

—kAy+@.Vy=f dans Q 2.1)
y=20 sur 0f2 '
ou feL?(Q) et & =(wy,,wn)T
avec w; € L) * (<= Vi=1,n3& >0 |w;i(z)| <& V€ Q)
et w; > 0Vi=1,nsur Q.
De plus Jip € {1,--- ,n} tel qu’il existe une constante S > 0 de fagon a

ce que w;,(x) > B> 0Vr € Q.
k > 0 est le coefficient de diffusion et

A:;%2

- 0
ﬁv = ;wi axz

On étudie alors l'existence et 'unicité de la solution du probléme (2.1), en
cherchant une forme bilinéaire a(.,.) et une forme linéaire L(.) telles que
(2.1) soit équivalent a :

Trouver y € V' tel que a(y,z) = L(z) Vze€V

x. L°°(Q) est Pespace des classes de fonctions bornées sur € :

heL”(Q) < ||h]le := sup |h(z)| < +oo
z€Q

N> 0, |h(@)| < AVz €Q olt A= ||

16
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2.2.1 Formulation variationnelle

On pose V = H(Q) et on suppose que la solution u € H?().
En multipliant 'équation du probléme (2.1) par une fonction test z € Hg ()
et en intégrant sur §2, on obtient :

—k:/QAy(a: dx+/w> Vy(z dx_/f
= —k/{)ég?;(w)z /(sz axz )z(x)dx:/gf(x)z(x)dx

En utilisant la formule de Green, I’équation devient :

kz / 2 axz /a szdm—z / wilz 6352 2)2(z)dz = /Q F(@)2(2)dz

ﬁ étant le vecteur normal extérieur.

Comme 2 € H}(Q), on a alors :

kZ/a% Bxl da:—i—Z/wz 6361 (x)dx:/ﬂf(x)z(m)dx

En conclusion, la formulation variationnelle proposée pour le probléme (2.1)
est :

Trouver y € Hy(Q) tel que a(y, 2) = L(z) Yz € H}(Q) (2.2)

ou

aly, 2 _kz/axz 8% d+z/ 8%1 )2(@)de

= /Qf(ac)z(x)dx

2.2.2 Existence et unicité de la solution du probléme de
convection-diffusion stationnaire

On vérifie maintenant que le probléme variationnel (2.2) admet une solu-
tion unique. Pour cela on utilise le théoréme de Lax-Milgram pour lequel on
doit montrer que la forme bilinéaire a est continue sur V x V , V-elliptique
et que la forme linéaire L est continue sur V.

17
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i. Continuité de a :
Soient 21,29 € HE(Q) :

0z 82 " 0z
la(z1, 22)| = ]kz 8; &Cf 2)de + /Q wil) 89;(36)@(3:)(1;3\
=1

az1 8,22 n 071
< ) 0z1
= kZ/ ‘3% oz («T)‘dfﬁ‘f‘;/ﬂ |wi () (x)||z2(x)|dx
Orona: |wi(z)| <& Ve e QVi=1ncarw; € L°(Q) Vi =1,n,
alors
= 821 822 821
<
’a(231722)’ > k;Haxl L2(Q H@mz L2(Q gz 81‘1 L2(9) ”22HL2(Q)
- 8Zl 622 821
<
o kZ:Haxl LQ(Q)HaxZ L2(Q) 5 Z Haxl L2(0 ‘ 2HL2

avec § < & = 11£1a<x &.

D’aprés l'inégalité de Poincaré, on aura :

"0 15) 0
0 o
(2.3)
R 822
ot [|[Vzal[r2(q) <Z‘ oz, L2(Q

Par ailleurs, en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les suites

finies on a :
d " ! noNB L N
Sl =3l 1= kel 2] = (Slai?)” (212
i=1 i=1 1 i=1 i=1
———
N

quelle que soit la suite finie réelle {a;}]" ; C R, on peut alors écrire ce
qui suit pour le second terme du second membre de (2.3) :

o) < K02 ) (12 )
rvreco(S12,.,) (512

1
2
L2(Q

8.%1'

18



Chapitre2 Controle otipmal d’un systéme de convection-diffusion stationnaire

ii.

d’ou

la(z1,22)] < (k++v/n & C(Q (ZHﬁzl

o0x;

)

82’2
o) (S5
On en conclut alors que :

la(z1, 22)] < Mallz1l| oy ll22ll g2 ) V21,22 € Ho ()

avec M, =k + /n £ C(Q) est la constante de continuité de ”a”.

ou & := max & et & = [Jwiloo avec o= (wi)iy.
1<i<n

V-ellipticité de a :
Soit 2 € H} (),

a(z,2) = ki / <§;(x) dx—ir; / wi(2) g;i(m)z(x)dx

Y

ol
INgE
S—_
VN
gl

S

V4
E
i1
S~
VR
Dl
SRR

\Y
e
N
S~
VR
Dl
SR

ou

avec n = (1,---,1)T.
Ainsi

D’aprés la formule de Stokes on a

/div(an)dx = / 22n - Hdo(x
Q N

19
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ii.

iv.

avec 10 = (n1,--- ,ny)7 est le vecteur normal extérieur.

Comme z € H}(Q), il est clair que :

=0 = 22 =0.

“lag “laa

Ainsi , on a :

/ div(z*n)dz = 0
Q

et par suite

a(z,2) > ké/ﬂ <§; (x)>2da;.

Finalement
a(z,z) > k‘IIZIIZé (Q).

D’ou la V-ellipticité de la forme bilinéaire ”a”.
Continuité de L : Vz € HE(Q)
L@ < [ @)

/ 1 (@)]|2()|de
Q

1122 ll21l 22 ()

IN

IN

D’aprés l'inégalité de Poincaré, on a :
L) < CONflzollzlmy) V2 € Ho()
= |L(2)| < CLlzllpy) V2 € Hy(Q)

avec Cp, = C(Q)||flr2(q) est la constante de continuité de ” L”.

Toutes les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées, alors
le probléme variationnel (2.2) admet une solution unique y € Hg ().

Continuité de la solution par rapport aux données :
y solution unique de (2.2) :

a(y,2) = L(z) Vy,z € Hy()

ou
aly,z) = k:/ Vy.Vz da + / (W.Vy)z dz
Q Q
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1 1
= /QVy.Vz dz = Ea(y, z) — % /Q(ﬁVy)z dz (2.4)

:/szdx

Ory e M) — Il = [ (Vo do= [ Vy.Vyas

et

1 1
== HyleLIé(Q) = Ea(y,y) % /Q(ﬁVy)y dz (ou l'on a remplacé dans (2.4) z par y)

= %L(y) - ;/(ﬁ.Vy)y dz (dans (2.2) on remplace z par y)
Q

1 1
= k/ﬂfyd:c—k/ﬂ(ﬁ.Vy)ydx
1 1
2 [t ety [ 195 1l da

1 §
< Il llylizze) + 2 IVYllz@r vl

c(Q c(Q \ . ,
< i;)”f”LQ(Q)”yHHé(Q) + (k‘)\/ﬁ 5”?!“1%16(9) (d’aprés Poincaré)

IN

On rappelle que £ = HﬁHoo << 1.

O ooy + C2 v g

C
— (1 - SC)\/E 5) 19l 2 () < E{;)”f”m)'

= Iyl

£ suffisamment petit pour que @\/ﬁf < 1.

o ——i ) R
k;<1_cgf)ﬁ g)

Ce qui permet de conclure que :

On pose alors :

1912 @) < Cyll fllz2@
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2.3 Controle distribué

Soit € un ouvert borné connexe de R" régulier de frontiere I' = 012,
considérons le systéme suivant :

—kAy+ & Vy = f+v dans Q
y =0 surl

1)+ {

avec x — v(z), x € Q le controle, z — y(z,v(x)) I'état du systéme,
f € L*(Q), v € Uyq un ensemble convexe fermé de L2(Q) et y € V = H}(Q).

Pour simplifier les calculs, on suppose dorénavant le champs de vitesse «
constant avec, bien entendu, || lso << 1 (0l ||&f]loc = max w;

- 1<i<n
wi RV Vi=Tnet = (w, - ,wn)! € R%).
On a alors

oliot) = b [ Vola) Voalas + [ (ﬁ.ww)wmdx Vit € HY(Q)

< g >= /Q g(x) G(x)dz, g€ LA(Q)

Lemme 2.3.1. La solution y de (P1) est définie par :

a(y(v), ) =< f,p >r2q) + < v, 0 >p2q) Yo € HE(Q).

On dit alors que (P2) est la forme faible de (P1) .

Preuve:

On multiplie I’équation du probléme (P1) par une fonction test ¢ € D()
et on intégre sur €2 tout en utilisant la formule de Green.

 étant & support compact dans 2, y = 0 sur I' et se rappelant que

mHl(Q) = H}(Q), on obtient :
—k:/QAy cp(x)dx%—/gﬁ.Vy p(x)de = /Q(f—i—v)(a:) o(x)dx

ek /Q Vy Vo(a)dz + /Q (wﬁvy> olz)dz = /Q (f +v)(2) p(x)de

= a(y(v),p) =< f, 0 >r20) + <V, >r20), Ve € D(Q) et par densité Ve € H3(Q).
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Inversement si y vérifie (P2) alors y verifie (P1) au sens des distributions
dans D'(Q) puisque y € Hg(Q) ce qui implique que y = 0 sur ' et Voo € D'(Q)
on a :

a(y(v),p) =< f,p >r200) + < v, 0 >12(q)

— —k /Q Ay o(z)dz+ /Q <ﬁ.vy) o(z)dr = /Q (f+v)(x) (z)dz Yo € D(Q)

d’ot I'équation du probléme (P1) au sens des distributions. m

Lemme 2.3.2. L’application Appl: L?(Q) — HL(Q) est affine
v o— y(v)
continue.

Preuve:

On montre que 'application Appl est affine et pour cela il suffit de montrer
que Appl peut s’écrire sous la forme :

Appl(v) = y(v) = Av + B

HJ(Q) est linéaire
Av

on A: L*Q
v
et B € H}(Q)

y verifie (P1) = {

Il

—kAy(v) + W.Vy(v) = f4+v dans Q
y(v) = 0 sur T (y(v) € Hy(Q2)).

Puisque, d’aprés (P1), on a :
—kAy(v) + D.Vylv) = f+v

— y(v)<—m+ﬁ.v> =f+w

— y) = <—m+ﬁ.v>_l<f+v>
<—m+w>.v>_1f+(—kA+w>.v>_lu

( — kA + ﬁV) étant inversible sur H}(€2) car le systéme homogene :

(—kA+w.v)y:o dans
y=0 sur
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admet comme seule solution la solution triviale y = 0.

Alors on peut prendre comme opérateur linéaire A, 'opérateur :

1
(k:A + ﬁV) v dans ()
y=0 sur’

A:v— Av =
sachant que la fonction B est indépendante de v :

-1
B (m + ﬁ.v) f dans Q

y=0 surl.

-1
A est linéaire par rapport a v car (kA + ﬁV) est linéaire puisque

<kA + ﬁV) est linéaire (somme de deux opérateurs différentiels linéaires).

Ce qui montre que Appl : v — Appl(v) = Av + B est affine par rapport a
v, avec A linéaire sur L2(Q) & valeurs dans HZ(Q) et B € HE(Q).

Reste a montrer que Appl est continue de L%(Q) dans H} (), c’est-a-dire
qu’il faut montrer que v — y(v) est continue par rapport & v € L?(£2).

Comme la solution y de (P1) est affine par rapport a v c’est-a-dire com-
posée d'une application A linéaire par rapport a v et une fonction B qui ne
dépend pas de v, il suffit de montrer que application linéaire A est continue
par rapport a v .

Or A correspond a y(v) = Av avec B = 0 ( <= f = 0) et y(v) solu-
tion du systéme homogene suivant :

(Plhom) : { —kiAy(’L)) _;;(Uj)zyo(v)suj FU dans Q

On se rappelle que y(v) est une solution unique de (P1) et que cette solution
dépend contintiment des données f,v € L?(f), ce qui nous permet d’écrire :
3C > 0 tel que :

IN

Cllf +vllr2 @)
(I la@ + ol

ly ()| 2 ()

IN
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Puisque f = 0, donc la continuité de y est exprimée par :
||AU”H&(Q) = [ly(v )HH1 ) S Cllvllpz@) Vv e L*(Q) = Aest continue sur L*(Q).

Finalement, Papplication Appl est continue de L?*(2) dans Hi(Q2). m

2.3.1 Fonction coit

On présente ici la fonctionnelle du contréle dont la minimisation donne
le contréle optimal cherché.
La fonction cotit associée a (P1) est donnée par :

Jw) = /]y ) — 24| dx—i—/ vidx

= *||Z/() Zd||L2(Q ||U||L2

avec zg € L2(Q) et N >0 .

2.3.2 Minimisation de la fonction cotit : Existence et unicité
de la solution optimale

Lemme 2.3.3. La fonctionnelle J: L*>(Q) — RY  est continue,
v o— J(v)
strictement convexe et coercive.

Preuve:

i. Convexité stricte de J :
Pour montrer que J est strictement convexe il suffit de montrer que J
est strictement monotone, c’est-a-dire :
Yo,w € L2(Q), < J'(v) — J'(w),v —w >> 0.
Calculons d’abord < J'(v),w > :

1
! — s - _
< J'(v),w >= 91_1)r(r)1+ 7 (J(v + fw) J(v))
: 1 2 1 2
_01_13(]51+ [20/9 (y(v—i—@w)—zd) dx—% (y(’u)—zd> dx

N N
— fw)’de — — [ v*d
—}—29 Q(v—i— w)“dx 20/91} x]
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1
= < J'(v),w >= 91_1>r(1]1+ [20/9 <y2(v+9w)+z§—2y(v+0w)zd—y2(v)—zﬁ+2y(v)zd) dz

(1) +02w2+29vw—v)dx]

29
= lim 1/ <y2(0+9w) d:r—/ (v+0w)—y(v ))z dz
9—0+ | 260 Q d
+N/ vw de
Q
—/ lim i( (v+0w)—y2(v)> da:—/ lim 1(y(v—i—@w)—y(v))zd dz
Q 0—0t 20 Q 0—0t 0
—I—N/ vw dz
Q

D’une part, on remarque que :

lim i( 2(v+9w)—y2(v)) = lim i( (v—i—@w)—y(v)) (y(v—l—ﬁw)—i—y(v)).

9—0+ 20 9—0+ 20

C’est-a-dire que :

lim i( 2(v + 6w) —y2(v)) = [ lim é(y(v%—@w) —y(v))]

0—0+ 20 0—0+

0—0+

[ lim % (u(w+ bw) + y(v))]

’—°+2y(v)
0—0t

= <y (v), w> y).
D’autre part, on a :
lim 1(y(v + Ow) — y(v))zd =<9y (v),w > zg.
6—0+ 0
D’ou 'on peut écrire :

<JW),w> = /Q<y’(v),w>y(v) dar—/

Q

- /Q(y(v)—zd> <y'(v),w > d:U+N/vadx.

<y (v),w > z4 dx—i—N/vwdx
Q
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Par ailleurs, d’aprés le lemme 2.3.2, la solution y(v) = Av + B de (P1)
est une fonction affine continue par rapport a v alors on peut évaluer la
dérivée directionnelle de y en v dans la direction w :

<y@w> = Jim 2 (yw+0u) - y0)

o1

= 615&5(,4(%911]) + B~ Av-B)
= Aw (par linéarité de A).

Ce qui nous permet d’écrire :

< J'(),w >:/Q(y(v)—zd>./4w d:r—I—N/vadx.

De plus, comme on a :
Alw—v)=Aw—-Av = Aw+B—-Av—-B
= y(w) —y(v)
alors, on peut écrire :

< J'(v),v —w >:/

; (y(v) —zd>A(v—w) da:+N/Qv (v—w) dx

= < J'(v),v—w >= /
Q

(y(v)—zd> (y(v)—y(w)> d:IH—N/Qv (v—w) dz
(2.5)
et

< J(w),v—w >= /

Q

(y(w)_zd> (y(v)—y(w)> dx+N/ w (v—w) dz.
! (2.6)

En faisant la différence entre les équations (2.5) et (2.6) on obtient :
< T0)=T ) v=w>= [ (v)=2) (s0)=y(w) do= [ (y(w)=24) (s(0)-y(w)) da
+N/QU (vw)dﬂ:N/Qw (v—w) dx

= [ (@) =zamywr+20) (s0)=y(w)) doN [ (0=0) (1=) da

_/Q(y(v)—y(w)>2 dav—l—N/g(v—w)2 dz
>0 Yo,we L*(Q) (N >0)
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donc, J' est monotone sur L?(§2) ce qui implique que J est convexe sur
L2(9).
De plus,

<J W) -J(w),v—w> > N/(v—w)2 dz
Q
= NHv—wH%g(Q) >0 Yo,w e L*(Q) avec v # w

—> Jest strictement convexe.

ii. Continuité de J :
Il est clair que J est continue par rapport & v € L?(Q) puisque c’est la
somme de deux fonctions composées de fonctions continues :

1 N
J(v) = 5lly(v) - Zdll 7o) + ?”UH%Q(Q)

v — y(v) continue d’aprés le lemme 2.3.2, v — z4 continue car
constante par rapport a v, la fonction v — y(v) — 24 continue et enfin
la fonction norme v — ||v||z2(q) est continue.
Donc J est continue = J est faiblement semi-continue inférieurement
(J étant aussi convexe).

iii. Coercivité de J :
J est coercive puisque :

J() > N/ 0? dz = Njo|[2s, o0,
Q

_
Q
) ol 2y —+00

Théoréme 2.3.1. U,y étant un conveze fermé de L*(Q)
1l existe u € Uyy unique tel que :

(P): J(u) = inf J(v)

v€EU 4
u est le controle optimal.

Preuve:

En effet, le probléme (P) admet une solution optimale unique notée u € Uyq
puisque la fonctionnelle J vérifie toutes les conditions nécessaires et suffi-
santes (selon le lemme 2.3.3) : J convexe, continue sur Uyq (car J convexe
et continue sur L?(Q)) et aussi coercive.
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Ce qui implique que (P) admet au moins une solution optimale et comme J
est strictement convexe, alors cette solution u est unique. B

Théoréme 2.3.2. Le contriole optimal u € Uy est caractérisé par :

a(y(u), o) =< f,o >r200) + <u, 0 >r2(0) VYo € Hj(Q)
et u vérifie 'inéquation d’Euler sur Uyq c’est-a-dire :
<J(u),v—u>>0 Vo€ Uy

Preuve:
Le probléme (P2) vérifie le lemme 2.3.1, donc c’est évident pour u € Uyg.
D’apreés ce qui précéde on a :

< J'(v),w >= /

Q
on remplace v par u et w par v — u, on obtient :

(y(v) - Zd)Aw dﬂc—i—N/Qv w dx

< J'(u),v—u >:/

; (y(u) fzd).A(vfu) d:c+N/Qu (v—u) dz

Or Alv—u) = Av — Au= Av+ B — Au — B = y(v) — y(u)

on en déduit alors que :

< J'(u),v—u >= /

Q(y(u)—zd) (y(v)—y(u)) dx—i—N/Qu (v—u)dz >0 Yv € Uy

car u solution optimale de (P) et par suite u vérifie 'inéquation d’Euler sur
Uyq- 1

2.3.3 Introduction du Lagrangien associé au probléme de la
minimisation de la fonction cott

L’idée de la méthode du Lagrangien c’est de minimiser la fonctionnelle
J(v, z) sous les contraintes d’égalité dans :

—kAz+ W Vz=f+v dans
z=0 sur I’
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avec v et z deux variables indépendantes pour J.
On définit alors le Lagrangien suivant :

L(v,z,q) = J(v,z) — /

Qg(—kAz—l—ﬁ.Vz—f—U)dx

ou

1 N
J(v,z) = = / (z — 29)%dz + / v2dz
2 Jo 2 Ja
et ¢ € H}(Q) le multiplicateur de Lagrange de 'équation de 1'état.

2.3.4 Détermination de I’état adjoint

Définition 2.3.1. On dit que (u,y,p) est un point-selle de L sur
Uda X HYH(Q) x H}(Q) si seulement si :

L(u,y,q) < L(u,y,p) < L(v,2,p)  Y(v,2,q) € Usg x Hy(Q) x H)()

On définit, maintenant, I’état adjoint & partir du Lagrangien en considé-
rant la G-dérivée partielle du Lagrangien £ par rapport a z.

Par une double application de la formule de Green, le Lagrangien devient :
1 N

L(v,z,q) = /(z—zd)2 da:—f—/ v? dx—/ kz(—Aq) dx—i—/ 2 W.Vq dx—/ q(—f—v) dz.
2 Ja 2 Ja Q Q Q

En effet et pour vu que W soit constant, on a :

n

0z
W)z = /( wi> dx
| @v (e )
= Zw@/ 0z qdx
= JoOxi

On applique la formule de Green de premiére espéce, on aura :

(@ = Sl [2are [nas |
hreme

=1

=0 (car z,g€H(Q))

= Y [t

o Je Om

= —/z(ﬁ.Vq)dx
Q
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ou n; est la i*™€ composante du vecteur normal extérieur .

On dérive L par rapport & z :

oL o1 1
(G-, p)e) = lim 5(Lo,2+0p.p) —L(v.2,0) Vi € HY(Q)
= lim 1 1/(2+9cp—zd)2d1:—/ k (z4+0¢) (—Ap) dx+/ (24+0p) &.Vpdz
0—0+ 6\ 2 9} QO Q

—% /Q(z—zd)2dx+/gkz (—Ap) da:—/Qz W.Vp da;)
~ lim 2% ( /Q(z 0 — 20)2dz — /Q(z - zd)de>

~ fim ;( /Q k (240,) (—Ap) da— /Q k2 (—Ap) dm)

4—91_1%1+ ;(/9(24—9@)?.%0 d:c—/gzﬁ.Vp da:)

puisque les termes :

N/szdx et —/Qq(—f—v) dx

ne dépendent pas de z et c’est pour cette raison que leur G-dérivée
par rapport a z est nulle.

On peut donc faire les calculs suivants :

oL IR 2, 92 2 2
<§(’U,Z,p),@> - 91_I>I(I)1+ 20 </Q ((Z_Zd) +0 ¥ +29¢(2_zd)_(’z_zd)dx
o1
+9£I(I)1+ ] (/Q (k: 2 Ap +kO o Ap—Fk z Ap) da:)
+ lim 1</ (z C.Vpdz+0 o & Vpde—z U.Vp)dx)
9—0+ 6 Q

:/gp(z—zd) da:—l—/k:@Apdx—l—/goﬁ.Vpdx
Q Q Q
(u,y,p) étant un point selle de £ ce qui implique :

oL
(Gowy,p)e) =0 Ve HI(S)
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c’est 1'équation d’Euler vérifice pour y € HE ().

Ce qui nous permet d’écrire :

/go(yzd) dx+/k‘<pApdx+/goﬁ.Vpd:c:0 Vo € H}(Q)
Q Q Q

= / (— kAp — E?.Vp)ap dz = /(y —zq)p dz Yo € HY ()
Q Q
On établit alors le systéme de 1’état adjoint :

—kAp— & .Vp = y—2zq dans

p=0 surT (au sens de distributions dans H_I(Q)).

73 {

2.3.5 Définition du systéme d’optimalité

Le systéeme d’optimalité regroupe le systéme de Détat direct (P1), le
systéme de l'état adjoint (P3) et 'inéquation d’Euler exprimée en fonction
du controle optimal u et I’état adjoint p, c’est-a-dire il nous reste, & présent, a
déterminer I’expression finale de 'inéquation d’Euler a partir de la G-dérivée
partielle du Lagrangien £ par rapport & v € Uy :

oL o1 2
<%(U7Zap)aw> - gli}%{r 5 (‘C(U + 0w7Z>p> - ‘C(U>Z7p)> Vw e L (Q)

— lim - (J(v 0w, 2) — J(v, z))

.1
—01_1>r(151+9(/ﬂp(—f—v—0w) dx—/ﬂp(—f—v) dm).
Toutes les quantités dans 'expression de L(v, z,p) qui ne dépendent pas de

v ont une G-dérivée par rapport & v qui est nulle, & savoir :

1/ |z — zg]* dz et /p(k Az — W Vz) dx.
2 Jo Q
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D’une part,

1 1
91_1)1&_ 7 (J(v+9w, z)—J (v, z)) = 91_1)%{r 2 <N/Q(v—|—9w)2 d:U—N/QU2 dx)
N
= lim — < / (V2462 w?+20 v w—v?) dw)
Q

9—0+ 20
. N 9
= lim — [ Qw*dx+ N v w dx
§—0+ 2 Q Q
= N /vwdx Vw € L(Q).
Q

D’autre part,

91_1)1&;(/Qp(—f—v—ew)dx—/gp(—f— )d )- hm / dz— hm /p@wdw

—/pwdx Vw € L*(Q)
Q

On en conclut alors que :

<8—E(v,z,p),w>: N /vwda:+/pwda: Vw € L3(Q).
ov Q Q

(u,y,p) étant un point selle de £ sur Uyg x H} () x H}(Q), on a alors :
L(u,y,p) < L{v,2,p)  Y(v,2) € Uag x Hy ()

A p fixé (u,y) réalise le minimum de £ et est par conséquent, solution opti-
male de :

L(u,y,p) = inf L(v,z,
(u,y,p) et ) (v,2,p)

ce qui entraine que :

oL
- — >
<8v(u,y,p),v u>70 Yo € Uyg

c’est I'inéquation d’Euler par rapport a v.
Donc si on prend v =u, z =y et w = v — u dans 'expression
de la G- dérivée de L par rapport & v on obtient :
oL
<—(u,y,p)7v—u>: N [ uv—u)de+ [ plv—u)dx >0 VYve& Uyg.
81} QO Q
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Finalement, I'inéquation d’Euler en fonction de I’état adjoint p et le controle
optimal u peut s’écrire comme suit :

/(p+Nu)(v—u) de >0 VoveUy.
Q

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.3. Le contréle optimal u est caractérisé par le systéme d’op-
timalité suivant :

—kAy(u) + T.Vy(u) = f+u dans Q
y=0 surl

—kAp — & .Vp = y(u) — zqg dans 2
p=0 surl

/(p—l—Nu)(v—u) de >0 Yve Uy
Q
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Chapitre 3

Approche numeérique :
Algorithme de résolution du
systéme d’optimalité

Le but de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant
d’approcher la solution du systéme d’optimalité précédemment obtenu

(12] et [7]).

3.1 Définitions

Définition 3.1.1. Soit J une fonctionnelle définie sur un R-espace
de Hilbert V' el a valeurs réelles. J est dite a-conveze avec o > 0 si seulement
si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

i J(v) > J(w) + <J’(w),v - w> +ev—wly VoweV
. <J/(v) — J'(w),v — w>v > alv—w|? Vo,weV

Définition 3.1.2. On suppose que la fonctionnelle J : V — R est a-conveze.
Alors J' est lipschitzien sur V, s’il existe une constante M > 0 telle que :

17" (v) = J'(w)llv < M|v—wlly Vv,weV

3.2 Meéthode du gradient dans un espace de Hilbert

On appelle méthode du gradient toute méthode de type :

Wt =" — p,J (W) ,neN
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ou py, est appelé le pas de descente de la méthode et u™, J'(u™) € V.

3.2.1 Cas sans contraintes

On commence par étudier la résolution pratique du probléme d’optimi-
sation en l'absence de contraintes.
Soit V un espace de Hilbert ce qui permet d’identifier V & son dual V'
(Vv =V").

Considérons alors le probléme sans contrainte suivant :

(P): J(u) = ;g‘f/ J(v)

J admet un unique minimum sur V noté wu.

On définit la méthode du gradient a pas fixe :
Dans cette méthode, il s’agit de construire une suite u™ définie par :

u"tt =" — pJ (") neEN
ol p est une constante strictement positive fixée.

Théoréme 3.2.1. J est a-conveze et J' est lipschitzien. Alors,
sl existe une constante o > 0 telle que : 0 < p < ﬁ — o0, la méthode du
gradient & pas fixe converge i.e :

n surV
— U
n——+0o00

u étant 'unique solution optimale de (P).

Preuve:
Pour la preuve de ce théoréme on passe par quatre étapes :

Etapel : On montre que J est décroissante sur la suite des points itérés
u" (neN)ie:

n<n+1l = J")>J@") VnecN.

11 suffit, pour cela, de montrer que la suite réelle (J (u")) N est décroissante.
ne

J étant convexe (car a-convexe sur V') alors on a :

J(™) — J(u™th) > <J'(u”+l),un — u”+1>v
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comme u" ! = 4" — pJ'(u") alors :

J(un) _ J(un+1) > p<J/(un+1)’J/(un)>v

— T =T = p(J W) S (W) (T @) = S W), T W)

= AT @I+ (@) = T (), T (")

v

\%4
Or l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
() = T, I @) | I @) = Tl )

< M| — |y || (u™)||y (J lipschitzien sur V)
= Mop ||/} (car [u"™ ="y = pllJ"(w")llv)

’

A

— (S = @) S W)= =Ml (W)}

Ce qui nous permet d’écrire :

J") = T > pll S @~ M e | (")
> (p—M p*)IJ" (W)
> p(1=M )| (")
>0
Donc (J(u")) N est strictement décroissante.
ne

En effet,
1
0<O‘§,0§M—O' = —Mo>-Mp>Mo—-1 = 1-Mo >1-Mp>Mo >0

Donc p > 0 et 1 — M p > 0 sachant que ||J'(u")||y > O car sinon si
|J'(u)]ly =0 = J'(u*) =0y = wu™ solution optimale unique de
(P) et u™ = u.

Etape 2 : On montre que :3N; € N,Vn > Ny, |[u™t! —u®||y —F 0
n>N1
J étant convexe sur V, (J (u”)) décroissante et minorée par (P)
ne
== (J (u”)) bornée et convergente
neN
;|

= VYn > Ny, [J(u"!) — J(u")] —— 0
n>Ny
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On utilise 'a-convexité de J :

J™) > J(u™h) + <J'(u”+1),u” - u"+1>v + 2

5 H n __ un—HHV

U

Cauchy-Schwarz nous permet d’écrire :

'<J/(un+1)’un _ un+1>v‘ S ||J/(un+1)||v||un _ un—l-l”V

— <J/(un+1)’un _ un+1> Z _HJ/(un-i-l)”VHun o un—HHV

;
et
J(un> _ J(un+l> < ‘J(un) . J(un-i-l)’

alors

(6%

Sl =y = 7@ " = 0y < [T = T

— (5= @I )l =y < [ - S| 0

n>MNy

donc si || J'(u"™)||y < & pour n > Ny (n € N) assez grand alors on prend :

N =sup(Ni, Na) et |Ju" — u"+1||v —0
n>N

Montrons, & présent, que pour n > No assez grand
[PACS] et
C’est justement 'objet de ’étape 3.

Etape 3 : On montre que J'(u") —— Oy
n—+oo

On avait trouvé a I’étape 1 que :

p(L=M p)|J' @} < J@") = J(u")

< ‘J(u”) — J@h| ——— 0

n—-4o0o

= @)y 0 (car p. (L= M p) > 0)

!/ n
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Etape 4 : Enfin, on montre que u" 4+> u ol u solution optimale de
n—-+0o0o
(P): J(u) = in‘f/ J(v)
S
On utilise la définition é:. de I’'a-convexité de J et la condition d’optimalité

du probléme de minimisation sans contraintes de (P) :
u solution optimale de (P) <= J'(u) = Oy (équation d’Euler).

J a—convexe = allu"—ul} < <J’(u”)—J’(u),u"—u>V = <J'(u”),u”—u>v
= allu" —ull} < |7 W)y e —ullv

1
= u" —ully < —[[J'(W")|ly ———0
07 n—-+oo

= |[u" —ully —— 0 = u" S V.
n—+o0o n—+o00

Conclusion : La méthode du gradient & pas fixe converge. m

3.2.2 Cas avec contraintes

On suppose que J est a-convexe définie sur un sous ensemble U,y convexe
fermé d’un espace de Hilbert V. On considére alors le probléme avec contrainte
suivant :

(P*): J(u) = inf J(v)

v€EUq

On introduit, & présent, la méthode du gradient & pas fixe avec projection
appelée aussi la méthode du gradient projeté. Elle est définie par 'itération :

W= Py, (a" — pJ' ("))

ou Py,, désigne 'opérateur de projection sur U, et p > 0 est une constante
positive représentant toujours le pas du processus itératif.

Théoréme 3.2.2. On suppose que J a- conveze et J' lipschitzien. Alors,
st p est suffisamment petite, la méthode du gradient projeté converge i.e :

n surV
u —ru
n——+o0o

et la convergence est au moins géométrique, c’est-a-dire , 36 € [0, 1] tel que :
lu" = ully < B"[lu’ —ully  ¥n €N

ot u solution optimale unique de (P*).
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Preuve:

Pour la preuve on doit utiliser le théoréme suivant, dit théoréme

de projection :

Théoréme de projection :

Soit C' un convexe fermé d’un espace de Hilbert E. Tout élément x € F a
une unique meilleure approximation de x sur C.

Si Po(x) désigne cette meilleure approximation alors le point Po(z) est ca-
ractérisé par la propriété :

Ve € E, 3Pc(x) € C, ||z — Po(z)||g = Iylélél |z —yllc
par ailleurs, Po(x) veérifie I'inégalité variationnelle :
(Pol@) — 2. Po(@) —y) <0 WyeC
Autrement dit, si 9z € C, tel que :
VyeC <z—x,z—y>E <0 = z=Po(x)
en vertu de l'unicité de Po(x).

Revenant & la démonstration du théoréme : (3.2.2) :
u solution optimale de (P*) <= w est caractérisée par I'inéquation d’Euler

<J/<'U,)7'U — u> > O7 VU € Z/ad (J COH\/eXe)
!/ !/
<~ p< (U),U U>V <pJ (u),v U>V = 0 v € Ugd, 1% >0

— <u—u+pJ'(u),v—u>V20 Yo € Uyyg
— <uf <upr'(u)),vfu>V20 Yo € Uyg
— <uf <upr'(u)),ufv>V§0 Yo € Uyg

= u=FPy, (u - pJ’(u))
en vertu du théoréme de projection ou l'on a posé :

z=u, x=u—pJ(u), y=v, C=Uy.
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On en conclut alors que u est I'unique meilleure approximation
de (u— pJ’ (u)) sur Ugq. Ceci nous permet de constater que u apparait, pour

tout p > 0, comme un point fixe* de ’application :
g:veVi—g) =Py, (v — pJ'(v)) € Ugq-
On en déduit alors, ’algorithme du point fixe :
u"t =g(u") VYneN
et & la limite, on doit trouver que :
im = lim g(u") = u = g(u).

On peut alors écrire :
uttt =Py, (“n —pJ '(un)>

et sachant que la projection Py, , est 1_lipschitzienne, donc :

n+1 - _ n __ ! n _ _ /
ltt = lly = [|Pu (a0 = 07 @) = Py (w7 @),
< fu" = pJ' (W) = u+ pJ' (u)llv
c’est-a-dire [[u" Tt — ully < ’ u" —u — p(J/(u”) — J'(U))) HV

En utilisant I’a-convexité de J et le fait que J' est M-lipschitzien, on obtient
donc :

— =l <t = ulf =20 =, W) = T @)+ W) = T W)
< = ulff = 20 pllu” = ullf + oM — ulff
< (1-2ap+ M) |u" — ul}}-

On considére maintenant la fonction ¢: R — R
p — wlp)=1-2pa+p’M*

pour p assez petit (on peut prendre par exemple p € }O, % D :

*. u est un point fixe de g si seulement si : u = g(u)
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Comme 5
Q@
et o o
/ . 1"
¢ (3m2) =0er ¢ (3) 20
2
- %réalise le min degosur}(),ﬁaz[
avecnp(%)z —?\%—1—%]\42: —J\%ZO car a <M
2a
donc

lu™t —ullv < Velp)u" —ullv.

Enfin, si on choisit le pas ¢ € }0, 2—0‘2[ alors on a 0 < /p(p) < 1 et on
obtiendra :
u” sur V u
n—-+oo '
Cette derniére limite assure la convergence de la méthode du gradient

projeté et cette convergence est, dans ce cas, géométrique.

En effet, on prend 5 = \/@(p) et par suite on peut écrire :
lu® —ully < Blu" "t —ully < Bu"? —ully < - < B’ —ully

on " ——0.m
n—-+0o

3.3 Application au probléme de contréle optimal
On considére les itérations de résolution numérique du systéme d’opti-
malité (S.0) :

—kAy+ T Vy=f+0v dans Q
y=0 surT

(S.0) :

—kAp — ﬁ.Vp =y —zq dans)
p=0 surl

/(p+Nu)(v—u) de >0 Yve Uy
Q

42



Chapitre3 Approche numérique : Algorithme de résolution du systéme d’optimalité

dont la solution est un point selle (u,y,p) :
ou

t la soluti timale de (P*) : J(u) = inf J
u est la solution optimale de (P*) : J(u) et (v)
y(u) est la solution théorique du systéme de 'état direct :

—kAy+ T Vy=f+0v dans Q
y=0 surT

(P1): {
p(u) est la solution théorique du systéme de ’état adjoint :

—kAp— S Vp=y—2zy dansQ
p=0 surTl.

3+ {

Soit J: L?(Q) — R*

v o— J(v) = %(Hy(v) — ZdH%Q(Q) + N||U|%2(Q)).

J est G-dérivable surL?(Q).

On vérifie alors que J est N-convexe et J' est N-lipschitzien c¢’est-a-dire J’
est un opérateur lipschitzien dont la constante de Lipschitz est V.

En effet, d’aprés la définition 4i. de I'a-convexité de J on a :

J a-convexe sur V<= Yo,w eV <J’(v) — J'(w),v — w>v > allv —wl||}
Dans notre cas on prend V = L2(Q) et d’aprés les calculs précédents on a :
(T) =T @)v=w) = ly©) = y@)lBzq + Nlo - wl}

L2(Q)
N||v—w|\%2(9) VU,’UJ S LQ(Q)

v

d’ou la N-convexité de J.
Par ailleurs, on a pu écrire aussi que :

<J’(u)7v - u>L2(Q) = <p + Nu,v — u>L2(Q) Yo € L2(Q)

Comme v est quelconque dans L?(£2), alors w = v — u 'est aussi on obtient

donc,
<J'(u), w>

— J'(u) =p+ Nu dans L*(Q)

— 2
ey <p+ Nu,w>L2(Q) Yw € L*(2)

J' est exprimé en fonction du controle optimal u.
On peut généraliser cette écriture & tout élément de L2(Q) :

J(v)=p+ Nv Yuve L*Q).
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On en déduit alors que :

J' ) —=J(w)=p+Nv—p—Nw=N(v-—w)

= [[J'(v) = J'(w)llr2@) = Nlv—wlr2q

< Nlv—w|r2q)-

Ce qui montre que J' est N-lipschitzien.

Toutes les conditions du théoréme de convergence sont bien vérifiées dans le
cas "sans contraintes" : minimisation de J sur l'espace V = L?(Q) et aussi
dans le cas "avec contraintes" : minimisation de J sur ’ensemble U,4 convexe

fermé de L%(Q).

L’algorithme de résolution numérique itérative du systéme d’optimalité s’écrit
alors comme suit :

Cas sans contraintes :
—kAy" + T Vy" = f+u" dans Q
y*=0 surl

—kAp" — & NVp" = y" — zg dans
p"=0 surl

un+1 =" — an/(un)

Cas avec contraintes :
—kAY" + . Vy" = f+u" dans Q
y* =0 surl

—kAp™ — ﬁ.Vp" =y" —z; dans
p"=0 sur’

J/(UTL) — pn + Nun

u"tt =Py, <u" — pJ’(u”)).
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