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Introduction

La théorie des équations aux dérivées partielles (EDP) joue un rôle essentiel dans la mod-

élisation mathématique pour de nombreux domaines scienti�ques et d�ingénierie.

Parmi les classes d�EDP, les problèmes elliptiques occupent une place particulièrement

importante en raison de leur implication dans la description de phénomènes naturels variés,

provenant de la physique, de l�astronomie, de la chimie, de la biologie etc...

L�axe principal dans l�étude des problèmes elliptiques est de démontrer l�existence de

solutions adéquates. Parmi les méthodes utilisées dans la résolution des problèmes elliptiques

on cite, entre autres, la méthode de Galerkin qui constitue un outil fondamental et un cadre

puissant pour aborder les questions d�existence.

Dans ce mémoire nous allons utiliser cette méthode pour l�étude du problème elliptique

singulier suivant:

(P )

8>>><>>>:
��u = f(x; u) + �g(x;ru) dans 


u(x) > 0 dans 


u(x) = 0 sur @


où 
 est un domaine borné de RN , N � 2, � � 0 est un paramètre réel, f est une fonction

à termes sous-linéaire et singulier, et g est une fonction continue.

Nous montrerons l�existence de solutions en présence du terme de convection g. La partie

principale de ce travail est une relecture de l�article [2] :

Ce mémoire se compose de trois chapitres, décrits comme suit:

Le premier chapitre: comprend les outils nécessaires pour l�étude du problème proposé. Il

contient également un rappel d�analyse fonctionnelle. La majorité de ces résultats sont tirés
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sauf mention contraire du livre [4] :

Le deuxième chapitre: est entièrement consacré à l�application de la méthode de Galerkin

pour un problème elliptique.

En�n dans le troisième chapitre, on s�intéressera à l�étude de l�existence de solutions du

problème (P).
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Topologie faible

1.1.1 Dé�nition et propriétés

Soit F un espace de Banach et soit f 2 F 0; F 0 étant le dual de F . On désigne par 	f : E ! R

l�application dé�nie par 	f (x) = hf; xi : Lorsque f décrit F 0 on obtient une famille (	f )f2F 0

d�applications de F dans R:

Dé�nition 1.1 La topologie faible �(F; F 0) sur F est la topologie la moins �ne sur F rendant

continues les applications 	f pour f parcourant F 0:

Proposition 1 La topologie faible �(F; F 0) est séparée.

Proposition 2 Soit (xn) une suite de F . On a:

1. [xn * x faiblement pour �(F; F 0)] () [hf; xni �! hf; xi 8f 2 F 0] :

2: Si xn �! x fortement, alors xn * x faiblement pour �(F; F 0):

3: Si xn * x faiblement pour �(F; F 0); alors kxnk est bornée et kxk � lim inf kxnk :

4: Si xn * x faiblement pour �(F; F 0); et si fn ! f fortement dans F 0 (i:e: kfn � fkF 0 ! 0);

alors hfn; xni ! hf; xi :
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1.2 Espaces de Hilbert, espaces séparables, espaces ré�exifs

Dé�nition 1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d�un produit scalaire (u; v)

et qui est complet pour la norme kuk = (u; u) 12 :

Théorème 1.1 Soit H un espace de Hilbert et (xn) une suite bornée dans H. Alors il existe

une sous suite notée (xn) et x 2 H tels que xn * x faiblement dans H; i.e. pour tout � 2 H,

(xn; �)! (x; �) :

Dé�nition 1.3 On dit qu�un espace métrique F est séparable s�il existe un sous-ensemble D �

F dénombrable et dense.

Soit F un espace de Banach et F 0 son dual muni de la norme duale dé�nie par :

kfkF 0 = sup
x2F

kxkF�1

jhf; xij :

Soit F 00 son bidual muni de la norme kgkF 00 = sup
f2F 0

kfkF 0�1

jhg; fij,

et soit l�injection canonique J : F ! F
00
telle que pour tout x 2 F l�image Jx est dé�nie

par :

hJx; fiF 00;F 0 := Jx (f) = f (x) =: hf; xiF 0;F 8f 2 F 0:

L�application J est linéaire et est une isométrie c�est-à-dire kJxkF 00 = kxkF ; en e¤et :

kJxkF 00 = sup
f2F 0

kfkF 0�1

jhJx; fij = sup
f2F 0

kfkF 0�1

jhf; xij = kxkF

Dé�nition 1.4 On dit que F est ré�exif si J est surjective i.e J(F ) = F 00. En d�autres termes

F est ré�exif s�il est identi�able à F 00:

1.3 Espaces de Lebesgue

Dé�nition 1.5 Soit 
 un ouvert de RN , et 1 � p < 1 et soit f : 
 ! R. On dit que

f 2 Lp(
) si :
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1. f est mesurable sur 
 .

2. kfkLp(
) = (
R

 jf j

p dx)
1
p <1:

On note Lp (
) =
�
f : 
! R; f mesurable et jf jp 2 L1(
)

	
où L1(
) est l�espace de fonc-

tions intégrables sur 
 à valeurs dans R: On pose kfkL1 =
R

 jf(x)j dx:

Dé�nition 1.6 On dé�nit

L1(
) = ff : 
! R; f mesurable, 9C > 0 telle que jf(x)j � C p.p sur 
g

L1(
) est un espace de Banach pour la norme kfk1 = inf fC; jf(x)j � C p.p sur 
g :

Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder).

Soit 
 un ouvert de RN . Alors pour tous u 2 Lp(
) et v 2 Lq(
) avec 1 � p � +1 et q dé�ni

par 1
p +

1
q = 1, on a uv 2 L

1(
) et

kuvkL1(
) � kukLp(
)kvkLq(
):

Si p = q = 2 on obtient l�inégalité de Cauchy- Schwarz.

Théorème 1.3 (Fischer-Riesz)

Lp(
) est un espace de Banach pour tout p, 1 � p � 1:

Théorème 1.4 (de la convergence dominée)

Soit (un)n2N une suite de fonctions de L1(
), qui converge simplement p.p. sur 
 vers une

fonction u. Supposons qu�il existe une fonction intégrable positive f : 
! R+

telle que: 8n 2 N, junj � f p.p. sur 
: Alors :

1. u est intégrable,

2. lim
n

R

 jun � ujdx = 0 (autrement dit ku� unk1 ! 0 lorsque n! +1),

3. lim
n

R

 undx =

R

 u dx.

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels basés sur les espaces de Lebesgue, ces

espaces constituent le cadre adéquat et rigoureux pour l�étude des équations di¤érentielles et
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aux dérivées partielles. Ils permettent de généraliser la notion de dérivée à des fonctions qui ne

sont pas nécessairement continues, mais qui ont des dérivées généralisées dans un sens approprié.

Soit 
 un ouvert de RN ; N � 1, on note par C10 (
) l�ensemble des fonctions indé�niment

dérivables à support compact dans 
; c�est-à-dire:

C10 (
) = fu 2 C1(
);9K � 
;K compact; u = 0 sur 
nKg

On rappelle que f 2 L1loc(
) si pour tout sous-ensemble compact K de 
 , la restriction fjK de

f à K est un élément de L1(K).

Lemme 1.1 Soit 
 un ouvert de RN ; N � 2 , et soit f; g 2 L1loc(
). Alors

[8� 2 C10 (
);
Z


f(x)�(x)dx =

Z


g(x)�(x)dx], [f = g p.p dans 
]:

Dé�nition 1.7 L�espace de Sobolev W 1;p(
) est dé�ni par:

W 1;p(
) =

8<: u 2 Lp(
); 9g1; g2; ...,gN 2 Lp(
) tels que

pour tout i = 1; ...,N;
R

 u

@�
@xi

= �
R

 gi' 8' 2 C1c (
)

9=;
Cette dé�nition est équivalente à la suivante:

Dé�nition 1.8 L�espace de Sobolev W 1;p(
) est dé�ni par :

W 1;p(
) = fu 2 Lp(
) : ru 2 (Lp(
))Ng

où

ru = ( @u
@x1

;
@u

@x2
; :::;

@u

@xN
)

et @u
@xi
(1 � i � N) est la dérivée d�ordre 1 au sens des distributions de la fonction réelle u.

L�espace W 1;p(
) est muni de la norme:

kukW 1;p(
) = kukLp(
) + krukLp(
)
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ou parfois de la norme équivalente pour 1 < p <1 :

kukW 1;p(
) = [kukpLp(
) + kruk
p
Lp(
)]

1
p :

Dé�nition 1.9 L�espace W 1;p
0 (
) est l�adhérence de C10 (
) dans W

1;p(
) i.e :

W 1;p
0 (
) = (C10 (
))

k:kW1;p

L�espace dual de W 1;p
0 (
) est noté par W�1;q(
) avec 1

p +
1
q = 1.

Théorème 1.5 On suppose que 
 est de classe C1. Soit u 2W 1;p(
)\C(
) avec 1 � p <1.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

� u = 0 sur @


� u 2W 1;p
0 (
).

Remarque 1.1 1. Si p = 2, l�espace W 1;2(
) est noté par H1(
) et W 1;2
0 (
) est noté H1

0 (
).

2. Comme C10 (RN ) est dense dans W 1;p(RN ) on a :

W 1;p(RN ) =W 1;p
0 (RN ):

Théorème 1.6 Les espaces W 1;p(
) et W 1;p
0 (
) sont des espaces

� de Banach pour 1 � p � 1.

� séparables pour 1 � p <1.

� ré�exifs pour 1 < p <1.

Remarque 1.2 H1(
) et H1
0 (
) sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire suivant:

(u; v)H1(
) = (u; v)L2(
) +

Z


ru(x):rv(x)dx:

Théorème 1.7 On suppose que 
 est un ouvert de classe C1, à frontière bornée. Soit 1 � p �

1. On a les injections continues suivantes:

8



� si 1 � p < N , alors W 1;p(
) � Lp�(
) où p� = Np
N�p :

� si p = N , alors W 1;p(
) � Lq(
) 8q 2 [p;+1[;

� si p > N , alors W 1;p(
) � L1(
).

Théorème 1.8 (Rellich-Kondrachov).

Soit 
 � RN un ouvert borné de classe C1. Alors on a les injections compactes suivantes:

� si 1 � p < N ;W 1;p(
) � Lq(
);8q 2 [1; p�[ où p� = Np
N�p :

� si p = N ;W 1;p(
) � Lq(
);8q 2 [1;1[.

� si p > N ;W 1;p(
) � C(
).

Le théorème précédent nous permet de passer de la convergence faible à la convergence

forte.

Théorème 1.9 (Inégalité de Poincaré).

Soit 
 un ouvert borné de RN et soit 1 � p < 1. Alors il existe une constante C(
; p) > 0

telle que:

kukLp(
) � CkrukLp(
) 8u 2W 1;p
0 (
):

Remarque 1.3 � L�inégalité de Poincaré reste valable si 
 est de mesure �nie, ou bien si 


est borné dans au moins une direction.

� L�expression krukLp(
) est une norme sur W 1;p
0 (
) équivalente à la norme induite par celle

de W 1;p(
).

Théorème 1.10 (Inégalité de Hardy-Sobolev) [15]

Soit �1 la fonction propre positive associée à la première valeur propre de l�opérateur
�
��; H1

0 (
)
�

et 0 < � < 1: Alors

9C > 0;
Z



jv (x) j
��1 (x)

dx � C krvkL2(
) ;8v 2 H
1
0 (
)

9



1.5 Autres Résultats

1.5.1 Principe de maximum classique

On considère l�opérateur di¤érentiel suivant :

Lu =
N

�
X

i;j=1

aij(x)
@2u

@xi@xj
+

NX
i=1

bi(x)
@u

@xi
+ c(x)u; avec aij = aji

où x = (x1; :::; xN ) 2 
; 
 étant un domaine borné de RN ; N � 2: On dit que L est elliptique

si la matrice [aij(x)] est positive en tout point x 2 
; i.e.

0 <
1

�
jxj2 �

NX
i;j=1

aijxixj � � jxj2

où � � 1 est une constante positive. On suppose que les coe¢ cients aij ; bi; et c sont continus.

Théorème 1.11 [14] Soit u 2 C2(
) \ C(
) et c � 0 dans 
:

Si on a Lu � 0 dans 
; alors

min


u � �max

@

u�:

où u� = max (�u; 0) :

1.5.2 Les Théorèmes de Riesz-Fréchet, de Stampacchia et de Lax-Milgram

Théorème 1.12 (de représentation de Riesz-Fréchet).

Soit H un espace de Hilbert sur R dont le produit scalaire est noté h:; :i, et f une forme linéaire

continue sur H; alors il existe un unique élément h 2 H tel que:

f (v) = hh; vi 8v 2 H:

Dé�nition 1.10 Soit H un espace de Hilbert sur R. Une forme bilinéaire a sur H est dite

coercive si :

9� > 0;8u 2 H; a(u; u) � �kuk2H :

Théorème 1.13 (de Stampacchia).

Soit H un espace de Hilbert sur R, a une forme bilinéaire continue et coercive sur H, et K un

10



sous-ensemble non vide convexe et fermé de H. Alors, pour tout f 2 H 0; dual de H; il existe

un unique u de K véri�ant l�inéquation variationnelle:

a(u; v � u) � hf; v � uiH0; H 8v 2 K:

Si de plus a est symétrique, alors u est l�unique élément de K véri�ant:

J(u) = min
v2K

J(v)

avec

J(v) =
1

2
a(v; v)� hf; viH0; H

Corollaire 1.1 (Théorème de Lax-Milgram).

Soit H un espace de Hilbert sur R, a une forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur

H. Alors pour tout f de H 0, il existe un unique élément u de H tel que,

a(u; v) = hf; vi;8v 2 H:

1.5.3 Théorèmes de point �xe

Théorème 1.14 (de point �xe de Brouwer)[17]

Soit B
N
=
�
x 2 RN ; jxj � 1

	
la boule unité fermée de RN muni de la norme euclidienne

usuelle j:j. Alors toute application continue de BN dans B
N
admet au moins un point �xe.

Corollaire 1.2 Soit � > 0 et P : x 7! P (x) une application continue de RN dans lui même

telle que,

(P (x); x) � 0 8x 2 RN tel que jxj = �;

où (:; :) désigne le produit scalaire usuel de RN . Alors il existe y 2 RN ; jyj � � tel que P (y) = 0:

1.5.4 Quelques résultats de régularité

Commençons par le théorème de régularité de Schauder,

Théorème 1.15 (de régularité de Schauder) Soit 
 un ouvert borné de classe Ck+2;� où

11



k est un entier naturel et � un réel, 0 < � < 1. Soit � 2 Ck+2;�(
) et f 2 Ck;� (
), alors la

solution u du problème 8<: ��u = f dans 


u = � sur @


appartient à l�espace de Hölder Ck+2;� (
).

Passons à la régularité dans les espaces Lp, des solutions faibles d�équations elliptiques. On

va citer les résultats de la régularité intérieure et celle au bord pour les solutions faibles du

problème de Dirichlet.

Soit L l�opérateur di¤érentiel elliptique linéaire d�ordre m dé�ni dans 
 par:

L(x;D) =

j�j=mX
j�j=0

a�(x)D
�

où D = (D1; :::; DN ) ; Di =
@
@xi
; 1 � i � N; � = (�1; �2; :::; �N ) un multi-indice,

D� = D�11 D
�2
2 :::D

�N
N , j�j = �1 + �2 + :::+ �N et 
 un domaine borné de RN :

L�opérateur L est elliptique, il existe alors � � 1 appelée constante d�ellipticité telle que:

1

�
j�jm � jL(x; �)j � � j�jm ;8(x; �) 2 
� RN :

Dé�nition 1.11 [1]

On dit que les coe¢ cients de L satisfont la condition [j : K] dans 
, où j est un entier positif

et K > 0, si :

i. a� 2 C jaj+j�m(
) pour j�j > m � j, tandis que les coe¢ cients restants sont des fonctions

mesurables bornées dans 
.

ii. Les inégalités suivantes sont véri�ées dans 
 :

���D�a���� � K pour j�j > m� j, j�j � j�j+ j �m

et

ja�j � K pour j�j � m� j

12



L�adjoint de L est l�opérateur dé�ni par:

L� (x;D)u =
X
j�j�m

(�1)j�jD�
�
a� (x) u

�
:

La fonction u est une solution faible de l�équation L�u = f; si

Z


uL' dx =

Z


f ' dx 8' 2 C10 (
) :

Énonçons les résultats de régularité dans le cadre de la théorie Lp. Commençons par les

théorèmes de la régularité intérieure:

Théorème 1.16 [1]

Soit u 2 Lqloc (
) pour un certain q > 1: Supposons que u est une solution faible de l�équation

ci-dessus pour f 2 Lploc (
) ; p > 1 avec L un opérateur elliptique d�ordre m. Supposons de plus

que les coe¢ cients de L véri�ent la condition [l : K] dans 
, où l est un entier positif. Soit

j = min fl;mg. Alors u 2 W j;p (
) ; de plus pour tous sous-domaines 
0 et 
1 de 
 tels que


0 � 
1 � 
1 � 
 , il existe c > 0 telle que

kukW j;p(
0)
� c

�
kfkLp(
1) + kukLp(
1)

�
;

la constante cdépend uniquement de N; m; p; �; K; 
0 et 
1:

Théorème 1.17 [1]

Soit L un opérateur elliptique d�ordre m dé�ni sur 
: Supposons que les coe¢ cients de L

satisfont la condition [m : K] dans 
: Soit 
0 tel que 
0 � 
; alors:

9c > 0; 8u 2 C10 (
0) ; kukWm;p(
0)
� c

�
kLukLp(
0) + kukLp(
0)

�
où p > 1:

Corollaire 1.3 Si au lieu de la condition [m : K], on suppose que les coe¢ ients des termes

d�ordre m de L sont continus et les autres co¢ cients sont mesurables et bornés, alors la con-

clusion demeure vraie en remplaçant 
0 par 
 tout entier.
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Passons aux théorème relatifs à la régularité au bord.

On va énoncer un théorème de la régularité au bord dans Lp des solutions faibles du problème

de Dirichlet.

Considérons un opérateur elliptique L d�ordre 2m, m 2 N�, dé�ni dans 
:

L(x;D) =
X

j�j�2m
a�(x)D

�:

Notons C lm
�


�
=
�
v 2 C l

�


�
;D�v = 0 sur @
; 0 � j�j � m� 1

	
avec l � m:

Théorème 1.18 [1]

Soit u 2 Lq(
) pour un certain q > 1. Supposons qu�il existe C > 0 telle que pour tout

v 2 C2mm (
), on a l�inégalité suivante:

����Z


uLv dx

���� � C k v kW 2m�j; p0(
)

où j est un entier positif tel que j � 2m et p
0
> 1. Supposons également que les coe¢ cients

de L véri�ent la condition [j : K] dans 
, et que 
 est de classe C2m. Alors, u 2 W j;p(
)

(1p +
1
p0 = 1) et

k u kW j;p(
)� c1(C+ k u kLp(
));

où c1 = c1 (N; m; p; K; �; 
) .

A partir de ce théorème nous avons un résultat de régularité concernant les solutions faibles

du problème suivant: 8<: L�u = f dans 


D�u = 0 sur @


où 0 � j�j � m� 1:

Théorème 1.19 [1]

Soit u 2 Lq (
) ; q > 1: Supposons que u soit une solution faible du problème considéré en ce

sens que Z


uLv dx =

Z


f
�
vdx; 8v 2 C2mm (
)
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où L est l�opérateur elliptique d�ordre 2m et f 2 Lp (
) ; p > 1: Supposons de plus que les

coe¢ cients de L véri�ent la condition [j : K] ; 1 � j � 2m; et que 
 est de classe C2m: Alors

u 2W j;p (
) et

k u kW j;p(
)� c(k f kLp(
) + k u kLp(
))

où c = c (N;m; p;K; �;
) > 0:

1.5.5 Rappel d�un résultat sur les sous et sur-solutions

Nous énonçons un résultat de sous et sur-solution dû à Ambrosetti, Brézis et Cerami [3]. Con-

sidérons le problème suivant

(P )

8>>><>>>:
��v = f(v) dans 


v > 0 dans 


v = 0 sur @


Dé�nition 1.12 On dit que v1 2 C2(
) \ C(
) est une sous-solution de (P ) si8>>><>>>:
��v1 � f(v1) dans 


v1 > 0 dans 


v1 = 0 sur @


De même, v2 2 C2(
) \ C(
) est une sur-solution de (P ) si8>>><>>>:
��v2 � f(v2) dans 


v2 > 0 dans 


v2 = 0 sur @


Théorème 1.20 [3] Soit f : R ! R telle que la fonction t 7�! t�1f(t) est décroissante sur

]0;+1[ : Soit v1 une sous-solution et v2 une sur-solution de (P ). Alors, v2 � v1 dans 
:
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1.6 Principe de la méthode de Galerkin

Soit H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue et L une forme linéaire continue.

On suppose qu�il existe une solution unique u 2 H du problème:

a(u; v) = L(v); 8v 2 H (1.1)

On cherche une approximation un 2 Hn de la solution u; où Hn est un sous-espace de

dimension �nie de H: L�approximation un est solution du problème approché:

a(un; vn) = L(vn); 8vn 2 Hn (1.2)

On suppose qu�il existe une solution un du problème approché (1:2); on compare (1:1) et

(1:2) on obtient:

8vn 2 Hn � H; a(u; vn) = L(vn) = a(un; vn)

ainsi on a

a(u� un; vn) = 0 8vn 2 Hn:

L�erreur en = u � un est donc a�orthogonale à l�espace Hn: C�est la formule qui permet

d�analyser la convergence de la méthode de Galerkin.

Lemme 1.2 (de Céa) [17]

Soit (un)n2N� la suite de solutions du problème approché alors on a l�inégalité suivante:

ku� unk �
kak
�

inf
vn2Hn

ku� vnk

où kak = sup fja (u; v)j ;u; v 2 H; kuk ; kvk � 1g et � est le coe¢ cient de coercivité de a, et Hn
est l�espace de Galerkin.
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Chapitre 2

APPLICATION DE LA MÉTHODE

DE GALERKIN À UN

PROBLÈME ELLIPTIQUE

2.1 Introduction:

La méthode de Galerkin est une technique numérique utilisée pour résoudre les équations aux

dérivées partielles, en particulier les problèmes elliptiques [9; 10; 17]. Elle consiste à rechercher

une solution approximée dans un espace de fonctions choisi, o¤rant ainsi une approche e¢ cace

pour le traitement de divers problèmes.

En considérant un problème variationnel posé dans un espace de dimension in�nie, on

cherche une approximation dans des sous-espaces de dimension �nie. On résout d�abord le

problème approximé dans ces sous-espaces, ensuite on fait tendre la dimension des espaces

d�approximation vers l�in�ni, on obtient alors la solution du problème de départ.

L�idée consiste donc à approcher la solution u par une solution un appartenant à un espace

de dimension �nie dont la connaissance ne nécessite que la résolution d�un système ou d�un

problème (linéaire ou non) en dimension �nie.

Les espaces peuvent être choisis en fonction de plusieurs critères, tels que la régularité de

la solution, la structure géométrique du domaine, les conditions aux limites et les propriétés
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physiques du problème.

2.2 Stabilité, convergence faible et convergence forte

On s�intérèsse à l�équation

�div(Aru) = f (*)

où A est une matrice carrée. Supposons qu�il existe fn 2 H�1(
) et un 2 H1
0 (
) véri�ant cette

équation. Posons-nous la question suivante:

Si fn ! f dans H�1(
) et u est la solution de (*): A-t-on un ! u?

Commençons par le théorème suivant :

Théorème 2.1 Soit A une matrice bornée et coercive, soit fn tendant vers f dans H�1(
),

alors la solution faible un de l�équation �div(Arun) = fn converge faiblement, à une sous-suite

près, vers u 2 H1
0 (
) solution de l�équation �div(Aru) = f .

Pour sa démonstration nous aurons besoin des résultats suivants:

Proposition 3 (Estimation a priori )

Soit u 2 H1
0 (
) solution de l�équation �div(Aru) = f , avec f 2 H�1(
). Alors il existe C > 0

indépendante de f telle que

kukH1
0
� C kfkH�1 :

Preuve: Prenons u comme fonction test dans la formulation faible, grace à la coercivité et la

continuité de la forme linéaire on a:

� kuk2H1
0
�
Z


(Aru)ru dx = hf; ui � kfkH�1 kukH1

0

donc

kukH1
0
� 1

�
kfkH�1 :

D�où le résultat.

En conséquence de cette proposition, si la suite fn converge, elle est bornée dans H�1(
) et

donc la suite un est bornée dans H1
0 (
); et admet une sous-suite qui converge faiblement vers
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un élément u 2 H1
0 (
):

En multipliant l�équation relative à un par v et en intégrant sur 
 on trouve:Z


(Arun)rv dx = hfn; vi :

Or

Arun:rv = hArun;rviRN = hrv;AruniRN =


tArv;run

�
RN = (

tArv):run

On a v 2 H1
0 (
) et A 2 (L1(
))N�N , tArv 2 (L2(
))N ; la convergence faible donneZ


(Arun)rvdx =

Z


(tArv)rundx!

Z


(tArv)rudx =

Z


(Aru)rvdx:

En passant au second membre on a :

jhfn � f; vij � kfn � fkH�1 kvkH1
0

et puisque fn converge vers f dans H�1 alors jhfn � f; vij ! 0, soit

hfn; vi ! hf; vi :

Et à la limite, u véri�e Z


(Aru)rvdx = hf; vi :

d�où la stabilité.

Montrons la convergence forte de la suite (un). En soustrayant les deux formulations con-

cernant un et u on trouve Z


(Ar(un � u))rvdx = hfn � f; vi

En posant v = un � u 2 H1
0 (
) on aura:Z



(Ar(un � u))r(un � u)dx = hfn � f; un � ui :
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De la coercivité de A et de la continuité de la forme linéaire fn � f on trouve

� krun �ruk2L2 �
����Z


(Ar(un � u))r(un � u)dx

���� = jhfn � f; un � uij � kfn � fkH�1 kun � ukH1
0

donc

� kun � uk2H1
0
� kfn � fkH�1 kun � ukH1

0

par suite

kun � ukH1
0
� 1

�
kfn � fkH�1 ! 0

Nous concluons ainsi que (un) converge fortement vers u dans H1
0 (
): Résumons ceci dans le

corollaire suivant:

Corollaire 2.1 Soit A une matrice bornée et coercive. Soit (fn) une suite qui converge forte-

ment dans H�1(
) vers f et un 2 H1
0 (
) véri�antZ



(Arun)rvdx = hfn; vi ; 8v 2 H1

0 (
)

alors la suite (un) est bornée dans H1
0 (
) et converge fortement vers u dans H

1
0 (
) et on aZ



(Aru)rvdx = hf; vi ; 8v 2 H1

0 (
)

Ce résultat peut-être réécrit sous une forme plus compacte.

Proposition 4 Soit A coercive et bornée, soit (un) une suite qui converge faiblement vers u

dans H1
0 (
) et telle que Z



(Arun)rundx!

Z


(Aru)rudx

alors (un) converge vers u fortement dans H1
0 (
).

Preuve: On a

Z


(Ar(un�u))r(un�u)dx =

Z


(Arun)rundx�

Z


(Aru)rundx�

Z


(Arun)rudx+

Z


(Aru)rudx
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On a
R

(Arun)rundx !

R

(Aru)rudx par hypothèse,

R

(Aru)rundx !

R

(Aru)rudx

car un converge faiblement vers u: Pour le troisième terme on a

Z


(Arun)rudx =

Z


(tAru)rundx!

Z


(tAru)rudx =

Z


(Aru)rudx:

En passant à la limite les termes s�éliminent, et on obtient
R

(Ar(un � u))r(un � u)dx ! 0:

Par coercivité de A, on a donc

� kun � uk2H1
0
�
Z


(Ar(un � u))r(un � u)dx! 0

ainsi un converge fortement vers u dans H1
0 (
): C�est le résultat demandé.

2.3 Application de la méthode de Galerkin

Revenons au problème de départ: Trouver u 2 H1
0 (
) telle que �div(Aru) = f où A est une

matrice coercive bornée et f 2 H�1(
):

Il s�agit de manière équivalente de résoudre le problème variationnel suivant:

trouver u 2 H1
0 (
); 8v 2 H1

0 (
);

Z


(Aru):rv dx = hf; viH�1;H1

0

Lorsque l�on applique la méthode de Galerkin pour résoudre le problème précédent plusieurs

théorèmes s�impliquent pour garantir l�existence, l�unicité, la convergence et la stabilité de

solution.

Théorème 2.2 Soient A une matrice bornée et coercive, f 2 H�1(
): Soit (Hn) une suite

d�espaces de dimension �nie n dans H1
0 (
): Alors il existe une solution unique u dans H

1
0 (
)

de Z


(Aru)rvdx = hf; vi 8v 2 H1

0 (
) (2.1)

et un solution unique dans Hn deZ


(Arun)rvndx = hf; vni 8vn 2 Hn(
): (2.2)
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Si d(v;Hn) = min
w2Hn(
)

kv � wk ! 0 pour tout v 2 C10 (
), alors (un) converge fortement vers u

dans H1
0 (
). De plus, on a l�estimation d�erreur

ku� unkH1 � Cd(u;Hn):

Preuve: L�existence et l�unicité de u sont assurées par le théorème de Lax-Milgram. Rap-

pelons que Hn est de dimension �nie il est alors complet pour la norme induite par H1
0 (
). Ainsi

Hn est un espace de Hilbert et on a l�existence et l�unicité de un grâce au même théorème.

Autre méthode pour montrer l�unicité de un: Soit ('i)i�1 la base orthonormale de H
1
0 (
),

où les 'i sont, par exemple, les fonctions propres de l�opérateur
�
�4; H1

0 (
)
�
. En prenant

('i)1�i�n comme base de Hn, nous obtenons alors une suite croissante de sous-espaces Hn de

H1
0 (
) et telle que leur réunion [

n�1
Hn soit dense dans H1

0 (
):

Le problème en un devient:

Trouver les scalaires u1, ... ,un (coordonnées de un dans la base de Hn) tels que

nX
k=1

uk
Z


(Ar'k)r'jdx =



f; 'j

�
(2.3)

pour tout 1 � j � n. On a donc un système linéaire de n équations et n inconnues. Il su¢ t

donc de montrer l�unicité pour un second membre nul

nX
k=1

uk
Z


(Ar'k)r'jdx = 0:

Multiplions la j�eme équation par uj (1 � j � n) et faisons la somme des n équations obtenues,

nous avons alors: Z


(Arun)rundx = 0:

Par coercivité de A, on a Z


(Arun)rundx � � krunk2L2

donc run = 0 et comme un s�annule sur le bord on a un = 0:

Nous concluons que l�équation (2:3) admet une unique solution un:
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Prenons vn = un dans (2:2) nous obtenons alorsZ


(Arun)rundx = hf; uni

et utilisons la coercivité, on a kunkH1
0
� C où C = 1

� kfkH�1 : Il existe alors une sous suite

(un) qui converge faiblement vers u dans H1
0 (
).

Soit v tel que d (v;Hn)! 0 pour n!1 avec d (v;Hn) = min
w2Hn

kv � wkH1
0
.

Il existe donc une suite (wn) � Hn telle que kv � wnk ! 0; c�est-à-dire que (wn) converge

fortement vers v: On a donc pour chaque n

Z


(Arun)rwndx = hf; wni

puisque un converge faiblement, nous aurons en passant à la limite:Z


(Aru)rvdx = hf; vi

pour tout v tel que d (v;Hn)! 0:

Supposons que d (v;Hn)! 0 pour un ensemble dense dans H1
0 (
) alors on auraZ



(Aru)rvdx = hf; vi

pour tout v 2 H1
0 donc par unicité de la solution, u = u et on vient donc de montrer que

(un) converge vers u faiblement. Ainsi hf; uni ! hf; ui si bien qu�en utilisant les deux équations

en un et en u, on a Z


(Arun)rundx!

Z


(Aru)rudx;

ainsi, grâce à la proposition vue plus haut, un converge fortement vers u dans H1
0 (
).

Nous venons de montrer donc la convergence forte de un vers u dès que, par exemple,

d(v;Hn)! 0 pour tout v 2 C10 (
).

On peut aussi montrer une estimation d�erreur: soit v 2 Hn, choisissons alors v � un 2 Hn
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comme fonction test dans les formulations en u et un, alors par soustractionZ


(Ar(u� un)r(v � un)dx = 0

ainsi

Z


(Ar(u� un)r(u� un)dx =

Z


(Ar(u� un)r(u� v)dx+

Z


(Ar(u� un)r(v � un)dx

et comme le dernier terme est nul, en utilisant Cauchy-Schwarz, la coercivité et la bornitude

de A,

� ku� unk2H1
0
� C ku� unkH1

0
ku� vkH1

0

donc

ku� unkH1
0
� C 0 ku� vkH1

0
:

Soit w� réalisant le minimum d(u;Hn) = min
w2Hn

ku� wk = ku� w�k. Puisque l�inégalité

ci-dessus est vraie pour tout v elle l�est pour w�:

ku� unkH1
0
< C 0 ku� w�kH1

0
= C 0d(u;Hn)

Si d(u;Hn)! 0 on a alors

ku� unkH1
0
! 0

donc (un) converge vers u fortement dans H1
0 (
), et on a même une estimation de l�erreur

entre solution exacte et approchée.

Démontrons maintenant le lemme de Céa pour le problème
�
�div(Aru) = f dans H1

0 (
)
�
.

On multiplie l�équation de notre problème par une fonction test v et on intègre sur le

domaine 
, cela donne la formulation variationnelle du problème:

Z


�div(Aru)vdx =

Z


fvdx:
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En utilisant la formule de Green, on obtient:

Z


(Aru):rvdx =

Z


fvdx 8v 2 H1

0 (
)

On introduit un espace d�approximation Hn � H1
0 (
). La solution approchée un 2 Hn satisfait:Z



(Arun):rvndx =

Z


fvndx 8vn 2 Hn

On dé�nit l�erreur en = u� un.

On utilise la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(u; v) =
R

Arurvdx :

����Z


(Aru):rvdx

���� �M kukH1
0
kvkH1

0
;

Z


(Aru) :rudx � � kuk2H1

0

où M et � sont des constantes positives.

On a alors,

�kenk2H1
0
� a(en; en)

En utilisant l�orthogonalité de Galerkin (i.e relative à la forme bilinéaie a(:; :)), on a:

a(u� un; wn) = 0; 8wn 2 Hn

Ainsi, on a:

a(en; en) = a(u� un; u� vn); 8vn 2 Hn:

en e¤et, a(u� un; u� un) = a(u� un; u� vn) + a(u� un; vn � un) = a(u� un; u� vn); car

vn � un 2 Hn:

On utilise la continuité de la forme a(:; :), alors on a:

a(en; en) = a(u� un; u� vn) �Mku� unk
H10

ku� vnk
H10

On combine les inégalités, on a :

�ku� unk2
H10

�Mku� unk
H10

ku� vnk
H10

:
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D�où l�estimation:

ku� unk
H10

� M

�
ku� vnk

H10

8vn 2 Hn

On prend l�in�mum sur tous les vn 2 Hn, on obtient:

ku� unk
H10

� M

�
inf

vn2Hn
ku� vnk

H10

:
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Chapitre 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS

POUR UN PROBLÈME

ELLIPTIQUE SINGULIER PAR

LA MÉTHODE DE GALERKIN

3.1 Introduction

Les équations elliptiques singulières sont des équations elliptiques présentant des singularités

dans leurs domaines. Ces singularités peuvent être causées par des conditions aux limites ou

des termes sources qui ne sont pas su¢ samment réguliers, ou même par l�opérateur di¤érentiel

de l�équation.

L�existence de solutions pour les équations elliptiques singulières contenant un terme de

convection peut être établie par la méthode de Galerkin. Malgré la présence d�un terme de

convection singulier, il est souvent possible de montrer l�existence et l�unicité des solutions dans

des espaces de dimension in�nie. L�approche est basée sur la méthode des sous et sur solutions.

Le rôle des termes de convection dans les équations aux dérivées partielles est, par exemple,

de prendre en compte le transport d�une quantité par un �uide en mouvement.

La convection dans ce cas peut être classée en deux catégories principales: La convection
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forcée et la convection naturelle. La convection forcée se produit lorsque le mouvement du

�uide est entrainé par une force extérieure, telle qu�une pompe ou un ventilateur. La convection

naturelle, quant à elle, se produit lorsque le mouvement du �uide est entrainé par des forces

dues aux changements de densités causés par des variations de température.g

Les équations elliptiques singulières sont importantes en physique mathématique, en mé-

canique des �uides, en mécanique des solides, les catalyseurs chimiques hétérogènes, les �uides

non newtoniens, la formation de modèles biologiques, et dans d�autres domaines de la physique.

3.2 Présentation du problème et cadre fonctionnel

Ce chapitre concerne l�étude du problème suivant:

(P )

8>>><>>>:
��u = f(x; u) + �g(x;ru) dans 


u > 0 dans 


u = 0 sur @
;

où 
 est un domaine régulier borné de RN ; N � 2; � est un paramètre réel positif, la

fonction f est sous-linéaire et singulière, et g est une fonction continue.

Avant d�énumérer les di¤érentes hypothèses sur f et g; signalons quelques points relatifs au

problème (P ):

Si le terme de convection est nul i.e. g = 0, plusieurs auteurs ont étudié ce problème. On cite

les travaux [5� 8] : Les auteurs ont utilisé les techniques de sous et sur-solutions, les théorèmes

de point �xe, la théorie de bifurcation et la méthode de Galerkin.

Et en présence du terme de convection i.e. g 6= 0;on peut citer les articles [12; 13; 16; 18] où

les techniques de sous et sur-solutions et les théorèmes de point �xe ont été également utilisés.

A noter que dans l�article [11] et toujours en présence du terme de convection, les auteurs se

sont basés sur une méthode variationnelle pour prouver les résultats d�existence.

Terminons ces remarques par signaler la di¤étence entre les di¤érents articles cités plus haut

et le présent travail.

Dans les articles cités, les auteurs supposent la fonction f monotone et g homogène, par

contre pour le problème (P ) la fonction f est non monotone et g est non homogène.
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Passons aux hypothèses de f et g: Nous supposons que les fonctions f et g sont telles que:

(H1) Les fonctions f : 
 � R ! R et g : 
 � RN ! R sont continues et localement

höldériennes .

(H2) Il existe des constantes b > 0; 0 < ri < 1 (i = 1; 2; 3) avec r1 < r2 et des fonctions

continues positives ai : 
! R (i = 1; 2; 3) telles que

b j�jr1 � f(x; �) � a1(x) + a2(x) j�jr2 +
a3(x)

j�jr3 ; 8(x; �) 2 
� R:

(H3) Il existe une constante 0 < r4 < 1, et des fonctions continues positives a4 et a5 telles

que

0 � g(x; �) � a5(x) + a4(x) j�jr4 ; 8(x; �) 2 
� RN :

Donnons un exemple de problème entrant dans le cadre de ces hypothèses:

��u = jxj2 + juj
1
3 + juj

1
2 exp (� jxj) + 1

juj
1
2

+ � jruj
1
4 x 2 
; u 2 H1

0 (
):

Finalement nous entendons par solution de (P ) toute fonction positive u 2 C2(
) \H1
0 (
)

satisfaisant l�équation au sens classique dans 
:

Remarquons que la fonction f peut présenter une singularité en � = 0: Ainsi pour détourner

cette singularité, nous approchons (P ) par une famille de problèmes elliptiques non singuliers

(P"); où " est réel positif destiné à tendre vers 0: De façon précise, nous considérons le problème

(P")

8>>><>>>:
��u = f(x; juj+ ") + �g(x;ru) dans 


u > 0 dans 


u = 0 sur @
;

Ainsi si (P") admet une solution u", en faisant tendre " vers 0; nous obtenons une solution

pour (P ):
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3.3 Etude des problèmes (P ) et (P")

Commençons par énoncer le théorème concernant le résultat d�existence de solutions pour le

problème (P ) :

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3) le problème (P ) admet une solution

pour tout � � 0:

Avant de démontrer ce théorème, nous présentons un résultat de régularité relatif à la

solution de (P") :

Lemme 3.1 Si, sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), le problème (P") admet une solution

faible u 2 H1
0 (
) ; alors u 2 C2(
) \ C1(
):

Preuve: Posons h(x) = f(x; juj + ") + �g(x;ru): Puisque u 2 H1
0 (
); de (H2) et (H3)

nous concluons que h 2 L 2
r (
); où r = max fr2; r4g : Ainsi, par le Théorème 1.19 du premier

chapitre, appliqué au problème

(A)

8<: ��u(x) = h(x) dans 


u(x) = 0 sur @


toute solution u de (A) ;appartient à W 2;s1(
); où s1 = 2
r et donc (u;ru) 2 (Ls1(
))N+1

et h 2 L
s1
r (
): En utilisant à nouveau [1], on obtient u 2 W 2;s2(
) avec s2 = 2

r2
: Puisque

r 2 (0; 1); en répétant cet argument k fois, de telle sorte que sk = 2
rk
> N

2 ; il s�ensuit de

l�injection de Sobolev que u 2 C1;�(
), pour un certain �, 0 < � < 1: Ainsi, par le théorème de

régularité de Schauder et (H1), on conclut que u 2 C2(
): Le lemme est démontré.

Passons au résultat d�existence de solutions pour le problème (P") :

Théorème 3.2 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Alors le problème (P")

admet une solution u 2 C2(
) \ C1(
):

Preuve: La démonstration repose sur la méthode de Galerkin. Soit alors B = femgm�1 une

base orthonormée de l�espace H1
0 (
). Considérons pour tout m � 1 le sous-espace Vm de
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H1
0 (
) engendré par les m premiers éléments de la base B; i.e. Vm =spanfei; 1 � i � mg. Nous

avons dimVm = m; il existe alors un isomorphisme entre Vm et l�espace euclidien Rm :

T : Vm �! Rm; T (v) = T

 
mX
i=1

ciei

!
= (c1; :::; cm) := c

où les ci 1 � 1 � m sont les coordonnées de v 2 Vm: En munissant Vm de la norme induite par

la norme k:k de H1
0 (
), nous avons

kvk = jcj = jT (v)j

où j:j est la norme euclidienne usuelle de Rm: Ainsi Vm et Rm sont isométriques et nous pouvons

identi�er tout élément v 2 Vm à son vecteur de coordonnées (c1; :::; cm) = c 2 Rm;

Vm 3 v =
mX
i=1

ciei $ (c1; :::; cm) = c 2 Rm:

Considérons maintenant la fonction F = (F1; :::; Fm) : Rm ! Rm dé�nie par

Fi(c) =

Z


rvreidx�

Z


[f(x; jvj+ ") + �g(x;rv)] eidx; 1 � i � m

Montrons que les hypothèses du corollaire 1.2 sont satisfaites pour F , i.e. il existe des réels

�, r > 0 tels que

(F (c) ; c) � r, 8c 2 Rm; jcj = �:

Nous avons (F (c) ; c) =
mP
i=1
Fi(c)ci et

Fi(c)ci =

Z


rvrciei �

Z


[f(x; jvj+ ")ciei + �g(x;rv)ciei] dx

d�où

(F (c) ; c) =

Z


rvr

mX
i=1

ciei �
Z



"
f(x; jvj+ ")

mX
i=1

ciei + �g(x;rv)
mX
i=1

ciei

#
dx
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=

Z


jrvj2 dx�

Z


[f(x; jvj+ ")v + �g(x;rv)v] dx; car v =

mX
i=1

ciei:

Les fonctions f et g sont positives d�où

(F (c) ; c) � kvk2 �
Z


f(x; jvj+ ") jvj dx� �

Z


g(x;rv) jvj dx

Dans la suite, et pour simpli�er, nous noterons la norme de l�espace Lp (
) par j:jp :

Nous avons d�après (H2)

f(x; jvj+ ") � a1(x) + a2(x) (jvj+ ")r2 +
a3(x)

(jvj+ ")r3

� a1(x) + a2(x)"
r2 + a3(x)"

�r3 + a2(x) jvjr2 ; car 0 < r2 < 1:

d�où

Z


f(x; jvj+ ") jvj dx �

Z



�
a1(x) + a2(x)"

r2 + a3(x)"
�r3� jvj dx+ Z



a2(x) jvjr2+1 dx

�
�
ja1j2 + "

r2 ja2j2 + "
�r3 ja3j2

�
jvj2 + ja2j 2

1�r2
jvjr2+12 ;

le premier terme du dernier membre découle de l�inégalité de Cauchy-Schwarz, et le second

terme est obtenu par application de l�inégalité de Hölder avec les exposants p = 2
r2+1

> 1 et

p0 = 2
1�r2 , et en remaquant que a2 est continue sur le compact 
 alors

Z


a2(x) jvjr2+1 dx � ja2j 2

1�r2
:
���jvjr2+1���

2
r2+1

= ja2j 2
1�r2

�Z



�
jvjr2+1

� 2
r2+1 dx

� r2+1
2

= ja2j 2
1�r2

jvjr2+12 :

D�autre part, par (H3) et par l�inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Z


g(x;rv) jvj dx � ja5j2 jvj2 +

Z


(a4 (x) jrvjr4) jvj dx

� ja5j2 jvj2 + ja4 jrvj
r4 j2 jvj2

et comme par l�inégalité de Hölder nous avons

ja4 jrvjr4 j22 =
Z


a24 jrvj

2r4 dx �
��a24�� 1

1�r4

���jrvj2r4���
1
r4

=
��a24�� 1

1�r4
jrvj2r42
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nous déduisons que Z


g(x;rv) jvj dx � ja5j2 jvj2 +

��a24�� 12 1
1�r4

jrvjr42

En�n en faisant appel à l�inégalité de Poincaré nous obtenons,

(F (c) ; c) � kvk2�
�
ja1j2 + "

r2 ja2j2 + "
�r3 ja3j2 + ja5j2

�
CP kvk�ja2j 2

1�r2
Cr2+1P kvkr2+1�

��a24�� 12 1
1�r4

Cr4p kvk
r4

où CP > 0 est une constante ne dépendant que de 
.

Or, sachant que kvk = jcj (c 2 Rm), nous écrivons

(F (c) ; c) � jcj2�
�
ja1j2 + "

r2 ja2j2 + "
�r3 ja3j2 + ja5j2

�
CP jcj�ja2j 2

1�r2
Cr2+1P jcjr2+1�

��a24�� 12 1
1�r4

Cr4p jcj
r4

Remarquons que le second membre est une expression polynômiale de degré 2 en jcj, elle tend

vers +1 quand jcj ! +1: Par conséquent,

9�; r > 0; (F (c) ; c) � r > 0, 8c 2 Rm tel que jcj = �:

Puisque F est continue, d�après le corollaire 1.2, pour tout m 2 N�

9Cm = (c1, :::; cm) 2 Rm; jCmj � � et F (Cm) = 0:

Fixons m 2 N� et soit vm = c1e1 + :::+ cmem 2 Vm � H1
0 (
). Alors kvmk = jCmj � � et donc

F (vm) = 0.

Par conséquent Fi(vm) = 0 pour tout 1 � i � m; d�où par combinaison linéaireZ


rvmrwdx =

Z


[f(x; jvmj+ ")w + �g(x;rvm)w] dx 8w 2 Vm

La suite (vm) est bornée dans H1
0 (
), elle contient donc une sous-suite encore notée (vm) telle

que

vm * v 2 H1
0 (
) et vm �! v p.p. dans 
:

En fait, on démontrera plus tard que (vm) converge fortement vers v dans H1
0 (
).
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Soit m � k, alors pour tout w 2 Vk nous avonsZ


rvmrwdx =

Z


[f(x; jvmj+ ")w + �g(x;rvm)w] dx (3.1)

car Vk � Vm. En faisant tendre m vers l�in�ni, nous obtenons

Z


rvrwdx =

Z


(f(x; jvj+ ")w + �g(x;rv)w)dx (3.2)

Soit maintenant � un élément quelconque H1
0 (
); alors � s�écrira dans la base B, � =

P1
i=1 �iei;

où (�i) � R et par troncation aux k premiers éléments de B nous obtenons la suite

�k =
kX
i=1

�iei 2 Vk

qui converge fortement vers � dans H1
0 (
): Prenons w = �k dans (3:2) et faisons tendre k !1,

nous obtenons Z


rvr�dx =

Z


(f(x; jvj+ ")�+ �g(x;rv)�)dx; (3.3)

celle-ci est vraie pour tout � 2 H1
0 (
): Nous déduisons que v est solution faible de (P") : Et

d�après le Lemme 3.1, v est une solution classique de (P").

Montrons à présent que la suite (vm) converge fortement vers v: De la convergence faible

nous avons pour tout w 2 H1
0 (
)Z



rvmrw dx!

Z


rvrw dx: (3.4)

En plus de (H1) ; (H2) et le théorème de la convergence dominée on a

Z


f(x; jvmj+ ")w dx!

Z


f(x; jvj+ ")w dx; (3.5)

Z


f(x; jvmj+ ")(vm � v) dx! 0; (3.6)

Z


f(x; jvj+ ")(vm � v) dx! 0: (3.7)

Traitons le terme concernant la fonction g.
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Posons pour simpli�er Gm(x) := g(x;rvm(x)); m 2 N�. D�après (H3), on a

jGmj2 � ja5j2 + (
Z


a24(x)jrvmj2r4dx)

1
2 :

Utilisons l�inégalité de Hölder pour le deuxième terme du membre de droite. Sachant que

jrvmj2r4 2 L
1
r4 (
)

Z


a24(x)jrvmj2r4dx �

��a24�� 1
1�r4

��jrvmj2r4�� 1
r4

= ja4j2 2
1�r4

jrvmj2r42

Ce qui donne

jGmj2 � ja5j2 + ja4j2 2
1�r4

kvmk2r4 �M
�
1 + �2r4

�
où M � max

�
ja5j2; ja4j2 2

1�r4

�
: Donc il existe une fonction G 2 L2 (
) telle que

Gm * G i.e.
Z


Gm (x)� dx!

Z


G (x)� dx 8� 2 L2(
) (3.8)

et par suite (3:1) donne

Z


jrvj2dx�

Z


f(x; jvj+ ")vdx� �

Z


G(x)vdx = 0:

D�autre part,

kvm � vk2 = kvmk2 + 2hv; v � vmi � kvk2 = kvmk2 � kvk2 + om(1);Z


f(x; jvmj+ ")vdx =

Z


f(x; jvj+ ")vdx+ om(1); (3.9)

Z


G(x)vmdx =

Z


G(x)vdx+ om(1): (3.10)

Il en résulte que

kvm�vk2 =
Z


(f(x; jvmj+")vmdx+�

Z


Gm(x)vmdx�

Z


(f(x; jvj+")vdx��

Z


G(x)vdx+om(1)

=

Z


(f(x; jvmj+ ")vmdx�

Z


(f(x; jvmj+ ")vdx+ �

Z


Gm(x)vmdx� �

Z


G(x)vmdx+ om(1)
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=

Z


(f(x; jvmj+ ")� f(x; jvj+ "))vmdx+ �

Z


(Gm(x)�G(x))vmdx+ om(1);

maitenant on ajoute et on retranche les termes qu�il faut pour faire apparaître la di¤éence

vm � v; nous obtenons

kvm � vk2 =

Z


(f(x; jvmj+ ")� f(x; jvj+ "))(vm � v)dx+ �

Z


(Gm(x)�G(x))(vm � v)dx

+

Z


(f(x; jvmj+ ")� f(x; jvj+ "))vdx+ �

Z


(Gm(x)�G(x))vdx+ om(1)

Les deux derniers termes tendent vers 0 à cause de (3:9) et (3:10) : En utilisant la convergence

faible vm * v dans H1
0 (
); (3:6), (3:7) et (3:8) nous avons la convergence vers 0 des deux

pemiers termes, et par suite

kvm � vk ! 0

Ceci implique que vm ! v fortement dans H1
0 (
): La démonstration du théorème 3.2 est alors

achevée.

Démontrons à présent le résultat d�existence de solutions pour le problème (P ) énoncé par

le Théorème 3.1

Preuve: (du théorème 3.1) Nous venons de voir que le problème (P") admet, pour tout " > 0;

une solution dans C2(
)\C1(
): Prenons " = 1=n, n 2 N� et notons la solution correspondante

par un; donc 8>>><>>>:
��un = f(x; un + 1

n) + �g(x;run) dans 


un > 0 dans 


un = 0 sur @


(3.11)

et par suite pour tout � 2 H1
0 (
) ; nous avonsZ



runr�dx =

Z


f(x; un +

1

n
)�dx+ �

Z


g(x;run)�dx
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En prenant � = un et en utilisant (H1) ; (H2) et (H3) nous obtenons par les inégalités de

Hölder et de Poincaré

kunk2 � (

Z


a
1
2
1 dx)

1
2 (

Z


u2ndx)

1
2 + (

Z


a

2
1�r2
2 dx)

1�r2
2 (

Z


u2ndx)

r2+1
2

+(

Z


a22dx)

1
2 (

Z


u2ndx)

1
2 + (

Z


a

2
1+r3
3 dx)

1+r3
2 (

Z


u2ndx)

1�r3
2

+�

Z


a25dx)

1
2 (

Z


u2ndx)

1
2 + �(

Z


a24jrunj2r4dx)

1
2 (

Z


u2ndx)

1
2

� C1ja1j2kunk+ C2ja2j 2
1�r2

kunkr2+1 + C3a3ja2j2kunk

+C4ja3j 2
1+r3

kunk1�r3 + �C6ja5j2kunk+ �C5ja4j 2
1�r4

kunkr4+1

kunk2 � C2ja2j 2
1�r2

kunkr2+1 + �C5ja4j 2
1�r4

kunkr4+1 +

(C1ja1j2 + C3a3ja2j2) kunk+ C4ja3j 2
1+r3

kunk1�r3 : (3.12)

Comme 0 < 1� r3 < r2 + 1; r4 + 1 < 2; nous déduisons qu�il existe M > 0 tel que kunk � M:

D�où, à une sous-suite près, il existe u 2 H1
0 (
), tel que

un * u dans H1
0 (
); un(x)! u(x) p.p. dans 
:

Le but maintenant est de montrer u est une solution faible du problème (P ) : Par (H2), nous

avons f (x; �) � b j�jr1 ainsi un est une sur-solution du problème8>>><>>>:
��v = bvr1 ; dans 


v > 0 dans 


v = 0 sur @
:

Par la méthode variationnelle, on montre que ce problème admet une solution w 2 H1
0 (
) :

Ensuite en combinant la régularité dans les espaces Lp (
) et celle de Schauder ainsi que la

technique de Bootstrap [1], on montre que w 2 C2(
)\C(
): En�n par le principe du maximum

nous déduisons que w > 0 dans 
: Nous avons, puisque un est une sur-solution

un(x) � w(x) 8x 2 
; 8n 2 N�
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Rappelons à ce niveau un résultat dû à Ambrosetti, Brézis et Cerami [3] selon lequel

w (x) � C�1 (x) 8x 2 


où �1 est une fonction propre associée à la première valeur propre de l�opérateur
�
��; H1

0 (
)
�

et C est une constante positive. Donc

un(x) � C�1 (x) 8x 2 
; 8n 2 N� (3.13)

et à la limite

u(x) � C�1 (x) p.p: dans 


La suite de la démonstration repose sur la proposition suivante.

Proposition 5 La suite (un) est telle queZ


f(x; un +

1

n
)vdx!

Z


f(x; u)vdx; 8v 2 H1

0 (
) (3.14)

Z


f(x; un +

1

n
)(un � u)dx! 0; (3.15)

Z


f(x; u)(un � u)dx! 0: (3.16)

Preuve: De l�hpothèse (H2), de l�inégalité (3:13) et de la contitnuité des fonctions ai sur le

compact 
 nous avons:

jf(x; un +
1

n
)vj � c1jvj+ c2jvj junjr2 + c3

jvj
�r31
; (3.17)

jf(x; un +
1

n
)(un � u)j � c1jun � uj+ c2jun � ujjunjr2 + c3

jun � uj
�r31

; (3.18)

jf(x; u)(un � u)j � c1jun � uj+ c2jun � ujjujr2 + c3
jun � uj
�r31

: (3.19)
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où c1, c2 et c3 sont des constantes positives. D�après l�inégalité de Hardy-Sobolev, nous avons,

puisque 0 < r3 < 1;

9C > 0;
Z



jv (x) j
�r31 (x)

dx � C kvk ;8v 2 H1
0 (
)

ce qui implique que
jvj
�r31

2 L1(
);8v 2 H1
0 (
) (3.20)

On a aussi
jun � uj
�r31

! 0 dans L1(
)

En e¤et, en prenant v = un � u;Z



jun (x)� u (x) j
�r31 (x)

dx � C kun � uk � C (kunk+ kuk) � C (M + kuk) = K

Ce qui signi�e que la suite
�
jun � uj��r31

�
est uniformément bornée dans L1(
), et comme

jun � uj
�r31

�! 0 p.p. dans 


nous concluons que
jun � uj
�r31

! 0 dans L1(
):

De plus, en utilisant l�inégalité de Hölder et l�injection compacte de Sobolev, on en déduit que

lim
n!+1

Z


jun � ujjujr2dx = lim

n!1

Z


jun � ujjunjr2dx = lim

n!+1

Z


jun � ujdx = 0; (3.21)

car H1
0 (
) � L1 (
) de façon compacte, donc lim

n!+1

R

 jun � ujdx = 0:

Pour le terme en junjr2 on a

Z


jun � ujjunjr2dx �

�Z


jun � uj

2
2�r2 dx

� 2�r2
2
�Z



junj2dx

� r2
2

= jun � uj 2
2�r2

junjr22

et puisque H1
0 (
) s�injecte de façon compacte dans L

2
2�r2 (
) et (un) est bornée dans L2 (
) il

s�en suit que

lim
n!1

Z


jun � ujjunjr2dx = 0:
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De la même façon nous avons le résultat pour le terme en jujr2 : De ces trois limites et de (3:18)

et (3:19) découlent (3:15) et (3:16) :

Montrons (3:14) : La fonction f étant continue nous avons donc pour tout v 2 H1
0 (
)

f(x; un +
1

n
)v (x) �! f(x; u)v (x) p.p. dans 
;

et de (H2) et de (3:13) nous obtenons la majoration

����f(x; un + 1

n
)v

���� �
�����a1 (x) + a2 (x) (1 + un)r2 + a3 (x)�r31

�
v

����
�

�
ja1j1 + ja2j1 + ja2j1 u

r2
n +

ja3j1
�r31

�
jvj (3.22)

sachant que ur2n 2 L
2
r2 (
) et v 2 L

2
2�r2 (
) car H1

0 (
) � L
2

2�r2 (
) avec injection compacte du

fait que 1 < 2
2�r2 < 2

�; 2� étant l�exposant critique de Sobolev, nous déduisons par l�inégalité

de Hölder que Z


jur2n vj dx � jur2n j 2

r2

jvj 2
2�r2

= junjr22 jvj 2
2�r2

� C jvj 2
2�r2

car (un) est bornée dans L2 (
). De cette dernière inégalité et de (3:20) nous concluons que le

troisième membre de (3:22) appartient à L1 (
) et par le théorème de la convegence dominée

nous obtenons

Z


f(x; un +

1

n
)v (x) dx �!

Z


f(x; u)v (x) dx 8v 2 H1

0 (
):

C�est le point (3:14). la Propopsition 5 est donc démontrée.

Maintenant en reprenant les mêmes calculs faits dans la démonstration de la convergence

forte de la suite (vm) dans H1
0 (
) à la �n de la démonstration du Théorème 3.2, en plus de la

Proposition 5 nous obtenons la convergence forte de (un) vers u dans H1
0 (
) et par suite nous

aurons Z


rur'dx =

Z


f(x; u)�+ �g(x;rv)�dx 8� 2 H1

0 (
);

ainsi u est une solution faible pour le problème (P ): Sachant que u � C�1 > 0 dans 
; le terme

a3u
�r3 est localement borné dans 
, donc f(x; u) est régulier et par suite le second membre de

l�équation de (P ) est localement höldérien dans 
: Par le théorème de Schauder nous déduisons
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que u 2 C2;�loc (
) où 0 < � < 1; et donc u 2 C2 (
) : Finalement u 2 C2 (
) \ H1
0 (
): Ceci

termine la démonstration du Théorème 3.1.

Remarque 6 Le paramètre � � 0 n�a pas in�uencé sur l�existence des solutions pour le prob-

lème (P ) ; à cause de la présence d�un terme sous-linéaire (et singulier): On dit que le problème

est non résonant.

3.4 Etude d�un problème résonant

Traitons à présent un cas de résonance lié au problème (P ) : Supposons que les hypothèses

supplémentaires suivantes soient satisfaites:

(H4) Les conditions de (H2) sont satisfaites avec r2 < min
n

4
N�2 ; 1

o
pourN � 3 et a3

�
r3
1

2 Lp(
)

pour un certain p > N
2 , où �1 est dé�nie précédemment:

(H5) Il existe une fonction G continue et localement höldérienne dé�nie sur [0;+1) telle que

g(x; �) = G(j�j) pour tout � 2 RN avec G(0) = 0 et G(t) > 0 pour tout t > 0:

(H6) Il existe M� > 0 et 0 < � < 2
N tels que

sup
t2(0;M)

G(t)

t�
=
G(M)

M�
; 8M �M�:

Nous avons le théorème suivant montrant l�e¤et de la présence du paramètre � sur l�existence

des solutions.

Théorème 3.3 Supposons que (H1), (H4), (H5) et (H6) soient véri�ées, alors il existe �� > 0

telle que (P ) admet une solution pour tout � 2 [0; ��] :

Preuve: Nous allons nous mettre dans les conditions de l�application du Théorème 3.1.

Puisque d�après (H5) la fonction g (égale à G) croît en j�j, dé�nissons la troncation suivante:

Pour tout M > M� posons

gM (t) =

8<: G (t) si 0 � t �M
G(M)
M� t

� si t �M:
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Remarquons que l�on a par (H6), pour tous t > 0 et M �M�;

gM (t)

t�
� G (M)

M�
i.e.

M�

G (M)
gM (t) � t�:

Considérons maintenant le problème suivant

(PM )

8>>><>>>:
��u = f(x; juj) + �gM (jruj) dans 


u > 0 dans 


u = 0 sur @
:

La fonction gM veri�e les hypothèses (H1), (H2) et (H3) donc d�après le Théorème 3.1, pour

tous � > 0 et M > M�; le problème (PM ) admet une solution positive u�;M 2 H1
0 (
) :

Si l�on parvient à démontrer que jru�;M j � M , alors par dé�nition de gM , u�;M serait une

solution du problème (P ) :

Remarquons d�abord que si on prend u�;M comme fonction test dans la formulation variation-

nelle de (PM ) nous obtenons, en prenant � � �� = M�

G(M) ; par (H4), (H5), (H6) et les inégalités

de Hölder et Poincaré

ku�;Mk2 =

Z


f(x; u�;M )u�;M dx+ �

Z


gM (jru�;M j)u�;M dx

�
Z



�
a1 + a2u

r2
�;M + a3u

�r3
�;M

�
u�;Mdx+

Z


jru�;M j� u�;Mdx

� ja1j2 ju�;M j2 + ja2j 2
1�r2

ju�;M j1+r22 + ja3j 2
1+r3

ju�;M j1�r32 + CP jru�;M j1+�2

ku�;Mk2 � Ĉ
�
ku�;Mk1+r2 + ku�;Mk1+� + ku�;Mk+ ku�;Mk1�r3

�
où Ĉ est constante positive dépendant de ai; ri (i = 1; 2; 3), �; mes(
) et de la constante de

Poincaré. Nous déduisons de cette dernière inégalité que:

9C > 0; ku�;Mk � C;8M > M�;8� � ��:

Nous auons besoin de montrer l�assertion suivante.

Proposition 7 Il existe K > 0 telle que ku�;MkC1(
) � K pour tous M �M� et � � ��.
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Preuve: Posons

F�;M (x) = f(x; u�;M (x)) + �gM (jru�;M (x)j)

Nous avons d�après (H4), (H6)

jF�;M (x)j � a1(x) + a2(x)ju�;M (x)jr2 + c7
a3(x)

�r31 (x)
+ jru�;M (x)j� 8� � ��:

Montrons que F�;M 2 Lq (
) pour un certain q > N
2 : Les fonctions ai sont bornées sur 
,

ju�;M jr2 2 L
2
r2 (
) car u�;M 2 L2 (
). jru�;M j� 2 L

2
� (
) et a3

�
r3
1

2 Lp (
) pour un p > N
2 .

Donc F�;M 2 Lq (
) où q = min
n
2
r2
; 2� ; p

o
: Si N = 3 on a bien q > N

2 : Si N � 4 on utilise un

argument de Bootstrap en partant du fait que u 2 L2� (
) car H1
0 (
) � L2

�
(
) ; et on applique

cet argument jusqu�à obtenir F�;M 2 Lq(
) pour certain q ' N
2 : Nous avons �nalement

jF�;M jq � C1; 8� � �
�; M �M�: (3.23)

Puisque u�;M est une solution du problème

8<: ��u(x) = F�;M (x) dans 


u(x) = 0 sur @


par le Théorème 1.19 du premier chapitre, u�;M 2 W 2;q(
) et il existe C3 > 0, indépendante

de u�;M , telle que

ku�;MkW 2;q(
) � C3 jF�;M jq

En utilisant l�injection continue W 2;q(
) � C1(
), nous obtenons

ku�;MkC1(
) � C4jF�;M jq: (3.24)

D�après (3.23) et (3.24), il existe K = C1C4 > 0 telle que

ku�;MkC1(
) � K 8� � ��; 8M �M�:

Ceci termine la preuve de la Proposition 7.
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Terminons la preuve du Théorème 3.3

Preuve: (Suite) En prenant M � max fK; M�g et � � ��, nous obtenons

jru�;M (x)j �M 8x 2 


donc

gM (jru�;M (x)j) = G (jru�;M (x)j) = g (x;ru�;M (x)) 8x 2 


et par conséquent u�;M est une solution du problème (P ) : Ce qu�il fallait démontrer.
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Conclusion

Le travail de ce mémoire aborde de manière théorique une problématique liée aux équations el-

liptiques singulières avec un terme de convection. La méthode utilisée pour l�étude du problème

est basée sur l�approche de Galerkin. Les principales constatations sont les suivantes:

L�étude présente des résultats théoriques signi�catifs sur l�existence et la régularité des

solutions pour ce type d�équations singulières. Elle démontre l�importance des non-linéarités et

des termes de convection dans les équations elliptiques singulières, soulignant l�application de

techniques mathématiques avancées pour résoudre ce type de problèmes.

La méthode de Galerkin est une méthode générale d�approximation numérique qui peut être

appliquée à divers problèmes mathématiques, en particulier ceux modélisés par des équations

aux dérivées partielles.

Elle peut être utilisée pour résoudre des équations di¤érentielles ordinaires, en projetant la

solution sur un sous-espace de dimension �nie. Cela revient à résoudre un système d�équations

di¤érentielles ordinaires approché.

Plus généralement, elle s�applique à la résolution des problèmes variationnels dans des

espaces de Hilbert. Le problème consiste à trouver une fonction u dans un espace V véri�-

ant une équation variationnelle du type a(u; v) = L(v) pour tout v dans V , où a et L sont

respectivement des formes bilinéaire et linéaire continues.

Notons qu�il est essentiel de choisir judicieusement les espaces d�approximation pour obtenir

des solutions précises.

L�étude de l�existence de solutions aux équations elliptiques singulières avec des termes de

convection par la méthode de Galerkin met en lumière la capacité de cette approche à traiter

des phénomènes physiques variés et des conditions aux limites complexes. En s�appuyant sur
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des formulations variationnelles et des approximations spatiales, elle permet de résoudre de

manière e¢ cace ces problèmes mathématiques exigeants, et o¤re une contribution signi�cative à

la compréhension des problèmes physiques complexes et aux méthodes de résolution numérique.

Les plus importants résultats obtenus avec cette méthode dans la résolution de problèmes

mathématiques et de physique sont les résolution de problèmes aux limites, adaptabilité à

divers domaines, approximation numérique, et stabilité qui garantit la convergence des solutions

obtenues vers la solution exacte du problème initial, assurant ainsi la �abilité des résultats dans

des contextes variés. Cette propriété est essentielle pour l�application de la méthode à des

problèmes réels.
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 ////ملخصملخصملخصملخص

تتمثل المسا0ٔ الأولى في الصيغة . المذكرة إلى تطبيق طريقة غاليركين على مسالٔتين إهليلجيتين هتهدف هذ

أما المسا0ٔ الثانية فهـي مسا0ٔ تفردية تحتوي على . التباعدية وتشكل نموذجاً أساسـياً لتطبيق منهجية غاليركين

في قدرتها على تخطي التفردات الموجودة ) طريقة غاليركين(تكمن متانة الطريقة المسـتخدمة .  حراري حد حمل

يقوم مبدأ هذه الطريقة على إسقاط المسا0ٔ على فضاءات جزئية ذات أبعاد محدودة، وحلها . في الطرف الأيمن

ضعيفة ال صياغة ال  مع يقةالطر  هذه افقتر ت. لانهايةماإلى  ؤولفي هذه الفضاءات الجزئية، ثم جعل البعد ي

 .وجود حل تقليدي للمسا0ٔ المطروحة الحلول وهذا لضمانونظرnت انتظامية 

 

Abstract: This thesis focuses on the application of the Galerkin method to two elliptic 

problems. The first problem is presented in divergence form and serves as a model 

problem for applying the Galerkin approach. The second problem is a singular 

problem containing a convection term. The robustness of the employed method, 

namely the Galerkin method, lies in its ability to circumvent singularities present in 

the right-hand side. The principle of this method relies on projecting the problem 

onto finite-dimensional subspaces, solving it within these subspaces, and then letting 

the dimension tend to infinity. The method is accompanied by weak formulation and 

various regularity theorems that ensure the existence of a classical solution for the 

given problem. 

 

Résumé:  Le présent mémoire a pour objet  l’application de la méthode de Galerkin  

à deux problèmes elliptiques. Le premier  se présente sous la forme divergentielle. Il 

s’agit d’un problème modèle pour l’application de l’approche de Galerkin. 

Quant au deuxième, c’est un problème singulier contenant un terme de convection. 

La robustesse de la méthode utilisée, à savoir celle de Galerkin réside dans sa 

capacité à contourner les singularités présentes dans le second membre.  Le principe 

de cette méthode repose sur la projection du problème sur des sous espaces de 

dimensions finies et le résoudre dans ces sous espaces ensuite faire tendre la 

dimension vers l’infini.   La méthode est accompagnée par la formulation faible et les 

différents théorèmes de régularité assurant l’existence de solution classique pour le 

problème donné.  


