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Introduction

La théorie des équations aux dérivées partielles (EDP) joue un role essentiel dans la mod-
élisation mathématique pour de nombreux domaines scientifiques et d’ingénierie.

Parmi les classes d’EDP, les probléemes elliptiques occupent une place particuliérement
importante en raison de leur implication dans la description de phénoménes naturels variés,
provenant de la physique, de 'astronomie, de la chimie, de la biologie etc...

L’axe principal dans I’étude des problémes elliptiques est de démontrer ’existence de
solutions adéquates. Parmi les méthodes utilisées dans la résolution des problémes elliptiques
on cite, entre autres, la méthode de Galerkin qui constitue un outil fondamental et un cadre
puissant pour aborder les questions d’existence.

Dans ce mémoire nous allons utiliser cette méthode pour ’étude du probléme elliptique

singulier suivant:

—Au = f(z,u) + A\g(x,Vu) dans
(P) u(z) >0 dans
u(z) =0 sur 02

ot  est un domaine borné de RY, N > 2. XA > 0 est un paramétre réel, f est une fonction
a termes sous-linéaire et singulier, et g est une fonction continue.

Nous montrerons l’existence de solutions en présence du terme de convection g. La partie
principale de ce travail est une relecture de l'article [2].

Ce mémoire se compose de trois chapitres, décrits comme suit:

Le premier chapitre: comprend les outils nécessaires pour ’étude du probléme proposé. 11

contient également un rappel d’analyse fonctionnelle. La majorité de ces résultats sont tirés



sauf mention contraire du livre [4].

Le deuxiéme chapitre: est entiérement consacré a 'application de la méthode de Galerkin
pour un probléme elliptique.

Enfin dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera a 1’étude de l’existence de solutions du

probléme (P).



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Topologie faible

1.1.1 Deéfinition et propriétés

Soit F' un espace de Banach et soit f € F', F' étant le dual de F. On désigne par ¥y : E — R
I'application définie par W¢(x) = (f,z). Lorsque f décrit F’ on obtient une famille (V) ¢epr

d’applications de F' dans R.

Définition 1.1 La topologie faible o(F, F') sur F est la topologie la moins fine sur F rendant

continues les applications Wy pour f parcourant F'.
Proposition 1 La topologie faible o(F, F') est séparée.

Proposition 2 Soit (z,,) une suite de F'. On a:

1. [z, — x faiblement pour o(F, F")] < [(f,xn) — (f,x) Vf € F'].

2. Si x,, — x fortement, alors x,, — = faiblement pour o(F, F").

3. Si xy, — x faiblement pour o(F, F'), alors ||x,| est bornée et ||z| < liminf ||z, .

4. Si x,, — x faiblement pour o(F,F"), et si f, — f fortement dans F' (i.e. || fr, — f||z — 0),
alors (fn,zn) — (f,x).



1.2 Espaces de Hilbert, espaces séparables, espaces réflexifs

Définition 1.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (u,v)

et qui est complet pour la norme ||u|| = (u,u)%

Théoréme 1.1 Soit H un espace de Hilbert et (x,,) une suite bornée dans H. Alors il existe

une sous suite notée (ry) et x € H tels que x, — x faiblement dans H, i.e. pour tout p € H,

(@n, p) = (2, p1)-

Définition 1.3 On dit qu’un espace métrique F est séparable s’il existe un sous-ensemble D C

F dénombrable et dense.

Soit F' un espace de Banach et F’ son dual muni de la norme duale définie par :

[l = sup [{f,z)].
zcF
Izl p<1
Soit F” son bidual muni de la norme ||g||z» = sup [{g, f)],
feF’
171l e <1

et soit l'injection canonique J : ' — F " telle que pour tout z € F' I'image Jx est définie
par :

<J$,f>F”7F’ =Jz (f) = f(z) = <f793>F/,F VfeF.

L’application J est linéaire et est une isométrie c’est-a-dire ||Jz||pv = |||z ; en effet :

[Jzllpr = sup [{Jz, f)| = sup [{f.z)| = [[z]p
cF feF’

IFIl pr <1 IFIl pr <1

Définition 1.4 On dit que F est réflexif si J est surjective i.e J(F) = F". En d’autres termes
F est réflexif s’il est identifiable a F".
1.3 Espaces de Lebesgue

Définition 1.5 Soit Q un ouvert de RN, et 1 < p < oo et soit f : @ — R. On dit que
ferr) si:



1. f est mesurable sur ) .

2. | fllv) = (Jo I dz)v < oo.

Onnote LP (Q) = {f : @ — R, f mesurable et |f|” € L'(Q)} ot L'(Q) est I'espace de fonc-

tions intégrables sur Q a valeurs dans R. On pose || f||1 = [, |f ()] dx.

Définition 1.6 On définit
L*(Q) ={f:Q—R; f mesurable, 3C > 0 telle que |f(z)| < C p.p sur Q}

L>(Q) est un espace de Banach pour la norme || f|| ., = inf {C;|f(z)| < C p.p sur Q}.

Théoréme 1.2 (Inégalité de Hélder).
Soit Q un ouvert de RN. Alors pour tous u € LP(Q) et v € LI(Q) avec 1 < p < 400 et q défini

par%-i—%:l, on auv € LY(Q) et

luvllLy < llulle@)llvlla@)-

Si p=q =2 on obtient l’inégalité de Cauchy- Schwarz.

Théoréme 1.3 (Fischer-Riesz)

LP(Q) est un espace de Banach pour tout p, 1 < p < oc.

Théoréme 1.4 (de la convergence dominée)

Soit (un)nen une suite de fonctions de L'(Y), qui converge simplement p.p. sur Q vers une
fonction u. Supposons qu’il existe une fonction intégrable positive f : Q — RT

telle que: Yn € N, |u,| < f p.p. sur Q. Alors :

1. u est intégrable,

2. liTILn Jo lun —uldz =0 (autrement dit ||u — u,||1 — 0 lorsque n — +00),

3. lim [ upde = [qu dx.

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels basés sur les espaces de Lebesgue, ces

espaces constituent le cadre adéquat et rigoureux pour 1’étude des équations différentielles et



aux dérivées partielles. Ils permettent de généraliser la notion de dérivée a des fonctions qui ne
sont pas nécessairement continues, mais qui ont des dérivées généralisées dans un sens approprié.
Soit  un ouvert de RN, N > 1, on note par C3°(€2) I'ensemble des fonctions indéfiniment

dérivables & support compact dans €, c’est-a-dire:

Ce () ={u e C*(N);IK C Q, K compact; u=0 sur Q\K}

1
loc

f a K est un élément de L'(K).

On rappelle que f € L; () si pour tout sous-ensemble compact K de Q , la restriction fix de

Lemme 1.1 Soit Q un ouvert de RN, N >2 | et soit f,g € L} (Q). Alors

loc

W0 € CF(). [ f@)o(w)is = [ g@jote)ds) o [f =g pp dans O
Définition 1.7 L’espace de Sobolev WLP(Q) est défini par:

w € LP(Q); g1, g2,...,.9n8 € LP(QQ) tels que
Wie(Q) = (©); 391, 92,---,98 Q) q
pour tout i =1, ...,.N, [q ug—i =—Jq9ip Vo€ Cl()

Cette définition est équivalente & la suivante:

Définition 1.8 L’espace de Sobolev WP(Q) est défini par :
WhP(Q) = {u € LP(Q) : Vu € (LP(Q)N}

ol
ou Ou ou

Vu = 67:[;1’ 871'2’ ceny 76:[;]\[)

et g—;(l <1 < N) est la dérivée d’ordre 1 au sens des distributions de la fonction réelle u.

L’espace WP(Q) est muni de la norme:

lullwrrio) = llull @) + VUl o



ou parfois de la norme équivalente pour 1 < p < oo :

D=

lullwas) = Dl + IVul? )
Définition 1.9 L’espace Wol’p(Q) est l'adhérence de C§°(Q) dans W1P(Q) i.e :
Wt () = (@)

L’espace dual de Wol’p(Q) est noté par W—14(Q) avec % + % =1.

Théoréme 1.5 On suppose que 2 est de classe C. Soit u € WHP(Q)NC(Q) avec 1 < p < oo.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

o u =0 surdf

e uc Wol’p(Q).

Remarque 1.1 1. Sip =2, l’espace W2(Q) est noté par H*(Q) et W01’2(Q) est noté H} ().
2. Comme C$°(RY) est dense dans WIP(RN) on a :

WLP(RN) = WP (RV).

Théoréme 1.6 Les espaces WIP(Q) et Wol’p(Q) sont des espaces
e de Banach pour 1 < p < oo.
o séparables pour 1 < p < oo.

o réflexifs pour 1 < p < oco.

Remarque 1.2 H(Q) et H&(Q) sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire suivant:

(u,v) g1 (o) = (4,v)2(q) + /Q Vu(z).Vu(x)dz.

Théoréme 1.7 On suppose que ) est un ouvert de classe C1, a frontiére bornée. Soit 1 < p <

00. On a les injections continues suivantes:



e sil<p<N, alors WHP(Q) C LP"(Q) ozlp*:NN—_pp.
e sip=N, alors WHP(Q2) C LI(2)  Vq € [p, +o0],
e sip> N, alors WHP(Q) C L®(Q).

Théoréme 1.8 (Rellich-Kondrachov).

Soit Q C RN un ouvert borné de classe C'. Alors on a les injections compactes suivantes:
e sil<p< N;WP(Q)cC LIN),Vq € [1,p*[ oup*:NN—_’;.

e sip=N;WP(Q)C LIQ),Vq € [1,00].

e sip>N;WLP(Q) Cc C(Q).

Le théoréme précédent nous permet de passer de la convergence faible & la convergence

forte.

Théoréme 1.9 (Inégalité de Poincaré).
Soit Q un ouvert borné de RN et soit 1 < p < co. Alors il existe une constante C(Q, p) > 0
telle que:

lull o) < ClIVulloy — Yu € WyP(Q).

Remarque 1.3 o L’inégalité de Poincaré reste valable si 2 est de mesure finie, ou bien si )
est borné dans au moins une direction.

: 1 L . o
o Llexpression ||Vu||rp(q) est une norme sur Wy (Q) équivalente o la norme induite par celle

de WLP(Q).

Théoréme 1.10 (Inégalité de Hardy-Sobolev) [15]
Soit ¢, la fonction propre positive associée a la premiére valeur propre de l’opérateur (—A, H} (Q))

et 0 < a< 1. Alors

v (z) | 1
4C > 0, 5 dr < C||Vv , Vv € Hy (2
0 ¢1 (.’L') || HLQ(Q) 0( )



1.5 Autres Résultats

1.5.1 Principe de maximum classique

On considére 'opérateur différentiel suivant :

N

N 0%u ou
Lu=— Zaz‘j(fl})m +) bi(=) oz, c(z)u, avec ai; = aji
ij=1 i=1

ot x = (1,....,zy5) € Q, Q étant un domaine borné de R, N > 2. On dit que L est elliptique

si la matrice [a;;(x)] est positive en tout point z € Q, i.e.

N
1
0< X lz* < ijz:laijxiasj < M zf?

olt A > 1 est une constante positive. On suppose que les coefficients a;;, b;, et ¢ sont continus.

Théoréme 1.11 [14] Soit u € C*(Q) N C(Q) et ¢ > 0 dans Q.
Si on a Lu > 0 dans €2, alors

minu > —maxu .
a E19)

ot u~ = max (—u,0).
1.5.2 Les Théorémes de Riesz-Fréchet, de Stampacchia et de Lax-Milgram

Théoréme 1.12 (de représentation de Riesz-Fréchet).
Soit H un espace de Hilbert sur R dont le produit scalaire est noté (.,.), et f une forme linéaire

continue sur H; alors il existe un unique élément h € H tel que:
f(v)=<(h,v) YveH.

Définition 1.10 Soit H un espace de Hilbert sur R. Une forme bilinéaire a sur H est dite
coercive St :

Ja > 0,Yu € H, a(u,u) > aul?.

Théoréme 1.13 (de Stampacchia).

Soit H un espace de Hilbert sur R, a une forme bilinéaire continue et coercive sur H, et K un

10



sous-ensemble non vide convexe et fermé de H. Alors, pour tout f € H', dual de H, il existe

un unique u de K vérifiant l'inéquation variationnelle:
a(u,v —u) > (f,v—u)y g Vv € K.
St de plus a est symétrique, alors u est l'unique élément de K vérifiant:

J(u) = géi]l{lj(’l))

avec

J(v) = %a(v,v) -

Corollaire 1.1 (Théoréme de Lax-Milgram).
Soit H un espace de Hilbert sur R, a une forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur

H. Alors pour tout f de H', il existe un unique élément u de H tel que,
a(u,v) = (f,v),Yv € H.

1.5.3 Théorémes de point fixe

Théoréme 1.14 (de point fize de Brouwer)[17]
Soit B = {a: eRN, |z| < 1} la boule unité fermée de RN muni de la norme euclidienne

. . . —N —N . .
usuelle |.|. Alors toute application continue de B~ dans B~ admet au moins un point fize.

Corollaire 1.2 Soit p > 0 et P : x +— P(x) une application continue de RN dans lui méme
telle que,
(P(z),z) >0 Vo € RY tel que |z| = p,

ot (.,.) désigne le produit scalaire usuel de RN . Alors il existey € RN |y| < p tel que P (y) = 0.
1.5.4 Quelques résultats de régularité
Commengons par le théoréme de régularité de Schauder,

Théoréme 1.15 (de régularité de Schauder) Soit Q un ouvert borné de classe C*+29 on

11



k est un entier naturel et 0 un réel, 0 < 6 < 1. Soit x € C**29(Q) et f € C*? (Q), alors la

solution u du probléme
—Au=f dans Q

u=yx sur Of)

appartient & Uespace de Hélder CF20 ().

Passons a la régularité dans les espaces LP, des solutions faibles d’équations elliptiques. On
va citer les résultats de la régularité intérieure et celle au bord pour les solutions faibles du
probléme de Dirichlet.

Soit L l'opérateur différentiel elliptique linéaire d’ordre m défini dans Q par:

|al=m
L(z,D) = Z aq(x) D™
|a|=0
oun D= (Dy,...,Dy), D; = 6%1-7 1<i<N,a= (a1, ag, ..., ay) un multi-indice,

D* = D{"D3?..D3Y, la| = oy + a2 + ... + ay et Q un domaine borné de RN,

L’opérateur L est elliptique, il existe alors A > 1 appelée constante d’ellipticité telle que:
1 m m re) N
X‘V‘ < |L(z,v)| < Xv|™,V(z,v) € Q x RY.

Définition 1.11 [1]

On dit que les coefficients de L satisfont la condition [j : K] dans §2, ot j est un entier positif
et K >0, si:

i. Gq € C‘“|+j_m(ﬁ) pour |a] > m — j, tandis que les coefficients restants sont des fonctions

mesurables bornées dans Q.

1. Les inégalités suivantes sont vérifiées dans € :

‘D’Baa

<K pour |a|>m—j, |B|<|aj+j—m

et

lag| < K pour |aof<m—j

12



L’adjoint de L est 'opérateur défini par:

L*(@,Dyu= Y (~1llp” (m u)

laj<m

La fonction u est une solution faible de ’équation L*u = f, si

/uL(pdmz/fcpdm Vo e C5° ().
Q Q

Enoncons les résultats de régularité dans le cadre de la théorie LP. Commencons par les

théorémes de la régularité intérieure:

Théoréme 1.16 [1]

Soit u € quoc (Q) pour un certain q > 1. Supposons que u est une solution faible de l’équation

p
loc

ci-dessus pour f € Ly (), p > 1 avec L un opérateur elliptique d’ordre m. Supposons de plus

que les coefficients de L vérifient la condition [l : K] dans Q, ot | est un entier positif. Soit
j = min{l,m}. Alors u € WP (Q), de plus pour tous sous-domaines Qq et Q1 de Q tels que

Qo C U CQ, il existe c > 0 telle que

lllwinan) < € (1l ngn) + Il zoa) )
la constante cdépend uniquement de N, m, p, A\, K, g et €.

Théoréme 1.17 [1]
Soit L un opérateur elliptique d’ordre m défini sur €. Supposons que les coefficients de L

satisfont la condition [m : K| dans Q. Soit Qq tel que Qo C Q, alors:

Je >0, Vu € Cg° (0), ||u||wm,p(90) <c (HLUHLP(QO) + ||uHLP(QO)>
ot p > 1.

Corollaire 1.3 Si au lieu de la condition [m : K], on suppose que les coeffiients des termes
d’ordre m de L sont continus et les autres cofficients sont mesurables et bornés, alors la con-

clusion demeure vraie en remplacant €y par Q tout entier.

13



Passons aux théoréme relatifs & la régularité au bord.
On va énoncer un théoréme de la régularité au bord dans LP des solutions faibles du probléme
de Dirichlet.

Considérons un opérateur elliptique L d’ordre 2m, m € N*, défini dans :

L(z,D)= Y aa(x)D"

|| <2m

Notons C!, (ﬁ) = {v e ! (ﬁ) ;D =0 sur 09, 0 < |a| <m — 1} avec | > m.

Théoréme 1.18 [1]
Soit uw € LY(Q) pour un certain q > 1. Supposons qu’il existe C > 0 telle que pour tout

v € C2™(Q), on a l'inégalité suivante:

‘/uLvdm
Q

ou j est un entier positif tel que j < 2m et p/ > 1. Supposons également que les coefficients

S C H v Hw2m—j, p/(Q)

de L wérifient la condition [j : K| dans Q, et que Q est de classe C*™. Alors, u € WiP(Q)
(zl) + ]% =1) et

| u lwir@)< c1(C+ || ullze)),

ouci=c1 (N, m, p, K, \, Q) .

A partir de ce théoréme nous avons un résultat de régularité concernant les solutions faibles

du probléme suivant:

L*u=f dans ()
D% =0 sur 99

ou0 < |af <m-—1.
Théoréme 1.19 [1]

Soit u € L1(Q), q > 1. Supposons que u soit une solution faible du probléme considéré en ce

SENS que

/uLv dr = / f vdz, Vv e CP(Q)
Q Q

14



ot L est Uopérateur elliptique d’ordre 2m et f € LP (), p > 1. Supposons de plus que les
coefficients de L vérifient la condition [j : K], 1 < j < 2m, et que Q est de classe C*™. Alors
u € Wir(Q) et

I wllwir@)< el £ llze) + Il v llze@))

ot c=c(N,m,p, K,\,Q) > 0.

1.5.5 Rappel d’un résultat sur les sous et sur-solutions
Nous énongons un résultat de sous et sur-solution da & Ambrosetti, Brézis et Cerami [3]. Con-

sidérons le probléme suivant

—Av = f(v) dans
(P) v>0 dans 2
v=20 sur OS2

Définition 1.12 On dit que v; € C%(Q) N C(Q) est une sous-solution de (P) si

—Av; < f(v1) dans <
vy >0 dans
vy =0 sur 092

De méme, vy € C?(2) N C(Q) est une sur-solution de (P) si

—Avy > f(v2) dans
vo >0 dans €
vy =0 sur O0f)

Théoréme 1.20 [3] Soit f : R — R telle que la fonction t — t~1f(t) est décroissante sur

10, +00[. Soit v1 une sous-solution et v une sur-solution de (P). Alors, va > v1 dans Q.
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1.6 Principe de la méthode de Galerkin

Soit H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue et L une forme linéaire continue.

On suppose qu’il existe une solution unique v € H du probléme:
a(u,v) = L(v), YveH (1.1)

On cherche une approximation w, € H, de la solution u, o H, est un sous-espace de

dimension finie de H. L’approximation u,, est solution du probléme approché:
a(Up,vn) = L(vy), Yv, € Hy, (1.2)

On suppose qu'il existe une solution u, du probléme approché (1.2), on compare (1.1) et
(1.2) on obtient:

Vv, € H, C H, a(u,vy,) = L(vy) = a(up, vy)

ainsi on a

a(u — up,vy) =0 Yo, € H,.

L’erreur e, = u — u, est donc a—orthogonale & ’espace H,. C’est la formule qui permet

d’analyser la convergence de la méthode de Galerkin.

Lemme 1.2 (de Céa) [17]

Soit (up)nen+ la suite de solutions du probléme approché alors on a l'inégalité suivante:

lall |
— < 2 —
Ju = uall < 222 inf Ju—

ou ||la|| = sup {|a (u,v)|;u,v € H,||ul||, ||v] < 1} et « est le coefficient de coercivité de a, et Hy,

est lespace de Galerkin.
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Chapitre 2

APPLICATION DE LA METHODE
DE GALERKIN A UN
PROBLEME ELLIPTIQUE

2.1 Introduction:

La méthode de Galerkin est une technique numérique utilisée pour résoudre les équations aux
dérivées partielles, en particulier les problémes elliptiques [9, 10, 17]. Elle consiste a rechercher
une solution approximée dans un espace de fonctions choisi, offrant ainsi une approche efficace
pour le traitement de divers problémes.

En considérant un probléme variationnel posé dans un espace de dimension infinie, on
cherche une approximation dans des sous-espaces de dimension finie. On résout d’abord le
probléme approximé dans ces sous-espaces, ensuite on fait tendre la dimension des espaces
d’approximation vers l'infini, on obtient alors la solution du probléme de départ.

L’idée consiste donc & approcher la solution u par une solution u,, appartenant & un espace
de dimension finie dont la connaissance ne nécessite que la résolution d’un systéme ou d’un
probléme (linéaire ou non) en dimension finie.

Les espaces peuvent étre choisis en fonction de plusieurs critéres, tels que la régularité de

la solution, la structure géométrique du domaine, les conditions aux limites et les propriétés
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physiques du probléme.

2.2 Stabilité, convergence faible et convergence forte

On g’intérésse a I’équation

—div(AVu) = f (*)

ol A est une matrice carrée. Supposons qu'’il existe f,, € H1(Q) et u, € Hj(Q) vérifiant cette
équation. Posons-nous la question suivante:
Si f, — f dans H= () et u est la solution de (*). A-t-on u, — u?

Commencons par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Soit A une matrice bornée et coercive, soit f, tendant vers f dans H (),
alors la solution faible u,, de l’équation — div(AVu,) = f, converge faiblement, a une sous-suite

preés, vers u € HY(Q) solution de I’équation — div(AVu) = f.
Pour sa démonstration nous aurons besoin des résultats suivants:

Proposition 3 (Estimation a priori )
Soit u € HE(Q) solution de l’équation —div(AVu) = f, avec f € H-1(2). Alors il existe C > 0
indépendante de f telle que

gy < Clfllgrs -

Preuve: Prenons u comme fonction test dans la formulation faible, grace a la coercivité et la

continuité de la forme linéaire on a:

ol|ullfp < /Q(AVU)VU da = (f,u) < || fll g1 llull

donc

1
lullgrg < — 1f -1 -

D’ou le résultat. m
En conséquence de cette proposition, si la suite f,, converge, elle est bornée dans H~1(2) et

donc la suite u,, est bornée dans HJ (), et admet une sous-suite qui converge faiblement vers
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un élément u € HE ().

En multipliant I’équation relative & u,, par v et en intégrant sur €2 on trouve:

/(AVun)Vv dz = (fn,v).
Q

AV, Vv = (AVuy, Vo)pn = (Vv, AVt )y = (PAVY, Vi )px = (FAVY).Vu,

Onawv e HHQ) et A€ (L®(Q)V*N LAV € (L2(Q))Y, la convergence faible donne

/(AVun)Vvd:c: /(tAVfU)Vundx — /(tAVv)Vud:L‘: /(AVU)Vvdx.
Q Q Q Q

En passant au second membre on a :

[(fo = F0) < W fn = Fllg— [0l g

et puisque f,, converge vers f dans H ! alors |(f, — f,v)| — 0, soit

(fn,v) = (f,0)

Et a la limite, u vérifie

/(AVu)Vvdx = (f,v).
Q

d’ou la stabilité.
Montrons la convergence forte de la suite (u,). En soustrayant les deux formulations con-

cernant u, et u on trouve

/Q (AV (u, — w))Voda = (o — f,0)

En posant v = u, —u € H}(Q) on aura:

/Q(AV(un —u))V(up —u)de = (fr, — f,un —u) .
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De la coercivité de A et de la continuité de la forme linéaire f,, — f on trouve

o [V — V)2 < ' /Q (At — )V (1 — W)l | = | (= Fottm — )] < o = Pl Jm — il
donc
o |un — UH?qg < fn = Fllg—r llun — ull g

par suite

1
”Un _UHH(% < a an - f”H*1 —0

Nous concluons ainsi que (u,) converge fortement vers u dans H3(€2). Résumons ceci dans le

corollaire suivant:

Corollaire 2.1 Soit A une matrice bornée et coercive. Soit (f,) une suite qui converge forte-

ment dans H=1(Q) vers f et u, € H(Q) vérifiant
/Q(AVun)Vvd:U = (fu,v), Vo€ HNQ)

alors la suite (uy,) est bornée dans HZ(Q) et converge fortement vers u dans Hg(Q) et on a
/Q(AVu)Vvdx = (f,v), Yuve H} Q)

Ce résultat peut-étre réécrit sous une forme plus compacte.

Proposition 4 Soit A coercive et bornée, soit (u,) une suite qui converge faiblement vers u

dans H} (Q) et telle que
/(AVun)Vundxe/(AVu)Vudx
Q Q

alors (uy) converge vers u fortement dans H} ().

Preuve: On a

/Q (AV (tn—11))V (up —u)dz = /

(AVun)Vund:E—/
Q

(AVu)Vundx—/
Q

(AVun)Vudw—l—/ (AVu)Vudz
Q

Q
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On a [o(AVu,)Vunde — [(AVu)Vudz par hypothese, [o(AVu)Vuydr — [(AVu)Vudz

car u, converge faiblement vers u. Pour le troisiéme terme on a

/(AVun)Vudw:/ (tAVu)VundxH/ (tAVu)Vuda::/(AVu)Vudx.
Q Q Q Q

En passant a la limite les termes s’éliminent, et on obtient [,(AV(uy, — u))V(u, — u)dz — 0.

Par coercivité de A, on a donc
a||lup, — uHiIé < /(AV(un —u))V(up —u)dr — 0
Q

ainsi u,, converge fortement vers u dans Hg(Q). C’est le résultat demandé. m

2.3 Application de la méthode de Galerkin

Revenons au probléme de départ: Trouver u € H () telle que —div(AVu) = f ot A est une
matrice coercive bornée et f € H1(Q).

Il s’agit de maniére équivalente de résoudre le probléme variationnel suivant:

trouver u € H}(Q); Yo € HY(Q), /

(AVu).Vou dox = (f,v)H,l’Hé
Q

Lorsque 'on applique la méthode de Galerkin pour résoudre le probléme précédent plusieurs
théorémes s’impliquent pour garantir l'existence, 'unicité, la convergence et la stabilité de

solution.

Théoréme 2.2 Soient A une matrice bornée et coercive, f € H1(Q). Soit (H,) une suite

d’espaces de dimension finie n dans H}(Q). Alors il existe une solution unique u dans H}(€2)

de
/(AVu)Vvda: = (f,v) VYve H}Q) (2.1)
Q

et uy, solution unique dans H,, de

/(AVun)andx = (f,vn) Vv, € H,(9). (2.2)
Q
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Sid(v, Hy) = rfr}il%m |lv —wl|| — 0 pour tout v € C§° (), alors (uy) converge fortement vers u
weHn,

dans H} (). De plus, on a lestimation d’erreur
[u = unlgr < Cd(u, Hy).

Preuve: L’existence et l'unicité de u sont assurées par le théoréme de Lax-Milgram. Rap-
pelons que H,, est de dimension finie il est alors complet pour la norme induite par Hg (£2). Ainsi
H,, est un espace de Hilbert et on a ’existence et I'unicité de u,, griace au méme théoréme.

Autre méthode pour montrer I'unicité de u,: Soit (¢;);>; la base orthonormale de HE(Q),
ou les ¢; sont, par exemple, les fonctions propres de 'opérateur (—A, H& (Q)) En prenant
(Spi)lgign comme base de H,, nous obtenons alors une suite croissante de sous-espaces H,, de
HE(Q) et telle que leur réunion nglﬂn soit dense dans H}(€).

Le probléme en u,, devient:

Trouver les scalaires u!, ... ,u™ (coordonnées de u,, dans la base de H,) tels que
n
St [ (A Ve = (£.5) (23)
k=1

pour tout 1 < j < n. On a donc un systéme linéaire de n équations et n inconnues. Il suffit

donc de montrer 'unicité pour un second membre nul

Zuk/(AVgok)Vgpjdx =0.
k=1 79

Multiplions la j¢™¢ équation par u? (1 < j < n) et faisons la somme des n équations obtenues,

nous avons alors:

/(AVun)Vunda: =0.
Q

Par coercivité de A, on a

/Q (AVun)Vugdz > o || Vuy||72

donc Vu, = 0 et comme u,, s’annule sur le bord on a u, = 0.

Nous concluons que ’équation (2.3) admet une unique solution w,,.
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Prenons v,, = u, dans (2.2) nous obtenons alors

/(AVun)Vundas = (f,un)
Q

et utilisons la coercivité, on a Hun||H3 < C ot C = L|f|ly-. 1l existe alors une sous suite
(un) qui converge faiblement vers u dans Hg ().
Soit v tel que d (v, Hy,) — 0 pour n — oo avec d (v, H,) = wrrelgln |lv— wHHé.
Il existe donc une suite (w,) C H, telle que ||[v —wy,| — 0, c’est-a-dire que (w,) converge

fortement vers v. On a donc pour chaque n
/(AVun)and:v = (f,wp)
Q

puisque u,, converge faiblement, nous aurons en passant a la limite:

/(AVU)Vvdx = (f,v)
Q

pour tout v tel que d (v, H,) — 0.

Supposons que d (v, H,) — 0 pour un ensemble dense dans H{(£2) alors on aura

/(AVU)Vvdx = (f,v)
Q

pour tout v € H& donc par unicité de la solution, @ = u et on vient donc de montrer que
(up) converge vers u faiblement. Ainsi (f, u,) — (f,u) si bien qu’en utilisant les deux équations

en u, et en u, on a

/(AVun)Vundx — /(AVu)Vuda:,
Q Q

ainsi, grace a la proposition vue plus haut, u, converge fortement vers u dans H}(€2).
Nous venons de montrer donc la convergence forte de u, vers u dés que, par exemple,
d(v, H,) — 0 pour tout v € C§° (2). =

On peut aussi montrer une estimation d’erreur: soit v € H,, choisissons alors v — u, € H,
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comme fonction test dans les formulations en u et u,, alors par soustraction
/ (AV(u — upn)V(v — up)dz =0
Q

ainsi

/Q(AV(U — Up)V(u — up)dz = /

(AV(u — up)V(u — v)dx + / (AV(u — up)V (v — uy)dz
Q

Q

et comme le dernier terme est nul, en utilisant Cauchy-Schwarz, la coercivité et la bornitude
de A,

2
o llu— ualZy < Cllu—wall gy = vl 0

donc

= wnll gy < " llu = ll gy
Soit w, réalisant le minimum d(u, Hy,) = mgl lu —w|| = ||lu— wy||. Puisque 'inégalité
weHy
ci-dessus est vraie pour tout v elle ’est pour wy:
= unll gy < € 1w = e gy = C'd(u, H)
Si d(u, Hy) — 0 on a alors
ot =ty = 0

donc (uy,) converge vers u fortement dans Hg (£2), et on a méme une estimation de I'erreur
entre solution exacte et approchée.

Démontrons maintenant le lemme de Céa pour le probléeme [— div(AVu) = f dans Hj(Q)].

On multiplie ’équation de notre probléme par une fonction test v et on intégre sur le

domaine €2, cela donne la formulation variationnelle du probléme:

/Q—div(AVu)vdx:/vada:.
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En utilisant la formule de Green, on obtient:
/(AVU).Vvdx = / fodz Vv e H(Q)
Q Q
On introduit un espace d’approximation H,, C H}(f2). La solution approchée u,, € H,, satisfait:
/(AVun).andx = / fopdx Vv, € Hy
Q Q

On définit lerreur e, = u — uy,.

On utilise la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) = [, AVuVudz :

/Q(AVU).Vvda:

2
<Ml oy + [ (AVW) Vude > oy

ol M et « sont des constantes positives.
On a alors,

ollenlZy < alen, en)

En utilisant 'orthogonalité de Galerkin (i.e relative a la forme bilinéaie af(.,.)), on a:
a(u — up,w,) =0, Yw, € Hy,

Ainsi, on a:

alen, en) = a(u — Up,u — vy), Yv, € Hy.

en effet, a(u — up, u — up) = a(u — Up,u — vy) + a(u — Up, vy — Up) = a(u — up, u — vy), car
Up — Un € Hy,.

On utilise la continuité de la forme af(.,.), alors on a:
ensen) = = tin, = 02) < M= gl s = v,
On combine les inégalités, on a :

flu = a2, < Mu = r= vl
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D’ou 'estimation:

M
|lu — unHHé < EHU — U””Hé Yo, € Hy

On prend l'infimum sur tous les v,, € H,, on obtient:

o= unlly = e, e = ol
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Chapitre 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS
POUR UN PROBLEME
ELLIPTIQUE SINGULIER PAR
LA METHODE DE GALERKIN

3.1 Introduction

Les équations elliptiques singuliéres sont des équations elliptiques présentant des singularités
dans leurs domaines. Ces singularités peuvent étre causées par des conditions aux limites ou
des termes sources qui ne sont pas suffisamment réguliers, ou méme par 'opérateur différentiel
de I’équation.

L’existence de solutions pour les équations elliptiques singuliéres contenant un terme de
convection peut étre établie par la méthode de Galerkin. Malgré la présence d’un terme de
convection singulier, il est souvent possible de montrer ’existence et 'unicité des solutions dans
des espaces de dimension infinie. L’approche est basée sur la méthode des sous et sur solutions.

Le role des termes de convection dans les équations aux dérivées partielles est, par exemple,
de prendre en compte le transport d’une quantité par un fluide en mouvement.

La convection dans ce cas peut étre classée en deux catégories principales: La convection
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forcée et la convection naturelle. La convection forcée se produit lorsque le mouvement du
fluide est entrainé par une force extérieure, telle qu'une pompe ou un ventilateur. La convection
naturelle, quant & elle, se produit lorsque le mouvement du fluide est entrainé par des forces
dues aux changements de densités causés par des variations de température.g

Les équations elliptiques singuliéres sont importantes en physique mathématique, en mé-
canique des fluides, en mécanique des solides, les catalyseurs chimiques hétérogénes, les fluides

non newtoniens, la formation de modéles biologiques, et dans d’autres domaines de la physique.

3.2 Présentation du probléme et cadre fonctionnel

Ce chapitre concerne ’étude du probléme suivant:

—Au = f(z,u) + A\g(x,Vu) dans
(P)§ u>0 dans Q
u=20 sur OS2,

o Q est un domaine régulier borné de RY, N > 2, X est un paramétre réel positif, la
fonction f est sous-linéaire et singuliére, et g est une fonction continue.

Avant d’énumérer les différentes hypotheéses sur f et g, signalons quelques points relatifs au
probléme (P).

Si le terme de convection est nul i.e. g = 0, plusieurs auteurs ont étudié ce probléme. On cite
les travaux [5 — 8] . Les auteurs ont utilisé les techniques de sous et sur-solutions, les théorémes
de point fixe, la théorie de bifurcation et la méthode de Galerkin.

Et en présence du terme de convection i.e. g # 0,on peut citer les articles [12,13, 16, 18] ou
les techniques de sous et sur-solutions et les théorémes de point fixe ont été également utilisés.
A noter que dans 'article [11] et toujours en présence du terme de convection, les auteurs se
sont basés sur une méthode variationnelle pour prouver les résultats d’existence.

Terminons ces remarques par signaler la diffétence entre les différents articles cités plus haut
et le présent travail.

Dans les articles cités, les auteurs supposent la fonction f monotone et g homogéne, par

contre pour le probléme (P) la fonction f est non monotone et g est non homogene.
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Passons aux hypothéses de f et g. Nous supposons que les fonctions f et g sont telles que:

(H1) Les fonctions f : @ x R — Ret g : Q x RY — R sont continues et localement
holdériennes .

(H2) Il existe des constantes b > 0, 0 < r; <1 (i = 1,2,3) avec 7 < 72 et des fonctions
continues positives a; : @ — R (i = 1,2, 3) telles que

blul™ < Flw, 1) < arle) + as(e) Jul" + |jf|> V(. p) € 2 x R.

(H3) Il existe une constante 0 < r4 < 1, et des fonctions continues positives a4 et as telles

que

0< g(.’L’,?’]) < a5(x) + CM(!E) WM ) v(man) €Qx RN'

Donnons un exemple de probléme entrant dans le cadre de ces hypothéses:

1 1 1 1
—Au= |z’ +|ul® + [u|Zexp (— |z]) + — + A |Vu|? z€Q, ue HYQ).
Jul
Finalement nous entendons par solution de (P) toute fonction positive u € C?(Q) N H(Q)
satisfaisant I’équation au sens classique dans 2.
Remarquons que la fonction f peut présenter une singularité en u = 0. Ainsi pour détourner
cette singularité, nous approchons (P) par une famille de problémes elliptiques non singuliers

(P:), ou € est réel positif destiné a tendre vers 0. De fagon précise, nous considérons le probléme

—Au = f(z,|u] +¢) + Ag(z, Vu) dans
(P:) u>0 dans Q
u=20 sur 052,

Ainsi si (P:) admet une solution u., en faisant tendre ¢ vers 0; nous obtenons une solution

pour (P).
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3.3 Etude des problémes (P) et (P.)

Commengons par énoncer le théoréme concernant le résultat d’existence de solutions pour le

probléeme (P).

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3) le probléme (P) admet une solution

pour tout A > 0.

Avant de démontrer ce théoréme, nous présentons un résultat de régularité relatif a la

solution de (P;).

Lemme 3.1 Si, sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), le probléme (P-) admet une solution
faible u € HE (), alors u € C?(2) N CH(Q).

Preuve: Posons h(x) = f(z,|u| + €) + \g(x, Vu). Puisque v € HE(Q), de (H2) et (H3)
nous concluons que h € L%(Q), ot r = max {re, T4} . Ainsi, par le Théoréeme 1.19 du premier

chapitre, appliqué au probléme

—Au(z) = h(x) dans €
u(z) =0 sur 0X2

(4)

toute solution u de (A),appartient a W>*1(Q), ot s1 = 2 et donc (u,Vu) € (L5 ()N !
et h € LSTI(Q) En utilisant & nouveau [1], on obtient u € W2*2(Q) avec sy = T% Puisque
r € (0,1), en répétant cet argument k fois, de telle sorte que s = T% > %, il s’ensuit de
Uinjection de Sobolev que u € CH%(Q), pour un certain o, 0 < a < 1. Ainsi, par le théoréme de

régularité de Schauder et (H1), on conclut que u € C%(Q). Le lemme est démontré. m
Passons au résultat d’existence de solutions pour le probléme (Px).

Théoréme 3.2 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Alors le probléeme (P-)
admet une solution u € C?(2) N CH(Q).

Preuve: La démonstration repose sur la méthode de Galerkin. Soit alors B = {e; },,,~; une

base orthonormée de 1’espace H& (©). Considérons pour tout m > 1 le sous-espace V,, de
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H () engendré par les m premiers éléments de la base B, i.e. V,, =span{e;; 1 <i < m}. Nous

avons dim V;,, = m, il existe alors un isomorphisme entre V,,, et I’espace euclidien R" :

T:Vy,, —R™ T(v)=T (Z cz-ei> =(C1,y oy Cm) i =¢C
i=1

olt les ¢; 1 <1 < m sont les coordonnées de v € V,,,. En munissant V,,, de la norme induite par

la norme ||.|| de H{ (€2), nous avons
[o]] = le| = |T" (v)]

ot |.| est la norme euclidienne usuelle de R™. Ainsi V,, et R™ sont isométriques et nous pouvons

identifier tout élément v € V;,, a son vecteur de coordonnées (cy, ..., ¢p) =c € R™,
m
Vi 2 v = Zciei — (Cl, R Cm) =ceR™
i=1

Considérons maintenant la fonction F' = (F1, ..., F),) : R™ — R définie par
Fi(c) = / VouVe;dr — / [f(z, |v]| +€) + Ag(z, V)] eidz, 1<i<m
Q Q

Montrons que les hypothéses du corollaire 1.2 sont satisfaites pour F, i.e. il existe des réels
p, > 0 tels que
(F(c), ¢)>r, Yee R™, |c|=p.

Nous avons (F'(¢), ¢) = > Fi(c)c; et

Fi(c)ei = / VouVeie; — / [f(z, |v| 4+ €)cie; + Ag(z, Vv)ciei] dz
Q Q

d’ou

(F(c), ¢) = /QVUV iqei - /Q [f(x, lv| + ¢€) iciei + Ag(x, Vv) iciei dz
i=1 i=1 i=1
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m

:/ |Vv|2d$—/ [f(z,|v] +€)v + Ag(z, Vv)v] dz, Carv:ZCiei.
Q Q

=1

Les fonctions f et g sont positives d’ol

<F@%cwwwﬁ—[ymwm+@wwx—yém%vwva

Dans la suite, et pour simplifier, nous noterons la norme de I’espace LP () par |.| o

Nous avons d’apres (H2)

fladol +2) < ae) + aae) (o] + 7 + o2
< a1(x) + ag(2)e + ag(z)e” " + az(x) [u]?, car 0 <ry < 1.

d’ou

IN

/f(x, (o] + &) o] da
Q

(|al|2+5r2 |CL2’2‘|"5J3 ]a3|2) [v]y + |a2| ‘U TQH,

IN

/ (al(m) + az(z)e™ + ag(x)EJS) |v| da _|_/ as(x) |U|rz+1 do
@ Q

le premier terme du dernier membre découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et le second

terme est obtenu par application de I'inégalité de Holder avec les exposants p = TQ% > 1et

!/
P =17
r2+1

_2 2
/ag( o™ dr < Jag| 2 [lo™ ], = a2 (/ (jo=+t) = dm) = las] 2
Q -2 Q

ro+1

D’autre part, par (H3) et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

IN

/A%WMMW hmw%+/mM@WWﬂwm
Q Q

|asly [v]y + laq [Vo[™]; [v],

A

et comme par I'inégalité de Holder nous avons

|a4|Vv|T4|§—/Qa4]Vv]2r4dx< o3| . ‘|w2r4 = [af] oIVl
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nous déduisons que

1
| @ v0) oldo < fasl ol + Jaf Vol
Q 1-7r4
Enfin en faisant appel a I'inégalité de Poincaré nous obtenons,

1
2 _r 1 1 2
(F(c), ) > [[l>=(laxly + €™ |azly + e |asly + |as],) Cp loli—laz| = Cptlol™" —}ai\j L Cptflof™
—

ot C'p > 0 est une constante ne dépendant que de 2.

Or, sachant que ||v|| = |¢| (¢ € R™), nous écrivons

1
(F(c), ©) 2 lef*~(lasly + €™ |asly + 7" |asly + |as|y) Cp lel—laz| 2_ cpt! ICITﬁl—!ai!; Cp* fel™
L

Remarquons que le second membre est une expression polyndmiale de degré 2 en |c|, elle tend

vers +oo quand |¢| — +oo. Par conséquent,
dp,r>0; (F(c), ¢)>r>0, VeeR™ tel que |c|=p.
Puisque F' est continue, d’aprés le corollaire 1.2, pour tout m € N*
AC,, = (1, ..., ¢m) ER™, |C| <p et F(C,) =0.

Fixons m € N* et soit v, = c1€1 + ... + emem € Vin C HE(Q). Alors |[vm| = |Cm| < p et donc
F(vm) = 0.

Par conséquent Fj(v,,) = 0 pour tout 1 < i < m, d’ou par combinaison linéaire
/ Vo, Vwdz = / [f(z, |vm| + €)w + Ag(z, Vop,)w]dx  Yw € V,,
Q Q

La suite (vy,) est bornée dans HE(f2), elle contient donc une sous-suite encore notée (vy,) telle
que

Uy — v € HYQ) et v, — v p.p. dans Q.

En fait, on démontrera plus tard que (v,,) converge fortement vers v dans Hg(<2).
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Soit m > k, alors pour tout w € Vj, nous avons

/ Vo, Vwdr = / [f(z, |vm| + €)w + Ag(z, Vop,)w] dx (3.1)
Q Q

car Vi C V,,. En faisant tendre m vers l'infini, nous obtenons

/ VoVwdz = / (f(z,|v] +e)w + Ag(x, Vo)w)dz (3.2)
Q Q

Soit maintenant ¢ un élément quelconque H& (), alors ¢ s’écrira dans la base B, ¢ = >_-2; Aie;,

o (\;) C R et par troncation aux k premiers éléments de B nous obtenons la suite
k
¢ = > Nei €V
i=1

qui converge fortement vers ¢ dans Hg (). Prenons w = ¢, dans (3.2) et faisons tendre k — oo,

nous obtenons

/ VoVedx = / (f(z,|v]| +€)p + Ag(z, Vv)o)dx, (3.3)
Q Q

celle-ci est vraie pour tout ¢ € H}(2). Nous déduisons que v est solution faible de (P.). Et
d’apres le Lemme 3.1, v est une solution classique de (Px).
Montrons a présent que la suite (v,,) converge fortement vers v. De la convergence faible

nous avons pour tout w € H} (Q)

/vaVw dx — / VoV dx. (3.4)
Q Q

En plus de (H1),(H2) et le théoréme de la convergence dominée on a

/ f(z, |vm| + €)w dx — / f(z,|v| + e)w dex, (3.5)
Q Q
/Qf(:n, |Vm| + €) (U, — v) dz — 0, (3.6)
/Qf(a:, [v] + &) (v — v) dz — 0. (3.7)

Traitons le terme concernant la fonction g.
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Posons pour simplifier G, (z) := g(z, Vup(z)), m € N*. D’aprés (H3), on a
Gonla < [asfa + (| a3(@)]Von o).
Q

Utilisons l'inégalité de Holder pour le deuxiéme terme du membre de droite. Sachant que

1
V|2t € L7 (Q)
| @) Tonridn < |ad] o [IV0nP™] 2 =laal22 Vo3
9] 1—7y T4 1—ry

Ce qui donne

(Gumlz < las|2 + laa”2_ Jom|*™* < M (14 %)
=

ou M > max (|a5|2, |a4|22> . Donc il existe une fonction G € L? (Q2) telle que

1—ry

Gm — G ie. / Gm (z) ¢ do — / G(x)pdr Vo€ L*(Q) (3.8)
Q Q
et par suite (3.1) donne
/ |Vo|2dx — / f(z, |v| + e)vdx — )\/ G(z)vdz = 0.

Q Q Q

D’autre part,
[om = lI* = Joml* +2(v, 0 = vm) = [0lI* = [[om]|* = [0]I* + 0m(1),
/ f(x,|om| + €)vde = / f(z, |v] + e)vdx + op (1), (3.9)
Q Q

/G(az)vmdmz/G(m)vdaz+om(l). (3.10)
Q Q

Il en résulte que
|vm—2|* = /(f(x, ]vml—i-s)vmdx—l—/\/ Gm(x)vmda:—/(f(:c,\v—i—a)vdw—)\/ G(z)vdz+om(1)
Q Q Q Q

:/Q(f(x, (| —I—s)vmdﬂc—/g(f(x, ol —I—s)vdfc+)\/QGm(x)vmdx—)\/QG(x)vmd:c—l—om(l)
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- / (F (@, [om] +) — F(@ 0] + &) omdz + A / (Gn() — G(@))omdz + om(1),
Q

Q
maitenant on ajoute et on retranche les termes qu’il faut pour faire apparaitre la difféence

U — U, NOUS obtenons

lom — ol = /Q (F (@, [ona] +2) = F(, 0] + €)) (0 — v}z + A / (Gun(2) = G(@)) (v, — v)da

Q

+/Q(f(a:,\vm| +o) - f(z o] —I—s))vdaz—kA/Q(Gm(a:) _ G())vdz + o (1)

Les deux derniers termes tendent vers 0 & cause de (3.9) et (3.10) . En utilisant la convergence
faible v, — v dans Hg(Q), (3.6), (3.7) et (3.8) nous avons la convergence vers 0 des deux
pemiers termes, et par suite

[om — || =0

Ceci implique que v,, — v fortement dans H}(f2). La démonstration du théoréme 3.2 est alors
achevée. m
Démontrons a présent le résultat d’existence de solutions pour le probléme (P) énoncé par

le Théoréme 3.1

Preuve: (du théoréme 3.1) Nous venons de voir que le probléme (F.) admet, pour tout € > 0,
une solution dans C2(Q)NC*(Q). Prenons € = 1/n, n € N* et notons la solution correspondante
par u,, donc

—Auy, = fx,uy + %) + Ag(z,Vu,) dans Q

Up >0 dans Q (3.11)

U, =0 sur 0f2

et par suite pour tout ¢ € H} (Q), nous avons

1
/QVuanﬁda: = /Qf(x,un + ﬁ)qbdx + /\/Qg(x, Vuy,)pdx
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En prenant ¢ = w, et en utilisant (H1), (H2) et (H3) nous obtenons par les inégalités de

Holder et de Poincaré

[NIES

e

IN

1 2 —r ”
(/ aidz) (/ u%dm)% + (/ a; " dx)122(/ u?dx) %
Q Q Q Q

2 T —r
+(/ a%dx)é(/ uldr) +(/ a31+73dx)1+23(/ uidnc)1T3
Q Q Q Q
“/ addz)? ( / u2dz)? + \( / 03| Vun 2 ) ( / uldr)?
Q Q Q
Chlaifz|[unll + C2

VI

IN

+ Csaslaz|a||un |

+Calas| 2_lun I T3+/\06|a5|2|\un||+/\C5|a4| _[un et

lunl® < Calag| 2_[lun™ ™" + ACs|aa| 2_flun|"** +

(01|a1!2+03a3|a2| )Ilun||+C4|a3\ _un 1=, (3.12)

Comme 0 < 1—r3 <ry+ 1,74 +1 < 2, nous déduisons qu’il existe M > 0 tel que |lu,| < M.

D’ot, & une sous-suite pres, il existe u € H(€2), tel que
U, —u dans HY(Q), un(x) — u(z) p.p. dans Q.

Le but maintenant est de montrer u est une solution faible du probléme (P). Par (H2), nous

avons f (z,p) > b|u|™ ainsi u, est une sur-solution du probléeme

—Av =0b", dans
v>0 dans
v=20 sur Of2.

Par la méthode variationnelle, on montre que ce probléme admet une solution w &€ H& (Q).
Ensuite en combinant la régularité dans les espaces LP (Q2) et celle de Schauder ainsi que la
technique de Bootstrap [1], on montre que w € C?(Q)NC(Q). Enfin par le principe du maximum

nous déduisons que w > 0 dans €. Nous avons, puisque u, est une sur-solution
up(z) > w(z) VeeQ, ¥neN*

37



Rappelons a ce niveau un résultat di & Ambrosetti, Brézis et Cerami [3] selon lequel
w(x) > Co(x) VYre

ol ¢; est une fonction propre associée & la premieére valeur propre de 'opérateur (—A, H& (Q))

et C est une constante positive. Donc
up(z) > Coy (x) VYreQ, VneN (3.13)

et & la limite

u(z) > C¢y (z) p.p. dans Q

La suite de la démonstration repose sur la proposition suivante. m

Proposition 5 La suite (u,) est telle que

/ f(zyu, + l)vda: — / f(z,w)vdz, Yove Hy(Q) (3.14)
Q n Q
/Qf(x, U + %)(un —u)dx — 0, (3.15)
/ f(z,u)(uy —u)dx — 0. (3.16)
Q

Preuve: De I'hpotheése (H2), de l'inégalité (3.13) et de la contitnuité des fonctions a; sur le

compact {2 nous avons:

1 v
£+ 2ol < calo] + eolol ™ + e (3.17)
1
1 [ |Un _u|
|f(a:,un+ﬁ)(un—u)| < cilun — u| + colun — ul[un|" + c3—7—, (3.18)

1

|up, — ul
T3
1

|f(z,u)(up —u)| < erlun — ul + calun, — ul|u|™ + c3 (3.19)
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oll ¢, co et c3 sont des constantes positives. D’apres I'inégalité de Hardy-Sobolev, nous avons,

puisque 0 < r3 < 1,

v (z) | 1
E|C>0,/ = dr < C|v||,Yv € Hy (2
[yt <Ol v e (@

ce qui implique que
q':il € LY(Q),Yv € H} (Q) (3.20)
1
On a aussi
|un — ul

'3
1

— 0 dans L(Q)

En effet, en prenant v = u,, — u,

[ O b <l < O (sl + ) < € 01 + ) = K
Q 1

Ce qui signifie que la suite (|u, — u|¢; ") est uniformément bornée dans L*(12), et comme

Uy, — ul
T3
1

— 0 p.p. dans

nous concluons que
|un, — ul

T3
1

— 0 dans L'(Q).

De plus, en utilisant I'inégalité de Holder et I'injection compacte de Sobolev, on en déduit que

lim /]un—u||u”dw: lim/]un—uHunV?dx: lim /]un—u\dxzo, (3.21)
Q n—oe Jo Q

n—-+o0o n—-+0o

car H}(Q) C L (Q) de fagon compacte, donc lir}g Jo ltn — uldz = 0.

Pour le terme en |u,|™ on a

r2
2 2
/ i — ulun |2 dzr < (/ g — [T dx) (/ \un\zdx) — Jun—ul 2 [unl}?
Q Q Q 21y

2
et puisque HE(Q) s’injecte de fagon compacte dans L2=72 (Q2) et (uy) est bornée dans L? () il

2—rg

s’en suit que

lim [ |up, — ul|luy|?dx = 0.
n—oo 0
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De la méme fagon nous avons le résultat pour le terme en |u|™. De ces trois limites et de (3.18)
et (3.19) découlent (3.15) et (3.16).

Montrons (3.14) . La fonction f étant continue nous avons donc pour tout v € Hi ()
1
F(@un + 2o (2) — fla,uo (@) pp. dans Q,
n

et de (H2) et de (3.13) nous obtenons la majoration

IN

’f(:z:,un + %)v

‘ <a1 (2) + as (@) (1 + un)™ + 22 S?) v‘

1

2 o | )H (3.22)

IN

<\a1!oo + lag| o, + |az|

2 2 2
sachant que w2 € L™z () et v € L2=2 (Q) car HE(Q) C L?=2 (Q) avec injection compacte du

, 2% étant I'exposant critique de Sobolev, nous déduisons par l'inégalité
de Holder que

/ﬁﬁmmsmmzmz = funly* ol 2 < C ol 2
Q 9 2—7r

car (uy) est bornée dans L? (Q). De cette derniére inégalité et de (3.20) nous concluons que le
troisietme membre de (3.22) appartient & L' (€2) et par le théoréme de la convegence dominée

nous obtenons

/fmun — dx—>/f$u x)dr Vv € HH Q).

C’est le point (3.14). la Propopsition 5 est donc démontrée.

Maintenant en reprenant les mémes calculs faits dans la démonstration de la convergence
forte de la suite (vy,) dans H}(Q2) & la fin de la démonstration du Théoréme 3.2, en plus de la
Proposition 5 nous obtenons la convergence forte de (uy) vers u dans HJ () et par suite nous

aurons

/ VuVpdr = / f(z,u)¢ + Ag(z, Vv)oda Vo € H}(Q),
Q Q

ainsi u est une solution faible pour le probléme (P). Sachant que u > C'¢; > 0 dans §2, le terme
asu~"® est localement borné dans 2, donc f(x,u) est régulier et par suite le second membre de

I’équation de (P) est localement holdérien dans 2. Par le théoréme de Schauder nous déduisons
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que u € CZ* () ot 0 < o < 1, et donc u € C2 (). Finalement u € C2(Q) N HE(Q). Ceci

loc

termine la démonstration du Théoréme 3.1. m

Remarque 6 Le paramétre X > 0 n’a pas influencé sur l’existence des solutions pour le prob-
léme (P), a cause de la présence d’un terme sous-linéaire (et singulier). On dit que le probléme

est non résonant.

3.4 Etude d’un probléme résonant

Traitons & présent un cas de résonance lié au probléme (P). Supposons que les hypothéses

supplémentaires suivantes soient satisfaites:

(H4) Les conditions de (H2) sont satisfaites avec ro < min {ﬁ, 1} pour N > 3et ¢‘)’71~33 € LP(Q)
pour un certain p > %, ou ¢, est définie précédemment.

(H5) 1l existe une fonction G continue et localement holdérienne définie sur [0, +00) telle que
g(x,m) = G(|n]) pour tout n € RY avec G(0) = 0 et G(t) > 0 pour tout t > 0.

(H6) I existe M* > 0et 0 < 3 < % tels que

G(t) _ G(M)

up —~ =——=~ VM >M*
te(0,M) th M7

Nous avons le théoréme suivant montrant 'effet de la présence du parameétre A sur ’existence

des solutions.

Théoréme 3.3 Supposons que (H1), (H4), (H5) et (H6) soient vérifiées, alors il existe \* > 0

telle que (P) admet une solution pour tout X € [0, \*].

Preuve: Nous allons nous mettre dans les conditions de l'application du Théoréme 3.1.
Puisque d’apres (H5) la fonction g (égale a G) croit en |n|, définissons la troncation suivante:

Pour tout M > M* posons

G(t) si0<t<M

GAD si¢ > M.
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Remarquons que l'on a par (H6), pour tous ¢t > 0 et M > M*,

gn (1) <G(M) . MP B
v - M#S

Considérons maintenant le probléme suivant

—Au = f(z, |u]) + Agm(|Vu|) dans
(Pv)§ u>0 dans
u=20 sur 0.

La fonction gps verifie les hypothéses (H1), (H2) et (H3) donc d’apres le Théoréme 3.1, pour

tous A > 0 et M > M*, le probléme (Py) admet une solution positive uy ar € H} ().

Si l'on parvient & démontrer que |Vuy ps| < M, alors par définition de gas, uy p serait une

solution du probléme (P).

Remarquons d’abord que si on prend uy ps comme fonction test dans la formulation variation-

nelle de (Pjyr) nous obtenons, en prenant A < \* = e par (H4), (H5), (H6) et les inégalités

= GO

de Holder et Poincaré

HU)\7M‘|2 = /Qf(:l],U)\’M)U)\,M dx+)\/QgM(|Vu>\7M\)u>\7M dzx

< / <a1 + agung + CL3’LLK§(}) ux, mdr + / ‘VU)HM’B ux, mdx
Q ’ ’ Q
< aaly fuaaly + laz| 2 Jusarly™ + las| 2 fuaarly™ + Cp [Vurarly ™
—7‘2 7‘3
luaadl® < € (a7 + Juaael2 + uaaell + luaaell )

ot C est constante positive dépendant de a;, 7; (1 =1,2,3), B, mes(Q2) et de la constante de

Poincaré. Nous déduisons de cette derniére inégalité que:

3C > 0, Jur ]| < C, VM > M* YA < A"

Nous auons besoin de montrer 1’assertion suivante.

Proposition 7 [l existe K > 0 telle que ||U)\,MH01(§) < K pour tous M > M* et X < \*.
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Preuve: Posons

Fym (@) = f(@,ua () + Agar (Vo v (2)])
Nous avons d’apres (H4), (H6)

as(x)

B < \*
o () + |Vu i ()] VA < A%

[Fx o (7)] < a1(z) + az(z)|ux a ()] + e7

Montrons que F) p € L9(§2) pour un certain ¢ > % Les fonctions a; sont bornées sur €,

2
lusarl™ € L72 (Q) car uyar € L2(Q). [Vuanl® € L5 (Q) et % € L7 (92) pour un p > .
1

Donc Fy py € L7 (2) ou ¢ = min{%, %,p} . Si N =3 on a bien ¢ > % Si N > 4 on utilise un
argument de Bootstrap en partant du fait que v € L?" (Q) car H} () € L?" (Q), et on applique

cet argument jusqu’a obtenir F 5y € L9(€2) pour certain ¢ 2 % Nous avons finalement
[Faml, < C1, VAN, M > M*. (3.23)
Puisque uy s est une solution du probléme

—Au(z) = Fy\ m(xz) dans Q
u(z) =0 sur 0f)

par le Théoréme 1.19 du premier chapitre, uy ar € W24(Q) et il existe C3 > 0, indépendante
de uy v, telle que

luamllwza@) < Cs|Fxml,

En utilisant I'injection continue W24(Q) c C'(Q), nous obtenons
lux sl < CalFanly: (3.24)
D’apres (3.23) et (3.24), il existe K = C1Cy > 0 telle que
luamllorm S K VAS AT, VM = M*™.

Ceci termine la preuve de la Proposition 7. m
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Terminons la preuve du Théoréme 3.3

Preuve: (Suite) En prenant M > max{K, M*} et A < A\*, nous obtenons

|\Vur v (z)] <M Vre

donc

gu ([Vury(2)]) = G ([Vur m(@)]) = g (2, Vur ar(z)) Vo € Q

et par conséquent uy s est une solution du probléme (P). Ce qu’il fallait démontrer. m

44



Conclusion

Le travail de ce mémoire aborde de maniére théorique une problématique liée aux équations el-
liptiques singuliéres avec un terme de convection. La méthode utilisée pour ’étude du probléme
est basée sur I’approche de Galerkin. Les principales constatations sont les suivantes:

L’étude présente des résultats théoriques significatifs sur 'existence et la régularité des
solutions pour ce type d’équations singuliéres. Elle démontre I'importance des non-linéarités et
des termes de convection dans les équations elliptiques singuliéres, soulignant ’application de
techniques mathématiques avancées pour résoudre ce type de problémes.

La méthode de Galerkin est une méthode générale d’approximation numérique qui peut étre
appliquée a divers problémes mathématiques, en particulier ceux modélisés par des équations
aux dérivées partielles.

Elle peut étre utilisée pour résoudre des équations différentielles ordinaires, en projetant la
solution sur un sous-espace de dimension finie. Cela revient & résoudre un systéme d’équations
différentielles ordinaires approché.

Plus généralement, elle s’applique a la résolution des problémes variationnels dans des
espaces de Hilbert. Le probléme consiste a trouver une fonction v dans un espace V' vérifi-
ant une équation variationnelle du type a(u,v) = L(v) pour tout v dans V', ou a et L sont
respectivement des formes bilinéaire et linéaire continues.

Notons qu’il est essentiel de choisir judicieusement les espaces d’approximation pour obtenir
des solutions précises.

L’étude de l'existence de solutions aux équations elliptiques singuliéres avec des termes de
convection par la méthode de Galerkin met en lumiére la capacité de cette approche & traiter

des phénomeénes physiques variés et des conditions aux limites complexes. En s’appuyant sur
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des formulations variationnelles et des approximations spatiales, elle permet de résoudre de
maniére efficace ces problémes mathématiques exigeants, et offre une contribution significative a
la compréhension des problémes physiques complexes et aux méthodes de résolution numérique.

Les plus importants résultats obtenus avec cette méthode dans la résolution de problémes
mathématiques et de physique sont les résolution de problémes aux limites, adaptabilité a
divers domaines, approximation numeérique, et stabilité qui garantit la convergence des solutions
obtenues vers la solution exacte du probléme initial, assurant ainsi la fiabilité des résultats dans
des contextes variés. Cette propriété est essentielle pour I'application de la méthode & des

problémes réels.
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Abstract: This thesis focuses on the application of the Galerkin method to two elliptic
problems. The first problem is presented in divergence form and serves as a model
problem for applying the Galerkin approach. The second problem is a singular
problem containing a convection term. The robustness of the employed method,
namely the Galerkin method, lies in its ability to circumvent singularities present in
the right-hand side. The principle of this method relies on projecting the problem
onto finite-dimensional subspaces, solving it within these subspaces, and then letting
the dimension tend to infinity. The method is accompanied by weak formulation and
various regularity theorems that ensure the existence of a classical solution for the

given problem.

Résumé: Le présent mémoire a pour objet I'application de la méthode de Galerkin
a deux problemes elliptiques. Le premier se présente sous la forme divergentielle. II
s'agit d'un probleme modéle pour I'application de I'approche de Galerkin.

Quant au deuxieme, c'est un probléme singulier contenant un terme de convection.
La robustesse de la méthode utilisée, a savoir celle de Galerkin réside dans sa
capacité a contourner les singularités présentes dans le second membre. Le principe
de cette méthode repose sur la projection du probleme sur des sous espaces de
dimensions finies et le résoudre dans ces sous espaces ensuite faire tendre la
dimension vers l'infini. La méthode est accompagnée par la formulation faible et les
différents théoremes de régularité assurant I'existence de solution classique pour le

probleme donné.



