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Chapitre 1

Introduction générale

Pour une meilleure compréhension de cette section, nous commengons par
les définitons suivantes :

Quelques définitions

— ADN (acide désoxyribonucléique) : molécule présente dans toutes
les cellules vivantes qui renferme ’ensemble des informations néces-
saires au développement d’un organisme.

— ARN (acide ribonucléique) : molécule présente dans toutes les cellules
vivantes et certains virus, dérivée de ’ADN et permettant la « fabrica-

tion » des protéines vivantes.

— Enzyme : protéine capable d’accélérer une réaction chimique sans in-
tervenir dans cette derniere.

— Transcriptase : enzyme qui favorise la transcription de PADN vers
I’ARN.

— Transcriptase inverse : enzyme, souvent d’origine virale, qui favorise
la transcription de ’ARN vers ’ADN.

— Rétrovirus : virus dont le patrimoine génétique est constitué d’ARN.

— Antirétroviraux (ARV) : médicaments utilisés pour combattre les
infections dues a des rétrovirus.

— Systéme immunitaire : c’est un systéme biologique constitué d’un



ensemble coordonné d’éléments de reconnaissance et de défense qui
détruit les pathogenes : virus, bactéries, parasites, certaines particules
ou molécules « étrangeres » (dont certains poisons). Le systéme immu-
nitaire est responsable du phénomene de rejet de greffe par exemple.

On dénombre plusieurs variantes de systémes immunitaires parmi les
especes animales et parfois plusieurs systemes immunitaires collaborent
au sein d’'un méme organisme.

Les principaux acteurs du systeme immunitaire sont les cellules immu-
nitaires appelées lymphocytes (ou globules blancs) produites par des
cellules souches au sein de la moelle osseuse rouge. Il existe deux types
de mécanismes de défense :

1. Le mécanisme de défense inné (naturel ou non spécifique), comme
la protection de la peau, les muqueuses, 'acidité gastrique ou les
larmes.

2. Les mécanismes de défense spécifique (ou adaptative), comme I’ac-
tion dirigée des lymphocytes et la production d’anticorps spéci-
fiques. On appelle réponse immunitaire ’activation des mécan-
ismes du systeme immunitaire face a la reconnaissance d’agents
étrangers, agressifs ou pas, ou a un dysfonctionnement de ’organ-
isme.

— Lymphocytes T ou cellules T : ce sont une catégorie de cellules
globules blancs. Elles jouent un role important dans la réponse immu-
nitaire spécifique. “T"” est I’abréviation de thymus : ’organe dans lequel
leur développement s’achéve. Elles sont responsables de I'immunité cel-
lulaire. Par exemple des cellules infectées par un virus ou des cellules
cancéreuses reconnues comme des cellules étrangeres a 1’organisme sont
détruites par un processus complexe grace aux lymphocytes T'.

1.1 Contexte biologique

1.1.1 Virus de 'immunodéficience humaine

Le virus de I'immunodéficience humaine ou VIH est un virus qui peut
causer une maladie appelée Sida. L’infection par le VIH affecte le systéme
immunitaire, qui est la défense naturelle du corps contre les maladie. Si elle
n’est pas traitée, une maladie grave peut survenir. Des infections normale-
ment anodines, comme la grippe, peuvent alors s’aggraver, devenir tres dif-



ficiles a traiter, voire entralner la mort. De plus, le risque de cancer est
également augmenté [16].

Le VIH est un rétrovirus dont les cibles sont les lymphocytes T-CD4 et
les monocytes-macrophages.

FIGURE 1.1 — Dessin du VIH [35]

1.1.2 Modes de transmission du VIH

Le VIH se transmet par [35] :

— Fluides corporels, dont le sperme et les sécrétions vaginales (par contact
sexuel avec une personne infectée) et le sang.

— Sang infecté des aiguilles partagées lors des injections de drougue ou par
une piqure accidentelle avec une aiguille souillée par du sang infecté.

— Sang et produits sanguins infectés lors d’une transfusion.

— Les femmes ayant une infection par le VIH peuvent communiquer le
virus a leurs bébés pendant la grossesse ou l’accouchement ou par 1’al-
laitement maternel au sein.

1.1.3 Symptomes de la maladie SIDA

Ganglions lymphatiques gonflés.
Fievre, frissons et sueurs nocturnes.
Diarrhée.

Perte de poids.

Toux et essoufflement.

A

Fatigue persistante.



7. Lésions cutanées.

8. Troubles de la vision et maux de téte.

9. Développement d’autre infections, telles que certaines pneumonies
10. Syndréme de Kaposi [35].

1.1.4 Cycle de réplication

Le virus de 'immunodéficience humaine ou VIH est un rétrovirus qui
s’attaque aux cellules du systéme immunitaire. Le cycle de réplication virale
se décompose en neuf étapes.

Etape 1 : La fixation ou attachement

Cette étape repose sur une reconnaissance entre les protéines de la sur-
face virale gpl120 et les récepteurs C'D4" de la cellule cible. Apreés 1'union
avec un récepteur C'D4", la protéine virale gp120 change de conformation et
est attiré vers un corécepteur devant également étre présent sur la molécule
CD47". Plus d’une dizaine de corécepteurs ont été identifiés, mais les princi-
paux sont les CXCR4 et les CCRb.

Etape 2 : La fusion

Intervient juste apres 'union de la protéine virale gpl120 avec le coré-
cepteur. Cette union libere la protéine gp4l, qui se fixe sur la membrane
cytoplasmique. Par repli sur elle méme, gp41 attire ’enveloppe virale vers la
membrane cytoplasmique, ce qui conduit a la fusion des membranes cellulaire
et virale.

Etape 3 : La pénétration et la décapsidation

Ainsi, la protéine gpl120 est responsable de I'attachement et la protéine
virale gp41 est responsable de la fusion, survient alors la pénétration de la
capside virale au sein de la cellule. La capside du VIH pénetre dans le cyto-
plasme de la cellule, une fois a I'intérieur,elle se désagrege, libérant les deux
brins d’ARN et les enzymes qu’elle contient.

Etape 4 : La transcription inverse

Cette étape est spécifique aux rétrovirus. En effet, ces derniers ayant pour
génome de I’ARN et non de ’ADN; une opération de transcription inverse (ou



rétrotranscription) intervient afin de convertir ’ARN viral en une molécule
d’ADN en double hélice,seule structure compatible avec celle de ’ADN cellu-
laire, dans lequel le génome viral doit étre intégré pour assurer la réplication
du virus.

Cette transcription inverse est réalisée par une enzyme virale : la tran-
scriptase inverse.

Apres pénétration de la capside dans le cytoplasme, la transcriptase in-
verse parcourt ’ARN viral et le transcrit en une premiere molécule d’ADN
simple chaine.

Apres un processus chimique complexe, un ADN en double hélice final
est produit a partir de PADN simple-chaine dit ADN bicaténaire ou ADN
double brin.

Une particularité de la transcriptase inverse c’est de ne pas étre fidele
dans sa retranscription et de souvent faire des erreurs.

C’est la raison pour laquelle le VIH a une tres grande variabilité génétique.
Etape 5 : L’intégration

L’ADN ainsi produit s’intégre ensuite dans le génome de la cellule cible
sous l'effet de I'enzyme intégrase. Signalons ici que le processus actif selon
lequel se passe cette intégration est encore mal compris.

Etape 6 : La formation d’'un ARN messager

Les deux brins d’ADN de la cellule s’écartent localement sous l'effet de
I’enzyme polymérase. Des bases azotées libres du noyau viennent prendre la
complémentarité de la séquence et se polymérisent et en une chaine monobrin
appelée PARNm (messager).

Etape 7 : La traduction de PARNm

Une fois sorti du noyau par 'un des pores nucléaires, L’ARNm vient se
glisser entre deux sous-unités du ribosome 6. Des blocs (longues chaines de
protéines) pour des nouveaux virus sont alors synthétisés et I’enzyme Pro-
téase découpe ces blocs en petites chaines de protéines, une étape clé pour
créer des virus infectieux.



Etape 8 : Assemblage

Deux brins simples d’ARN et les enzymes de réplication vont s’unir et
permettre 'assemblage d’une structure globulaire conduisant a la formation
d’une nouvelle particule virale immature, c’est la capside.

Etape 9 : Le bourgeonnement et la maturation

La capside sort de la cellule infectée en arrachant une partie de la mem-
brane cellulaire, on appelle cette étape le bourgeonnement. Ensuite, le virion
nouvellement relaché, subit instantanément une maturation par la formation
de ses membranes virales et devient donc complétement formé et capable
d’infecter les cellules saines avoisinantes.

1.1.5 Exemple sur 1’évolution de l’infection au SIDA

En absence de traitement antirétroviral, la quasi-totalité des sujets infec-
tés évalue vers le sida.

Dans [28], les auteurs ont réalisé une étude rétrospective et descriptive,
pour identifier le profil épidémiologique, clinique, thérapeutique et évolutif
des patients infectés par le VIH suivis a Marrakech entre 2004 et 2007. Il
s’agissait de 310 patients, 57, 7% de sexe masculin. L’4ge moyen était de 33
ans. Les contaminations sexuelles étaient majoritaires. Au moment de la prise
en charge 49, 5% des patients étaient au stade C' (sida malade) et 28, 1% au
stade B.

L’amaigrissement constituait la manifestation la plus fréquente, noté dans
43, 2% des cas, suivi par la candidose oropharyngée 38% [28].

1.2 Préliminaire mathématique

Dans cette section, nous présentons quelques outils mathémathiques néces-
saires pour I’étude de ce mémoire.

Soit I un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de R" et f : I x{) — R" une
application continue. Le probléeme de Cauchy, ou probléme a condition initial,
revient a trouver une application x : I — €2 dérivable sur I, satisfaisant :

:L’(t) :f(tvx(t))v tel= [t07tf]’
x(ty) = x(0).

(1.1)



Premierement, nous devons montrer I'éxistence d’une telle application,
dite solution du probleme (1.1) :

Définition 1 (solution du probléme de Cauchy)
— On dit que Uapplication x : I — R™ est une solution de [’équation (1.1)
st et seulement si [’équation intégrale suivante est vérifiée :
ty

z(t) =x(0)+ [ f(s,z(s))ds, tel.

to

— Cette solution est dite locale si elle est définie sur J un voisinage de t,

dans I.
— Cette solution est dite globale si elle est définie partout dans I, c’est a
dire si [ = J.

Pour montrer son existence, 'application f doit étre Lipschitzienne :

Définition 2 (fonction Lipschitzienne)
— Soit A C I x Q). L’application f est dite lipschitzienne en la deuxiéme
variable sur A s’il existe un k > 0 tel que V(t,x) € A, Y(t,y) € A :

1t 2) = Ft )l < Kllz —yll.

— L’application f est dite localement lipschitzienne en la deuxieme vari-
able si tout point de I x  admet un voisinage A sur lequel f est lips-
chitzienne en la deuxiéme variable.

— L’application f est dite globalement lipschitzienne en la deuzxiéme vari-
able si elle est lipschitzienne en la deuzieme variable sur tout I x 2.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz)

- Soit f: I xQ — R™ une application continue en sa premiere variable
et localement lipschitzienne en sa deuxiéme variable sur I x ), alors le
probléme de Cauchy (1.1) admet une solution locale unique.

- Si f: I xR™ = R"™ une application continue et globalement lipschitzi-
enne en sa deuzieme variable sur I X R™, alors le probleme de Cauchy
(1.1) admet une solution globale unique.

Deuxiemement, nous supposons que f ne dépend pas du temps ¢ et nous
calculons les points d’équilibre de I’équation (1.1) puis nous étudions leurs
stabilité.

Définition 3 (point d’équilibre)
On dit que x* € Q est un point d’équilibre de x(t) = f(x(t)) si f(z*) = 0.



Définition 4 (stabilité)
— On dit que x* est un point d’équilibre stable si pour tout € > 0 il exist
9. > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.1), nous avons :

|lzo — 2| <6. = |lz(t) —z*|| <e.

— [équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il existe une constante
d > 0 telle que :

fzo =’ <d = lim_Jlo(t) = "] = 0.

— [’équilibre x* est dit globalement asymptotiquement stable si pour toute
condition initiale nous avons

lim x(t) = x*.
t—+o0
Dans ce mémoire, pour montrer I'existence du point d’équilibre endim-

ique, nous aurons besoin du :

Théoréme 2 (théoréme des valeurs intermédiares)

Si la fonction F' est continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b]
et si le réel ¢ est compris entre F(a) et F(b), alors l’équation F(x) = ¢ admet
une seule solution dans |a,b].

Ensuite, pour étudier sa stabilité, nous allons faire appel aux :

Définition 5 (fonctions de Lyapunov)
Soit #(t) = f(x(t)) avec f localement Lipschitzienne sur R™ et x* = 0 un
point d’équilibre.
— Une fonction V : R™ — R est une fonction candidate de Lyapounov
st V(0) = 0 et pour tout x dans un certain voisinage de l’origine d
Uexception de 'origine V(x) > 0.
— Si une fonction candidate de Lyapounov V € C(R™;R) vérifie

Ve e W\ {0}: VV(z).f(x) <0

pour un certain voisinage W de l'origine, on dit que V' est une fonction
de Lyapunov.

Une fonction condidate de Lyapunov est un outil fondamental de I’étude
de stabilité :

Théoréme 3 (principe d’invariance de LaSalle)

S’il existe une fonction V' telle que :



- V(0) =0 et pour tout x #0: V(x) >0
— V(x) tends vers Uinfini lorsque ||z|| tends vers linfini
— pour tous x # 0 : LV (z) <0

alors x* = 0 est globalement asymptototiquement stable.

Dans le cas général, lorsque £V (z) < 0 au lieu de 4V (z) < 0, nous
utilisons :

Théoréme 4 (principe d’invariance de LaSalle)/[20]
Soitl>0etQ={x]| V() <I}, si:

— € est fermé et borné

— Pour tous x € {;, nous avons %V(m) <0

- E={re€Q 4V(z)=0}Cq
— M le plus grand ensemble invariant est inclus dans E
alors pour toute condition initiale xo € y, la solution x(t) converge vers M

lorsque t — +00.

Finalement, dans le but de faire des simulations numériques, nous allons
appliquer les algorithmes suivants :

Définition 6 (algorithme d’Euler explicite)

Aprés subdivision de Uintervalle [tg,tf] en N sous-intervalles de longueur
h = %, nous posons xro = x(ty) et nous calculons x; 1 = x(tiy1) pour
1=0,---, N —1 par la formule :

Tip1 = x; + hf(t;, x;).

Définition 7 (algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4)

Nous commengons par une division de l'intervalle [to,ts] en N sous-intervalles
de longueur h = tf];to. Puis nous posons xog = x(ty) et nous calculons
Tir1 = x(tip1) pouri=0,--- N —1 en appliquant l’algorithme suivant :

h
Tig1 = X; + E(kl + 2ko + 2k3 + ky)

ol
ki = f(ti,x);
h k
ky = f(ti+2,$i+21>;
h k
ks = f(fi+2,$i+22>;

]{Z4 = f(tz—Fh,SC@—i—k';g)



Chapitre 2

Etude du modéle non contrdlé

Le contenu de ce chapitre est inspiré de l'aricle [24].

2.1 Position du probleme

2.1.1 Représentation mathématique du modele

Nous considérons un modele mathématique défini par un systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires dit, le modele SICA, pour la dynamique de
transmission de virus de 'immunodéficience humaine (VIH) avec une taille
de population variable dans une population mélangé homogene. Le modele
considéré est le suivant :

S(t) = A —pS(t) — f(S), L()L(1),

[(t) = f(S@), IO)I(t) = (p+ & + wI(t) + aA(t) +wC(1),
(1) = ¢I(t) — (w+ p)C(1),

A(t) = pI(t) = (a+ p+ d)A(1),

(2.1)

avec les conditions initiales :
S(O) :S()ZO, I(O) :I()ZO, C(O) :C()ZO et A(O) :A()ZO,

ou la population totale est dévisée en quatre compartiments :

S(+) : Les individus susceptibles.

I(+) : Les individus infectés par le VIH sans symptoémes cliniques du SIDA
(le virus vit ou se développe dans le corp mais sans produir des symptomes
ou seulement des symptomes légers). Notons ici que les individus de I(-) sont
capables de transmettre le VIH virus vers d’autres personnes.

10



C(-) : Les personnes infectées par le  VIH sous traitement antirétroviral
avec une charge virale restant faible.
A(-) : Les personnes infectées par le VIH présentant des symptomes cliniques

de SIDA.

2.1.2 Description des parametres

Les parametres suivants caractérisent le modele (2.1) :

N(0) : Population initiale.

1 Taux de mortalité naturel de tous les individus.

A : Taux de reproduction des susceptibles.

f(S,I) : fonction d’incidence.

¢ : Taux de transmission des individus qui suivent un traitement de la classe
I vers la classe C.

p : Taux de transmission des individus qui ne suivent pas de traitement de
la classe I vers la classe A.

a : Taux de transmission des individus qui suivent un traitement de la classe
A vers la classe .

w : Taux de transmission des individus qui abondonnent leurs traitement de

la classe C' vers la classe 1.
d : Taux de décés induit par le SIDA..

Nous supposons que tous les parametres précédents sont strictement posi-
tifs.

2.1.3 Hypotheses biologiques

Premierement, nous supposons qu’a chaque instant ¢ > 0, le nombre total
de la population N(t) est égal a la somme des individus des quatres classes
S, I, Cet A, cest a dire :

Pour tout t > 0: N(t) = S(t) + I(t) + C(t) + A(t).

Deuxiémement, nous assumons que la fonction d’incidence f(S,I) est
positive, continfiment dérivable & l'intérieur de R? et satisfait les hypothéses
suivantes :

f(0,I)=0; pour tous [ >0 (H1),
O30 ~ 0, pour tous S >0 et [ >0 (H2),
; pourtous S >0 et I >0 (H3).

11



L’hypothese (H1) traduit le fait qui s’il n'y a plus de susceptibles dans la
population alors il n’y a plus risque d’incidence. Remarquons que par le méme
principe, nous pouvons supposer que

f(S,0) =0; pour tous S > 0.

L’hypothese (H2) revient a la croissance de la fonction d’incidence par
rapport aux sesceptibles (plus la population contient de susceptibles plus le
risque d’incidence augmente).

Les hypotheses (H1) et (H2) sont généralement supposées, voir [10, 14]
par exemple.

En outre, 'hypothese (H3) est équivalente & la décroissance de la fonction
d’incidence par rapport aux infectés (plus la population contient d’infectés
plus les susceptibles prennent des mesures pour réduire la contagion et par
suite le risque d’incidence diminu).

2.2 Positivité et bornétude de solution

Puisque le second membre du modele (2.1) est contintiment différentiable
sur le cone positif £ = {(S, I, C, A)e Ri}, il est localement Lipschitzien
sur E. Donc, par le théoreme d’éxistence locale de Cauchy-Lipschitz (voir
Théoreme 1), il existe une solution locale unique du (2.1) définie dans E.
Biologiquement, cette solution n’a de sens que si elle est non négative :

Théoréme 5  Pour chaque condition initiale fizée, la solution de (2.1) est
positive pour tout t > 0 et reste bornée avec :

A
N(t) < N(0) + n

Preuve du théoréme 5.

Pour la positivité, nous montrons que toute solution qui démare dans
I'ensemble non négative R reste dans son intérieur pour toujours. Nous
avons :

SiS=0; S(t)=upu,

Si I =0; I(t) = aA(t) + wC(t),
SiCc=0; C(t)
SiA=0; A



Alors pour tous t > 0 :
S(t) >0, I(t) >0, C(t) >0 et A(t) >0.

Par conséquence, la positivité de toutes les solutions qui commencent dans
R, * est garantie.

Maintenant, nous montrons que les solutions sont bornées : En addition-
nant les quatres équations du systeme (2.1), nous obtenons :

N(t) = A — uN(¢) — dA(t).

Donc

N(t) < A — uN(?).

Ceci implique :

N(t) + uN(t) < A.

En multipliant par exp(ut), nous obtenons :

(N(t) + uN(t)) exp(ut) < Aexp(ut)
qui est équivalent a dire :

VS >0 (N(s)exp(ps)) < Aexp(us).

En intégrant entre 0 et ¢, il résulte que :

[ (¥ (s)erpps) <

t
exp(us)ds,

S~

0
c’est a dire :

N(t)expput — N(0) < —(exp pt — 1),

= | >

ce qui implique :

N(t) < N(0)exp(—ut) + 2 - ﬁexp<—wf>

= V() expl—pt) + 5 (1~ exp(-t)
| N(0) = S(0) + I(0) + C(0) + A(0).
Puisque 0 < exp(—put) <1 et 1 —exp(—ut) <1, alors :
A
N(t) < N(0) + n

Toutes les solutions sont positives et bornées, il y’a donc un ensemble compact
inclus dans R} qui est positivement invariant par le systéme (2.1).
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2.3 Etude des points d’équilibre

Il est facile de voir que le systéme (2.1) a un “équilibre sain” noté par
DEF et donné par DEF = (%,0,0,0).

Notons que “I’équilibre trivial” E° = (0,0, 0, 0) n’est pas possible & cause
de la constante A dans la dynamique des susceptibles.

Pour exprimer “I’équilibre endémique” E*, nous avons besoin du nombre
de reproduction de base Rj.

2.3.1 Nombre de reproduction R

Le nombre de reproduction de base Ry est défini comme étant le nombre
de cas secondaires produit par un seul individu infecté, durant sa période
d’infectiosité, dans une population totalement saine. En réalité :

— Si Ry > 1 : alors en moyenne, un individu infecté engendre plus d’un
individu infecté, ce qui conduit a une propagation de la maladie.

— Si Ry < 1 : alors un individu infecté engendre en moyenne moins d’un
individu infecté, ce qui signifie que la maladie va disparaitre dans la
population a terme, voir [9].

2.3.1.1.0 Calcul du nombre de reproduction

Proposition 1 Le nombre de reproduction Ry pour le systéme (2.1) est
donné par :

7 (5:0) eoes

Ry = D

avec .

e = pto+u,

€9 = W+ W,

€3 = a+p+d,

D = plea(es + p) + ¢es + pd] + pwd
= £16963 — QWEZ — PQacEs.

Preuve de la proposition 1 :

Suivant 'approche présentée par Van den Driessche and Watmough dans
[37], le nombre de reproduction de base Ry est obtenu en calculant le rayon
spectral de la matrice de la nouvelle génération pour le systeme (2.1).
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En détail, nous commencons par définir le vecteur X = (S,I1,C, A)T
réecrire le systéme (2.1) sous la forme :

. F(X) = (0, f(S,1)I,0,0)

est le taux d’apparition de nouveaux individus infectés dans chaque compar-
timent (S, I,C, A).

VX)) = (A, aA(t) + wC(t), ¢1(t), pI(t))

est le taux de transfert d’individus dans chaque compartiment (individus
entrants) ;

V(X)) = (uS@) + F(S, DI (p+ ¢+ (1), (w + w)C@), (o + p+ d)A(L))

est le taux de transfert d’individus dans chaque compartiment (individus
sortants) et

V(X) = V(X)-VHX)
= (uS(t) + £(S, )] = A, (p+ ¢+ () — aA(t) — wC(t),
(w + ) C(t) = ¢1(1), (a+ p+ d)A(t) = pI(1)).

Nous cherchons la matrice de la génération suivante donnée par :

OF (9V ™
0X \0X

DEF

Nous avons :
p+ 2 Yryfsn 0 0
0 p+o+p —w —«
v _
0xX
0 —¢ W+ 0
0 —p 0 a+p+d

15



et

oF
0X

Donc au point d’équilibre sans maladie DEF = (ﬁ

0

0 0 0 0

0 f(2,0) 0 0
. Goy ool
T = e
0X |pEr

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

A

vy _
0X |per

La commatrice de ¥ | pp est la suivante :
X

com <8V >
0X |pEF

(20
~or (3.0)5

—aes f (%, O)

16

€1E€9€3 — WPE3 — QPEy 0

HE2ES

WHES

HOE2

0

,0,0, ()), nous obtenons :

0 €1

pes

p(eies — pav)

ppa

0 0
—w -«
gg 0
0 &3
0
HPE2
ppw
pn(e1e2 — gw)




Sa transposée est donnée par :

( oV
com

aiX DEF

E1E2€3 — wqbe;; — (peg —f (%, 0) E9E3 —Wf (%, 0) €3

Sachant que le determinant de

det (

nous obtenons :

(5xl0r)
0X |pEF

:

ov

0X |pEF

£1€2E3—WPE3—QPED

HE2ES
HOES
Hpe2
oV
OX |pEF

(8.0)eses

> = p(e16963 —

WHEs

pu(e1e3 — par)

f1pw

est le suivant :

pwes — paey)

7wf(%,0)€3

oeaf (30
MUOE2

ppa

(182 — dw)

7af(%,0)€2

n(e1e2e3—pwes —paea)

n(e1e2e3—pwes—paea)

HE2E3Z

u(e1e2e3—pwes—paea)

WHES

u(e1e2e3—pwes —paea

poe2

p(e1e2e3—pwesz—paea)

HPES

n(e1e2e3—pwes —paea)

pE1E3 —ppor

n(e1e2e3—pwes —pae2)

oo

n(e1e2e3—pwes—paea)

HPE2

u(e1e2e3—pwes—paea)

ppw

n(e1€2€3—pwez—pac?)

pE1E2—1PW

p(e1e2e3—pwes—paea)

17

n(e1e2e3—pwes—paea)

n(er1e2e3—pwes —paea)




Donc

or (v 7 _
0X \0X |pEF n
0 0 0 0
MEQEBf(%,O) wua;;f(%,o) /Laazf(%,0>
(16263 —dwes—paca)  p(e1e2es—dwes—paes)  p(eie2e3—pwes—paea)
0 0 0 0
0 0 0 0

La plus grande valeur propre de la matrice précédente est :

peses f (%,0) B / (%,0) €2€3

M(€162€3 — gf)wag — ,00462) N E1E92E3 — ¢w€3 — PaEy

2.3.1.2.0 Sensibilité du nombre de reproduction

Le nombre de reproduction Ry est tres sensible par rapport a ses parametres.
Cette sensibilité peut-étre mesurée par ce qu’on appelle : “Indice de sensibil-
ité”.

Définition 8 [7, 81] L’indice de sensibilité directe normalisé d’une fonction
u, qui dépend différentiellement d’un parameétre p, est défini comme :

u

ou p
Vo =5

-~ Opu’

Sachant que plus la valeur absolue de I'indice de sensibilité 7, est grande
plus le parametre p est influant sur la fonction u, nous allons calculer I'indice
de sensibilité de Ry par rapport aux différents parametres du systeme (2.1)
(y'inclus S : taux de transmission du virus) en utilisant plusieurs formes de
la fonction d’incidence connues (voir le Tableau 2.1) :
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Tableau 2.1 — Différentes formes de la fonction d’incidence

fonction f(S, 1) Références
Bilinéaire BS [15, 17]
Saturée I ou II lfois ou 1f521 [21, 38|
Beddington-De Angelis % 2, 5]
Crowley-Martin 1+als+ai§+a1a251 8, 22]
Non linéaire spécifique | - Jfl ‘Z TrassT [11, 12]
Hattaf-Yousfi a0+alsfil+a351 [13, 27]

Pour toute forme de la fonction d’incidence citées dans le Tableau 2.1, un
calcul direct nous donne :

R
’Yﬁo

X

af (SO7 0)

B

op

)

(o)

f (S0,0)

En particulier, pour la forme bilinéaire (voir [34]), nous avons :

(5
5
(5
[

df (S, 0) o . _N¢53
(SO’O) - D ,

of So, p _ plp+d)es
(507 0) B D ’

Bf So, « . pCY(,U + d)€2
(507 0) B DEB ’

af SO, 0) W\ pwees

Ow f(SQ,O) N D€2 .

Les résultats se changent en changeant la forme de la fonction d’incidence.
D’apres les résultats précédents, quelque soit la forme de la fonction d’in-
cidence choisie, le parametre [ (taux de transmission de VIH) est treés in-
fluant sur Ry avec un indice de sensibilité constant (indépendant des autres
parametres) est égale a 1, d’ou, en augmentant la quantité de 8 par un certain
pourcentage, la valeur de Ry augmente aussi par le méme pourcentage.
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2.3.2 Calcul des points d’équilibres

Théoreme 6
- Si Ry < 1, alors le systéme (2.1) posséde un unique équilibre sain de la
forme DEF = (%,0,0,0).

- SiRy>1letf (%, 0) £ 0, alors I’équilibre sain est toujours présent et le
systéme (2.1) a un unique équilibre endémique noté E* = (S*, I*,C*, A*)
avec

I* I*
> 0, C*:¢ >0 et A ="

70 2 -

0, — > 0.
il

A] o (A= pSY)Rs

Preuve du théoréme 6

Evidemment (DEF) est Iétat stationnaire unique du systéme (1.1) lorsque
Ry < 1. Pour trouver I’état d’équilibre endémique E* nous résolvons le sys-
teme :
A= pS(t) = fS(0), 1(1)I(t) =0,
FS@), 1ENIE) = (p+ ¢+ p)I(t) + aA(t) + wC(t) = 0,
¢1(t) — (w+p)C(t) =0,
pl(t) — (o + p+d)A(t) = 0,

(2.2)

avec :
er=p+oé+pu c=w+tpe es=a+pu+d

Des deux derniéres équations de (2.2) nous avons :

= o A= Lo
E9 €3

En additionnant les deux premieres équations de (2.2) nous obtenons :

A — pS* (51—04'0—w¢> I" =0.

€3 €2

Ce qui d’apres la proposition 1 donne :

I 00 s f(50) #0
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En remplagant les deux derniérs résultats dans (2.2) nous obtenons :

<f(SI)—61+¢+>I*—O

€2 €3

Nous considérons maintenant la fonction suivante définie sur 'intervalle
A

0 —} ar :

0,4 p

(A — uS)Ro ¢
G(S) = S,—F—— | — e
(5) f( f(%’o) ) +—

En utilisant le théoreme des valeurs intermédiares (voir théoreme 2) sur la
fonction G(5), nous montrons que G(S) = 0 admet une solution unique sur
l'intervalle [0, %] En effet : G(0) = (%) -2-(Ro — 1) avec D
donné dans la proposition 1. De plus

0f(S,I)  pnRy 0f(S1)

G'(S) = 857 _f(%,o) o > 0.

) 53

Par les hypotheses (H1) et (H2), si Ry > 1, alors le systeme (2.1) admet
un équilibre endémique unique E* = (5%, I*, C*, A*) avec S* € {0, ﬂ,

[r= 0o o g C0r = 20 s et A =20 5,
f(uvo) €3

2.3.3 Stabilité de I’équilibre sain

Théoreme 7 Si Ry < 1, alors le point d’équilibre sain est globalement asymp-
totiquement stable.

Preuve du théoréme 7 :

Soit Sy = % Supposons que pour tout x > Sy, f(z,0) # 0 et considérons
la fonction de Lyapunov suivante [14] :

Sf(S 0)

Vi(t, S, I,C;A) = S—5,— dr+1+ 20+ %4

f(z,0) €2 €3
S (So, 0) w Q
1-— I+ —C+ —A.
/So l f(z,0) ] SR €9 * €3
11 est clair que Vi(t, Sp,0,0,0) = 0. Or pour (S,1,C, A) # DEF nous avons

d’apres (H2) que la fonction f(S, ) est croissante par rapport a S. Ce qui
donne :

f(z,0) > f(So,0) car x> S
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d’ou

Par suite

f(50,0)
f(z,0)
ceci avec la positivité des composantes du systeme (2.1) implique la positivité
de la fonction Vi. De plus Vi(t, S, I, C, A) tend vers l'infini quand (S, I,C, A)
tend vers l'infini. D’apres le principe de LaSalle (voir Théoremes 3 et 4), il
nous reste a démontrer que avl < 0. En effait

a‘/l o f(S(J? )
i S — Sf
(

1- >0

+I+ C~|— A
€3

(5,0)
f(50,0)
(1 ﬂ&®>s+[+@0+%A

f(S0,0)
(1— f(S’O)>(A—uS—f(S,I)I)+f(S,I)I—51[+aA+wC
we

+—7 —wC + p[—ozA
€2 €3

o _f(S(J?O) - f<S I) _ j %
= M(l 7(5,0) (So S)>+ (f(S,O)f(SO’ 0) —e1 + - - 83)[

_ f(S0,0) D _(f(S,1)
_M(l_f(syo))@o_m 1( Ro_l)

< HG—fw@m>@hﬁ$+ZDHRVJ)

f(5,0)
En utilisant les inégalités suivantes :

1— (( 0))20; pour S > Sj.

1— ((500)) < 0; pour S < Sy

nous obtenons :

(1 _ J(50,0)

f(5,0)
Par conséquence aVl < 0. De plus le plus grand ensemble invariant compact
dans {(S I1,C A) “Wl = 0} n’est que le seul singleton {DEF} . Donc par

le principe de LaSalle (voir théoreme 4), (DEF) est globalement asympto-
tiquement stable.

)(50—5)20.
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Théoréme 8 Si Ry > 1, alors le point d’équilibre sain (DEF') est instable.
Preuve du théoréme 8 :

Pour tout point d’équilibre £ = (S, 1,C, A), le determinant de la matrice
jacobienne du (2.1) donne :

det (J— )\Id) =
—p— LT — ) 21— f(S,1) 0 0
o1 —UT+ f(S, 1) —er— A w «
0 gb —(62+/\) 0
0 p 0 —(e3+ )
=0.

Donc, en particulier, au point d’équilibre DEF = (%, 0,0, 0), nous obtenons
le polynéme caractéristique suivant :

AN+ N+ a)+a3=0
ou :

a; = 81+€2+83—f(50,0).
E1€3 + €169 + €963 — (82 + 83)f(50, 0) — gbw — p¢
as = (1 - RQ)D

ag

Il est clair que lorsque Ry > 1 alors a3z < 0, ce qui montre d’aprés le critere de
Routh-Hurwitz I'existence d’au moins une valeur propre A avec partie réelle
positive. Alors, I'équilibre (DEF) est instable.

2.3.4 Stabilité de I’équilibre endémique

Théoréme 9

Si
- Ryp>1et
- (1 — ]f((sb:’l{?)) (J;(ié,[[)) — %) <0, pour tous S, 1 >0 (H4)

alors le point d’eéquilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.
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Preuve du théoréme 9 :

Soit la fonction de Lyapunov suivante [14] :

S f(S*,I%) I
UACHEE I SRy SO S
@t . <1>

w * * C Q * * £
+€2<C—C _c 1n<0*)>+83(A A A m(A*)).

Clairement V,(t, S*, I*,C*, A*) = 0. Pour (S,1,C, A) # (S*, I*,C*, A*) nous

avons

Va(t,S,1,C, A) = /SS ll—%] dx—f—l—]*—]*ln(][*)

w * * C o * * A
2 (e-o-cn())+ 2 (1-x-am(})

qui est positive par croissance de f(S, 1) par rapport a S (voir I'hypothese
(H2)) et aussi par positivité de la fonction

Valt,S,1,C,A) = S—S*—/

t
z(t) — 2" — 2z In (?) , Vo e CO(R4,RY) avec x(t) > 2™ > 0.

Remarquons que si (S, 1,C, A) tend vers l'infini alors V4(¢,S,I,C, A) tend
aussi vers I'infini et montrons que ‘WQ < 0. Nous avons :

e () (-5 2 (- )24

En appliquant :

A=pS*+ f(S*, I et el = f(S*,I")I* +wC* + aA*

nous obtenons :

AT L 0 A WU SR 0 o
o = u(s S)(l f(SJ*)>+f(S,I)I (1 f<S’I*)>

—f(S,1)I <1 — W) + f(S, )] — 1] + aA+wC

f(S,I7)
AIl* wCI*  wel woeC* I
—f(S, HI* I — — —wC —
f(S, DI+ ¢ a— ]+€2 W C
+wC™* + apl aA — apA'l aA*.
€3 3
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Donc :

o _ e gy TSNT) e ey ey F(STT)
ot = u(S 5)<1 f(S,I*)>+f(S,I)I<1 f(S,[*))

LN (1~ ) o (1-55)

wol* Cc*I wol™ apl* < A*[) apl*
1— — 1 — _
+ 95) ( CI*) 95) * €3 Al* €3
I I
—ei] — f(S.I)I —erI" + “f + L (S I = (S T
2 3
= p(S*=9)(1- +2f(S* - L o
4 )< f (S, 1) ( ) F(S, 1%
ey e mer) T P aT T ar

I
2 (F(S7 T =il + aA” +wC*) — (57, 1)1

Pour
S, 1) — e I" + aA" +wC* =0

nous obtenons :

N S e N P T
o pu(S*—9) (1 (5.1 + wC*(2 o OI*)—i—ozA (2 T A[*>
FIS* VS, )T f(S*, )T

28, T +

— F(S*, I — f(S, DI

ICAD NI D
T =)
1RSI - f(5 T+ L <Sf€5> “}c(;g DI f(fS (SI[)Z)[
~f(sm. )1 = pes.nr + HEDEEDT T ELTIE
Donc :
% = w9 (1= 5 oo (-G -G e (- 2 - )
REACRERE (‘1 * ff(g?}ii § _1[* ff((i’,?)))
o (- S - e - 56 n)
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De plus, nous pouvons simplement vérifier que :

fS.D1 1 f(SaI*)_<1_f(SJ)><f(SJ*) 1)7

yemr T ren S\ rem)\Fen T

ce qui donne :

M M(S*—S)<1—W>+w(]*<2 cr C*I>

ot F(S,I%) S CcI CI
(o A AT SO\ (f8.17) 1
e (2= g ~ ) 171 (1_f(S,I*)> (f(SJ) _f*>

L SN FST)f(S.T)

1

Puisque, pour tout (z1,s,-,,), la moyenne arithmétique ~X7  x; est su-

erieure ou égale a la moyenne geométrique ",/r;.xs...x,, nous obtenons :
?

cr 1, ( )_(CI* C[)
c-1 o = W W)=\ o)
A* AT

_ 0 ) = (A0 40)
Al Al - Ve W) = R a T
e I I
f TS0 S JET)

FS 1) f(5 1) f(S,1)

2

Y

avec (1, e, T3) = (f f((SS ’[I:)), f{ és?), ];(5911))) et les égalités sont vérifiées seule-
ment pour S = S* [ = [*,C = C* et A = A*. En utilisant les inéglités
suivantes :

1—% > 0 pour S >S*.
f(s7,17)
f(8,I%)

qui sont vérifiées par I'hypothese (H2) nous obtenons :

F (st 1
(5.1 ) =0

1— < 0 pour S<GS*

(S*=29) (1 —
Par (H4), nous avons :

(1_ f(571)><f(571*) f) < o0

f(S. 1))\ f(s.1) I*
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Donc :

Vs

— < 0.
ot~

De plus, le plus grand ensemble invariant compact dans {(S, I, C, A)} tel que
% = 0 est seulement le singleton {E£*} . Nous concluons par le principe
d’invariance de LaSalle (voir le Théoréeme 4) que I’équilibre endémique E*

est globalement asymptotiquement stable.

2.4 Simulations numériques

En prenant en compte les données du Ministere de la Santé au Maroc [30],
nous éstimons que le taux de transmission du VIH est égale a 8 = 0, 755. De
plus, en basant sur des données marocaines, nous considérons les conditions
initiales comme suit :

I():i, C():O 140:i et S(]:NO_IO_CO_AO No_ll
No No No No
(2.3)
avec une population initiale totale de Ny = 23023935 [23]. Nous supposons
que la population totale reste constante entre 1986 et 2015.

Les valeurs des parametres p = 0,1 et a = 0,33 sont prises de [32] et [3]
respectivement. Nous supposons qu’apres un an, les personnes infectées par le
VIH qui sont sous ART (Anti-Retroviral Traitement) ont une faible charge
virale [29] et sont donc transférées vers la classe C'. Nous prenons ¢ = 1. 1l
est bien connu que suivre une thérapie antirétrovirale est un engagement a
long terme. Dans nos simulations, suivant [34], nous supposons que le taux de
traitement par défaut pour les individus C' est d’environ 11 ans (% ans, pour
étre précis). Suivant [30], les taux de mortalité naturelle et de recrutement
sont supposés prendre les valeurs p = ﬁ et A = 2.19 pu. D’apres [39], le
taux de mortalité induit est supposé étre d = 1. Toutes les valeurs de tous
les parametres considérées sont résumées dans le Tableau 2.2.
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Tableau 2.2 — Paramétres du modele VIH/SIDA (2.1) pour les don-
nées entre 1986 et 2015

déscription valeur unité références
No Population initiale 23023935 personne (23]
i Taux de mortalité naturelle 1/74.02 jour~1 [30]
A | Taux de reproduction des susceptibles 2.19 u jour [30]
g Taux de transmission du VIH 0.755 | (personne.jour)~1 [30]
) Taux de transmission des individus
suivant un traitement de
la classe I vers la classe C' 1 jour~1 [29]
P Taux de transmission des individus
qui ne suivent pas un traitement
de la classe I vers la classe A 0.1 jour—1 [32]
@ Taux de transmission des individus
suivant un traitement de
la classe A vers la classe [ 0.33 jour~1 3]
w | Taux de transmission des individus qui
abondonnent leurs traitement de
la classe C' vers la classe I 0.09 jour~1 [34]
d Taux de mortalité induite
par le SIDA 1 jour™! 39]

Dans ce qui suit, nous allons estimer le nombre de cas du VIH décrits
par le modele (2.1) et donnés par I(t)+ C(t) + u(I(t)+ C(t)) pour t € [0, 29]
qui correspond a 'intervalle de temps entre les années 1986 (¢t = 0) et 2015
(t = 29). Pour ceci, nous allons utiliser les différentes formes de la fonction
d’incidence citées dans le Tableau 2.1.
Pour la fonction d’incidence bilinéaire f(S,1) = S, voir la figure 2.1.
Pour la fonction d’incidence saturée en S f(S,I) =

28

B5_121], voir la
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figure 2.2.

Pour la fonction d’incidence saturée en I f(S,I) = 5 f(i 7 [38], voir la
figure 2.3.

Pour la fonction d’incidence de Beddington-DeAngelis f(.S,1) = %
[2, 5], voir la figure 2.4.

Pour la fonction d’incidence non linéaire spécifique f(S, 1) = 5 s fa ‘z TrosT
[11, 12], voir la figure 2.5.

Les simulations numériques sont basées sur la méthode numérique de
Runge-Kutta d’ordre 4 et le logiciel MATLAB.

-5
10
35 - T T T T T
incidence bilinéaire
O  dataréel
3 = —
u]
25 T
o
2+ 4
I
=
- o
®
o
151 b
o
u]
1k 4
s
o
05 o T
o o o
o
u] s i
oo T 0 & 5 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

temps (annee)

FIGURE 2.1 — Modele (2.1) ajustant les données des cas de VIH entre 1986
(t =0) et 2015 (t = 29) en utilisant la forme bilinéaire de la fonction d’inci-
dence.
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Le temps t = 0 correspendant ’année 1986.
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Nous remarquons que la forme bilinéaire est la meilleure forme pour mod-
éliser I’évolution de I'infection par le VIH au sein de la population marocaine.
Donc, nous utilisons cette forme (bilinéaire) pour approximer le comporte-
ment de la solution. La figure suivante, basée sur les parametres du tableau
(2.2), montre une augmentation des infectés par le VIH sans et avec traite-

ment médical (I et C).

14

10 2 30
temps
<10°
10 20 30
Temps

«10°
10 20 30
Temps
<10
10 2 30
Temps

FIGURE 2.6 — Solution du systeme (2.1) avec taux de transmission 8 = 0.755.

Il est clair (d’apres les figures précédentes) que la maladie se propage,
donc Ry dépasse la valeur 1. Dans le tableau 2.3, nous calculons le nombre
de reproduction de base R, pour chaque fonction d’incidence proposée dans
le tableau 2.1 avec les valeurs des parametres du tableau 2.2 et ap = ag = 0.



Tableau 2.3 — Le nombre de reproduction de base pour certaines
fonctions d’incidence spéciales.

fonction d’incidence f(S, 1) Ry

Bilinéaire 58S 7.5340
Saturée I : f O‘Z S 0_0003'0?1%

Saturée 11 1+6521 7.5340
Beddington-De Angelis ﬁsiw 0.000.8&01%
Crowley-Martin 1+a15+aﬁ2§+0¢1a25[ 0.0003&82%).0004
Non lin¢aire spécifique 1+a15’+ﬁail+a35’1 0.0008&??%.0004
Hattaf-Yousfi ao+a15’f£21+a35’1 0.00042504?3.10009a1

Puisque la valeur du Ry dépend de la valeur de oy, nous présentons dans
le tableau 2.4 les valeurs de Ry selon celles de «;. 11 est clair (puisque «; se
trouve dans le dénominateur) que plus oy grandit plus Ry diminue.

Tableau 2.4 — Nombre de reproduction de base pour différentes
valeurs de «; pour la fonction d’incidence saturée I, Beddington-
DeAngelis, Crowley-Martin et non linéaire spécifique .

o; | 0.01 0.1 0.2

Ry | 7.3725 | 6.1804 | 5.2392

Or puisque la forme bilinéaire est la meilleure forme modélisante les DATA
marocainnes, dans le tableau 2.5, nous reprennons la forme bilinéaire et nous
calculons les indices de sensibilité des parametres 3, ¢, p, a et w, calculés
pour les valeurs des parametres donnée dans le tableau 2.2. Comme déja
démontré dans la Section 2.3.1.2, le parametre § est le plus influant sur la
valeur de Ry avec un indice maximal de 1, c’est a dire si nous augmentons
(ou diminuons)  par un certain pourcentage, la valeur de Ry augmente (ou
diminue) par le méme pourcentage. Donc pour diminuer la propagation de la
maladie, il faut diminuer le taux de transmission du VIH (). Des mesures
de contrdle sont bien nécéssaires.

33



Tableau 2.5 — L’indice de sensibilité de R, pour les valeurs des
parameétres données dans le tableau 2.2 et f(S,1) = S.

parametres | Indice de sensibilité de R,
B +1
10) -0.5947
P -0.3437
o +0.0844
w +0.5170

Dans la suite, nous supposons que des mesures de controles sont prises
en considération et que ces controles arrivent a diminuer la valeur du taux
de transmission. Nous supposons que 8 = 0.002 ce qui implique Ry = 0.019.
Avec cette nouvelle valeur de 3, nous avons la figure suivante :
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FIGURE 2.7 — Solution du systeme (2.1) avec taux de transmission 8 = 0.002.

Nous observons une diminution des infectés I avec une disparition des cas de
SIDA A, nous voyons aussi une augmentation des infectés sous traitement
C dans les premieres années suivi par une diminution avec le temps.

Ces résultats numériques valident les résultats théoriques expliqués au-
paravant. Par suite une diminution maximale du taux de transmission de la
maladie est fortement demandée.
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Chapitre 3

Etude du modéle contro6lé

Dans les modeles épidémiologiques, nous intéressons a l’existence d’un
controle qui réduit le nombre de personnes infectées par le VIH et également

minimise le cotit de son traitement. Le contenu de ce chapitre est inspiré de
[1] et [4].

Définition 9 (Systéme de contrile) [33] Un systéme de contréle est un sys-
teme dont nous pouvons modifier le comportement au cours du temps. Nous
agissons sur un tel systéme par le contréle u(t).

otz : RY — R" désigne 'état et u : RT — R™ est le controle. v € R" la
condition initiale, n et m étant deux entiers naturels non-nuls.

Svystéme
Contrélen Sortie y
— = f(x(8), u(®)) 5

FIGURE 3.1 — Schema d’un systeme controlé.
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Nous considérons par la suite le modele infecté (2.1) comme un probléeme a
controler. Nous prennons la forme bilinéaire comme une fonction d’incidence
et nous introduisons trois controles différents continus par rapport aux temps
(voir [1]) :

— le controle vy(t) représentant U'effet de la distanciation sociale. Le but

de ce controle est de minimiser le taux de transmission du VIH.

— le controle vy (t) représentant l'effet des moyens préventifs. Le but de

ce controle est de transmettre les individus de la classe I vers la classe
C.
— le controle vy(t) représentant l'effet du traitement efficace. Le but de ce
contrdle est de transmettre les individus de la classe A vers la classe 1.
En ajoutant ces trois controles, le systéeme (2.1) prend la forme :

1) — Buo(t)S(HI(1),
DI() = (p+va(t) + WI(E) + 0a(t) A(t) + wC(2),

S(t) = A — pS
(t) = Buo(t)S
(t) = vi(D)1(t) — (w + p)C(2),

A(t) = pI(t) = (va(t) + p + d) A(t),

(
(

~

(3.1)

Q

avec les conditions initiales :
S(0)=S5,>0, 1(0)=1,>0, C(0)=Cy>0, A0)=A49>0. (3.2)

Nous nous s’interessons a minimiser le cott ([1]) :
T @00 = [ (DasonS@I0) + 1) + AW
+DydvR(t) + Biov3(t) + 325v§<t>)dt (3.3)

ou ty est la période de traitement, le parametre ¢ est le nombre maximal des
individus infectés si aucun controle n’est posé, les fonctions B;dv?(t) sont les
cotits d’application des contréles v; avec Dy, Doy, By et By des constantes posi-
tives bornées représentants des poids associés aux nombre total des nouveaux
infectés.

Notre objectif est de montrer que le coiit J admet une valeur minimale
notée :

J(US’UI’U;) = min(J(UO(')7U1(')7U2<')) : (UO(')avl(')ﬂ}Q(') S Q)

avec () est le domaine de contrdles admissibles defini par :

0= {(vo(-),vl(-),vg(-)) € L2([0,¢,1; R%)| i < 0s(-) < vesi = 0,1, 2} .
(3.4)
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Ici nous supposons que pour tout @ = 0, 1,2, la constante v;_. est positive.
La présence des constantes v; , revient aux limites relatives a l’application
de chaque controle.

3.1 Existence du controle optimal

Avant de résoudre le probleme de controle optimal, nous vérifions que sa
solution existe en s’assurant que les hypotheses suivantes sont toutes satis-
faites :

1. L’ensemble des trajectoires du systeme (3.1) et (3.2) sur la classe ad-
missible de commandes (3.4) soit non vide.

2. Il existe une constante positive k telle que pour tout contrdle V € ) et
pour tout t € [0,%f], la solution du systeme d’états (3.1) soit bornée en
norme par k.

3. L’ensemble €2 ou les controles prennent leurs valeurs soit convexe et
compact.

4. J= /Otf g(t, X (1), V(£))dt avec g(t, X (1), V(1)) : [0,¢;] x R x R™ — R

est une fonction de classe C! sur son domaine de définition et aussi
convexe par rapport aux controles.

Théoréme 10 [36] Considérons le probléme de contrile optimal défini par
le systéme controlé (3.1), les conditions initiales (3.2) et le codt (3.3). Si les
conditions (1 — 4) précédentes sont toutes vérifiées, alors il existe au moins
un controle optimal V* = (v, vi,vs) et une trajectoire d’état correspondante

X* = (5*1*,C*, A).
Preuve du théoréme 10

Pour montrer ce résultat, il suffit de vérifier les quatre conditions précédentes :

1. L’ensemble €2 est non-vide puisqu’il contient des fonctions mesurables
a valeurs réelles et bornées, alors le systeme (3.1) a des coefficients
bornnées et par suite il admet des solutions sur [0,¢;]. De plus, vue
le théoreme 5 du Chapitre 11, ces solutions sont aussi bornées. Ceci
montre les hypotheses 1. et 2.

2. En prennant V = (vg, v1,v2) et Vipax = max{vo,..., V1.s V2ay J, DOUS
obtenant 'ensemble des controles admissibles

Q={V e L ([0,t;;R®) : ||V]| < Vinax < 00} .

Cet ensemble est convexe et compact.
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3. Puisque le systeme d’état X = (S, I, C, A) et le controle V' = (vg, vy, v9)
sont continus, alors la fonction :

g(t, X (t),V(t)) = Dipuo(t)S(t)I(t) + I(t) + A(t)
+Dybv3(t) + Biovi(t) + Bodvs(t), t € [0,ty]
est de classe C'! aussi. De plus, par convexité de toutes les composantes

de g par rapport au contrdle V', nous avons la convexité de g par rapport
au controle V.

3.2 Caractérisation du controle optimal

Pour obtenir les controles optimaux V*(-) = (v§(+), vi(:),v3(-)) du systeme
(3.1) nous introduisont la fonction hamiltonienne suivante :

H(t’ X(t), V(t>> )‘<t>> = pog(t’ X@)? V<t)) + Z )\ifi(S> [> 07 A)>

=1

avec pg = +1, f;(S,1,C, A) sont les quatres membres droits du systeme (3.1)
et A = (A1, Ao, A3, A\g) est le systeme adjoint, ce qui donne :

H(t, X(t),V(t),\t)) = DiPuo(t)S(t)I(t) + I(t) + A(t)
+Dodv3 (1) + B1ov? (t) + Badvs(t)
FA(E)(A — pS() — Buo()SHI(D))
+A2(t) (Buo (@) S (t) — (p+ vi(t) + p)I(t)
+uy(t)A(t) + wC(t))
FA3() (01 () I(t) — (w +p)C(t))

A(8)(pI(t) — (v2(t) + p + d)A(L)).

Notons que pour pyg = 1, la dérivée seconde de ’hamiltonien H par rapport
au controle V est :

_I_

2Dy 0 0

0°H 0 2By O
ov?2

0 0 2By

qui est une matrice définie positive en conséquence de la positivité de toutes
les constantes By, By, Dy et §. Par conséquence les extrémaux de Pontryagin
seront des minimiseurs du cofit J et pas des maximiseurs.
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Le théoréme suivant, dit “principe du maximim de Pontryagin”, précise
les relations entre les composantes précédentes :

Théoréme 11 [36] Si les controles V* = (v§, v}, v3) et les trajectoires corre-
spondantes X* = (S*, I*,C*, A*) sont optimauz, alors il existe des fonctions
adjointes non nules X = (A1, Aa, A3, \y) vérifiant le systéme d’équations :

M(t)=—%L, tel0,ty] et \(ty) =0,
Xo(t) = =% te0,t] et Ao(ty) =0,
As(t) = =92, te0,ty] et As(ty) =0,
A(t) = =S5, te0,tf] et M\(ty) =0
De plus, pour t € [0,ty], les controles optimaux V*(-) sont caractérisés par :
g‘H/(t,X*(t),V*(t),A(t)) =0, Vte]|0,tf].

Un calcul direct nous donne :

A (t) = (u+ Buo()I(t)) A (t) — Buo(t) I (1) Aa(t) — D Bug(1)1(2),
Xao(t) = —1 — D1 Bug(t)S(t) + Buo(t)S(t)Ai(t)

— [Buo(t)S(t) = (p +v1(t) + )] Aa(t) — vi(E)As(t) — pAa(t),
As(t) = —wha(t) + (w + ) As(t),
Aa(t) = =1 — vy (D) Aa(t) + (va(t) + o + d)Aa (1),

et pour ¢t € [0,%y], les controles optimaux v (t), vi(t), v;(t) sont caractérisés
par :

) . (A(t) = Ao(t) = D1) BS(H)L(2)
vy(t) = min <v0max, max (vomm, 2D )) (3.5)
cy (A2(t) = As(1)) 1(2)
vi(t) = min (vlmx, max (vlmm, 2B.o >> : (3.6)
v3(t) = min (vzmx, max (vgmm, Qult) _222((;)) A(t)>> . (3.7)

3.3 Simulation numérique

Dans cette section, nous reprenont les mémes valeurs que dans le chapitre
2 (voir Tableau 2.2) en ajoutant :

Di=Dy=5 B =B,=25 §=124x10"",
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Uomin = 0057 Ulmin = U2min = 07

Uomax - Ulmax = U2max = 1

Notons ici que vg_,, n’est pas supposée nulle pour éviter la disparition du
terme [vo(t)S(t)I(t) du systeme (3.1).

Les simulations numériques sont basées sur ’algorithme d’Euler explicite
(voir Définition 6), 'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 (voir définition
7) et le logiciel MATLAB. Le code utilisé est divisé en deux parties essen-
tielles : la premiere partie revient a résoudre le systeme SICA en avance
en démarant par la condition initiale (2.3) et la deuxiéme partie résoud le
systeme adjoint par retour en arriere en considérant la condition de transver-
salité finale \;(t;) =0, i=1,2,3,4.

En détail, I’algorithme se compose des étapes suivantes :

— Premiére étape : nous choisissons trois controles vy (), vy(t) et va(t)
au hasard pour commencer les boucles.

— Deuxieme étape : nous enjectons ces controles dans le systeme d’é-
tat (3.1) et nous appliquons la méthode de Runge-Kutta en avance a
partir des conditions initiales. Par suite nous trouvons une solution du
systeme SICA associée aux controles induits.

— Troisiéme étape : nous entrons les controles de I'étape 1 et la solu-
tion de I'étape 2 dans le systeme adjoint et nous appliquons la méth-
ode d’Euler explicite par retour en arriere a partir de la condition de
transversalité. Par suite nous trouvons une solution du systeme adjoint.

— Quatriéme étape : nous calculons les contrdles vj(t), vi(t) et v3(t)
par les formules (3.5)-(3.7). Ensuite, nous calculons la moyenne entre
les controles utilisés en étape 1 et les contrdles calculés par (3.5)-(3.7).
Enfin, nous reprennons 'algorithme a partir de I’étape 2 en utilisant
ces moyennes entre les controles.
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L’algorithme a sa fin nous donne les figures suivantes :

(a) Susceptibles

i) 107 (b) HIV infectés

106 all
\.
21,04 = \\R
0 = b
i
1.02 6 mx‘xﬂ
1 a
0 2 4 B 0 2 4 B
temps Temps
1 (¢} HIV infectés sous tratements (d) I-im, inféctés avec symptomes de SIDA
ad
oy
T,
I|II ﬁh‘“‘-»___q__ 3
o~ T |I =
& | LN
05
| i :
E,EH%_
0 0 :
{ 2 4 B { 2 4 B
Temps Temps

FIGURE 3.2 — Efficacité des contrdles optimaux dans la réduction de la prop-

agation de l'infection.
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FIGURE 3.3 — Les contrdles optimaux vg(t), vy (t) et va(t).

La présence des mesures de controle donne des résultats efficaces pour la
réduction du nombre des infectés (I et A). La figure 3.2 montre que les con-
troles ajoutés ont bien augmenté le nombre des infectés sous ART traitement
(C) et ont bien diminué le nombre des infectés sans symptémes du SIDA
(I) ainsi que ceux avec symptomes du SIDA (A).

Aussi la figure 3.3 montre que le contrdle relatif a la distanciation sociale
vo(+) doit étre minimal. En comparant avec les résultats du chapitre 11, nous
concluons que si vy est maximal (vo(t) = 1 pour tout ¢ € [0,%y]), alors le
produit Svy = S = 0.755. Par suite Ry = 7.5 qui dépasse largement le 1 et
la maladie se propage. Par contre si vy est minimal c’est a dire égale a 0.05,
alors le produit fvg = 0.03775. Comme démontré dans le chapitre 11, une

diminution du taux de transmission # conduit & une diminution de R et par
suite une meilleure situation dans la société.

De l'autre coté, la figure 3.3 montre que les moyens préventifs (v;) doivent
prendre place dans la société avant le traitement efficace (vg). Ceci encourage
la population a respecter toutes les mesures préventives possibles.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons formulé un modele mathématique pour la
dynamique de l'infection par le VIH-SIDA de type SICA caractérisé par
quatre équations différentielles ordinaires.

D’abord, nous avons étudié la positivité et bornétude de la solution de ce
modele ainsi que la stabilité de ces points d’équilibres.

Ensuite, nous avons calculé le nombre de reproduction Ry et son indice
de sensibilité par rapport aux différents parametres. Nous avons remarqué
que le taux de contact entre susceptible et infecté § est le parametre le plus
influant sur Rj.

Les simulations numériques faites dans le chapitre trois montrent que la
fonction d’incidence bilinéaire f(S,I) = S est la meilleur fonction représen-
tant les Data réelles du Maroc.

Puisque Ry dépasse largement la valeur 1, nous voyons que des mesures
de contrdle doivent étre mise en place, ce qui a fait 1'objectif du chapitre
quaftre.

Nous avons utilisé la théorie du controle optimale qui est la meilleure
stragie pour minimiser la propagation de la maladie ainsi que les cofits des
traitements imposés.

Suite a 1’étude théorique de l'existence du controle optimale, le hamil-

tonien, etc, nous avons fait des simulations numériques pour s’assurer de la
diminution de la maladie aprés contréle.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une étude générale d’'un modele mathéma-
tique de VIH-SIDA sous la forme SICA avec un taux d’incidence général.

Nous commencgons par une introduction biologique pour connaitre le virus et
une présentation mathématique du modele étudié.

Apres détermination des points d’équilibres, nous effectuons une analyse de sta-
bilité en utilisant la méthode directe de Lyaponuv. Dans ce mémoire, nous sommes
intéréssés aussi par le taux de reproduction et son indice de sensibilité par rapport
aux différents parametres. Des simulations numériques sont aussi faites dans le but
de bien représenter les Data réelles et aussi controler leurs propagations.

A la fin de ce travail, nous appliquons la théorie de controle optimal pour réduire
le nombre des personnes infectées par le SIDA et aussi minimiser le cotlit de leurs
traitements.

Mots clés : Stabilité; fonction de lyapunov ; fonction d’incidence; taux de repro-
duction ; modele SICA ; contrdle optimal.

Abstract

in this memory, we present a general study of a mathematical model of HIV-
AIDS in SICA form with a general incidence rate.

We start with a biological introduction to know the virus and a mathematical
presentation of the studied model.

After determining the equilibrium points, we perform a stability analysis us-
ing the direct Lyaponuv method. In this memoir, we are also interested in the
reproduction rate and its sensitivity index with respect to the different parameters.
Numerical simulations are also made in order to properly represent the real Data
and also control their propagation.

At the end of this work, we apply the optimal control theory to reduce the
number of people infected with AIDS and also minimize the cost of their treatment.

Keywords : Stability ; lyapunov function ; incidence function; reproduction rate;
SICA model; optimal control.
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