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Notations

On donne ci-dessous I’ensemble des diverses notations employées tout au long de ce mémoire.
Les notations les plus spécifiques sont rappelées 1a ou elles apparaissent.

e NcN

e () : désigne un ouvert borné de de RV (N = 1,2,3).

e [' =00 : frontiere de €.

e Pour E un sous-ensemble fini de RY, |E| est la mesure de Lebesgue de E .

e |.| désigne la norme euclidienne dans RY.

N
e Siz € RY, on désigne par x; ses coordonnées :x = > x;e;.
i=1

e On munit RY du produit scalaire usuel . défini par:
N
Yo,y e RY, zy = inyi
i=1
e CY(Q) : I'espace des fonctions continues sur €.

e C¥(Q) : Iespace des fonctions k fois continuement différentiables sur Q (k € N).

« C2(Q)= 0 CHQ).

e D(Q) : lespace des fonctions C*° a support compact dans €.

e D'(Q2) : Tespace des disributions.

o L'(Q) =< f:Q — R intégrable tel que / |f ()] dx < 400
Q

e L} (Q): Despace des fonctions localement intégrables sur Q.
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Notation 4

LP () ={f:Q—R f mesurable et |f|’ € L' (Q)}, 1<p< oo

LP(Q;RN){f:QHRN t.q. f mesurableet/\f(a:)|pdx<+oo },1<p<+oo
Q

1/p
£l Loy = [/ f(:c)pdm] )
Q

L (Q; RN ) :I’espace des fonctions mesurables tq f € L? (Q; RN ) .

loc

L (Q) ={f: Q — R mesurable et 3 une constante ¢ tel que |f (z)] < c¢ p.p sur Q}

1£1l oo () = inf {e; |f (z)] < ¢ p.psur Q.

Lﬁﬂ){feL%Qv/fquo}.
Q

W (@) = {u € L7 (), Vu € LF (3 RY) }

B =

lullwsogay = [0l zogay + lll oy

Wol’p () : 1a fermeture de D (§2) par rapport & la norme de W1» (Q).

W~14(Q): Tespace dual de Wol’p (Q).

H'(Q) = {f € L%(Q), gj € L%(Q),Vi = 1,N}
" . 1/2
“mmﬁwmprMXXQ)w4'
Q =1

H} () = {ve H (Q),7v = v|yq = 0}, olt v est Papplication trace.
H=Y(Q) Tespace dual de H} ().

Y : la période de réference définie par:

N
Y = 'I_TI]O,Zi[ avec [; > 0Vie {1,..,N}.



Notation

|Y| : mesure de Y (mesure de Lebesgue).
Lj? (V)= {f t.q. feL?(Y) et f est Y—périodique}.
H), (Y)={ftq feH'(Y)et fest Y-périodique} .

Wher (V) = {f t.a. f € HL, (V) et M(f) = 0}.

Vf : le gradiant de la fonction f: RY — R est

t
(s g ) =1

871131’ > a:L’ N
Af : le laplacien de la fonction f : RV — R est

N
82
i=1 9%
div (u) : la divergence d’un vecteur u est

N ou;
divu = Z L.
i=1 Oz;

M(f) : La moyenne de la fonction f sur Y est notée par

Mm:g/mm
Y

{ei};—1v: la base canonique de RV,
d;; :symbole de Kronecker.

(.,.): le produit scalaire.

(.,.): le produit de dualiteé.

u : un vecteur de RY.

A : une matrice carrée d’ordre N.



Introduction

Ces derniéres années ont vu un développement considérable dans 1’étude et 1'utilisation
des matériaux composites, principalement dans les branches a technologie avancée (matériaux
nouveaux, industrie nucléaire, aérospatiale...). La structure de ces matériaux peut étre tres
diverse (structures stratifiée, fibrée, matériaux poreux...). Leur point commun étant d’étre
composés de divers constituants intimement mélangés et imbriqués. Une difficulté majeure ren-
contrée dans ’étude des équations de la physique de ces matériaux est que les divers parameétres
physiques (coefficients de conductivité, d’élasticité. ..) sont discontinus et variant treés vite d’un
constituant a ’autre.

La théorie de ’homogénéisation repose sur la remarque suivante: lorsque les constituants
sont intimement mélés, la structure microscopique du matériau devient trés complexe. En
contre-partie d’'un point de vue macroscopique le matériau tend & se comporter comme un
matériau idéal, homogene. La théorie de ’homogénéisation se propose de déterminer ce probléme
homogénéisé.

Il y a plusieurs méthodes pour déterminer ce probléme, dans ce mémoire on s’intéresse a
I’étude de la méthode de Tartar des fonctions tests oscillantes. Cette méthode a été redécouverte
par Leon Simon, un mathématicien Australien, et puis elle a été suivie par George Papanicolaou
et Raghu Varadhan, qui sont des probabilistes, pour faire leur démonstration dans un cadre
probabiliste. En fait ce qui est plus important pour Luc Tartar est de comprendre la physique
caché derriére les les équations.

Le but de notre travail est de résoudre une équations & coefficients escillants dans un domaine

.. , . x . .
caractéristique par deux échelles d’espace:macroscopique (—) et microscopique x.
€

Le probléme a homogénéisé est défini comme suit

154
u® =0 sur Of) ()

{ —div (A*Vu®) = f dans Q
Homogénéisé ce probléme (P°) revient a détérminer le probléme limite (PO) .
Dans ce mémoire il y a trois chapitres organisés de la maniére suivante :

Le chapitre I est consacré aux rappels de quelques théorémes fondamentaux basés surtout
sur la convergence faible et sur le théoréme de Lax-Miligram qui nous donne l’existence et
I'unicité de la solution de quelques problémes variationnels sous certaines conditions. Pour plus
de détails le lecteur est renvoyé aux [1,2,3,4, 10, 11].
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Le chapitre II, intitulé «L’homogénéisation des équations elliptiques: Résultats
de convergence». On se donne un cas modéle du probléme de Dirichlet pour des équations
elliptiques. On énonce le résultat général d’homogénéisation, ce résultat sera prouvé dans le
prochain chapitre par <<la méthode de Tartar des fonctions tests oscillantes>> et on
prouve quelques propriétés des coefficients homogénéisés. Pour plus de détails le lecteur est
renvoyé aux [3,5,6,7].

Le chapitre III est consacré au traitement de <<la méthode de Tartar des fonctions
tests oscillantes>>. On commence ce chapitre par la preuve d’un théoréme important énoncé
dans le chapitre précédant consernant le résultat général d’homogénéisation. Ceci est fait en em-
ployant la méthode présentée par L.Tartar (1977a, 1978). Dans la suite on prouve la convergence
de I’énergie associée au probléme modeéle c.-a-d. le probléme de Dirichlet .Cette convergence nous
permet de donner dans la section qui suit un résultat de correcteur. Les deux sections qui vont
venir aprés contiennent quelques résultats de comparaison et des propriétés de convergence.
Pour plus de détails le lecteur est renvoyé aux [3,5,6,7,8,9].



Chapitre 1
Préliminaires

On va introduire des notions, définitions et des théorémes qu’on utilisera plus tard.

1.1 La convergence faible et faible * dans un Banach

Définition 1.1 Soit E un espace de Banach, E* son dual et (.,.) le produit de dualité sur
EF*x FE.

e On dit que la suite (x,,) de E converge faiblement vers = € E si et seulement si :

(x*,xy) — (2% z),Va* € E*, (1.1)
n—oo
et on écrit:
x, — x faib. dans E. (1.2)
n—oo

e On dit que la suite (z) de E* converge faiblement * vers z* € E* si et seulement si :

(xp,x) — (2%, z),Vx € E, (1.3)
n—oo
et on écrit:
xz; — z* faib.x dans E*. (1.4)
n—oo

Théoréme 1.1 Soit E un espace de Banach, E* son dual. Soient (x,,) et (z}) deux suites de
E et de E* respectivement.

e Soit x, — « faib. dans F, alors:
n—oo

Jdk>0tqVn e N: ||z, » <k
{ q H HE (1_5)

Jallp < lim inf [z
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Soit x; — x* faib.x dans E*, alors:
n—oo

E* S k
B < nli_)rg()inf [Ecn o

{ 3k >0tqV¥neN: |zt
[

Siz, — u (fortement dans F), alors z,, — =z faib. dans E.
n—oo n—oo

o Siz; — u* (fortement dans E*), alors ), — z* faib.x dans E*.

n—oo n—oo

Siz, — o faib. dans F et z}; — z* (fortement dans E*), alors (z},x,) — (a*, ).
n—oo n—oo n—oo

Définition 1.2 (Espace réflexif) Soit E un espace de Banach, soit E* son dual (muni de la
norme duale || f|| g« = sup |(f,z)|).
el

el p<1
Soit E** son bidual (muni de la norme || f]|

g-= sup [{g,f)])
feE*

Izl =<1
On a une injection canonique J : B — E** définie comme suit: Soit x € E fixé, l'application
f — (f,z) de E* dans R constitue une forme linéaire continue sur E* i.e. un élément de
E** noté Jx. On a donc

(Jz, f) g pr = ([, 2) g p, VZ € E,Vf € EF
Il est clair que j est linéaire et J est une isométrie i.e. ||Jz| g = x|y pour tout x € E;en effet

| 2]lgee = sup  [(Jx, f)l = sup [(f2)] = ||zl
feE* ek
llll g+ <1 Izl g <1

Lorsque J est surjective on dit que E est réfléxif.

Définition 1.3 (Espace séparable) On dit que un espace de Banach E est séparable s’il existe
un ensemble au plus dénombrable qui dense dans E.

Théoréme 1.2 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,) une suite bornée de E, alors :
o]l existe une sous suite (%—(n)) de (xz,) et x € E tel.que.

To(n)y —  faib.dans E.
n—oo
oSi chaque sous suite converge faiblement vers la méme limite x, alors:

Tn — x faib. dans E. (1.7)

n—oo
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Proposition 1.1 Soit (z,) C E et (y,) C E' tq

T, — x faib. dans E
n—oo

Yn — Yy fort. dans E'
n—oo

alors

nh—{go <yn, xn)E/,E = <y’ x>El7E :

1.2 La convergence faible et faible * dans les espaces L”

Définition 1.4 Soit Q un ouvert de RY.
i) Soit 1 < p < +00.0n note par LP(S;RY) I’ensemble des fonctions mesurables f : Q — RN
tel que:

1/p
1l e, = ( / If(w)lpdx> < too. (1.8)

oU ||-[| o (;rvy €t une norme sur LP(Q;RM).
ii) Soit p = +00.0n note par L=(Q;RY) l'ensemble des fonctions mesurables f : @ — RN
tel que:
11| oo (rvy = inf{a: |[f(z)] < o p.px € Q} < o0 (1.9)

U ||| oo (rvy €5t une norme sur L®(Q;RY).
i) LY (Q;RN)={f / f € LP(Q);RN) pour tout ensemble ouvert borné Q' avec ¥ C Q}.
Remarque 1.1 a) Soit 1 < p < 400.0n désigne par q l’exposant conjugué de p c-a-d :
1
Sho =1

p 4q
b) Soit 1 < p < +oc.Alors lespace dual de LP(2;RY) est LI(Q; RY).

Théoréme 1.3 (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q;RY) et g € LI(QRY) avec 1 < p <
+o00. Alors (f,g) € L*(;RY) et

/ I(f z))|dz < HfHLp Q;R") HgHLq(Q;RN)‘ (1.10)

La notion de convergence faible dans LP (Q; RY ) devient donc comme suit:

e Sil<p<+o0,alors f, = f faib. dans L? (Q;RN) si

/(fn( ,g(x))dx —>/ ))dx, Vg € LY (Q RN) (1.11)

Q
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e Sip=+o0, alors f, — f faib.x dans L™ (Q;RN) si:

/ (fo () 9 (x)) dz — / (f (2).g (x)) dz, Vg € L' (BRY), (1.12)
Q

Q

avec (.,.) le produit scalaire dans R,

Théoréme 1.4 L’espace LP (Q;RN) est reflexif pour 1 < p < 400 .De plus L? (Q;RN) est un
espace de Hilbert avec le produit scalaire définit par :

(F9) e = [ (@) .9 (@) da. (1.13)

Q

Proposition 1.2 Soit (uy,), une suite bornée de L¥ (), 1< p < +o0, alors on peut extraire de
la suite (uy),, une sous-suite faiblement convergente ,c’est-a-dire

3 (un)y,,Ju € LP () ,Vp € L’ (Q) ,kQToo/unkgodm = /ugodm.
Q Q

D’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, on a le résultat suivant:

Corollaire 1.1 Si (uy), converge faiblement vers u dans LT (Q) alors on a

n

Jull e < Tom inf fun] o

Ce résultat est faux dans L' (Q) (car cet espace n’est pas réfléxif), en revanche on a un
résultat similaire dans L* (Q2) a condition de considérer la topologie faible * sur cet espace , qui
est le dual de 'espace séparable L ().

Proposition 1.3 Soit (uy), une suite bornée de L™ (Q2), alors on peut extraire de la suite
(un), une sous-suite faiblement * convergente, c’est-a-dire

3 (un)y,,Ju € LP (2),Vp € L’ () ,kﬁinoo/unkgodx = /ucpd:n.
Q Q

Le produit de deux suites faiblement convergente ne converge pas nécessairement faiblement
vers le produit des limites. En revanche, si I’'une des convergences est forte, le résultat est vrai.

Proposition 1.4 Soient p,q et r trois réels dans [1,+00] tels que % = % +
Si (uy,),, est une suite de LP (Q) qui converge fortement vers u dans LP (), (vy,),, est une suite
de L1 () qui converge faiblement vers v dans L?(Q), alors la suite produit (u,vy), converge

faiblement vers uv dans L™ (£2) .

Q=
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Remarque 1.2 Il y a en fait un résultat plus général qui dit que si B est une application
bilinéaire continue de Ex F dans G et que u, converge fainlement vers u dans E et v,, converge
fortement vers v dans F, alors B(un,v,) converge faiblement vers B(u,v) dans G.

On a enfin le critére suivant de convergence forte.

Proposition 1.5 Soient 1 < p < 400, et (uy,), une suite de fonctions de LP (Q) qui converge
faiblement vers u dans LP (2).Si on suppose

nILHC}OSUpHUnHLP < ullze,
Alors la suite (up), converge fortement vers u

D’aprés le théoréme (1.1), ’hypothése est equivalent & dire que la suite des normes (|||, r),,
converge vers ||ul| . p .

La preuve dans le cas p = 2 découle immédiatement de 'identité du parallélogramme, elle est
en revanche plus délicate dans le cas p # 2. Par ailleurs, cette propriété est fausse dans L!(le

x
cas da la suite régularisante!) et dans L*> (le cas d’un tan h (—) également tronqué).
€

1.3 Les espaces de Sobolev

Définition 1.5 Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < +00.L espace de Sobolev WP(Q)
est définie par:

WP(Q) = {u e LP(Q) : Vu € LP(QRY)}, (1.14)
. ou JOu ou , 5 L. . .
ot Vu = (=—, =, ..., =——) représente la 1°"° dérivée au sens des distributions de la fonction
I 83?1 8952 8.%]\[
réelle u.

On définit dans cet espace la norme suivante:
HUHWLP(Q) = Hu”LI’(Q) + HVUHLP(Q;]RN) (1.15)
ou parfois sa morme équivalente:
» » 1/p ,
el sy = (10l 0y + IVl gpn) ) (511 < p < +00). (1.16)
Définition 1.6 Soit 1 < p < +o00.L espace Wol’p(Q) est défini comme la fermeture de C§°(2)
par rapport & la norme de WP(Q).

L’espace dual de Wol’p(Q) est noté par W—14(Q) avec % + % =1.

Remarque 1.3 Sip =2, l'espace W12(Q) est noté par HV2(Q) ou bien H' ().
Méme chose pour Wol’p(ﬂ); on le note par Hé’Q(Q) ou bien H().
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Proposition 1.6 i) L’espace WP (Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +oo0.

i) Lespace WHP(Q) est un espace réflexif pour 1 < p < +00.

i11) L’espace WP(Q) est un espace séparable pour 1 < p < +o0.

iv) L’espace Wol’p(Q) est un espace de Banach séparable; il est de plus réflexif pour 1 < p < +o0.
v) Les espaces H*(Q) et H}(Y) sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire suivant:

" [ Ou v
(w V) 1) = (U, 0) 12y + ZZ; <(‘9xi’ 5)%) ) (1.17)

Remarque 1.4 La quantité || Vu| ppqrny définie une norme sur W, P(2),0n la note par HUHWOLP(Q) ,qui

est équivalente a la norme |[|ully1,(q) -(Pour 1 < p < +00).

Remarque 1.5 A partir du théoréme précédent on conclut que |]VUHLP(QRN) est une norme sur
1, , . o .
Wy (Q) notée par Hu||W01,p(Q) qui est équivalente a la norme [|ul[y10(q) -

Remarque 1.6 D (Q) C D(Q) on D(Q) désigne l’ensemble des réstrictions de Q0 des fonctions
de D (RN).

Les fonctions de D(2) ne nécessitent pas d’étre nulles sur la frontiére 0S).

Théoréme 1.5 (Théoréme de densité) Soit 1 < p < oo, alors D (]RN) est dense dans

WLP(Q). De plus, si OQ est lipschitz continue alors D(Q) est dense dans W1P(Q).

1.3.1 Théoréme des injections

Théoréme 1.6 (’injection compacte) : Soit Q un ouvert borné de R™ tel que 02 est Lip-
schitzienne.

e Sil<p<mn, alors:
WP (Q) c L1 (Q) Vq € [1, n"—%} avec injection compacte pour q € [1 P [

9 n—p
e Sip=mn, alors :
WP (Q) C L1(Q) Vq € [1,+00[ et l'injection est compacte.

e Sip>n, alors :
WP (Q) C C () avec injection compacte.

Remarque 1.7 L’injection compacte permet de passer de la convergence faible a la convergence
forte comme suit : Soit u, — u faib. dans WP (Q).
n
e Sil<p<mn, alors u, — u fortement dans L1 () avec 1 < q < L
n—p
e Sip=mn, alors u, — u fortement dans L?(Q2) avec 1 < q < 400.
e Sip>mn, alors u, — u fortement dans L™ (Q).
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1.4 L’espace H}(f2) et la notion de trace

Théoréme 1.7 (Théoréme de trace) i) Il existe une unique application linéaire continue
v HY (RN_l X ]Rj_) — L2 (RN_l) tq pour tout v € H* (]RN_1 X ]Rj_) neo (RN_l X ]Rj_).On a

Y (u) = ulpn—

ii) Supposons maintenant que vy un ensemble ouvert borné de RN; Q c RN, 0Q est lipschitz
continue, alors il existe une unique application lineaire continue

v HY (Q) — L? (0Q) tq pour tout u € H' ()N C°(Q) : On a
v (u) = ulyg la foncion v est appelée la trace de u sur 0
Proposition 1.7 (Inégalité de Poincaré) I existe une constante Cq (dépendante de Q) tq
|ull 2y < Ca [ Vull 2y, Yu € Hy ()

Proposition 1.8 Soit Q un domaine convexe, supposons que OS) est lipschitzienne tq 0Q) =
'y NTe ou Ty et Ty sont deux ensembles féermés disjoints et mes(I'y) > 0. Alors il existe une
constante Cq (dépendante de Q) et de T';.

||U||L2(Q) < Cq ||Vu||Lz(Q) Nu e H (Q)
Avec v (u) =0 surIy.

Proposition 1.9 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Supposons que ) est connexe, alors il
existe une constante C () tel que

lu— My () 200y < C () [Vull 2y, Yu € H' ()
Remarque 1.8 On a les inclusions compactes suivantes
HY(Q) CcL*(Q) c H (D).
On note aussi que si u € Hy (Q) et v € L () alors on a le produit de dualité
(W, 1) 10,13 ()

Définition 1.7 Supposons que 0 est lipschitz continue. On note par H (02) Uespace de
Banach définit par

’

N

H2 (0Q) = (H (@Q))

équipé de la norme

‘<F’ U 12 0) 1 (05)

IFI, gy = SUP
oN
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Proposition 1.10 L’espace H2 (0Q) a les propriétés suivantes:

i) Supposons que O est lipschitz continue. Alors on a L?(0Q) C H 2 (09) avec injection
compacte.

1) Supposons que 0N est lipschitz continue,

H(Q,div) = {v\v e (22 ()", dive € L2 (Q)} .
Alors v.n € H™2 (092) et Uapplication

veH(Q,div) —v.n e H 2 (092)

est linéaire continue.
De plus: Siv € H (Q,div) et w € H' (), alors

_/ (divv) wdz = /vadm + <U.TL,'ZU>H_1/2(8Q)7H1/2(8Q) .
Q Q

1.5 Les fonctions périodiques rapidement oscillantes

Nous introduisons une classe de fonctions périodiques oscillantes, qui jouent un role essentiel
dans la théorie de I’homogénéisation. En particulier, on considére les fonctions de la forme:

w-a(?)

1.5.1 Les fonctions périodiques dans L'
Dans la suite Y représente un intervalle dans RY (c-a-d Y € R¥) par

Y =10,11] x 10, o[ ... x ]0,In[,Vi=1,...,N.

On désignera Y comme étant la période de référence.
La définition suivante introduit la notion de périodicité pour les fonctions définies presque
par tout.

Définition 1.8 (La fonction périodique) Soit Y =]0,01[x]0,ls]... x]0,Ix] et g une fonction
définie presque par tout sur RN . Alors la fonction g est appelée Y —périodique si et seulement si

g(x+klie)) =g (z) ppsurRY VkeZVie{l,.. N}.

Avec {ei}z‘JL la base canonique de RN,
Dans le cas N = 1, on dit simplement que f est l1—périodique au lieu de f est |0, 11| —périodique.
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La valeur moyenne d’une fonction périodique est essentielle quand on étudie les fonctions
qui oscillent périodiquement.
Rappellons sa définition:

Définition 1.9 Soit Q@ C RN (ouvert bornée de RN ) et f € L' (Q) la valeur moyenne de f sur
Q est le nombre

Mg<f>=|§2‘/f<y>dy
Q

Le lemme suivant montre que la valeur moyenne d’une fonction périodique peut étre
calculer sur n’importe quelle ensemble translaté d’une période de référence.

Lemme 1.1 f Y —périodique dans L' (Y').Soit yo point five de RN et notons par Yy l’ensemble
translaté de Y par yo = yo + Y.
Posons f. (x) = f (£> p.p sur RY alors

€

i) Jf(y)dyzif(y)dy
ii) ffa (x)dx: j;/fa (x)dx:‘?Nlj/‘f(y)dy

€Yo

Soit 1 < p < 400, on note par W#p (Y) le sous ensemble de W' (Y) contenant les fonctions
de valeur moyenne nulle et qui ont la méme trace sur les faces opposées de Y. Dans lae cas p = 2
on le note par H;# (Y).

Lemme 1.2 Soit f € W#l#’p (Y), alors f peut étre prolongée par périodicité a un élément de
wkp (RN) '

loc

Lemme 1.3 Soit g € LY(Y;RN) tq

/(g, Vo)dy =0 Yve W, (Y).
Y

Alors g est prolongeable par périodicité a un élément de LY(RY; RN, notons cet élément toujours

par g t.q
—div ¢ =0 dans D1 (RN)

1.5.2 Les limites faibles et faibles* des fonctions périodiques rapidements
oscillantes

Soit le résultat suivant:
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Théoréme 1.8 f € LP () une fonction Y —périodique et 1 < p < oo. Alors
f (g) — M(f) dans LT(Q) faible si g < oo et dans L= () faible* ( si ¢ = +00),

oMy (f) = 7 [Fw)d
Y

Remarque 1.9 On générale
My (fg) # My (f) My (g)

Remarque 1.10 La convergence faible donnée par le théoréme précédente ne sont pas forte, a
moins que f est une constante et la mésure de Y wvaut 1.La convergence forte implique

My (fP) = [My ()]

Ceci n’est pas vrais pour p > 1.
x
Remarque 1.11 Soit 1 < p < oo, et Y —périodique dans LP (V) .Posons fe () = f (—) D.p sur
€

RN Alors il existe une constante ¢ (independante de N ) tq pour tout I intervalle C'Y.

On a
1]

||f€||ip([> < C’YT Hf“lip(y) (e petit)

1.6 Problémes variationnels elliptique

1.7 Théoréme d’existence

Définition 1.10 (Forme linéaire) : Soit f : E — R. On dit que f est une forme linéaire
sur B si est seulement si:

Vu,v € E, Vo, B € R,  f(au+ Bv)=af (u)+ Bf (v). (1.18)

Définition 1.11 (Forme bilinéaire) : Soit a : E x E — R. On dit que a est une forme
bilinéaire sur E si est seulement si pour tout w € . fixé, les applications suivantes:

a(u,.):v€E—a(uv)ER, (1.19)
a(,u):veFE —a(vu) €R, .

sont linéaires.

Définition 1.12 (Forme bilinéaire continue) : Soit E un espace de Hilbert et a une forme
bilinéaire sur E, alors a est continue sur E si 3¢ > 0 tel que

Vue E, |a(u,v)| <clullgllvlg YveE™ (1.20)
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Définition 1.13 (Forme bilinéaire coercive) Soit E un espace de Hilbert et a une forme
bilinéaire sur E, alors a est coercive sur E si Ja > 0 tel que

a(u,v) > a|ul|,Yu € E. (1.21)

Soit a une forme bilinéaire sur l'espce E et f € E*. Considérons le probléme:

{ Trouver v € E tel que (1.22)

a(u,v)=(f,v)pp YWEE

Cette formulation s’appelle formultion variationnelle et v est souvent appelé fonction test.
Le théoréme suivant donne sous certaines hypotheéses sur a ’éxistence et I'unicité de la solution
du probléme (1.23).

Théoréme 1.9 (Lax—Milgram) Soit a une forme biliniére continue et coercive sur l’espace
de Hilbert E. Alors pour toute fonction linéaire bornée f dans E*, il existe un unique élément
dans E qui vérifie:

a(u,v) =(f,v)pp VwEE. (1.23)
De plus on a:

1
lullg < = 11l (1.24)

Théoréme 1.10 (Formule de Green) Supposons que 92 est lipschitz continue. Soient u,v €
H'(Q). Alors

ov ou

= - iUS, | = 17 P EAR
uaxidx /vawidmjt/'y(u)'y(v)nds Vi N
Q Q oN

Définition 1.14 Soit o, 5 € R, tq 0 < a < . On note par M («, 3,Y) l’ensemble des matrices
d’ordre N x N. A = (aij),<; j<y € (L™ Y)NVN tel que

{ i) (AN > alrf

.. ., VAeRY ppsury 1.25
i) |A(z)\ < B p-p (1.25)

Oncosideére le probléme suivant

—div(AVu) = f dansY
u Y — périodique (1.26)
My (u) =0,

avec f € (Wper (Y))'.
La formulation variationnelle du probléme (1.26) est

Trouver u € Wpe,(Y) tel que
5f/AVqudy = ([0 (Wyor (V) Woer (v) (1.27)
Vo € Wper(Y)
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Théoréme 1.11 Soit A € M (o, 3,Y) avec des coefficients Y —périodiques et f € (Wper(Y))1.
Alors le probléme (1.27) a une solution unique. De plus

1
lullw,e, vy = 2 Il @wper vy



Chapitre 2

Homogénéisation des équations
elliptiques: Les résultats de
convergence

Le but de ce chapitre est de décrire le comportement asymptotique du probléme suivant

—div (A°Vu®) = f dans Q (2.1)
u® =0 sur 0N :
ol f est donnée dans H~! () et la matrice A® est eY —périodique définie par
afj(x) = aij(g) p.psur RY Vi j=1..N (2.2)
et .
Af(z) = A(g) = (a%(m))lgi,jgN p.p sur RY (2.3)
ou
{ a;j est Y — périodique, Vi, j =1...N (2.4)
A= (aij(x))lgi,jgN € M(«,,Y) '

avec o, € R telque 0 < a < fet M(a,B3,Y) est donnée par la définition(?7?).
On note par Y la cellule de référence définie par:

Y =10,04] x 10, o[ ... x ]0,In[,Vi=1,...,N.

La Y —périodicité est pris de la définition(1.8).

Pour étudier le cas générale N —dimension, on a besoin d’introduire quelques fonctions aux-
iliaires que sont des solutions du probléme périodique dans la cellule de référence Y. Ceci est
donnée dans la section (2.1) et cet résultat sera prouvé dans ce qui suit.

20
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2.1 Les problémes auxilaires périodiques

Dans cette section on introduit deux familles de problémes auxiliaires périodiques définient
sur la cellule de référence Y.
La premiére implique A

A = —div(AV)
La seconde famille implique la matrice transposé (At)

A* = —div(*AV)

2.1.1 Les fonctions )A(/\ et 19),\
On considere, pour VA € RY la solution du probléme suivant
—div(A(y) VX)) = —div(A(y) ) dansY
X Y — periodique (2.5)
My (X») = 0.

La formulation variationnelle du probléme (2.5) est la suivante

Trouver X, € Wper(Y) tel que
ay (Rarv) = [ANVo dy (2.6)
Y

Yo € Wper(Y),

ou
ay (u,v) = /AVqudy Vu, v € Wper(Y) (2.7)
Y
et
Wper (Y) = {U € H;;er (Y); My (v) = 0}

D’aprés le théoréme (1.11), on sait que (2.6) admet une solution unique X, € Wpe,(Y') puisque
(AX) € (Wper (Y))

Le prolongement par périodicité de X, dans tous RY, implique aussi que X, est la solution
unique du probléme suivant

—div (A (y) VX)) = —div(A(y) A)  dans D' (RY)

X, Y — periodique (2.8)
My (X)) =0
Posons maintenant
Wy = —X\+ Ay, YAeRY (2.9)

ce qui de (2.5) et de (2.6) satisfait

ay (Wx,v) =0 ,Yv € Wper(Y) (2.10)
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et est la solution unique de

—div (A (y) Vwy) =0 dans Y
Wy — Ay Y — peériodique (2.11)
My (ﬂ}/\ - )‘y) =0,

ou sa formulation variationnelle est

Trouver W)y tel que Wy — Ay € Wper(Y) et
a, (Wy,v) =0 (2.12)
Vo € Wper(Y).

Remarquons que d’aprés (2.8) et (2.9). On a aussi que W) satisfait

—div (A (y) V@y) =0 dans D' (RM)
Wy — Ay Y — périodique (2.13)
My (Wx —Ay) =0

Dans la suite on utilisera les fonctions wy et X, pour le choix A = ¢; ou (ei)f\il est la base
canonique de RY. Alors pour simplifier, on pose

21’228'
Py b ~ . .14
{ Wi = We;, = Y; — X; Vi=1..N (21 )

Elles vérifient évidemment et respectivement les problémes suivants
Trouver X; € Wyer(Y) tel que
ay (Xi,v) = [Ae; Vo dy (2.15)
Y
Vo € Wper(Y)

Trouver w; tel que w; —y; € Wper(Y) et
a, (wW;,v) =0 (2.16)
Vo € Wper(Y).

11 est facile de voir que, par linéarité de ay des deux problémes (2.15) et (2.16) par rapport
a chaque variable, on a:

N N
A= AX; et @y =Y Ni; VAR Vi=1.N.
i=1 i=1
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car on a
ay (x;,v) = /Aein dy
Y
< ay (AiX;,v) = /A()\iei)Vv dy ,VAeRY, pouri=1,..,N
Y
N N
& Zay (AiX;,v) = Z A(Niei)Vu dy.
i=1 i=1

Z
N N
& ZGY (NiX;,v) = Z /A()\iez‘)-vv dy.
i=1 —1 %

N N
= a, (Z)\iii, v) = / A(Z)\iei)Vv dy, d’aprés la continuitée du produit scalaire.
i=1 v o i=l

Posons
N
z= E AiXi
i=1
alors on aura

ay (z,v) = /A)\Vv dy Yv € Wpyer(Y).
Y

et d’aprés l'unicité de la solution du probléme (2.15), on conclut que

N
2=%0= > Ak
=1

Meéme chose pour la deuxiéme égalitée, il suffit de prendre le deuxiéme probléme et suit les
méme démarche de la preuve précédante.

2.1.2 Les fonctions x, et w,

Maintenant, on considére la matrice transposée notée *A définit par
N
tA(y) = (aji (y))1§i7j§]v p.p sur R

ot ' A satsfaite les mémes hypothese que A c’est-a-dire 'A € M (o, 3,9) .
Par conséquent, si on remplace A par *A dans le probléme (2.5) et si on définit une autre
fonction notée .
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—div (*A(y) Vx,) = —div(*A(y)A) dansY
X Y — périodique
My (x») =0

Ainsi, pour YA € RV, x, est la solution unique du probléme variationnel donné par

Trouver x, € Wpe(Y) tel que

ay (x,v) = [ PANVv dy
Y
Vo € Wper(Y)

ou
ay, (u,v) = / PAVuVudy, Y, v € Wper(Y)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

D’ailleurs,cette extention par périodicité de tous RY, ceci est noté par x, la solution unique

du probleme suivant

—div (*A(y) Vx,) = —div (*A(y).A)  dans D' (RM)
Xy Y — périodique
M, (x) =0

On a aussi
wy = —x\ + Ay, YA e RY

Alors, de (2.17) et (2.18), w) satisfait
ay (wy,v) = 0,Yv € Wper(Y)
et est la solution unique de

—div (*A(y) Vwy) =0 dans Y
wy — Ay Y — périodique
My (wy —Ay) =0

La formulation variationnelle correspondante a ce probléme est

Trouver w) tel que wy — Ay € Wper (Y) et
ay (wy,v) =0
Vo € Wper(Y).

De (2.15) et (2.16),w) satisfait
—div (*A(y) Vwy) =0 dans D' (RM)

wy — Ay Y — périodique
My (wx—Ay) =0

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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Comme avant on introduit aussi les fonctions x; et w; définit par

Xi = Xei
{ Wi =We; =Yi —X; Vi=1.N (2.26)

Elles verifient évidemment et réspectivement le probléme suivant

Trouver x; € Wpe,(Y') tel que
ay (xiv) = ;f/ Ae;Vu dy (2.27)
Vo € Wper(Y)
et
Trouver w; tel que w; —y; € Wpe (Y) et
ay (wi,v) =0 (2.28)
Vo € Wper(Y).

Par linéarité de a) par rapport & chaque variable

Y
On a
N
Xa = > _Aix;
i=1
et

N
wy =Y Aw; VAERY, Vi=1,.. N
i=1
Les fonctions wy, Xy, Xy €t wy, jouent un role essentiel dans ’homogéneisation du probléme
(2.1). En plus la matrice homogénéisé A% du systéme

—div (AOVuU) =f dans Q
w=0 sur o0

est exprimée en terme de ces fonctions. Dans les sections suivantes, on donne la formule

explicite pour ses coefficient agj.

2.2 Le résultat principal de la convergence

Théoréme 2.1 Soit f € H 1 (Q) et u® est la solution de (2.1) avec A® définit par (2.2) et
(2.4), alors

i) uf — u® faiblement dans H} (Q)
i) A*Vu® — AV faiblement dans (L? (Q))N

ot u® est la solution unique dans H} (Q) du probléeme homogénéisé

N o0 o
_ 0"
Z (am 8:1,‘3'

ij=10%i
wW=0 suroQ

> =f dans ) (2.29)
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La matrice A = (a%) est constante elliptique et donneé par
1<ij<N
A\ = My (AV®y), YAeRY (2.30)
ot elle est équivalente a
PAON = My ("AVuw,), YAeRY (2.31)

Preuve: Voir la démonstration, chapitre I1I. m

Théoréme 2.2 Soit f € H1(Q) et u¢ est la solution de (2.1) avec A® definit par (2.2) et
(2.6),alors u® admet un développement asymptotique suivant

uf =u’ — EZ ( ) Ou? ZAM ( ) 0%’ .ou u® est la solution de (2.29)
N Xk 8xk8xl ' '
~kl
T € Wper(Y) est définie par (2.15), et 6 par

N N S
—div <A (y) V0M> = —al, — Py (W) Z u dans 'Y

. ij=1 j=1 Iy;
0 Y — périodique
N
My (97) =0

— =kl
En général, si f € C* (Q) , 00 est de classeC™® et ,de plus Xy, 6 € W (Y),Vk,l=1,..,N.
alors il existe une constante ¢ independante de € telle que

oS (2) G (2)

1
<ce?2
HY(Q)

Remarque 2.1 Trouver u® revient a résoudre les N problémes de (2.15) dont le but est de

déterminer Z;, la matrice A° et résoudre (2.20) pour calculer u°.
Proposition 2.1 Soit B® la matrice définit par

B°A = My (*AVw,),vA e RY (2.32)
et AY définit par (2.30). Alors A® = BV cest a dire

PAOX = My ("AVuw,) (2.33)



2. Homogénéisation des équations elliptiques: Les résultats de
convergence

27

Preuve: Pour montrer (2.33), il suffit de montrer que
Bp = A%\, VA e RY,
par la définition de BY et la forme (2.21) ie

(wx = —xx+Ay)
on a

B = My (PAV (—x\ + M)

1 1
= ] Ay = g [ AV
Y Y
1 1
= D//UAA,u)dy—m/(’fAVx»Mdy
Y Y
1 1
= |Y/<)HAM> dy—|Y/<Vx,\,A,u>dy
Y Y

1 1
= — [ (Ap X)dy— — [ (Ap VX)) dy
Y] Y]
Y Y

1 1
:w/MW”wJMWW/
Y Y

Choisissons v = x, dans
Trouver X € Wper(Y) telque
ay (Xn,v) = [AXVv dy
Y

Vo € Wper(Y)

ay @A,XA) = /AMVX,\d?/-
Y

On obtient

1 1 ~
B\ = |Y|/A;Mdy — D//AVX;LVX)\dy

Y Y

1 1 ~

= m ApAdy — m <AVX,U VX)\> dy

Y Y

1 1 ~ ¢
Y Y

1 1 ~
Y Y
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A partir de cette résultat, et utilisons v =y, comme fonction test dans la relation (2.18), on
obtient finalement d’aprés (2.9) et (2.30)

1 1
By = ] / Apddy — ] / PANVY,dy
Y Y
1 1 ' N
= ‘Y/Au)\dy — |Y|/< A)\,qu> dy
Y Y
1 1 ~
= ‘Y/Au)\dy — ]Y]/ <AVXW>\> dy
Y %

1/ 1 ~
= — A/L)\dy—/AVX Ady
Y] Y] a
Y Y
1
- —[a —3,) M
|Y/ V (ny — X,.) Ay
Y

1
= — | AVw,.\d
Y

= My (AVw,) A
= A%\
= B2u= A%\
d’ou le résultat de la proposition
A0 — tpo
]

Corollaire 2.1 Soit A une matrice tg A € M (o, 3,Y) et A° la matrice homogénéisé donnée
par le théoréme (2.1). Alors, la matrice homogénéisé (tAO) correspondante o A, est donnée par

(4) = (47,

Preuve: Sion pose
B = A
(4) = "4
—~ RBO— t(AO) _t 40
d’aprés la proposition précédante.
= BY =t A% (vrai)

Donc, on obtient

(t4)° = 1 (A% cqfd
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2.3 L’ellipticité de la matrice homogeénéisée

Dans cette section , on donne quelques formules explicites pour les coefficients a . de la
matrice A et on prouve qu’elles sont élliptique.
Observons que d’aprés (2.30) et (2.14) on a immédiatement

AVe; = My (AV®@;),¥j=1,..,N (2.34)
car
A\ = My (AV®))
et on a
Xz Xez
Wiy = We, =Yi — X; ,Vi=1,...., N~

Pour A =e¢j on a

Aoei = My (AVﬁ)\]) = My (AVQ/U\J) .

Donc
N

ow;
AVwW;). = E J
(AVDy); k_la““ Oy,
De (2.14) et (2.34). On obtient

N ow;
= My <Zazka]>
k=1

Yk

Et comme
ﬁ}\k = _2)\ + >‘y7

on a

o N N ayej
aij = My Zaikej —Zaik 8yk
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par consequent

X,
a% = My (a;;) — My <Ealka ) Vi,j=1,..,.N
Ik (2.35)
= a;idy — alk dy, Vi,j=1,...,. N
ot~ S e
d’autre part de (2.31) on a:
PAON = My ("AVw))
tAoej = My (tAij)
N
ow;
0 j
0 \f ]
i Y (Z% 0yk)
(A —x
= MY (Zak] ]))
N OXe.
= My Zakjej — My Z(ij P & car A = e;.
k=1 k=1 Yk
= % =My icp ~ My iak»% Vii=1,.,N
1] pt 1) p ] ayk ) ) PRERE]
Donc on obtient finalement:
a;; = My (a;;) — My Zakji , Vi,7=1,..,N
(2.36)

1 N

1
— |a;;dy — Qg dy, Vi,j=1,..,N
ot~ o,

Proposition 2.2 Soit Ala matrice définit par (2.30) et w; définit par (2.16), Vi = 1,...,N.
Alors

0w; Ow;
i —dy, Vi,j=1,..,N 2.
az] |Y‘k:121/ ki =g, = dy O, ihJ = (2.37)

Preuve: Il résulte que /)Zj est solution du probléme suivant:

ay (Qj,v) = /Aeindy, Vo € Wper(Y)
Y

Choisissons v = X; comme fonction test

/AV)A(jVQZ»dy = /AejV)A(Z- dy
Y Y
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c-a-d
X 0%, AN
Z/akl “dy Z/akj “dy
k=1 Oyr Oy, k=1% 0
- i/aklayjayl
it oy Oy
Donc
N ~
1 o0x.
a td =0
|Y|k§:1/ & (3311 33/1) oy
=1y
N
9 (y — X]) OX;
= a tdy = 0.
,;_:1/ oy 0w
A=y
D’un autre coté puisque
N
9y; Ayi
/aijdy = Z/am
) i, Ay Oy
X al X, Oy;
Z/au dy > /am]
=1 Oy k=1% Oy Oy
La formule (2.35) c-a-d
N %,
My (aij) — My Zaz‘k@
k=1
peut étre s’écrit comme se suit
N
1 dy; Oy; 8X ay .
0 J ’L YAg i
) _— -4 d Vi,j=1,...,.N
= ] 2 / oy oy ™ V] Z/ o ’
kl=1%
N
1 X]) ayz
) — 7 dy,Vi,j=1,...,.N 2.40
=7 2 / ay, Gy, i = (2.40)
k
on fait soustraire (2.39) de (2.40). On obtient
1 N 8(.@-%)8,@ 9 (y, —X;) 0%
ag» =57 aklij 4 “dy — ag ————-—=4d
RN ey e R s
LY 9(y = X) 9y — X))
0 J J v i
= Sl o !

oy,

(2.38)

(2.39)
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Par ailleur, on a

W = —X; + Yi
et
—X; + Yj-
Donc, on obtient finalement
Gw] (‘9wZ
g fd 2.41

[
Proposition 2.3 Soit A°définit par (2.30) c-a-d

A\ = My (AV@y), VA € RY
et w; par (2.28) c-a-d

Trouver w; tel que w; —y; € Wpep(Y) et
ay (w;,v) =0, Pouri=1,..,N
Vo € Wper(Y).

Al
" 1 ow; Ow 1
0 J ?
a;; = i = —a} (w;,w
1] ’Y’kgl/ layl Ay Y ’Y‘ Y( i J)
1 .
a’zoj |Y‘ (wmwj) (y Xir Y5 — X]) ) VZ,] = 17 7N (242)

ou ay est définie par (2.19).

Preuve: La preuve est immédiate car il suffit de suivre les mémes démarches de celle que la
preuve précédente.

Corollaire 2.2 Suppons que la matrice A est symétrique alors A° est aussi symétrique.
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Preuve: On a

A(z) = A(

c-a-d Af est symétrique. Or on a montré que
0%,
= My (alj) My ;azk I

Calculons a?i =?

0. — M i) — ;
aj; v (ajs) Zak 8%

k=1

et puisque A° est symétrique on aura que

_ 0
] = MY azj MY (Zazk ayk> z]

donc A est symétrique. m

Remarque 2.2 On considére une case particuliére des matériauz posés traités dans ce chapitre.
. . . 0 N PP .
Les expressions explicites des coefficients a;; du probléme homogénéisé prouvent que si A est

diagonal, la matrice A° est aussi diagonal. On le voit facilement que dans le cas général la
matrice A n'est pas diagonal méme si A est diagonal. En effet, quand les coefficients dépendent
de toutes les variables, si a;; =0 pour i # j , d’aprés (2.30),0n a

1 ox; . .,
0 . 1 —
a;; = _||/a”8yjdy #0, Vi,j=1,...N,i #£j
Y

Puisque,par définition x; dépend de toutes les variables y;.
Proposition 2.4 Soit A° une matrice définit par (2.30) c-a-d

A\ = My (AV@y),VA € RY,
1l existe cg > 0 tel que

N
S aleg; > anlef?, Ve e RY. (2.43)

,j=1
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Preuve: Soit £ € RY alors d’aprés (2.41), il suit que

N N N ~
0 1 Oy —x) 9y —Xy)
> oajt€; = v Z > ai o gy i

ij=1 i,j=1k,l=1
N N ~ ~
1 0 (yi —Xi), 0 (v —Xj)
= T2 2k ¢ dy.
‘Y’i,jzlk,lzl Oy O
Posons
N
i=1
et utilisons ’éllipticité de A, on obtient
N N N
? - L d 2.44
> ades; = v SN [au Vel dy (2.44)
ij=1 i,j=1k,l=1%
@ 2
> o Ve dy (2.45)
v/
Y
> 0, Ve e RY (2.46)

Il resulte de cette inégalité que

N
> afE€; > 0,vE e RY; €40,

ij=1
En effet, si ce n’est pas vraie, de (2.44), on aurait quelque

£#0

tel que
V¢ =0.

Sa signifie que :
N
§= Zfi- (yi — X;) = constante.
i=1

c-a-d

N N
Zfi.yi = Zflil + constante
i=1 i=1

et ca est impossible parce que d’un coté la fonction Y, est périodique et & # 0.

Maintenant on montre une autre caractérisation intéréssante de la matrice homogénéisé. D’aprés
(2.35) et (2.36). On peut écrire que

A® = My (A) — My (X°)
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ou la matrice X0 e RVXN X0 — (x?) est définie par
I/1<ij<N
N -~ N
X Ix
XZO Qife Y~ = Zak ¢
J i J
k=1 Oy k=1 Oy

AQ est la difference entre deux matrice constante. De plus My (A) est élliptique et My (X 0) est
positive. m

Proposition 2.5 Soit X0 est definie par (2.38) alors
Z My (X3) &&; >0, e RN (2.47)
,j=1

Preuve: Remarquons que de (2.38), il résulte que

ox; OX;
M Xl ) J
X3) "y k;l oy, 3yz

Donc, V¢ € RN, on a

ZMY )& = v Z Z klfzaXl 87;”

3,7=1 1,7=1k,l=1

Suivant la preuve de la proposition (2.4), on pose

N
§= me
i=1
et en utilisant Dellipticité de A (voir (2.4). On aura
Sty (X0) 6, > m/wa dy >0, V€ € RY
i,7=1

qui montre (2.47). m

2.4 Autres formule pour la matrice homogénéisée

Les formules (2.35) et (2.36) donnent les coefficients homogénéisés dans le terme de
N —dimension et intégrale sur tous le domaine Y.
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Proposition 2.6 Soit 0 = (01,...,0n) € L?>(Y) wune fonction Y —périodique satisfait:
divd =0 dansY (2.48)

Posons YYZ = ]0,[1[ X oo X ]Oyli—l[ X ]Oali—l—l[ X .. X ]O,ZN[

1 .
Alors 6; = (yl, ...,yi_l,O,yHl,...yN) € H 2 (Y;) Ve=1,..,.N
En plus, on a

1
0; (Y15 ¥i1,0, Y1, - yN) 1) 1

My (00) = 137 H™3(vi)HE (v;)

ol Y; = ]0, ll[ X ... X ]O;Zi—l[ X ]Oali—i-l[ X ... X ]O,ZN[

Preuve: Soit 7 € ]0,/;[.On introduit 1’ensemble suivante
Y7 ={yeY[0<y <7}

Par définition, 6 € H (2, div) .D’aprés ’equation (2.48)et la proposition(1.10); il résulte que

/HVgody + (6.n, ¢>H*%(8Y.T),H%(aw) =0,V € H' (V) (2.50)
YT

En particulier ¢ = 1 dans cette identité, on a

(0.n,1) =0.

b (v )t vy
On remarque que n = —e; sur Y; N{y; =0} et n = ¢; sur Y;N{y, = 7} ou {ey,...en} est la base

canonique de RY. Donc,

<0’L (y17 cey Yi—-1, 07 Yi+1, yN) ) 1>H_%(Yiﬂ{inO}),H%(Yiﬁ{yi:T})

= (0i (Y1, Yi-1, T, Yi+1, - YN) , 1>H*%(nﬁ{yFO}),H%(Ym{yi:r}) ;

VT € ]0, lz[ .
Maintenant ,on donne une preuve directe dont le cas ou ¢ est une fonction réguliére (par exemple
dans L? (Y;)) donc on intégre (2.48) sur tous Y;". Nous avons , par périodicité

0= /div Opdy = /div 0.nds + /div 0.nds.
YT Y;n{y;=0} Yin{y;=r}
Donc, utilisons le fait que n = —e; sur ¥; N {y; = 0} et n =¢; sur Y; N {y; = 7}, on obtient

0= /div 0;ds — /div 0;ds.

Yin{y;=0} Yin{yi=7}
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Ce qui donne

0; (Y1, s Yi=1,0, Vi1, - YN) dy1...dyi—1dyip1...dyn

0 (Y1, s Yie1, T, Yit1, ---YN) dY1...dYi—1dYi41...dyn .

I

En intégrant ce qui conserne 7 sur (0,/;), on obtient

li/ei (Y1, s Yi=1,0,Yit1, --.YN) dyi...dyi—1dyis1...dyny = /9i (y) dy

Y; Y
e . : 1
On multiplie cette identité par v Donc [; |Y;| = |Y], on a finalement
My (6;) =

1

’Y'|/0i (Y15 s Yie1, 0, Yit1, .- yN) dy1...dyi—1dyi1...dyn
1
Y;

Ceci exactement (2.49) ot § est dans L? (V;). =

N o 9G
Corollaire 2.3 Supposons que Zaiha—wj € L2(Y;). Alors, Yi,j =1,..N. On a
h=1 Yn

1
0 _
i = |n|/
Y;

ol dy/ = dyl...dyi_ldyiﬂ...dy]v.

. N awz 2 .o
Si, Y ap; € L*(Y;), alors, Vi,j =1,...N, On a
=1 OYn

1
0 _
i = mr/
Y;

2.5 Les cas du dimension 1 et 2

N oy,
J /
aij — Zaih] dy’,
h=1 O Yi

N 8X~
Qi — Zahjé) Z] dy’.
h=1 Yh Yi=0

Dans cette section on va voir les coefficients homogénéisés comment se sont présentés dans
le cas de dimension 1 et 2.

Proposition 2.7 On a
1

o
e = Mo (a — ad;j) (2.51)
Al](),ll[ ( >

a
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ot X est la solution du probleme (2.15) écrite pour N =1 c-a-d

(a0 D) = @) dans oun

dy dy dy
X 11— périodique
Mg, (X) =0
et est donnée par ,
X (y) = ! / ! dt +y+co
Mo (3) /] a(®)

Preuve: On a

dy dy dy
a5
()= aly) g =aly)+e
ol ¢ une constante & détérminé s
X c
)= -——==1+
D=3 a(y)

éi(y)—yﬂ/a(lt)dwco ....... (2)
0

Or X est [;—périodique c-a-d X(0) = X(I1), donc
l1 !
@) > 0= et k() = Tdth+e

0
l1

~ - 1
xX(0) = Xx(l1) = co —c/a(t)dt—i-ll—i-co

l1

1
= —ll =c | —dt

a(t)
0

-1
= c=— ;
1/~
ll{a(t
-1

= c=

(2.52)

(2.53)
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on sait que M(o,ll)@(?/)) =0.
Calculons la moyenne de Z(y) on obtient

Yy
- 1 1
Mou)(X(y)) = /a(t)dt—i-ll—kco dy
0

)
c/ltd+l+ 0
= —_— Ccn =

a(t) yrag T
00

iy
=L /1
75 ) ) al®
00

Romplagons dans la solution X(y), on obtient

Y 1 iy
~ c
X(y) = y+c/a(t ll//atdtdy
00
Maintenant on a BRW)
X\Y c
A 2R
dy a(y)
dx(y)
aly)—— = a +c
= )
dx(y
= o) - aly) B — ¢
dx(y) 1

[ |
Soit Y =10,{;[ x ]0,l2[, ot l;,l2 sont deux nombres positifs.
A(z) = (aij(2));<; j<o est une matrice carrée t.q
aZ](y) = aij(ylqu) = aij(yl)a VZ,] S {]-7 2}7

satisfait
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{ a;j est [; — périodique Vi, j € {1,2} (2.50)
A= (aij(x))1§i7j§2 € M(a,3,Y)
En plus
ag;(z) = aj;(z1) = aij(ﬂ) p.psur R?2, Vi je{1,2}
Af (z) = A® (x1) = A° ﬂ) (a?(x)> .p sur R? (2.55)
! € Y 1<4,5<2 p-p
u® € H} (Q) est la solution du probléme suivant
2 €
_i,gzlé’ii (agj 1) gzzj) =/ dans @ (2.56)

u® =0 sur Of.

Proposition 2.8 Supposons que les hypothéses (2.54),(2.55) et (2.56) sont satisfaits et A est
la limite de la matrice du probléme homogénéisé; alors

A=A"

ot AY est la matrice homogénéisé donnée par (2.35) et

az] = MY a'Lj — My (Zazk )
k=1

Les fonctions X1 (y) = X1 (y1) et Xo (y) = X (y1) sont des solutions du probléme (2.15) donnée
pour N = 2. Ils sont respectivement donnée par

X1 (1) = Jam®tnta
MOJl[ <) i
Y.ay (t) o 1 1
~ o a2
_ di — dt +
X2 (Y1) \({ 1 (0) My, < 1 ) ]0 U] <a11> {au( t) c2
DAL oy

\

ol c1,ca sont respectivement les constantes pour que My (X1) =0 et My (X3) = 0.

Preuve: On a Z; solution du probléme

ay (X;,v) = [Ae;Vu dy
Yy
Vo € Wper(Y)
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alors

/AV?indy = /Aein dy

X, 82}
= a
,;1/ “ o 9y

2.0 5% 2.0
= — —|a Zvd—/ (ag;) vdy ;Vi=1,2
/ kgl WY ( i 8yl> Y klzl WY (ax:) vy
Y " )
2 ~
0 < 8x-> 0 ,
= —Z A= ——Z (ari);Vi=1,2
Kz OV O K1 OV
donc - oo 2 g
Xi .
— —la = ap;), Vi=1,2 dansY
k,lZ=1ayk < 8 ayl) klzlayk( ki)
X; Y — périodique
My (x;) =0
Pouri=1
3?1) day
- i~ | — dan
Zlayz ( ! Oy, =) Oyre
X1 Y — périodique
My(X1) =0
20 3?1) Oaiy
— — | ai; = — dans Y
o i,jzzlayi < ! Jy; Iy
X1 Y — périodique
\ MY(S(\l) =0
Pour i =2
9 ~
RO (o) f g,
i,j:layi Gyj k=1 Oyk
X2 Y — périodique
My (22) =0
2.0 0 0
— <ij X2> S dans Y
o 210y dy; Oy
X2 Y — périodique
\ MY(?z) =0
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Pour ¢ =1, 0on a
2.0 ox 0
-2 o <az’j X1> =2 dans v
i,j:layi 3%’ o
X1 Y — périodique
My (X1) = 0.
On développe la somme, on aura
9 < 321) 9 ( 59?1) daiy
S e U I Y a9 | - _
oy \ " ay; ) oy "7 oy A1
9 3)?1)
& —— lan—
o1 < oy,
9 Iy 9 1
7 g 22 ) - T (gL
dya 2t oy ayr \ 2 dys

2 () o
Ayz \ > Dy oy

0 8)?1)
> _— _— =
a1 <““ oy

car Xet les a;; dépendent que de y;. Donc on a

_i (a 821) _8@11
8yl H 31/1 8y1
X1
= an I a1 (y) +c¢
85(\1 C
= =1+
Iy a1 (y)
y1 .
= X1 () =y + C{all(t) dt +ci... (%)

or X; est Y —périodique c-a-d X;(0) = x;(l1), donc

1

1
¥1(0) = t (1) = —dt+1
X1(0) c1 et x1(l1) C/au(t) +i1+a
0
I .
X1(0) X1(l1) = a C/all(t) +l1+c
0
o 1
:>l1:c/ dt=c=—

/ aii(t) 1h 1
ll 0 all(t)
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It S
¢= 17 .
ol
ai
On sait que My (X (y1)) = 0. Calculons la moyenne de X; (y), on obtient
h Y1
My (R () 1/ /:1ﬁ+l+ d
= — [ |c c
Y (X\¥1 I an () 1 1| @Y1
oL
! z
c 1
= S ——dtdp+ L e =0
ll {[Gll(t) u1 + 2 +Cl

l1n

C 1 ll

= a=-< dtdy, — L.

C1 ll//all(t) Y1 2
00

Maintenant on a

d)?l(yl) c
*) = =1
(*) dy a1 (y1)
P
= a11(y1) Xcli;yl) =an(y1) +c
P
= an(y1) — all(yl)xcli(yyl) = —
dx 1
= an(y) —an(y) Xjﬁl) = 1
M(O,l1) <a11>

= afy = M (an(mn)) — Mo
1

gy o
Mo (3:)
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dxy (y1) ¢
1) — ‘S =1+
@) dy a1 (y1)
dXy (y1) c
e _—
a21 (yl) dy a21 (yl) a1 (y1)
= a21(y1) — a2 (y1) B l) _ —ag1 (y1) —
dyl a1 (y1)
dx 1 a
= a2 (y1) — a2 (y1) Xé G = 21 (41)
Y1 I, 1 Y au(n)
(Oall) all
dxy (y
= a9y = My, (a21 (11)) — Mo, <a21 (y1) clly(l 1)>
0 0 a21
= M 221
az a11Vi(o,1y) (a11>
= as.
Pour ¢ =2, 0on a
2.9 822> Odaoy
— —lay;=—=)=— dans Y
i.7=19yi ( 7 dy; Oy
X2 Y — périodique
My (X4) = 0.
On développe la somme, on aura
9 (a .%> 9 (a 322) _9a1
dyr \ 7 dy; dyz \ 7 dy; o
0 X 9 X
@ J— = P —
oy (all 5?/1) Y2 <a2l oy
_9 (a %> _ 9 (a 3?2> _ _Oan
dy1 \ 2 9ys dys \ 22 9ys oy
0 8552> 8&12
& —— an=—=)=-
Oy ( oy el}
car Yqet les a;; dépend que de y;. Donc on a
(g ) e
Ay \ oy oy
%
= a1187X2 =a12(y1) +c¢
1
OXy a1z (y1) c
= = +
oy1  an(y1)  an(y1)
Y1 (t) Y1 1
~ a2
= = dt + c/ dt + co.
X2 (yl) {all(t) A all(t) 2
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Or Xy est Y —périodique c-a-d X5(0) = X»(l1), donc

X2(0) = c2
1 l1

1
et Xo(l1) = /au <t)dt—|—c/dt+62

a11(t) a1 (t)
0 0
Tanw 1
R R a12
0) = ! - dt —dt
X2(0) X2(l1) = c2 /au(t) +c/a11(t) e
0 0
l1 I —ll 2 (t)
t
N _/a12(t)dt:c/ L e 0au(®
/ a11(t) / a11(t) bl @t
0 a11(t)
M a
(0,ll)<a12>
B 11
= o= .
(i)
a1l
On sait que
My (X2 (y1)) = 0.
Calculons la moyenne de Y5 (y1)
1 A Y1 1
My (Xo(y1)) = E C/an(t)dt +li14+c1| dy
0
l1 y1

l1n

c 1 l1
= — ——dtd — =
ll{{all(t) y1+2+01 0

c 1 ly

= = —— ——dtdy; — —.

C1 ll//an(t) Y1 B
00
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Maintenant on a

dX2(y1) a12(y1)

C
T T + —... 2
i ai(y1)  an (1) @)
o
(2) = auly) XZ;yl) = an(y) +c
d)?z(yl)
= a —a ZANIL)
12(y1) 11(y1) i,
a12(y1)
M
dA (Ovll) <a )
= a12(y1) — a11(y1) X;(yl) - 11(y1)
N
(041) <a11>
dy 1 a
= Mowlaz) = Mouw <a11de12> =71\ Mow <ai>
M -
(0,01) <a )
11

dXo(y1)  a12(y1) c
2) & = + —\... 2
( ) dy all(yl) a1 (yl) )
@ = an(p)D2W) _ g (@2 o, ) ©
2L dy Yanly) T an ()
= axn(y) — a21(y1)d22(y1) = az(y1) — a21(y1)a12(y1) — a21(y1)é
dy a11(y1) a1 (y1)
M a2
dx a2 (OJI)(a) asi
= Q22 — agld—; = ag — a21a711 + ﬁa—ll
()
ai
dx
= a9y = Mgy, (az2) — Moy,) (a21dy2>
ai2 a1 a12
= a?lM(o,ll)(aTl)M(o,ll) (Cln) + M(o,zl) <a22 - Cl210m>

= @22



Chapitre 3

La méthode de Tartar des fonctions
tests oscillantes

Introduction:

On commence ce chapitre par la preuve du théoréme (2.1). Dans la section 3.2 on
prouve la convergence de ’énergie associée au probléme (3.1). A l'aide de cette convergence, on
donne dans la section 3.3 un résultat de correcteur. Les sections 3.4 et 3.5 contiennent quelques
autres propriétés de convergence de u° de solution du probléme modele (3.1). Rappelons notre

probléme modeéle:

(P°) : —div (A°Vu®) = f dans
' uf® =0 sur 0N

ol f est donnée dans H~! (2) et la matrice A® est €Y —périodique définit par

a;;(x) = %’(g) p.psur RN Vi j=1.N (3.2)
et "

A®(z) = A(g) = (afj(w))gi,jgN p.p sur RY (3.3)

ou

{ a;j est Y — périodique Vi,j =1..N

A= (aij(ﬁ))lgmg\/ € M(a,3,Y)

avec a, S € Rtel que 0 < a < 8 et M(«,3,Y) est donnée par la définition(1.14).

3.1 La preuve du résultat principal de la convergence

(3.1)

Dans cette section,on donne une preuve rigoureuse du théoréme (2.1)suivant une méthode

générale de Tartar (1997a,1978).
Rappelons I’énoncé du théoréme:

47
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Théoréme 3.1 Soit f € H1(Q) et u® est la solution de (2.1) avec A® définit par (2.2) et
(2.4), alors

{ i) u — u° faiblement dans Hg (€2) N

i) A°Vu® — A°Vul  faiblement dans (L? ()

ot u® est la solution unique dans H} (Q) du probléeme homogénéisé

N o oud
_ 07" ) —
(PO) : i7j2218xi (aw 83:j) [ dans Q

wW=0 sur 0.

La matrice A° = (ao est constante elliptique et donneé par

”) 1<ij<N
A\ = My (AV@y), VA e RY

ou elle est équivalente a
PAON = My (PA.Vw,) VA e RY

Preuve: Si on arrive a montrer (3.5), (3.7) et (3.9) c-a-d soit u® la solution de (3.1). On
sait qu’il existe une sous suite (notée aussi (u®),) telle que

i) u®—u® faiblement dans H} (Q2)
i) u® —u® fortement dans L (2) (3.5)
iii) & — ¢ faiblement dans (L2 (92))"

avec
N N N
€ € g &€ g au€ g au€ g 8”6 g g
£ =(£1,65, -, &N) = Z“lj%’za2f37j""’zaNfT% = A*Vu (3.6)
7j=1 7j=1 7=1
satisfait
[euds = (70w sy Yo € HE®). (37)
Q
Montrons également que £° satisfait
—dive® = f
c-a-d
/ EVudz = (£.0) -1y rp(ay - 70 € HE () (3.9)
Q

donc le théoréme (3.1) est prouvé si on montre que

¢V = AV, (3.9)
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eFtape 1 :

On commence la démonstration par la preuwve d’existance et l'unicité de la solution (Il suffit
d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram).

eFtape 2 :

Estimation a priori

La formulation faible du probléme (3.1) est donnée par la formule suivante

Yo € H) (Q), /AEVuEVvd:r = /fvd:c,Vf cH 1 (Q)
Q Q

Choisissons v = u® comme fonction test et remplagons v dans la formule précédante. On obtient

/A6Vu5Vu€dx = /fuedaj....(l)
Q Q

(1) & /AEIVuEIde:/qud:c
Q Q
& a/\Vu6|2d:L‘§/A6|Vu€|2d:1::/fu€da:
Q Q Q

= al Vel < [4Ve s
Q

< g e lm )

= alwliye < [4° Vel do <l
Q

- 11l -1 oy

2
= (el

Donc (uf) est bornée dans Hg (), or H} (Q) C L? () qui est réfiéxif donc on peut extraire une
sous suite notée(u®), qui converge faiblement dans Hg () ,c-a-d

i) u® — u®  faiblement dans H} (Q)

Et puisque
H}(Q) — L*(Q) = u® —u’ fortement dans L? () ... (i)
mnyg
cpt
Donc

i) u® = u®  faiblement dans H} (Q)
i) u® — u® fortement dans L* (Q)
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Maintenant, montrons que
iii) €& — €0 faiblement dans (L2 (Q))N

€ = AV = (6,65 %)
N N N

ous ou® us
O ST S e
(jl O T Oy Oy

€% oy = /KEW:C

L Q2

- /\AEVuEFdx

/|Vu5|2dx
Q J

= B 1wl @

L Q
52

IN

donc
HésH[p(Q)}N <p ||UEHH3(Q) <c
Donc on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans [L2 (Q)]N c-a-d
iii) €& — €0 faiblement dans (L2 (Q))N

d’ot (3.5) est prouvé.
Or on a

/égvvdfﬁ = (£, 0) g1, my ) » TV € Hy (Q)
Q
Passons a la limite

fim, [ &5 VO) o ooy 47 = / (€% Vo) ey 4o

e—0

Q Q
= (f -1 .m@) Y0 € Ho ()

= — / div (£%) vdz = / fodz,Yv € Hg (Q)
Q Q
= —dive®=f dans Q
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d’ot la preuve de (2.8).
FEtape 3 :
Montrons que

€0 = A0,
(PO) admet une solution unique c’est a dire limite unique.
Posons . "
ws (z) = ewy (g> = (A, z) —exy (g) YA eRY (3.10)

On montre que w5 — Az faiblement dans L? ().

Yo € Hj (Q) ,/ [wf\ (x) +exy (g)} vdr = /Axvdaz

Q Q

Or on a
Xa 7, My (x)) =0

/wi () vdx = /Axvdw.

Q Q

Donc

= w§ -~ Mz faiblement dans L? (Q).
e—

D’aprés (2.21) on a
. x
ws (z) = (N, z) —exy (g> VYA eRY

T T
Vaui (@) = A—eVo (2) = Vona (2)
= Vaw (z) = A — Vyx, (g) VA€ RV
Vw§ (z) est Y —périodique puisque wS (x) est Y —périodique donc d’aprés le théoréme (1.8) on
obtient:

Vouk @) = My (A= () = 37 [ 0= Vo) ay
Q

A 1
= |Y‘/ldy— |Y/(Vym)dy
Q Q

A 1
= m Y’—m/(va/\)d?/
Q

= A—My (VyX/\)
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D’aprés le théoréeme (1.10),appliquée sur'Y pour u = l,et v = x, on aura:

/ Vyxy () dy = / LVyx (v) dy
Y Y
= [Vt [awads,
Y

= [ nds, )

Y

= /Vyx,\ y)dy = /X,\( ).n.dsy = 0. (d’aprés le théoréme de trace)
oYy

= MY (va)\) =0.

Par consequent, on a les convergence suitvantes:

i) w§ — Az faiblement dans H' () (3.11)
i) w§ — Az fortement dans L? (1) '
On introduit le vecteur de fonction:
ows§ ows§ ows§
= (75,7155 s 1) Z aij o> Z a5 Z divj 5 | = TATV,.
D’aprés (2.3) et (2.10), on voit que
A N P T\ _ ¢ T
1= [A(2) 9, cw) (2)] = (av,ew) (%) (3.12)

De plus A est Y —périodique, evidemment tAVysw \ est Y —périodique ausst puis en appliquant
le théoréme (1.8), on obtient la convergence suivante
ny = "AVyewy = My (*AVyew)) = tAON  faiblement dans (L2 (Q))N (3.13)

Avec AY est définie par(2.31) .
Maintenant, on montre que 15 satisfait

/nin dx = 0,Yv € H} (Q) (3.14)
Q

Soit ¢ € D (Q) et soit ¢ (y) = ¢ (cy) p.p sur RN donc ¢ € D (RV).

D’aprés (2.25), on a

/ ("AVw,) V¢ (y) dy =0.
RN
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Par un changement de variable x = ey il resulte que:

/ (‘AVw,) (%) Vo (r) d (%) =0,Yp € D(Q).

Q

Puisque le supp ¢ C 2, et a Uaide de définition (1.6) de Hg (), on a immediatement le résultat
(3.14) c-a-d

/nin dx =0,Yv € H} (Q).

Q
Soit ¢ € D (2), on choisissent w5 et pu® respectivement comme des fonctions test dans (3.7)
et (3.14).
On obtient:

éfEVwigodx + g;EEchwidw = (f, 90“’3)1{71(9),1{3(9) Vo e D(Q)...(1)
s Vucpdz + [n5Veutde =0 Yo e D(Q)....(2)
Q Q
Or on a d’aprés (3.6) et (3.12)
VWS = AVuVu§ = "A°Vws Vs = n5Vu®
et par soustraction de (1) de (2), on a

/ EViousde + / IRV eusde = (f,ou) gy i) Ve € D (Q) (3.15)
Q Q

Et a Uaide de résultat de convergence obtenu dans (3.5)(iii)et (3.5)(ii) on obtient

lim [ & Vpuwidr = / OV (\z) dz
E—
Q Q

En suite, d’aprés la convergence vue dans (3.13) et (3.5)(i),on a

Iin%/nngpuedx = / t ANV puldx
E—>

Q Q
Puis, par (3.15) et (3.11)(i), on aura finalement

t
/fovw (Az) dz — / ANV pu’dr = (f, (Ax) ©) -1(0) m o) Ve € D (Q)
0 0

On peut la réécrire sous la forme

t
[ le0wldn— [ aAVeutds— [©rpds = if, (00) 0} g1 e Vo€ DO
Q Q Q
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Posons v = ¢ (A\x) comme fonction test dans la forme (3.8), il résulte:
t
/fo)\cpdm = —/ A2V uldz, Vo € D (Q)
Q Q

D’aprés la définition de dérivation au sens des distriution et le fait que le facteur A\ est
constant, il résulte que:

/‘fo)upd:r = / tAO)\Vuogpdm,th € D (Q)
Q Q
Donc
0N = (AN, Vu?) = (X, A°Vu?) = AOVuO .
=0 = AV YA eRY  cqfd

Donc (P°) est le probléme limite associé au probléme (P€) donné par (3.5) ™

3.2 La convergence de I’énergie

Dans cette section, on a une conséquence intéressante du théoréme (2.1), c’est la convergence
de lénergie associe au probléme (3.1).
On note cette quantité par

Ef (u®) = /AEVUEVuedx
Q
Maintenant, on prouve quelques résultats qui sont originalement prouvés par De Giorgi et Spag-
nolo (1973) dans le conteste de la G—convergence.

Proposition 3.1 Soit u® la solution de (3.1) alors

E° (uf) — E° (u°) = /AOVuOVuod:U
Q

ot ulet AY sont données par le théoéme (2.1).

Preuve: D’aprés la formulation variationnelle du probléme (2.29), ou v = u® est la fonction
test, on a

/Afvuavuedm = ([0 ) 1), my(@) -
Q
La convergence (3.5)(¢) implique que
lim | A*Vu*Vutdr = <f, u0>H,1

e—0

Q

(), Hg (2)
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0 comme une fonction test dans la formulation varitionnelle de (3.1),

d’un autre coté choisissons u
on obtient

/AOVUOVude = <f, u0>H,
Q

1(Q),Hg ()

D’ou le résultat
E® (uf) — E° (uo) = /AOVUOVude.
Q
On a aussi la convergence au sens des distribution. En effet :
Proposition 3.2 Soit u® la solution de (3.1) alors
AVuEVUE — AVl dans D' (Q)

ot ulet AY sont données par le théoeme (2.1).

Preuve: On montre que

/A€Vu€Vu6<pdm — /AOVUOVuOgodx (3.16)
Q Q

En utilisant u®¢ comme une fonction test dans la formulation varitionnelle de (3.1), on obtient:
JANVuEV U pdr = [A VUV (ufp)dz — [A*VuEVpusde
Q Q Q
= (/, U€S0>H—1(Q),H3(Q) - gAsVUEVS@UEdﬁ (3.17)
= (£, v ) gy, mi ) — JE Vpusda
Q
On remarque que a partir de (3.5)(¢), on a
ufp — u’p converge faiblement dans H} (Q),Yye € D (Q)

A partir de cette convergence et les deux résultas (3.5), (3.9) et la proposition(1.1), on peut
passer a la limite dans (3.17). Donc

lim [A*VuVufedsr = (f, u0g0>H,1(Q) Q) [V puldx
e—0¢ wo Q

3.18
= (£ 4°0) @y — JEV (ou?) do + [V pda (3.18)
Q Q

Maintenant on prend u’¢ comme fonction test dans (3.8).On aura

/€0V (‘Puo) dz = (f, u0(p>H*1(Q),Hé(Q)
Q
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Remplagons dans (3.18). Il resulte que:

lim [A*VufVuspde = (f, US@H%(Q),H(%(Q) — [V puldx
Q Q

e—0

= {10y ~ O ey + [E V0w
ffOVuocpd:B
Q

D’ou le résultat

e—0

lim | A*Vu*Vutpdr = /AOV’LLOVUOQDd$,VQO € D (Q)
Q Q

]
On a montré dans la proposition(2.4) qu’il existe une constante ay > 0 telle que la matrice
AV satisfait la condition d’ellipticité avec cette constante. Puisque A est constante. On a alors

A% € M (ag, By, Q)

ou
By = max a’;
0 i ij*
7«]

Rappelons que nous avons commencé avec la matrice A° € M (a, 3,1Q) .
Une question naturelle est de préciser la constante ag et 3.
La réponse est donné par le résultat suivant

Proposition 3.3 On a
2
Ale M <a0, 5,9) (3.19)
«

Preuve: A l'aide de définition (1.14), on montre que A satisfait les deux inégalités suivantes

i) (A°N)) > a|A]?
2

3.20
i) A%\ < i Al (3:20)
e
eOn montre (i) :Soit 20 € H} (Q) et 2¢ € HE () la solution de
—d ETE) — _ dj 0v7,0
div (A°VzF) div (4°Vz%)  dans Q (3.21)
z£=0 sur 0N
On peut appliquer le théoreme (2.1) dans ce probléme, on obtient
2* — 7 faiblement dans H} (Q) (3.22)

ot Z9 est la solution de

—div (A%VZ2?) = —div (4°V2?) dans
Z9=0 sur 0.
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Par unicité de la solution Z° de ce probléme, on conclut que
70 =20,
De la proposition (3.2), on sait que
APV — AV2OV2Y  dans D/ (Q).
En particulier pour toute fonction non-négative ¢ € D (Q2), on a
/AEVZEV,Za«pda: — /AOVZOVzogod:L‘ (3.23)
Q Q

puisque A° € M («, 3,Q2), on a

/A€V26Vz5g0d:r > a/ V252 pdz (3.24)
Q Q

D’aprés (3.22), il résulte que
VOV — /oV2" faiblement dans (L2 (Q))N

La semi-continuité par rapport a la convergence faible théoréme (1.1) implique que
Lo 12 012
lm(z)mf/|Vz | wdea/‘Vz ‘ wdx
E—
Q Q
Ceci, avec (3.22) permet de passer a la limite inférieur dans (3.24), pour obtenir
/AOVZOVzogodx > a/ ‘Vzof pdx.
Q

Q

Puisque 20 est arbitraire et le support de ¢ est compact inclue dans € on peut choisir 2° telle
que 20 = Az sur supp .
Alors, si A? est constante, on aura

/AOV (Ax)V (Az) pdz > a/ IV (\xz)|? pda.
Q Q

= /AOVAV)\god:E > a/ A% pda
Q Q

= (AO)\,)\) /cpdx > a A /godx
Q Q
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Et puisque ¢ est une fonction non négative alors
(A°XN) > oA

D’ou le résultat (3.20)(1)
eMaintenant, on prouve (3.20)(i7) .
On premier lieu, on montre que

_ e
((Aa) I, A) > 7 A2, VA € RY et p.p sur Q
oil (A€ (z)) ! est la matrice inversse de A° ().
On montre que (A5)~" est définie d’aprés A° o
A € M (a, B,9), VA fixé dans RY

et soit = (A%)"* (z) A p p sur €.
Alors, on utilise le fait que A° € M (a, 3,2), on aura

2

() @A) = (49 pop) =l = a |45 @)A] (3.25)
Rappelons que A
4% (@), = sup 2 LEL
n#0 ‘:U"

Donc Vi € RN, on a
A" (@) pl < [p] [[ A% (@)l -

Pour
= (A (@) A,

il résulte que
A @) (A7 <[4 @) A 147 @),
= <[4 @A 145 @),

= )(AE)_l (z) A( > yAa‘?:’myQ' (3.26)
On déduit que

A
a7 @] 2 Bl car 4 @l <.



3. La méthode de Tartar des fonctions tests oscillantes 59

Remplacons dans (3.24), on obtient

(A @A) 2 e @]

A
N
= (AT @A) 2 I

>

Soit 20 € HE (Q) et 2 € H} () a solution de (3.20) et ¢ une fonction non négative dans D (Q).
Choisisoons A = A°Vz® dans (3.22), on obtient facilement

((Ae)*l(x)Afvze,Afvsz) > a‘(Ae)*l(x)Afv,fQ

A
> Oé?
= (AfV€v5d>M AV pd
z,z)gpm_a52 | 2°|% pdx
Q

A 2
= /A‘SVZEVZa(pdl‘ > 04’18’2/ |A€Vz5|2 pdx
Q Q

Le méme argument utilisé pour passé a la limite dans (3.24) donne:

(X, A%)) /gpd;n > % {AOA\Q/gpdm
Q Q

donc puisque ¢ est une fonction non-négative, il résulte que
Q140412 0
FH < (a0

= A% < [A]A%
8

= %\A(’Mgw
= |A°>\\§%|)\|

D’ou le résultat (3.20)(7i), et par suite la proposition est prouvé. m
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3.3 Les correcteurs

Soit u° la solution du probléme (3.1) et u° la solution correspondante au probléme ho-
mogénéisé.
D’aprés le théorérme (2.1), en particulier la convergence suivante

N

A*Vuf — Vu® — 0 faiblement dans (L2 (Q)) (3.27)

Dans la théorie de ’homogénéisation, on est souvent affronté a convergence (3.27)

Amélioré cette convergence c’est la transformé & une convergence forte. Pour cela, on in-
troduit un opérateur qui ajuste la limite, a fin d’obtenir une convergence forte cet operateur
d’ajustement s’appelle correcteur.

. . . e e o
On introduit la matrice de correcteur C* = CF; (x)lgz‘,jgN définit par

x
Ci; (x) =Gy (/g) p.p sur €2
ox; , . 0w, (3.28)

Cij (y) 6ij — En (y) = By (y) ppsarY

ol Xjet w; sont données par (2.14),(2.15) et (2.16).
Quelques propriétés intéréssantes de la matrice de correcteur C¢ sont donnés par les
propositions suivantes:

Proposition 3.4 Soit C¢ définie par (3.28) alors

NxN

{ i) Cf T faiblement dans (L? (Q)) (3.29)
N .

i) A*C® — A faiblement dans (L*(Q))

ot I est la matrice unité d’ordre N x N

Preuve: On introduit les fonctions
T

wy (x) = ew; <E) =T; — Xy <§> pouri=1,.., N. (3.30)

Le méme argument utilisé pour prouvé (3.11) donne

g (3.31)

i) @ — z; faiblement dans H' ()
ii) W — x; fortement dans L? (Q)

D’apres (3.28) il est facile de voir que

Ci; (x)

0w, (m) _ ow; (@)

- 6yi g 81’1

car

C5(2) = Cy (%)

9
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et
ows 8y ow; [x
J _ i OW;j
6z ) = o oy (s)
1 0w
_ ow; (%)
oy \e
wE
Maintenant ,on calcule —ZL =?
8:@-

Onapouri=1,... N
5 = (e () =52 -5 (9
oy
= aﬁi (2)
e ()= (52) =0
/Vach / n dsy =0

or on a

Car on a

Donc il résulte que

6@5 2 NxN
83: — 6,5 faiblement dans (L*(Q))
D’ou le resultat
Ce, D s =1 faibl dans (L2 ()N (4
”( x) = o5, ij = aiblement dans ( ( )) (1)
On introduit le vecteur de fonction
AE AE AE 3@5 Ows
n = (771,77% ﬂ?w) Zalj o, Z a5+ 8z Z N G (3.32)
= A°Vw;. (3.33)

D’aprés la propriété de A° (3.3) et (3.30) on aura

o= L (2) e (2)] = ami (2)

9 9
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=
Suivant les mémes étapes de la preuve de (3.14) ,on montre que %Z satisfait

/ 0. Vudz = 0,Yv € HL (Q) (3.34)

Q
D’aprés (2.14) ,on a

Vyw; = =VyX; + €
ot V,w; est Y —périodique, puisque X; est Y —périodique et e; est une constante.
Donc on obtient
h = My (AV@;) = My (—AV,@;) + My (Ae;)
= My (Ae;) = A%;
0 — My (AV@;) = A%; faiblement dans (L% ()" (3.35)
On utilise (2.34), on conclut que
7A7;€ = A°C*%e;.

[ |

Théoréme 3.2 Soit u® la solution du probléme (3.1) et u®, A® sont donnés par le théoréme
(2.1). Alors

Vu — C°Vu® — 0 fortement dans (L' (Q))N (3.36)
En plus, si C € (L™ ()N | tel que 2 <r < oo et Vu® € (L* ()" ;Vs tq 2 < s < oo, alors

Vu® — C°Vu® — 0 fortement dans (L' (Q))N

oat:min{Z,%}.

Proposition 3.5 Soit u® la solution du probléme (3.1) et u®, A sont donnés par le théoréme
(2.1). Alors, il existe ¢ > 0 independant de ¢ telle que

Lim [|Vu© — C®| 721y < c||Vu - ‘I’Hm(ﬂ)

Preuve: Soit & = (&), ®y,...0x) € (D ()Y .
D’aprés (3.3) et (3.4) on obtient

IN

o[V — O g, / (A% (Vi — C°) , (Vi — C°B)) dar (3.37)

Q
= /AEVUEVusd:L‘ - /A€Vu€ (C°®)dx
Q Q

_ / A7 (CF0) Vi das + / A2 (C20) (C°0) da
Q Q
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Calculons la limite de chaque terme.D’apreés la proposition (3.4), on a

/AEVUEVuadx — /AOVUOVUde

Le second térme donne:

lim | A*Vu® (C°®) dx

e—0

Q

13
lim, [ A°Vu® Z
Q
lsz/fFVu )d
lsz/AEVuECf]-(I)jdw
lsz/AEVUEVwECD dx
€ “NE
i@gZ/A Vu® (Vw; ®;) dx

lzmz / ASVUEY (WED;) da

lsz/AEVUEﬂFEV(P dx

Choisissons w;®; comme fonction test dans le probleme (3.1),on aura:

/ ATVUEY (550;) d = (f, G5D;)

Q

H=1(Q),H} ()

(3.38)
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Maintenant, utilisons la convergence (3.5) et (3.31), on obtient

N N
. € € (e _ . ~EF r 5 5 i
éz_@(z) AV (C°P)dx = iz—%zl (f, w; (I)’L>H*1(Q),H6(Q) ‘lez_rfézl/A VurV ;w5 dx
0 i= =1

I
M) =

N
P _ 0 0 e
<<f7 x1©Z>H—1(Q),H5(Q)> Z;/A Vu V@,x,dw
1= 0

=1

I
WE

=1

N
. _ 0v7,,0 oo
((f, ‘”"I)Z>H1<m,Hg<m) ;/A VulV (®;z;) da
=ha

N
Z/AOVUOVa:iCI)idx
i=1 Q)

Choisissons x;®; comme fonction test, on aura donc

N N
lim [ A*Vu® (C°®)dx = <f, ZCL’Z(I)Z> — /AOVUOV (ZCI)ZL) dx
Q i=1

e—0 ‘
=1

Q H-1(2),HL ()

N
+ / A0 ( eiqn) dz
Q =1
N N
. 5 € 5 _ H. o 0 0 o
Qi% AVu® (C°P)dx = <f, Z}azz@l> /A Vu'V (Z;(I)Zmz> dx
Q 1= Q 1=

H=1(Q),H§(©)

N
+/A0Vu0 Zez@i) dx
Q

=1

— _ [ 40w,,0 0y7,,0
= <f7x(p>H—1(Q),Hé(Q) /A Vu'V (®z) dx + /A Vu' ®dx
9) Q

= / AVl ddz
Q

lim [ A*Vuf (C*®) do = / A'Vu'ddx (3.39)
Q Q
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Maintenant calculons

lirré A® (C°P)Vudx =
E—

Q

ling A®(C*®)Vu'de =
E—>

Q

N

. € ~e T €

i@) A <2Vwi<1>z> Vutdz
Q i=1

lzmz / (ATVEE) Vur O;dx

lzmzj/nZ Vufd;dx

AE
E lim | n; Vu®®;dx
— e—0

Q
th / 0V (6 ®;) dz — / Vo dz
. Q
N
> / A%V (u°®;) dw — / A%, Vdu'dx
=1 \'q Q

N
Z/AoeiVUOQ)icm

N
/AUVUO <Zei®i> dz
Q i=1

/AOVUOCI)d:E

= ling A (C*®) Vusdr = /A()(I)Vuodx
E—>

Q
Le dérnier térme vaut

lzm/AE (C°®) (C°D) dx

N N
~ tim / ATV (Z@%i> v (e, | do
Q =1 7j=1
N
= limy_ / ATV @V 500 d
i,j=1"q

N
. SN
= é% E /ninj‘IDi@jd:r

(3.40)
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= lim [ A®(C°®) (C°® x—iz_mjzl
Q 7

N
= Z lzm/m w; P dx—lzm/nz @@)wdm]

/ 0,0;) dr — /ﬁfv (®;0) @;dx]

Q

N
= Z /Aoeiv (:L’](I)l(l)]) dr — /AOSZ'V ((I)Z(I)j) ZL‘]dSC]
‘ Lo Q

v T
= Z /AoeiijfDZ-CI)jdx + / AoeiV (CI%(I)]) a:jd:c]
L Q Q

N
- Z/Aoeiv (@) dx

i,j=1"q
N
= Z Aoeiej q)zq)]dﬂj
1,j=1q

N
= Z /AO (@iei) (@j@j) dx

- / A° (g@ei) (Jf:lcbjej) dx

Q

= lim [ A% (C°®) (C*®) dz = /A0<I><I>dx (3.41)
Q
D’aprés (3.38),(3.39),(3.40) et (3.41) et remplagons dans (3.37). On obtient :

lirré (A® (Vu® — C°®),(Vu® — C°®)) dz = /AOVUOVuodm - /AOVuO(Pd:E - /A0<I>Vu0dx
E—

Q
+ / Adddr

_ /AO D) (Ve — @) da
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= alim sup || Vu® — C'E<I>||%2(Q)
/AO (Vu — @) dx

N iﬁsup\IVu — C°0[ 2

IN

1
2

< /A0|v0 ®|* da

< J»ww—émz

lzmsupHVu = C°®| 2 <cHVu —<I)HL2

_ /B
On pose ¢ = \/g

Dong, il résulte que

|
Maintenant, on prouve le théoréme (3.2)

Preuve: Montrons (3.36):
Soit 6 > 0 et ®5 € (D ()" tel que |[Vul — (I>5HL2(Q) <.

D’aprés la densité de (D (Q))" dans (L? (Q))N, on a

[Vus = C*®@s][ 11 (g

fimsup [V = CVllg) < Lmysup | e, — vl g
) . 0 L2(Q)CLY(Q) . .
= ilil{l)supHVu — C*Vu HLl(Q) < glir(l)supcl [Vu® —C ‘1’6||L2(Q)

+lim sup ¢ |Co®s — CSVUOHH(Q)

S Timsup [V — OV 1 gy < e e[V — @y + 2 [0 — @] g

(@)
(cer + c2 HVU — <I>5HL2 < c30

Quand §
Hvug - C18vuOHL1(Q)

0, on aura :

0 donc HVuE — C*Vu

IN ]

OHLl(Q) =0.

D’ou le résultat N
Vu — C°Vu® — 0 fortement dans (L' (2))
Maintenant ,on montre le second résultat ie

Vu — C°Vu® — 0 fortement dans (L' (Q))N .
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Soit § > 0 et @5 € (D ()" tel que ||[Vu® — &y 5.

on a

L@ S

= ii_r)r(l)sup |Vu® — CEVUOHU(Q) < ;i_r%sup |:HV’U,E = C°®s][ () + |C®s — CEVuoHLt(Q)]

or on a

{ t<2
<A
et on a

2<s<o=t<2<s.
Donc

IN

limsup [Vu® — OV gy < limsup (V07 — Ol + 0705 — OV )

: 0 B / / 0
gl_r% sup ||Vu® — C*Vu HLt(Q) < ;1_{% sup [cl [Vu® = C°®s][ 21y + ¢ |C®s — C*Vu| -2 (Q)}
Posons ¢; = max (c’l, cé)

. 0 . 0

igr%)sup |[Vu® — C*Vu HLt(Q) < ;gr(l) sup ¢1 [HVuE — O Pl 20 + |C®s — C*Vu| L (Q)]

et d’aprés la proposition précédante ie proposition (3.5), on obtient

lin%) sup | Vu® — C*Vu < ca|[Vu' = Ol 2 + lir% sup ¢y ||C5®5 — C’EVuOHL rs

T+s (Q)

N

= ili}T(l) sup HVUE - CEVUO”L,&(Q) S C2 ||VU€ - Ceq)szLz(Q)

+1lim sup ¢; HCECD(; — C’EVuO}
e—0

L75 ()
= ;13(1) sup HVUE — C’EVUU”U(Q) < 90

—|—lir% sup ¢1 HC€<I>5 — C'€Vu0}
E—>

Lt )

o NxN N 10 92 Lz _r+ _r+
Et puisque, on a C' € (L" () ,et a laide de I'inégalité de Holder pour p = ™22, p' = =2,
on obtient:
|Ce @5 — C°VU|

r

S
L¥s (Q

) < NC%Mr (e HVUO - (1’5‘ L5(Q)

Donc

(1)

4

lir%sup |Vu® = C*Vu < 20+ lin%sup c [HC’€||LT(Q) [Vu® — @]

OHLt(Q) LS(Q)}

= gl_Ii((l) sup HVua — C€VuOHLt(Q) < 90 +c1e30 = CO
Quandé — 0, gl_r% sup HV’U,E — CEV'LLOHU(Q) <0

= lim ||Vu® = C°Vu’|| ) = 0= V' = C°Vu’ — 0
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D ’ou le résultat chérché
Vuf — C°Vu® — 0 fortement dans (L' (Q))N

]
Si on prend les cas de dimension 1 et 2 on aura:

1 1 0
Remarque 3.1 En dimension 1 on a C (y) = _ (y)
e (Lyew)  a®)
10,01 a
afy (y1) a2 (y1) afy
En dimension 2 on a C (y) = C (y1) = a1 (y1) ann (v1)  an (1)
0 1
Preuve: On a définie la matrice C' par
x
Cii(x) =Cjy (g) p.p sur 2
A A
Cij (y) 0y — 87;5 (y) = 8y§ (y) ppsurY

En dimension 1, et d’aprés la proposition (2.7) du chapitre 2, on a

d (a<y> di) — 2ol dans 0.0

Cdy dy
X [ — périodique
]\4]0,[1[ (SC\) =0
On a
d % d
- — = —(a(y)).een... 1
(a0 D) = i @) )
s
(1) = a) g =el)+e
, oll ¢ une constante a détérminé
dx c
1) = —=1+
W= %=1
y 1
b% = ——dt + cg.......... 2
= X() y+6/a(t)dt+00 (2)

Or X est [;—périodique c-a-d X(0) = X(I1), donc

(2) = X(0) =coet X(l1) = c/a(lt)dt—i- l1 +co
0
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5

~ - 1
xX(0) = X(li) = co= C/a(t)dt—i- 1+ co
Iy
1
= —l1—c —dt
(t)
0
-1
= c=
L1 dt
v o
N _ -1
c= i X
(0,ll)<>
a
dx c 1 1
1) = ==1+ =1-—
(1) dy a(y) M 1\ a(y)
(O,ll)(>
a
dy dw 1 1
:> —_ = — = C =
dy  dy W)= 1\ @(y)
(07l1)<a>
1 1 0
= C(y) = _a (y)

En dimension 2 ,on determine les coefficients de la matrice de correcteur c-a-d C11 (1), Ci2 (y1) , C21 (y1) ,

Ca2 (y1);
Calculons C1; (y1) =7

ow ox ox
cn<y1>:@yy):anfé\—’ﬁ(y):l—a—;‘;(y)
On a . -
X1 (1) = 1 {a(t)dtﬂLylﬂLCl
Movll[ )
Yaiz (t) e 1 aig) % 1
X2 (yl)—g " (t)df— 1N Mont| 4 {mdtﬂtw
Mozll[ <a/11>
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X1 (y1) est donnée par :

-2

X1

dans Y

0w _ou
7 Oy, oy

Y — périodique

My (X1) =0

On développe la somme, on aura

3<mﬁg
dyr \ 0y 0y

Donc on a

_9 (.
oy 1

8&1 o 8a11
CLQJ aiyj = —

oy

0 021> 0 < 0%1)
<:\’> —_ - P -
o <a11 oy 0y 21 oy

_3<aWﬂ_3<aﬁg
Ay \" 2y, Ayz \ > Dy

B Oaiy
oy

AT AN
dyr oy oy’

car et les a;; dépend que de y;

_ Oan
o
fies
= a11ai =a1 (y) +c¢
@21 C
NS R
oy a1 (y)
y
~ 1
= 1 yy=y+c all(t)dt+61

Or X, est Y —périodique c & d X1(0) = X1(l1), donc

l1

~ ~ 1
X1(0) =c1 et X(lh) = c/dt +h+a

ail (t)
0
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l1

1
X100) = x%(l1) =1 = ——dt+1
X1(0) X1(l1) = a1 C/an(t) +i1+C
0
Ih .
= —zlzc/dt;»c:_l
a11(?) |
0 ol dt
0 a11(t)
N _ -1
C = M 1
s
a1
Maintenant on a
dx1(y1) C
= 14—
dy1 a1 (y1)
W) 11
dy M([),ll)(%) a1 (y1)
dx;(y1)  dwy 1 1
= 1- =2 == =
dy1 dy 11 (91) M 1\ a(y)
ol
aii
1 1 a’
= C = T
11 (s) M 1\ a() a(y)
o)
aii
Calculons Ci2 (y1) =7
0w X2 X
C _OW2 s 9X2 oy OX2
12 (1) n (y) = 012 7 (y) n (y)

D’aprés la proposition (2.8)

Yy
N ays (t 1 a
Xz (y1) = /a12 Etidt_ N Mo <a12>
| o Mjq (E) 11

X (y1) est donnée par :

2.9 8§2> Oagy
— —|a=—=) =— dans Y
1;32:13% ( 7 0y; Ay

X2 Y — périodique
My (X2) =0
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On développe la somme; on aura:

_9 (a ‘%>—8<a %) _Oax
ayr " ay; ) oy " ay; oy

0 X5 ) Oaai
& - 22 = — ,
oy <a11 o o

car et les a;; dépend que de y;

Donc on a
D () o
Jy Yoy Oy
%
= alla%jf =a2 (Y1) +c¢
o Mo _o() c

Y1
~ arz (t) / 1
= t
= X2 (y1) {au (t)d +c0 an(t)dHCl
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Or X, est Y —périodique c-a-d X5(0) = X5(l1), donc

~ —~ a1z (t 1
X2(0) = coet Xo(lh) = /ai Et;dt—i- C/an(t)dt +co
0 0
I ® I
~ ~ ais (T 1
W) = Rl > = [ e
0 0
ll ll
SR (U 10 -
a1l (t) au(t)
0 0
I t
- 212 Etidt
o o= 07U
11 1
dt
0 a11(t)
a12
M) (cm)
RO A I Y
M) (an)
On a dit que
Oy
C .
12 (Y1) o (y)
0X3 OX2
= 9 — 22 _ _ A=
2 oy ( Iy )
Or
dX2(y1) a1z (y1) 0 (6112) 1
BEEAT RS/ — +a M, _—“
dyr a1 (y1) RO\ gy ai1(y1)
_ a2(y) Q01
a1 (yl) 12 all(yl)
Donc

a2 (y1) al,
Cra (1) = — +
12 (41) a1 (y1)  ai(yr)

Maintenant ,on calcule Ca; (y1)

_ow X1y _
Co1 (y1) = 9 (y) = 621 902 (1) =0
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Car X; depand que de y; et 6;; =0 pour 7 # j.Donc

Co1 (y1) =0

Finalement o 0
w2 w2
C = — =099 — —— =1
22 (Y1) e (y) 22 Dy (v)

Car X, depand que de y; et d;; =1 pour i = j.Donc

Co1 (y1) =1
D’ou la matrice chérché

afy (1) a2 (y1) n afy

Cly)=Cy) =1 a1 (yl) a1 (y1) a1 (v1)
0 1

3.4 Quelques résultats de comparaison

Définition 3.1 Soient B et D deux matrices d’ordre N x N.
On dit que B est inférieur ou égale ¢ D au sense des matrices et on note

B < D ssi (BX\,A) < (DX )),¥AeRY

Théoréme 3.3 Soient B et D deux matrices Y —périodique dans M (e, 8,Y) d’ordre N x N tel
que
B<D. (3.42)

Par ailleurs, on suppose que B est symétrique, alors
BO S DO

ou sont deuxr matrices homogénéisées correspondantes au probléme (PO) et données par le
théoréme(2.1). (Toutes les définitions sont pris au sens de définition (3.1)).

Preuve: Soient wy p et wy p sont donnés par le probleme (2.25).
On écrit respectivement pour wy pB et D par le théoréme (2.1) et utilisons la symétrie de B.
On a

{ 'DOX = My (*DVwj,p) (3.43)

BOX\ = My (*DVw) )
Soit (3.10)et (3.12)

x x
ws p (z) = cwxp (g) ;ws g (¢) = cwn B (g) (3.44)
Mo = "DVwypinl p= D*Vwyp

)
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ou Df (z) =D (E) ;B (x) =B (E) p.p sur RY.
€ €
D’aprés (3.43) et la section 3.1, on a les convergences suivantes (voir (3.11)) et (3.13)

i) w§p— Az faiblement dans H'(Q)
ii) w§p — Az fortement dans L% () (3.45)

iii) 75, — ‘DA faiblement dans (L2 (©2))"

i) w§p— Az faiblement dans H'(Q)
ii) w§ p — Az fortement dans L% (Q) (3.46)
iii) 755 — B°A faiblement dans (L?(€))"

D’aprés I'assumption (3.42), on montre que B est dans M (a,3,Y) et est symétrique. Il suit
que:
0 < BtV (wi,B - wiD) v (wiB - wiD)
— BEVwiBVU}i?B - QBEV’LUi’BVwiBwi’D + BEVinDVwi,D
Donc d’aprés (3.42), on a
Bf < D¢,
On obtient

0 < B*Vu§ pVus§ g — 2B*Vuw; gVus§ gusi p + B*Vuw] pVus p.

Par consequent, Vo € D (Q),9 >0, on a

0< /B‘EVwi,BwaMBgodx - 2/B‘€Vw§\7Bwa\73w§\’Dg0d:U + /BEVwiDwa\,Dgpd:r (3.47)
Q Q Q

Maintenant, passons & la limite pour e — 0 pour chaque terme de cette inégalité.
On prend le premier terme

[ Ve sV peds = [i5903 peds
Q

Q
= /Ui,BV (wi,B‘P) dx — /Uf\BVSOwi,Bd?C
Q Q

= —/ﬁi,BVSO"Wi,de
Q
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D’aprés la convergence (3.46)(77) et par intégration par partie, on a

lim [ BV pVus ppdz = - / BAVp (\z) dx
£—>
Q Q
= - / BOAV (pAz) dx + / BV (\z) dx
Q Q

= /(BO)\,)\)@ dx

Q

= lim [ B*VuS gVu§ ppds = / (B°\, ) ¢ da

e—0

Q Q

Puisque B° est une matrice constante.
Meéme chose pour le deuxieme terme, on a

/Bngi,Bwf\,D‘de = /Wi,vaf\,D@dﬂf
Q Q

= /Ui,BV (ws, pe) dz — /nf\,BV@wi,de
Q Q

= /BEwa\7Bw§\7Dg0d:c
Q

= —/nf\,BVS!?wi,de
Q

D’aprés la convergene (3.45)(i7) et (3.46)(i74)

e—0

Q Q

lim [ B*Vw] gVu§ pwf ppdr = /BO)\VgpAaz dx

= — / BOAV (pAz) dx + / B\Vy (\z) dz
Q

Q

= /BO)\VQD(/\x) dx
Q

= / (BN, )) ¢ da

Q

E—

= lim [ B*Vu§ pVw$ ppds = / (BN, ) ¢ da
Q Q

(3.48)

(3.49)
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Finalement , puisque

/DEVw§7Bwa\7D<pd$ = / tDEVwivaiDgodm
Q
D’apreés (3.14) et (3.44)
[PV 5 e = = [ 5, o Vs pds
Q

Par consequant , D’aprés (3.45)(i7) et (3.45)(4i7)

Jim [ DVwS pVus pedz = / (DX N) ¢ da

Q Q
= lim [ D*Vuws gVus ppds = / (DX ) ¢ da (3.50)
E—
Q

Par passage a la limite dans la formule (3.47) et utilisons (3.48),(3.49) et (3.50), on obient

0 < /(BOA,)\)godm /(BO)\A gpd:z:+/ (DX, \) ¢ da
Q Q Q

= Og—/(BO)\,)\)apda:—i—/(DO)\,)\)@da:
Q Q

= Og—(BO)\,A)/cpdx+(D0)\,)\)/god:p
Q Q

0 < =0<—(B°AN)+ (DA N
= (B°A,A) < (D°A\,))  cqfd.

Corollaire 3.1 Supposons que la matrice A est symétrique et soit AY donné par le théoréme
(2.1), alors A € M (, 3,9).

Preuve: Le résultat est une consequence immédiate de théoréme (3.3) appliqué pour B = A
et D = BI; ou I est la matrice d’identité d’ordre N x N. Puisque A € M («, 5,9), (BI)O = BI,
on a A° < BI. Sa se resulte a I’aide de la proposition (3.3). =

Remarque 3.2 On remarque que la condition d’éllipticité (3.20)(i) prouvé dans la proposition
(8.3), peut étre obtenu par le théoréme (3.3) appliqué pour B = ol et D = A.
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Théoréme 3.4 Soient B et D deux matrices Y —périodique dans M (o, 3,9Q) d’ordre N x N,
et BY, DO les deur matrices homogénéisé correspondantes données par le théorém (2.1), alors il
existe une constante ¢ et ¢ € Ry , dépendante de o, B,N etY tel que

q
|08 — diy| < ¢ /!az‘j—szldy
Y

Preuve: On a posé dans la preuve du théoréme (3.3) que
Df (z)=D (f) ;B () =B (f) p.p sur RY.
€ €

Et soit C; et 7, les deux matrices de correcteurs correspondantes respectivement au B et tD:;
elles sont définis par (3.28) et (3.44) ecrites pour A = ¢;, Vi =1, ..., N.
Les élements des matrices tC’fDB6 Cq et thDDEC% sont respectivement donnés par

i 4,tD 4,tD (3 51)
(1C5pDFC5),; = Vs, DYk = DYk pVurk,, '

{ (tCe,BECS),, = Vug, BV 5 = BV zVus

On utilise le méme chemin que la preuve (3.49), on aura

Elz'_n}o B*Vwj; gV, odx / (B%;, €;) pdx, Yo € D (I)

1 1

/ b(i), jpdx

I

e—0

lim | *D*Vuws ., Vu§ ppdr = /(tDOej,ei)wdaz
I I

= glﬁlo tDEVw;tD Vw; ppdr = /di7jcpdx,Vi,j =1,..NVoe D().
I I

D’o1,(3.51) est prouvé.

D aprés la remarque (3.1), on sait qu’il existe > 0(dépend de a, B, N et Y) tel que Cp et

Cip € (L™ (Y))V*N. Par conséquent, D aprés le théoreme (1.8) et la remarque (1.11). Il résulte

que

ICE L1y < clI]5]]*Cep]

.,
Ly < €l

On a dit que
'Cs,B°Cy; — B° dans D' (I)
tCs,D°C% — D°  dans D' (I)



3. La méthode de Tartar des fonctions tests oscillantes 80

/ 'CipB*Cy —F Cip DO da = / 'Cip (B° — D7) C3|" dw
Soit 1 tel que 1 < n < r, appliquons 'inégalité de Holder, on a
Jlcsppcs — cippicy|iar < |(Cip) IIL,,U (B = Dl C5) N, 5.

= |

o 1B = D)y 1G5 1
n n
< elrf? ||<B€ —D€> ey 117

Donc
2 n
/ 15, B°C5, = G2y DFC3|" do < 1% B = D).

Parce que

=
3

JARESS dm] T

10C%) "5, =

= |'cipl;

L (I)

1(B= =DMl 5 )y = / [(B€D5>"]de]
LI
- .

/ (B° = DY dw| | = 1B = Dl
I

1n

Jean da:] T
| I

313

Avec
-4+ —=1 (3.52)

A Paide de la remarque (1.11), on a

n 1
(”B€ - D6‘|Lns(1) S C‘I"’]S ||B - D||L"5(I)> :
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En suite, utilisons (3.53), il resulte que

/ 'Cip BECy = CipD°C3|" da < c|I||B = D|| s 1y (3.53)
1

Ceci montre que 'Cf,, (B — D) C% est borné dans (L" (1)M*N  donc il existe une matrice P
telle que
'Cf, (B* — D°)C% — P faiblement dans (L 1)V

D’aprés (3.51) on identifie la limite P par B® — DO. Il résulte que la suite entiére converge c-a-d
tCs, (B — D) C% — B — D°  faiblement dans (L7 (I))™*Y
Indiquant que B%t D° sont constantes, la semi continuité inférieure de la norme dans L7, donne
11||B° - D° = ||B° - DOHZW) < lim inf ||'Cfp, (B® — DF) C%H’zl(])
Ceci a laide (3.45), implique
B = D°| < 1 | B = Dllyyy < 1 |1 B = Dllfiy,

Ou co dépend de o, 5, N et Y. Ceci ce qui falait démontrer avec ¢ =ns m



Conclusion

La méthode de Luc Tartar des fonctions tests oscillante a fait partir la notion de convergence
du produit des deux suites qui converge faiblement dans L? ().
D’ou l'introduction de la compacité par compensation qui donne une limite au sens des
distributions et qui permet d’introduire la notion de correcteur pour mieux voir la physique des
oscillations de Vu®.

Cette méthode utilise les fonctions auxiliaires pour déterminer les coefficients homogénéisés

0
jj-
Le cas présenté est le cas linéaire, reste a vérifier le cas non linéaire.

82



Bibliographie

1]

2]
[3]

[4]

Haim Brezis, Analyse fonctionnelle (Théorie et applications), Edition DUNOD —
Paris, 1999.

K.Yosida, Functional Analysis, 6 editions, Springer — Verlag, BerlinH eidel — berg, 1995.

Doina Cioranescu and Patrizia Donato, An Introduction to Homogenization, OXFORD
University Press Inc, NewY ork, 1999.

J.L.Lions, Quelque méthodes de résolution des problemes aux limites non linaire,

DUNOD Gauthier — Villars, Paris (1969).

Cioranescu, Damlamian, and Grio, The Periodic Unfolding Method in Homogenization,
C.R, Acad.Sci.Paris, Ser.1, 335 (2002), pp.99 — 104.

Francois Murat, H-convergence, Séminaire d’Analyse fonctionnelle et numérique,
Université d' Alger, Département des mathématiques, 1977/1978).

Luc Tartar, The General Theory of Homogenization, A personalized Introduction, Lecture
Notes, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009.

Luc Tartar, An Introduction to the Homogenization Method in Optimal Design. In A. Cel-
lina, A. Ornelas, editors, Optimal Shape Design. Lectures given at the joint C.I.M/C.I.M.E.
Summer School held in Troina, Portugal, volume 1740 of Lecture Notes in Mathematics,
pages 47-156. Springer, Berlin 1998.

Annelliese Defranceschi, An introduction to Homogenization and G- convergence, Sep-
tember 6-8.1993, school on homogenization at the ICTP.

G.Senouci Bereksi, Homogénéisation, support de cours de poste graduation, Master
en Analyse Numrique, 2009-2010.

R.Bentifour, Homogénéisation et controle optimale de problémes Stokes, These de Mag-
ister, 2006-2007.

83



