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Introduction

Les équations de Ginzburg Landau sont des équations aux dérivées partielles non linéaires
proposées dans les années 50 pour la modélisation de la supraconductivité.

Depuis, elles sont devenues un outil trés courant dans de nombreux domaines de la
physique ou des tourbillons et /ou des défauts topologiques interviennent, comme par
exemple les super-fluides.

De nouveaux problémes de cette nature apparaissent constamment en physique (par
exemple le ferromagnétisme, les condensats de Bose-Einstein,...). Depuis les années 90,
des avancées importantes ont eu lieu dans la compréhension mathématique des équations
de Ginzburg Landau. Elles font intervenir des techniques issues de nombreux domaines
des mathématiques : EDP non linéaires, théorie géométrique de la mesure, effets de
concentration, tourbillons, etc

Ce probléme de minimisation dans son aspect mathématique a suscité beaucoup
d’intéréts ces derniéres années.

F. Bethuel, H. Brézis et F. Helein dans [1] et [2] ont longuement étudié la minimisation
de I’énergie de Ginzburg Landau. Si 2 est un ouvert borné régulier, simplement connexe

de C, et si € est un nombre réel strictement positif, cette énergie est la fonctionnelle définie

sur H!(Q, C) par
1 2, 1 212
E.(u) == . .
W =3 [V + 5 [ a-)

F. Bethuel et al ont considéré le probléme de minimisation de cette énergie sur les espaces
de la forme

H;(Q,(C) = {uec H(Q,C)/u =g sur 00}

ol g est une fonction de classe C' de 9 dans le cercle unité S*.
Ils ont ainsi démontré I'existence des minimiseurs u. de cette énergie puis étudié leur

comportement lorsque le parametre € tend vers 0. Ils se sont alors rendu compte que le



comportement de ces minimiseurs dépendait fortement du degré d de la fonction g sur le
bord.

Dans le cas ot ce degré est nul, les minimiseurs u. de I’énergie de Ginzburg Landau
convergent vers I’application harmonique u, de 2 dans S' qui vaut g sur 9.

Cette convergence a lieu dans I’espace de Sobolev H!(£2, C), dans les espaces de Holder
C12 (©2; C) pour tout « strictement inférieur & 1, on a méme des estimations plus précises

suivantes pour tout compact K de €2, et pour tout ¢ suffisamment petit
e - el ey < ek 2, VkeN

Dans le cas ou le degré d est non nul, le comportement des minimiseurs u. est radi-
calement différent, les minimiseurs convergent toujours vers une fonction harmonique u,
a valeurs dans S! qui n’est plus définie sur . On constate en effet, I’apparition de |d|
vortex ag, ...,ajq| au voisinage desquels I'application u, a des singularités d’énergie infinie.

Ce comportement provient du fait que H;(Q,Sl) soit vide lorsque le degré de g est non
nul, on ne peut donc espérer que la suite des minimiseurs converge vers une application de
cet espace comme dans le cas du degré nul. On peut par ailleurs, préciser la convergence
des minimiseurs vers u, et le comportement de cette fonction.

Ainsi, si K est un compact de 2, la convergence a lieu dans les espaces C*(K) pour
tout entier k, mais, on n’a plus les estimations précédentes.

Quand a la fonction u,, elle est caractérisée par le fait qu’elle minimise une certaine
fonctionnelle dite énergie renormalisée, u, a ainsi des degrés tous égaux a 1 ou -1 autour
des points ay, ...,aq), selon que d soit positif ou négatif.

Le but était de comprendre mathématiquement les mécanismes d’apparition des vor-
tex.

On se propose de donner une description physique du probléme.

Description physique

Les résultats présentés dans ce mémoire présentent des analogies frappantes avec de
nombreuses découvertes théoriques et expérimentales dans le domaine des supraconduc-
teurs et des superfluides au cours des 40 derniéres années. Des fonctionnelles ont été
introduites initialement par V. Ginzburg et L. Landau dans I’étude des problémes de
transition de phase de la supraconductivité, des modeéles similaires sont également utilisés

dans les superfluides tel que I’hélium.



L’inconnue u représente un paramétre d’ordre complexe. Dans la littérature physique,
u est souvent notée ¢ est appelée une fonction d’onde des électrons condensés. Le
parametre €, qui a la dimension d’une longueur, dépend du matériau et sa tempéra-
ture. Dans la littérature physique, il est appelé la longueur de cohérence et il est souvent
désigné par ¢ = (7).

Pour la température T' < T, avec T' pas trop pres de T,,  est extrémement petit de
lordre de quelques centaines d’Angstroms dans les supraconducteurs, par conséquent, il
est intéressant d’étudier le comportement asymptotique en €, méme si le probléme limite
(¢ = 0) n’a aucun sens physique.

L’objectif de ce mémoire a été de reconstruire le raisonnement de F. Bethuel, H. Brézis
et F. Helein afin d’analyser les mécanismes et de le généraliser au probléme de type p-
Ginzburg-Landau avec contrainte suivant les valeurs du degré topologique.

Ce rapport se décompose en trois chapitres. Dans le premier chapitre, on rap-
pelle quelques résultats qui seront utilisés dans les chapitres qui suivent. Le deuxiéme
chapitre traite le comportement asymptotique des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg
Landau suivant les valeurs du degré topologique (deg(g, 92)= 0)et (deg(g, 92)# 0), et le
troisiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme de minimisation d’une fonction-
nelle de Ginzburg-Landau contenant I'opérateur p-Laplacien avec contrainte dans le cas

ou le degré est nul.



Notations

Q: ensemble ouvert de R?
T'= 09 : frontiére de

C%(Q) : lespace des fonctions continues sur

C* (Q) : I'espace des fonctions k fois continument différentiables sur  (k € N)

C«o&( )_{UGO(Q);Supw<oo}aveco<a<l

[x —y|®
() ={uelC*@Q); DuelC™(Q) V] lji|<k}
() = mOC’f Q)
D(Q) : Tespace des fonctions C* a support compact dans {2

D'(€2) : Pespace des distributions

L' (Q) = ¢ f:Q — R intégrable tel que / |f (z)| dz < 400

L. () : Tespace des fonctions localement intégrables sur Q

P(Q)={f:Q— R, f mesurableet |f|" € L'(Q)}, 1<p<oo

LP(;R") =< f:Q— R"t.q. f mesurable et /|f ()P dx < 400
Q
1/p

1l = / f @) da

0
L> () ={f : Q — R, mesurable et 3 une constante ¢ tel que |f (z)] <c¢ p.p sur 2}

[f 1l ooy = inf {&; [f ()] < ¢ pp sur Q}

@) = {35 e v -1}
, 1/2
el = 0 = | [ ( +3 (o) )da:
Q
Vf : le gradient de la fonction f: R"™ — R est or . of =Vf
83(:1 8%
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n 2
Af : le laplacien de la fonction f : R" — R est Z% =Af
i=10T}

8117;

div u : la divergence d'un vecteur u est div u= 3
i=10T;
d : degré topologique de I'application ¢

St ={(x, y)e R?/x*+y? = 1} (le cercle unité )

u AV =uvp—ugvy, avec u =(u,up) et v =(vy,vy)



Chapitre 1
Préliminaires

Ce premier chapitre a pour but de présenter (ou de rappeler) un certain nombre de

résultats qui seront utilisés dans la suite du mémoire.

1.1 Degré topologique

1.1.1 Quelques définitions

Soit Q C R? un ouvert borné, régulier et simplement connexe. Posons ) =B;.

Soit g :S* —S! une fonction continue. On considére application continue ¢ : R —S!
définie par g(t) = g(e''), Vte R.

Soit ¥ : R — R une fonction continue telle que § = €Y. En effet, on fixe ty € R et on

consideére le nombre réel W(tg) tel que

Par le théoréme d’inversion locale, ’application x — €™ est un difféomorphisme local.

Donc, pour chaque € > 0, il existe § > 0 tel que si
|9(e") — g(e")| <8
alors il existe un unique réel ¥(t) tel que

g(e") = &% et [U(t) — U(ty)| < e .



En utilisant la continuité de g, il existe n > 0 tel que les mémes propriétés ont lieu si
|t — to| <.

Ensuite, on fait varier tq sur un intervalle compact de R, de sorte qu’on puisse recouvrir
cet intervalle par un nombre fini de voisinages (t; — 7, t; + 17) sur lesquels on a construit
un relévement continu ¥;. Sur I'intersection de tels deux voisinages, les fonctions ¥; et W;
différent par un multiple entier de 2. On peut donc construire un relévement continu W
sur tout l'intervalle compact, en recollant bout & bout les fonctions V¥; et en translatant

V.1 modulo une constante telle que

\Ij/(tj+1*n,tj+1+n) = \Ijj-&-l - [\Ijj-i-l - \Ijj]/(tj*W,tj+77)ﬁ(tj+1*77,tj+1+77)

On choisit alors des intervalles compacts [—n,n | sur lesquels on construit des reléve-
ments ¥, qui coincident a nouveau, quitte a translater W, relativement a ¥,,. Il résulte
que

U(t+2m) — U(t) € 2nZ, Vt € R
Comme V¥ est continue, il existe un unique k entier tel que, Vte R
U(t+ 2m) — U(t) = 2km
On pose par définition
deg(g,S") = k.

Il est aussi évident que le degré ne dépend pas du choix de ¥ puisque deux relévements

différent par une constante.

On peut dire que le degré de g sur 92 compte le nombre de tours (signés) que g(x) fait

autour de 0 lorsque x parcourt OS2 en laissant 'intérieur de 2 sur la gauche (sens positif)

1.1.2 Quelques propriétés du degré

On commence par la proposition suivante :



Proposition 1 Si g,h € C(09, S') alors
deg (gh) = deg g + deg h

deg (g/h) = deg g — deg h

Preuve: On va faire la démonstration dans le cas ) = By. Alors
gle!) = 6O ot peit) = 0,
Soient k =deg g, 1 =deg h. Alors, par la définition du degré,
U(t+ 2m) — U(t) = 2km

C(t+2m) —((t) =2n

donc

(T + O (t+27) — (U 4+ ) (t) = 2(k+ D

Et
(gh)(e™) = e+,

Il en résulte que

deg(gh) =k + 1= deg g + deg h.

L’autre égalité se montre avec les mémes arguments m

Proposition 2 Si g € C1(09Q, S'), alors

1
degg=_ [ 9Ngr
™

onN

Preuve: Soit Q2 = By, En paramétrant g par rapport a 'angle 6 € (0, 2), alors

2 2
1 1 dg 1 [ d. .
— = — [ gO)A=(0)df = — [ YD N — [ O]dp
o [9ne = 5 [a@ n o8 = o 3O n L)
o0 0 0
21
1 , B U(21) — ¥(0) B 1
= 5 U'(0)do = o = deg(g, S').

0

10
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On a utilisé le fait que

e A dila[ei‘p(e)] = (cos¥(h),sin¥(h)) A (—V'(0)sin ¥(h), V' () cos ¥(h))

= U'(0)(cos® ¥ +sin® ¥) = ¥'(0).

1.2 Inégalité du type Gagliardo-Nirenberg

Théoréme 1.1 Soit Q C R" un ouvert borné et réqulier, 1 <p,q < +oo. Si f € C?(Q);

R?), alors

INflE < CUAIE - IAf e » © = C(Q).

Preuve: Pour simplifier, on suppose que f = 0 sur 0f2 et r< oo.

Par intégration par parties, on a

[wsr = [rwsrtvrvs

Q
=~ [V [1virtars
Q

Q
= —=2) [ vy
!

< G [ IVATZID SIS
/

On applique ensuite 'inégalité de Holder pour les trois fonctions fi, f2 et f3 qui apparti-

ennent respectivement aux espaces LP1, LP2 et LP3 ou

+ +
Pi1 P2 Ps3

Lpr1 |f2||LP2 ||f3||LP3

/|f1.f2.f3| < I
Q

11



fi= |Vf]"? P1 =3
avee d fy= Df] et{ p=q

fs= | f] bs =P
On observe que

1 1 i L1 1 1
— + — 4+ — =1 sietseulement si — = —(= 4 —).
P1 P2 P3 r 2p ¢
Alors, on a
r r—2
IV fllee < ColIVAL [ D F o - 1 f Il

-2 .
Lr, on obtient

En divisant les deux membres de I'inégalité par ||V f

||Vf ir S Cr HD2fHLq : ||f||Lp :

Dans le cas q= +oo: soit f € W2P(Q)N L*(Q) tel que f = 0 sur Q. Alors par

I'inégalité de Holder, on a

[ s = [1psPipy,

Q Q

_ _/quf\?“).f Df
— ~Cp-1) [ D5 D) f

< @ - )|If]~ / PP D
Q

< @2p =) Ifll - [ D*fls - IDFIE™ -

En divisant les deux membres de 'inégalité par || D f||25, %, on obtient

IDf|I2 < C||D?f|

P Hf||L°° '

12



1.3 Théoréme de Relich-Kondrachov

On suppose que  est borné et de classe C' . On a

1. Si N < 2 alors HY(Q) —— C(Q)

compacte

2. Si N =2 alors H'(Q) << L4(Q) pour tout q € [1, +oo]

compacte

3. Si N > 2 alors H'(Q) —< L9(Q) pour tout q& }1, ]\2,—11[2 [ .En particulier, on a tou-

compacte

jours

HY(Q) —— L*Q)

compacte

Théoréme 1.2 (De convergence de Lebesgue) Soit (f, ), une suite de fonctions de L* (Q2).

On suppose que f,(x) — f(z) p.p. sur Q et qu’il existe une fonction g € L'(Q) telle que

|fu(@)| <g(x) p.psur

Alors f e L'Q)) et
i — ] =0

Théoréme 1.3 (Injections de Sobolev) Soit 0 < s < %

1. Si s =& alors H'(RY) — L4(RY) pour tout q € ]2, 00|

continu

2. Si0<s< % alors H(RY) — LY(RY) pour tout q¢ ]2, :22-|

. ) N—
continu N—2s

Corollaire 1.1 Lorsque Q est un ouvert de classe C* (o € N et a > 1 ) avec 0§ bornée

_ RN
ou lorsque () = R}

1. Sim > 22 ke N, a >k alors H*(Q) — C*(Q)

) K
2+k continu

2. Sim =% alors H"(Q) — L4(2) pour tout q € |2, 00|

continu

3.810<m< I alors H*(Q2) — L4(Q2) pour tout q € |2, 22|

continu T N=2s

13



Chapitre 2

Sur ’énergie de Ginzburg Landau

Dans ce chapitre, on étudie le comportement asymptotique de ’énergie de p-Ginzburg

Landau dans le cas p =2

2.1 Cas ou le degré de la donnée au bord est nul

Durant l'intégralité de ce chapitre, 2 désigne un ouvert régulier (i.e C*°), borné et sim-
plement connexe de R?, et g : 92 —S! une application réguliére.

On va étudier le probléme

min l/|Vu|2 (P)
2 Ja

ue H}] (Q;Sl)

avec H! (©23S') = {u € H' (2 ; R?), Ju|=1 et u = g sur 9Q}

2.1.1 Reésolution du probléme bien posé

On démontre en premier lieu le résultat suivant

Théoréme 2.1 Soit Q C R? un ouvert, borné, régulier et simplement connexe et soit

g €HY? (00 ; S) . Alors
H; (Q:8) #£0< deg(g, 00) =0

La démonstration du théoréme fait intervenir le lemme suivant

14



Lemme 2.1 On a, deg(g ,00) = 0 si et seulement si 3 n € HY/? (00 ; R) telle que :g

=€ i7]

Preuve: (Du théoreme) m

Soit deg(g , 9Q)= 0, donc par le lemme 2.1, il existe n € HY2 (9Q ; R) telle que g =
e,

Soit ¢ € H' (2 ; R) telle que = tr ¢, donc u = ¢ € H} (2 ; §').

Réciproquement, supposons Hj (€2 ; S') # 0 et soit u € H' (2 ; S') telle que u= g sur
99, comme 2 est simplement connexe, il existe ¢ € H' (Q ; R) telle que u = €', donc
u,, = %on, il résulte que, g = €¥on, ot € H'2(0Q ; R). Par le lemme 2.1 on

déduit que deg(g,02) =0

Théoréme 2.2 Soit g = e telle que deg(g ,0Q) = 0. Alors le probléme (P) admet une
solution unique u, (modulo 27). De plus u, = €% avec @, l'extension harmonique de ¢

sur 2.

Preuve: On montre d’abord 'existence d’une solution.
Soit (u,) C Hy (€ S') une suite minimisante. Alors |u,| = 1 dans Q, u, = g sur 9

et
/|Vun|2—> min /|Vu|2.
0 (0 Ja

Donc (u,) est bornée dans H!. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il

existe u, € H' telle que

u, — u, dans H!

u, — u, dansL? et p.p

En particulier, |u,| = 1 p.p sur €. De plus, I'opérateur trace y : H' (Q) —H'Y2 (9Q)

est linéaire et continu, donc

Uy py — Uy, dans HY? (09) .

Comme u,, = g sur 012, il résulte que u, = g sur 012, donc u, € Hu}, (Q; Sl) .

15



De plus, par semi-continuité inférieure par rapport a la topologie faible, on a

/qu*]2 §liminf/ V2.
Q Q

Ce qui montre que u, est une solution du probléme (P)

En revanche, pour I'unicité, on ne peut pas utiliser I’argument habituel qui consiste a
considérer la demi somme de deux solutions, car H; (Q;Sl) n’est pas un espace vectoriel.

Pour montrer 'unicité de la solution, on fixe u, € H; (Q; Sl) qui réalise le minimum
dans (P), alors il existe ¢ € H' (©; R) telle que u, = e*.

Comme u, = g sur 0f) on a

ou, 0
1 = 3e'? 1

0 ax;’

donc |Vu| = |V

Par conséquent, le probléme de minimisation devient

min / V|
Hc,lawaﬂ Q
i.e Min { [ |Ve[*;0 € HH (O R), ¢ = arg(g) sur 02} =
On a ainsi obtenu un probléme de Dirichlet classique en dimension 1 pour lequel on

sait qu’il y a unicité de solution.

e L’équation d’Euler associée au probléme de minimisation (P) est I’équation des
applications harmoniques

—Au, = Ul*|Vu*|2 dans €

u, =g sur OS2

Il s’agit d’un systéme d’équations non linéaires couplées par le facteur |Vu,|”, et
pour trouver ce systéme on a, u, = €?, donc

(u*)x = Z.eicpgpx ; (u*)xx = (/L‘QOXX - S03{) ei@
(u*)y - iewcpy ; (u*)xx = (igpyy - 903) e’
Il résulte que
Au, = ie?Ap — ¥ |Vl .

16



On sait que ¢ est une fonction harmonique, donc

A = = [Vol* = —u, [V |* car |[Vu| = V| .

2.1.2 Reésultats asymptotiques

A présent, nous avons l'existence et 1'unicité de la solution du probléme (P), notée u,

nous allons alors nous intéresser a ’approcher de maniére raisonnable & 1’aide de fonctions

réguliéres qui ne sont pas forcément uni modulaires.

L’approche va se faire a I’aide de (u.) avec u. solution du probléme de minimisation

e>0"

min  FE. (u) (P.)
ue H;(Q;(C)

ol
1 2 1 2\ 2
E. (u)== \Y — 1— .
(w 2 /S;‘ u e /Q( uf’)
Faisons dés lors quelques remarques :

1. E.:H)(€; C) — R¥ est bien définie. En effet, si ue H'(2), alors par les injections
de Sobolev, u € L*(Q) donc E. est bien définie.

2. u. est une solution du probleme (P.). En effet, soit (u,) C Hj(€%; C) une suite
minimisante de E,, alors (u,) est bornée dans H_(©2; C) puisque (Vu,), est bornée

dans L?(€; C) et la suite des traces est constante.

Donc, par le théoréme d’injection compacte de Rellich Kondrachov, quitte & extraire

une sous-suite, il y a convergence forte dans L4(f2) et faible dans H'(£2; C) vers u..Or on

salt que ; est un convexe termé de ; onc faiblement fermé, alors par
i H;Q(C f ¢ de HY(Q); C) d faibl fi ¢, al

convergence faible de (u,), on obtient E. (u.) < E. (u,)V n, et u. € H(Q; C), d’ou u.

solution de (P.).

3. Chaque solution u. de (P.) vérifie I'’équation de Ginzburg Landau

—Au, = 6% Ue (1 — ]ug|2) dans €

U =4g sur 0f)

17



En effet, soit v.e C}() , et t € R, u € H (O S')
En posant ¥ (t) = E. (u. +tv). On a

v (t) — W (0)

1 1
- / Vu. Vv + =t |[Vv]> + = (2ue.v +t |v\2) (2 lu|* + 2tvou + t2|v]* — 2)
t Q 2 4:82 Q

1
= / Vu. Vv + ?/ (|u|2 —1)uv+O(t) quand t — 0
Q Q
On en conclut que ¥ est dérivable en 0. De plus si u. est un point critique de E., alors

T'(0) = 0.

Il s’en suit que les points critiques de E. vérifient (S.) puisque

1
/QVuEVv = 5_2/9 (1 — ‘u€’2) Ug.Ve

est la forme faible de

1
_AU_E = €_2u€ (]. — |u5|2) .

4. u. est réguliere (ie u. € C* (Q; C)). Ce résultat repose sur
e La régularité elliptique : Soit

— Au=f dansQ (avec Q € C*%)
u=g sur 0f)

sige C®et feWkP(Q) alors u € W2 ()
e L’injection de Morrey :

Si ue WKL (Q) alors, u € CF (Q), p>2

e WEP(Q)N L>2(£) est une algebre .

Alors on a :
—Au. = 5 u. (1 — |u€|2) dans

&
u =g sur 0f)
Ces résultats de convergence sont formulés par le théoréme suivant :
u. € H'(Q)implique que u. € LP(Q) donc, f € LP(Q) par conséquent, u. € WP((Q)

alors, u € C'(en particulier u € L>*(Q))

18



on a:
u. € W»P(Q)

ue L*(Q)
Alors, u, € W4 =— u, €C3

ce qui implique que f € W2P(Q).

et ainsi de suite.

Donc on aura u, € C'° (ﬁ) )

Le résultat principal dans cette section est donné par le théoréme suivant

Théoréme 2.3 Soient u. un minimiseur de E. dans H}J (Q, C) et u, la solution du prob-

leme (P), alors

1. Pourtout 0 < @ < 1omn a

u. — u, dans CH® (ﬁ)

2. Pour tout ke N |

u. — u, dans Cf_(Q)

C’est -a-dire pour tout ke N et K un compact dans 2

u. — u, dans C*(K)

3. Pour tout ke N | )
1 —Jug

e2

— |Vu,|* dans CX_(Q)

De plus on a les estimations suivantes

4.
||ua - u*HLOO(Q) S 082
C=C(%2, g)
5.
||u€ - u*”ck(K) < Ck,K g2
6.

”AU—EHL"O(Q) <C
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< Ck,K 82 (18)
Ok (K)

Remarque 2.1 La convergence globale des u. est limitée o C'*®, non pas parce que la
méthode employée n’est pas optimale mais parce que , si g n’est pas constante, alors on

n'a pas de convergence dans C? (ﬁ) pour les u,.

Supposons le contraire, on a

u. — u, dans C? (ﬁ) implique que Au, — Au, dans C (ﬁ) donc, Au. — Au,dans C'(99) alors,
Vu, = 0 sur 0f)

car|u,| = 1 sur 99 implique que % = % = 0 sur 012, donc g est une fonction constante.

Preuve: La démonstration du théoréme 2.3 se fait en 12 étapes.

Commencons par la 1¥7¢ étape

u. — u, dans H'(Q) (1.9)

1¢" pas : Il existe ¢> 0 telle que

el oy < € (1.10)
En effet,
3 [Vl < By <5 [ 1val o[- lP <Bw) = [ wuf
2 /g 2 Jq 422 ) 2 /g
2¢m¢ pas : On considére u telle que u., — u dans L2(Q), u.,, — u dans H'(2), pour

une sous suite g, — 0 (car (u.,) est bornée d’apres le premier pas ).

/|Vu|2Sliminf/|Vu€n|2§/|Vu*|2
0 n—oo Jq v

Donc
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3" pas : On a

1

1
— [ (1- \u5]2)2 < E.(u) < —/ |Vu*|2, d’ofl/(l - |u5|2)2 < 4Ce2.
4e? Jq 2 Jq Q

Donc

lu.| — 1 dans L*(Q)

d’ou

| =1 (1.11)

car H' () se prolonge compactement dans L*((2).

4%m¢ pas : On a u, dans HL(Q, 8') et [, |[Vul® < [, |Vu.|?, par I'unicité de la solution

min/ Vu/?
H; Q

il résulte que u = u,. De plus , & cause de l'unicité de la limite faible (on a obtenu

du probléme

que pour toute suite (u.,) qui converge faiblement , on a u_ —u,) on obtient
u. — u, dans H'(Q) (1.12)

De I [, |Vu]” < [, |Vu.]®, on déduit que : u . — u, dans H'(Q).

o 2°M¢ gtape :

1
= (Ju]> = 1)> =0 (1.13)
Q
quand € — 0
En effet,
1 2 9 1/ 9 1/ 9 1/ 9 1/ 9
— J—-1)"= E.(u.)—= Vu.|" < B (w,)—= Vu|" = = Vu,|"—= Vu, (
o [(ul=02= B [ [9uf < Bu)=g [ Vuf = 5 [ [wupeg [ [vuf -
e 3¢ étape :

Si u. est solution de

—Au. = 5w (1 - |u€|2) dans

£

u =g sur 0f)
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alors

| <1. (1.14)

Preuve: Posons v = |u.|* — 1
Il faut montrer que v < 0 dans €). m
On a
Afuel” = 2(w. A+ [Vu|’)

donc

Av = 2 |Vu€|2 +2 u.Au. > 2 u.Au,

1
= 2u5§u€(1 — |u5|2)

2 2 2
5 el el = 1)

v

Par conséquent
2
-Av —i—z‘z—é‘ v < 0 dans

v=>0 sur 02

Par le principe du maximum, il résulte que
v<0= <1,

e 4°™¢ étape : )

ou.
on

81115 (91125

:(an)z +(61(1)2

(1.15)

Js

Pour arriver a cette estimation, on va dériver une identité de Pohazaev .

Soit v € C? (,R?) telle que : v = n sur Jf . Par exemple, soit v telle que Av = 0

dans €2, v =n sur 0f) .
2
Si on multiplie (S.) par > vj(x) 22 (en fait c’est un produit scalaire), et on intégre
i=1 J
Ou

par partie, on obtient a gauche ( ici , u,, = F-)
J

2

Ju

Jn

3 LSRN SIONTN
Qj,k Q

ik

[ 2w+ [ Su v, = [
a0 01 Qj,k ! a0
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Notons que le dernier terme est O (|V ugHiz(Q) ), le deuxiéme terme est égal a

1 1 1
—/kaﬁk|Vu|2 = —/n.v\Vu|2——/divv(Vu)
2 Ja'% 2 Joa 2 Ja

2

1 oul’ 1 Ju 9

= 5/@93_11 +§/698_T + O([IV ull2q) )
1 oul?

= 5/@9 0 +C+O(||Vu||iz(m).

Donc, on obtient & gauche

)
2 Joa

D’autre part, a droite,quand u = u. on a

Jdu

2
2
S| +C+OUIV itz ).

2.2 1 2.2 1 . 2.2
/Q%;Vjﬁj(l—|u|) = = 8QV.n(1—|u| ) +4—€2 levv(1—|u|)

L v a— Py
= o levv(l lul”)
1
- 05 [[-nPy=0)
Q

1
4e2?

Car 55 [,(1—[u*)?=0 (1).

On a déja vu que pour u = u,, on a ||V uHiQ( q)=0 (1) . En comparant les deux

/BQ
C

On a [Vt~ o) < T uniformément quand ¢ — 0 . On va utiliser le résultat

termes, on obtient
2

ou _0(1)

on

e 5" gtape :

suivant
Lemme 2.2 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg(G-N))

Il existe une constante C =C( Q) telle que

1 1
IVullpe (o) < C [[fllfeiq) lullf<q
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pour toute u € C? ( Q) vérifiant,

Au= f dans )
u=0 sur Of)

Supposons le lemme démontré. Soit u, = v. + w ol

Aw =0 dans 2
w= g sur OS2

—Av, = zu.(1 - lu.[?) dans Q
v, = 0 sur 0.

En appliquant le lemme a v., on obtient
1 1
IVVellioe () = C Z Vel -

Or, |ve| < Ju| + |w| <1+ |w| < e. En appliquant (G.N) et [V Vel (g < £, on

obtient
Vel (o) < IVVellpoe (a) T IVWIL= () (1.16)
C’ C .
< — 4+ C" < — |, pour tout & assez petit
3 €

e 6°¢ étape :
On a |u.| — 1 uniformément sur Q quand ¢ — 0

Raisonons par I’absurde, et supposons qu'il existe (&,) tel que e, — 0, > 0 et x,
€ Q tels que |u., (x,)] <1-4§

Pour fixer les idées, supposons que § = % En utilisant ’étape précédente, on peut
écrire

C
|u€n (yn) — Ug, (Xn)| < 5_ |y - Xn’ < CA ’ v NS B(XnvA 811)7

donc,

, pour A > 0 assez petit .

A~ w

’uau (yH) ‘ S

D’autre part, on peut toujours supposer que x, — x€ Q . Si x€ Q alors, pour n
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assez grand, on a

B(x,,A e,) C Q

et donc

1
5 [ (=

Contradiction, car le membre de gauche tend vers 0 quand ¢, — 0.

1 7
- PR > LA s,
€ B(x,,A en)

2 \2
>
) 16

(1 - |u5n

o 7°m¢ étape : On a

| tellg2 gy < C quande — 0 (1.17)

Comme |u.| — 1 uniformément sur Q0 , il existe ¢ > 0 tel que : |u.| > dans Q,

pour chaque € < gy . On peut écrire

w = p. e avecp, = [u| et (. € H (Q;R)

et on asiu = p e, alors on a le lemme suivant

Lemme 2.3

IV u* = |V p|* +p* |V

donc

Vol = Vol + o2 [VCI .
On applique le lemme 2.3 dans l'inégalité F.(u.) < E.(u,), on obtient

1

1 1
3 [O9nl 409el ) + o [a-@t <5 [ aas)
2 Jq 422 |, 2 Jq

Soit 1, = (. - ¢ qui satisfait tr 1, = 0. En développant, on a

1 1 1
3 L1900V 42V T+ 1V o)+ o (=g <5 [ 1V ol . (L19)
2 Jq 422 J, 2 Jq

Puisque = |u.| > 4, alors
» Me 92

1 2 2 1/ 2
— > -
2/Qpalvwsl 2 3 Q!ws\
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En utilisant le fait que ¢ soit une fonction harmonique et ¢, =0 sur 0f2 , on a

| vevi. == [@ow. + [ Few —0

Ainsi de (1.19), on obtient

1 1 1
5/\Vpe|2 +§/!szl2 e (1—p2)? /|V90| (1-p2) /Vso Vib. (1-p?)
Q Q €

(1.20)

Notons H le deuxiéme terme du second membre de (1.20). On a

H < Vel ( / (12} ( / V)
1
velte [a- g g 190

IN

Ce calcul a été effectué en sortant d’abord ||V¢||; «, ensuite en utilisant 'inégalité de

Cauchy Schwartz et en fin I'inégalité : vVa b < 4a + 1—16 b. ab>0

Posons o = || V|7 . En réinjectant Iinégalité obtenue dans (1.20), on a
1 1 272 @ 2 2y2 1 2
IVpel + |WJ! T | IS g [ (=g da | (L=po) g | Ve
2 Jo Q 16 Jq
d’ou,

5 [Vl [190P 4 (o) [a=22< G [0=)

alors,

(4%2_40‘)/9(1_/)3)2 = %/Q(l—pﬁ) < Oé';z'%(/gu_pg)?)%

Pour € assez petit tel que 0 < ;7 —4a < on obtient

22 )
L2, < o

En remarquant que

1

By = |5 - 2)

<G,

L2
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et que

1A (- w)llz < [Aueflz + C,

on obtient

1A w)ll . < C,

donc

lue- w2 < C.

Pour prouver que (u.). est bornée dans H?, il suffit de voir que
[z < [} ueflgz + flue vl

e 8¢ étape : on a

|Auc|l,~ < C pour e petit .

Soit 1, = Eiz(l — |ua|2)

On a
2 2 2 2 2
&Y. = SIVuel" = S fu (1 - |ul)
-2 9 2 2
= 22 |U-€| Y. + 5_2 |v u5| )
d’ou,

—&2 N, +2 |u,3]2 v, =2|V u€|2

pour € assez petit a fin d’avoir |u.| > \/Li

on obtient
—e2 Np.+ 1. < 2|V u€]2 dans €

Y, = 0 sur 0f)

(1.21)

De I'étape précédente, on sait que : |HV u5|2HL2 <Cy ,1<g<

car (u.) est bornée dans H?(Q2) et H! < L4 pour 1 < q < oo, si on multiplie (1.21)
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par 37! (q> 1) et on intégre, on obtient

[t s @-ne [1veport <o pupfer
< 2wl [

-1
< 2|yl G

donc

[Vellpa < 4ng = const(q) (1 < q < 00)

et on peut écrire : — Au. = w1,
ce qui donne

|Aucllpa < const(q)

et on peut appliquer les estimations elliptiques pour 1 < q < oo, on obtient que (u.)

est bornée dans W24(2), 1 < q < oo.

En particulier, pour q > 2, on obtient par les injections de Sobolev que (Vu.) est

bornée dans C() .

Soit x. la solution de

—2e2 Ax. 4+ x. =4|V ul® dans Q
X. = 0 sur 02

On a 0 < 9. < (par le principe du maximum) < y,

D’autre part, 4 |||V u€|2HL°° est une sursolution de (X.). On obtient
[llie = 41V uell
Si on revient a I’équation de (S.), on déduit que
||Au€||L°°(Q) < C.
e 9°¢ étape :

u. — u, dans C**(Q) quand e — 0 pour tout 0 < e < 1
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Ona: [[Atlpeq < C, dou

[Au:|1pq < C, pour tout 1 <p < oo

de plus, u_,,,est fixée, et donc on peut appliquer les estimations elliptiques pour

eloQ

conclure

||us||W2<,p(Q) < C7p , 1 <p<oo

Par les injections de Sobolev , on déduit que

Huchl,a(Q) S Ca 3 O < o< 1

Donc, pour tout 0 < a < 1 et &, —0, il existe une suite (g,,) telle que (u., )

converge dans C1%(Q) (théoréme d’Ascoli).

D’autre part,

u, — u, dans H'(Q) quand ¢ — 0

d’ou,

u., — u, dans CH*(Q).
k

L’unicité de la limite entraine que

u. — u, dans C**(Q) quand € — 0

10°™"¢ étape :
o - |y < Ce? (1.22)

et
[V = Vilpeq < Ce (1.23)

Cette étape nécessite une formulation équivalente de (S.) en (S’.), la traduction

sous "forme polaire".
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Pour ¢ assez petit, en posant u. = pseiws*%), on a

—Dp. +p. [V(ootv )P =% p. (1= p?2)
div (p2 V(o + 9.))

L’équivalence se démontre en explicitant A (p_e!(¥o*¥<) par

1 i
Ap. - p. |V (potv))? + lp—dW(p? V(pg+p,))| eWeteo) (1.24)

€

Ensuite on multiplie (1.24) par e (¥:¥%0) et on identifie les parties réelles et les

parties imaginaires.

En multipliant les parties imaginaires par p., on obtient (S’.). On déduit de la

deuxieéme ligne de (S’.),
div(p2 Vi) = —div(p2Vipy) = —div((p2 = 1)Vig)

On va utiliser un lemme d’estimation pour des opérateurs sous forme divergence

afin d’obtenir le résultat
Lemme 2.4 (De Giorgi-Nash-Moser)

Soit € un ouvert régulier, borné de RN et L : u ——Lu = — Z(?j(amaiu) opérateur
uniformément elliptique i.e da > 0 tel que VS5 € ]RN,Zai’j(x)ﬁiﬁlj > alp ]2 avec ajj €
L>®(Q) et aij =a;;. h

Si u vérifie

Lu = fo+ >0 f; dans Q
j
u = 0 sur 092

alors

[ ullpe@y < Cllfollr) + 22 1fillLey)
J

avec p > %, q > N, C=C(Q,a;;,p,q) -
2
On applique le lemme 2.4 & Lu = div(p? Vu) = > 8 (a;;0u).
ij=1
Avec

ai; = 03;p2(6 de Kronecker)
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pour

et
fi=(p2—1) 9.6, j € {0;1;2}

Ainsi,

stuL‘X’(Q) < Cq”pz_l”m(m
2
< C Hpe - 1HL°°(Q)
Et observons que
Il reste & montrer que H775||LOO(Q) = ||1— p§||LOO(Q) < Ce%. Pour cela on a besoin

d’introduire le lemme suivant

Lemme 2.5 Soit a(z) > a >0, f € I, 2 < p < o0o. Sin € C?(Q,R) vérifie

-An + a(x)n = f dans Q

n =0 sur 0f)
alors
1
e <~ 1l
On applique le lemme 2.5 avec, a = 5 |, o = Set f=—2 IVu.|> € LP et p = o0,
finalement
- sce
Lee(0)
dou (1.22).

On remarque que

[1=p2]  ~<Ce
Loo(9)
ce qui implique que Au. est borné indépendamment de . (1.23) réside juste dans
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lapplication de (G.N) & u. - u, qui est bien nulle sur 052

e 11°" étape : Si on pose

IVCllx < C (Ax)
1-p

£ < B
H e lex ¢ ()

loc

alors (Ay) et (By) vraies pour tout k € N.

La preuve se fait par récurrence sur k. On va utiliser ’estimation intérieure suivante

pour le laplacien

VK € w € Q,p €]l;00[, k € N,3C= C(k,Kw,p)
tel que
lllyirzng < CCUL Aullyn ) + 1 allig , Yo € W(w)
Initialisation : On sait déja que

oo
oc

IV Ny < 20Val,
< C

et que

1_ps
52

<C
L

oc

1_:05
e

Hérédité : Supposons (Ay) et (By) vraies pour un certain k. Posons X.=

On a alors par (S’,),

_Apa = — |VC€|2 + Pe (1 + ps)Xs

Par hypothése de récurrence, —Ap, est borné dans Cf ., donc par injection continue

locy
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et estimation intérieure,

p. est borné dans Wit pour p < oo (1.25)
Et par injection continue,
Vp. est borné dans Cf, (1.26)
Toujours par (S’.),
div(p2V() =0 & p2AC +2p.Vp. V(. =0 (1.27)
& -AC = 2Vp.. V¢, .

Pe

Finalement par (1.26) et (1.27) et (Ay), -A(. est borné dans Cf_. Et donc par

loc*

estimation intérieure, on a

(. borné dans WEP2P pour tout p < oo (1.28)

loc

En réutilisant (1.27) avec (1.25) et (1.28), on obtient que ¢, est borné dans WP,

loc

et toujours grace aux injections continues, V(. est borné dans Cﬁl, donc (Axy1)

est vraie.

En réutilisant (S’.), on obtient

ENXe = —p. V¢ + p.(1+p)X, (1.29)

On va se servir du lemme suivant

Lemme 2.6 Soient Q ouvert borné de RY, u € C?(Q) et —Au = f, alors il existe

C=C(N)tel que pour tous compact K€ K’ € ,

1

[V = C(HuHLoozm HfHL‘”(K’) * W

2
oy < el )
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On applique le lemme 2.6 & u = D*X_ et on a

(o S (RS ] [ S N 10 S N s < [

Lo (K") LOoo(K”

avec C =C(N;K;K’). Par (By), on a
DX, ., =€
Lo (K)
Et avec (1.29), (By) et (Ax) on obtient

C
[pax., < S

aQ

< ce qui implique

On peut alors conclure par (1.30) que HDkHXEHLOO(K) <
JeDox L, < C
Lo (K)

On réécrit alors (1.29) sous la forme suivante

EAX, = —p [VC] — (X, —1)(2 - 2X)X_

& — 2AX. 42X, =p |VC]P 432X — 1%

(1.30)

(1.31)

(1.32)

On notera par la suite R, = p, [V |* +3¢2X2 - £*X3. On remarque par (1.31) que

(R.). est bornée dans CFH1.

loc

On différentie (1.32) a 'ordre k+1 pour obtenir
. €2ADk+1X + 2Dk+1X — Dk+1R
Par (1.31), on voit que

VY € Q, ¢
g

Dk+1X5H <

Lo (Q)

et [|[D*'Re|[jwiq < C, C=C(Q)

Soit Be K € K’ € (), , et wy solution de

—2Aw, = +£C dans B

W, = :I:% sur 0B
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On considére w; comme 'unique solution du probléme de minimisation associé a (Si)
obtenu par minimisation directe (i.e fonctionnelle strictement convexe et coercive) et w_
son opposé. Nous remarquons que w, (resp w_ ) sursolution (resp. soussolution) de (1.33)
avec donnée au bord trgg (D*H1X,).

Par le principe du maximum, on a

alors

On peut donc conclure que

W, > DkHXE > w_

Il n’est pas trés difficile de montrer que si 2’ est une boule de rayon R centrée en x, alors

1 1 1
b = +C(C - ) eV w avec 1= 1(y) = dist(y;x)

2 fRZ) + 9
c € 2

h* est une soussolution (et 0 sursolution), sursolution (et 0 soussolution). Sinon, par la

méthode de la monotonie et (1.34), ces deux fonctions encadrent D**'X_, donc

D5,y < COL4o e ).

Ainsi

1 d
kt1 - 35
HD XSHLOO(K) < C(1+g e v ) < C
quitte & recouvrir K par des boules de rayon R =dist(K;K’), d’ou (By,1) est vraie.

e 12°"¢ gtape : Preuve de (1.6) et (1.8)

En remarquant que Ay, = 0, et d’apres (1.27), on déduit que

_2VpVG LYK

— A -
(Cs on) p. p.

V(. sur

Ainsi par I'étape précédente, — A (CE_;pO) est borné dans C¥

e loc

pour tout k.

Cs_ Yo
2

- est bornée dans L>°; on conclut par

Lors de I’étape 10, on a montré que
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k+2,p
loc

estimation intérieure du laplacien que CS;—;"O est bornée dans W pour tout k,p.

Alors, a I’aide des injections de Sobolev

Ce_ Yo

5— est bornée dans CE. pour tout k € N (1.35)
€

Par (1.35), Pétape 11 et u. — u, = (p. —1) €' + (€= — ¢%0) on conclut compte

tenu des étapes précédentes le résultat.

Pour (1.8), il suffit de voir que

—Au, 1 uf

=— (1.36)
U, £
et
Au,
LV (1.37)
Ainsi en sommant membre & membre (1.36) et (1.37), on obtient
1—|u. 2 — Au, Au,
# - [Vu|’ - H + (1.38)
© Ch(K) te e Hlorx
1 < 2 — . Au. + u.Au,
DY el L= WA _ H
£ ) U X u, OF(K
2
o ]_—|2u5| _|Vu*’2 _ H_ A(ug_u*)u*+AU*( U_E — u*)
(1.39)

De (1.39), on déduit (1.8) par inégalité triangulaire puisque

e X w| >

DN | —

et u. X u, est borné dans Ck
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2.1.3 Unicité du minimiseur

On sait jusqu’a ce moment qu’il y a 'unicité du minimiseur u. pour ¢ "grand" et pour
e "petit", mais il reste encore un probléme ouvert qu’est de savoir qu’est ce qui se passe
entre ces deux valeurs.
Soit A; = A;(—A)> 0 la premiére valeur propre de I'opérateur (—A\) dans H}(©2). On
se propose de montrer d’abord que si £ > %, alors u. est unique.
En effet, considérons ¢ > W et u. un minimiseur de £, on remarque que H} (Q;R*)=u.+Hg(Q;R?)

Soit alors VEH;(Q;RQ), en multipliant la premiére ligne de (S.) par v, on a
1 2
Vi, . Vv=—= [ w.v (- |ul]")
Q e Ja
De plus, si v # 0

Blu+¥) = B(u) = 5 [V 20 (- ) + @uer + v

1 1 1
(/|V| ——/|v|) 0r€>\/—/\_1<:>)\1>8—2

> /|vv| —)\1/|v|

d’ot E.(u.+v)—E.(u:) > 0. Alors u. est 'unique minimiseur de E. .

Y

Prouvons maintenant que si € > 0 est assez petit , alors on a aussi 'unicité du
minimiseur.

La démonstration est due & Ye-Zou.
Théoréme 2.4 (Ye-Zhou)

Il existe g9 = £¢(g,92) tel que si e < &g, alors u. est 'unique solution du probléme (P.)

Preuve: On écrit u. sous sa forme polaire : u. = p.e'%= . Ceci est parfaitement possible
des que ¢ est assez petit afin qu'on ait [u.| > (e <e1). =
Soit a présent v €H; (€;C) tel que, |v] > 1, ainsi, sous ces conditions, on a = eH' (Q;C),

2% dans Q et - =1 sur 0f) .

v

Ue

v N4 10

On peut alors de nouveau écrire = sous forme polaire i.e, == = 7n.e" dans € ce qui
14 €

est équivalent & v= p_n_e!%+¢) dans Q .
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Nous avons besoin du lemme suivant dans le reste de la démonstration

Lemme 2.7 Sous les notations précédentes, on a l’égalité suivante

1 1 1
B.0-Bufu) =5 [ 210y [ 20 V00 [ R ar-0ve Ve [ i1
(B.1)

Supposons le lemme 2.7 démontré. A fin de prouver I'unicité on va supposer que v
soit aussi un minimiseur, et on va montrer que 7, =1l et . =0 ieu. =v
On sait que

luc|? = [Vp.|* + p2|V¢ P < C

On en déduit que
PEIVC I <C

On voit aussi que trn = 1 et trf = 0. Alors puisque E.(v)—FE.(u.) =0, on a

1

Donc, en tenant compte du fait que |p,|, |1.| > 3, on obtient

1
s Lonte g [1vor o[- <o [ a-w)vel
8 Jq 64c? o

Or, en utilisant xy < Ax? + ﬁyz avec A = 16C, on a

s L1vnt gy [vorte o[-0t < [ 1eca- g /|ve|
é/ﬂmm—/wm
< C/Q(l—n?)

>C, pour € < gg. Ceci implique que 1, = 1 et

Donc il existe g9 > 0 tel que @

0. =Const sur 2. Comme . = 0 sur 0f2, il résulte que . =1 et 6. = 0 sur Q2

Preuve: (du lemme 2.7)

Oublions I'indexation par ¢ le temps de la preuve.
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IVu® = |Vp* + p? | V¢

et
VP = Vo + pVnl? + o2 V(0 + )
Par suite
1
B.v) = Buw) = =5 [ Vol + 0 9GP = (09l = 201V0.V (B2)
2 2 92 2 1 4/ 4 1 2
— [pVn” = p*n* V(0 + Q)| = pr(p°—1) —— [ p(n”—1)
£ Q 25 Q

Par le fait que p et ¢ vérifient (S.) avec

—Dp+p V(P = Sp(1 - p?)
div(p® [V(|) =0

Alors,
1
(Op+pIVCP)p(n® +1) = 5p* (" = 1)(1 = p*) (=0 sur 9)

En multipliant par p(n? — 1) dans la premiére équation et en utilisant le fait que n = 1

sur 0f), on obtient

/QIVPIQ(HQ—1)+2/Qpnvp-vn+/gp2lvé‘l2(n2—1)

- 5 [P

e2

39



Ainsi , on réécrit (B.2) sous la forme suivante

E.(v) - E. (ua)

1 1 1
—/pz\Vn!2+/m7Vp-Vn+—/(n2— 1)\Vp|2+—/p2(772— 1) [v¢|?

1 1 1
2.2 .9_/22.9 /44_1_ /22_1
+/Qp77VCV o) e VOl + = Qp(p ) ~ 5= Qp(n )
1 1 1
—/p2|V772——/04(772—1)+/p2n2VC.V9+§/p2n2‘lwl
Q e Ja Q Q

2 9¢2
= [t

462 Q
1 1
—/p2|V77!2/p2(772—1)VC-V9+—/p2n2-|V9|+/p2VC-V9
2 Q Q 2 Q Q

1 40 4
— —1
++ 5 Qp(p )

Pour finir la démonstration du lemme, il suffit de multiplier par ¢ dans la deuxiéme

équation du systéme et d’intégrer sur (2. Ceci implique que

/ p*V(VO =0
Q

et alors le lemme est démontré. =

2.1.4 Le cas d’une donnée au bord dépendante de ¢

Dans ’étude du cas deg(g,02) #0, il serait utile d’avoir un analogue du théoréme 2.3

dans le cas ou g n’est plus fixée, mais dépend de ¢ de fagon qu’elle tend (dans un sens qui

sera précisé dans 1’énoncé du théoréme suivant) vers une fonction a valeurs dans S*.

On se voit forcé de ne pas considérer n’importe quelle famille (g.)., ainsi on impose

quatre hypothéses fondamentales.

Hypothéses fondamentales :

Hg€||L°°(6Q) <1 (H.1)
19-lli2 0y < € (H.2)
1 22
3 0-lafysc (1.3)
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dg :02 — C réguliére telle que g. — ¢ uniformément sur 02 quand € — 0 (H.4)

On suppose de plus, que deg(g;0€2) = 0 (Il est évident que |g| = 1)
Soit u. une solution de
. 1 2 1 2\ 2
min - Vul” + — 1—|u
ueH!_(2C) 2 /Q| | 4e? Jq (1= )

et u, la solution de (P). Nous avons le théoréme et la proposition suivants dont on

fera usage ultérieurement

Théoréme 2.5

u. — u, dans H(Q ; C ) (1.40)

u. — u, dans L>°(Q) (1.41)

u. — u, dans Cf () pour tout k (1.42)

loc

1- ‘u€|2

5 — |Vu,|* dans Cf
€

loc

(Q) pour tout k (1.43)

Proposition 2.1 Soit u. un minimiseur de E. dans H;e (Q2;C). On suppose que les hy-
potheses (H.1),...,(H.4) sont vérifiées et qu’il existe 9 € 02 et § > 0 tels que

ge = g sur Bs(z,) NoQ

Alors,

u. — u, dans CH(By,(x,) NQ)
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2.2 Cas ou le degré de la donnée au bord est non nul

2.2.1 Quelques estimations fondamentales

Soit 2 C R2, un ouvert régulier, borné et strictement étoilé en 0, i.e il existe a > 0, tel que
pour tout x € 02, x.n, > « > 0, ol n est la normale extérieure au point x .Considérons
g : 0Q — S! réguliere telle que deg(g, 9N)# 0 .

Dés maintenant, on va supposer d =deg(g; 9Q) > 0, le cas d< 0 s’obtient en passant

a la fonction complexe conjuguée i.e : En considérant g telle que
deg(g; 02) = — deg(g;092)

et en utilisant : HL(Q,C)= E(Q, Clet E.(0) = E-(u).

Pour £ > 0, soit u. un minimiseur de

min  E. (u)
ue H}](Q;C)

avec FE. (u)= %fg |Vu|2+ ﬁfg (1 — |u|2)2 )

On a déja vu (en traitant le cas d = 0) que
1. |u| <1

2. u. est une solution de I’équation d’Euler

—Au. = 5 u. (1 — |ug|2) dans 2

€

u. =g sur 0f2

3.Vt () < € avec C=C(g, Q)

Les estimations fondamentales pour les deux composantes de E. sont les suivantes

Estimation 1

1
5/ IVu.|* < ndllog €] + C(Q, g).
Q

e Pour cette estimation, on n’a pas besoin que ¢ soit étoilé.
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e Cette estimation est optimale, car on peut démontrer que si deg(g; 0€2)# 0 alors
.Qly
H! (2;S") =0 )
-/ VP — ndllog <]
2 Ja

reste bornée quand € — 0

Estimation 2
1

- (1-|ul)?)’< C quand e — 0
€ Ja
1. Méme si pour obtenir cette estimation on va utiliser le fait que (2 soit étoilé, Struwe

[11] a démontré le théoréme sans utiliser cette hypothése.

2. Contrairement au cas d = 0, lintégrale ci-dessus ne converge pas vers 0. Plus
précisément, on a
1

= Q(1— lu.|?)? — 2nd

et
1

d
o) (1— ‘115]2 )2 - 27T253«_j
€% Ja 1

dans la topologie faible du C(£?), ici ay,...,aq € € sont d points distincts .

Preuve: (De l'estimation 1) m

Zz

Commengons par examiner un cas simple: 2 = By , g(z) = A

Soit I(e,R) = E.(u.), on a la propriété suivante :

I(eR) = 1(1,?) (2.1)

Preuve: (De la propriété (2.1)

I suffit de voir que pour tout u € H%(BR, C), on a
E.(u) = Ei(u(e.))
et de passer ensuite a 'infimum. En effet

{u(s.) Jue H%(BR,C)} - {v /ven, (B%,C)} .
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Fi(u(e.)) = %/X|<zgz|(vu)(sx)|2dx+ i/}@u— u(ex)2 V2
1

2 1 2 \2 o u
_ 5/y|<R\Vm(Y)I dy + 4_52/y|<R(1_ u(y)]> Y2y = E.(u)

Compte tenu de cette homogénéité, on peut considérer
1

d’ou

I(=R) = I( (2.3)

Do

On a besoin du lemme suivant
Lemme 2.8 La fonction t € |0,+0o[ — I(t) + mlog(t) est croissante.

Remarque 2.2 Pour tout t < 1, on obtient

I(t) <mllogt|+I(1)=mllogtl+ C

2z
|2

c’est-a-dire 'estimation 1 est vérifiée dans le cas particulier, 2 =B, et g(z) =

Preuve: Du lemme 2.8

Soient 0 <t; < t2, u un minimiseur de £y sur B (on va donc écrire I(t2)= F;(u))
2

On prolonge u a Bé en prenant sur la couronne u(z) :‘jf'. Notons qu’on a obtenu une
fonction continue et que U € C* dans By, et By, \ Bijy,, done, 1 eH? (B,,,,) et de plus
u= o] sur dB,, -

On a

1 ~
I(ty) = I(1,=) < Ei(u)
1
1 z |?
= El(U) + —/ V(—)
2 Jicpyer |l
2 1
1
1 fadr [
= It = — do
( 2) + 2 L r /0\
to
= I(t,) + 7 log -
1



et donc

I(t,) +m log t; < I(t,) + 7 log t, c.q.f.d

Pour achever la démonstration on se propose de construire une fonction test v, telle
que

1
E.(v)) <md logg +C (2.4)

Preuve: On fixe R > 0 et ay,...,aq € €2 des points distincts tels que

B(a,R) C QV¥j=1..d

B(a;, R) NB(a, R) = 0Vi=]

et w:i=Q\ UL, B(a;, R)
d

deg(g; Ow) = deg(g; 09) - Zldeg(?; 0B;) =0
=

Il existe une application réguliére vy : @ —S! telle que vy = ¢ sur dw

On construit alors, pour 0 < € <R,

vo(z) dans w
VE(Z) = —‘;:E‘ sie< |Z—bj|<R

Z_E—bj si ‘Z—bj‘<€

On observe que v. €H}(Q ;C) et

1 2 1 2 2 1/ 2
e B\ P-1)y=2 [ [V =C
5 [ 195+ 3 [ (v P =17=3 [ 9w

avec C qui ne dépend pas de ¢.
En appliquant le lemme précédent dans notre situation avec t;=5 < t2=1, on obtient

1 d 1
E.(u.) < E.(v.)< 5/ IVvol? + 2 I(e,R) < Wlegg +C
Q =1

J

1
= FE.(u.) < mdlog- + C
€
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Preuve: (De 'estimation 2)
On va utiliser une méthode de Pohozaev, et c’est ici que le fait que {2 soit étoilé sera
important.
On multiplie
—Au, = 6% u. (1 — |ua|2) dans
U =g sur 0f)
2

par Y x;0;u. et on intégre par partie.
=1

A gauche on obtient (on écrit u & la place de u.)

- /Au (x.Vu) = - Ou —(x.Vu) /Vu (x.Vu)
Q a0 On

ou
- 00 (9n(X V) + /(|Vu| + Z xcOju 0y0ku) .

jk=1

A droite on obtient

1
= [ u(l—|u*) (xVu) =- o) Z x; 0j(1 = [u]*)?
15 Q 4 Qj=1
1 9.9 1
= 3 Z xinj (1 —[ul”)” +-— Z ax(1 = [u]*)”
4e? Joaj=1 de
1
= 1—
3 [ 0=y
Donc,

(911 2 2 1 2.2
ou o V) + /(|vu| £ S xdu 9,0 :—2/(1—|u\ )
0 2e* Jq

a0 On jk=1
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ou
= - 8_(XVU) + |Vu| + Z Xkak(|vu| )
an on Q
1 2.2
= — [ -
o [0l
ou 9 1 2 2 2
= - —(x.Vu)+/|Vu| +—/ > xng |Vul” - /|VU|
a0 On Q 2 Jog k=1 Q
B 1 2.2
- 252 Q( ‘u| )

ou 1 9
= - —(x.Vu) + —/ x.n|Vu
/man< )+ [ xalvu

Vu= or on
81,12 aU.Q
= [Vl = (50 + ()
Puisque u = g sur 02, alors
3u_@
or 0t
ou 09, ou _, _, 1/ — —, 99 2 ou,,
> - [ BEED) + EED) 45 [ @EE G
_ b 282
=R
1 Oou.o,_5 1 2,2
+ 5 [ GrEE g 0=
= 1/ (@)2(?3) @@ X.7)
2 a0 87_ 6981167—
1 22
— — <
= o[ a-mEE <o

Nous énoncons le théoréme suivant qui va nous permettre de caractériser les disques

Théoréme 2.6 [l existe g, py >0 (dépendantes de Q0 et g) telles que, si u. vérifie

I’équation d’Fuler et satisfait

1

2
3 (lue]” = 1) < o
€ QNBy
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ou By est la boule de rayon 21 avec

alors
1
|u€(x)| > 5, Vx € QN B,.
Preuve: La preuve se fait par ’absurde. Supposons qu’il existe, xo € 2N B, tel que
1
() < 5,
alors, on a
C
(%) -u(x) | < - |x - X0l
C
= Jw()] < Jue(xp)] + < [x - xol
1 C
< 3 + — p dans QN B,(x,).
€
Par conséquent
1 C
1-|u(x)] > S dans QN B,(x,)
€

On choisit p = ;5, donc

1
1-|u(x)| > 2 dans 2N B_< (x),

et on aura
1
2 2
-1 >

D’un autre coté, 3o > 0(dépendante de 2) telle que

mes(QN B,) > ar® ¥xeQ,Vr<1

- (-l 2 6

QN B e
4C

. o .
a condition que ;5 <1
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Notons que B%(Xo) C By quand ;5 <1 (puisque x¢ €By), donc

Si on prend \g = % et 1y < ﬁ, on aboutit a une contradiction.

Donc

v (x)[ =

Par la suite, pour des raisons techniques, on va considérer ) comme un ouvert sim-
plement connexe tel que Q C €. On prendra Q' pas trop éloigné de Q de maniére & ce
que la projection sur 092 de x € '\ soit bien définie.

On fixe 7:Q'\Q —S* réguliére, telle que
g = g sur 0f)
A présent, a la place de u :Q — C telle que
tr (u) =g,
on considérera, avec la méme notation, ’extension de u a €', u:Q2" — C telle que
tr (u) = g sur Q'\Q

Soit u. un minimiseur de E. dans H! , nous allons maintenant utiliser un argument

g

qui permet de localiser des régions ol u. a un comportement singulier.
Considérons une famille de disques B(xj,A\o0€)icr, tel que Ay < é et 1< lest définie

comme au théoréme précédent, et
l.x,eQ,Viel
2. B(xi, Ao5) N B(xj, Ao5) =0, Vi
3. Q C UierB(xi, Aoe)

A cet effet, il suffit de considérer une famille qui satisfait (1) et (2).
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On dit que B(xi, Aoe) est un bon disque si

1
(Jue* - 1)° < g

=2
€% JB(x,,2A0¢)
et B(xi, Aog) est un mauvais disque si

1

- (Juf* - 1% > p
€2 JB(x,.200¢) ) °

ou J est la collection des mauvais disques donnée par
J = {1,B(x;,A0¢) est un mauvais disque}

Le lemme suivant joue un role essentiel

Lemme 2.9 [l existe N indépendamment de g et ) tel que
Card J< N

Remarque 2.3 Proprement parler nous avons noté les points (x;)ic; par ()i .. Le

contenu principal du lemme est que le card J reste borné indépendamment de

Preuve: (Du lemme 2.9)

Il existe C telle que

> (Juef? - 1) < c/ﬂ<|u€|2—1>2

iel JB(x;,2Mo¢)

Puisque chaque point de 2 est majoré par C disques B(x;,2\o¢), il est en résulte que

pocard J < g%/ (Jue> = 1)°
Q

et par I'estimation 2, on déduit que

Card J < N

On aura besoin du lemme suivant
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Lemme 2.10 On a
1
|ue ()| > 5 Ve Q'\ Uiy B(x,,Moe)

Preuve: Soit x € Q'\UiejB(xi,Mo¢), par (3), 3 j€ I \J, tel que B(x;,\0¢) est un bon

disque donc d’apres le théoréme des bon disques (théoréme 2.6)

Considérons v, = IE_SI Il n’est pas difficile de montrer que
£

ue.Vue

V() = e L2 R?) et |Vv.| < 4(|Vue|+ [V(|u])|) L*(Q ;R?)

e |

Par suite, en remarquant que |u.| = 1 sur 052, alors v, EH;(Q :S!) ce qui est absurde.

Ainsi, on voit que

1
{x € Q tel que |u.(x)| < 5} C UiesBae(x;) -

Ce qui n’améliore pas 'estimation faite sur la taille de {x € Q tel que |u.(x)| < 1},
mais permet de le localiser un peu mieux. A présent, on va voir, qu’il est possible, quitte
a augmenter les rayons, d’éloigner plus les centres des mauvais disques. Ceci traduit en
quelques sortes un phénomene d’accumulation des mauvais disques autour de quelques
points de Q. Ceci sera illustré par le théoréme qui suit

Dés a présent, 'intégralité de nos raisonnements sera faite a partir d’une extraction

(en)n arbitraire.
Théoréme 2.7 (Théoréme de séparation)

On peut choisir un sous-ensemble J'C J tel que, A > )¢ constante qui dépend que de
g et €2, on ait
- x| > 8, Vij € T, 1] (2.5)
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Et
UiEJB(Xi7 )\08) C B(Xi, )\8) (26)

Preuve: l'argument est par induction sur le card de J. Si J={1}, il n’y a rien & montrer,
on prend A=) .

Sinon, supposons |J| > 1. Si (2.5) est vraie pour J '=J et A =)', (2.6) est aussitot
vérifiée, donc le résultat est vrai.

Sinon, il ya une paire, par exemple x;, x5 tels que
|X1 - X2| < 8)\05

Nous prenons A = 9\g et J’=J\{1}, ce qui nous conduit au cas précédent. Aprés un

nombre fini d’étapes (au plus N), on est conduit a la conclusion du théoréme avec

/\0 S A S )\Ogcar(i J

Grosso modo les points (X;)ic; =(x%)ieyr correspondent aux points ol u. a un com-

portement singulier.

2.2.2 Limite supérieure de I’énergie de u. loin des singularités

On suppose que

|J,5n | - Nl

et

pour i € Ny,, x™ —y, € Q

Il est possible que y;= y; avec i#j, alors soit M=|{y;; i € Ny, }|. Considérons {a;; j € Ny},

I’ensemble des limites deux a deux distinctes et on définit
A= {i e Ny, tel que y;= a;}, j € Ny .

On verra par la suite le role important que ces points jouent.
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On fixe n > 0 telle que
n < dist(Q, 9Q)

1 ..
77<§|ai—aj| Vi # ]

alors que les disques B(a;, 1) sont disjoints et contenus dans Q.

De toute évidence, nous avons, pour n assez grand disons n> N, I'inclusion suivante

UieJB(Xisn, )\€n) C Uj B(aj, Z) .

Dans ce qui suit, nous écrivons x; au lieu de x{". Rappelons que,

Jue, ()] 2 5 for x € B(ay, 1), m > N

et donc

deg(u,, ,0B(a, g )

est bien défini et il reste borné (quand n— oo) d’aprés le lemme suivant

Lemme 2.11 On a, VieJ,
|deg(u_,0B(x; ,Xe))| < C (2.7)

Ue

Preuve: Posons v, =2, pour ¢ assez petit. Alors par un résultat sur le degré topologique,

[ue]?
1 /u/\uT
2N

1 / A
— | VAV,
2

De plus, en remarquant que pour tout j€ Ny, By, (x1) C Bg(aj) pour i€ A, on a

on a

A,
o) <c

lu

degBB(aj,g)(V)‘ = = < |Aey, max(

kj= degaBg(an(usn) = 2 degon, () (1)

icA;
ceci résulte du fait que v, soit bien définie et que le module soit égal a 1 dans

Bg (aj)\UieAj B, (xi). Ainsi,

iEAj

0: / det (JaC Vsn) = degBBﬂ(ai)(VEn) - Z degaBAED (Xi)(VEn)
Bz (a)\Uiea; Bae, (%)) 4
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On en déduit que

lk;| < C avec C indépendant de n

L’un des intéréts de ces disques est qu’ils concentrent 1’énergie de u.. Le théoreme
suivant énonce qu’en dehors des disques, 1’énergie de u. reste bornée.

Par la suite, on supposera que pour tout j, A; est indépendant de n, et on notera r;

=|Aj]
Théoréeme 2.8 Iis existent n,, C >0, dépendantes seulement de ) et g, tels que, pour
0<n<nyon ait

/ Ve, |* < 2rd|logy| + C ¥n> N(n)
Q\UJENMBW(U«]‘)

La preuve fait appel au lemme suivant
Lemme 2.12 Soit je Ny, 0 # A C A; (quitte a réarranger les z;,on suppose A=N,, > 1)

On considere (\,), une suite bornée dans £*°(N) telle que

1
—|Xi— Xk|,i7ék EACAJ')

Aey < Ayey < min(dist(x("; 9B, (ay)); 5

On note

Q?((An)n) =" = Bn(aj)\ Uiea Bae, (x7) et di= degaBAngn (x,)(Ven)

1

Ainsi
ve, : Q" — S' est réguliere

Alors quitte a extraire (ny)y, il existe C = O(|dy,...,d,|?) une constante dépendante de

2, g (indépendante de n et (\,) telle que

1
) / Vv,

k
F(d,,...d) = ] d,)°
( 1 f) A:(A17.T11XI;)EP(N:-)j§1 (iezA:j )

2 > aF(d,,...d,) log()\ng )-C

Avec
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et P(N,) est 'ensemble des parties de N, .

Preuve: (Du théoreme 2.8)
On suppose 1; #1j(n), et on applique le lemme précédent & A,=A\ et on obtient & une

extraction prés que

1

YE(d,,eid,) - C(d 1 € A)
2 /B”I(aj)\uiENM B)\en (Xi) AIlgn

Par (2.7), les d; sont bornés, donc on peut prendre C(d; i€ A;) = C, ot C ne dépend
pas de j et n.

En remarquant que d; € Z, on a

>

> di

iEAj

> d

iEAj

S(Tdrzy = Il

1 iEAj j=1

Ce qui nous permet d’écrire
q p

1

/ 2> 7 log(L) k| - ©
2 JB,y(a)\Uieny, Baey ()

|vv5n -
€n

A présent, revenons a 1., , en remarquant que v., dive, =0 dans B, (a;)\Uiea, B, (x1),

on déduit de

aiu'5n = 61( |u6n )Vgn + |u6n aivan
que
|v.u~5n|2 - |u€n|2|vvan|2 + |v|u€m||2 N
Et donc,
|vu5n 2 2 |u5n 2 |VV5n 2 = |VV5n 2 + ( |.l’15n|2 - ]‘) |vv“3n|2 .
2 2 .. 2
Bornons A., = ||([u., |* — 1) [Vv., | HLl(Bn(aj)\UiEAjB)\En ()" Pour cela, on explicite |Vv,, |

ar
p 2

7 < 4|Vu,,

Vo, Vil _ [V,

2 2
| |

> dans B, (a;)\ Uiea; Bae, (%),

’u€n ’usn B ‘ u€n
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alors, pour borner A, , il suffit de borner

2
( | ugn

| vugn

? — 1)dans L'(B, (a;)\ Uiea; B, (x;))
et comme u., =1 dans '\, il suffit de borner
?_1) dans L'(Q).

2
( | ugn

| v1'1511

Pour cela on va utiliser une inégalité du type Gagliardo-Nirenberg donnée par le lemme

suivant

Lemme 2.13 Soit Q C RY, un ouvert borné régulier, et 2 < p,q < co. Siu € C*(Q) et

Uy, =0, alors
1

IVl < Clp.a. ) |ull 2 [Jull 2., (G.N(p,a))

Avec r la moyenne harmonique de p et q.

Considérons h, 'unique solution de

—Ah, = 6% u. (1 - |u5|2) sur )
h, =0 sur 0f2

On a déja vu que ||h.[p~ < 2, de plus, ||% u. (1 — |Ue|2) HLz <¢

— "

Ainsi, en appliquant G.N(00,2) on aura

_1
|Vhe|[;s < Cen?
En remarquant que u., - h., est réguliére et indépendante de n, on déduit que

_1
Vg, ||« < Cen?

2

Ainsi, a I’aide de I'estimation 2 et I'inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée a |Vu,, |*(|ue,
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1), on borne A, de la fagon suivante

M
/ |Vuau 2 S |vu5n ? - Z ‘vufn ? (2'8)
Q,\\UjENMBn('&j) Q/ =1 Bn(&j)
M
S |Vu5n 2 - Z |vu5n ?
Q j=1 Bn(aj)\UiEAjBkan (%)

IN

M
/ |vu€n’2 - Z |VV5H|2 + C
QO j=1 Bn(aj)\ujeAjBAsn (x;)

M M
< 2m[logen| (d- ) k[ ) 42 [logn| > [kj| + C
j=1 j=1

1= J

Avant d’achever la démonstration, nous ferons les deux remarques suivantes

1. Pour ¢, assez petit, on a By, (x;) C 2, ainsi v., est bien définie, réguliere et de
module 1 dans 2\Uieny B, (xi). Par un raisonnement comme celui fait plus haut,

on déduit que

M

> degaBAEn (xi)(Vgn) = > degaBn(aj)(Vgn) = Z

iENl\'l jENM J:1

ki =d (2.9)

2. Le terme de droite de (2.8) est positif, donc la limite (quand n— oo) l'est aussi,

alors,
M
d-3 fig >0 (2.10)
j=1

Nous sommes & présent en mesure de conclure. (2.9) et (2.10) combinés forcent les k; &
étre tous positifs. Ainsi, en revenant a (2.8) et en réutilisant (2.9), on déduit I’estimation

désirée.

2.2.3 Etude asymptotique des minimiseurs de E.

Le résultat principal dans cette section est formulé par le théoréme suivant

Théoréme 2.9 Soit u, telle que, a une sous suite pres,
U, — u, faiblement dans Hy,,(Q\{ay,...,ay;} et W' (Q)

Alors
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w € CP(Q\ U, {ar} 8"

b
—Au, =u, |[Vu,|> dans Q\ U}Vil {a}
c
u., — u, dans CL%(€\ UM, {a}),0<a<1
d
Ug, — Us
et
Lol gu? dans 0K tout k € N et K t de 2\ U
— Q= [Vu,|” dans C*(K) pour tout k € N et K compact de Q\ U;Z; {a;}
De plus,
e
0 Ju, 0 Ju,
—(u, A —(u, A =0 dans D’(Q2
S0, A ) S, A 1) =0 dans DY)

Preuve: Etape 1 : On démontre (e)

En remarquant que

0 Jou 0 Ju
SUA )+ (WA F) = uAL 2
aX(u/\ 8X)+ ay(u/\ (’9y) uA Au, pour u € C

et que le systeme {Au,,, u., } est ponctuellement R li¢, on déduit que

2(u /\aug“)Jrg(u AauE“
ox ™ 0Ox dy " = Oy

au sens classique. Il suffit alors de pouvoir passer a la limite.

Pour assurer la véracité d’un passage a la limite faible d’un produit de deux suites, il
suffit que 'une converge p.p en restant uniformément bornée par une certaine constante
C dans L, et que 'autre converge faiblement dans LP, p> 1.

En effet, soit (f,), bornée dans L, f, —f p.p et soit g, — g dans L? ;p> 1
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Soit ¢ €L’ alors

< fugn, o> —<fg, 0> = |[<gu fio>—<g, fp>]
S |< gn — 9, anO >| + |< g, (fn —f)QO >|

< C|<gn_ga§0>‘+|<g¢7 (f _f) >|

n

Le premier terme du dernier membre de droite tend vers 0 par convergence faible de g,
vers g. Le deuxiéme aussi en remarquant que |gp(f, — f)| tend vers 0 p.p et est majorée,
donc, par convergence dominée on a |< gy, (f, —f) >| — 0

Il suffit d’utiliser la définition de u A v pour obtenir le résultat.

Etape 2 : (Démonstration du d )

Les résultats étant locaux, il suffit de trouver pour tout xo € Q\UL,{a;} une boule
B=Bg(x0)C Q\U}L,{a;} telle que les convergences désirées ont lieu sur B.

Soit Rg > 0 tel que Bg,(x0) C Q\UL,{a;}, on va trouver un Re |Rg,2Ry|[ tel que par

le théoréme 2.8, on déduit que

/ |vu5n
Br(xq)

et par 'estimation 2, on conclut

/ (IVu.,
OBRr (Xo)

avec C indépendante de n .

? < 27d |logn| + C

Yy<cC (2.11)

1
2
+ %(1 - |u5u

Pour 'existence d’un tel R, notons que

1 2Ro
/ (Vi (1= Jus, 1)) = / ( / (IVu.,
B2R (XO) E:Il 0 8BR (X)

On note

2 1 22
+¥(1—!uen\ ))

1
ga(R) = / (Ve P+ = (1= Jus, )?)
0Bg (x) €a

De plus g, > 0. Alors, en appliquant le lemme de Fatou, on obtient

n—oo n—oo

2Ro 2Ro
/ liminf ¢,(R) dR < liminf / g (R) dR
0 0

IN
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En particulier, liminf, .., ¢g,(R) est finie pour presque tout R, et donc on obtient
(2.11) a une sous-suite prés.

Posons w =Bgr(xg) . Alors w est régulier et (2.11) montre que sur dw, (u.,) est bornée
dans H'.

A une sous-suite prés, g, =u., sur dw. g, vérifie les hypotheses (fondamentales)
données avant le théoreme 2.5 (cas de la donnée au bord dépendant de €).

En effet, 'hypothese (H.1) est claire, (2.11) assure les hypotheses (H.2) et (H.3). Il
reste & montrer (H.4). Dans un premier temps, (H.2) implique la convergence de g, vers
go (& une extraction prés) forte dans L°(dw) et faible dans H'(Ow). 1l suffit de montrer
que degp,,(go)= 0 afin de retrouver l'intégralité des hypothéses fondamentales.

De plus, (2.11) montre que |go| = 1.

D’autre part, pour n assez grand |g,| > 3 et

1 Gn On
deg w(gn) = 5 A ( )T
0 27 Ow ‘gn| ‘gn|
1
— 2— 9o N\ Go.r
T Jow
car
% — ¢go fortement dans L2
gn
et
(|g_“|)T — go.r faiblement dans L*
gl’l
Donc,

dega,, (90) =0

car pour n assez grand, on a

u

€n

sur Bg(x,)

N | —

>

et donc, % se prolonge sur w & une fonction de H' & valeurs dans S! (le prolongement
n

u€n

" ), ce qui implique le fait que son degré soit nul.

est

e |

Finalement, u, surw est un minimiseur de E., dans H, (w;C). Supposons le contraire,
il existe v €H}, (w;C) tel que
E. (v) < E. (u

Eniy
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Alors, en prolongeant v dans €2 par

v dans w

u, dans Q\w

on obtient ¥ €H}(Q;C) et
E5n (f{;) < Ean (u )

€n

Ce qui contredit le fait que u_ soit un minimiseur .

Donc on est dans les hypothéses du théoreme 2.5 sur w. Par conséquent, on a les
convergences désirées dans tout compact de w .

Etape 3 : a et b sont des conséquences du théoréeme 2.5

Etape 4 : Démonstration de c)

Par les résultats précédents, il suffit de démontrer la convergence dans By (xo)N§) pour
xg € O\ {a1,...,an } et un certain R < min |a; — xo .

Le but est de pouvoir appliquer la proposition 2.1.

Soit U un voisinage de xo dans R?, V un voisinage ouvert de 'origine. Alors, par
régularité de 09, il existe ¥ :U — V un C>—difféomorphisme .

De plus, on peut prendre 9 tel que : (x9)= 0, (U N 0Q)= {(x,0) €V} =V, (i.e ¢
envoie U N dN sur VN {(x,0) /x€ R}) et (U N Q)= {(x,y) €V, y> 0} =V (i.e ¥ envoie
U NQ sur V{(x,y)/x€ R, y> 0})

Considérons V' un voisinage ouvert de l'origine dans V.

Soit § une courbe réguliére incluse dans VTUV) telle que 6 intersecte {(x,0)/xe R}
selon un segment et I'intérieur £ de 6 soit convexe .

On définit alors pour % <t<1

Ht = t.0

ontA={t.a/acA}
0, :=6,\ V,

Par construction on a 6, réguliére pour tout t et 0;1 N (9;2 = () des que t; #to.

En définissant Ty = ¢~ (6,), la régularité se transmet i.e :T'; est une courbe de classe
C* dans 9.

De plus, pour t € [1;2], I'; contient un voisinage fixe W C wil(%.\//) (relatif & 0Q2) de

X0 -
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Comme précédemment, on écrit F; pour ¢! (9;) = I'y N €2, alors la propriété d’intersection
vide pour t; # to est vérifiée (i.e :Iy, N Ty, =0 sty # to ).

Supposons que ’on ait un certain % <t< 1 tel que I'énergie de u_ soit bornée indépen-
damment de n sur I'; .

En posant g, = u_ sur Iy et W 'intérieur de I';, comme précédemment on retrouve
les quatre hypothéses fondamentales.

De plus, en remarquant que W C Iy et que sur W, g, = g, on peut appliquer la
proposition 2.1. Par suite, on obtient la convergence C'*®, pour tout 0 < o < 1 dans

B%(XO) NQ pour § tel que
Bs(x,) N0 C W et Bs(x,) ne contient pas de singularités
Il reste & déterminer ce fameux t. Pour cela, on a

1
Vo [+ (1 . ;

1
? )2 = / |vu5n ’2 _'_ _2<1 - |u5n ? )2 + / ’vuf':n
Iy € N0

ou., | |0
2)2+/ n + g
8

T
2

1
< [ Vu, P+ 51— |u =
< /F£| e, 5 (1= o, o) g |2

On sait que la derniére intégrale est bornée. Posons

Wy = ( ’vuen

2 1 2\2 —
5= )P oy

En utilisant le fait que 1 préserve une équivalence des intégrales et que l'on puisse

prendre 1)~ !(£) pas trop prés des singularités, le théoréme 2.8 donne

[ o[ a [ e o0

ol w1 est le fermé convexe de frontiére 9%.
En utilisant comme précédemment le lemme de Fatou sur fet wy(s) ds > 0, quitte a

extraire, on obtient % < t #t(n) < 1 tel qu’il existe C indépendante de n vérifiant

/ wy(s)ds < C

6

Ainsi, on prend w = ¢ '(L;), £ est I'intérieur (borné) de #;. On a alors dw = I,
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I’énergie de u., est bornée indépendamment de n sur I'; et donc on obtient le résultat a
une extraction prés .
En remarquant que la limite est indépendante de l’extraction, on déduit le résultat

par un raisonnement standard. m

2.2.4 Quelques précisions sur les singularités

Le théoréme qui suit va démontrer qu’il n’y a pas de singularités sur le bord de 2. Ainsi, on
va pouvoir définir le degré de u, par rapport a a; pour a; une singularité. Cette définition
est issue du fait que u, soit & valeur dans S! dans tout ouvert de € ne contenant pas de

singularités.

Théoréme 2.10 Les trois assertions suivantes sont vérifiées
aaecj=1..M

b deg(u,, a;)) =1,j=1,...M

c M=d

Ici, deg(u., a;) est défini de la fagon suivante
Soit R > 0 tel que Bgr(a;) C Q et a, ¢ Bgr(aj) j#k, alors u, est une fonction réguliere
de module 1 dans Bg(a;)\{a;}. Par conséquent deg(u.,0B,(a;)), re ]0, R] est bien défini.

Si on regarde I'anneau A, ., (a;), avec 0 <r; <r5 <R , on voit que
deg(u,,0B;, (a;)) = deg(u,,0B,,(a;))

et donc le degré ne dépend pas du choix de r. Alors on peut définir deg(u., a;) comme

la valeur commune de ces degrés.

Preuve: 1%° étape: Démonstration de ¢

Supposons qu’on a démontré a) et b). Soit R > 0 assez petit afin d’avoir

et



Alors d’aprés le théoréme 2.9 on sait que u, est réguliére(au moins C1%) sur @, ou
De plus, |u.| =1, et donc

M M
deg(u,,08) = >_ deg(u,,0Br(a;)) =>_ deg(u,,a;) = M
_ j=1

j=1

2¢me ¢tape: Preuve de a) qui se fait en trois étapes
1me gtape : k;j > 0 si a; € Q et k; =deg(u.,a;)
On a dé¢ja vu que k; > 0 pour tout j. Supposons par I’absurde qu’on a k; = 0 pour

a; € Q. On peut choisir n > 0 tel que

B, (a;) N (90 Uy {ax}) =0

/ ( ‘ vuen
OB (a;)

a une sous-suite prés( on proceéde comme dans le théoréme 2.9). De plus, on a

et

1

2 22
—i—?(l— lu, |7)7) < const

deg(—=-,0B,(a.)) = 0

e, !

par la définition de k;

On peut donc appliquer le théoréeme 2.3, on obtient

1 22
) (1—|u,|")"—0 (2.11)
n aBn(aj)
Or, il existe des "mauvais points"
an N aJ

Par conséquent, B, (a;) contient, pour n assez grand des "mauvais disques" Ba,e, (x),

pour lesquels on a

1

(2.11) et (2.12) sont contradictoires.
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Pour démontrer I'égalité k; =deg(u.,a;), on utilise le fait que
U, — w.  dans C™(9B,(y)).

Alors

U, n

k; = deg( , 0B, (a;)) — deg(u,,0B,(a;)) = deg(u,,a;)

e,
compte tenu de la définition de ce dernier nombre.

20 gtape : k; >0 si a; € 09

Supposons par ’absurde que kj = 0. Comme dans la démonstration du théoréme

précédent, on peut trouver ki, te ]% , 1[ tel que
u., — u, dans CH*(w)

et
1
S [amapy =0 (213
E:Il w

En
1

De nouveau, il existe x* des mauvais points tels que Boy., (x{*) N2 C @ pour n assez

grand, et 'inégalité (2.12) contredit (2.13) donc
ki >0 sia; €00

3me gtape : ky =1, j =1,...,M

Soient €' un voisinage régulier de Q, u = dist(9Q',Q) et g : Q'\Q —S! tels que
g = g sur 0f)

et g est réguliére. On prolonge u. & u, sur '\ par g. Notons que g est fixée, et donc
les estimations trouvées pour u. et u, se généralisent (& des constantes additives prés).

On va appliquer le lemme suivant =
Lemme 2.14 (I.Shaffrir)

Soient €’ un domaine dans R? et a; € €/, 1< 1 <M. On pose w; = B, (a; ) et on suppose

que
a dist (a;,0Q0) >214>0,0<n<p
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b ’a] - ak’ 2877 7.]7ék

Si wQ\UL, wy —S' est réguliere et d; = dega,, (u), alors

1
2 Jonut U
K
Avec F(ky,...kn ) =a—(a, A )eP{kindky}) 2 (00 ki) et P({kq,....ky(}) est I'ensemble
i=1 jeA;

des parties de {ki,....ky }, C(ky,...,kn ) est une constante qu’on peut fixer indépendamment
de {ki,....ky} dés que les k; prennent leurs valeurs dans un ensemble borné .

Compte tenu du fait qu'on a k; > 0 , on obtient

M
F(kp"'akM ) :Z k]2

j=1

En appliquent le lemme, on aura
2 M K
L/ Vu|* > 27 3 K (log=) - C (2.14)
Q\UM, By (a; ) j=1" n
D’autre part (d’apres le théoréme 2.8), on a
/ |Vu,|” < 27d [logn| + const (2.15)
Q/\U}\LBW(‘%‘ )

Si on compare (2.14) et (2.15), on obtient

M 1
C’>2r( Y kK —kj) log=
i U

i=1

En faisant tendre n — 0, on déduit

M
>k —k <0.

i=1

Et comme un entier est plus petit que son carré, alors

M
> kK —k =0.

j=1
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Par suite k; € {0,1}. Or k; > 0, d’ou
ki=1,j=1,.M

3 étape: a; € Q,j=1,..M
supposons par l'absurde que a; € 02, le lemme suivant va intervenir dans la démon-

stration
Lemme 2.15 [l existe ny > 0, € € ]0,%[ tels que
iny<d(Q,0), ny < %|al — 3|, j =2,..n

ii La boule B, (a;) se partitionne en deux secteurs S;,S; telles que I'angle au centre de

Sy soit égal & m — 2¢ et QNB,, (a;) C St

Preuve: (De l'étape 5) m
Soient 0 <7 < 1, et A la couronne A, (a)
On désigne par AT et A~ les intersections de A avec les secteurs S',S?

Pour r € |n,n,[, on a

k = 1=

1 1
_/ Uy A\ Uyr | < _/ |11*7—|
21 Jom, (a,) 27 JoB.(a,)
1 1
= - ’u*r| + _/ |u*7’
21 JoB, (a,)ns? 27 JoB, (a,)ns?

1 _ 1
= 5 |g7|+2— [Wer |
T JoB, (a,)NS? T J B, (a;)NS!

1
G+ = |u*7'|
2T J 9B, (a,)ns!

IN

Car g est réguliere, donc

1

a |u*7'| Z 1- Cr
2T J 9B, (a,)ns?!

D’autre part, en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

9 1
/ ] < </ D (/ Vu?)?
9B, (a;)NSt 0B, (a;)NSt 0B, (a;)NSt

N|=

67



D’ou
1 2
(f Pz o =—p-c)
OB, (a,)NS! (m+2¢)r

Maintenant on prend un 7, plus petit afin d’avoir Cn, < % On a

47

|Vu>,<|2 > ——(1-2GC,)
/8131.(%)051 (m+ 2e)r

En intégrant cette inégalité par rapport a r , on aura

/|VU1*|2 2/ Vu,|* > i log("2) — C(n,) (2.16)
A Auong (a;) NS T+2 T n

On a donc, si ny > 0 et tel que

B4”70 (aj) N B4770 (a’k) = @

et
Bgno(aj) C Q/, J = 1, 7d

d
/ Vo > 3 |Vu*|2+/|Vu*|2 (2.17)
Q\UL By (a)) A

i=2 Bno(aj)\Bn(aj)

Mo 4m? Mo
> 9r(d—1) log2 + = _Jog2 _ C
> 2m( )OgnJr?HL?gog?7 (10)

La derniére inégalité est obtenue a ’aide du lemme de Shaffrir appliqué a chaque
terme.

D’autre part, on sait que
/ |Vu,|” < 27d [logn| + const (2.18)
Ql\U? 1B7I(a‘j)

Si on compare (2.17) et (2.18) et on fait tendre 7 vers 0, on obtient

2

2r(d —1) + < 2nd

™+ 2¢€

d’ou

T+2e>m
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Ce qui contredit notre choix de «.

2.2.5 Quelques précisions sur u,

Le théoréme suivant donne un résultat important.La forme de u, est donnée par le

théoréme suivant :

Théoréme 2.11 On a
Z— zZ— aq

U = e
lz— a1 |z— a4

oll  est réguliére sur €2, de facon que:

Ap =0 dans ()
(2.19)

u, =g sur Jf2

¢ est bien définie (modulo 277Z).

Il faut voir que sur 0f2, on peut écrire g sous la forme recuise. On doit avoir, sur 0f2

e | —a

h

z—a;  z—aq
Avec ¢ globalement définie, on sait que cela est possible ssi deg(h, 9Q2) = 0. Or,

|z — aq]

deg (009) = des(g.00) + deg(Z=8 90) + .+ deg 00)
Z— a Z —aq
— d- deg(ujag) o deg(M’ag)
Z — ap Z — aq
=0

Preuve: (Du théoreme 2.11)

Rappelons que

u, € WP(QSH1<p <2

aj € Q, deg(u,,a;) = +1
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—Au, = u, |Vu,]” surw = Q\ U {a}

i(u A au*)—f—i(u A Ou,
@Xl * 6X1 8x2 * an

) = 0 dans D’(Q?)

On va caractériser les fonctions qui ont les propriétés a) - d). A la place de b), on va

considérer, plus généralement, des degrés d; tels que

diyendy =d

On a déja remarqué que, si |u,| = 1 alors, localement c) est équivalente & u, = eV
avec Aty = 0. Il suit que I'ensemble des fonctions de module 1 qui vérifient ¢) est fermé
pour l'opération de multiplication (ou de division).

Soit

Z — ap Z —ad \d,

R

Ug =

|z — a |z — aql

Un calcul simple montre que ug vérifie ¢) (car chaque facteur le vérifie), et aussi b).

Soit

Alors, v vérifie ¢) et b) avec d; = 0. On peut donc écrire globalement
v = e sur w

En effet, il suffit de voir que deg(v,0wr) = 0, pour tout w de la forme Q\UBg (a;), avec
ER(aJ-) HER(ak): (Z), ER(aj) C Q.
Supposons qu’on a démontré cette assertion. On sait que sur wg, on peut écrire v=e'?,

avec p = Qg.

D’autre part,

Uy = g sur 02
Ug

et donc ¢ est définie sur 02, modulo 27Z. On peut donc choisir toujours la méme

valeur de pp sur 02, ce qui donne

UR = UR’ Sur wg N Wy
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On peut faire tendre ensuite R vers 0. Or, ’égalité en question devient &
d = dl + —|— dd

Pour a), on a

2Ty whe(,8Y),1 < p < 2

(

|z — a

tout comme (%)di, car
Al

Donc, on a pour 1<p < 2,

u, € W' =e¥ec WP = |Vl ell,

= (voir Magja)p € W'? 1 <p <2

Par conséquent, toutes les fonctions qui vérifient a), b) et c¢) sont de la forme

_ Z — a1 dy
e (|z—a1|)

Z — a‘d dd igp
(—) e 2.20
|Z — ad| ( )

avec © EWIP(QR) , 1<p < 2

Pour d), soit u,v eWH(,S!) qui vérifie d). On va voir que uv vérifie d).

En effet, (compte tenu des régles de dérivation d’un produit )

0
p (uv A (uv),) +_8x (WA (uv),) = p [(uy vy = ugvy) (g, Vi + W Vay, + Ugy, Vi + U2V, )
1 2 1

—(uyva + ugvy) (U, Vi + UrViy, — Ugg, Vo — UpVay, )]
-+ un terme analogue

0 0
— a—Xl(u/\uxl—i—v/\vxl) + a—Xz(u/\uXQ—kv/\vxg)

= 0

Maintenant on va voir que d) est vérifiée par chacun des facteurs (ﬁ)dl Compte

tenu de la propriété qu’on vient de démontrer, il suffit de voir que ‘;:Z” vérifie d).
o)

On peut supposer a; = 0. On va vérifier d) (au sens des distributions) sur R? entier.
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Soit n € C°(R?), on a

d & (i

R2 ’Z‘

1877 0  z . 0n

On va vérifier d’abord que
d 7. ixo

0x1 |Z\ |z|

au sens des distributions. Cela revient &

/Zan —/XU,HGC“’(RQ)
g2 2| X1 g2 |2]

/ z@n _ // z@ndX1dX2
R2 \ | x1 6—’0 xl>e |2 x1

= lim {// 1X2 / (ﬁ)%} ("flux divergence")
e—0 |x\>a |Z 8B (0) 2]

2
= —/ 77—|—l1m —1277 ds
x> |Z| =0 Jop.(0) |7|

La derniére limite vaut 0, car

2
/ in ds
aB.(0) 2|

De facon analogue, on a -2 (ﬁ) = Z‘—Zl Alors

< 2memax|n| — 0

x2

d) & 1:/ (=X On X a”)—o Vn
RQ

2POx1 | Ox
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Or, on a

: xp On  x1 On
I = lim _=a a0

= (en coordonnees polalres)

Xe On  x1 On
= lim -—— 4+ — ds dr
EHO/ /8Br ’ 8X1 | ’ 8X2)

= lim —(/ {—ﬁﬁ Xlan}d) dr

e—0 r JoB, r 0x; 1 0xy
o 1 0
= lim / nd
e=0 OB,

Car

/ O —ds =
op, 0

Il suffit que u, vérifie a)-d)<= u, est de la forme (2.20) avec

o . .
(¥ A€ef) =0

0 . )
N
— (e el) + e

0%
au sens des distributions. La démonstration du théoréme sera achevée si on démontre
que cette derniére égalité est équivalente a Ay = 0. Pour cela, on utilise la propriété
d qui pour ¢ régulieére est équivalente au fait que —Ap = 0. Sinon, soit ¢, — ¢ dans
H(Q,R), telle que ¢, réguliére.
Au sens classique,

ﬁ(u A@unH_ 0 (. A@un
ox " Ox’ Oy dy

) =D,

dé=es que u, = e'¥n; p, €D(R?R).

73



Alors, soit n €D(Q,R),

un /\ axun
/ (ax(un /\ 8Xun) + ay (un /\ 8yun>>’]7 e _/ v/r/
@ Q

u, A Oy,

= — [ Ve,.Vn
Q

— —/V@.V?]
Q

= /nﬁw
Q

Et
uy A 8xun w A aXW
—/ Vn — —/ Vn
Q\ u, Adyuy o\ wAOwW
= /@WA&M+@WA@MW
Q
avec
wi=u X ( 278 2 )dd

|z — a4| |z — aq|

Ce qui permet de conclure que

Ap =0

au sens des distributions m

2.2.6 Non unicité du minimiseur pour ¢ assez petit

On va montrer a 'aide d’un exemple donné dans [2] que lorsque la donnée au bord a un
degré non nul, généralement, on n’a pas unicité du minimiseur pour € assez petit.

Considérons d > 2, Q = B;(0) = B; et g = ¢ On va montrer que dans cette
situation, pour tout £ assez petit, il existe une infinité de minimiseurs de F..

Dans un premier temps, remarquons que si on définit R,(u) = e 9“u(e!® z) pour
a €S', et que u un minimiseur, alors R, (u) est toujours un minimiseur.

Dans un deuxieme temps, supposons qu’il existe €, — 0 tel que E., n’admette qu'un
nombre fini de minimiseurs pour tout n. Ainsi pour tout n, ’ensemble des minimiseurs
de E., est stable pour R, avec a €S! arbitraire .

A Taide d’un procédé diagonal, on peut supposer que chaque minimiseur converge
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vers une limite u, (& qui on associe d singularités distinctes), deux limites peuvent étre
distinctes ou non.

Pour a €S! fixé, on voit que R, : H(By;C) — H*(By;C) est continu, ainsi, 'ensemble
des limites est fermé pour R,, o €S! arbitraire. Par suite ’ensemble des ensembles des
d singularités de chacune des limites (pris sans ordre) est stable par rotation d’un ongle
quelconque.

Cela est absurde puisque 'on a qu’un nombre au plus dénombrable d’ensembles de
singularités et qu’au moins une des singularités de chacune des limites n’est pas 0 (elle
sont distinctes et d > 1).

Par contre, pour ¢ > \/L)\T’ la preuve de la section précédente fonctionne toujours et

montre alors que pour € assez grand, on a unicité du minimiseur

2.3 L’énergie renormalisée W((),g,by,...,bq)

On a vu que, étant donnée g € C(9€,S') avec d = deg(g,02) > 0 et une suite ¢, — 0,

on peut extraire une sous suite qu’on désigne toujours par €,, et aj,...,aq € €2 tel que
Ug, — U

dans diverses topologies.
Pour €2, g et les degrés fixés comme ci dessus, on peut considérer 1’énergie renormalisée
associée a d points comme suit
1 n
W=—7 Z did; log(a, — a;j) + 3 ©olg x g-) — 7" diRo(ay)
o9 i=1
ou
Ro(x) = ¢o(x) — 2 d; log [x — ]
et ¢, solution de
DNy =Y 2md;0,,
i=1
d
% =9 Xgr

Théoréme 2.12 Si ay,...,aq sont les singularités de u,, alors

Wi(ay,...,a;) < W(b,,...,b;) (5.1)
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pour tout (by,...,bg) € Q.

La démonstration se fonde sur les estimations qui figurent dans les lemmes suivants

Lemme 2.16 Si by,...,b; € 2 sont d points distincts, alors il existe p, > 0 tel que
1
Ec(u)<dI{p)+ W(by,... b))+ nd log(;)+ O(p) (5.2)

pour tout € > 0 et p < p,.

Ici, O(p) signifie une quantité X telle que
X[ < Cp, p < py

ou C est indépendante de € et p < p,.

Lemme 2.17 [l existe p; > 0 tel que, pour p < p,, il existe N=N(p) avec la propriété
1
E. (u )>dI(e,,p)+ Wlay,...,a;) +7d log(;)+ O(p) +6(1), n> N(p) (5.3)
Ici A(1) désigne une quantité X telle que, pour p fixé, tend vers 0 quand n— oo.

Preuve: (Du théoreme 2.12)

Soit p < min(py,p;) fixé. Pour n >N(p) on obtient, de (5.2) et (5.3) que
Wi(ag,...,.aq) < W(b,,....by) +O(p) +6(1)
d’ou, quand n— oo, on obtient
Wi(ay,...,aq) < W(b,,....by) + Cp

Quand p — 0, on a

Preuve: (du lemme 2.16)
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On fixe, by,...,bq, d points distincts dans 2. Soit U, le minimiseur de

1
[ Vv
2 Jo,

On sait que

1/ ~ |2 1 ~ 122 1 ~ |2

5 1 IVl +—/ (I-u,[")” = o [ [Vu

2 Jo, " de? Jq, , 2o, "
1

= nd log(;) + W(by,...,bq) + O(p)

quand p — 0

Pour i =1,...,n, soit oy = a;(p) € C, || = 1, tel que

~ — b
u, = ai‘z—b’ sur 0B, (b,)
Z — by
Rappelons que
I(e,p) = min E.(u) (5.4)
ueHlﬁ(Bp)
Si v atteint le minimum de (5.4), alors
Ee(aiv(z — b)) = I(e,p) (5.5)

On définit
U,(z), dans Q,

a;v(z — by), dans B (b))

w(z) =
Alors w est continue, d’ou weH(€2). On obtient (puisque u. est un minimiseur)
E.(w) < E.(w) = nd log(%) +W(by,sby) + O(p) + d I(.p)
quand p est assez petit. m

Preuve: (Du lemme 2.17)

Pour p, assez petit on a

u., — u,. dans CH*(€,), p < p,

n
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et de plus

2

1- €
‘1; L |[Vu,]? dans C*(K) pour tout k € N et K compact de Q\ U?:I {a;}
£

On a donc

/ ’ VU‘En
2

on a donc, pour n assez petit,

|vu8n

1
>>nd log(;) + W(ay,...,aq) + O(p?)
2p

Il suffit de démontrer, pour i=1,...,n que

/ ’quU
Bp(a;)

1

> > I(en,p) + O(p) +6(1) quand n — oo

Rappelons que
1
[(t) = [(t71) = [(LE)

a la propriété

t
ty <ty = I(t)) < Wlog(t—z) + I(t,)
1

et on a l'inégalité suivante qu’on suppose démontrée

/ Vo, |2 = Iewp+ %)+ O0) +6(1)
Boy(a;)

i

On obtient

/ ’Vugn
By (a;)

1

2

v

I(zn,p) + O(p) +6(1) + Wlog(%)

= I(en,p) + O(p) +6(1) quand p— 0

Rappelons que

U, =
|z —ai| |z — aq]
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Qp

> I(ew,p) +O0(p) +0(1) + I(ewp+ p*) — I(ensp)

(5.6)
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ou ¥ est une fonction réguliere sur 2. On peut donc écrire, au voisinage de 0

U, = 2 i — ¢
2|

(6+m)

ou 7 est une fonction réguliere.

Pour n assez petit, on a donc sur 9B,

11E g gn ei(9+77n )

ou g, — 1 et n, — n dans C*(9B,). De plus,

1 — Gn 2
2 — |Vu,|” sur 0B,
et donc
1—g, <Ce
Soit
. u.. dans B
W(I‘ele) _ €n P

— o (rei? — gy (rei® . i )
lg’;—g)r +(1— lg—[f))exp(lﬁ) +(—Br+n,+2) dansB,, .\B,

En passant aux coordonnées polaires, on obtient

Vv

[(gn 7p + pz) Egn <W>

1

Ef(uau’Bp) + A2 / (1 - 911)2 + 2(1 + p) / |v9n|2
4En 0B, 0B,

vV

2 1
2 a-@vnlt e [ a-@
P Jos, 9B, P

= B, B,)+0()

d’otu la conclusion. =
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Chapitre 3

Sur I’énergie p-Ginzburg Landau

3.1 Cas ot le degré de la donnée au bord est nul

Dans ce chapitre, on étudie le comportement asymptotique de u. quand € — 0, pour p> 2
sous I’hypothése que la condition au bord ¢:0Q —S! est topologiquement triviale c’est-
a~dire deg(g,0Q2)= 0. Avant de commencer I’étude de ce cas, on présentera briévement

lopérateur différentiel pseudo laplacien.

3.1.1 Opérateur p-Laplacien

De nombreux travaux ont été consacrés ces derniéres années, a ’étude des problémes de
type elliptique, parabolique, de Ginzburg Landau contenant ’opérateur p-laplacien, défini
par

Apu = —div (|Vu|p72 Vu)oul<p< oo

Cet opérateur est fréquemment utilisé dans des équations aux dérivées partielles mod-
élisant les phénomeénes de la physique, la chimie, la biologie, ... etc.

Par exemple, la mécanique des fluides non Newtoniens correspond pour p> 2 aux
fluides dilatants, pour 1 <p< 2 aux fluides pseudo-plastiques.

Lorsque p= 2, A, est le laplacien usuel, ce qui correspond aux fluides Newtoniens de
la mécanique des fluides.

L’opérateur p-laplacien est 1'un des exemples d’opérateurs elliptiques dégénérés pour
lesquels la théorie des solutions classiques ne s’applique pas. Par contre, il satisfait

généralement au principe du maximum (voir Gilbarg Trudinger [10]).
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Soit  C R? un ouvert borné, régulier et simplement connexe et ¢:92 —S! une
application réguliére telle que : deg(g,02)=0

On considére le probléme de minimisation suivant

min  E.(u) (1)
uew P (Q,R2)

avec

1 1 2
E ()=~ [ |[Vu|"+— [ (1—|u]?) dx, p>2
()= [ v [ =) e

et WP :={ ueW'?(Q,R?) tel que u = g sur 9Q}
Puisque W;* # () donc le probleme

1
min /— |Vu.|” (2)
ob

€W 4P (Q,R2)

admet une solution unique. Elle vérifie ’équation d’Euler Lagrange

1
—div([Vu? V) = Ju(l - fuf) (3)

3.1.2 Existence et unicité du point critique

Soit (u,) € WiP(Q, S') une suite minimisante. Alors |u,| =1 dans Q, u, = g sur 9Q et

1 1
—/ |[Vu,|" —  min —/ |Vu/?
P Ja ueWy? (QR2) P Jo

Donc (u,) est bornée dans W'P. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer

qu’il existe u, €WLP tel que

u, — u, dans WP

u, — u, dansLP

En particulier, |u,| = 1 p.p sur Q. De plus 'opérateur de trace est linéaire et continu.

Donc

Uy, — Uy ,, dans Wlfﬁ’p(aQ)

1092 1092

et u,,, = g = w. = g sur 99 , donc u, EW}]*’(Q, St
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De plus, par la semi-continuité inférieure par rapport a la topologie faible, on a
1 p i p
— [ |[Vu, |’ <liminf |Vu,]
p Q n—oo

Ce qui montre que u, est solution du probléme (2)

Unicité

Pour montrer I'unicité, on fixe un u, GW;I’(Q, S1) qui réalise le minimum de
.1 b
min — [ |Vuy|
w;? P Jao
Alors, il existe ¢ eWP(Q2, R) telle que
u, =¥ sur Q

Comme u, = g sur 0f)

ou, . i Oy
= ieY——
an (9Xj
donc |Vu,| = |Vl|. Par conséquent, si le relévement était possible, alors le probléme

de minimisation devient

Min {/ IVel?; 0 € W (Q; R), ¢ = arg(g) sur 89}
Q

et donc, le probléeme admet une solution unique

Considérons maintenant le probléme

min  E.(u)
Wy (QR?)

e . est bien définie dans WP, En effet, si ue WP alors (par les injections de

Sobolev), u €LP, donc E. est bien définie

e On observe aussi que le probléme (1) admet une solution. En effet, soit (uy)

CW;’p(Q,R2) une suite minimisante. Alors (u,) est bornée dans W'P. Quitte a
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extraire une sous-suite, on peut supposer que

w, — u, dans WP

u, — u, dansLP

En utilisant la continuité de 1'opérateur de trace de WP (99) —>W1_%(8§2)

Il résulte que

1

Uy ,, — Uy, dans W' 7»?(9Q)

102 1092

Mais u, = g sur 02, pour chaque n, donc u. = g sur 9f)

Ensuite, en utilisant

Ll =02 = [ [ (up -y

Et
/[Vue\p <liminf |Vu,|’
Q n—oo

il résulte que u. est solution du probléme (1).

De plus, chaque solution vérifie ’équation d’Euler Lagrange :

1
—div (|Vu " ?Vu,) = —pug(l —|u]?) sur Q
£

En effet, pour ve C1(Q) et t € R, on définit

o(t) = E.(u. +tv)
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P B0 L L o, - vu) ¢ [ tE2D

_L/ (Ju|* = 1)
4ep Q t

1 1
= (\V( —i—tv)|p—\Vu€|p)+—/u€(1—|u€\2).v
ep Q

pt
1
_ _/ [Vl + pt [V (1, + tv) P2 VuE.Vv—I—O(t)]—|Vu€|p+—/ (1= [uf?) uv
pt Jo ev Jo

1
= /]V(u€+tv)\p2 Vug.Vv+O(t)+—/ (1 — |u*) u,.v
Q el Jq
= —/div(|V(u€—|—tV)|p_2 Vug).v+i/ (1—|u)?) u.v
Q eP Jq

1
= —/ div( |Vu "™ Vu.).v + —/ (1 —|uw*) u,.v quandt— 0
Q eP Ja
La condition ¢'(0) = 0 implique que

1
—div( |Vug|p_2 Vu.) = g_P(l — |u5|2) u

D’ou le résultat

Proposition 3.1 Si {u./c > 0} est la famille des minimiseurs du probléme (1), alors on
peut choisir une sous-suite () — 0 et le minimiseur w, des p-applications harmoniques

tels que

— u, dans W (Q, R?)

U,
© k—o0

k

Preuve: On prend un minimiseur w €WyP(€,S') (c’est la seule fois dans la preuve on
Phypothese deg(g,002)= 0 est utilisée elle implique que W, ?(£2,S')# 0)
On a

/|Vu€|pdx+—/ (1—|u*)dx < E( /|lep
/|Vu€]de<E /|VW\P

Dongc, la famille (u.) est bornée dans W' (2, R?) ainsi, on peut trouver une sous-suite
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(€n,)— 0 et u, eWHP(Q, R?) telle que
Vu, — Vu, dans L°(Q,R?) (*)
u, —u, dans LP(Q,R?) (**)

1 9.9 _ 1 P
Pw) £ B =gz [0l <o [ vw

= [zt
Q

Ja=mapy = [a-ppy

= |u|=1 p.petu, € WP(Q,S"

De plus, par (*) et (**) on a

/|Vu*|p < liminf/ |Vu,,
Q Q *

ps/wwp
Q

Donc

u, € W;’p(Q,Sl)

/ |Vw|’ = / V|’ = uw =w
Q Q
lim/‘Vusnk}p = /|Vu*]p

= wu. — u, dans WP
[lk

et

étant donné que ¢, — 0, il existe (e, ) tel que

Tra—lun P)P=o
Eny fQ( | "k ) - = l/(1_|115|2)2_>0
Q

cb
u€nk — Ux

v — u, dans WP

Le théoréeme suivant illustre le résultat principal de cette section
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Théoréme 3.1 Soit (u.,) la famille des minimiseurs du probléme (1) qui converge vers

u. dans WP, Alors Vo € (0,1) et K C Q un compact, on a

Ue, — U dans C*(K).

Preuve: D’abord, nous démontrons en utilisant un principe du maximum que |u| < 1.
Puis nous déduisons une inégalité de Caccioppoli (lemme 3.3) pour w.:=|Vu.|>. Enfin,
nous montrons comment obtenir des estimations de type Caccioppoli avec des constantes
indépendantes de £. Cela permet la réalisation d’une procédure d’itération de Moser et
I’application des théorémes de Rellich-Kondrashov et de Sobolev pour conclure la preuve

du théoréme. m
Lemme 3.1 Si u € W? (Q,R?) solution de
. 1 .
—div ([V"™ V') = — (1 [u* )u' , i =1,2 (I)
€

et g :00 —S*. Alors
luf <1 p.psur

Preuve: Pour toute fonction non négative ¢ qui s’annule sur 092 on multiplie (I) par

(pul) et on intégre, on obtient

p—2 i o1 ~ ol Yo (uh)?
[ 1vaP™ v v =5 [ 0=l

On additionne pour i =1,2 et on inteégre le terme [, ¢ |Vu|2, ce qui conduit a I'inégalité

1 1
5/ IVulP 2 V(u? —1).Ve dx < —p/ lu> (1 —u*) ¢ dx.
Q e Ja

Soit a(x) =% |Vu 2 b(x) =1L et v =[u> — 1

ep

Réécrivons la derniere inégalité avec ces notations, on obtient
/ a(x)Vv.Vp dx < / b(x)v(x)p(x) dx
Q Q
= / a(x)Vv.Vp dx + / b(x)v(x)p(x) dx <0
Q Q
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Prenons maintenant ¢ = min(k,vy) pour k € R* fixé, et définissons
Ay i={xeQ /v (x) <k}

On obtient,

a(x) |[Vvy|? dx+ [ bx)(v,(x)*dx <0
A /

Ay

Le fait que a et b soient positives, implique que

vi=0 pp

donc,

v<0=[u’-1<0=[u’<1 pp
Le lemme suivant justifie la dérivation (au sens faible) du systéme (3) par rapport a x

Lemme 3.2 Pour tout € > 0, l'application G. := \Vue\% Vu. est de classe W2 (Q,R?*)

loc

Lemme 3.3 Si . est solution de (3), 5> 0 et w, := |Vu.|*, alors pour tout ¢ € C°(Q)

J

Preuve: Par le lemme 3.2, on peut dériver les deux membres de (3) par rapport a x; ,

on a

v |? 2 o2 bts
V) @ s 2 [ o) o asop? W 9GP
Q Q

on obtient
81116 0 of. ;

)+ g (V) vul] = @

—div[|Vu "2 V( o

pour i,j = 1,2 et f.; ;=P ul(l — |u.|?)

L’équation (4) montre que pour toute fonction test b1 €WLP & support compact, on

of. ;
o 0%

aui 8 .
p—2 € . _ p—2 1 R ..
L 19ulOEE Vo+ [ (19w, 2

On prend ¢ € C§°(Q2) une fonction réguliére positive et on pose

g Oul
an ’

¢i7j = <2 ’vue‘

87



donc, on aura

o, 0ul oul 9] _ . oul Of.; 0
1P G T T S5 [ (v v (¢ e S5 = [ S mup &
Q X X  IXj X; Q0
D’un coté
B oul 8u oul
Vu P2V (=) V(| V|’ /vuap2 20V V|’
= [merrvEihvem 5 = £ [ v v@hpedvar 5
(9 oul
2 B—1 u, B €
5 Vel 9(Vue) 5 wl V(5.0
alors
oul oul ou |?
Vi P2 V(=) VP V(=—)dx = Vu "™ 21V(=—2)| dx
2 @ emnrvigie = 2 ) (50)
p—2+p aui 2
et wg 2 2 V —= dX
13%‘:9 Q ¢ (3Xj)
S | Vu .2gvg|vug|ﬂ Ou (auf)dx = Y [ |Vupe (auf)dx
1<ij<2 Ja aXJ 1<ij<2 JQ aXJ
8
= 2 [ [Vul vV “E)Q)dx
1<ij<2JQ 0x;
= [P wey [wu
Q
_ /w§3 Vw..C.V¢ dx
Q
2 |v w P2 V( ui&).CQB\VuJB_lV(VuE)auie = 58 [ |Vut? V.. V(Vu) x [Vue|
1<ij 0x; 0x; 1<ij<2 Jo V|

_ §/|Vua|p+54|V%| V[ V|- [Vue| .2
Q
- é/ V[P | Vw, [* .2
4 Jo

donc

oul |?
V(E)

p—2+p8
2

G)= > ¢’

1<ij<2 Jq

pP—2+48
dx+/ we 2 VwECVCdx+B/w52 V|
Q0
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D’un autre coté

oul
6) = Vu | ?)Vul. Ve, ; dx = // (VP Vul.V[2¢ V¢ [V |? ==
(6) 13%39 aXJ(I ”7) ¢y dx Py o (V") [2¢V( |Vu.| o,
B3 1V v (V) 2 <8“6>1
© c aXJ 3Xj
_ 2 p+8— — .
- e T Vw2 dx 4 228 (p—2)8 Y (Vi V) +
4 Q 1<i<2
p+8—4 . .
(p—2) / TS (Vi V) (Vi VO) dx
Q 1<i<2

Méme chose pour le second membre, on obtient

8f€1 8f5_i aua
(1) = Sy de= 3| S (Ol 5] dx
1<i,j<2 X;

1 oul 2\ .o 5 2 ) 5 4 Oul Out
= — (1= |u|”).C" | Vu|” — — Vu|” weuf —=.—
P Ql<¥<2(8Xj) ( [ucl™)-¢7) | epP ngi%@g | | Ix; O

B o, . ou. Juk

= — o (1—u. dx—— w2 ulut ==

/ ¢ =l ep ms%}@ ‘ Ix; 0

IN

—/ (1~ uf?) dx

On met, (5)-(7) ensemble, on obtient une inégalité de la forme :

L+ L+ i+ o+ Js

Avec
- 92 p+8—
L = %/wg = |V, 2.¢? dx
4 Q
-2 —92 p+B8—6 .
L = P=2B0=2)p / e T Y (VU Vw,)? dx
4 4 Q 1<i<2
pP—2+8 2+ﬁ aui 2
I3 = V(=—)| dx
’ 1<§<2 Q C (axj )
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Et

1 512
o= = [ w1 — ) dx
ep Q
p—2+8
Jy = /wg 2 |Vw|.(.V( dx
0
p+B—4 . .
J3 = (p—2)/w6 2 ¢ > (Vu. .Vw.)(Vu, .V() dx
Q

1<i<2

e 1 1 2 2
- (p—2) / we 2 C(|Vul V| |Vul V(| + [Vu? V| |[Vu? V(|
Q
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz donc, on aura

Jy s;<p—2[Lw?§4cquwwmu>uv%Hva>
< @—o{éw?§4cuv%ﬁwm4|vq>

p+8-—2
< @—%L%QW%IWQC
< (p—2)Jp

Par conséquent,

Jé f; ([)-— 2) Jé

Alors, on abandonne les termes positifs /5 et I3 sur le coté gauche de (8)
Il < J1+(p—1)J2 .
Maintenant, on emploi 'inégalité

1
b < daZ + —b?
ab <~ da 452
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pour a,b,0 positifs, on obtient

(-2 Jy = <p_1>[2w?52\w V) ¢

p+B—4 pt8
- <p—1>/9wa4 Vol Cwrt V¢

p+§—4 9 1 p:ﬁ 9
< -0 ([ Vel O g [ @t (9]
Q 49 Jq
1 s 2 o, 2(8 )2/ pts 2
< = We ° Vw, + we ? \Y
[ v e XU U v

Cette estimation et (11) conduisent a
J

L’application des techniques de De-Giorgi-Stampacchia et 'itération de Moser d'une

s |2 2 42 248
V) @ axs B ) wF e aneop? W VeR ax 12)
Q Q

maniére en imitant les arguments de DiBenedetto et Friedman et en utilisant (12), on

peut obtenir le résultat suivant

Corollaire 3.1 La fonction |Vu.| est de classe L] (Q) Vg€ (1,00]. De plus si KC Q) est

loc

un compact. Alors

IV, < Cp,g €), dist(K, 0%),9)
En fait, une vérification montre que pour u. telle que [, |[Vu.|” <C, on a

C

|‘7ua|f£ 2'7

pour tout compact K C Q et C=C(p,K).

Commencons par démontrer le lemme suivant

Lemme 3.4 On a |u,| — 1,6, — 0

Preuve: Supposons par I'absurde que le résultat est faux. Alors 3 7 > 0 et KC
compact, on peut définir une suite de points (x; )j=12 CK et g; — 0 tels que U, (Xi )’ <1-n

Soit 26 =dist(K, 0f2), puisque

Vi ()] < ©

— Vxe¢F
€
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avec

F:={xeQ/dst(x,00) >0} DK

on a

n
|u5j(x)‘ < 1_§

pour ¢; petit et x €B; =B(x;, %)

D’autre part, on peut toujours supposer que x; —x€K alors pour j assez grand, on a

1 / 2.2 1 2.2
S [a-lwfr = 5 a )
Sfashfr > 5[ asl
1
> w(p)(g)pﬂ@qui tend pas vers 0 quand j — 0

Ce qui contredit

1
- (1—|u5]2)2—>0
ep Q

Notre principale préoccupation maintenant est de montrer que |Vu.| est localement
borné dans L9, 1 <q< oo, par une constante qui ne dépend pas de €.
On prend une fonction ¢ € C§P(Q2) avec 0 < ¢ <1, ( =1 dans B(a, r), ( =0 a

9 2 2
Pextérieur de B(a,r) et [V(| < g%

On peut supposer que

1
lu(x) |* > 5 Vx € supp ¢ et € petit (13)
Ainsi, le systéme (3) implique que
. p—2 i 1 i 2 i
—div(|Vu,| Vu,) = g—pus(l — |ue|”) / X ug

o 1 .
> —div([Va " = 5 @)? (1 o)

. b1 1
= — > wdiv(|[Vu ] Vi) = — Ju|? (I-|ul?)  /x—
1562 epP [u,|
: p—2 i uis 1 2
= — > div(|Vu["" Vu)—5 = — (1 - [|u]")
1<i<2 |u. | ep

De cette estimation, on calcule la divergence et on intégre par partie le terme avec le
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laplacien Au¥, on obtient

ul p12

1—|u.f?

/ w52 Cdx = - 2 /diV(|VH€|p_2 Vi) —5 we? ¢
Q ep 1<i<2 Ja |e|
P—2 3: i p—2 U R,
= - > [[Vu[" " div(Vuy) + V([Vue ")V —5 w:* ¢
1<<2 Jo .|
ﬁ Coul
- / [V~ SR> / V(| Vu ) vl
1<i<2 ] | 1<<2 Ja lu,|
B2 9
we? (
p=2 .yl 512, p=2 o 512,
= —_ Z /(JJ52 Aula 82 W52 C - Z /V(WEQ )Vulg 52 w52 C
1<i<2 Ja |u.| 1<i<2 Ja lu,|
5 Ay % 9
p+ 1 1 p—2 i
= -3 /w{.;2 Czug 1215 dx / > V(we? )Vu}sw‘E Czug
1<i<2 JQ |lla‘ Q1<i<2 | a‘
e (Pl i — .2
< / > V(we? =)-Vu, dx —|—(p—2)/w€ 2 (" |Vw|
Q 1<i<2 [u,| Q
La derniére inégalité provient de (13)
On note
vis (Pl
K1=/ > V(we? E)Vu dx
Q 1<i<2 |u5|
On décompose K; en 4 termes comme suit :
pt8 (2 : ‘
Ky = > /wez 5. Vu, .Vu, dx
1<i<2 Ja lue|
p+8 C i
K12 = 2 Z /we (VC VU)
1<<2 Ja |u5|
+ 1>+B 2 2.4
K13:u2/we Cu (Vanu)d
2 1522 /g |u5|
p+ C2 ; . .
Ky = -2 ) > == (u..Vu,u,. Vuy)
1<ij<2 Jo lue |
< 0
De plus, par (13) et le lemme 3.1, on a
p+B
Kyl = 3 /ws o Vi
1<i<2 Ja lu.|
p+B 9 p+8+2 9
(13) < 2 [ w? Vo) =2 [ w2 Cdx (3.1)
Q Q

93



p+8 C u;ls ;
Kia] = 2 /wé-? 5 V¢ [V
1<i<2 Jq [u,|
pt8 2 i i
< 4/9%2 ¢ .|V(¢| ;‘ua‘ |V
pt8 2 i12.\1 2 i12.\1
< 4/9%2 ¢Vl (St (3 v’
Pt 9 p+B8+1
(14) < S/waZ ¢ ve| [Vl :8/%2 ¢ V]
Q Q
p+B8-2 2 . .
Kl = 200 5 [ w5 ] |7
2 1522 Ja lu,|

p+3—1

(15) < 2(p+5)/w§2 Ve (2 dx
Q

Maintenant, combinons les inégalités (12)-(15) avec le lemme 3.3, on obtient ’estimation

suivante

J

Ensuite, nous utilisons une astuce standard pour se débarrasser du terme contenant

2 p+8

¢ dx < c[/wj*ﬁ” % dx—l—/w€p+§_l V.| C2+/w52 V¢ dx]
o Q Q Q
(16)

p+B

Viwe* )

|Vw,.| dans le membre de droite.

On a

p+8-1 2 p+B—4 p+B8+2
Clw? |Vw| Cdx=C /[ we?* |Vw] Cwe?* ¢
0 Q

On applique 'inégalité : ab< Ja? + #bQ, avec

s_(+B)”

32C

on trouve,
otB_1 ) 1 b8 2 ) 8C2 p+B+2 9
C/w€2 |Vw5|Cdx§—/ V(w* )| ¢*dx+ 2/w52 ¢* dx
Q 2 Ja (p )" Ja
car ) )
p+8 p+B—
‘v(w64 ) — (p —;66) We 2 |VW5|2




p+B 2

V(we* )| dans le coté gauche de (16), on obtient

De plus, on absorbe le terme

J

et on peut prendre

2

p+8

1 p+§+2 2 # 2
V(W) Cdx—l—/ﬁwa Ve dx (17)

¢ dx < C(p,B) ( / ol

Q

C(p, B) = 2.10° p*(p + )

Pour faire face a la premiére intégrale sur le coté droit, soit q= 1 et son exposant

conjugué q* = 2, prenons o = p+4ﬂ , par le théoréme de prolongement de Sobolev, on a

Jer e = [ eroraxsc [ vesor
< Op)aX( / W2 VP ¢ dx)? 4 Cp)( / W2C V)
R2 R2

Afin de voir encore, les expressions qui figurent dans (17), notons

a_l_w
B 4

On applique I'inégalité de HOlder, pour estimer I’intégrale sur le coté droit, ce qui

donne
piper ps8 >, pgs )
/ng ¢ dx < c<p)</Q V()| ¢ dx) .(/{#0} o, dx)—l—C(p)(/ﬂwE Ve dx) .(/{#0} w. dx)
(18)
Soit,
(p+0)

et on définit

P(s,e) - —/Q‘V(w;)
v s = [ o [V
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On utilise ces notations et on rassemble (17) avec (18), on obtient
d(sie) < CoS?0(s,6) I(e) + CoS* (I(e) + 1)th(s,¢)

Co ne dépend que de p.

Pour finir la démonstration, on a besoin d’introduire le lemme suivant

Lemme 3.5 Pour tout K C Q) et q€(1,00), il existe une constante C qui dépend de p, q,
K et g tel que

||w <C, pourk=12,...

q
Ek” w2 (k)

Par le théoréme de Morrey, W2 se prolonge dans L2, cependant, on utilise le lemme

précédent et on prend une sous-suite (gy), tel que

Vu, |2 — |Vu|? dansL? (19)
Vu, — Vu, dans LY(K,R?")

pour tout compact K C Q et q= 2k, k= 3,4,....

On applique le théoréme suivant pour conclure
Théoréme 3.2 Si (f) CLF, 1 <p< oo converge vers f €LP et lim [|fi||, = |Ifll,- Alors
= fl, =0 quand k— oo
donc (19) implique que
u, — u, dans Wo4(Q,R?) pour q = 6.8,...
donc par le théoréme de prolongement de Sobolev on conclut que

lue, — u*”cﬁC —0

Résumons, nous avons prouvé que toute suite u., —u, dans W' contient une suite
qui converge vers u, dans Cf. (Va < 1), par conséquent, la suite (u., ) converge vers u,

localement dans C'“ ce qui termine la preuve du théoréme.
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Remarque 3.1 L’hypothése que u. soit un minimiseur de E. a été utilisée uniquement
pour établir la convergence de
— u,dans WP

U,

Par conséquent, si nous savons que

) _ 1
—div( |Vu€k|p 2 vuak) - 5_pu€k(1 - |u5k‘2)
k

et qu’ il existe une application vé WP telle que
u., — v dans WP

alors,

u, —v dans CL Va<1

k loc
Remarque 3.2 Pour obtenir la convergence de u., dans C**(K), K un compact de Q, il
faut savoir que

p

2
/ Lolwl” g < g
Bg € N

pour une constante C indépendante de et un certain § €(0,1)

Nous montrons ici un résultat (probablement bien connu) la bornitude locale de |Vu,|

Lemme 3.6 Si u. € W,”(Q,R?) est solution faible de (3). Alors pour tout K C €, il

existe une constante C(p,K) tel que
C(p,K
|Vu.|" < #(1 -l—/ \Vu|" dx) pourze K
€ Q

L’idée de la preuve est tirée de Brézis, Bethuel et Hélein [1,lemme Al]. L’estimation

de 'opérateur de Laplace est remplacée par l'itération de Moser.

Preuve: On introduit une fonction auxiliaire v définie par la formule : v(x)=u.(ex)
(donc |Vv | = |V u|) pour tout x dans G:={ x \x=1I, y€ Q}= (),
qui vérifie

—div(|Vv]"™* Vv) =v(1 — |[v°) dans Q

et
vl <1
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On écrit : h = |Vv]?

On répéete la preuve du lemme 3.3 et on met

On obtient,

| v

pour ¢ € C§°(2) qui satisfait : 0 < ¢ <1, ¢ =1 dans la boule B, C Q, ( =0 dans
O\Br et |V(| < %.

2 p
Cdx < Cs/hS“‘zg2 dx+C/hS (1+[V¢*) dx
Q Q

Soit w = max(1,h) . Supposons que

1
§R<r<R§1

Puisque
W > wSJrlf% > hs—l—l—%
et
Vwh)| < [vmd)|,
on a
V(w?)[* dx < Cs 2/ “dx
Br (R’ - r) r

ou

_ P \iP

p .

Py = 5(1"‘2 )
et] = 1,2,
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quand j— oo, on conclut que

ess max w(x) < C(/ w%)%
By

x€Bp
2

On fixe K C 2 et K. ={ x \x=%, y€ Q}. Pour ¢ petit, supposons que p = 1 <dist
(K., 092) = dist (K., 092)/2.
Pour simplifier supposons que toutes les boules centrées en 0, passent de x € 2 &'y

= ex € (), on obtient

ess max 2 |Vu.(y)]> < C(/ max (1,e? |Vu5|2)%)%
yEB(O,%) B(O%%)

on applique I'inégalité

max (a,b)” < 2°(a” + b¥)

donc

max (1,62 |[Vu.|*)2 25 (14 &” | Vu.|’

IN

IN

1 p
Ol +Vul’)
On conclut que

1
e? [ Vu(y)|” < C/ (—p + | Vu |’ )dx
B(0

£
’2

) £
< C(1+/\Vug|pdx)
Q

Ce qui compléte la preuve du lemme =
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Conclusion

On a vu que le probléme (P) traite grossiérement deux facettes. La premiére facette
correspond au probléme bien posé, lorsque le degré de la donnée au bord est nul. Dans
ce cas on a une réponse directe au probléme, il existe une solution unique notée u, qui
admet comme relévement 1’extension harmonique d’un relévement de g.

La deuxiéme facette est nettement plus difficile, les hypothéses que 'on considére
ne sont plus compatibles, on a donc remplacé la contrainte de module par un terme
pénalisateur ayant pour parameétre ¢ (petit).

En outre, u, est réguliere, sauf en un nombre fini de points appelés singularités ou
vortices ou tourbillons en physique.

Les singularités minimisent une énergie appelée énergie renormalisée et ’énergie de
Ginzburg-Landau en ces points est infinie.

Dans le chapitre 3, on a vu que lorsque p> 2, et d= 0, le probléme de minimisation
(2) admet aussi une solution unique, et on a trouvé que le minimiseur de E. converge
vers u, dans plusieurs topologies. D’aprés cette étude, on peut conclure qu’il reste une
question trés importante qu’est d’étudier la convergence du minimiseur dans presque C2.

Et reste le probleme ouvert qu’est d’étudier le comportement asymptotique des min-
imiseurs de p-Ginzburg Landau dans le cas ou le degré de la donnée au bord est non

nul.
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