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Introduction

Les séries de Fourier de processus stochastiques ont un grand intéret dans les sciences appliquées:
Développement en série de Fourier de signaux déterministes ou aléatoires, bruit de fond ect..
([9],[12]). En général dans.les études d’analyse de Fourier sur les processus stochastiques, nous
faisons I’hypothése que les coefficients de Fourier pour deux indices différents sont non correlés.
Mais, cette condition implique que le processus a une fonction de corrélation constante et donc
le processus est trivial (ie réduit & une v.a.) ([4]). D’ou la nécessité de préciser le comportement
des corrélations des coefficients de Fourier pour deux indices.différents.

Dans ce mémoire nous présentons une étude sur les séries de Fourier des processus stochas-
tiques faiblement stationnaires et le comportement des corrélations des coefficients de Fourier.

Nous développons les résultats des articles suivants:

1.Kawata T. " On the Fourier Series of Stationary Stochastic Process I". Z. Wahrschein-
lichkeitstheorie verw. Geb. 6 pp. 224-245 (1966).([1])

2. Kawata T. " On the Fourier Series of Stationary Stochastic Process I1". Z. Wahrschein-
lichkeitstheorie verw. Geb. 13 pp. 25-38 (1969).(]2])

Dans le chapitre 1, nous rappellons des préliminaires sur les processus stochastiques utilisés
par la suite.

Dans le chapitre 2, nous développons les résultats de Kawata T. (1966). Nous rappellons les
résultats de Root W.L.et Pitcher T. S. sur les comportements asymptotiques des covariances des
coefficients de Fourier de processus a valeurs complexes. Pour un processus réel X = (X (t) ,t €
R) centré faiblement stationnaire, nous définissons sa série de Fourier sur un intervalle fini
[0,7]. Nous donnons les comportements asymptotiques avec ordre de grandeur des covariances

des coeflicients de Fourier pour différents indices lorsque T' — oo.Par la suite nous donnons la



convergence de la série de Fourier du processus en différents modes de convergence (moyenne
quadratique, presque-siire en valeur absolue, presque-partout ). Nous terminons le chapitre par
la loi limite d’un vecteur des coefficients de Fourier d’un processus moyenne mobile.

Dans le chapitre 3, nous développons les résultats de Kawata T.(1969). Nous reprenons la
méme étude du chapitre 2 mais cette fois pour un processus X = (X (¢),¢ € R) complexe centré
faiblement stationnaire et T-périodique. Dans ce cas nous définissons sa série de Fourier sur
la période [—%, %} . Nous donnons les comportements asymptotiques avec ordre de grandeur
des restes des séries des coefficients de Fourier. Par la suite sous des conditions sur la fonction
spectrale du processus nous donnons la convergence absolue de la série des coefficients de Fourier
du processus qui est la convergence absolue presque-siire de la série de Fourier du processus.
Nous donnons aussi la relation de Parseval en fonction de la corrélation d’un processus défini
sur un intervalle. Nous terminons par 'approximation en moyenne-quadratique et convergence
uniforme presque-stire d’un processus centré faiblement stationnaire non-périodique par un
processus centré faiblement stationnaire périodique.

Finallement, en Annexe nous présentons des résultats de simulation sur le comportement des
séries de Fourier du processus du mouvement brownien et du processus d’Ornstein Uhlunbeck.
Nous présentons aussi des résultats numériques sur la covariance des coefficients de Fourier du

processus d’Ornstein Uhlunbeck.



Chapitre 1

Processus stochastiques

stationnaires du second ordre

Nous présentons ce chapitre comme préambule du mémoire. Toutes les définitions, propriétés et
remarques générales sur les processus stochastiques stationnaires sont extraites des références
[2],[5],[11],[12],[15],[16] , [18] et sans donner aucune démonstration des résultats cités.

1.1 Préliminaires

e Un processus stochastique réel ou complexe est une famille de variables aléatoires
X=X@®,teT)=(X(t,w),teT,weN)

définies sur un espace de probabilité (2, F, P), a valeurs dans R ou C et V T' un ensemble

de parametres. En général, T =R ou T = (a,b) un intervalle fini ou infini.

e Les v.a X (t) sont:

1] Pour ¢ fixé, X (t) = X (t,w) ,w € Q est une v.a.
2] Pour w fixé, X (t) = X (t,w),t € T est une fonction du temps appelée "une réalisation",

"une trajectoire" ("sample path") du processus X.

e Un processus stochastique X est dit mesurable si presque toutes ses trajectoires sont



Lebesgue-mesurables.

e Un processus X = (X (t,w),t € T,w € Q) sur 'espace de probabilité (Q,F, P) est dit
séparable si il existe un sous-ensemble T* C T dénombrable et un événement g € F

avec P(Qp) = 0 tel que pour tout ensemble fermé F' C R nous avons:
{w; X(t) € F,vt € T*}\{w; X (t) € F,Vt € R} C Q

T* : est appelé "ensemble séparant" de (X (t),t € T)

Remarque 1 Pour tout processus X = (X (t),t € T), il est toujours possible de trouver un

processus Y = (Y (t),t € T') qui est séparable et équivalent X (P(X #Y)=0)
e Processus stochastique du second ordre

Un processus stochastique X = (X (¢),t € T') est dit processus du second ordre si
E(X*(t) <oo VteT

La classe de ces processus est notée par Lo.

Exemple 2 Processus gaussiens , processus de Wiener-Levy ou Brownien , processus d’Ornstein-

Uhlenbeck

e Pour tout X Y € Ly nous définissons la distance sur Ly par

Ix-vi=(Bx-v7)"

e Processus strictement stationnaire

Un processus stochastique X = (X (¢),t € T') est dit strictement stationnaire si pour tout

n € Z4, pour tous points t; < ... < t,, dans T' et pour tout h € T nous avons

L(X(t1),..X({tn)=L(X({t1+h),.... X (tn +h))

ou L (X) = loi de X.



e Processus faiblement stationnaire(PFS):

Un processus stochastique X = (X (t),t € T) est faiblement stationnaire s’il est du second

ordre et vérifiant les conditions suivantes:

1] E[X (t)] = p (constante indépendante de t), Vt € T'
2] K(t,s) =E[(X(t)—p) (X (s)—pn)] = R(]s —t|)(ne dépend que de la différence (s —t)
), Vs, teT

Remarque 3 1) Dorénavant nous considérerons X PFS centré alors E[X (t)] = 0, var [X (t)] =
E[X?2(t))=c? et R(t,s)=E[X ()X (s)]=R(Is—t|]) =R(r) o7 =1|s—t].

2) Si X PFS, mesurable alors la v.a. f; X2(t)dt existe p.s. pour tous réels a,b.

En effet: posons I = be2(t)dt , I est une v.a alors E(I) = E(f; X2(t)dt) = f; EX2(t)dt =
o?(b—a) ou EX%(t) = aaz < oo et par suite I < 0o p.s.

e Processus a accroissements indépendants:

Un processus stochastique X = (X (¢t),t € T') est a accroissements indépendants si pour

tout 0 < t1 < tg < ...<t, dans T les v.a

X (0),X (t1) — X (0), X (t2) — X (t1) ..., X (tn) — X (tn—1) sont indépendantes

e Processus a accroissements orthogonaux:

Un processus stochastique X = (X (¢),t € T') est a accroissements orthogonaux si

HE|X(t)—X(s)?<o0, VitseT
2] E[X (ta) — X (s2)] [X (f1) — X (51)] =0, V51 <t <s9<ts

1.2 Covariance d’un processus stationnaire

e Soit X = (X (¢),t €T) un processus du second ordre. La fonction moyenne de X est
définie par

mx(t) = BE(X(t)),t € T



la fonction d’autocovariance de X est définie par

Kx(s,t) : =cov(X(s),X(t)) =FE[X(s) —mx(s)][X(t) —mx(t)]

et la fonction d’autocorrélation de X est définie par

Rx (s,t) = E[X(s)X(2)]

Remarque 4 1) Sile processus X = (X (t),t € T) est centré i.e mx(t) =0 alors Kx(s,t) =
E[X(s)X (1)) = Rx(s,t)
2) Si X = (X (t),t € T) est un processus compleze alors Rx (s,t) et Kx(s,t) sont définies

respectivement par

Rx (s,t) = E [X(s)m] et Kx(s,t) = E[X(s) — mx(s)] [X () — mx (D]

e Supposons que X = (X (t),t € T') est un PFS centré. Sa fonction d’autocovariance est

définie par

et possede les propriétés suivantes:

1] R(0) = EX?(t) =
2] |R(1)| < R(0),V¥r

]
]
3] R(—1) = R(7)
]
]

(7)(Si X (t) processus a valeurs réelles)
4] R(—7) = R(7)(

5] La fonction de covariance R est définie positive:

Si X (t) processus & valeurs complexes)

Vt1,..,txy € R,Vay,..,ay € Con a Z R(t tn) Q@ > 0

m,n=1
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o Représentation Spectrale de R(7) : Nous avons le théoréme suivant:

Théoreme (Wiener — Khintchine) ([5]) : Une condition nécessaire et suffisante pour
que R soit la fonction de corrélation d’'un processus stationnaire stochastiquement continu
(X (t),t € R) est qu'il existe une fonction F' non-décroissante vérifiant F'(—oo) = 0, F'(+o0) =1
telle que pour tout 7, R(7) admet la forme suivante

R(1) = / = e“TdF(w)

— 00

F est appelée distribution spectrale de X = (X (¢),t € R).

1.3 Continuité des trajectoires

e Un processus stochastique X : T' x 2 — R est stochastiquement continu au point ty € T

si pour tout € > 0 nous avons

P{IX(t) — X(to)| > ¢} — 0 quand |t —to| — 0

e Un processus stochastique X = (X (t),¢ € T') est un processus continu si presque toutes

ses trajectoires sont continues sur 7.

e Un processus stochastique X = (X (t),¢t € T') du second ordre est continu en moyenne

quadratique (m.q) en s € T si

lim E [X(t) — X(s)]* = 0

t—s

Théoréme 5 ([15] p.152)Un processus X = (X (t),t € T') du second ordre est continu en

m.q ent =T si et seulement si sa fonction de covariance Kx (s,t) est continue en s =t =17

Remarque 6 ([11] p.209)
1) Si X est un PFS centré alors X est continu en m.q ssi sa fonction d’autocorrélation R (T)
est continue au point T =0

2) X continu en m.q n’implique pas que les trajectoires de X sont continues.

11



Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu’un processus X soit équivalent

A un processus Y ayant des trajectoires continues avec probabilite 1

Théoréme 7 (voir[15] p.149 ou [18] p.63)
Soit X = (X (t),t € [0,1]) un processus stochastique. Supposons que pour tout t,t + h dans
[0,1]
P{X({t+h) - X@)| =g(h)} <q(h)

ou g et q sont des fonctions paires de h, non-croissantes quand h | 0,et tel que

o0

o0
D g(2") <oo et Y 2'q(27") < o0
n=1 n=1
Alors il existe un processus stochastique Y = (Y (t),t € [0, 1]) équivalent a X p.s a trajectoires

continues sur 0 <t <1

Remarque 8 1) ([18] p.65) Avec les notations du théoréme précédent si

E|Xt+h)-XO)) < ——mpr

oup <1 et K sont des constantes positives,alors nous avons la méme conclusion du théoremeT.
2) Si X est un processus séparable satisfaisant les conditions du théoréme précédent alors X

est p.s a trajectoires continues sur 0 <t <1 .

Théoréme 9 ([1]) Si X est un PFS qui vérifie la condition
+oo
/ |z|* dF(z) < oo pour ac > 1 (1.3.1)
—00

ot F' la distribution spectrale du processus X, alors X est p.s a trajectoires continues .

Remarque 10 (/1]) Si nous remplacons la condition (1.3.1) par la condition plus faible

+oo
/ |z| (log™ |33|)BdF(x) < oo, pour f>1

—0o0
alors nous avons la méme conclusion du théoréme 9.
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Théoréme 11 ([2]) Soit X = (X (t),t € T') un PFS, et il existe une fonction g paire, non-

négative et non-décroissante pour x > 0 et vérifiant les conditions suivantes:

00 +oo
Z 1/g(n) < oo et / g(x)dF(z) < 0o
n=1 -0

ou F est la distribution spectrale du processus X.Alors X est équivalent & un PFS p.s. a

trajectoires continues .

Corollaire ([2]) Si X est un PFS satisfaisant

+o0o
/ |z| (log™ |:C|)’BdF(x) < o0, pour f>1

—00

alors X est p.s. a trajectoires continues.

Corollaire ([2]) Si X est un PFS satisfaisant
¢ (h) == E|X(t+h)—X(@)]*=0(h/|log|h||") pour >3 quand h — 0

alors il est p.s a trajectoires continues.

1.4 Représentation spectrale de processus stationnaires

Théoréme 12 Tout processus X faiblement stationnaire, continu en probabilité admet la représen-

tation spectrale

X(t) = / it gy (A)

— 00

ot Y (X)un processus a accroissements orthogonauz, et
E|dY (N> = dF(\)
Définition 13 Un processus moyenne mobile est défini par

X(t) :/OO (A=) de (A)

—0o0
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ot ¢ est une fonction Lebesque-mesurable vérifiant ffooo e ()\)\2 d\ < oo et & est un processus a

accroissements orthogonauz, avec E |dé (\)|* = d.

Théoréme 14 ( [5] p.532,533)Un processus X faiblement stationnaire est un processus

moyenne mobile si et seulement si sa distribution spectrale F' est absolument continue.
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Chapitre 2

Séries de Fourier d’un Processus

faiblement stationnaire

2.1 Introduction

Soit (2, F, P) un espace probabilisé et X = (X (t) = X (t,w),t € R,w € Q) un processus faible-
ment stationnaire a valeurs réelles, continu, défini sur (Q, F, P) et satisfaisant les conditions

suivantes:

EX%(t) < oo pour teR (2.1.1)
EX(t) = 0 pour teR (2.1.2)
EX(s)X(t) = p(s—t) pour t,seR (2.1.3)

ou la fonction de corrélation p du processus est réelle, paire, continue et de la forme

+00 “+o0o
p(u) = / AR (z) = 2 / cos(zu)dF (x) (2.1.4)
—00 0

ou F' la distribution spectrale du processus X, qui est non décroissante, bornée et vérifiant

F(z) =1—F(—240) et p(0) = F(+00) — F(—o0) = EX?(t)
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Si X = (X (t),t € R) est un processus séparable et mesurable alors f; X2(t)dt existe p.s. pour
tous réels a, b.

Nous considérons maintenant les séries de Fourier du processu X = (X (t),t € R) sur un
intervalle (0,7") ot T" est un nombre positif arbitraire. Pour w € ©, X (¢,w) est une réalisation

sur [0, 7). Le développement en série de Fourier de X (¢, w) sur [0,7] donne

X(tw) = X(t) = 20 4 i(A 2Tt By sin 21y (2.1.5)
,w) = =3 1 n COS nSin — 1.
n—=
ou les coefficients de Fourier sont donnés par les formules :
2 (T 2
Ay = 2| X(s)cos 3 1s n=0,1,2,... (2.1.6)
0
2 (T 2tns
B, = T/o X(s)sin T ds n=12 ... (2.1.7)

Il est connu que quand T' T +o0, la covariance de deux coefficients de Fourier pour deux indices
différents converge vers zéro. Mais dans la littérature appliquée, habituellement nous supposons

souvent que pour tout 7' > 0

FALA, = EB,B, =0 pour n#m

FEA,B, = 0 pour tout m,n

Mais cette condition implique que le processus stationnaire se réduit au processus trivial ol
p(u) = cs'® Vu ([4]). De cette remarque, il est intéressant d’étudier le comportement asymp-
totique et les vitesses de convergence des coefficients de Fourier quand ils tendent vers zéro.
W. L. Root et T. S. Pitcher([10]) ont obtenu les résultats suivants pour un PFS X a valeurs
complexes tel que X (t) = 4—20:0 cn€®™T avec ¢, ses coefficients de Fourier et p sa fonction de
corrélation. Nous avons -
Théoréme 15 ([13])
1] Si p est intégrable sur R et j? p(t)dt#0

—0o0

2\ _ . E(cntm) o
alors £ (|cn] ) =0(1/T)>0 et Tlgl;o (o) Blom )T 0 pour m#m

16



2] Si p est de carré intégrable et r sa transformée de Fourier alors

L (—1)”+m 7 U+ nmw sinZu
E(c,em) = ——— d
(cnCm) 27T "\ o ) [u+ (n —m)m] “

—0o0

3] Si p est de carré intégrable et sa tansformée de Fourier s’annule présque partout dans

(—€,€) pour un € > 0 alors
. E (cntm)
P o) 2 ()]

4] Pour n = aT et m = bT nous avons :

=(=1)"""™  pour tout n et m

Si p est intégrable et de carrée intégrable, si a est un nombre réel et p # q sont des entiers

tel que r (a/2) > 0 et r((¢/p) (a/2)) > 0 alors

E (¢, k
lim (CpiCar) =0, Tpy=-"L k=01,02..

W o (o) B )] a

En fait l’éxpression ci dessus est O ([(p -q) k]_9> pour tout 6 < 1

Enfin le dernier résultat
5] Sir est bornée et s’annule en dehors de l”intervalle (—A/2,A/2) pour un certain A,

alors

i E<\cn|2>+ f E(!cnwz) /E:.:E(Icnlz)=0<loﬁf>

[AT]+1 —[AT]+1

ot [AT] est la partie entiére de AT

Au paragraphe(2.2) nous présentons les résultats de T. Kawata [1] avec des estimations
précises sur les vitesses de convergence des covariances des coeflicients de Fourier d’un procesus
X réel, sous certaines conditions sur la distribution spectrale F' ou sur la densité spectrale f.Au
paragraphe (2.3) nous donnons le comportement asymptotique des coefficients de Fourier pour
un processus X & valeurs complexes. Les problémes de convergences des séries de Fourier de
X sont donnés dans les paragraphes (2.4) et (2.5). Nous avons que la série de Fourier (2.1.5)

d’un processus stationnaire continu X est convergente en m.q vers X = (X (¢),0 <t < 7T). Il

17



est naturel de savoir sous quelles conditions les séries de Fourier convergent vers X (¢) presque-
partout ou absolument dans (0, 7") avec probabilité 1. Ces deux convergences sont analogues aux
théorémes de Kolmogorov-Seliverstov (voir[14] p.252) et de S.Bernstein ( voir[14] p.135)
sur les séries de Fourier ordinaires.

Finallement, nous donnons au paragraphe (2.6) le comportement en loi des coefficients de

Fourier (2.1.6) et (2.1.7).

2.2 Comportement asymptotique des covariances des coefficients

de Fourier

Soit X un processus faiblement stationnaire, continu, a valeurs réelles défini comme dans
I'introduction et F' sa distribution spectrale.

Nous discutons le comportement asymptotique des covariances FA,, A, EB,,B,, et EA,, By,
des coefficients de Fourier (2.1.6) et (2.1.7) de X (¢) dans (0,7) quand T' — oo avec m et n
fixés.

Soit F' la distribution spectrale de X. Nous établissons les lemmes préparatoires suivants:

Lemme 1 Nous avons

ot
+o0
o= / ©(XT';m, n) sin® XTdF(\) (2.2.2)
o
Jy = / ©(AT;m,n) (1 — cos AT)? dF(\) (2.2.3)
et
4 2
o(u;m,n) = 4 (2.2.4)

[u? — (2mm)?] [u? — (27n)’]

18



Preuve: A partir de la formule (2.1.6) nous avons

2 [T 2 2 (T 2
EAnA, = E(7 /0 X (u) cos ﬂ;wdu)(f /0 X (v) cos ?”dv)

21

7dev

4 (T 2mmu T
= ET2/0 X(u)cosTdu/o X (v) cos

2mmu 2mnu

4 T T
= T2/0 /0 E[X (u)X(v)] cos T Cos dudv (par Fubini)

4 T 2 2
= T2 / / p(u — v) cos T cos 2T dudv
o Jo

T T

En insérant la formule de p donnée par (2.1.4) nous avons

T T

8 +oo pT pT 9 9
= T2/0 /0 /0 cos(u — v)A cos ﬂ;nu cos 7;wdudvdF()\) (Fubini)

4 T pT +o0o 9 9
EALA, = TQ/ / 2/ cos(u — v)AdF' () cos T cos ™ qud
0 0 0

En utilisant la formule

cos(u — v)A = cos uA cos VA + sin uA sin v A

et en insérant dans la relation précédente nous pouvons représenter KA, A, par :

EALA, =J+ Jy

ou

8 +o00 T 2 T )
J1 = TQ/O [/0 COS UM COS F;wdu] [/0 COS VA COS wadv} dF(\)

+o00 T 2 T 9
et Jo = 8 / [/ sin u cos qudu] [/ sin v\ cos 7rm}dv} dF(X)
0 0 T 0 T

T2

En utilisant les formules

cos(A+ B) —;COS(A — B) ot sin Acos B — sin(A + B) —;—sm(A — B)

cos Acos B =
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nous obtenons

5 = 8 +°°[/Tcos(@”+)\)u+cos(27¥”—)\)du]‘
T 2mn 2mn _
/ cos(T +)\)v+cos(T )\)Udv AF(\)
0 2
5, = 82 +°°[/Tsin()\+27¥”)u+sin()\—T)udu]'
T o 2mn ; _ 2mn
/ sm()\+ T)v—;—sm()\ T)Udv AP ()
0

Apres calcul d’intégrales nous arrivons a

2
T2

J1

———sin(2 AT
[27rn+)\Tsm( mn+ AT) +

et

2
T2

+oo T
- T+2 -1
Ja /0 [ T T 2 (cos (AT 4 2mm) — 1)

T

Comme les fonctions ’

nous avons donc :

+o00 T
——sin(2 T
/0 [27rm+)\Tsm( mm + A\T') +

T
2mn — \T'

T
T — 21

T .
m Sln(27'rm — )\T):|

sin(27mn — )\T)} dF(\)

T
- T—-2 —-1).
SV — (cos (A ™m) )}

- (cos (AT — 2mn) — 1)] dF()\)

"sin” et ” cos” sont 27- périodiques, impaires et paires respectivement

no= 2T g — T gaar
! T2 J 2mm + AT i orm — AT
T T
———sin AT — —————sin AXT'| dF'(\
[27m+>\T o o — AL ] )

et

2 [T
72 [_)\T—i—me(

Ja cos \T' — 1)

[_)\T—i-%rn (cos AT — 1)

20
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Les intégrands de J; et J2 sont paires par suite :

S o= —

1 [t
=/ |

—00

T . T _
[M Sin )\T — m Sin )\T:| dF()\)

et

Jo = 1/+°° —L(COS)\T—I)—L(COSAT—I)
S AT + 27wm AT — 27m '

—0o0

cos \T' — 1)

T — 9 (cos AT — 1)] dF(\)

[_mzm(

Apres calculs et en factorisant dans J; par (sin2 AT ) et dans Jy par (1 — cos \T' )2 nous déduisons

que
J = / +OO[ 1 B 1
oo {@Em A AT) 274+ AT)  (27mm + AT) (27 — AT)
(2mn + AT)l(me N T @am AT)l (2mn — AT)] sin® A\TdF(\)
et

+oo 1 1
J p—
2 /_Oo [(AT T 2mm) (M + 27n) | (T + 27m) (AT — 27m)
1 1

T ) O T 2] T O — 3 (0 —3emy) (1~ Cos AT dF ()

1

Enfin par réduction au méme dénominateur et aprés simplifications nous obtenons le résultat

final:

= +°° (M) sin
e /oo [O7)? — 2mm)?] [(\T)? — (2mn)?] TATAFQ)
= +OO ! )\T)2 — cos
B /—oo (1) — 2mm)?| [(X7)? — (2mn)?] (1 - con XT) dF ()
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et
4 (A\T)?

Xl m,n) =
P = T~ amp (0T — (2]

Par conséquent nous avons les formules (2.2.2),(2.2.3) et (2.2.4). D’ou le Lemme. ®

Lemme 2 Nous avons

EBmBn = Kl + KQ
ot
+oo
K = / Y(AT;m,n)sin® \TdF()\)
__tooo
Ky = / Y(AT;m,n) (1 — cos AT)? dF(N)
et

1672mn

[u2 - (27Tm)2} [u2 - (27m)2]

P(uym, n) =

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

Preuve: Nous développons de la méme facon que dans le lemme 1 mais en utilisant la formule

(2.1.7). Nous avons

EB,,B, = / X (u) sin 27rmu / X(v sm d)

2 2
= / / EX(u)X(v)sin ﬂ;lu sin 7;deudv (Fubini)

2 2
= T2/0 /0 p(u — v)sin W;lusin 7T;v<11L(111

En insérant la formule (2.1.4) nous obtenons

4 T ,T 400 9 9
EB,B, = T2/ / 2/ cos(u — v)AdF () sin w;nu sin ?Ududv

8 [too T T . 2mmu . 2o .
= T2/ / / cos(u — v)Asin T sin— dudvdF'(\) (Fubini)

En utilisant les mémes formules trigonométriques ci dessus nous déduisons que

EB,, B, = K1 + K>
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ou

+oo T ) T 2
K = % i [/0 sin u\ sin 7T;ZUdU] [/0 sin v\ sin ?Udv] dF()\)

et Ko = T2/ [/ cos u sin 7T;walu] [/ cos v sin Zzwdv] dF()\)
0 0 0

En utilisant les formules suivantes:

sin Asin B =

cos(A — B) — cos(A + B) sin(A + B) + sin(A — B)

et sin AcosB =

2 2
nous obtenons
K — 8 +oo /TCOS(%;%—)\)U—COS(Q?H—F)\)C[U
2mn 27
/T coS (T — )\) UV — COS (?” +)\) Udv IF()
0 2
et
Ky — 8/+Oc> /T sin(2l}m +)\)u+sin(2”Tm —)\) udu
T2 0 0 2
/T sin (2”—" —|—)\) v + sin (2T" — A) vdv dF(\)
0 2
Apreés calcul d’intégrales nous obtenons
2 [T T T
K = —= ———sin(2 —AT) — ————sin(2 T
1 e /0 [27”” T sin(27wm ) Smm £ NT sin(27m + )}
_ sin(2rn — AT) — _r sin(2mn + AT) | dF'(N)
omn — AT AT omn AT AT

et

Ko

2 /+oo —L(COS(Q +AT)—1) — L(CO‘(Z —AT)—-1)
T2 Jo 2rm + AT T 9mm — AL\ '

(cos(2mn + A\T') — 1) — (cos(2mn — A\T') — 1)} dF(X)

T T
2mn + \T' 2mn — \T
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Y

Les fonctions ”sin” et ” cos” sont 2mr—périodiques, impaires et paires respectivement, nous

aboutissons &

2 +oo T T T -

- - N - - in? ATdF (A

1 7 /0 [ 2tm — AT 2mm + AT} { 2mn — AT 2mn + )\T] sin (A)

2 +oo T T T T 2
v - - - - AT — 1)2dF(\
et Ko 2 Jo [ AT +2mm  2rm — )\T} [ AT S — )\T] (cos Y2AF(N)

Apreés factorisations et simplifications nous arrivons a

2 +oo damT AnrnT .
= Tz/o ((AT) = 27m)?| [(T)? = (27n)?] AT
2 +oo ArmT ArnT
S A e e L

Comme les intégrands de K; et K3 sont pairs nous déduisons

+oo drm.4dmn .
Ky = /_Oo [()\T)Q - (27Tm)2] [()\T)2 - (27m)2} sin? A\T'dF(\)
et Ko = /+OO Amm.Amn (1 —cos AT)*dF()\)

. [(AT)2 - (27rm)2] [(m? - (zm)ﬂ

Si nous posons
16m2mn

[(AT)Q - (27Tm)2] [(AT)Q - (zm)ﬂ

Y(AT;m,n) =

nous obtenons les formules (2.2.6),(2.2.7) et (2.2.8) . D’ou le lemme. m

Théoréme 16 Soit X un PFS réel continu admettant une distribution spectrale F' bornée,

non-décroissante avec F(x) =1 — F(—z + 0) alors

EA,B, = 0, pour tout (m,n) (2.2.9)
Jim EApA, = 0 sio mP4+n?#£0 (2.2.10)
—00
lim EB,B, = 0 si mn=12,.. (2.2.11)
T—o00

Jim EA2 = 4[F(0%) — F(07)] (2.2.12)

—00
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Preuve: 1] Des formules(2.1.4),(2.1.6) et (2.1.7) nous avons

4 T ] 2mmu

2
EAnB, = E— | X(u)cos o

T
du/ X (v)sin dv
0

Tmu . 2Tnv
sin
T

2m 2
= //p(u—v Cos ;“LS' T;}dud

T T —+o00 ) )
/ / 2 / cos(u — v)AdF () cos T sin = qud
o Jo 0 T T

“+o00 T T 2 2
/ / cos(u — v)\ cos T i =Y dudvdF(\) (Fubini)
0 o Jo T T

4 (T 2
= / EX(u)X(v) cos dudv(Fubini)

2rmu . 27rm)
sin
T

B e e e

“+o0 T T
/ / [cos uA cos vA + sin uA sin v ] cos dudvdF ()
0 o Jo

oo 2 r 2
= / cos uh cos Y du/ cos vAsin 2 dy dF(N)
0 T 0 T

(2)

8 “+o00 T 2 T 2
+T2/0 /0 sin uA cos 7T;walu/o sin v sin ?Udv dF(\)

®3) (4)

Calculons les intégrales (1), (2),(3) et (4). Nous avons

r 2 1 (7 AT + 2 1 (7 AT — 2
(1)2/0 COS U\ COS 7T;nualu:2/0 cos (W) udu+2/0 cos (T7rm> udu

par suite

T 2 T2
/ COS U COS Ty du = — 5 5 sin T
0 T (2rm)” — (A\T)

De méme

T T T
2 1 2 \T 1 2mn — AT
(2) = /0 cos vAsin Ziwdv = 2/0 sin (77”;:) vdv + 2/0 sin (7mT> vdv

par suite

T
2 2mnT
/ cos vAsin e dy = — 27m [cos AT — 1]
0 T



De méme nous avons

r 2 17 T+2 I T-2
(3)2/0 sin u\ cos 7T;nualuZQ/o sin<>\+TTrm>udu+2/0 sin<)\T7Tm)udu

par suite

T 2
2 T
/ sinud cos — W gy = )2\ 5 [cos AT — 1]
0 T (2rm)” — (AT)

et enfin

T 2mnu 17 AT — 2mn 17 AT + 2mn
4) = i i = — M — Mg
(4) /0 sin v\ sin T dv ) /0 cos ( T > vdv 5 /0 cos ( T ) vdv

par suite

T
2 2mnT
/ sin v sin o dv = — 27m 5 sin AT
0 T (2mn)* — (AT)

En remplacant les intégrales (1),(2),(3) et (4) nous arrivons finalement & (2.2.9) par

g [T 2T ,
EA,B, = T2/0 [(27Tm)2 - (/\T)ﬂ [(27m)2 - (/\T)z} [cos AT — 1] .sin AT'| dF'()\)
8 [T 2T AT — 11 sin
T2/0 [(27rm)2 - ()\T)ﬂ [(an)Q - ()\T)Q] [cos AT — 1] .sin AT | dF'()\)
= 0

2] D’apres les formules (2.2.1),(2.2.2),(2.2.3) et (2.2.4) du lemme 1 nous avons

lim FA,,A, = lim (Jl + Jz)
T—o0 T—o0

ou

+00 +oo
lim J; = lim ©(AT;m,n) sin? \TdF()\) et lim J, = lim ©(\T;m,n) (1 — cos NT')2 dF(N)
T—o0 T—oo J_o T—oo T—oo J_ oo
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nous remarquons que

lim @(AT;m,n)sin? AT = 0 et Tlim ©(AT;m,n) (1 — cos AT)? =0

T—o00
4y?

[u? — (27m)2] [u? — (2mn)?

avec  p(u;m,n) =

Nous avons

4?
[u2 — (27m)?] [u? — (27n)?]

1
~ — € L'a linfini.

(s, m)sin u] < Jp( )| = -

et

442

[u? — (27m)?] [u? — (27n)’]

1
~ — € L'a linfini.

‘go(u; m,n) (1 — cos )\T)2‘ < |p(u;m,n)| =
u

Donc en appliquant le théoréme de la convergence dominée nous obtenons

lim J; = Thm Jo = Tlim EA,A,=0 dou (2.2.10)

T—oo

3] Des formules (2.2.5),(2.2.6),(2.2.7) et (2.2.8) du lemme 2 nous avons

lim EB,,B, = lim (K;+ K»)
T—o0 T—o0
ou
+oo +o0o
Tlim K, = Tlim Y(AT;m,n)sin? X\TdF(\) et Tlim Ky = Y(AT;m,n) (1 — cos AT)? dF(N)

nous remarquons aussi que

Tlim Y(ANT;m,n)sin? \T = Oet Tlim Y(AT;m,n) (1 —cos AT)? =0
1672mn
u? — (27rm)2} {uQ — (27rn)2}

avec  Y(u;m,n)
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Nous avons

1672mn

[u? — (27m)?] [u? — (2mn)’]

1
~ — € L'a infini.

(s m, ) sin® u| < |4 (u;m, )| = ”

et

1672mn

[u? — (2rm)?] [u? — (27n)°]

1
~ — € L'a linfini.

(e, ) (1= cos XT)?| < (s m, )| = "

a linfini.Donc en appliquant le théoréme de la convergence dominée nous obtenons

lim K; = Tlim Ky = Tlim EB;,B, =0 dou (2.2.11)

T—o0
4] D’aprés la formule (2.2.4) du lemme 1, si nous posons m = n = 0 nous avons

. B 4 (\T)? 4
PAT0.0) = (o2 o] (1)

Ainsi les formules (2.2.2) et (2.2.3) deviennent respectivement

+0o0 +o0
4 4
J1 = / 5 sin? A\TdF(\) et Jp = / —— (1 —cos AT)? dEF(N)
(A\T) (AT)
Nous avons
sin? AT 0 si A#£O0
im ——— =

T—eo (AT) 1 si A=0

a2
Comme |22;%
u

< u—lz, € L'a I'infini. Nous appliquons le théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue et nous avons

. 0 si A#0
m Ji; =
T=o0 4[F(07) — F(07)) si A=0
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Pour Jy nous avons: 1 — cos AT = 2sin? % donc

()

Comme le noyau SI;TM 7 0 VA et nous avons S;gjjf < ui‘g € L'a P'infini, alors d’aprés
— 00
Lebesgue nous avons
+oo
. . sin* (’\TT)
lim Jy =4 lim 55 dF(A) =0
T—o0 T—o0 A T2/4
—00

Finallement nous avons

lim EA2 = 4[F(07) — F(07)]

T—o0
et c’est la formule (2.2.12). Ainsi le théoréme s’achéve. m
Dans ce qui suit le processus admet une densité spectrale continue au point 0 et nous
verrons que la vitesse de convergence de ces quantités sera de ’ordre % Nous avons le résultat

fondamental suivant:

Théoréme 17 Si p(u) € L' (R) alors

Jim T-EA% = A4xnf(0), m=1,2,.. (2.2.13)
Jim T-EA; = 8nf(0) m=0 (2.2.14)
Jim T-EB2 = 4nf(0), m=1,2.. (2.2.15)
Jim T EBAy A, = 0, m#n (2.2.16)
Jim T-EByB, = 0, m#n (2.2.17)

ot f est la densité spectrale de X qui est continue en X =0

Remarque 18 ([12] p.219 et [10]) La condition p(u) € L' (R) implique lezistence de la

densité spectrale continue f.

Pour prouver le théoréme 17 nous avons besoin des lemmes préparatoires suivants:
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Lemme 3 Pour m #n # 0 nous avons

EALA, =J+ Jy

ol

Ji = 2(51+52) (2.2.18)
Jo = 2(U1+Us) (2.2.19)
avec
+oo . . y
S = / T 5] (AATT Ty N 82 = / T 3] (AATT_%W) FOVAA  (2220)
i 2 g |
U, = / oT ﬁg;g?:?wm)fu)dxw: / (AT&TIL;;’:;:) gy VA (2221)

Preuve: De la formule (2.2.1) nous avons
EA, A, =J +Jy

ou Jp,J2 sont données par les formules (2.2.2) et (2.2.3) respectivement. La formule (2.2.4)

s’écrit

(AT)? INT INT

4
RAI)Z—(2WWQ2 (A\T)2 — (27n)2]  (AT)? = (27rm)? (AT)? — (27n)?

o (AT;m,n) =

1 1 1 1
B ()\T—{—Qmw * AT — 2m7r> ()\T—I—er * AT — 2n7r>
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Par cette derniére expréssion de ¢ (AT';m,n) alors Jj et Ja sont écrites comme somme de quatre

intégrales. Ainsi nous obtenons

sin? AT f(\) sin? AT f(\)
J1 = + X +
(AT + 2mm) (AT + 2n) (AT + 2mm) (AT — 2nm)
—00 —o0o
/ sin? AT f(\) n / sin? AT f(\)
(AT = 2mm) (AT + 2n) (AT —2mm) (AT — 2nm)
—00 —00
= 5 +5 45 +5,
et
_ 2 _ 2
7, — / (1 —cos A\T)* f()N) n / (1 —cos A\T)* f()) X+
(AT + 2mm) (AT + 2n) (AT + 2mm) (AT — 2nm)
/ (1 —cos AT)? f(\) +/ (1 —cos AT)? f(\) "
(AT —2mm) (AT + 2nm) (AT —2mm) (AT — 2nm)
= U1+ U+ Uy + Uy
respectivement.
Pour .J;, nous éffectuons le changement de variable A = —y dans S, S, et nous utilisons le

fait que f est paire. Nous avons alors

Sy =Sy et Sy =5 parsuite J =2(S;+S5,) dou (2.2.18)

avec
400 2 \T +00 2 AT
sin sin
S1 = A)dX et Sy = A)dX dou (2.2.20
! / (VT + 2mm) VT + 2nm) ] M@ et 52 / O & 2mm) VT = 2mm)? M dott (2:2:20)
Meéme chose pour J, nous éffectuons le changement de variable A = —pu dans Uj, U, et le fait

que f est paire nous avons

Uy =Us et Uy=1Uh

par suite

Jy =2(Uy +U) dou (2.2.19)



avec

+oo Too

= (1 — cos AT)? B
vi= / ()\T+2m7r) ()\T+2n7r)f()\)d>\ et Uy = /

—00 5o

(1 —cos )\T)2
(AT + 2mm) (AT — 2n)

F(A)dA d'on (2.2.21)

D’ou le lemme. m

Lemme 4 Pour m # n # 0 nous avons

EByBn = K1 + K»

ol

Ky = 2(hi—1) (2.2.22)
Ky = 2(Wi—W2) (2.2.23)
avec
too B . y
" / (T + 2:1171:) (AATT Fanmy /W2 = / OT + 2:11:) (>ij “ oy WA (22:24)
= | &0 |
W= [ a0 W= [ G St 2225

Preuve: De la formule (2.2.5) nous avons

EB,B, = K+ Ky
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ot K et K5 sont données par les formules (2.2.6) et (2.2.7) respectivement. La formule (2.2.8)

s’écrit

1672mn
[(AT)2 - (27rm)2} [(AT)2 - (zm)ﬂ
4mm 4mn
(AT)? — (2rm)2 " (AT)? — (27n)?

Y (AT;m,n) =

1 1 1 1
- <)\T+2m7r AT — 2m7r> </\T+2mr SN — 2n7r>

Par cette derniére expression de ¢ (A\T;m,n) alors K; et Ky sont écrites comme somme de

quatre intégrales. Ainsi nous obtenons

- +
o /OO ST /°° ST
b (AT + 2mm) (AT + 2nr) (AT + 2mm) (AT — 2nm)

+o0 +oo
sin2 AT f(\) sin2 AT f(\)
/ (VT — 2mm) (T + 2nm) O T / (VT — 2mm) (NT — 2n7)

—0o0 — 00

=Vi-Ve-Vi+V;

et
K / (1 —cos AT)? f(N) _/ (1 —cos AT)? f(\) I
T (AT + 2mm) (AT + 2nr) (AT + 2mm) (AT — 2nr)
oo 2 oo 2
/ (1 —cos AT)” f(A) I\ / (1 —cos AT)” f(N) O\
(AT = 2mm) (AT + 2n) (AT = 2mm) (AT — 2n)
= Wy — Wa — W, + W,
respectivement.

Pour K1, nous éffectuons le changement de variable A = —pu dans Vll, V2/ et le fait que f est

paire nous avons

Vll =15 et V2/ =V parsuite K; =2(V7—V3) dou (2.2.22)
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avec

“+o00 —+00

sin? AT sin? \T'
Vi = Adh et Vo = A)dA d'ou (2.2.24
L / O+ 2ma) T+ 2nm) ] M et Va / OT & Zmm) (NT — 2 ) VA dott (2:2.24)
Meéme chose pour K», nous éffectuons le changement de variable A = —p dans W{, WQI, et f est

paire, nous avons
W, =Wyet Wo=W;  parsuite Ko =2(W; —Wa) dou (2.2.23)

avec

+o0 +o0o

B (1 —cos )\T)2 B (1 — cos /\T)2 N
M= / O & 2mm) (T + 2y MdA et W = / O & 2mm) VT = 2nm)? M dott (2:2.25)

—00 —00

d’otul le lemme m

Maintenant montrons le théoréme 17

Preuve: Nous utilisons un théoréme sur la sommabilité ([21] et [22] p.28)
Theoreme A: Soit f une fonction sur R, continue au point c telle que f(x)/(1+ |z|) €
Li (R).Soit K € L; (R) satisfaisant K (xz) = O(1),pour |z| grand, alors

lim)\/fc+u+£,\) (Au)du /K

A—00

ot &y est un nombre indépendant de u convergeant vers 0 quand A — oo
Dans la preuve du théoréme 17 nous appliquons le théoréeme A. En effet:

1] Posons m = n # 0 dans la formule (2.2.1) du lemme 1, nous avons

EA%2 = J1 4+ Jy
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et les formules (2.2.2) et (2.2.3) deviennent

400 too
4 (A\T 2 4 (\T 2
h= / 2 o gz Sin* ATF(\)dA et Jp = / 2 O 5= (1 — cos AT)? f(A)dA
[(AT) — (2mm)”]? [(AT)? — (2mm)“)2
Nous décomposons J; de la maniére suivante:
+o00 o\T 9 400 ) . )

= in? \T'f(\)dA = in? \T'f(\)dA
' / [(/\T—Qmﬂ)()\T—i—Qmw)} St FA) / L\T—&—me + )\T—Zmﬂ] sin f)

+o0

1 2 1 '
B / [(/\T T 2mm)? (AT — 2mn) (AT + 2mm) | (AT — Qmﬂ)z} sin® AT f(A)dA

Ainsi
Sin Sin Sin
= — —f(N)d\+ 2 A)dX —— —f(N)d\
1 / (AT + 2m7r)2f( Jar+ / (AT)? — (gmﬂﬁf( Jar+ / (AT — 2m7r)2f( )
= Ju+Ji2+ Ji3
avec

—+00

—+o0 —+o0
sin? \T' sin? \T' sin? \T'
Ji1 = T FN)N, Jip =2 Ndhet Jis= | ————— F(\)dA
1 / (AT+2m7r)2f() o /(AT)z—(2m7r)2f() s /(AT—Qmw)Qf()

—00 —00 oo

De la méme fagon nous décomposons Jo

+o0

2
Jo = /[(AT)JL_AZW)Q} (1 — cos AT)? f(A)dA
B i (1 — cos \T)? N 2+OO (1 —cos \T)? — cos A\T)? N
- / T+ 2z VA+ / )2 — (2mm) / T —2mmyz! WY

= :Jo1 + Joo + Jog
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avec

—+00 —+00 —+00

— COS 2 — COoS 2 _ cos 2
= [ O =2 | G T e = [ G e

—00 — 00 —00

Nous avons donc
Jim TEA? = Jim (TJi1 + TJiz + TJig + Tdoy + T Joz + T'Jag) (%)
— 0 — 00

Pour T'.J;1 nous avons

+o0

+oo
-2 .2
sin“ AT’ sin“ AT
TJ1=T ————f(N)d\=T A)dA
H / ()\T+2m7r)2f( ) / T2(>\—|—2m7r/T)2f( )
— o0 — o0
En posant: A+ 2mm/T = p, nous avons
' sin? (T — 2 2 s 2
TJu=T / . (HT2;2 ) f (g n;w)d/F T / 81;2:2 (n— ?W)du [car sin?(uT —2mm) = sin® T
—0o0 —00
et donc
+oo 9 - 5
. . sin” mm
1 T =1 T _ _
P T = / A s
—0o0
Si nous posons K (z) = Sig#, c=0,&r = _zan et le fait que f est intégrable sur R et continue

au point 0 nous avons

Jir@ia+ian < [1r@ld <o

K est paire et |K(x)| = S‘g# < :712 € L' sur [1, +oolet que en 0 Slg# = 1 par continuite alors

nous avons K € Li(R), et aussi pour |z| grand nous avons

sin? z

lim L 0 donc 2K (z) = o(1) = O(1)

lim |zK(z)| = lim <
@] a0 |2]

X
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Par suite les hypothéses du théoréme A sont vérifiées et nous avons

+o051112 T
Tlim TJi = / K(x 7£(0) du fait que / K(x)dx = / s—dr=m (1)
—00 T
Méme résultat pour 7'J13 nous avons
T—o0
en effet
T sin? AT T ST
sin sin
TJiz=T | ————F—=f(A\)d\=T A)dA
J13 / (AT — 2m7r)2f( ) / T2(A — 2m7r/T)2f( )
en posant A — 2mm /T = v nous avons
+00 T
sin? v
TJs=T / a2 ————f(v+2mn/T)dv

En vérifiant les conditions du théoréme A avec ¢ =0; {p = 2”” et K(x)= Sigzx nous avons le
résultat.

Pour T'J15 nous avons

+o0o . 9 \T
TJip = 2T / i SF()dA
(A\T)* — (2m)
—00
et nous appliquons le théoréeme A pour K(x) = %,c =0et £ = 0. Nous avons K € L!

et lim zK(z) =0 ,Vm # 0 donc zK () = o(1) = O(1) alors

“+o00 “+00

2
lim T'Ji2 = 2f(0 /
g0 V12 F0) 2 — (2mm)

sin“ x 2
—Oo —0o0

5d\ = 0 du fait que / %dm =0 pour m#0
x? — (2mm)

3)
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En utilisant: 1 — cos \T' = 2 sin? % nous pouvons écrire Jo1 de la forme

“+o00 “+oo
(2sin? 2F)2 4 sin® &%
= — 2 _f(N)d)\ = — ——=—f(A)dA

—0o0 —00

posons A + QT”T“ = 2 alors

+00 400
sin® (uT — mmn) 2mm sin (uT) 2mm
Jo1 =2 20— —— | du =2 ———f20—— |4

—00

Meéme chose pour J3 nous I’écrivons sous la forme

+o0 . o0,
a= | MMW - %f(k)dk
posons A — MT” = 24 alors
+Oosin4 (uT 4+ mm) 2mm +Oosin4 (uT) 2mm
J23:2/ T2, f(2u+T>d,u:2/ Wf(2u+T>d,u
Enfin pour J2y nous avons
+00 42T +00 42T

B 4sin” 5 B sin® 5
=2 / O — 2mn)?! (A)dr =8 / D)2 — (2mm)?? (A)dx

—0o0 — 00

En appliquant encore le théoréme A nous avons

lim TJ21 = TIBEO TJ23 = 7I'f(0) et Tlglgo TJQQ =0 (4)

T—o00

du fait que
—+00 —+00

i 4 i 4
sin® ™ sin®
dr = — et / dz = 0 pour m # 0
/ 2 (22)? — (2mm)? P #

En regroupant (1),(2),(3) et (4)dans (%) nous avons (2.2.13).

Meémes calculs pour obtenir la formule (2.2.15). En effet , d’aprés (2.2.5) du lemme 2 nous
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posons m = n pour avoir

EB? = K, + Ky

avec
+00 +oo
1672m?2 1672m2
Ky = / O n? AT (V)N et K = / 0T (1~ cos AT)? F(A)dA
o [ = 2ma)?] e [T = (@m)?]
ol encore
r 1 1 2
K, = — in? AT f(X)d\
! / <)\T —2mmr AT + 2m7r> SIATS (V)
> 2
et Ky = / ! - ! (1 —cos AT)? f(N)dA
AT —2mm AT+ 2mmw

Pour K7 nous avons la décomposition suivante

e sin? AT e sin? AT e sin? AT
K, = ——f(N)d\ =2 AdA + / —— f(N)d\
o=/ o7 — a2l | G =g Oz ™ o7+ 2mm !

= K+ K2+ Ki3

De méme nous avons pour Ky

+00 +o0 oo

_ [ AmeosAD (1 - cos AT)? (1 - cos AT)?
Ko = [t P2 [ s S A [ (e 0

—00 —00 —

= Ko+ Ko + Ko3

Nous écrivons alors
lim TEB? = Tlim (TK11 +TKia+TKi3 + TKo + TKa + TKas) (')
—00

T—o00

Meéme raisonnement qu’auparavant, nous appliquons le théoréme A pour aboutir aux résultats
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suivants:

lim TKH = lim TKlg = lim TK21 = lim TK23 :7Tf(0)
T—o00 T—o0 T—o0 T—o0

et lim TK12 = lim TK22 =0
T—o0 T—o0

Ainsi nous obtenons la formule (2.2.15)
La preuve de (2.2.14) est contenue dans la preuve de (2.2.13) en posant m = 0. En effet

nous avons

+00 “+o0o
in? \T (1 — cos AT)?
EA = 4/81“ Ad>\+4/ A)dA
0 ()\T)2 f( ) ()\T)Q f( )
+00 “+o0o
sin? \T sin* AL
= 4/2 ()\)d/\+4/ 2 F(\)dA
AT\ 2
A, (AT) 2 (%)
En appliquant de nouveau le théoréme A nous avons
+o0 +oo
) s 4 AT
. > sin® AT’ . sin® 55~
7ﬂh_r}I;OTEAO = 7“121;04T/()\T)2 f()\)d)\—i-TlgroloélT/ 7 5 f(A)dA
+OOsin2 T +oosin4 z
= 4f(0) / s—dx +4f(0) / - 2da
A Jo(3)
en posant 5 = y nous avons
+OO -2 +OO -4
Jim TEA = 4£(0) / 8122xdx +8£(0) / Sl;gydy — 87 £(0)
[ =
=T :g

d’ou la formule (2.2.14).
Pour montrer (2.2.16) et (2.2.17) nous allons procéder de la méme maniére en utilisant les
lemmes 3 et 4 respectivement.

D’apreés les formules (2.2.18),(2.2.19) nous obtenons

TEAwAy, =T (J1 + Jo) = 2(TS; +T5Ss) + 2(TUy + TU,)
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et en appliquant le théoréeme A nous avons pour m # n # 0

“+00 “+00

sin? z sin? z
lim TS = dz=0et lim TS, = dz =
T 51 1(0) / (x + 2mm) (x + 2nm7) v=0e 70 52 = (0) / (x + 2mm) (x — 2nm) v=0
+o0 .4 +00 .4
sin* z sin® x
lim TU; = dez=0et lim TU; = dz =
T U J(0) / (x + mm) (x + nm) v=0¢ Je 2 = J(0) / (x + mm) (x — nm) v=0

—00 —0o0

d’ou la formule (2.2.16) .

Meéme chose en utilisant les formules (2.2.22), (2.2.23) nous obtenons

TEBpB, =T (K1 + Kj3) = 2(TVy — TV) + 2 (TWy — TW>)

et en appliquant le théoréme A nous avons pour m # n # (

+o0 +o0

sin? sin?
lim TV, = 0 dr=0et lim TV, = f(0 dr =0
Tooe” 1(0) / (x +2mm) (x + 2nm) v R e 1(0) / (x +2mm) (x — 2nm) v
+0 .4 +oo .4
sin® x sin® x
lim TW; = 0 dr=0et lim TWy = f(0 dr =0
7o Y f()/(m—i—mﬂ)(a;—i—mr) v et f()/(x—i-mw)(x—mr) v

—00 —00

d’ou la formule (2.2.17) et la preuve du théoréme 17 s’achéve. m

Dans le théoréme précédent nous avons montré que la vitesse de convergence des covariances
est de l'ordre % sous la condition que la densité spectrale est continue au point x = 0. Mais
le théoréme suivant montre qu’avec plus de régularité sur la densite spectrale f , la vitesse de

convergence des quantités FA,, A, et EB,,B,, pour m # n est de 'ordre %

Théoréme 19 Si la densité spectrale f admet une dérivée continue au voisinage de l’origine

et
/f(:”)gﬂf d:c_al_l)rél/f (2.2.26)
ot
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existe. Alors

(e}
Jim T?’EALA, = 16/f()\>)\_2f(0)d)\,m7én (2.2.27)
oo 0+
Jim T?°EB,.B, = 0,m#n (2.2.28)

Remarque 20 Comme le processus X est a valeurs reélles, sa densité spectrale f est une
fonction paire et donc sous la condition du théoréme elle admet une dérivée f' qui est impaire

au voisinage de 0. D’ot f'(0) = 0.

Preuve: 1] D’apres le lemme 3 nous rappelons que

EAZA, =J1+ Jy o Jp =2(S1+S52) et Jy=2(Uy + Us)

avec
7 sin” AT N sin2 AT
= / (\T + 2ma) (VT & 2nm) M et 52 = / T 2mm) O~y VD
o (1 — cos AT)? o (1 — cos AT)?
e B P [ UL B e T O
Nous commencons par traiter J;. Comme nous avons
T sin? AT
/ (T & 2m) (VT ¢ 2nm) 2 = O powr m# n (2.2.29)
nous pouvons écrire
o sin? AT
= / (VT + 2mm) O + 2nm) W) — /(O dA

—00

Prenons A assez grand tel que A > sup(m ,n) et fixé. Choisissons ¢ assez petit et T assez

grand de fagon que 0 > A/T et f'(x) éxiste et est bornée dans [—4, §]. Décomposons S; en trois
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parties comme suit:

S| = / + / +/ =: 511 + S12 + S13
N<A/T  6>AZA/T  |A>6

Comme l'intégrand de la formule (2.2.29) est borné par 1 et f/(0) = 0 nous avons

sin? \T
1Sul = / (T 2mam) (N & 20m) [F(A) — £(0)] dX
A<A/T
. 2 .
< sin? XT ) = FO) ) 4y
(AT + 2mm) (AT + 2nr) A
[Al<A/T > S $
= =o(1)
A/T |
< o(1) / I\l dX = 20(1) / A\ = 20(1) [2/\2}
IAl<A/T P 0
Donc
A? A2
‘511| = 0(1)ﬁ = O(ﬁ)
d’ou
. 2 o
fim TS =0
Puis
sin? \T'
S12 = / (AT + 2mm) (AT + 2n) LF(A) = F(0)] dA
§>|\>A/T

sin? AT [f(\) — £(0)] 1 fA) = f(0)
N / (AT + 2mm) (AT + 2nm) X 2 / (

AT + 2mr) (AT + 2n)

(2.2.30)

S>A\[>A/T S>A\[>A/T
1 f(A) - f(0)
3 / (AT + 2mm) (AT + 2nm)
0>|N>A/T
_ / (sin® AT = 3) FN) = F(O)) ;| 1 / f) = £(0)
B (AT + 2mm) (AT + 2nr) 2 (AT + 2mm) (AT + 2n)
5>|\>A/T 5>|\>A/T
= S+ 51,
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D’une part nous écrivons S, de la maniére suivante

S£/2 1 / ( f()‘) B f(O)

2 AT + 2m7) (AT + 2n)

5>|\>A/T
1 f(\) = f(0)
|

2772 A+ 2mz/T) (A + 2n7/T)
§>|\>A/T

nou avons: (A +2mr/T) (A + 2n7/T) = A2 + 2\(m +n) & + 4mn;—z alors nous écrivons

: 1 {)\2 +2X(m+n)T + 4mn§5—i —2\(m +n)F — 4mn§—i} [f(A) — f(0)]
127 or2 A2 (X + 2m7/T) (A 4 2n7/T)
5>IA>A/T

_ / fO—f0) 1 (2>\(m +n)T + 4mn§i—§> [F(A) — £(0)]
= — _ —— 2
= 5>|\>A/T _A,_« 2T oo T A (A +2mn/T) (A + 2nm/T)

paire

dA

dA

dA

. )= f0) 1 (20 +n)F + 4mnZ3 ) [F(N) = £(0)]
T2 / 22 - 272 N (A +2ma/T) (A + 2n7/T)
0>A>A/T 0>|N\>A/T

par suite

dX

-k [ TSI, L (22 +m)F +4mn g3 ) /() = F(0)
A2 217 M\ +2mn/T) (X + 2nn/T)
O>A>A/T 0>|N\>A/T
1 2\ (m +n)E + dmn A\
272 / 5t 2m /7] |5+ 2nmy7] T IO
§>|N\>A/T
. 2\ (m +m)F +4mngs | f(N) — F(0)|dA
2772 N |1 4 2ma /AT| |1 + 2n7 /AT A 22
§>|\>A/T

IN

=o(1)

71'2
L omk / 20m + )7+ dmnplE  dA
272 T |1+ 2mm/AT| |1+ 2n7/AT| \?
0>|N\>A/T
1 / 2(m+n)m + 4mn§ d\

—— o(1 il
o3l 11+ 2mm /AT |1+ 2nm/NT| A2
§>IN>A/T

IN
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Nous posons: K = 2(m + n)m + 4mn’%Z > 0 et nous remarquons que 1

1 <
[T+ 2mn AT+ 2na /AT =

nous avons donc

1 f(A) = f(0) 1 1
- / EETEAN < gmo(DK / 2
§>A>A/T §>|\>A/T p\m(;

1 dA
SSASA/T
1
= —o()K [—]
1 1 T

2 T 1 1
Z oK = _ <z
< T30( ) (car 5 < 5 <

7

d’ou
1 JA) = £(0) 1
"
§>A>A/T
s 0
En prenant § > 0 suffisemment petit et comme [ %dm < oo alors 'intégrale de la formule
o+

(2.2.31) est plus petite que € ou € > 0 est arbitraire. Ainsi nous avons

Jim 7281, =0 (2.2.32)
et d’autre part avec sin? \T — % = —% cos2)\T' alors nous écrivons 512 de la maniére suivante:
sin? \T — 1

S = 2 A) — f(0)] dX
N / T+ 2mm) OT + 2nm) N = /O]
O>|N>A/T
1 cos 2T
T2 A) — £(0)] dA
2 / (N + 2mm) (AT + 2n7) [F(X) = £(0)]
§>\>A/T
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. . . . 1"
avec un raisonnement similaire que pour S, nous obtenons

1 A cos 20T
w= -5 | 1) — F(0)] A
2 AN T2 (N +2mm/T) (A + 2n7/T)
§>|\>A/T
1 [)\2 +2X(m +n) T + 4mn§i—§ —2\(m +n)f — 4mn§—z
T2 A2 (A + 2mm/T) (A + 2n7/T)
§>|\>A/T
cos2AT [f(A) — f(0)] dA
1 ) = f(0)
= —W / COS QATTd)\
8>|\zA/T paire
1 {2)\(m +n) % + 4mn%§ cos 2\T
+-— A) — f(0)] dA
2772 / N (X +2mn/T) (A + 2n7/T) &) = 70
§>N\>A/T
1 [f(A) — f(0)] cos 2AT
= —7 \Z X
SSA>A/T
s 7T2
_,_i / A [2(m +n)T + 4mnyss | cos 20T FOA) = £(0) X
2772 A (1 +2mm/AT) (1 + 2n7/AT) A A2
0>|N\>A/T
par suite nous avons
1 cos 2\T
Sia + T2 / BBV [F(A) = f(0)] dA
§>A>A/T
7r2
< oo | 20m+ )T+ AmngE | f()) — £(0)] dA
- 2T2'T |1+ 2mm/AT| |1+ 2n7 /AT | A A2
0>|A\|>A/T
S 2m + mm + dmny _dA
- 272’7’ |1+ 2mm /AT | |1 + 2n7/AT| \?
S>|A>A/T
nous posons K = 2(m + n)m + 4mn%2 > 0 et nous remarquons que \1+2m7r//\Th1+2mr/,\T| <1

alors nous avons

1 cos 2\T’ 1 1
St [ e N - A0 < oK [ S
§>A>A)T O>A>A/T
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d’ott nous avons

A
b=z [ S - fO)+olg) (22:33)
§SA>A/T

Comme M est différentiable dans [A/T, 0] et % est continue dans[A/T, d] alors nous

appliquons le second théoréme de la valeur moyenne. Par suite il existe £ €]A/T, [ et nous

avons

1) £ 1)

/ cosi)\T [f()\) ; f(O)} D= %[ FA/T) — F(0)] / cos)\2)\Td)\+% /cos 2)\T
AT A/T 3

¢
En posant AT = v nous avons f
A/T

T¢
%d)\ =/ @dv qui est bornée pour A > 0 fixé. Méme
A

résultat pour f Cos AL 2’\T d\ = f cos v 2” dv. En notant que f (0) = 0 alors nous pouvons trouver un

T¢
§ tres petit que
; 2\T
Tlim sup / COS)\Q [f(A) — f(0)]dA| < € ou € > 0 est arbitraire.
— 00 6
/T

alors de la formule (2.2.33) nous avons

Thm 125, =0 (2.2.34)

Ainsi par les formules (2.2.32) et (2.2.34) nous avons
Jim. T2y = lim T2,y + lim T25), = 0 (2.2.35)
De la méme maniére que pour Si2 nous traitons Si3 et nous obtenons 1’éxpréssion suivante:

1 AT 1
513 = T2 f())\2f()d)‘_Tz/COS)\2[f(>‘) f(0 )}d)\+0(T)quandT—>oo
A>0 A>6
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f)-1(0)

2 est intégrable pour A > § d’aprés le lemme de Rieamann-Lebesgue nous avons

20T
lim [ S [F(O) — £(0)]dA =0
T—00 A
A>§
et par suite nous avons
) —
Jim 12813 = / f())\2f(0)d/\ (2.2.36)
A>6

En combinant (2.2.30),(2.2.35) et (2.2.36) nous obtenons pour tout € > 0

lim sup [T28; — / f(A))\_Qf(O)d)\ <e

T—oo g
A>6
ainsi nous avons -
lim 725, :/Wcu (2.2.37)
T—o0 A
o+

Les mémes arguments sont appliqués pour montrer que

T—o0

lim 725, :/f(A)A_Qf(O)dA (2.2.38)
o+

En combinant (2.2.37) et (2.2.38) nous arrivons a

T—o0

lim T%J; = 4/f()\))\_2f(0)d)\ (2.2.39)
0+

Maintenant, considérons .Jo. Procédons similairement comme pour J;. Décomposons U; en

U = / + / +/—2U11+U12+U13

IN<A/T  6>A>A/T  |A|>6
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+oo

et en remarquant qu 1—cos AT)*
que pour m # m nous awomﬁ{o (AT4£2m7r)(/\T)+2mr) dX = 0, par suite
‘TZUH _ | / (1 — cos AT)?
| (NT + 2mm) T+ 2nm) W) = J(O)]dA
[A<A/T
S T2 / 1
N+ 2ma| 6T + 2n] 1 ) — SO dA
[AN<A/T
<1
< 72 If) = F0)l
< T o Al dX = o(1)T? / IA| dA
N ~~
IAl<A/T —o(1) IAN<A/T paire
A2
_ 2
d’ou
. 2 -
Jim 77U =0 (2.2.40)
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De: (1 —cosAT)? =1 — 2cos AT 4 cos® AT, nous avons

(1 — cos AT)?

U = T° / (AT + 2mm) (AT + 2n) LFA) = f(0)] dA
S>AN>A/T

_ f(A) - f(0)
=T / (AT + 2mm) (AT + 2n)

§>[A\[>A/T
2 cos \T'
- 5>|>\|ZA/T (AT + 2mm) (AT + 2nm) [F(X) = £(0)] dA
2 cos? AT
" 5>|)\ZA/T (AT + 2mm) (AT + 2nm) [F(A) = F(0)] dA

_ f(A) - f(0)
= o / (AT + 2mm) (AT + 2n)

6>[\[>A/T
Er
2 cos \T'
- 5>|AZA T O & 2mm) 0T 5 20m) W ) — /(01 dA
Eo
in? AT
- / (AT + 2:;:) OT 5 20m) ) — (0] dA
§>[A\[>A/T

Es

Nous remarquons que FE3 = S12, donc

lim T2F5 =0

T—o00
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Pour F; nous avons

_ f(A) - f(0) _ N ) — £(0)]
Br = / (AT + 2mmz) (AT + 2n) dr = / N2 (
§>A>A/T 5>\>A/T

1 [f()\)—f(O)]d)\_ 1 / 2\ (m +n) 7/T + dmnm?/T?
B A2 (A +2ma/T) (A + 2n7/T)

T2 AQ ﬁ
S>IN>A/T — §>N\>A/T

paire

2 A)— f(0 1
S N CEV U
O>A>A/T

/

<e pour § trés petit

ainsi nous avons

lim T?2E; =0
T—o0

Pour E5 nous avons

cos AT’
B = / (T + 2mm) T+ 2nm) )~ JOFdA
§>|N\>A/T
1 cos AT [f(A) — f(0)]
T / A2 A
§>|N\>A/T p;ifm
1 [2X (m + n) /T + 4mna?/T?] cos AT
T2 / A2 (A + 2mn/T) (A + 2n7/T) ) = F(0)]dA
0>|N\>A/T
_ 2 cos AT [f () = f(0)]
e / \? “
0>A>A/T
1 [2X (m 4 n) 7/T + 4mnx? /T?] cos AT
T2 A2 (A + 2m7/T) (A + 2n7/T) () = F(0)]dA
0>|A\>A/T

o1

A+ 2mn/T) (A + 2nm/T)

[f(A) = f(0)]dA



donc

Bregp [ S F0) - o) ax

)\2
O0>A>A/T
1 2\ (m +n)w/T + dmnm?/T?
< m [ [t M50 - 101
T AN+ 2mz/T) (A + 2nm/T)
>|A>A/T
o b / 202 (m +n) 7/T + 4 mna?/T?| |(\) — HOIRIN
A A (14 2mm/AT) (1 4 2n7/AT) Al A2
§>|A\=A/T a
1 1 2(m+n)T+4mnr?/A 1
< —0(1l)= _
s o7 / T 2ma JNT| [+ 2n 3T 22

0>|N\>A/T

Nous posons M = 2(m + n)m + 4mn”7f > 0, nous avons < 1 et nous

1
[14+2mm /AT ||1+2n7 /AT

majorons % < % d’ou

Brmgs [ a0 - 100 ()

)\2
§SA>A/T
Encore une fois comme £ O‘);f © et differentiable dans [A/T, ] par le second théoréme de la
moyenne nous obtenons
lim T%E; =0
T—o00
Finalement
lim 72U = lim T?(Ey — By — E3) =0 (2.2.41)
T—o0 T—o0

Maintenant pour U3 nous avons

— COS 2
Uis = / ()\T—I—(12m7r)()>\\71:)—1-2n7r) LFA) = £(0)] dA
[A|>0

_ f(A) = £(0) —2cos AT
- / (T + 2mm) AT + 20m) / T T 2mm) O 2 V) — FO) A

[A[>6 |A|>8

cos?
* / (AT + 2mm) (A)\j’_;’ + 2nr) [f(A) = f(0)] dA
[A|>8

= U3+ U+ Uy
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Exactement par les mémes procédures comme pour Si3 nous obtenons

2 [ fO) - f (0) 1

A>6

4 f(A) = f(0) 1

U{/:)) = —ﬁ COS )\T)\id)\ + O(T2 )
A>0
=o(1)
(lemme de Rieamann-Lebesgue)
f 1
A>6
Finalement
JA 1 fA) -
U = Ui+ U+ U= 7 [ LS00 o [ IS0
A>0 A>0
SA) — f(0) 1
- T2 g dA ol )
A>48
Ainsi nous avons pour tout € > 0
2 f(A
lim sup |T“U;3 — d)\ <e

T—oo ¢

A>0

Donc

lim T2U3 =3/ S —
T—o0
En combinant (2.2.40),(2.2.41) et (2.2.42) nous obtenons
10 - 0
. 2 -

De la méme maniére que pour Uinous obtenons pour Us

“+o0o
lim 72U, = 3 / f()\))\;f(o)d)\

T—o00
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(2.2.42)
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D’autre part Jo = 2 (U; 4+ Us) et donc des formules (2.2.43) et (2.2.44) nous obtenons

+oo
) —
TJEI;OTQJQ =12 / f())\zf(O)d)\ (2.2.45)
o+

Finalement des formules (2.2.39) et (2.2.45) nous avons
+o00 \ 0
Thm EA Ay, = Tlim TJ + Tlim T%J, = 16 / f();gﬂ)d)\ qui est la formule (2.2.27)
0+

2] D’aprés le lemme 4 nous rappelons que pour m # n # 0 nous avons
EB,,B, = Kj + Ky avec K1 =2 (V] —Vy)et Ky =2 (W) — Wa)

ou

+o00 400

sin® AT G2 AT
o= / (AT + 2mm) (AT + 2n7r)f()\)d>\ et Vo = / (AT + 2mm) (AT — 2nr) J(A)dA

—0o0 —00

400 —+o00

_ (1 — cos AT)? B (1 — cos AT)?
o= / (AT + 2mm) (AT + 2n7r)f()\)d)\ et Wp = / (AT + 2mm) (AT — 2n7r)f()\)d>\

—00 — 00

Nous remarquons que

Vi=51,Vo =8, W; =Ui,Ws =Us

donc nous avons

Jim T°K, = 2 lim T?(Vi —Va) =0 (2.2.46)
et lim T°Ky = 2 lim T? (W1 — Wa) =0 (2.2.47)

par suite nous combinons (2.2.46)et (2.2.47) pour obtenir
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lim EB,,B, = hm T?°K, + hm T?°Ky =0

T—oo

et c’est la formule (2.2.28). Ainsi s’achéve la preuve du théoréme. m

2.3 Comportement asymptotique des coefficients de Fourier

Soit X = (X(t),t € R) un processus stationnaire vérifiant les mémes conditions du paragraphe
2.1 sauf que X peut étre a valeurs complexes.
La série de Fourier du processus X = (X(¢),t € R) sur un intervalle (0,7) ou T est un

nombre positif fixé est

+oo
Z C e27rint/T
n

n=—oo

ou C), sont les coefficients de Fourier de X définis par

T
1 . 1
-~ | Xx —2mint/T =~ (A, —iB,
T/ (t)e dt =: § (An —iBy)
0

ou .
2 2
A, T/X cos mtdt et B, = /X sinﬂtdt
0
T : Fub'mz 3
Nous avons EC,, = 0 car EC,, = E | & [ X (t)e~2nt/Tqt * f E[X(t)] e 2mmt/Tdt =0
0

Pour étudier le comportement de C,, quand n — 0o, nous nous occuperons de la grandeur

de Y E|C,|%et pour cela nous avons besoin du lemme suivant:
In|>N

Lemme 5 Nous avons

+oo ‘in2
E|C.? =4 / mcm () (2.3.1)

ou F est la distribution spectrale de X
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Preuve: Nous avons

E|Cn‘2 =

d’ou le lemme. m

T T
1 — ) )
E//X(t)X(S)e—Qﬂznt/Te%rzns/Tdtds
0 0

T T
0/0/
1 T T
2//p(t _ S) 6—27rin(t—s)/TdtdS
0 0
T T
!!

“+o0o

—c0
+00 T a
/ {1}2/6’%(”Q”W)dt/e%s(’\T%ﬁ)dS] dF ()
oo 0 0
“+oo

1 iAT —i\T

P (X7 =1) (e = 1) aF (n)

+o0o 9
/ m (1 —cos AT) dF ()\)

+oo

in? (\T/2 T

4 / sin” (AT/2). )2dF (A\) (car1—cos AT = 2sin? )\—)
(AT — 2n7) 2

—00

Nous allons commencer par le théoréme suivant:

Théoréme 21 Nous avons

Y E[CufP=0(N"")+O(F(c0) — F(xN/T)) + O (F (—wN/T))

In|>N
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l —2mint/T l / 2mins/T
T/X(t)e dt.T X(s)e ds
0 0

(2.3.2)



Preuve: Nous écrivons

S EICP=) EIC.)P+ > E|C.[P=I+J

[n|>N n>N n<—N

D’aprés la formule (2.3.1) du lemme 5 nous avons

sin? (\T'/2)
I = > E|C, _42/ T = 2nn)? —— L2 dF (N)

n>N n>N_"

B sin? (\T'/2)
N 7722/ (n — \T/2m)? oz

sm T 2T
= = Z o dF( T > posons p = \T'/2)
n>N

S 2
- / Z in? T dF( 7W> (fonctlons > 0,nous pouvons intervertir Z et / >

T
n>N
sin? 7r,u 27 sin® mp 27r,u)
= 5dF dF
7 e () 5 H;V(n_ﬁ (%
= L+

o7



Pour I; nous avons

1
L] = 3

sin? 7r,u 2mp
ar ()
T

N/2
4 n>N
n>N

e 2
- J <9“>

a 1 o pu
< _4 7; o N/2)2dF < T ) (car p < N/2)
_ mzj;ﬂ Z2dF (2:7;“ ) ( posons m = n — N/2)

N/2

< %/2] ] ZO dF ( ) car [N/2] < N/2)
- mZu;/z] ;2 _4 v ( ) ) mz[z;/z] % el sz[l\;/ﬂ %
<

1 _ ,1_ i
K/ﬂdt_KN—O(N)
N/2

i 2 —_ . .
Quant & I nous remarquons que sin? 7 (n — p) = sin? 7y et que S W < 0o ainsi nous
n>N N

avons

| = % // sin? 7 ( )Zu)dF (2;,;) - 702 sinznn_(nu)—Qu)dF (2;;&)

n>N N/2 n>N
2 e b
- [oqn <”“):o<)/dF(;“> o(1) / dF (z)
N/ N/2 Nr/T

2
= O)[F(+00) = F (xN/T)]

d’aprés I = I; + I» nous avons
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5 1
Y E|C, = O() + O (F (+00) =

n>N

Méme chose pour J nous avons

+oo
J o= > EC) =Y ElC,]

n<—N n=N
_ 42/ sin? (\T'/2) S OT/2) 4p ()
)\T—i—QmT

10 1 5
_ 71-12/ Z SII;T()\T/Q)CZF )

2
Jon=n (55 +1)

_N =
N/2 400
1 XX sin? (—mp) 27 1 o=
= — — A dF | ——— —
5 [ X e () e 5 |
oo n=N N/2
= Ji+Js

Pour J; nous avons

oo +oo .
1 sin? (—mu) 271 AT
= = / E WdF —— ( posons p = _ﬁ)
—oco

F(xN/T))

1 N/2+OO . 2( ) 9
B sin” (—mp g
= Jm [ e ()

IA
—=
(3]
Mg
g
=
=
=
=
QL
S
/I\\
ﬂ\‘f\f
=
N———

IA
—
.
T
/l\

Y
33
~——
el
I
S
|
Z
N

IN
=
5
8
wé:'—‘
B
+
3
|
>
|
3
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et pour Js nous avons

“+o00

[ Jo| < /ZMdF<—2;“>

2
N/2 n>N (n_lu’)

+oo - +o0
_ 0(1)N4 dF (-T) _ 0(1)N4 dF <—2;Z“>
_N#/T
— o) / dF (z) = O (F (—N=/T))
Ainsi d’aprés J = Ji + J2 nous avons
S E(Cu2 = O(F(~Na/T)) + 0 <]1V> (2.3.4)

n<—N

Finalement nous additionnons (2.3.3) et (2.3.4) et nous obtenons le résultat (2.3.2) et c’est le

théoréme. m

Théoréme 22 5S¢

/ 2" dF (z) < 00, 0<a<2 (2.3.5)

Alors

> E[Chf =0 (Nla) (2.3.6)

Si (2.3.5) est vérifiée pour o = 2, alors

Y EIC,)=0 <J\1m> (2.3.7)

[n|>N

Preuve: Nous avons pour 0 < a < 2 et T fixé

e T7\° 00
F(o0)— F(aN/T)= [ dF(\) < [ — A“dF (\) car A > 7N/T (2.3.8)
ﬂ'J\\Z\T (ﬂ-N) w]\{T
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et

—7N/T —7N/T

(—xN/T) = /dF ( > / A dF (\), car M|2—A2% (2.3.9)

—0o0

D’une part, si 0 < a < 1 nous avons d’apres (2.3.2)

Y EIC,*=0(N"")+0(F(c0) = F(xN/T)) + O (F (-xN/T))

In|>N
Par suite
N© Z E|Cy? = O(NY) 4+ N®O(F (00) — F (nN/T)) + N“O (F (~7N/T))
In|>N
o0 —ﬂ'N/T
— o Yysneo| (L) / xar o) | +veo | (2 / A dF ()
TN mN
TN/T —0o0
o0 7TI'N/T
a—1 \*" a T\" a
= ON*“H+0| (= MNAEN) | +0 | (= N dF (X
T T
aN/T —oo
+o0
du fait que nous avons [ |z|*dF (z) < oo, 0 < a <2, alors pour T fixé et 0 < a <1 nous
—00
avons

lim N° 2=
Jim N Y E|C.[P=0
In|>N

Ainsi nous obtenons (2.3.6) .
De l'autre part dans le but d’obtenir (2.3.6) pour 1 < o < 2 et (2.3.7) pour o = 2 alors il
est suffisant de montrer que I; et J; du théoréme 21 sont o (1/N®) pour 1 < o < 2et O (1/N%)

pour a = 2 respectivement.
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En regroupant les deux cas nous allons montrer que
N/2

il w<2;“> o

VAN n>N

sin? 2mp 1
h= /Z <T>:O<N2

oo =N

Pour I; nous remarquons que sin? 7y = sin® 7 (n — )

N/2

1

N2

7T

)

)

Lo / Z sin 7 ( dF(QW) / Z sin?

= Iy -1-[12

Pour I;5 nous obtenons

Iy — SiHQW(n—H)dF (277/1)

1
U n>N (n - H)z T

O\E

=z

2

/2
1 sin“ 7 (n — p) o) —
o r;v (n — p)? d<F< ) F<

o

et une intégration par partie donne

N/2

Ly = —é(F(m)—F(T))ZW 0

n>N (n

& [ reo-r ()] o 5 s

n>N (n_:u)Z

N/2

_ _% <F(oo)—F<2;'u>> 3 sin® 7 (n — ) 0

2
n>N (n - :u)
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alors

a=0(reo- ()0 ()¢ [ [reo-r ()] o (L) ey
0

du fait que

Z sin

n>N (77, - :U’> n>N (n - M) n>N (n - M)

2

(n—zy,) :O(I/N)’Z M:O(lﬂ\ﬂ)’z SmQ(n—_/;)”:O(l/]\ﬂ)

En utilisant la relation (2.3.8), le premier terme du coté droit de la formule (2.3.10) s’écrit

0 <F (00) — F (?)) 0 G{) — o(1/N®).0 (1/N) =0 (1/N?), (1<a<2)

Nous avons

o 2T T T
/0 [F(oo)—F(Tﬂd %/[F(oo)—F(A)]dA
0
T 7 N |
= 2/)\dF (A\) ( intégration par partie)
T
0
= 0 / IAMYdF(\) | =0(1) (1<a<?2)
=
<oo
Ainsi de (2.3.10) nous avons
I, = O(1/N?) (2.3.11)
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Meéme chose pour I11, par intégration par partie nous avons

sin? 7r 27
I = /Z dF(T“>

0

0
_ LZF (27r,u) Z Sin27r(n—2,u) 7% F(27T/L>d
™ T nSN (n—'uJ) B ™ e T
U=—00
, 0
27 sin® 7 (n — p)
- P(F) T
wsn ()|
p=—00

=0

0

T

Cfr() |y e 2 s s

2 3
ﬂ-nzN (n_,u) 7T2nZN (n_,u)

—00

=0(1/N?2) =0(1/N?)

Ainsi nous obtenons

Iy = O(1/N?)
Par suite de (2.3.11) et (2.3.12) nous avons
I = Iu + Iz = O(1/N?)
Nous procédons de la méme maniére pour trouver

Ji = Ju+Jiz=0(1/N?)
N/2

2 1
avec Jy1 = /ZSIH <— ;—_,M> et J12:2/ Z
s
0

n>N

0 n>N

Ainsi le théoréme s’achéve. m
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n>N (n_:u)
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sin? (—ﬂu)dF _2mp
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2.4 Modes de convergence de la série de Fourier du processus

2.4.1 Convergence en moyenne quadratique

Soit X = (X (t),t € R) un processus continu faiblement stationnaire a valeurs complexes. Soit

Sp (t) la somme partielle des séries de Fourier de X (¢) sur (0,7) ou 7' fixé.

Nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 23 Pour toutt, 0 <t <T,

Preuve:

Soit

n=

— 2mint/T — =
X (t) Z Che avec Cp, T

E|S, (t) = X () = 0 quand n — oo

—+00

n=—oo

1

T
/X (t) 6—27rint/Tdt
0

k=n .
et soit Sy, (1) = 3 Cre®™*/T la somme partielle de X (t). Nous avons

Sn (t)

k=—n

k=n k=n 1
2mwikt/T
Z Cke ikt/ = Z f

k=—n
T
;/X(u)

X (u)

el

(u)

N

RN
Ot~ O?ﬂ oY~ °

k=—n

[ k=n

Lk=—n

M k=n
1+2 Z cos

L k=1

B k=n

L k=1

X (u) Dy (u—t) du

1 27k (u —t)
5"‘!‘20087

§ : e—Zﬂiku/TeZMkt/T]

27k (u —t)
T

T

65

1
du = —

] du

du

0

T

T
/X(u) e—27riku/Tdu e27rikt/T
0

k=n

k=—n

(2.4.1)

—2mik(u—t)/T
T/X(U)Ze W=t/ gy,



ol D, est le noyau de Dirichlet définie pour n > 0 par

_} kz_?f 2k7ru_sin(n+l)27rTu
2 k=1 B QSlnT

T
Nous savons que % J Dy (u—t)du =1, d’ott nous avons
0

Sn (t) —

'ﬂ\w

T
/ (t)] Dy, (u —t) du
0
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Par suite

BIS, () - X (O = E[S: () - X (1)][S. () - X <t>]

) T
T/ X (t)| Dy (v —1t)dv
0

T
/
T
/ E[X (u) — X ()] [X ) — (t)] Dy (4 — 1) Dy (v —t) dudv ( par Fubini)
0T
/

[p(u—v)—p(u—1t)—p(t—v)+p(0)].

oo

T
/ / [0 — A0 om0 1] ()
0

— 00

T [ 4+oo
/ / |:€i)\(u—t)€—i/\(v—t) Mt _ == 4] gp (3
0

— 00

T
D, (u—t) D, (v—1t)dudv

oo T
= 4 /(eZ Dn(ut)du] .
—oo LO
T
/ (erw=t —1) Dy, (v — t)dv | dF ()
’ +oo| T 2
_ / ix 1) D (u— t)du| dF ()
—oo [0

T
En appliquant le théoréme de Dirichlet nous avons lim % J (ei’\(“_t) — 1) Dy (u—t)du=0 et
0

n—oo

par l'inégalité de Cauchy -Schwartz

2

IN

T
. 2
eiAu=—t) _ 1‘ du/]Dn (u—t)]* du

T
/ <ei/\(“_t) — 1) Dy, (u—t)du
0

/

< K qui est dF-intégrable
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Finalement par le théoréme de convergence dominée nous obtenons

2

+o00 T
2
lim E|S, (t) — X (t)]* = /dF ) lim T/ Au=t) _ Dn(u—t)du =0
—00 0

D’ou le résultat (2.4.1). m

2.4.2 Convergence absolue presque-siire

Nous prouvons un théoréme sur la convergence absolue p.s de la série de Fourier de X (t) sur
[0,T] qui est analogue au théoréme de S.Bernstein ( voir[14] p.135) que nous rappelons

Théoréme A(S.Bernstein): Si f € Lip (), avec a > 3 alors la série de Fourier de f
converge absolument

Théoréme 24 S¢
“+o00

/ |z|* dF (z) < oo (2.4.2)

—00

pour un o > 1, alors la série de Fourier

o0
Y Cpem™T o<t <T (2.4.3)

n=—oo

converge absolument avec probabilité 1

00
Z C e2inmt/T
n

n=—oo

0 .
Preuve: Pourtout0<t<T,X (t)= 5. Cpe?/T Montrons que E (

n=—oo

)<

o0
o (i.e) Y. FE|Cy| < co. Nous écrivons

n=—oo

o, ¢]
S Blel- Y Bl |+ZE|C | = E[Co| +2 3 E|Cu| (car |Ca| = |C_n])
n=—00 n=-—00 n=1
(2.4.4)
L’hypothése (2.4.2) est vérifiée pour un o > 1. La preuve est faite pour 1 < o < 2. Si @ > 2

nous nous ramenons au cas 1 < a < 2 car la preuve utilise la finitude des moments d’ordre

compris entre un et deux.
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D’une part nous avons
o0 oo
Y E|Ch| = E[Ci|+ ) E|C,]
n=1 n=2
00 00 2Y
Ecrivons ) FE|C,| sous la forme ), >  E|Cy| pour tous v =1,2,....
n=2

v=1p=2v-141
Par Cauchy Shwartz nous avons

1/2

oS [eS) 2v o) 2v
SEGI=Y, Y ElGl<Y [ Y Blof| @-2)
n=2 v=1n=2v-141 v=1 \n=2v-141

D’aprés (2.3.6) du théoréme 22 nous avons

= = —a(v—1)/2 v/2
> ElC < 30 (2o (2)

oo
a—1)

= ZO (2*”(0‘*1)/2) = O(1)(série géométrique de raison )2*( 2
v=1

<1)

00 T ) T
Ainsi }° E|Cy| < o0, E|C1| < +E [ |X (t) ™| dt < [E|X (t)|dt < o et E|Cy| < oc. Par
n=2 0 0

suite de (2.4.4) nous aboutissons a

o0
Z E|C,| < o
n=-—oo
o0
D’ou ). |C,| converge avec probabilité 1 qui est le théoréme. m
n=—oo

2.4.3 Convergence presque-partout

Le théoréme que nous allons démontrer est un résultat analogue au théoréme de Kolmogorov-
Seliverstov([14] p.252) que nous rappelons

Théoréme(Kolmogorov-Seliverstov): Si

1

(e .e]
Sa0+ Z (an cosnzx + by, sinnx) (2.4.5)

n=1
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est la série de Fourier d’une fonction f de L2 (0,2m) et

o0

Z (ai —l—bi) logn < oo

n=1

alors la série de Fourier(2.4.5) converge presque partout vers f (x) dans (0,2m)

Théoréme 25 5S¢

/1og+ A[dF (A) < o0

—00

+o0 .
alors la série de Fourier ) Cre2™ /Ty processus X(t), 0 < t < T, converge presque
n=-—00

partout pour tout t dans 0 <t < T avec une probabilité 1.
Avant de prouver ce théoréme nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 6 5%
o0

/ log™ |\ dF (\) < o0 (2.4.6)
alors
> log(|n| + 1) E|Cyl* < o0 (2.4.7)

ot Cy, est le coefficient de Fourier du processus X

oo o0
Preuve: Remarquons que les deux séries > |Cp|*log(|n|+1) et 3 |Cp|*logn sont de
n=—00 n=2
meéme nature.
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Nous avons

I = EZ|(Jn|2logn=iE[logn(Jnﬂ:ilognmcﬂ2

n=2 n=2 n=2

sin® (AT'/2)
= 4 lo ——2dF (A (d’aprés (2.3.1) du lemme 5
Z gn /Aszy () (@aprés (231 )

—+00

ol e sin? (A\T'/2)
N 772;1g /(nAT/?W)ZdF()\)

B sin? (\T'/2)
B 772_/2 (n — \T'/27)? 74 (%)

—+o00

1 Z log n sin? ()\T/Q / Z lognsm )\T/Q)dF o)
)

T 2<nanT/2n (n — AT/2m)” o neAT/2n (n — AT /27)?
= I]_ + IQ

Supposons que A > 1. D’une part pour l'intégrand de I; nous avons

;2
Z log n sin ()\T/22) _ 0 Z &2
2<n< AT /27 (n — AT/2m) 2<n< AT /2] (n — AT'/2m)
_oof leePTiE g loem
([\T/27] — AT/ 2m) 9<n<[T/27]-1 (n— AT'/27)

O (logk [NT'/27
Z (gk[2/])

= O(log\) +

1<k<[\T/2n)

_ 0(1ogA)+0<Zlokg2k>+ZO(1;§A) O (log )

k>1 k>1
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De méme pour I> nous avons

log nsin? (\T'/2) logn
2 =0 X

woaT (0= AT/2m)° wsixT o (0= AT /2m)°
log [\T'/2 > 1
= 0 og [\T'/27] S+ 2{: 4444£§£@444§
(WDf2n] ~ XTj2m)? | B (0 - XT/2m)
. log (k+ \T/2x
k=+1
[e.e]
log (k+ [MNT'/27] + 1
= O(log)\)+0<z ( [k2/ ] ))
k=+1
log k g %
= O (log))+0O Z 5 +0 ( > )
k=+1 k=+1
—
<oo

= O(logN)+0(1)+0 (i log (2 +k[2)\T/27TD> (pour k > 1)

k=-+1

[e.e]
1
= O(log)) + 0 (logA) > 3 =0 (log))
k=+1
Nous procédons de la méme fagon pour le cas A < —1 et nous obtenons le méme résultat ainsi

nous avons
00

=0 /logﬂ)\dF()\) =0(1)

— OO

d’ou le lemme. m

Preuve: Le théoréme 25 est une conséquence du théoréme de Kolmogorov-Seliverstov. Si

o0
nous appliquons le lemme 6 alors sa conclusion implique que > log (|n| + 1)|Cp|* < o p.s
n=—oo
qui & son tour implique la conclusion du théoréme. m

2.5 Limite de la loi conjointe des coefficients de Fourier

Dans ce paragraphe nous considérons que le processus stationnaire X est & valeurs réelles

pris sous les mémes conditions du paragraphe 2.1. Les coefficients de Fourier A,, et B, de
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X = (X(¢),0 <t <T) sont donneés par les formules (2.1.6) et (2.1.7) respectivement.

Nous allons étudier la limite de la loi conjointe du vecteur aléatoire
1
<2A0,A1, vy Ay, B, ....,Bn) quand T" — oo (2.5.1)

Nous supposons que X a une distribution spectrale F' absolument continue. Dans ce cas le

processus X admet la forme suivante (voir paragraphel.4)
X(t) = / cO—1)dY (), oo <t <o (2.5.2)

ou ¢ est une fonction réelle de Ly (R) et Y est un processus stochastique a accroissements

orthogonaux tel que

E|dY (\)* = dA (2.5.3)

La fonction de covariance de X est de la forme

o0
o) = / 1 (V)[2 e (2.5.4)

—o0

00 -
ou ¢ est la transformée de Fourier dans Ly de c: ¢(X\) = [ c(t)eiAdt
—00
Nous avons le théoréme suivant

Théoréme 26 Soit X un processus stationnaire a valeurs réelles de la forme (2.5.2) avec

c € Ly (R), Y un processus a accroissements indépendants et satisfaisant les conditions (2.5.3)
et E|dY (N> =0 (d\). Sice LiNLs(R), alors la loi conjointe des coefficients de Fourier de
X=(X({#),0<t<T)

<;A0Tl/2, ATY?, L ATY? B TY?, BnT1/2> (2.5.5)
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converge quand T — oo vers la loi

2n*
N <0, ;cﬁ) « [V (0,67)

+oo 2n*
oucr=| [ c(u)du| et T] signifie 2n fois le produit de convolution
—0oQ

Avant de prouver ce théoréme nous avons besoin des lemmes suivants:

Lemme 7 (i) Soit X une v.a. réelle, telle que EX =0 et

X= [ c(N)dYa () (2.5.6)

ot c € LaN L (R) et Yy, (A) est un processus a accroissements indépendants avec

E|dYy (V)2 = ad), EdY,(\) =0, E|dYy (V)]? =0 (ad)) o a une constante >0 (2.5.7)

alors la fonction caractéristique ¢, de X est donnée par

9 o
©q (1) = exp —% / ¢ (N)dA+ O (au®) | pour u petit. (2.5.8)

(ii) La loi de la v.a. X/a/? converge quand oo — oo vers la loi normale

o0

N 0,/02()\)d>\

—00

Preuve: (i) Pour ¢ une fonction en escalier définie par

0 si A< ag
C()‘) = Cj si aj—1 <A< a; (259)
0 si A>ay
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ol ag < a1 < ... < ay sont des points réels. Nous avons

o0 n

[ eara) =3 ¢ (¥ (a5~ 0) - Ya (a1 + 0) (2.5.10)

e j=1

Pour une fonction ¢ € Ly (R) il existe une suite de fonctions étagées qui converge vers ¢ dans
Lo et son intégrale est définie comme la limite en Ly du membre droit de la formule (2.5.10).
D’ou pour une suite de fonctions étagées ¢, de la forme (2.5.9) convergant vers ¢ dans Ly nous

avons

/ c(N) dYa (V) = lim zn: ¢; (Yo (a3 — 0) — Ya (aj_1 +0)) (2.5.11)
e j=1

Alors la fonction caractéristique de X est la limite des fonctions caractéristiques du coté droit
de (2.5.11).

Notons ¢, la fonction caractéristique de X, nous avons donc

o0

0o (u) = FE(exp(iuX))=FE | exp iu/c()\) dYy (M)

—00

n
= nh—>noloE exp |iu Z ¢j (Yo (aj —0) =Y, (aj—1 +0))
j=1

n
= lim H E (exp [iuc; (Yo (aj —0) — Yy (aj—1 +0))]) (Ya est & accroissements indépendants)
n—oo
j=1

U2C

2

<

= lim [[E[ + iuc; (Ya (a; — 0) — Yo (a;—1 +0)) —
j=1

10 (46} (Y (a5 — 0) — Ya (a1 +0))°))]

(Ya (a; — 0) = Yo (aj_1 +0))?
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En utilisant les conditions de (2.5.7) nous avons

n u202
o (u) = lim [T +iucE (Yo (a; —0) = Ya (aj-1+0)) — — B (Ya(a; = 0) = Ya (aj-1 + 0))
7= =0 =a(aj—a;-1)
+0 | W*SEE (Yo (aj — 0) = Ya (aj-1 +0))° |]
~0(a(a;—a;1))
n au?c?
o j 3 3
= nll_%lo 1_[1[1 - (aj —aj—1) + O (aw’c; (aj — aj_1))]
J:
= nan;oexp 5 . 1 ¢ (aj —aj—1) + O (au’)
j:

Remarquons que lim ) c? (aj —aj—1) = [T c*(A\)dX d’on la formule (2.5.8) qui est le résul-

tat.

(ii) Posons Y = X/a'/2 et soit g, (u) sa fonction caractéristique. Nous avons

ga(w) = E(™)=E (eiuX/a1/2>

u
= ¥, (m) (., fonction caractéristique de X )

u? 00 ) ud
= exp <—2/ c“(N)dr+ 0 <a1/2>> ( d’apres le point (i))

—0o0
En passant & la limite nous obtenons la fonction caractéristique d’une normale centrée et de

variance [0 ¢ (X) dA
2 00
lim g, (u) = exp <_u2/ (N d)\>

—
a—00 oo

Y =X/a'/? < N (o0, / (N dX

— 00

Dot le lemme. =
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Lemme 8 Soit ¢, une fonction de Ly (R)a valeurs réelles satisfaisant

o0

/ e (A) — 9 (V)2 dA — 0 quand & — oo (2.5.12)

— 00

ot 1 € Lo N L3(R). Soit Z, un processus a accroissements indépendants, satisfaisant la

condition(2.5.7) . Alors la fonction caractéristique de la v.a.
1 [e.o]
Vo= / b (\) dZa (V) (2.5.13)

converge uniformément dans tout intervalle fini quand o — oo wvers la fonction caractéristique

de -
N |o, / Y2 (\) dA

Preuve: Notons ¢, la fonction caractéristique de Y, définie par (2.5.13) et soit ., la fonction
o0
caractéristique de Y telle que Y — N (0, [ ¥*(N) dx\) .
—0o0

— 0 ou [a,b] un intervalle fini.

Montrons que max [ (u) — ¢, (u)
a a— 00

u€la,b]

Posons

X, = # / ¥ (N) dZa () (2.5.14)

Alors E|X,| = F

al ol

e [ o0 aza o)

< Lo [ Efp (WP E|dZs (V)]? < oo done X, est
finie p.s.

Soit ¢, (u) la fonction caractéristique de X, définie par (2.5.14) . Nous avons

“PX (u) - SOY (u)‘ _ ‘E (eiuXa) _E (eiuYaH _ ’E [eiu(XafYa)eiuYa o eiuYa]
< E ‘6iuYa‘ piu(Xa—Ya) _ 1‘ < B |ei(Xa-Ya) _ 1’
< Eliu(Xe —Ya)| = |u| E|Xa — Ya

1/2
[ (E X, — ya|2) (Par Cauchy-Schwartz) (2.5.15)

IN
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Comme

0o 2

4 accroissements orthogonaux

(2.5.16)

ElXa-Yal' = E| i [ 600 va )20
oo_C>o 2
= 2B| [ 00 - v ) dZa )
= ;/W}(}\)—wa NP E|dZo (N2 (formule pour les processus)
= [ e = WD (e Eldza (W = ad )

Par suite de (2.5.15), (2.5.16) et de '’hypothése (2.5.12) nous avons

/ 0.)
(1) = oy, @] <1l (B1Xa = YaP) " <l [ 0, 0) =0 )P ax =0

D’autre part en appliquant le point (ii) du lemme 7 nous avons

22, o, () =y (@] =0

Par suite

max [0, (W) — ¢, ()| < max |o, ()=, ()]+ max [o, (@) -, ()

u€la,b] u€la,b] u€la,b]

et en passant a la limite nous obtenons le résultat. D’ou le lemme. =

Maintenant nous donnons la preuve du théoréme 26

Preuve: Posonsu = (00,01, ...,;0pn,T1,...,Tn) et U = (%A0T1/2,A1T1/2, ey ATY2 B2 BnT1/2).
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Soit ¢ (00,01, ..., 0pn, T1, ..., Ty) la fonction caractéristique de U . Nous avons

0 (00,0100, T15.0,Tn) = E (ei<u,U>>

1 n n
= E|expiT"/? 500A0+ZUjAj+ZTij
=1 =1

En remplagant A; et B; par (2.1.6) et (2.1.7) respectivement nous avons

21t

2 (T 1 o 2mjt :
0 (00,01, ey Ony T1, s Tn) = E | exp T1/2/0 X(t) 200+z;<0jcosT+TjsmT> dt
j:

_ E<exp {T%Z/Q /OTX(t)% . 7) dtD

ou

(t,T) L + z": cos 2yt + 7 si 2mjt
=50 o T Sin
son ) 9 0 P J T J T

En remplagant X (¢) par (2.5.2) nous avons

T | F
Gr = Tfm/o X(t)wn(t,T)dt:Tf/Q/O /c(t—)\)dY(A) on (,T) dt
i T
- /{T?/z/() c(t—/\)gan(t,T)dt]dY()\)

Posons A = vT et le changement de variable t = v donne
9 [T T
Gr = T1/2/ X(t)p, (t,T)dt = 27"/? / [/ c(ul —vT) ¢, (uT,T)du| dY (vT) (2.5.18)
0

0

— 00

ol

1 " u), 0 <wu < 1(indépendant deT
o, (W, T) = 500—1— E (0 cos2mju + 7 sin 2mju) =: #n () ' ( )
j=1 0 ailleurs

(2.5.19)
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Remarquons que: ¢ (09,01, ..., 0n,T1, ..., Tp) est la fonction caractéristique deGr au point 1

2 [T .
©(00,01y ey Oy T1y ooy Tn) = E <exp [T1Z/2/ X(t)p, (t,T) dt]) = Flexp [iGr]] = ren (1)
0
(2.5.20)
Posons

Vi (v) = %Y (T) (2.5.21)

Par (2.5.21) Les conditions sur le processus Y nous donnent
dYy (v) = dY (Tv), E|dYy (v)]* = E|dY (Tv)|* = Tdv et E |dYr (v)|* = E|dY (Tv)]* = O (Tdv)

les conditions sur le processus Y7 et de (2.5.18) ,(2.5.19) et (2.5.21) nous obtenons

T 1
Gr = Tfﬂ/o X(t)gon(t,T)dt:T}/Q/ [ZT/O o (T (1 — v)) o, (u) du| d¥ (v)

—00

_ Tiﬂ/%(v)dYT(v) (2.5.22)

ou

1
v (v) = 2T/0 c(T (u—v)) e, (u)du (2.5.23)

Remarquons que la v.a. (2.5.22) est de la forme (2.5.13) du lemme 8 avec a = T'. Pour cela,
il est suffisant de montrer que la fonction caractéristique ¢ (09,01, ...,0n,T1, ..., Tn) cOnverge

vers le produit de fonctions caractéristiques normales. A cet effet, posons

o0

20, (v) [ c(p)dp st 0<v<1
¥ (v) = o0 (2.5.24)
0 sinon
Montrons que
/ W (v) = ¥ (v)[* dv 0 (2.5.25)

80



Par le changement de variable T' (v — v) = p dans (2.5.23) nous avons

T(1—v) o0
f f
Yr (v) =2 / ¢ (1) n (v + T) dp =2 / ©n (v + T> L o r(1—wyc (1) dp
—Tv —00

Comme ¢,, (u) = 0 a Péxterieur de [0, 1], ¢,, est continue, bornée et ¢ € Ly alors

‘Son (U + %) 1[—TU,T(1—1})]C (M)‘ <K C(M) € Ly et Th—r}go Pn (1) + %) 1[—TU,T(1—U)]C (/-‘L) = ¥n (’U) ¢ (/-‘L) :
Par suite le théoréme de la convergence dominée donne ¥ (v) o ¥ (v) . Donc pour montrer
—00

(2.5.25) il suffit de montrer que

[ (v) — 1 (v) 2 do T 0 pour un certain A (2.5.26)

[v|>A

Prenons A > 1 arbitraire fixé. Nous avons

—A +0o0
[ lor@-v@Pa= [lor@-s@Pas [0 -k
[v|>A —00 A
D’une part
—A -A
/WT W) dv = /WT (v)]2dv§K/\wT (v)|dv  (¥p (v) est uniformément bornée)

IN

ol
Ké /0 lo, (W)| T e (T (uw —v))|dudv  (nous utilisons (2.5.23))

—-A
1
= K/ loy, (u)] / T|e(T (u—v))|dvdu (Fubini)
= K/ lop, (u)] / )| dudu  (par le changement de variable y =T (u — v))
+Tu

qui converge vers zero quand 7' — oo car ¢ € L1. De méme

2 T(u—A)
[ 1erw —vwfa <k el [ )
A
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qui converge vers zéro quand 7' — oo. D’oul le résultat (2.5.26) par suite (2.5.25).
[e.@]

Finallement ¢(v) = 2¢, (v) [ ¢(u)dp € L3 (R) car ¢ € L1NLg, d’ou du lemme 8 la fonction

—00

caractéristique de G converge vers la fonction caractéristique de IV <0, fol P2 (A) d/\) .Par suite

de (2.5.20) ¢ (00,01, ey Tpy T1y -vvy Ty) CONVETZE VErS €XP (—% fol P2 (\) d)\) ainsi

exp <—;/01¢2(/\)d)\> = exp —;/01 QQDn()\)/OOC(/L)dM2d/\
= exp | -2 76(u)du2/01 (0 (V)? dA

=

<

o 2
= exp | — L/ c(p)du %0% —1—3 (U? +7’]2-) (de (2.5.19) )
11

ol ¢ = . Ceci achéve le théoréme. m

_j? c(p) dp
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Chapitre 3

Série de Fourier d’un Processus

Faiblement Stationnaire périodique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons les résultats de T. Kawata [2]. Nous reprenons la méme étude
du chapitre 2 mais cette fois pour un processus X = (X (¢),t € R) complexe centré faiblement
stationnaire et T-périodique. Le processus X vérifie les conditions suivantes:

Soit X = (X(t),t € R) un processus faiblement stationnaire avec EX (¢) = 0, E |X (t)|* < oo

pour tout ¢ et de fonction de covariance continue

—+o00

plu) = [ eap (a)

—0o0

ou F est la distribution spectrale du processus X. Notons par Cy,,n = 0,+1,+2, ... les coeffi-

cients de Fourier de X sur (—%, %) définis par
1 7
C,=0C,(T) = T / X (t)e 2T q  ou T est un nombre positif quelconque.

1
ir
Dans le paragrahe 3.2 nous définissons le processus périodique et nous étudions le comportement

des coefficients de Fourier du PFS X T-périodique & travers l'ordre de grandeur de la quantité
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> FE ]C'n|2 quand N — oo . Au paragraphe 3.3 nous donnons la convergence absolue de la
Is@é?des coefficients de Fourier du processus qui est la convergence absolue presque-siire de la
série de Fourier du processus X T-périodique. Par la suite au paragraphe 3.4 nous donnons la
relation de Parseval qui généralise la formule (3.2.11) du lemme 10 donnée pour un processus
T-périodique. Nous terminons ce chapitre par ’approximation en moyenne-quadratique et

convergence uniforme presque-siire d’un processus centré faiblement stationnaire non-périodique

par un processus centré faiblement stationnaire périodique.

3.2 Comportement des coefficients de Fourier

Définition 27 ( [10],[19]) Un processus faiblement stationnaire X = (X (t),t € R) est péri-
odique de période T si la fonction de covariance p (u) est une fonction continue et périodique

de période T

Remarque 28 Si p (u) est périodique de période T alors E|X (t+T) — X (t)]> = 0 Vt ce qui
implique que X (t +T) = X (t) p.s pour tout t.

Nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 29 (i) Si X = (X(t),t € R) PFS tel que

+o00o
/ |z|* dF (x) < 0o pour 0 £ a < 1 (3.2.1)
alors
Z E|C.> =0 (N™%) quand N — oo (3.2.2)
In|>N

(11) Si de plus X est périodique de période T alors sous la condition (3.2.1) avec 0 £ o < 2,

(3.2.2) est vérifiée, et si a =2, alors

Y EIC,)*=0(N"?) (3.2.3)
In|>N
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(iii) Si X est périodique de période T et

+oo
/ |z| (log™ ]x\)ﬁdF () <oo0, B>0

alors

Y ElC.P=0 (1/ (Nlogﬁ N))

[n|>N

Nous avons besoin des lemmes suivants

Lemme 9 (i) Si pour 0 < a <2

alors

¢ (h)=:2p(0) = p(h) —p(=h) =0(h") quand h— 0

o (h) = O(h?)
(ii) Si
+oo
/ |z| (log™* |x\)6dF () <o0, B>0
alors

@ (h) = 0 (h/ og|h]|”)
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Preuve: (i) Nous avons

@(h) : =2p(0)—p(h)—p(=h)
+oo | +oo | +oo .
= 2/ eV dF (z) —/ e dF (x) —/ e MTAF ()
ol _ _
= 2/ (1 — coszh)dF (x)
ol 1
~ 4 / sin(ha)dF (2)
o (h +oo gin?(1ha)
et h(a) = 4/_00 —a—dF (@)
in? Lhe in2 Lhe sin Lha|® Lpg|”
Si 0 < o < 2 nous avons Vo lir% Smhfh = 0et | hc%h < | |,3|Z | < |2|Z|a| < |z|* et

+oo

[ |z|*dF (z) < co. Nous appliquons le théoréme de la convergence dominée et nous avons la
—0oQ
formule(3.2.7) .

Pour o = 2 nous avons

+oo
¢ (h) +o0 sin? Lha 9
32 §4/ h2dF(m)§/|x| dF (z) < oo

dott (3.2.8).

(ii) Pour montrer ce point nous utilisons le résultat suivant:

Lemme: (voir[18]p.181): Soit ¢ (z) une fonction non-négative telle que ¢ T oo quand
r — oo et 2% (x) /. Si

quand h — 0

/Ooow(x)dF(:c) < oo alors p(h):l—O(w(;_l)>

+oo
Par hypotheése nous avons [ |z (log™ \x|)6 dF (z) < oo avec § > 0 alors:

—00

Si z > 0 prenons ¢ (z) = z (log+ :c)ﬁ et 1 vérifie les hypotheses (i.e) ¥ (z) > 0 Vo > 0,

¥ 1 oo quand  — oo et 2% (x) / par suite

p(h)y=1-0 ((log?h)ﬁ> quand h — 0
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d’ou

¢(h) = 2p(0)=p(h)—p(=h)
h
= O((logh)ﬁ> (car p(0)=1)

Meéme chose si z < 0 et ¢ (z) = —z (log™ (—:c))B et les hypothéses sur v sont vérifiées donc

p(h)—l—O(_ h

W) quand h — 0

En conclusion nous avons

h
Vh @ (h)=0 () avec >0
llog A]|”

d’ou le résultat. m

Lemme 10 Soit X = (X(t),t € R) un processus faiblement stationnaire périodique de période

T et soit p sa fonction de covariance. Nous avons

() =2p(0) ~ p(h) —p(~h) =4 3 BIC,sin? "7 (3:2.11)

n=—0oo

Preuve: X estT-périodique sa série de Fourier est

X(t): Z On€27rint/T

n=—oo
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Par suite

1 1 _ 27r7,nt+h 27rm
X(t+2h>X(t2h> = Z Cre Z Cre 2h)/T

n=—oo n=—0oo

[o¢]
_ Z C, 2 it/ T ( oinh/T _ e—m'nh/T)

n=—oo
o0

A 4
= Z 2iC', sin <1172r> e2mint/T

n=—oo

Par la relation de Parseval nous avons

T
1 [z 1 1
= X(t+=h)=X(t—=h
T/g‘ (+2> ( 2)

h
dt =4 Z |C|? sin <n72r ><oo

n=—oo

Donc

> . nmh
4 Z E‘Cn|2S1n2 (2> =

n=—oo

nmh
Z Caftsin? (5 )]
1%Xt1h ththt
TGO
= 1/ E|X t—i—lh - X t—lh th(Fubini)
T T 2 2
1 [z 1\ 1 1

—-EX t—lh X t—i—lh + E|X t—lh 2
2 2 2

Jdt
= 2p(0)—p(h) —p(=h)

d’ou la formule (3.2.11) du lemme =

Maintenant nous prouvons le théoréme 29

Preuve: (i) Pour 0 < a < 1 et T fixé, nous avons par la formule (2.3.2) du chapitre 2

paragraphe (2.3)

Y EICu*=0(N"")+O(F(c0) = F(xN/T)) + O (F (-=N/T))

In|=N
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Par suite

N* Y E|Cy> = O(N*')+ N“O(F(c0) — F(aN/T))+ N“O (F (-7N/T))
[n|>N
= O(N*Y) +N°O (75\[)11\2; A*dF (\) | + N©O <7§V>a Z/TAadF (A)
00 —7N/T
a— \*“ a T\ a
N*lO(1)+0 <W> WN//TA dFE(\) | +0 (W> _ZO N dF (X

En passant a la limite nous avons

lim N 2=
Jim N Y ElC) =0
[n|>N

d’ou la formule (3.2.2).
(ii) et (iii) En intégrant les deux membres de la formule (3.2.11) du lemme 10 par rapport

a h sur un intervalle (0,7°/ (2N)), nous obtenons

T/(2N) T/(2N)

(o] h
= 4 2 T
/ o (h) dh N B / sin ( 7 ) dn
- 0

0

V
W
=
N
o
o
&.
=
[\]
N
‘ 3
3
>
~
QU
>

Comme
T/(2N) 9 T/(2N)
. o mnh - 4n 9 [ I} LS 2
/ sin” —-~ dh 2 ) / h*dh  (car Vz € |0, 5| sinzz 7rgz:)
0 0
> 4—N2 T our tout n > N
= 3rEans POMOmTS
T
> -
- 8N
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et donc

T/(2N) T/(2N)
T 2N
ez oy 3 Bl > 3 FIGF < 5 [ eman
0 n|>N [n|>N 0

*) 810 < a < 2 d’apres le lemme 9 nous avons

+oo
/ |z|* dF (z) < 0o = ¢ (h) = o (h%)

—0o0

d’ou
T/(2N) T/(2N)
s 2N / ON / . 1
< — = — — I
Z E|C,|" < T @ (h)dh T o(h®)dh =0 Vo quand N — o0
[n|=N 0 0

ce qui donne Y E|C,[? =0 (§) qui est (3.2.2)
[In|>N
*) Si o« = 2 nous avons d’aprés le lemme 9

/+°° |z|* dF (z) < 0o = ¢ (h) = O (h?)

et Y E|Cl’ <g / go(h)dh:g / O(h2)dh:o<]\lf2>

[n|>N 0 0

don Y E|C,)? = O (§=) qui est (3.2.3)
In|>N

+o0 8
) 8i [ |z| (log" |z])? dF (z) < 00 = (k) = O (h/ \1og\h||5) (Qaprés (3.2.9) et (3.2.10)

—00
du lemme 9)
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alors

T/(2N) T/(2N)
2N 2N
> EBlC < / o (h)dh < /
T T
[n|>N 0
2N e 1 1
< —K ———dx (posons — ==z
- T / 23 [log z|° ® h
2N/T
L T
K / L (e>onT>1)
(log V) r
ON/T
_ 1 T
(log N)? 2N

d’ou

- 1
2 BlGf =0 (N(logN)/3>

In[>N

et le théoréme s’achéve m

3.3 Convergence absolue de la série de Fourier

Nous avons le théoréme suivant

——=dh
llog h|”

)

Théoréme 30 Soit X = (X(t),t € R) un processus faiblement stationnaire périodique de

période T
i) si
+o00
/ |z|* dF () < 0o pour a > 1

—00

[e.@]
alors la série > |Cy| est presque-sirement convergente.
n=—oo
i1) Plus généralement nous avons le résultat si

+00
/ |z| (log™* ]:c|)’8dF (x) < oo pour [>2

—00

(3.3.1)

(3.3.2)

Preuve: La preuve de ce théoréme utilise le théoréme 29. Le point i) est analogue & la preuve

du théoréme 24 vu au paragraphe 2.4.2.
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Pour ii) nous avons

o) 0 o) o) 00
Y E[Cul= Y EICu|+Y_E|Cu| =E|Co|+2)  E|Cy| = E|Co|+2E|C1|+2) E|C,|
n=-—o00 n=-—00 n=1 n=1 n=2
et
. ov 1/2
N E(C = Z Z E|Cy| < Z Y BlG. ] (20 -2
n=2 v=1np=2v-141 v=1 \n=2v—141

Nous avons X T-périodique et fj;o |z| (log™* |x\)BdF () < oo pour [ > 2 alors d’apres le

théoréme 29 nous avons . E|Cp|? =0 (1/ (Nlog’ N)) . Donc
[n|>N

ZE‘Cn’ =
n=2

1 _1\1/2
o _ 9V 1
(2(1/ /2 (log 2~ 1)5/2>( )

/2
ol ——
ov/2 (V _ 1)5/2

OO (mili/2> <o (B/2>1)

oo
d'ou Y, FE|C,| < oo et c’est la convergence presque-sire de Y |Cy|. D’ou le théoréme. m

n=—oo n=—oo

NER MS

N
Il
—

[
hE

3
]

Remarque 31 Nous avons mentionné dans le chapitre 1 que pour un PFS X si
o (h) =0 (h/log|h||") pour ~ >3 quand h — 0 (3.3.3)
alors le processus est p.s a trajectoires continues (il existe un processus Xo p.s continu et que
P(X(t) = Xo(t)) = 1,Vt.
En relation avec cette remarque nous avons le résultat suivant:

Théoréme 32 Si un PFS X est périodique de période T, alors la condition (3.3.3) avec v > 2
est suffisante pour que le processus X admet une série de Fourier absolument convergente p.s

et donc le processus est p.s a trajectoires continues.

Remarque 33 D’aprés le deuziéme corollaire du théoréme 11 du paragraphe 1.3 ( chp 1), la

périodicite du processus est une condition superflue pour la continuité des trajectoires.
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3.4 Relation de Parseval d’un Processus faiblement station-

naire

Dans ce paragraphe nous allons donner une formule qui généralise (3.2.11) du lemme 10 . Pour

le faire nous énoncgons le théoréme de Dirichlet comme lemme

Lemme 11 (Théoréme de Dirichlet): Soit f une fonction définie sur R de classe C* par
morceauz, périodique de période 2w. Soit xg € R, alors la série de Fourier de f converge au

point xg et admet pour limite

Jim S, (7o) = 5 (F@) + Fap)
ou encore . ) i 1 . B
nan;O - f()Dy (t — xo) dt = 5 (flzg) + f(xq))

o Dy, est le noyau de Dirichlet défini pour n > 0 par

+n : 1
1 , sin(n + 5)x
D = ik _ AT 0 277
n (@) zkz ‘ 25in2
=—n

Nous avons la formule de Parseval de X suivante:

Théoréme 34 Si X est un processus faiblement stationnaire alors pour tout T > 0 et pour

0 < h<T, nous avons

. o nh h h
1Y BIC s T = (1= 1) 20(0) = p(0) = p (-1l 20(0) = p (T =) = p(~T + 1)
B (3.4.1)
Preuve: Posons
A(u) = 1—|u|, pour |ul<1
= 0, pour |u| >1
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Nous avons
+1 - +1 : 0 , 11 '
A(u)e ™ du = / (1 — |u|) e ™ du = / (14 u) e du + / (1 —u)e duy
-1 _1 1 0

+1
= 2/ (1 — u) cos tudu
0

Sit=0
+1 A +1
/ A (u) e "dy = 2/ (I1—u)du=1
0

-1

Si t # 0 par intégration par partie nous avons

+1 ' 0t
/ Au) e ™du = 2(1—u) e

1 2 +1
+ / sin tudu
-1 3 t 0

0

= 2 [ cost] = s (1/2) = sin? (1/2)/ 1/2)

t
Par suite
+1 ‘ sin? (¢/2) / (¢/2)? sit#0
A (u) e "du = t/2)/(e/2) 4 (3.4.2)
-1 1 sit=0
k=n
De D, (u) =% 3 ¢™** nous pouvons écrire
k=—n
N n=N
‘ 1—cos2n\\ _.
Z sin? ple Mt = Z (CZS n >e_m“
n=—N n=—N
1 n=N 1 n=N 1 n=N
B » -~ i
_ 2[2 e znu_§ Z e2in zn,u_§ Z e—2in mu]
n=—N n=—N n=—N
1 n=N 11 n=N 1 n=N
— = —inp _ = | = —in(p—2X) 4 = —in(p+2X)
n=—N n=—N n=—N
1 1
= Dy (=p) = 5Dn (= (1= 2X)) = 5 D (= (1 +22))
1 1 .
= Dy (W) = 5Dn(p=2)) = 5DN (p+2A) (Dy est pair)
Alors nous avons
N A 1 1
> sin?ne ™ = Dy (p) — 5 DN (1= 2)) = 5Dy (4 2) (3.4.3)

n=—N

94



Des formules (3.4.2) et (3.4.3) nous avons pour: 2nm — 1" # 0

>

n——

N

sin? (nm — 21/2) sin? mnh
in
(nm — 2T /2)? r

+1 +1
Z / A 71 (2nm— :cT)udu sin2 -~ th / Z 71(2n7r xT)u n2 thA ( )du

+1
/ e

—1
/+1

—1

ixTu

: h
Z e~ 2T gin? % A (u) du

4 1 27h 1 2mh
ixTu = _ _ = -
e [DN (27Tu) 2DN <27ru T ) 2DN <2wu—i— T >:| A (’U,) du

+1 » 1 [*t , 2mh
A (u) €T Dy (27u) du — = A (u) €Dy (27ru - ) du

. 2), T

I ; 2rh
32/, A (u) e®Tu Dy (27ru + ;) du

1 1

251 — =5 — = 4.4

Si 252 233 (3.4.4)

En appliquant le lemme 11 de Dirichlet nous avons pour S

lim S

N—oo

+1 )
A}im A (u) e T Dy (27u) du
—oo J_1
0 . 1 .
A}im </ A (u) T Dy (27u) du + / A (u) €T Dy (27u) du>
—oo \J-1 0

1 1
lim < A (u) e T Dy (27u) du + / A (u) €T Dy (27u) du) (parité deA et Dy)
0 0

1 21 1 1 27 1 X
Jtim L /0 'a (fﬁ ) eI Dy () de + /O A <2§r> e*T(5) Dy (¢) de

5(A(0T)+A(07)) N (A0 +A(07))
2
%A (07) = % (3.4.5)

(Dy est 2m-périodique)
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Pour 5o

+1 < 2mh
: _ : xTu o
]\}lm Sy = A}lm < B Au)e Dy (27ru > du)

= lim_ ( /_ 01 A (u) e T Dy <27r <u - ;)) du + /0 1 A (u) e Dy (27T <u — ;)) du)

1 ) h
= ngnoo ; A (u) e @Tupy (277 <u + T>> du

1 ) h
+ lim A (u) ™Dy <27r <u = T>> du (parité de A et Dy)

N—oo 0
1 (1 h)T i (2T
= lim / —A <v+ / —h/T>e T( 2 h/T>DN(v+h/T)dv+
N—oo T 0 2 2
27 _ i (2=hLT
lim 1/ }A (U hT + h/T> e T< 2m Jrh/T>DN (v—h/T)dv

= %A (1—h/T)e = TA=h/T) 4 %A (h/T) e

o 1 .
% (h/T) = THh 4 L (1~ b/ T) " (3.4.6)

De méme nous avons pour S

lim S3 == (1 —h/T)e " 4+ = (h/T) T ~t2h (3.4.7)

N—oo

N =
N —

En utilisant (3.4.5),(3.4.6) et (3.4.7) nous avons de (3.4.4)

2. sin? (nm — 2T/2) ., Tnh 11 [1 o1 N
g sin = ———|=(1=h/T)e"" +=(h/T e_”T‘Hxh]
1|1 ; 1 ) .
—Z|1Z(1= —izh - ixT—ixh
2[2( h/T)e —|—2(h/T)e }
_ 1 1 izh —izh 1 ixT—ixh —ixT+ixh
= 2—4(1—h/T)(e +e ) 4(h/T)<e +e )

Multiplions les deux cotés par dF(x), intégrons sur (—oo,00) et notons que

+o00o

i a2

E|C,|? = / S @T/2) g (4) (@apres (2:3.1) du lemme 5)
(nm —aT/2)

— 00
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D’une part nous avons

00 oo < 92 _ T 2
/ sin® (nw — x /2 ) sin? thdF(:n)
—o0 i (nm —2T/2) T
> . ,7mnh /°° sin? (z7'/2) > . ,mnh 2
= sin® —— ——— " dF(x) = sin“ —FE |C),
nz_:oo T ) (nm —JUT/Z)2 () nz_:oo T |Gl

et de 'autre part nous avons

/°° [1 1 (1—h/T) (emh n e—imh) B i (h)T) (eixT—ixh n e—ixT—i-igch)] dF(z)

1271
— ;/_C: dF(."L‘) _ i (1 _ h/T) /_C: (eixh + e—imh) dF(:E) _ i (h/T) /_C: (eimT—izh + e—iacT+ia;h) dF(:E)
= 50O — T (= W/T) [p(h) + p ()] = 3 (/T) [p(T — ) + p(~T + )]

Ainsi nous obtenons

(R/T)[p(T' = h) +p (=T + h)]

> st TREICR = S0~ (- AT o)+ p (R

23 T RGP = 20(0) — (1 h/T) o () + p(~h)] ~ (B/T) [0 (T — ) + p(~T + )

= (1 =n/T)[20(0) = p(h) = p(=R)] + (h/T) [2p(0) = p (T = h) = p (=T + h)]

qui est (3.4.1) et la preuve s’achéve. m

3.5 Séries de Fourier approximantes

Soit X = (X(t),t € R) un processus faiblement stationnaire non-périodique. Il est connu
que nous pouvons trouver un processus X = (X (t),t € [—%, %]) faiblement stationnaire

périodique de période T admettant des coefficients de Fourier non-correlés et X (1) = X (t)
pour t € [—%, g] (voir[19]p.461). Nous étudions la convergence absolue de la série de Fourier

du processus X.
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Le processus X étant faiblement stationnaire admet la représentation suivante

“+00

X(t) = / et de (z) (3.5.1)

—00

ol £ est un processus a accroissements orthogonaux avec Ed¢ (z) = 0, E |d¢ (z))* = dF ()
(I'intégrale est au sens L?)

Nous définissons &,, par

2(n+1)7/T
£, =6, (1) = / dé(xz), n=0,%1,42, ...
2

nw/T

et X par
X(t)=XtT)= Y enmmitiTe (3.5.2)

n=—00
Dans cette série de Fourier les coéflicients de Fourier £, sont non-correlés et convergent dans

2 (¢, sont orthogonaux car ¢ est un processus & accroissements orthogonaux) et

) 2(n+1)w/T
Ble,? = / dF (z)

nm /T
Nous avons E¢,, = F fzn:;rTl /T g fznZ;rTl /T Ed¢ (z) = 0 et X est un processus péri-

odique faiblement stationnaire de covariance

plu) = B(X(t+uw) X)) = ( > Z it o/Te, —Qmm/Tsm)
n=—oo0 m=—0o0
— Z Z Efné-me%wrw/T62(n—m)mt/T — Z E ’£n|262mrzu/T (orthogonalité des gn)

n=—00 M=—00 n=—oo

D’ou
® ) 2(n+1)w/T
ﬁ(u) _ Z e?nﬂ'zu/T/ dF (.’1?)
ne—o0o 2nm /T
p est T-périodique.
La distribution spectrale F de X est donnée par
R 2717T/T 2 -1 2
F(m):/ dF (x), pour u<m§ﬂ, n=0,+1,+2,
PSS T T



Lemme 12 Avec les notations précédentes nous avons
N 2 . 9 7t
E\|\X(t)— X (t)] <4sin ?p(O), T > 2|t
D’ou la convergence en moyenne quadratique quand T — oo
Preuve: D’une part nous avons
5 . 2
EIX () = E|[£ ()] =p(0)

En effet

2

P = [ emagw) ~p [ [ i)

oo ptoo - +o0 9
_ / / ztz —ztyEdg( ) ( ) E |d£ (:p)| (pour T = y)

—0oQ

- /_OO dF (z) = p(0)

et

2

0o 0o
— Z Z e2nm’t/T672mﬂ'it/TE£na

[eS)
2nmit)T
> i,

E X'(t)’z -
- il T/}_m o
- _Z_ Bl _Z_ /MT >=/OO dF () = p (0)

D’autre part nous avons

E[X(t)f((t)} - E

X(t) i €—2n7rit/T€n] _ i e—2nm’t/TE [X (t)@

n=—oo n=—oo

+oo 2(n+1)7/T
| e [ & (x)]
—oo 2nw /T

) +oo +00
_ Z e—2nmt/TE [/ eztxdg (:E)/ I[2n7r/T,2(n+1)7r/T}d£ (IE):|

o0

— Z e—2n7rit/TE

n=—0oo

oo ) 2(n+1)m/T oo ) 2(n+1)w/T
_ Z e~ 2nmit/T / Yo |dé (z) |2 — Z e~ 2nmit/T /
= —oo 2nm/T e —oo 2nm /T
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D’ou

L2 - L2
E|X®)-X®)| = E|X@®)P -2ReE [X WX )| +E X(t)(
%0 ‘ 2Ant)r/T
= 2p(0) —2Re Y e 2mi/T / et dF (z)
Ne—oo 2nm /T
0 2(n+1)7/T
= 2p(0)—2 Z / cost (x — 2n7/T) dF (z)
ne—oo 2nm /T
eS) o 2(n+1)7/T
= 2/ dF (z) —2 Z / cost (x — 2n7/T) dF (z)
—00 ne—oo Y 2nm/T

o0

oo 2(n+1)7/T 2(n+1)7/T
= 2 Z /2 dF (z) — 2 Z /2 cost (x — 2n7/T) dF (x)

ne—oo ¥ 2nm/T ne—oo ¥ 2nm/T
o0 2(n+1)7/T

-2y / [ — cost (z — 2nr/T)]| dF ()
ne—oo ¥ 2nm/T

Comme 1 — cost (z — 2n7/T) = 2sin? Ha=2nm/T) | 2nm/T <x <2(n+1)7n/T et T > 2]t (sin

2

est /'sur [—7/2,m/2] et périodique) nous avons

t(x—2 T t
1 - cost (z — 2n7/T) = 2sin? (5'32’”7/) < 25sin? %
Par suite

. 2 0 2(n+1)7/T t
Elx@) - X (t)( <2y / 2sin® U dF ()

ne—oo ¥ 2n/T T

t 0 2(n+1)w/T
= 4sin? > Z / dF (z)
T ne—_oo Y 2nm/T

¢ [ t
= 4sin27;/ dF(x):4sin2%p(0)

—00

Enfin quand 7" — oo nous obtenons le résultat
. 2
lim E)X(t) —X(t)’ ~0

T—o00
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Nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 35 Soit g une fonction paire, non-négative, non-décroissante sur R et telle que
o0
Z 1/g(n) < oo
n=1

Soit X un processus faiblement stationnaire de distribution spectrale F' satisfaisant

/oog(:r)dF(:L‘)<oo

— 00

Alors la série de Fourier X définissant X donnée par la formule (3.5.2) converge absolument

presque-stirement.

Remarque 36 Si g(z) = |z (log™ |$])6 ,B > 2 nous avons le résultat du théoréme 29 de ce

chapitre qui représente un cas particulier .

Preuve: Pour montrer le théoréme il suffit de montrer que EY 2 |{,| < oo
Pour tout > 0 nous avons g () > ¢ (0) > 0 par hypothése et alors
o oo 2(nt 1) /T % ) ) 2(nt 1)/
FY lal = By / W =B S gl on/D / W
. ' o\ 1/2 o , s /T o\ 1/2
S ran]) (Sl e [ ]} ()
o0 1 1/2 %0 2(n+1)m/T ) 1/2 .
: (Zm ; (mm) (Ej m/n) [ Bl o) ) (j proprieee )
0 1 V2o 2(n+1)m/T 1/2 ;
_ (zzoo T /T)) . (nzzoog o)) [ L <x>> (E|dt (@) = dF (z))
o0 1 1/2 ©  o(nt1)n/T 1/2
< (nz_:oo P (2n7r/T)> . (nz_:oo /er/T g(z)dF (a:)) (car g>0et )
oo 1 1/2 too 1/2
= (n_zoo P (2n7r/T)) . (/_Oo g(x)dF (:U)) < oo( par hypothéese)

Ceci achéve la démonstration. m
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Finallement, nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 37 Soit g une fonction paire, non-négative, non-décroissante pour x > 0 et satisfait
o

Zl/g(n) < 00

n=1
et X un PFS définie par (3.5.1) de distribution spectrale F' satisfaisant

/Oog(m)dF(x)<oo

—00

Soit Xy, le processus de période Tj, = 2F défini par

Xp () = X (t,T},) = Z €2nmt/Tk§n,k

n=—oo

ot 2(n+1)7 /Ty
En = Eni (Th) = / dt ()

2n /Ty

Alors Xj,est uniformément convergente presque-sirement sur tout intervalle fini quand k — oo

Preuve: Supposons que |t| < A, ou A est un nombre positif. Nous avons

oo o0
9% 9% 2nmit /T 2mmit /T
Xppn () = X (t) = > Mg o — Y e?rmitllhg
n=-—oo m=—00
oo o0
2nmit /2k+1 2mmit /2
= Z € / én,k—&—l - Z € / fm,k
n=-—00 m=—00
oo
_ 2mi(2m)t/2k+1 2mi(2m~+1)t/2k+1 2mit /2F
= ) (6 R S S i
m=—o00
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Comme &, 1, = & k41 + §2mt1,k41 1OUS Obtenons

o0
N . k ok . k+1
Xpp1(t) = Xe (t) = E (6271'7,mt/2 Eom 1 — €22 Emk T+ e2ri@mt1)i/2 §2m+1,k+1)
m=—oo

_ wi(2m+1)t/2k 2mimt /2%
= Z (6 ( 2 _ e / )§2m+1,k+1

m=—oQ
o

_ 2mimt /2% [ mit/2k

= E e / (6 / —1)§2m+1,k+1
m=—0o0

Nous majorons par

o
A A~ . k
X1 (8) — Xy (t)‘ < Y |emtE - 1‘ |€2mt1 1]
m=—oo
o0 o0 27 (p+1) /281
|t TA
< Z ok Eomit 1] < ok Z / . d¢ ()| ( posons p = 2m + 1)
m=—oo p=—00 27rp/2

D’ou

. . A & m(p+1)/2F
X t)— Xi(t)| < — d
- o] <5 55 |7 o
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Nous choisissons une suite (¢j) de nombres positifs décroissant vers zéro et nous avons

P X e p(rA & | e
@ (lrtﬂlgﬁ‘ o () = % (0] > 6]“) 25 pzoo /np/zk dt (z)] 2 e
2
w2 A2 s m(p+1)/2F o
= EIEWE ([ Z /np/zk d¢ (x) (inégalite de Markov)
p=—00
[ 2
m2A? > 1 . (pt1)/28
= g Tt (/) / d¢ ()
k L p=—00 gz (7Tp/2 ) wp/2k
[ 2
w2 A2 > 1 o n(p41)/2F
< ot q(mp/2k) mp/2") . / dé (x Cauchy-Schwartz
£292k p:z_:oog(ﬂp/Qk) p;oog( p/ ) o §(@)| | ( y )

m(p+1)/2%
= 222k Z 7Tp/gk Z 9(77}7/2k) /Trp/2’“ d¢ (z)

m(p+1)/2"
= 222k Z 7Tp/2k ( /2k)/ dF(:C

mp/2k

T2 A2 e 1 400
= SI%W Z )/OO g (z)dF(z)
p=—00

~—

g (mp/2*
Du fait que
=1 o0 1 [ I 1
Z g/ da::/ dfugizi pour tout a > 0
=glan) = Jo glaz) aly gu) ~ a‘=g(n)

Donc

Qr = P <maX‘Xk+1 (t) — Xk (t)‘ > 5k>

[t|<A
2 A2 /+OO 1 ok 0 1
< —r g(@)dF(z) | —=+ =) ——
2w ) W 771,2::09(19)

= 0O <5;22_2k> + 0 <€;22_k> =0 (5;22_’“)

Si nous choisissons (gx) / Y e, < 00 et > e, *27% < 0o alors nous avons
o o
ZQk:ZP(TFSaj XkJr]_(t)_Xk ‘>8k> ZO( ) 00
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En appliquant le lemme de Borel-Cantelli nous avons

max
tI<A

Xpi1 (1) — X5, (t)) <ep p.s

par suite nous avons que p.s

(Xk—i-l (t) — Xk (t))

NE

k=1

est convergente uniformement sur |t| < A et ceci achéve la démonstration. m
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Annexe

Simulation
Le mouvement Brownien:

Le mouvement Brownien est un processus stochastique modélisant:

e Les trajectoires de particules soumises & des chocs aléatoires (Einstein, 1905).
e l'évolution temporelle d’actifs boursiers (Bachelier, 1900).

Un mouvement Brownien B = (B(t),t € [0,1]) est défini par :

e B(0)=0.

e Les accroissements sont indépendants et

B(t) — B(s) = N(0,t — s)

o V(s,t) €[0,1] x [0,1] , E[B(t)] =0 et cov (B (t),B(s)) = min (s,t).

Pour simuler une trajectoire du M B sur [0, 1] nous discrétisons l'intervalle de temps [0, 1]
en n points équidistants. Nous utilisons ensuite la propriété des accroissements gaussiens pour
simuler chaque accroissement. La fonction "cumsum" calcule les sommes cumulées et permet
de géneérer une trajectoire et puis nous calculons sa série de Fourier sur [0, 1] . Pour la simulation
, les sommes infinies sont approximées par des sommes finies. Notons que la convergence en

m.q est supposée assurée. La somme partielle de Fourier est définie par

N
A
Sn(t) = =5 + kzl [A}, cos (2mkt) + By, sin (2mkt)]
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avec

1
A, = 2/ B(s) cos 2mksds k=0,1,2,....
0

1
B = 2/ B(s)sin 2mksds E=1,2,....
0

et les intégrales sont approximées par la méthode des rectangles a gauche. Nous avons

n=1 g n—1
A() = 22/ B(s)ds =2 Z (ti+1 — ti) B(tz)
t i=1

i=1 "t

n—1 tiv1 n—1

Ay = 2) / B(s)cos (2rks) ds = 2y _ (tip1 —t;) B(t;) cos (2mkt;)
i=1 7t i=1
n—1 n—1

B, = 2% / " B(s) sin (2ks) ds — 23" (ti1 — ;) B(t;)sin (27kt;)

i=1 "t i=1

Les graphes suivants présentent différentes trajectoires du M B sur [0, 1] avec leurs sommes

partielles et erreurs quadratiques correspondantes pour différentes valeurs de N et n est fixé a

500. L’erreur quadratique est

1
eq = [ (Sn(t)— B(t))*dt
[
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Bi),SN(t)

Approximation de B(t) par SN(f)

Approximation de B(t) par SN(t)

Approximation de B(t) par SN(t)

Bi),SN(t)

Bi),SN(t)

t
n=500, N=10, eq= 0.00630168

t
=500, N= 100, eg= 0.0004187995

Fig. 1

Processus d’Ornstein-Uhlembeck:

Un processus d’Ornstein-Uhlenbeck U est un processus stochastique décrivant la vitesse

dU (¢)

représente la force de frottement sur la particule.

La formule d’It6 appliquée au processus e*U (t) donne

—aU(t)dt + odB(t),t > 0,U(0) = Uy

t
n="500, N= 300, eq= 8.354702e-05

d’une particule dans un fluide. Il est défini par I’équation différentielle stochastique suivante:

ou B = (B(t),t > 0) est un mouvement brownien standard, avec Uy une variable aléatoire
donnée et «, 0 des coefficients positives éxprimant la dérive et le coefficient de diffusion re-

spectivement. Le terme dB(t) traduit les chocs aléatoires sur la particule et le terme —U (¢)dt

d (e®U(t)) = ae®U(t)dt + e (odB(t) — aU(t)dt) = oce* dB(t)
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ou sous forme intégrale :
t
U(t) = Upe ™ + O'/ e =) B(s)
0

Par exemple, si Uy — N (0, %) , la loi de U(t) est une loi gaussienne centrée et de variance

Un echantillon de 10 trajectoires
du processus d'Ornstein Uhlunbeck

— Trajectoire moyenne

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

temps

Fig. 2

Calculons la serie de Fourier sur [0, 1] d’une trajectoire d’Ornstein-Uhlembeck sur [0, 1] et

sa serie partielle correspondante. Les tableaux suivants representent les erreurs quadratiques.
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Pour n =500et 0 =2 :

a=1
N 10 100 300
eq 6.2884| 0.4077 0.0844
o=5
N 10 100 300
eq 1.2231] 0.1204| 0.0353
o=10
N 10 100 300
eq 0.761| 0.0644| 0.0136
Tableau. 1
Pour n = 500 et 0 = /2
o=1
N 10 100 300
eq 3.1442 0.2039 0.0422
a=5
N 10 100 300
eq 0.6116] 0.0602 0.0177
=10
N 10 100 300
eq 0.3805 0.0322 0.0068

Tableau. 2

110




Les graphes suivants présentent les trajectoires U(t) sur [0, 1] et leurs séries de Fourier Sio(t)

Pour n =500 et 0 = 0.2

pour 0 = 0.2 et a =10

Uit SNty

0s
I

-05
L

=10

Approximation de U{t) par SN(t)

a=1
N 10 100 300
eq 6.29ERD2| 4.07ERD3| 8.40ERDA
a=5
N 10 100 300
eq 1.23ERD2| 1.25ERD3| 3.54ERD3
a=10
N 10 100 300
eq 6.29ERD2| 4.08ERD3| 8.44ERDS
Tableau. 3

Approximation de U(t) par SN(t)

Approximation de U(t) par SN(t)

I v
= =l
a a
= = = o
4 4
@ @
5 5
o w
< N
a =4
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 06 08 1.0 0.0 0.z 04 0.6 08 1.0 0.0 0.z 0.4 0.6 08 1.0

t
n=500, N=10 , eq= 6.288457

t
n=500, N=100 , eg= 0.4077524

Fig.3
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Dans les simulations du processus d’Ornstein Uhlunbeck sur [0,1] pour ¢ = 0.2, = 10

I'intervalle [0, 1] est divisé en n = 50 points équidistants et leurs séries de Fourier sont tronquées

anN=10

Uity S10it)

Uit S10tt)

Les graphes suivants présentent 10 trajectoires de U et leurs séries de Fourier Sig

Approximation de U(t) par S10{t}

Approximation de U(t) par S10{t}

00 01

<01

-02

03

Approximation de U(f) par S$10(t) Approximation de U(t) par S10(t)

Approximation de U(t) par S10(t)

Approximation de U(t) par S10{t}

g = o ]
I
o = sl
- J
g | =4 B
Q = =
N o
g g 4 4
= g 2
- o =
= 7 = 2 = @ =
Z s B4 2 = =
g v g 2 gz 5
29 I 2 2 2 °
5 g = 5 s E
o o
: 2 9
= 8 o
o T (=1 =
&
B - E
8
= e
g -
8 g S
< ) & i
T T T T T T T T T T T ° T T T T T
4 0 1 2 3 4 0 1 H 3 4 0 1 2 3 4

Approximation de U{f) par S10(t) Approximation de U{t) par S10(t)

Approximation de U{t) par S10(t)

Approximation de U{t) par S10{t)

o < |
57 o
S a i
o -
o
o b= _
s = = = = o
=1 5 o = g o
28 n < [ &
£ 54 £ n £ £ .
35 = 5 57 3 i 3 ZH
-
o 27
1| ? o =
L - BR 5
Z4
@ o 2 -
4 i 5 =
T Sl T T T T e T T T T T T T T T
4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Approximation des 10 trajectoires U(t) par leurs series de Fourier S;,(t) correspondantes .

Fig. 4
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Les erreurs quadratiques correspondantes

# eq

0.0053146539
0.0066192916
0.0026083783
0.0042958729
0.0016521376
0.0004801128
0.0002826731
0.0006878486
9 0.0003792391
10 0.0008933956

[

o N O Ot A= W N

Les graphes suivants donnent la densité de la loi limite de chaque coefficient Ay, k =0, .., 10
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Les graphes suivants donnent la densite de la loi limite de chaque coefficient By, k =1, ..,10

D ensity

D ensity

D ensity

densitz B densite B2 densite B3
Ly [
- o o
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=8|
- 2o I
[/ n v
§ § ol
LR 8 o -
04
0+ o+ o4
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
000 005 010 015 020 030 025 020 015 <040 005 0.00 000 005 010 015 020 05
N=10 Bandwidth=001322 N=10 Bandwidth= 001334 =10 Bandwidth = 0.006871
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0
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A1 1
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i % o % &
24 o o
i o]
0 0 v
! 04 o4
T T T T T T T T T T T T 1
040 D05 0.00 .05 000 0.05 08 D04 000 002 004 006
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N=10 Bandwidth = 0001303 N=10 Bandwidth =0.006851
Fig. 6
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Etude des corrélations des coefficients de Fourier:

Dans la littérature appliquée le comportement asymptotique des corrélations entre les co-
efficients de Fourier est important. Comme nous ’avons souligné en introduction chap.2 les
corrélations entre les coefficients de Fourier sont prises nulles dans les applications. Mais en
réalité ils ne le sont pas et il s’agit de vérifier ce comportement par simulation des quatites
: B(A%), E(A,Ay) et E(B,By,).

Nous avons EAZ = 0.2793223.Pour (EA;A;). ._ nous avons le tableau récapitulatif
0 J174,5=1,..,10

suivant:
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1]
5.078183¢ — 03

—1.316898¢e — 03

1.065211e — 03
1.969791e — 04

—3.457483¢e — 04

1.791622e — 04
3.642803¢e — 04
1.387386e — 04

—3.405421e — 04

1.274581e — 05
[, 6]
1.791622e — 04
1.638371e — 04
1.392465e — 04
7.926426e — 05
1.421345e — 04
3.869311e — 04
2.790793e — 05
1.417250e — 04
3.595491e — 05
9.018390e — 05

,2]

—1.316898e — 03

2.015808e — 03
2.882367¢ — 05

—1.602086e — 04

1.723320e — 04
1.638371e — 04

—1.871708e — 04
—1.128094e — 05

1.892131¢ — 04
1.860538¢ — 04
7]
3.642803¢ — 04

—1.871708e — 04

2.335760e — 04
4.506047¢ — 05
7.910482¢ — 05
2.790793e — 05
1.011537e — 04
9.427420e — 05
3.650817e — 05
2.698926¢e — 05

3]
1.065211¢ — 03
2.882367¢ — 05
1.395486¢ — 03
4.444938¢ — 04
1.437872¢ — 04
1.392465¢ — 04
2.335760¢ — 04
3.615495¢ — 04
2.075275¢ — 04
1.712741e — 04

8]
1.387386¢ — 04

—1.128094e — 05

3.615495e — 04
1.359992e — 04
1.467318e — 04
1.417250e — 04
9.427420e — 05
1.660873e — 04
9.885016e — 05
7.539026e — 05
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(4]
1.969791e — 04

—1.602086¢ — 04

4.444938e — 04
5.018605e — 04
1.322937e — 04
7.926426¢ — 05
4.506047e¢ — 05
1.359992e — 04
6.239991e — 05
9.646801e — 05

9]

—3.405421e — 04

1.892131e — 04
2.075275e — 04
6.239991e — 05
1.081699¢ — 04
3.595491e — 05
3.650817¢ — 05
9.885016¢e — 05
1.858807e — 04
3.146865¢ — 05

5
—3.457483e — 04
1.723320e — 04
1.437872e — 04
1.322937e¢ — 04
3.364026e — 04
1.421345e¢ — 04
7.910482¢ — 05
1.467318e — 04
1.081699¢ — 04
9.917593e — 05
10
1.274581e — 05
1.860538¢e — 04
1.712741e — 04
9.646801e — 05
9.917593e — 05
9.018390e — 05
2.698926e — 05
7.539026e — 05
3.146865¢e — 05
7.544654e — 05



Finalement pour (EB;B;))

1,j=1,.

10 Tous avons le tableau récapitulatif suivant:

4 1 2] .3 L4 5
[1, ] 0.025646092 0.0099344410 0.0054648205 0.0043908066 0.0036451190
[2,] 0.009934441 0.0080268280 0.0028050937 0.0023920192 0.0015261518
[3, ] 0.005464821 0.0028050937 0.0020802923 0.0013157448 0.0007108022
[4, ] 0.004390807 0.0023920192 0.0013157448 0.0014079188 0.0007719348
[5,]  0.003645119 0.0015261518 0.0007108022 0.0007719348 0.0007028814
[6,] 0.003595782 0.0022871418 0.0009780909  0.0009308450 0.0006255634
[7, ] 0.002626554 0.0013430259 0.0006640329 0.0006290229 0.0003853966
[8,] 0.002249531 0.0011731138 0.0005171360 0.0004795621 0.0003734739
[9,] 0.001512390 0.0009719864 0.0005541898 0.0004333454 0.0002373717
[10, ] 0.001477693 0.0005472980 0.0003753744 0.0002912270 0.0002211866
4 6 7 .8 L9 [.10]
[1,] 0.0035957817 0.0026265536 0.0022495306 1.512390e — 03 1.477693e — 03
[2,] 0.0022871418 0.0013430259 0.0011731138 9.719864e — 04 5.472980e — 04
[3,] 0.0009780909 0.0006640329 0.0005171360 5.541898¢ — 04 3.753744e — 04
[4,] 0.0009308450 0.0006290229 0.0004795621 4.333454e — 04 2.912270e — 04
[5,] 0.0006255634 0.0003853966 0.0003734739 2.373717e¢ — 04 2.211866¢e — 04
[6,] 0.0008917330 0.0004921226 0.0003795670 3.292370e — 04 2.054340e — 04
[7,] 0.0004921226 0.0004193316 0.0002702882 2.134879¢ — 04 1.591280e — 04
[8,] 0.0003795670 0.0002702882 0.0002614147 1.695565¢ — 04 1.430367¢ — 04
[9,] 0.0003292370 0.0002134879 0.0001695565 1.793477e — 04 8.383607¢ — 05
[10,] 0.0002054340 0.0001591280 0.0001430367 8.383607¢ — 05 1.505474e — 04

Nous remarquons que les corrélations tendent vers zéro.

Conclusion:

Nous avons vérifié par simulation qu’on peut trés bien approximer le processus stochastique
d’Ornstein Uhlembeck qui est un processus gaussien, linéaire et a trajectoires continues par sa
série de Fourier, et que ces coefficients de Fourier sont correlés mais deviennent asymtotiquement

non correlés. Ainsi, nous avons étudié le comportement des corrélations des coefficients de
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Fourier de processus stationnaire suivant les articles de Kawata T.
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