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Introduction

L’analyse des données de survie s’intéresse a 1’étude statistique des données qui proviennent
des expériences sur des durées de vie ou durée de fonctionnement.

En fiabilité: durée de vie d’une lampe, durée de vie d’un matériel ...

En biologie: en culture de cellules les durées d’apparition de parasites ...

En médecine: durée de guérison d’un patient, durée de rémission d’un malade ...

En économie: durée de chomage

En éducation : durée d’apprentissage d’une langue ...

Dans plusieurs situations les observations sont "censurées". Une donnée est dite cen-
surée si elle n’est pas observée. Il existe plusieurs mécanismes de censures. Particuliérement la
censure aléatoire & droite: une v.a. de durée T est censurée & droite par une v.a. de censure C
si on n’observe T que lorsque 7' < C'. Dans les problémes d’estimation de fonctions que nous
allons aborder nous observons des données dites "censurées" (dites aussi incomplétes).

Une fonction essentielle en analyse de survie est la fonction de survie définit par S(t) =
P(T > t) qui exprime la probabilité que l'individu "survive" a l'instant ¢t. Une autre fonction
utile est la fonction de risque h (ou aussi taux de hasard, risque instantanée ou intensité) qui
exprime le taux de 'occurrence de "I’événement d’intérét" a l'instant ¢ (panne, déces ...).

Dans ce mémoire nous présentons une étude sur les modéles de survie en abordant
principalement ’estimation de la fonction de survie et la fonction de risque Les méthodes
d’estimation de ces fonctions sont de type non paramétriques et sont basées sur les estimateurs
a noyau. Nous développons les résultats des articles suivants qui portent sur ’estimation de la
fonction de survie et la fonction de risque dans les cas i.i.d. sans censures et avec censures:

1. Zhang Biao "Some asymptotic results for kernel estimation under random censor-



ship". Bernoulli 2 (2) 1996, p. 183-198.

2. Henrik Ramlau Hansen "Smoothing counting process intensities by means of kernel
functions". The Annals of Statistics 1988 Vol 11 n 2 p. 453-466.

3. Tanner M. A. and Wong W.H. "The estimation of the hasard function from randomly
censored data by the kernel method". The Annals of Statistics 1983 Vol 11 n 33 p. 989-993.

Dans le chapitre 1, nous rappelons des préliminaires sur les modéles de survie en se
basant sur les références [5] et [10]. Nous introduisons les principales fonctions en analyse de
survie: fonction de survie- taux de survie et les différentes formes du taux de risque ect... Nous
donnons aussi les différents types de censure (censure a droite, censure a gauche, censure par
intervalle, troncature ect...) Nous rappelons quelques notions et propriétés sur les processus
ponctuels utilisés pour 'estimation des fonctions de survie et de risque.

Dans le cas d’observations censurées a droite, nous introduisons I’estimateur de Nelson-
Aalen du risque cumulé et les estimateurs de Fleming-Harrington et Kaplan-Meier de la fonction
de survie. Nous donnons leurs principales propriétés de convergence, lois limites et variances
asymptotiques. Nous présentons quelques exemples de données censurées avec les graphes des
estimateurs correspondants.

Dans le chapitre 2, en premiére partie, nous rappelons les résultats de ’estimation
de la densité f des durées T' dans le cas de données non censurées par la méthode du noyau
en se basant essentiellement sur le livre de Bosq D. (cf. [4]). Dans la deuxiéme partie, nous
développons les résultats de Biao Zhang sur I'estimation de la densité f des données T par
la méthode du noyau dans le cas de la censure & droite. Cet estimateur est construit sur
Pestimateur de Kaplan-Meier par lissage a I'aide d’un noyau. Nous donnons des résultats sur
la consistance, convergence en moyenne quadratique, loi limite, forme de 'erreur quadratique
intégrée asymptotique, choix de la fenétre optimale ect...

Dans le chapitre 3, en premiére partie, nous développons les résultats de H. Ramlau.
Hansen sur l’estimation de la fonction du risque dans le cas de données non censurées par
la méthode du noyau par lissage de 'estimateur de Nelson-Aalen. Nous donnons les expres-
sions asymptotiques du biais et de la variance de cet estimateur ainsi qu’une loi limite et des
convergences uniforme en moyenne quadratique.

Dans la deuxiéme partie, nous développons les résultats de M. A. Tanner and W.H.



Wong sur 'estimation de la fonction de risque h par la méthode du noyau dans le cas de la
censure a droite. Nous donnons des résultats sur le biais et la variance asymptotique sous la
condition de noyau "compatible".

Dans le chapitre 4, nous présentons des simulations numériques illustrant les comporte-
ments des estimateurs des fonctions de survie et fonction de risque et de la densité. En Annexe,

nous donnons quelques énoncés des théorémes utilisés dans ce mémoire.



Chapitre 1

Modéles de survie

1.1 Généralités

L’analyse de survie s’intéresse a I’étude statistique des données qui proviennent des expéri-
ences sur des durées de vie ou durée de fonctionnement. Comme exemples en médecine, en

biologie, en économie..., on s’intéresse souvent & des données sous forme de durées:

1. Durée de rémission d’une leucémie aigué.

2. Durée de séropositivité sans symptome de patients infectés par le V.I.H.
3. Durée de fievre chez un patient atteint de pneumonie.

4. Durée de chdomage avant de retrouver un travail.

5. Durée d’apprentissage d’une langue.

6. Durée de développement de bactéries dans une culture de cellules.
Pour les trois premiers exemples on peut désigner "l’événement d’intérét” suivant:

1. Fin de rémission.
2. Début des symptomes chez un patient séropositif.

3. Fin de fievre chez un patient atteint de pneumonie.



A partir des événements précédents on définit la: durée jusqu’a apparition de "I’événement

d’intérét" qui sera la variable T correspondante:

1. Temps écoulé avant la fin de la rémission.
2. Temps écoulé sans symptome.
3. Temps écoulé avant la fin de la fievre.

4. Temps écoulé avant de retrouver un travail.

La durée de survie T' désigne le temps qui s’écoule depuis un instant initial (début du
traitement, diagnostic, chémage,...) jusqu’a la survenue d’un événement d’intérét final (déces
du patient, rechute, rémission, guérison, travail,...). On dit que l'individu survit au temps ¢ si
A cet instant I’événement d’intérét final n’a pas encore eu lieu.

La variable étudiée est appelée durée de survie et elle sera notée T

1.1.1 Fonctions associées aux distributions de survie

Dans ce qui suit, on suppose qu'un individu subit une fois et une seule un certain type
d’événement. Les observations de la survenue (censuré ou non censuré) de cet événement
chez des individus constituent les échantillons pour identifier les modeles de survie.

Soit T' la durée de survie supposée une variable positive. Sa loi de probabilité peut étre

définie par I'une des fonctions équivalentes suivantes:
1. Fonction de répartition
Fit)=P(T <t) (1.1)

Pour ¢ fixé, c’est la probabilité que I’événement survienne avant 1’instant .

2. Fonction de survie
St)y=P(T'>t),t>0 (1.2)

Pour ¢ fixé S(t) désigne la probabilité que I'individu survit jusqu’a U'instant ¢

Ona: < S(t)=1-F(t)



¢$ S est continue & droite, i.e S(tT) = S(t), pour ¢ > 0.
¢ S est décroissante. S(0) =1 et limy_,o0 S(¢) = 0.

Remarque 1.1 Si la loi de T est continue on a

P(I'>t)=P(I'>t) e PT<t)=P(T<t)

3. Densité de probabilité

La densité de probabilité de T notée f est donnée par

) = lim Pt<T <t+A)

A—0 A (13)

On a: f(t) = F'(t) = —S'(t) si F est absolument continue. Pour ¢ fixé, f(t)A s’interprete
comme la probabilité que I’événement survienne dans le petit intervalle de temps J¢,t + A].
4. Fonction de risque (ou taux de hasard)

La fonction de risque est défini par:

Pit<T<t+A/T>t)

o) = iiino A
o 1P(<T<t+A) (1)
= AT PIsn S (14)

c’est le risque instantané que 'événement survienne dans Uintervalle J¢,¢ + A] sachant qu'’il n’a

pas eu lieu avant U'instant ¢ (étre en "fonctionnement" ou étre "en vie" avant I'instant ).

5. Fonction de risque cumulé (Taux de hasard cumulé)

Il est défini par: (si F est continue)

mw:A%wmu (1.5)

Si F est quelconque:
b dF(s)
H(t) = —
0= [ 50
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Relation entre ces différentes fonctions

) = exp{—H(t)} = exp{—/oth(u)du} (1.6)
5 = —In(S@) (17)
) = h(t)S(t) = h(t)exp{—H(t)}
) = 1=-8S@t)=1-exp{-H()}

Remarque 1.2 Dans la pratique, ces cing fonctions sont inconnues et il s’agit de les estimer

en particulier la fonction de survie S et la fonction de risque cumulé H.

1.1.2 Moments et quantiles

On suppose que la f.d.r. de la v.a. T est continue et les parameétres de position et de

dispersion: moyenne, médiane, étendue, écart-type,etc... peuvent étre calculés.

1. Quantiles de la durée de survie

Pour 0 < p < 1, le quantile d’ordre p est défini par

qp = inf {t : F(t) > p}
Si F est strictement croissante alors g, = F~!(p).

2. Moyenne et variance de la durée de survie

Le temps moyen de survie E(T') ainsi que sa variance V(T') sont des quantités importantes et

sont données par

E(T) = /0 b S(tydt,  V(T)=2 /O b tS(t)dt — (E(T))?

1.1.3 Différentes formes de la fonction de risque

Dans cette partie nous donnons les principales formes de lois utilisées en données de survie.

Les formes usuelles de la fonction de risque A sont les suivantes:

11



1. Constante
2. Monotone (croissante ou décroissante)

3. En forme de N

Risque constant

La seule distribution qui admette une fonction de risque h constante est la loi exponentielle.

la loi exponentielle £()\)

S(t,A) = e t>0,A>0
f&A) = Xe ™ t>0

h(t) = A

In(1—p 1 1
w = TP gy B =1, V)=

La fonction de risque h est égale au paramétre .

Risque monotone

Il existe plusieurs distributions de durée de vie ayant une fonction de risque monotone

Lois de Weibull W (A, a) Ce sont des lois qui généralisent la loi Exponentielle

S(t,a, ) = exp{—(\t)*} Aa>0,t>0
(b d) = axeLexp {—(\)°}
h(t,oa, N) = aX*t* !

@ = 1(-In(1-p))=
E(T) = T <1 + a) . V(T) = (%)% (1 n Z) e <1 n ;)

Le parameétre « est un paramétre de forme de h et A est un parameétre d’échelle.

12



1. Si @ =1, on retrouve la loi Exponentielle W (A, 1) = £(X)
2. Si 0 < a <1, la fonction de risque h est décroissante de oo a 0.

3. Si a > 1, la fonction de risque h est croissante de 0 & oco.

Lois Gamma I'(\, )

ft,NB) = /\BF(lﬁ)t/B_le_M \NB>0,t>0
1 At
F(t,\,pB) = uP e du
r (5)0/
_ A8
h’(ta)\aﬁ) - 1—F(t,>\,ﬁ)
E(T) = g, V(T) = f;

Le parameétre S est un parameétre de forme de h et A est un parameétre d’échelle
1. Si 8 =1, on retrouve la loi Exponentielle de parameétre A: T' (A, 1) = E(N)
2. Si B > 1, la fonction de risque h est croissante de 0 & A.

3. Si0 < B <1, la fonction de risque h est décroissante de oo a %

Risque en N

Lois Log-Normales LN (u,0)

Int —p

St o) = 1—@(
flt,po) = 1(p(lnt—u>

> pweR, >0

ot o
_ fwo)
Wb o) = S(t, p,0)
02 02 2
E(I) = &%, V(I) =% (e(’ —1>

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale standard.
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La fonction de risque h est en forme de N: elle croit de 0 & sa valeur maximum puis décroit
vers 0.
Lois Log-Logistiques LL(\,v)
1

S(t,)\,y) = W )\,V>O

ftAv) = QM HA+ (A)Y) 2
ht, A v) = AWML+ )Yt

1
1. pv
4 = (X)l—p

,0<p<1

Pour 0 < v <1 la moyenne n’existe pas. Pour v > 1

Eﬂj—iF<1+i)F<1—i)

La variance existe pour v > 2

vin = e (142 (1-2) - (1 e (1- 1)y

Le parameétre v est un paramétre de forme de h.

Pour v > 1 la fonction de risque h croit de 0 & sa valeur maximum puis décroit vers 0.

1.1.4 Censures et troncatures

Dans plusieurs situations les observations sont "censurées": Une donnée est dite censurée si
elle n’est pas observée. Il existe plusieurs mécanismes de censures. Particuliérement la censure
aléatoire a droite: une v.a. de durée T est censurée & droite par une v.a. de censure C' si on
n’arrive pas a observer T' quand 7' > C' (ou on observe la v.a. T que lorsque 7' < C). Cela
arrive particulierement dans des données de survie ol on n’a pas acceés a toutes les observations.

Il existe trois types de censures avec des catégories de censure qu’on nomme censure & droite,

censure & gauche ou censure par intervalle.

14



1. Censure de type I (Censure fize)

Si le temps de censure est fixé par le chercheur comme étant la fin de ’étude.

Il y’a trois types:

e (ensure a droite fize: les variables 11,75, ..., T, ne sont pas tous observées et on observe
que les T; qui sont inférieures ou égal a une durée fixée C' (censure non aléatoire), sinon

on observe C. Ainsi on observe T; A C = X
e (Censure a gauche fize: dans ce cas on observe T; V C = X;

e Censure par intervalle fize [c,C]: dans ce cas on observe (T; AC) Ve =X;

2. Censure de type II (Censure avec attente)

Elle se caractérise par le fait que ’étude cesse dés que 'on a observé un nombre d’événements
prédéterminé par 'expérimentateur.

Par exemple dans le suivi de traitement de n patients, on observe leurs durées de survie
jusqu’a ce qu'un nombre r d’entre eux soient décédés et on arréte I’étude & ce moment la. A
partir de P'échantillon 71,75, ..., T, et par l'utilisation de la statistique d’ordre T(;) < T(g) <
... <T{y), nous aurons la date de censure égale a T,y et donc on observe: 1(y), T(g), ..., I(;) et

les variables T{; 1), ..., T(5) sont censurées.

3. Censure de type III (Censure aléatoire)

Dans ce cas les v.a. de censure ne sont plus sous le contrdle du chercheur.

e (Censure a droite aléatoire :Dans ce cas les censures C; sont des variables aléatoires. Par
exemple dans le suivi de traitement de n patients, nous associons a chaque patient i,
non seulement son temps de guérison T; mais aussi la censure C; (soit "perdu de vue",
soit on arréte 1’étude et le patient est toujours pas guéri ect...). Dans ce cas on observe

;NG =X,

De la méme facon on définit les censures a gauche ou par intervalle.

15



En général les v.a. T; sont ii.d de f.d.r F les v.a C; sont iid. de f.dr G et (1;), est

7

indépendante de (C;),. Pour le iéme individu, on associe: la durée T; et la v.a. D; = lir<cy)
qui vaut 1 si T; est observée et 0 si T; est censurée. Lorsqu’on ordonne les données (X;, D;):
X1y <X <. < Xm), Dy <D <...< Dy

la v.a. D) est 'indicateur de censure (& droite) associé a X ;).

Dans les essais thérapeutiques, on peut citer certaines causes entrainant la censure aléatoire:

1. "Perdu de vue": le patient peut décider de se faire soigner ailleurs et on ne le revoit plus.
2. Arrét du traitement: suite a des effets secondaires le traitement est arrété.

3. Fin de I'étude: I'étude se termine et certains patients sont toujours vivants.

exemple:3patients

patients
2
!

temps

Figure 1

Dans la figure 1 on représente le suivi de trois patients. Le premier est entré au début
de ’étude et est mort & 77 = 4 (non censuré). Le deuxiéme est vivant jusqu’a la fin de I'étude
au temps 10, il est donc censuré en ¢ = 10. Quand au troisiéme, il a été perdu de vue a ¢t =7,

donc il est censuré &t = 7.
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Exemples

1. Censure a droite de type I
Dans I'apprentissage d’une langue par un groupe d’étudiants durant un stage de période

fixée. On note T la durée d’apprentissage de cette langue. Pour certains étudiants nous allons
observer leurs durées T; d’apprentissage de la langue par contre pour d’autres leurs 7; ne seront
pas observées car le stage est limité dans le temps.

2. Censure a droite de type III

Exemple A. En 1963, le Docteur Feireich a fait un essai thérapeutique pour comparer les
durées de rémission (des rechutes ), en semaines de 21 patients atteints de leucémie aigué selon
qu’ils ont re¢u ou non un médicament appelé 6-mercaptopurine (6-MP), le groupe témoin a

recu un placebo. Les résultats obtenus sont les suivantes:

6 M-P 6 6 6 |6t | 7|9t | 10 |10t | 11T | 13 | 16
17t 1197 | 207 | 22 | 23 | 25T | 321+ | 321 | 34T | 35T

placebo | 1 1 2 2 |3 4 4 5 5 8 8
8 8 11 | 11 12| 12 | 15 17 | 22 | 23

Les nombres avec 4+ correspondent a des patients perdus de vue a la date considérée.
Ils sont exclus "vivants" de I’étude et leur "durée de survie" est supérieure a celle indiquée. Ils
sont censurés et correspond au type de censure III.
Dans 'analyse de survie on tient compte de toutes les observations censurées ou non.
En effet dans les problémes d’estimations statistiques si on élimine les observations censurés
du groupe traité par le 6 M-P (12 patients ) on perd de I'information puisque on ne tient pas
compte des patients ayant des durées de rémission plus longues.
Exemple B. Notons T ’dge a laquelle une certaine maladie apparait pour la premiére fois
chez un individu. Aprés un examen médical on a recu deux types de réponses:
i) 'individu a déja été malade mais I’age exact de la premiére apparition n’a pas été retenu.
ii) I'individu n’a jamais eu de maladie.
Dans le premier cas on n’a pas observé 1" mais on sait que T est inférieur a ’Age de 'individu

lors de I'examen. Il s’agit d’une observation censurée a gauche.

17



Dans le deuxiéme cas on sait seulement que T est supérieur & I’dge de 'individu, donc

on a une observation censurée & droite.
Exemple C. Pour détecter les composants défectueux d’un processus de production indus-
triel, on effectue des controles selon des dates aléatoires. Lorsqu’on constate qu'un composant
est & changer, on sait seulement qu’il est tombé en panne entre les dates de deux controles

successifs. C’est un exemple de censure par intervalles.

Les troncatures

Une variable aléatoire T est tronquée par un sous ensemble A fixé de R™ si, on observe T
uniquement lorsque 7' ¢ A. Plus précisément les points de I’échantillon "tronqués" sont tous
dans A (dans les calculs de loi de v.a. tronquées il faut conditionner par 7' € A). En général
I’ensemble A peut étre un ensemble aléatoire et on peut faire le lien avec les censures. Par
exemple si C est une v.a. et on pose A = |C, 00 on dit qu’il y a une troncature a droite lorsque
T n’est observée ie. si T' € A = |C, 00| et on retrouve la définition de la censure a droite. De

méme on dit qu’il y a troncature & gauche lorsque 1" n’est observée que si T' > C.

Exemple

Des chercheurs travaillant pour la Société de Protection des Animaux veulent étudier la
durée de vie des chats. Ils ont a leur disposition des données de la SPA concernant les animaux
confiés a cette institution. On dispose pour chaque chat de son dge a son arrivée a la SPA et de
son age a la sortie (adoption). Si on note T; 'dge du iéme chat (7; durée de vie) et l'intervalle
B; = [E;, F;] ou E; est la date d’arrivée et F; est la date de sortie de la SPA. Pour certains
chats qui sont adoptés on a leurs durées de vie T; ¢ B; = [E;, F;] ie T; n’est pas observé. Donc

T; € A; = [F;, 00[. Donc on a une troncature a gauche par la v.a. Fj.

1.2 Processus ponctuels associés

Au milieu des années 1970, Aalen présente une théorie des martingales pour le processus
de comptage qui offre un cadre unifié pour les méthodes statistiques de ’analyse de survie.

Les processus de comptage sont utilisés dans les représentations intégrales des statistiques des
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données censurées. La théorie fournit des formes simples et unifiées des estimateurs, des sta-
tistiques de test et des méthodes de régression. Ces méthodes permettent aussi d’obtenir des

expressions simples de statistiques compliquées et des distributions asymptotiques des test et

des estimateurs.

Dans 'analyse des durées de survie, chaque "individu" a une durée de vie T', de densité
f, de fonction de répartition F' et de fonction de survie S =1 — F et les v.a. T et la censure
C sont supposées indépendantes. Pour chaque "individu" on lui associe un couple de processus

ponctuel ((Y(¢),N(t)),t > 0) donné par (oa X =T AC)

Y(t) = 1ixsn = Yracsy
1 si I'individu est en observation et & risque a 'instant ¢

0 sinon

Le processus (Y (t),t > 0) est dit processus risque: il indique la présence du risque juste avant

I'instant ¢ (le sujet n’a pas encore subi I’événement & ¢~). Le processus N (t) est défini par:

N(t) = l'indicateur de I""événements d’intérét" dans I'intervalle ]0, ¢]

et nous avons avec l'indicatrice de censure D = 1p<c)

N(t) = 1x<t,p=1} = Lr<t,p=1} = Yr<ylip=1y = Lr<ylir<cy = Dljr<y

Le processus (N(t) ,t > 0) est continu a droite avec limite & gauche et N(0) = 0.

Le processus (Y (t) , t > 0) est continu a gauche avec limite & droite.
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Représentation graphique des processus (N(t),t > 0) et (Y (¢),t > 0)

Nit)
1
AU

oo 05 10 15 20

oo 05 10 15 20

I
00 o5 10 15 20
|
i
00 o5 10 15 20
|

La figure 2 donne les représentations graphiques des processus (N (¢),¢ > 0) et (Y (¢),t > 0).
Dans les deux premiers graphes la durée de vie T est censurée a t = 3 et dans les deux derniers
I’événement est survenu a t = 4.

Rappelons que la fonction de risque

Pt<T<t+dt/T >t)
dt—0 dt

et donc pour dt "petit" on peut écrire:

h(t)dt ~ Pt<T <t+dt/T >t)

Q

P(t<T <t+dt/T>t,C>t)

Si on note dN(t) 'accroissement du processus N sur |t,t + dt], avec dt "petit" dN(t) ne

rend que 0 (pas d’événement) ou 1 ( survenue de ’événement) et donc
1% q b

PAN({t)=1/T>t,C>t) = P<T<t+dt/T>tC>t)

%

h(t)dt
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dN (t) est une v.a. de Bernoulli et sa moyenne est E(dN(¢) /T > t,C > t) = h(t)dt.
Si on note la tribu F = o (N (s), 1ix<t,p=0},5 < t) et la tribu F;- = o (N(s), 1ix<t,p=0},5 < t)
(événements avant t). Alors conditionnellement & F;- la v.a. dN(t) admet une loi de Bernoulli

de parametre Y (¢)h(t)dt (cf [7] p.25):

P (AN(t) = 1/F, ) = Y (t)h(t)dt

P(AN(t) = 0/F, ) =1 — Y (t)h(t)dt

et
E(dN(t) /F-) =Y (t)h(t)dt

Le processus stochastique défini par
¢
M(t) = N(t) — / Y (w)h(u)du (1.8)
0

est une martingale par rapport a F;- et fot h(u)Y (u)du est le processus croissant de N(¢) (cf.

corol. 1 Annexe). En effet pour la propriété de martingale on a:

E(M(t) /F,-) = EAN(@) —Y(@h(t)dt /F,)
= E(dN(t)/F-) - EY (D)h(t)dt /Fi-)
= P(N(t) =1/F.-) - Y(t)h(t)dt

=0
Les processus
(At) =Y (t)h(t),t > 0) (1.9)
ot t t tAX
At) = /0 AMu)du = /0 Y (u)h(u)du = /0 h(u)du = H(t AN X) (1.10)

sont appelés respectivement processus intensité et processus intensité cumulée du processus

(N(t),t > 0).Le processus (A(t),t > 0) est appelée "compensateur prévisible" de N(¢) (il est
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déterminé par F;-). Enfin on a

E(dN(t)|F;-) = At)dt, V(dN(t)|F-) = (At)dt)(1 — A(t)dt) (1.11)
Exemple 1.1 Si la durée de survie T suit une loi exponentielle £(0), alors pour tout t > 0

[e.o]

fit) = 07, S(t)=P(T >1) /96_9”du—e

ht) = gig:f_:j:eﬂ(w:/h du—/edu_et
0

Le processus intensité cumulée est
At)=H{tANT)=0(tANT)

Dans ’exemple précédent la v.a. T est observée.

Remarque 1.3 On peut définir les processus précédents si nous avons de plus une troncature

a gauche U. Par exemple le processus risque devient:

Y(t) = Liy<i<racy

Dans ce mémoire on se place dans le cadre d’un mécanisme de censure aléatoire & droite
seulement.
Notations: Si dans I’étude nous avons n "individus" (machine, patients ...ect) indexés par
i=1,...,n,onnote 11,15, ..., T}, les instants de survenue de "I’événement d’intérét". On observe
Xi; =T; NC; et D; = 1{1,<c;3- Donc on dispose des observations (Xj, D;), i = 1,..n. A chaque

"individu " correspond le processus risque Y;(t) défini par
Yi(t) = 1ix,>n (1.12)

et le processus ponctuel V;(¢) indicateur de "survenue de I’événement" dans |0, ¢]

Ni(t) = 1{x,<t.p,=1} (1.13)
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On définit le processus risque Y;,(t) par
n
Vt) = S Vi) (1.14)
i=1

qui est le nombre d’"individus" a risque a I'instant ¢ et en observation. De méme on définit le

processus N, (t) par

Nalt) = SN0 (115
=1

qui est le nombre d’"événements" observés dans U'intervalle ]0,¢]. Le processus a sauts Y;,(t) est

continu & gauche, les autres processus (intensité....ect...) sont définis de maniére similaire.

1.3 Estimateur de Nelson-Aalen

1.3.1 Introduction.

Pour l'individu 4, on associe le couple (N;(t),Yi(t), t > 0) et (YV,(t), N,(t),t > 0) définis
précédemment. On définit le processus J,(t) =1 {¥u(t)>0} qui est I'indicateur de présence d’au
moins un "individu" a risque. Dans cette partie on prend un taux de hasard h;(u) = h(u),Vi =

1,..,n. Le risque cumulé avec existence d’au moins un"individu" a risque sur [0, ¢] est:

(1) = /0 Jo(w)h(u)du (1.16)

On pose

t T o(w)
(1) = /0 ;]/:Eu;dNn(u) (1.17)

qui sera un estimateur de I:In(t).Calculons leur différence :

A0 - Bot) = [ ‘17_;((3)) (AN (w) — Vi (w) () du)
_ . ¢ Jn(u)
;AEwd*)
ol la martingale
Mi(u) = Ny(u) — /O Yi(s)h(s)ds (1.18)



est d’espérance nulle et elle représente la différence entre le nombre d’événements observés sur
[0,u] et son processus croissant (qui est le nombre d’événements "prédit" par le modele pour
Pindividu ¢, il est noté: A;(t) et est appelé "compensateur prévisible" de N;(t) puisqu’il est
déterminé par F;- (cf. Coro. 4.1, Annexe).

On pose M, (u) = > | M;(u)

1.3.2 Construction de ’estimateur de Nelson-Aalen

L’estimateur de Nelson-Aalen Hy 4(t) du taux de risque cumulé H (t) a était proposé par Nelson
en 1972 et ensuite par Aalen en 1978, (cf. [2]). Cet estimateur est fondé sur la remarque suivante

pour A petit:

P(s<T <s+A)

H(s+A)—H(s)~ h(s)A~P(s <T<s+A /T >s)= P(T > 5)

C’est la probabilité que I’événement survient dans un petit intervalle |s, s + A] sachant qu’il

y a un risque a l'instant s. Cette probabilité est approchée par la fréquence suivante :

[Fuls+A) = Na(s)] _ dNa(s)
V(o) A (1.19)

o dN,,(s) = Nyp(s + A) — N,(s) c’est le nombre "d’événements" observés dans l'intervalle
]s,s+ A] et Y,,(s) est le nombre d’"individus" & risque a l'instant s.(cf. (1.14) et (1.15)).

En sommant les quantités (1.19) sur tous les sous intervalles formant ]0,¢] et en faisons
tendre A vers 0, de telle sorte que chaque intervalle contienne au plus un "événement". Ainsi

I'estimateur de Nelson-Aalen est défini par

t
d Ny (
Hya(t / (1.20)
0

Yo (s

En effet:

Cet estimateur peut aussi s’écrire si on note t1, ta, ..., t, les instants ordonnés de survenue
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de 1"événement" pour les n "individus" (processus a sauts):

/ N - dNa(s) Nop(ti) — Noy(ti 1)

{iti<th,” | {i,t;<t}
AN, (t; .
= Y B (1.21)
. n ti)
{l’tzgt}

est le nombre "d’événements" observés dans l'intervalle |t;_1, ;] i.e. en ¢;. On peut directement
construire un estimateur du taux de hasard ou risque instantané h(t;) a I'instant ¢; en utilisant

la remarque précédente. En effet on pose

h(t) = — (1.22)

ot m(t;) désigne le nombre "d’événements" observés jusqu’a l'instant t; et r(¢;) est le nombre
"d’individus" a risque a l'instant ;.
Ainsi on estime le taux de risque cumulé H(t) en sommant les risques aux instants ¢; < ¢

par

Avay= Y ht)= > m(tf) (1.23)

{i,ti<t} {i,t:<t}
1.3.3 Exemples
Exemple 1. Données des ventilateurs (Données de Aalen)

On étudie la durée de vie de 70 ventilateurs, en milliers d’heures de fonctionnement. La question
qui se pose est de savoir si la fonction de risque h est décroissante dans le temps (qui signifie

que le risque de panne est décroissant avec le temps et donc une bonne durée de fonctionnement
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des ventilateurs). On a le tableau des données suivant:

45 | 4.6 | 115 | 11.5 | 1567 | 16.0 | 16.67 | 185" | 185" | 1857
1857 | 18,51 | 20.37 | 20.37 | 20.3" | 20.7 | 20.7 | 208 | 22.0" | 30.0"
30.0" | 30.07 | 30.0" | 31.0 | 32.0" | 34.5 | 37.57 | 37.57 | 41.57 | 41.57
41.5% | 41.57 | 43.0" | 43.07 | 43.0" | 43.07 | 46.0 | 48.57 | 4857 | 4857
48.5% | 50.07 | 50.0" | 50.07 | 61.0"7 | 61.0 | 61.07 | 61.07 | 63.07 | 64.57
64.5% | 67.07 | 74.5%7 | 78.07 | 78.0" | 81.07 | 81.07 | 82.07 | 85.07 | 85.0"
85.0" | 87.5T | 87.5 | 87.5T | 94.0" | 99.07 | 101.07 | 101.07 | 101.0T | 115.0"

(4 indique une donnée censurée ). Si on note t1, to, ..., t, avec n = 70, les instants de panne

observés. On calcule Hy 4(t), par exemple pour tout ¢ > t,, = 87500 heures (plus grande valeur)

par la formule (1.21):

[:INA(t)

AN (t1) AN(t,) nombre de pannes en ¢;
Y(t;) 7 Y(t,)  nombre de ventilateurs & risque en t;
nombre de pannes en t7g

nombre de ventilateurs a risque en trg
nombre de pannes en 4.5

nombre de ventilateurs a risque en 4.5
nombre de pannes en 87.5

ot nombre de ventilateurs a risque en 87.5
1 0 2 1
70760 68 TR

0.3368

Interprétation: On a 33% de taux de risque de tomber en panne pour ce lot de ventilateurs

durant la période de fonctionnement (87500 heures).

Remarque 1.4 Interprétation de lestimateur de Nelson-Aalen

1. L’estimateur ﬁNA(t) estime le nombre moyen de survenue de [’événement (pannes, ect...)

pour des "individus" & risque sur l'intervalle de temps (0,t]. Pour l'ezemple de ventilateurs,

c’est le nombre moyen de pannes attendu quand un ventilateur fonctionne pendant un intervalle
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de temps (0,t] ou t est en milliers d’heures en faisant le protocole dit "réparation minimale”:
en remplacant chaque fois qu’il tombe en panne par un autre ventilateur qui a le méme taux de
panne instantané (méme caractéristique) que celui qui a été remplacé. Dans le tableau précédent
on a un risque de 0.337 de pannes pendant une durée de 87500 heures de fonctionnement. (C’est
utilisé en fiabilité).

2. Le graphe de Hna permet une estimation de la fonction risque h par la tangente au graphe
(car h = H'). Le probléme de l’estimation de h est comparable & celui de l’estimation d’une
densité a partir de la fonction de répartition empirique. L’estimateur I:INA(t) de H est une

fonction en escalier et il faut donc la lisser pour obtenir un estimateur de h (cf chap. 3).

Représentation graphique de h.

AN(t;)
Y(ti)

Des estimations iLn(tz) = T—; de h(t;), on peut construire un graphe de h par

interpolation linéaire des points (¢;, hy,(;)). On a le tableau suivant:

Durées ti m; T hn (tz)

4.5 1 (70| 1/70=0.014

11.5 2 | 68 | 2/68 = 0.029
16.0 1 |65 |1/65=0.015
20.7 2 | 55 | 2/55 = 0.036
20.8 1 |53 |1/53=0.019
31.0 1 |47 | 1/47 =0.021
34.5 1 |45 | 1/45 = 0.022
46.0 1 |34 1/34=0.029
61.0 1 | 25| 1/25=0.04
87.5 1|8 1/8=0.125

On obtient le graphe suivant de h :
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Estimateur de h
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Durées de fonctionnement

Le graphe donne une fonction de risque A croissante dans le temps

Exemple 2. Données de Freireich.

Les données de rémission de Freireich (rechutes des malades) pour le traitement 6-MP sont

présentées dans le tableau suivant avec 'estimateur de Nelson-Aalen H NA:

semaines ¢ de rechutes | Durées ¢; iLn(tl) = A%ff) Hy A(t)
1-2-3 6 3/21 0.143
5 7 1/17 0.201
7 10 1/15 0.268
10 13 1/12 0.351
11 16 1/11 0.442
15 22 1/7 0.585
16 23 1/6 0.752

Représentation graphique Le graphe suivant donne I'estimateur du taux de risque cumulé

(Nelson- Aalen et ’empirique) pour les données de Freireich :

28



Estimateur de N A

La courbe du traitement 6-MP est strictement inférieure & celle de 'effet Placebo d’ou

Pefficacité du traitement 6-MP.

1.4 Consistance et loi asymptotique de ’estimateur de Nelson-

Aalen

Le théoréme suivant donne la convergence en probabilité de Hy 4 (F continue,ref [7])

Théoréme 1.1 Pourt >0 on a:

Hya(t) — H(t)) P9

n—oo

Preuve: Dans le cas de présence d’au moins un individu a risque, le taux de hasard cumulé

est
lEIn(t):/O Jn(s)h(s)ds

et son estimateur de Nelson-Aalen est

Hya(t) = /Ot e ANy (u)

A

Ayat) = H®) = (Axa®) ~ £u®)) + (Fat) - HD))
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D’autre part (cf 1.18)

Hya(t) — Ho(t) = /0 }{:Ei;d]\_fn(s) /0 Jn(s)h(s)ds
= ") 4 s) — Y, (s)h(s)ds) = " u(s) gy s
= | B v Vs = [ g1 avt,)

o My(s) = Z M;(s)
Par l’megahte de Tchebychev et le Th.2.4.4. p.72 de [7], on obtient

P(|fia(t) - a(t)] > a)glE<)ﬁNA<t> ,0[)

([ Fame)

;2 0 E<Yn8> d < M, > (s)

IN

IN

On applique le théoréme de Glivenko-Cantelli pour Y,,(t) = > | 1 (x;>¢} et on a

aup |2 Fya - aen| B o
s€[0,t] n n—=T00

oul F est a f.d.r. des durées de survie T; , G la f.d.r. des C; et Sx la fonction de survie du
(X; =T; A\ C;) donnée par
Sx(s) = (1= F(s))(1 - G(s))

Par ailleurs J,,(t) = 1{Yn(t)>0}7 on en déduit que

P

En effet
P (Y (u) (Z Yi(t )

qui est la probabilité d’avoir 0 individus a risque sur (0, ¢] parmi les n individus.
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Or pour un individu

Comme

Y(t) = B(n, (1 - F())(1 - G(t7))
P(Y,(t)=0)=Ch[1-(1-F@#)(1 -Gt )]" =n-00 0

Par suite

Par conséquent

D’ou

Par le théoréme de la convergence monotone on déduit que

L[t Ju(s))? _
) E| = M, —~n—oo
2, (Yn(s)> d< > (s) 0

D’ou

Hyalt) — Hoy(t) =P 0

n—oo

D’autre part, on a (1 — J,(s) > 0)

B

(1) - H()|) <

AN
=
7 N\
e o~
=
[a—
|
N
@
N
>
—
N
s
V2]
N———
Il
D\w
=
—~
[a—
|
2
—~
Vo)
S~—
N~—
=
&
QU
V2]
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D’ou

D ot le théoréme. m

Le résultat suivant donne la convergence uniforme en probabilité de ’estimateur de Hya

(cf [7])

Théoréme 1.2 Si pourt >0, F(t) <1 et Y, (t) =L oo alors

n—~oo

o [ate)— 0] 1

0<s<t e
Preuve: Rappelons que Hya(s) = [; 4 & Soit s € [0, ). On a:
Oﬁﬂg_ﬂ@’g Awﬁg—éﬁgwmwmm
- /OS cg((i)) _ /0 " (Fasoy H (W) + /0 1 (Fa(0) LH (1)
< /O ° I{Z(Z;O} (AN (u) — Yy (u)h(u)du) | + ’ / " (70—} H ()
< /Os Wdﬂn(u) + 145, =0} H (D)

On a par hypothése, Vt > 0, Y, (t) —F_ __ oo, ceci entraine que

Pour monter que

| 0]

s 1{?’0O>0} —
S0} v SF
A e ani

sup
0<s<t

montrons que

sup
0<s<t
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Par I'inégalité de Lenglart, pour i et € positifs nous avons

s 1{?’@0>0} _ ?
P A, >
o, {/0 A

IN
M |3
+
'U
N
é\“;
e
v
:< |
=
V
o
——
QL
=
\Y
3
N——

. Z+P<{i((?)2n> (Fal) )
— Z+P<‘n(t)gﬂ7§t))

Y, (t) =F oo donc P (Yn(t) < (t)> oo 0

n—oo 77
Comme ¢ et 1 sont arbitraires on en déduit

s iy _ 2
P sup / MdMn(u) >e] —nso0 0
0 Yo (u)

0<s<t

et donc 1
sup /S Mdl\_fn(u) —P 0
o<s<t |Jo  Ya(u)

D’ou le résultat. m

Le théoréme suivant donne la loi limite de l'estimateur Hy 4 (t) (cf [7]).

Théoréme 1.3
1. L’estimateur HyA(t) est un estimateur avec biais de H(t).

2. Sous Uhypothése F(t) < 1 nous avons
v (ﬁNA(t) - H(t)) — oo U (D)

ot U(t) est une martingale gaussienne centrée de variance

o h(s)
Voo = [ raem

et G la f.d.r de C.
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Preuve:

1. Le biais de Hy4(t) est donné grace a (1.8) et a la martingale

E(Hya(t)) = E

Soit F' la f.d.r des durées de survie T; et G la f.d.r des C;. On a vu au thl.1 que
t —
/ P (Y (u) = 0) h(u)du —p—00 0
0

D’ou le résultat.

2. La fonction de survie Sx des X; est

Sx(t) = (1= F@)(1 - G(1)).
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Par le théoréme de Glivenko-Cantelli pour Y, (t) = Y., 1ix,>¢ ona

sup |2 Fya - ae| B o
s€[0,t] n n—Too

Par ailleurs J,(t) = 1{}77L(t)>0} —P 1 (cf. thl.1).

n—o0

Or par (1.8) on a
dM(t) = dN(t) — Y (t)h(t)dt

et de
d < M >=wvar(dM(t)/F-)

on obtient par (1.11)

d < M >=war(dN(t) =Y (t)h(t)dt/F,-)

= war(dN(t)/F,-) = Y (t)h(t)dt

Par conséquent pour

R
= e

son processus croissant est

tjz(u)
<L>:/ S Ld < M >,
o Y2(u)

n

D’une part,

< Y, (u) — Jo Y2 (u)
B th%(u) = () du — b Ja(u) U w
_ /O ?,g@)ém h(wdu = | n s Ta(wh(u)d
_ I,
B 0 Yn(u)h( )d
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est une martingale (cf. th.4.3 Annexe) que 'on notera Z,(t). On applique le théoréme central
limite pour les martingales donné par:
Théoréme de Rebolledo. Soit M,, = >, M; une suite de martingales ot M; = N; — A;

ou N; désigne un processus de comptage et A; son compensateur. Considérons les processus

t
I,(t) = /0 fn(s)d]\an(s)
et pour € >0
t
Ine(t) = /0 Fn($) 111, ()53 A M (s)

Supposons que f, et f sont des processus F,- prévisibles et localement bornés tels que

Sl;p | fn(8) = f(8)] =n—oo O

Supposons également que les processus N;, A4;, f, sont bornés. Posons pour tout ¢t > 0

t
at) = / f2(s)ds < oo
0
Si
<1, >t_>7]j_>oo Ck(t)

pour tout € > 0

P
< In,e >tﬁn—>oo 0

Alors
t
(I(t),t > 0) =pn—oo (/0 f(s)dW(s),t > 0)

oll = désigne la convergence faible dans I’espace des fonctions continues a droite, ayant une
limite & gauche muni de la topologie de Skorokhod et ot W est un mouvement brownien.

Veérifions les conditions précédentes pour la martingale Z,(t) = /n (I:I Na(t) — H (t))

1. On a
t
<Zn>t:/n
0

J(u)
Y u) h(u)du
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et aussi par la preuve du th 1.1

Wl 2 Pyt 6o, ) B

Donc
h(u)du

A ! _
s T MM Znee | G rn ey =0

qui est déterministe. D’oi la 1¢™ condition.

2. Pour la 2°™¢ condition posons

0= [V untigo

Montrons que < Z, . >t—n—oco 0 en probabilité. On a

Jn(u) y
o R i) < >

Zn,

_ (1) o

= / 3_/ (w)? {)\F{/Z(Z;h }Yn(u)h(u)du
/ J

n{n(u) P 1
Yo(u) "7 (1= F(u)1—-G(u))
Donc

D’ou la 2°™€ condition.

Les conditions du Th. de Rebolledo sont vérifiées par conséquent:

(Zo(£),1 > 0) —> (/0 F(8)AW (),£ > 0)

n— oo

avec a(t) = f(f f2(s)ds.
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D’ou pour tout £ > 0

D’ou le résultat du théoréme. m

1.5 Estimateur de Kaplan-Meier

La fonction de survie S est inconnue et elle caractérise la loi de T. On va construire un

estimateur en utilisant les observations
(Xi, Dl) = (Tz A C;, l{TiSCi}) 1=1,..,n

Si les données ne sont pas censurées, S(t) peut étre estimée par la f.d.r. empirique
1 n
Sn(t) = — > lppgy =1-Fu(t) (1.24)
i=1

ou Fy(t) est la f.d.r. empirique des T;. Si on dispose d’observations (7;) avec présence de
censures, estimer S seulement par les données (7;);=1, ., non censurées (D; = 1) fournit une

estimation avec biais. En effet si on définit un estimateur S,

S (t) = Z;L:l l{Ti>t,D,¢:1}
' Z?:l 1{Di=1}

(1.25)

alors par la loi forte des grands nombres on a

S(t) = 5 i1 Lms0,=1) ., PITi>tDi=1)
(1) =
Sy Lp—yy note P(Di=1)

£ 5(t)
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car

/oof(u)du - 7G(u)f(u)du -
N S # [ rwau=st)
1-— /G(u)f(u)du ¢
0

Ainsi dans le cas de données censurées, 'estimation de la fonction de survie S nécessite des
outils spécifiques. Il existe plusieurs méthodes non paramétriques parmi elles la plus connue
est celle de Kaplan-Meier. D’abord on définit I’estimateur de Fleming-Harington qui se déduit

immeédiatement de 'estimation du taux cumulé.

1.5.1 Estimateur de Fleming-Harington

Par la relation S = exp(—H) et en estimant H par 'estimateur de Nelson-Aalen Hpy4 on

obtient I'estimateur de Fleming-Harrington de S donné par
Sru(t) = exp(—Hya(t)) (1.26)

Il peut s’érire aussi par (?7)

) (1.27)

1.5.2 Construction de ’estimateur de Kaplan-Meier

Kaplan et Meier (1958), (cf. [12]) ont proposé¢ un estimateur de S nommé aussi estimateur
produit-limite. Il repose sur I’idée suivante: un "individu" est en vie aprés I'instant ¢, c’est étre

en vie juste avant l'instant ¢ et ne pas "mourir" en ¢t. Cette idée se traduit par les relations
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suivantes:

S() = P(T>1)

= P >t/T>t-1)P(T'>t-1)

= PIT>t/T>t—-1)---P(T>1/T>0)P(T >0)

Si ’on choisit les instants de conditionnement ot il se produit un événement ¢; (mort, panne

ou censure ...) on aura a estimer des quantités de la forme:
P(T >ty /T > tii-1)) =i

ou les t(;) < t(;_1) et p; est la probabilité de survivre pendant l'intervalle de temps I; =
]t(i_l), t(i)] sachant qu’on était "vivant" au début de cet intervalle.

Notons comme précédemment, r; le nombre des sujets qui sont "vivants" (donc a risque )
juste avant l'instant ¢;) et m; le nombre d’"événements" a l'instant {;). Or ¢; = 1 — p; est
la probabilité de la survenue de I’événement" durant I;. Un estimateur naturel de ¢; est la
fréquence

Gi=— (1.28)

T
Si on suppose qu’il n’y ait pas d’ex-aequo (plusieurs pannes en t(;)): si D; = 1, c’est qu’il y
a eu un "évenement" en t(;) et donc m; =1, si D; = 0, c’est qu’il y a eu une censure en ¢;) et
donc m; = 0.
Par suite

1
]ai - 1—in:1—* SlDlzl
T

= 1 sinon

Onar;=n—(i—1) (car il y’a eu 7 — 1 "événements" ou censures avant t; et il y’'a n
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individus dans I’étude). L’estimateur de Kaplan-Meier dans ce cas est

S 1 ! o 1.29
t) = - .
Km(t) H n—it+1 ( )

X<t
Remarque 1.5 1. L’estimateur de Kaplan-Meier est une fonction en escaliers qui fait des
sauts & chaque instant t;. La valeur du saut dépend du nombre d’événements au temps t;

et aussi du nombre de censures a ce temps la.
2. Les estimateurs Sgn(t) et Spr(t) sont nuls des que Yy (t) = 0.

3. Traitement des ex-aequo: Dans le cas d’existence des ex-aequo on n’a plus m; égale a 1
en t(;) mais au nombre d’"événements"” en t(;) et aussi on n'a plus r; =n — (i —1).Dans
ce cas on doit garder r; et m; et l’estimateur de Kaplan-Meier devient

5 m;\ P
Srm(t) = ( - —Z) :
e = ] (1 o~ (1.30)
X<t
4. L’estimateur de Kaplan-Meier est aussi [’estimateur du mazximum de vraissemblance non

paramétrique de la survie dans l’espace des fonctions de répartitions (de dimension infinie)

(cf- [6])

5. Les estimateurs de Kaplan-Meier et de Neslon-Aalen sont continus & droite par construc-

tion (cf. Figure 3 et Figure /).
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1.5.3 Exemples
Exemple 1

Dans ’exemple des données de Freireich, 'estimateur (1.24) pour le groupe traité par un placebo

(pas de censure) donne le tableau suivant :

Sormaine i Nombre de rémissions gplacebo )
& la semaine ¢

0 21 1

1 19 19/21 = 0.90
2 17 17/21 =0.81
3 16 0.76

4 14 0.66

5 12 0.57

8 8 0.38

11 6 0.28

12 4 0.19

15 3 0.14

17 2 0.09

22 1 0.05

23 0 0

Exemple 2

On observe les durées de vie de 10 diodes exprimées en mois:

1 3 4t 5 7t 8 9 10t 11 13*
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L’estimateur de Kaplan-Meier de S dans cet exemple se calcule par la formule (1.29) :

Temps | r; | my Sk (t;) Intervalle
0 |10 0 1 [0,1]
1 10| 1 | (1—1/10)5(0)=0.900 | [1,3[
3 9 | 1| (1—1/9)5(1)=0.800 [3,5]
5 71 1| (1-1/7)5(3) =0.686 [5, 8]
8 5| 1 | (1—1/5)5(5)=0.589 [8,9]
9 411 | (1-1/4)508)=0411 | [9,11]
11 20 1| (1-1/2)5(9) =0.206 | [11,00[

Représentation graphique le graphe suivant présente I’estimation de la fonction de survie

par Kaplan-Meier (1.29) et les intervalles de confiance & un niveau de 95%.

Estimateur de K.M

00
I

Durees

par exemple S kM (10) = 0.4 ie on peut dire que 40% des diodes ont une durée de fonction-

nement supérieure & 10 mois.
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Exemple 3

L’estimateur de Kaplan-Meier (1.30) de la fonction de survie S du groupe de 21 malades traité

par le traitement 6-MP (existence d’ex-aequo) donne le tableau suivant :

Temps t; | r; | m; Se_ 1 p(t;) Intervalle

0 21| 0 1 [0, 6]

6 21| 3 | (1—3/20)*1=0.857 [6,7]

7 17 1 | (1—-1/17)%0,857 = 0.807 | [7,10]
10 |15] 1 | (1-1/15)%0.807=0.753 | [10,13]
13 |12 1 | (1-1/12)%0.753 = 0.690 | [13,16]
16 | 11| 1 | (1—1/11)%0.690 = 0.627 | [16,22]
29 711 | (1-1/7)%0.627 =0.538 | [22,23]
23 6 | 1| (1—1/6)%0.538=0.448 | [23,00]

Représentations graphiques Le graphe suivant présente les estimateurs de la fonction de

survie par Kaplan-Meier (1.30) et par (1.24) (pour les deux traitements (cf. ex. 1 et ex. 3)

Estimateur de K.M

Nous remarquons que la courbe de survie 6 MP est nettement supérieur a celle du Placebo.

D’ou l'efficacité du traitement 6MP.

1.5.4 Consistance et loi asymptotique de ’estimateur de Kaplan-Meier

Le résultat suivant donne la consistance uniforme de l'estimateur S km de Kaplan-Meier.
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Théoréme 1.4 Si pourt >0, F(t) <1 et Y, (t) =L oo alors

n—oo

sup
0<s<t

Preuve: L’estimateur de Kaplan-Meier vérifie Sk Mm(s)=1-— Fn(s) ol F, est définie par:
A t A~ A
E,(t) :/ Sk (s7)dHpya(s) (cf.chap. 1 p. 55)
0

Il suffit de montrer que

sup
0<s<t

n—oo

Fo(s) — F(s)‘ ~P 0.
Soit t >0, F(t) < 1 et Y, (t) =L oo, le th.3.2.3 p. 97 de [7], donne

P (M = Zn(s),s € [0,t]> oo 1

ou

A

= By(u) Yo}
Znls) = /0 =P Vo M

Il suffit maintenant de montrer que

sup | Zn(s)] —7 00 0

n—oo
0<s<t
pour avoir
sup An(s) - F(S) —>7}’?—>oo 0
0<s<t
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Par I'inégalité de Lenglart, pour i et € positifs nous avons

s n —\ 155 2
/ 1—Fp(u™) {m(u)>o}dMn(u)
0

(g el ze) < | o | [T R

0<s<t 0<s<t

n tf1— An(u_)l{f/n(u)>0} ? _
= P /o<1—F<u> Vo () >d<M”>“Z”
~ 2
n 1= Fy(u) 1{Yn(u)>o}
= 5+P(/0 ( 1—F(u)) Vo(w) )2
n 1 1
s ctF <<1 T AU )
_n > H(t)
- 2r(h0 = 5l
Or
Yn(t) Hrlj—m)ooo
donc

) Ht)

Comme ¢ et 1 sont arbitraires on en déduit

P < sup |Zn(s))? > 5> —n—so0 0

0<s<t

Par conséquent

A

W (s) — F(s)) P

sup n—00

0<s<t
D’ou le résultat. m

Nous avons une loi limite de ’estimateur de Flemming-Harrington Spu

Théoréme 1.5 L’estimateur Spy posséde un biais.
St nous supposons que:

1. pour tout s € [0, 1]
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2. pour tout € >0

alors pour tout t > 0

Vi (Sei(®) = S(1) = ~UMS()

ou U est une martingale gaussienne centrée

Preuve: Rappelons que S’FH(t) = exp <—PINA(t)> ol PINA t) fot ;],"(Z) ANy, ( )
A). Calcul du biais: posons Sy (t) = exp (—ﬁn(t)) ot Hy(t) = fo n( du

Nous avons pour ¢ € [0,7[ et 7 > 0 (en appliquant le th. 4.7 Annexe)

Spw(t)
Sn(t)

dM,, (u) (1.30)

ou dM,(t) = dN,(t) — Y, (t)h(u)du. Puisque Sea®) _ 1 ogt une martingale locale de carré

Sn(t)
intégrable sur [0, 7[ nulle en ¢ = 0 (cf. [13]), On en déduit que
Sr(t
E SFH( ) =1 pour tout t € [0, 7]
Sn(t)
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Donc

SFH(t) < SFH(t)
S0 - S

o) <= ()

Dou: 1 < W ou encore E(Spp(t) > S(t).
Par suite le biais est: E(Spg(t)) — S(t) > 0

et alors

B). Pour la convergence en loi vérifions les conditions du Th. de Robolledo:

par la condition 1 on a

Sru _ S - P
< \/ﬁ ( S’n — 1) >t= n[) S'n(u)Q }—/n(u) h(u)du njoo 0-2(8)

Par la preuve du Th.1.1 on en déduit Sgﬁiw —n—oo 1. D’ou la 1% condition du Th. de
Robolledo.

Pour la 2°™¢ condition du Th. de Robolledo, la condition 2 et de facon analogue a la preuve

du Th1.3 (2°™¢ condition ) on trouve que

" Spa(u”)? J(U)
A T AR EA UL

Donc pour chaque ¢t > 0

ot U(t) — N(0,02(t)).
Enfin
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Le fait que S(u) < S,,(u), pour u € [0, s[ et la condition 3 implique

S(t) " S(u) 2
“ENAn4 <V Gt ) @
< \/ﬁ/o (1= J(u)) h(u)du nf’m 0

comme Sy, (t) —n_oo S(t) on en déduit que
Vi (8a(t) = S(8)) =5 0

Il s’ensuit que

D’ou le résultat du théoréme. m

1.6 Estimateurs des variances de S km et S I

On suppose que chaque individu ¢ & un taux de hasard h; et on considére les observations

Soit h; estimateur de h; défini par (1.22).Ces estimateurs sont des estimateurs du maximum

de vraisemblance et la théorie asymptotique de ces estimateurs donne:

A 1
cov(hs, hj) =

Tii ()

ou h = (h1, ha,...,hi) et I¥(h) est 'élément (i, j) de la matrice d’information de Fisher I(h)

qui peut étre estimée par I(h) avec h = (hq, ha, ..., hi)
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T

5 o o
I(h) = — ot = ! hi(l=hs) =
Ohidhili | o Sii g
ou £ est le log de la vraissemblance. Ainsi
- Mk =
cov(hi, hj) = " (1.31)
0 sii##j

~

et les estimateurs (h;);=1, .k sont asymptotiquement indépendants.
Pour estimer la variance des estimateurs S KM et S #m, on utilise la formule suivante: pour

une fonction différentiable g on a:

g(Y) = g(p) —g'(pn) (Y — )

avec 1 = E(Y) et en prenant la variance des deux cotes on obtient une approximation d’ordre

1
V(g(Y)) = lg/(m]*V(Y)

La delta-méthode consiste a remplacer p par Y et on a
V(g(Y) = [f (V)PV(Y) (1.32)

D’otl un estimateur de la variance V(g(Y)) donné par [¢'(Y)]*V(Y)

D’ou pour I'estimateur de Kaplan Meier, on a applique la derniére formule pour g(t) = expt:

V(Skm(t) = Vi(exp{nSg(t)})
~ {esp(n SKM(t)}2 V(S (1))

= [Sku@PV [ J[ -/
{itice}

= [Sku@®PV [ Y IW(1-h)

{ivti<t}
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Par 'indépendance asymptotique des h; on obtient:

V(Sxm(®) ~ [Skm(®)] D V(n(1-h))
{itict}

En appliquant la dalta-méthode une deuxieéme fois pour ¢(t) = Int, on obtient

V(Sku(t) ~ Skmu®] )Y V()
firery (1H0)
- 1 hy(1—hy)
= [Skm(t)? >
{i,tzi;t} (A=hi> i
. . m;
V(Sku(t) =~ [Skum(t)]? P p— (1.33)
{itics} !
Pour l'estimateur de Fleming-Harrington on a:
V(Srr(t) = V(exp{—ﬁNA(t)})
~ (exp{—H(t H(t))
{th<t}
~ SFH Z V h)
{Zt1<t}
{iticy "
V(Sru(t) ~ [Srr®)? Y. W (1.34)
{ivti<t} i

Ainsi un estimateur de la variance asymptotique des estimateurs Sk (t) et Spg(t) est de la

forme
V(5u(1) = [Su ()P VZ(1)
ou
N S t our Kaplan-Meier
S =1 km(t) P p
Sru(t) pour Fleming-Harrington
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et

m;

VQ(t) = E{ivtkt} ri(ri—m;)  POUE Kaplan-Meier
D fitics) W pour Fleming-Harrington

Il est connu que les expressions précédentes de V?2(t) sous-estiment la variance des deux
estimateurs en particulier lorsque S(t) est proche de 0 ou 1. Aalen et Johansen (1978) (cf. [2]),

ont suggéré pour V2(t)

vy =Y (1.35)
{itiee}
et donnent les formules finales
2
~ A m; m;
V@) = [ =] > = (1.36)
{i,tict} ’ {itice} *
et
2
~ my; m;
V() = (ewi-2 3 ) 3% (137)
{itict} " {istice} *

Dans les études de simulations on présente souvent les graphiques des variances V(Sgaz(t))
et V(Spr(t)) ce qui permet de les comparer. On a V(Skar(t)) ~ V(Sru(t))

pour n assez grand puisque exp{—xz} ~ 1 — z pour z petit.
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Chapitre 2

Estimation de la densité des durées

de survie

2.1 Données non censurées

2.1.1 Introduction

Dans cette partie nous rappelons quelques propriétés de ’estimateur & noyau de la densité sans
démonstrations. Soit 17,75, ..., T}, des durées de survie de f.d.r. F et soit V,,, = ]to — %”, to + %]
un voisinage de tg, ot (b, )n>0 est suite de parametre positifs appelée fenétre.

Un estimateur de la densité f au point ¢y est donné par

Eo(to+ %) — Fu(to — %)
bn
nombre d’événements dans ]to — %”, to + %"]
br,

fn(tO) =

ol F), est la fonction de répartition empirique. On peut aussi écrire

1 n
fn(tO) = Wzll]to_bén7t0+bgl](ﬂ)
1< to —T;
= b, =)
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Cette écriture fait apparaitre un noyau de la forme

D’ou la définition d’un estimateur & noyau de f, pour ¢ € ]—%, %]

oll le noyau K est une application:R — RT,borné, d’intégrale égale a 1 et symétrique et
b, — 0.
Exemples de noyaux

Noyau gaussien

—
oS

Vu € R, K(u) = e

§

Noyau uniforme

Noyau d’Epanechnikov

Vu e R, K(u) == (1—u?) 1y«

> w

Noyau triangulaire

Vu € R, K(u) = (1 — |u|) 1jy<1

Noyau quadratique
15
Un noyau K est dit de Parzen-Rosemblatt si K est symétrique et si limj,|_oo |u| [K(u)| = 0.

Si on pose Ky, (y) = %K (bl), Pestimateur & noyau f, s’écrit

Ful) = [ Kot — 8)dpn(s) = (K, * 1) (8

—00

ol p1,, = 3" | 67, L'étude de f, repose en particulier sur le lemme de Bochner (cf. [4]).

54



Lemme 2.1 (%) Soit K un noyau de Parzen-Rosemblatt et g une fonction intégrable. Alors en

tout point t € R ou g est continue on a
lim (K, * g)(t) = g(t)
n—0
(i) Si g est uniformément continue, alors

lim sup |(Kp, = g)(t) — g(t)| = 0

n—0 ¢

2.1.2 Comportement asymptotique de f,

On pose C; 'ensemble des fonctions continues en un point ¢ € R.

Théoréme 2.1 Si f,, est un estimateur & noyau et si le noyau K est de Parsen-Rosemblatt,

alors

(by — 0 et nby — 00) = [\ﬁ € R,V € CLE[fult) — F()]2 —neo 0

Théoréme 2.2 Soit K un noyau positif et o variations bornées et f uniformément continue,

on a

b, — 0 et ¥y >0, Ze—vnbi < oo | < sup|fu(t) — f(t)| 2nooo O p.co.
t
n>0

Théoréme 2.3 On a la loi limite gausienne:

fn(t) — Efn(t)

o) =00 IV(0,1)

2.1.3 Choix optimaux du noyau K et de la fenétre 0,

Les résultats de convergence de I'estimateur a noyau f, nécessitent des conditions sur K et b,
d’ou se pose le probléme de choix optimaux de (K, by,).

On pose

An(t) = E[fut) - fO))
= E [fn(t) - Efn(t) + Efn(t) - f(t)]z
= [Efa(t) — fOP +E[fa(t) — Efa(t)]”
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On suppose que le support du noyau K est [—1,1]

Le théoréme suivant donne le comportement asymptotique du biais et de la variance de f,

Théoréme 2.4 Si f est de classe C? et K est un noyau de Parzen-Rosemblatt. Alors si b, — 0

et nb, — o0 on a

= b2 1
BA(6) - 10) = 2 (0) [ ?K@dus O)
1
2. .
E[fu(t) ~ B = ——5(0) / K (u)du+ ()
> bl 1 S| 1 1
A, (t) = Z"f”(t) [/1u2K(u)du} + n—bnf(t) /1 K2(u)du+ Qb2 + n—bn)

Le choix de la fenétre optimale by, se fait ici si K est donnée.

Théoréme 2.5 Sous les conditions du théoréme précédent, la fenétre optimale est

. £ PO R
o = <f”2(t) [ w2K (u)du)” /_1K (w)d )

Pour les démonstrations des théorémes précédents (cf. [4]).

2.2 Données censurées

2.2.1 Introduction

Le but de cette partie est I’estimation de la densité des durées de survie T' en développant
larticle de Zhang [21] dans le cadre de données censurées.

Soient 11,715, ..., T, une suite de v.a. positivesi.i.d. de fonction de répartition F' représentant
les durées de survie et Cq,Cy, ..., C,, est la suite de v.a i.i.d. représentant les censures de f.d.r.

G. On suppose que la suite (7;) est indépendante de la suite (C;) et on observe

X, =T,NC;, D;= 1{Ti§0i} 1=1,...,n (21)
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Dans le chapitre 1, 'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie S est donné par

. 1 D)
Skm(t) = H (1 - n—z+1)

O

il peut aussi s’écrire

Di .
A [T (1-:2%) sit<xq
Skm(t) = X<t (2.2)

1-— Fn(X(n)) sit> X(n)

ou X(1) < X(g) < ... < X(y) est la statistique d’ordre de l'echantillon Xy, Xo, ..., Xy, et D(;) est
la valeur de D; (I'indicateur de censure & droite) associée & X(;). (Pour ¢t > X(,) on a posé
1—E(t)=1- Fn(X(n)) puisque il n’y a plus d’observations apres t)

Nous reprenons les notations du chapitre 1. On suppose que F' admet une densité f par
rapport a la mesure de Lebesgue qu’on se propose d’estimer en utilisant les observations (X;, D;),

i =1,...,n. En se basant sur I'estimateur de Kaplan-Meier, Blum et Susarla (1980) ont proposé

un estimateur de la densité f par la méthode du noyau donné par

Falt) = bln /OOOK (t;) dE(s) (2.3)

ol Fn est une fonction empirique, (by,)n>1 est la fenétre avec b, —p—o0 0 et K un noyau de
support [—1,1]. Cet estimateur f,, a été étudié en particulier par Blum et Susarla (1980), Foldes
et al. (1981) et Mielniczuk (1986). Dans ce chapitre on étudie larticle de Zhang qui concerne
les propriétés asymptotiques de f,, en utilisant la théorie des martingales pour les processus
continus.

Nous utilisons les notations du chap.1 suivantes:

Soit
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Ou h et H sont respectivement le taux de hasard et le taux de hasard cumulé.

On considere les processus ponctuels suivants définis sur [0, ool:

e Le processus N;(t) indicateur de "survenue de I'événement" N;(t) = 1¢x,<¢ p,—1}

e Le processus N,(t) = >°I" ;| N;(t): le nombre d’"événements" observés dans l'intervalle

0, ]
e Le processus risque: Y;(t) = 1ix,>p
e Le processus Yy, (t) = > | Y;(¢): le nombre d"individus" & risque & l'instant ¢

On note aussi les processus suivants:

¢
A(t) = / Y,.(s)dH(s) le processus intensité cumulée
0

~ [T dNy(u)

Hva = /0 V()

Ho(t) = /OJn(u)h(u)du () =15, 0

fult) = bln OOOKCI; S) Srcar(s™)dHy(s) (2.4)

Le processus (M (t),t > 0) est uneF;-martingale ou
ft = U(l{Xigs,DiZI}ﬂ 1{Xi§s,D¢=O}; 0 S S S t)Z = 17 7”)

(M(t),t > 0) est aussi une martingale locale de carré intégrable (cf. Coro. 4.2, Annexe).

On suppose que:

e C1: Le noyau K est borné sur [—1,1] et satisfait les conditions suivantes

1 1 1
_ _ 2 _
/_ K= 1 / LK (H)dt = 0, / PR ()dt = ky £ 0

-1 -1
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2.2.2 Etude du biais de ’estimateur fn

On note dorénavant l’estimateur f, dans (2.3) par fn
Dans le cas général ou F est une f.d.r. quelconque, la fonction de survie S(t) = exp {—H (t)}

est 'unique solution de ’équation intégrale suivante:

S(t)=1-F(t)=1- / S(s™)dH(s)
0

et I'estimateur de Kaplan-Meier Vérifie

t
Srear(t) =1— /SKM(S—)dﬁNA(s) = 1—F,(t)
0
ol encore
dSgar(t) = —Skar(t7)dHy 4 (t)
En effet
Sar(t) — Sear(t™) = ASka(t)

St [Fwa®) = Fone”)

= —Sgu(tT)AHNA(L)

= —S'KM(t)A}iV?t()t) par construction de Hy 4 (cf chap.1)
D’ou
e AN
SKM(t) = SKM(t ) <1 Yn(t) >

ot AN(t) = N(t) = N(¢t~). Comme Hy 4 présente des sauts seulement aux points #;, on obtient

AN(t;)
Y (t;)

Sear(t) =T, <; <1 = ) =10, (1- Afwa(t)) (2.5)

Ainsi de Péquation Sz (t) = 1—F),(t), Pestimateur a noyau (2.3) peut s’écrire -en changeant
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de notation- comme suit:

N 1 [ (t—s\a -
fn(t) = ful(t) = b/ K( 5 )SKM(S YAH N A(S) (2.6)
mn J0O mn
car dF,(t) = —dSgp(t).
Dans chap. 1 nous avons montré que Hy 4(t) f(f {,”(u) (u). Par suite de (2.4)
et (2.6) on a

M, (s) (2.7)

— ;I;/OOOKCI;S) Swm(s )ngngl(s)
_ l}?/g“’m JaM(s)

Comme (L;(s)) sont des processus localement bornés (sur [0,t]) et Fs-prévisibles, et M;(s) est
une martingale locale de carré intégrable (cf. Corol. 2, Annexe), alors par le Th. 2.4.5 de [7]
(fu(t) = fu(t),t > 0) est une martingale locale de carré intégrable.

On note

On a le résultat suivant
Théoréme 2.6 Supposons que f est continue.

(i) Sib, — 0 alors

1
- / K@) £t = b) — fO)du = 0

n—oo

(ii) Pour toutt >0 on a

BA0=BA0 = o [ K () B (Sl )00) di o)

n



(tit) Si la fonction w(.) = P(X1 > .) est strictement positive dans un voisinage d’un point

t, alors on a

E(fn(t) = fa(t)) = E(falt) = f5(t))
— s S Ty )S(s
= / <t ) (1{T7<s} K]\gr((;;)) ( )> dH (s)

ot Ty =inf{s:Y(s) =0}

(iv) Sous les mémes conditions de (ii3), on a, pour n assez grand

1

\E(fn(t) - f:;(t))\ < gmmtHn) / | K (w)| h(t = bpu)du

-1

E(fu(t) — f;(t))‘ —n—oo 0 avec une vitesse exponentielle.

(v) Si les conditions de (i) sont vérifiées, f de classe C? et b, — 0 alors

A~

B(/alt) ~ (1)) = 5825 (ks + 0(82) + of )
ot ko est donné par C1.

Preuve: (i) On a

-0 = o [T (52 s g
llK (t —bpu du—/ K(u
1

/ x
= [ K@l# - b - f(0)du

1

Par la continuité de f on a |f(t — bpu) — f(t)] —n—oo 0 et comme K est bornée, on a par le

théoréme de convergence dominée:

£ - f0)] < / K ()] £t~ buu) — £(2)| du

-1

1
< sup |K(u) / (= but) — F(8)] dtt — oo O
u€[—1,1] -1
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et par suite f(t) —np—oo f(t)

On peut aussi avoir le résultat par le lemme de Bochner: on a

fa(t) = (Ky, * f)(2)

Comme f est continue et b, — 0, alors

(Kb, * f)(t) =n—oo f(t)

donc

HORS OIS

(ii) On par (2.7) .
ZCRICEDY /0 Li(s)dM;(s)

et en notant que < M,, >;= fg Y, (s)h(s)ds (cf. chap 1, th1.3), on a

Bi0-fo] - B[ K2 (57 Sl )ga 0 < 2,

Jn(t — bpu)

t/bn .
_ bln /0 K2<u)E[S%<M[<t—bnu>‘1W

} h(t — bpu)du

IN

1t

— / K2 (u) h(t — byu)du < oo
br Jo

otll nous avons utilisé que

1 Jn(t — bpu)

B | $hul(t — b <1

Yo (t —byu) | —
car Sk <1, J, <1,Y, >1, Parle Th. 2.4.5 de [7] p. 73, on a pour n assez grand

E(fn(t) - fn(t)) =0
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(iii) et (iv).

En utilisant (ii) et le lemme 3.2.1 de [7] p. 99, on obtient du fait que

les égalités suivantes:

E|fult) - fi()] =

Jn(s) =1 =1ry (-0}

E |fult) = £:(0)]

bln Ooo K <tb_ns> B (3KM(8‘)Jn(s)) dH (s)

/N

[T () B (ks - s60)) dtt(s) (5(5) = (7))
_bln OOOK (tb_n8> E (SKM(S_)I{Y/”(S):O}) (car S continue)

1 [ [t—s5 Srear(13) [S(my) — S(s7)]
0 K( N >E<1{Ty<$} = S(T;f) )dH(S)




D’ou

E |fult) = 7(2)

1{Ty<s}(gKM(T?> -

Par suite pour n assez grand on a

E[fut) - 0|

car par la preuve du Th. 1.1 on a

(v). On sait que Ef,(t) =

SKM(Ty) [S(Ty) — S(S_)]

@‘H

) (1{Ty<s}

1{w<s}) dH (s)
) Lry <y (Srnr(7y) = Sicar(s7)) ) dH ()

Sk (ry)S(s) .
S(ry) ) e

Sk (ry)S(s) .
S(ry) ) e

_b/ K<b
ol e (5

s7)) =0 car Sk (y) =

> E <1m<s}
> <1{Ty<s}

Skm(ry)S(s)
S(ry)

=

IN

E (1{W<s}
E (17, <q) dH(s) (

( ):0}> h(s)ds
1
[ @111 =7 b h b

3

I
=

S

IA
=

S

IN

IN

1
e~ (t+bn) / 1K (u)| h(t — byu)du
-1

(Kp, * f)(t) et aussi fr(t) =
On a par (i) f(t) —n—oo f(t) et par (iv) on a

S(ry)

sT)WVTy <s

) dH (s)

1
1 —m(t+ by)]" /1 |K (u)| h(t — byu)du  (car 7\, )

(car 1 —x <e™™)

= [(1- (1~ F(s)(1 - G(s)]" = 1~ 7(s)]"

(K, * f)(t) ot Kp, (.) = =K (5).

n ‘E [ Fult) — f;(t)} ‘ < Cane™ ™0 0 on C >0



Nous avons

Efa(t) — f(t) = ( n(t) — () + (fa(t) — f(1))
_ /K F(t = bo) — f(8)]du

Un développement de Taylor donne

2
F(t = o) — £(0) = ~bouf'(0) + 22 (1) + 007)

et alors par C1

1 1
/ K (u) [f(t — bpu) — f(t)]du = —bnf/(t)/ uK (u) du
-1

-1

+b2’2"0 () / V2K () du + o(12)

-1

b2
= P () + o)

et par suite

BAa(t) — F(t) = 201 (ks + 0(t2) + of )

n

Ce qui acheve la démonstration. m

Remarque 2.1 le point (v) montre que l'estimateur fn est asymptotiquement sans biais.

2.2.3 Consistance et normalité asymptotique de fn

Le théoréme suivant donne la convergence en probabilté de ’estimateur fn

Théoréme 2.7 Si f est continue en t et w est positive au voisinage de t, b, — 0 et nb, —

alors

Falt) =5 s £(2)

Preuve: Puisque m > 0 sur un voisinage V; d’'un point ¢ > 0, f est continue et bornée, S

continue et .S > 0 sur V4, alors h = % est aussi continue et bornée dans V;.
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~ ~

Fa®) = Fal®)] + [ Fa®) = 120 + 1£20) = 1)

Par le théoréme précédent (i) on a:

[fn(®) = FO] =b, 0000 0

Reste a montrer que

fn(t) - f;zk

2 (2.8)

n—oo

Lt 0 et

n—oo

fn(t) - fn(t)

Par (2.7) et le corollaire 3.4.1 de [7] p. 113 et I'inégalité de Lenglart: on a pour €,7 > 0 et n

assez grand

P

fult) = F)] > ) =P<

B /OOO K <t b‘ﬂ“) SKM(u*)J"(“) dM,, (u)

1/5 K(t_“) Srenr () 2 gt )

bn t—bn,

sup
t—bp <s<t+bn

n L[ 5 (t=u) a — In(w) Y
< 4P| = K = d < My >,>

IN
'ﬁ
N

t—by, n
U Lot o 1 Tt = byo)
= —+P(— | K S t— by =——Fh(t—byv)dv >
5P (5 [ K20 [0 = b)) PG e = b >
n 1 1 ! 2
< —+P|— sup h(s K (v)dv>n
g2 (nbn nilyn(t"i_bn) SE[t—bn,t+bn] () -1 ( )
n
< = — > C.amb,
S 3 +P (n_lYn(t—l—bn) > C.nqnb )

Comme n~ Y (t + by,) oo (1—-F(t))(1—=G(t7)) (cf dem Th 1.1, chap 1) et nb, — oo, la

probabilité ci-dessous tend vers 0. Or € et n sont arbitraires et donc on a
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D’autre part, on a

A~

bln /0 . <tl;3> Srear(57)(s) — S(s)]dH(s)

Fa) = £a0)] =

IN

1
/ K @15, - y20) )SKM((t — ubp)”) —S(t — uby)| h(t — uby)| du

1
R @5, -0 S~ )

IN

sup  h(s)  sup
SE[t—bn,t+bn) SE[t—bn,t+bn)

1
Ly SUD f(s)] / K (u)] du

SE[t—bn,t+bn] -1

Srear(s) — 5(3)\ (2.9)

Comme 1{Yn(t—ubn):0} —P 0 (cf dem. Th. 1.1) et par le th. 3.4.2 de [7] p. 115 on a

Sren(s) — S(s)( P 0

sup
SE[t—bn,t+bn]

On en déduit que

Falt) = £2(0)| a0 0

Dou le résultat du théoréme. m

Le théoréme suivant donne la normalité asymptotique de fn

Théoréme 2.8 Supposons que f est continue en un point t et w est continue et strictement
positive.

Si b, — 0 et nb, — oo, alors
B (fall) = £(5)) =nsce N(0,0%(1))

ol

1
o2 (t) = sg E?) / K2 (2.10)

Preuve: On décompose:



Montrons que le premier terme & une loi limite et le deuxiéme terme tend vers 0 en proba.

Par (2.7) on peut écrire en posant:

Ua(t) + = Vo (falt) = Ful®))

_ ni)fl /OOOK <t_8) Sienr (572285 gt ()

bn
= :/ Ly (t,8)dM,(s) (2.11)

0

Le processus croissant de (U, (t),t > 0) est donné par (cf Th. 2.4.3 de [7] p. 70)

o0
< Un>t:/ L2 (t,s)d < M >,
0

- /OOO L2 (t,s) Yn(s)dH (s)

1 — u
_ / K2 () 821 (¢ — b)) 22 =00 iy

1 Y, (t — byu)
Posons
1 — u
A0 = [ K0 St = b ) T
1 — u
As(t) :/_1K2 (u)S%M((t—bnu)_)Mh(t)du
1 —byu
As(t) —/IKZ(u)S‘%(M((t—bnu))J"(ir(t)bn)h(t)du
1 — byu
Ay(t) :/_1K2 (u) 52((tan)_)Jn(ir(t)bn : (t)du
o [ K2 ) 2 T =)
As(t) _/_1K () 5%(0) )
En utilisant Sgas(t) < 1 et J,(t) <1, on a
1 A~
<O = | [ K0 S b))
In(t — bpu)
T g 1 ) — (0

1 1
———  sup h(s) — h(t / K2 (u) du 2.12
15 (4 b) Se[t_bmt%n]l (s) = h(t)] B ( (2.12)

68



De méme on majore la différence:

1
[Ax(t) — Aso(t)] = /_1 K? () Sfepr((t = buw) ™) Ju(t — buu)h(t)

1 1
(% Yo (t — bnu) W(t — bpu) )
h(t)
= 7(t 4 bp)n 1Y, (t + by) (2.13)
sup l % —(
SE[t—bn t+bn] | TV
De méme on majore la différence
[A2(t) — As(t)] = | [ K7(u) SEear((t = baw) ") Jn(t — bpu)
1 1
)|~ ) @
MY su w(t) — (s e u) du
S L LLCRLCL IS G
De méme on a
[A3(t) — Aa(t)] = SKM — bpu)”)—
1 In(t — bpu)
S2((t — byu) )] y h(t)du
B 277(75) se[t—bn%—i-bn]‘SKM / K (2.15)
Aussi on a
|Aa(t) — As(t)] = ) [S2((t — byu) ™) — S2(t)] J"(irzt)b”u)h(t)du
R
< 277(75) i bbnpt+bn] (t)S(s)/_lK (u) du (2.16)
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Enfin, en remarquant que 7(t) = Sc(t)S(¢) et que S(t) = f(t)/h(t) on a

|As(t) — o*(t)| = ' /K2 W (t — bpu u) du
- Sig /K2 V[ = Ju(t — byos)] du
< sg g L5, -0} / K> (2.17)

En utilisant les majorations ((2.12) a (2.17)) on obtient

‘< Un >t —0'2(t)| < |< Un, U, >¢ —Al(t)| + |A1(t) — AQ(t)‘ 4 |A2(t) _ Ag(t)|
|A3(t) — Aa(t)] + |Aa(t) — As(t)| + |As(t) — o2(1)]
1 1 )
< i e, h@'/ K )

n

h(t) / 2(
+ — sup K du
7(t + bp)n= 1Y, (t + by,) SE[t—bp,t+by] | TV

L su Ts) — 1T 2 u U
LIRS P AN (t)‘/lK (w)d

=Y (s) —7(

@ su G S) — 1 2 u U
+27T(7f) se[tfbnliern] Sxca(s) S(t)‘/lK (w)d
M) s) — e u) du
+27T(t) selt— bnl,)tern] S(s) S(t)\/ K (u)d

f(@)
+S(;(t—) {Vn(t4bn)= o}/ K?

Chacun des majorants tend vers 0 en proba. En effet:
¢  Pour le premier, on utilise: 5 Y(t+b,) —F o (1—-F(t))(1—G(t)) uniformément, la

continuité de h et la condition C1.

Y(t+b,) —F . (1—F(@))(1—G(t)) uniformément, la

¢ Pour le deuxiéme, on utilise %
continuité de m et C1.
¢ Pour le troisiéme, on utilise la continuité de 7 et C1.
¢ Pour le quatriéme, on utilise le Th. 3.4.2 FH p.115 et C1.
¢ Pour le cinquiéme, on utilise la continuité de S et C1.
O Pour le sixiéme, on utilise Yy, (t+b,) =L 0o (car 1Y, (t+b,) —=F (1-F(t))(1-G(t7)))

n
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et C1.
Par suite

< Uy >—F () (2.18)

n—o0

Pour établir la loi limite on utilise le th. de Robolledo (cf. Annexe):
On pose
Un75(t) = /0 L, (t,s) 1{\Ln(t,s)|25}dMn(3)

ot L, est donnée par (2.11). Par le théoréme 2.4.3 de [7], p. 70 on a

)
< Upge >4= / Li (t,s) 1{\Ln(t,s)\25}yn(5)dH(5)

0
! . Jn(t — bpu)
_ 2 2 — n n
_ /¥KTQQSKM«t—@m))n_q%@_bMOMt—@mﬂAmmﬂu
< 1 sup h(s)| 1 /H@(m
L —= up s n w) du
Y5 (E 4 bn) | seft—bp t4bn] B -1
ou
A . Jat —=byu
At ) = {8 @) Siart = b ) > o)
et

u€[—1,1]

mm:{;m@+m)$m|xmn2m@m}

Le théoréme de Glivenko-Cantelli implique que

S|

et comme nb,, — 0o on en déduit que

Par suite

< Une >t2n00 0 (2.19)

Par conséquent, de (2.18) et (2.19) et par le théoréme de Rebolledo (Th. 5.1.1 de [7] p. 204)
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on a

Un(t) = \/nibn ( Fult) — fn(t)> — oo N(0,0%(1)) (2.20)

b ( Fult) — f;;(t)) P 0 (2.21)

Par (2.9) on a

1
N [ 1K ) du

-1

Sic(s) = S(s)|
Se[t—bn,1t+b7L] Se[t_b7l7t+b”}

falt) = £10)] < m[ sup  h(s) sup

1

Vb (5 ) 0}[ tbn,tm]f@] / K(ldu — (2.22)

-1

¢  Pour le deuxiéme terme, nous avons du fait que 1 —x < e™%:

E (Vibul iy punzo} ) = Vba (1= 7t +b,))" < /nbye " 02)

puisque 7 est positive au voisinage de t. Donc

/ P
nbnl{Y(t+ubn)=0} —n—o00 0

Par conséquent

1
ml{yaﬂbn):o}[ sup f(s)] / K (w)] Bpooe 0

SE[t—bn,t+by] —1

¢{  Pour le premier terme, par le théoréme 6.3.1 de [7] p. 235, on a: pour € > 0
NG (SKM(.) - S(.)) oo SOW(0(.))

sur D[t —e,t +¢e]ouw(t fo “1dH (s) et W est un processus de Wiener et D [t — ¢, + ¢]
est ’espace de Skorokhod (l’espace des fonctions cadlag.)

Ainsi par la continuité de la fonction sup

A

sup V1 |Skum() = S(5)| =Pnooe  sup  S(s) [W(v(s))]
sEt—e,t+e] sEt—e,t+e]
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De la propriété du scaling du mouvement brownien on a :
S(s)W (v(s)) = W(S?(s)v(s))

et que

sup  S(s) [W(v(s))| = sup [W7(s)|
sE[t—e,t+e] sE[t—e,t+e]

ot W* est un autre mouvement brownien. On sait que

* L *
sup |[W*(s)| = Vit [W*(1)]
s€[0,¢]

et donc bornée en probabilité. On en déduit que pour ¢ fixé et n — oo

A~

sup /i [Sxa(s) = ()| = Op(1)

s€t—e,t+e]

et par suite sin — oo et b, — 0

by sup  [Su(s) = S(s)| = Op(Vbn)

SE[t—bn,t+by]

Donc de (2.22) on conclut que

\/nby,

Fal) = £28)] =i 0
Enfin avec (2.20) et (2.21) on obtient
M (falt) = £2(8)) =>noe N(0,0%(2))

Ce qui termine la démonstration. m

Le corollaire suivant est une conséquence du Th. précédent.

Corollaire 2.1 On suppose que: f continue en t et satisfait

[f(t+0) = f(t)] < C[p[*
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ot b est proche de 0, a € [0,1] et la constante C dépend que de t.

m est continue et positive en t.

bit2e — 0 alors

Si b, — 0, nb, — o0, et n
Wb (Ja(®) = F(B)) a0 N(0,6%(2))

ot 02(t) est donnée par (2.10)

Preuve: On a

Vb | £5(t)

f(t = bpu) — f(t))du

< m/ W[ [£(t = bau) — £(1)] du
< C\/m/ |du —n—oo 0 car ’I’Lb1+2a —n—oo 0

et d’apres le théoréme précédent on a

D’ou le résultat. m

Remarque 2.2 La condition nbyt2* —,, ., 0 pour a € [0,1] exige que la fenétre b, tend vers

0 plus rapidement que n~/1+2

Le corollaire suivant donne la normalité asymptotique de fn pour b, de Pordre n=1/5 (fenétre

optimale en estimation fonctionnelle).

Corollaire 2.2 Supposons que f est de classe C?et que b, = O(n*1/5).
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Alors sous les conditions du théoréme 2.8, nous avons
A 1
Vb (1a(0) = £(0) = G (O ) =0 NO,6%0)
ot 02(t) et ky son donnés respectivement par (2.10) et C1.

Preuve: On a

W (Falt) = 1)~ SR (Wks) = \/ba(falt) — F1(0) +
mba(F3(0) = 1(0) = 507 (O)k2)

Par le th. 2.8 on a
b (fu(t) — £(£) =>n—0o N(0,02(1))

Il reste & montrer que
1
nbn(f3(6) = f(£) = Sbnf” (£)ks) 00 0

Un développement de Taylor donne

\/nby,

1
Vil |10 50 = SR (O [ K@= b0 = 50— 32 0|

— by b f' (1) /_ 11 WK () du+b§ 70 /_ 11 V2K (u) du
YOW) — 5B <t>k2]
2
= V| k4 002) — S Ok

= V/nb,O(b2)

= O(Vnbyb?) = 0(1)  car b, = O(n~ /%)

Par suite

Vit (£.(0) = £0) = 7 (ks ) = N(0,6%0)

D’ou le résultat. m
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2.2.4 Erreur quadratique intégrée et fenétre optimale

L’erreur quadratique intégrée permet de choisir une fenétre optimale. Soit 7 tel que w(7) >

0,et on définit, pour € > 0 'erreur quadratique intégrée de fn sur l'intervalle [0, 7 — €] par:

N T—E& " 2
EQI(f,) = E ( /0 [fa()) = 1)) dt) (2.23)
Le théoréme suivant résume quelques propriétés de EQI( fn)

Théoréme 2.9 Supposons que f est continue sur [0, 7] ot T est tel que w(T) > 0.

(i) Sib, — 0 ona

A~

BQUF) = [ 0 - s0P s [ B[R0 £0] dro) @2

n

(i) Si fest de classe C? sur [0, 7], alors si b, — 0 le premier terme de (2.24) s’écrit

[ e - rora =20 [ o0

ot ko est donné par C1.
(iit) Si m est continue sur [0,7|, alors si b, — 0 et nb, — oo, le deuziéme terme de (2.24)

s’écrit

/()TEE[f”() @) di =g / K2 dt/ Esggt)ﬂ” (nU

(iv) Si f est de classe C%sur [0,7] et 7 est continue sur [0,7], alors si b, — 0 et nb, — oo, on

Q

2 T—E —e
EQI(f,) = Iifbi/ [f7(t) 2dt+ / K2(t) dt/ Sgg))dt—ko(bﬁ)—i—o(nl

) (2.25)
Preuve: (i) On développe en ajoutant et retranchant f; dans (2.23)
R T—¢ . 5 T—€ R § 2
n) = - d n(t) — d
BQIf) = [ - ol [ B0 - fio] @
* - An % d
2 [ 10 - 1) [BAO - £ @
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Pour le troisiéme terme, d’apres (i) et (iv) du th. 2.6 on a

/ () = JO] [Efa®) = £ ()] dt‘
0

< [/ 11 ()] |(F(E — bu) — £(8)) du} [e—"““*bn) /| K@)t b a
< e nm(Tmetha) [ sup  sup |(f(t—bpu) ] [/ |K (u |du} (1 —e+0by)
te0,7—] ue[—1,1]
= o)
Par suite

BQUF) = [ 150 - 0P+ [ B[h0 - 0] e ol

D’ou le résultat.

(ii) On a par définition de f;' et un développement de Taylor:

| e sere = [ / K () (f(t — o) — f<t>>du]2dt
— /OH nf()/_l ()du—i—be”()/1u2K(u)du+o(bZ)th

-1
T—€ b2 2
_ / 2”f”(t)/<;2+o(bi)} dt
0 L

R [T 2 4
= [P o)

D’ou le résultat.

(iii) On a

B0 - 0] = B0 - 0] +B[f0 - 50)] + (2.26)
2 | fu(t) = fa®)] | Fat) = £1(0)]

Par la preuve du th. 2.6 (ii) on a montré que

o - 1 N —b,u
B0~ F0] =5 [ KB [S%Mw - bnuHM] it — byu)du
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et du fait que

et par le lemme 3.2.1 de [7], p. 99, on en déduit pour n assez grand

sup |nb,E [fn(t) — /
te0,7—¢]
In(t — bpu)

= sup / K2 [S [(t — bpu) ] = ]ht—b

te[0,7—¢] KM ) ]Y ( —b 'LL) (

o Jn(t —bpu) 1

— K2 (u 52 —b, n — h(t — byu)d

156[801,17—p €] / KM U) ] (iYn(t - bn“) TI'(t - bnu) )] ( U) !

! . 1 1
K2 E 2 — Un B - —Un
—l—/_l (uw) ES%as[(t — bpu) ]<7r(t—bnu) 7r(t)> h(t — bpu)du
! ESQ [(t — bnu) ]
2( KM _ _
+/ K= (u) w(t) [h(t — bpu) — h(t)] du
E | $%7[(t = buu) 7] = S2((t — bu) ]|
/ K2 (u h(t)du
(1)
_ 2
t)
Jn(s) 2
< sup E = — sup h(s / K
s€[0,7] nilyn(s) ] LE[O 7] ]
+ s s ! ‘ sup h(s / K% (u
up up — up
tel0,r—e] ue[-1,1] | T (t - bnu) s€[0,7]
+ | sup sup |h(t—byu)— ] / K% (u
te|0,7—¢] ue[—1,1]
h(t)
+2 sup E (SKM( — / K2
s€[0,7] 7I' t
+2| sup sup |S[(t—byu)T]— ] ®) / K% (u
t€[0,r—e] ue[-1,1] (t)
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D’ou

SU n f — 27 f(t) 1 2 (w) du
te[bomp—s] B [fn(t) fn(t)} Sc(t) /—1K (u)d
R e O 101 I .G ) RN By e o
= L2 E e T w6 |t w0 ] Le[o% A )] [ i e
1 1 v,
" tE[S()lg)—a] ues[lill),l] W(t_bnu> - 7r(t)u [szl[ég']h(S)] /—1K (u) du

1o,
+ tE[Sollep_E] ues[l_llil]m(t—bnu) —h(t)|] 7r(t)/_1K (u) du
— (T n@ ' 2 w) du
+2[1 - m(r)] m)/lx (u)d
su su —bu)" | — @ ! 2 () du
+2 te[O,BE}uG[}il]‘S[(t bpu)”] S(t)!] s /lK (u) d (2.27)

(ou on a utilisé

S3ear(®) = S2(®)| = | (Sxcar (t) = S0) (Sxar (8) + S®)] < 2 |(Swear(®) = S(1))])

Puisque Y,,(s) < B(n,n(s)) pour chaque s fixé dans [0, 7] et comme.J,,(s) = 13 ()0

In(s) _Jn(s) _ < 1 1 o
Bty | = PR () [ |0 >0)
1 1
e | >0))

car E ( m - % /Y (s) > O) =E ( n_l%/n(s) - W(ls) ), et par un lemme de Aalen (cf.[1],
p. 18) on a
lim sup E _‘]1"_(8) _ BB (2.28)
00 s¢lo,7] n Yn(S) 7T<S>

ce qui donne la convergence vers 0 du ler terme de (2.27) et les trois autres termes convergent

vers 0 par b, — 0 et les conditions sur les fonction 7 , h et S.
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Nous arrivons a :

lim sup [nbE {fn(t)ffn(t) g u)du| =0
N0 ¢el0,7—¢]
D’ou
B0~ fo)] = - [ ko (229)
] B e T 1 AP Py ‘

uniformément pour ¢ € [0, 7 — €].
Posons

B(s) = B [1(ry.c0) Sicur(7y) [S(ry) = S(5)] /S (7))

oi Ty = inf {5,Y(s) = 0}. Alors par 'équation (2.13) de [7] p. 104, on a pour s € [0,7] et du

fait 1 — AH(u) = ll:;zgsi)) (cf [7] p.105) (aussi 1 — AH(u) =1 car F' continue sur [0, 7])

E [S’KM(S) —S(s) — B(s)]2 = nS%(s) /OSE

S2(u ) Yo(u)
= 5% | SE[s%{Mw—) (nﬂ"éu)u - {T((uu))ﬂ ok

= UZI[IOI,)T]E n 1Yn(u) - ( ) 52< ) [uzl&)pﬂh( )]
TR uikt?ﬂ““)]

car S%(s)E(S%,,(u™)J,(u)) <1 et S et m sont décroissantes.

Comme h, S et ™ sont bornées on a

S )e(r) Liﬁ?ﬁ’ﬂ h(“)]

est borné. Donc dans (2.29) pour le ler terme on applique (2.28) et on déduit que

) (2.30)
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De plus par I'équation (2.4) et le lemme 3.2.1 de [7], p. 99 on obtient pour n assez grand (en
utilisant (a + b)? < 2a® + 2b? et I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

~ 2
sup B [fult) - £1(t)]
te[0,7—¢]

. {E [ /11 K )Ly, oo} [Sear((t = b)) = St = byan) )] bt — byu)du

te[0,7—¢]

! 2
+ /1 K(U)l{?(t—bnu)zo}f(t — bnu)du] }

1 . 2
< e 51{4 / K2(W)15, 1 uys0 B [SKM(@—bnu)—)—5((t—bnu>—)} h2(t — bpu)du
+4/ K?( I{Yn(t bu) o}f (t—bnu)du}
< sup 8/ K%(u SKM((t—bnu) ) —S((t—bnu)*)—B((t—bnu)*)]2h2(t—bnu)du
te[0,7—¢]
sup 8/ K?(W)E [B*((t — byu)™)] h*(t — byu)du +
tEO‘r e
4 / 1 K?(u)E1 (Vo (t—bruy—0} 2t = bpu)du
1
< |16 sup h2(s)] { sup E[Sn(s) — S(s) —B(s)]Q}/ K?(u)du
s€[0,7] s€[0,7] —
+ | sup P(Y(s):())] 16 sup h*(s)+4 sup f2( ]/ K?(u
s€[0,7] s€[0,7] s€[0,7]
< |8 sup h%(s) { sup E[Sn(s) — S(s) —B(s)]2}/ K?(u)du
s€[0,7] s€[0,7] -

s€[0,7] s€[0,7]

+e~mm (") [8 sup h2(s) +4 sup f3(s ]/ K2(u
ol on a utilisé

B) = B[LpycqSiulry) [8(rs) = SG)]/S(ry)] < E [y cpSulry)(1 - S(s)/S(ry))]
< E [1{TY<5}] =P (Yn(s) = 0)

et P(Yy(s) =0)=[(1—(1—F(s)(1—G(s)]" = [1 —7n(s)]" < e ™) (cf. preuve du th.2.6).
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Par le fait que f et h sont bornées et par (2.30) on conclut que

sw E[f(0) - £20)] =0C) (231)

te[0,7—¢]

Finalement par (2.29) et (2.31) et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

sup B |(fu®) = £u®) (£ - £:0)) |

te[0,7—¢]

< sw B2 (L0 - L0) B2 (R0 - o) (232

te[0,7—¢]

1
- o)
Par conséquent, par (2.26) et en utilisant (2.29), (2.31) et (??), on arrive
T—¢E R . 2 B 1 1 T—€ f(t) 1
[ elhw-no)e - o [ woa | Sdr@+o@%)+
~0(3)+o ()

o) -olm) ()

(iv) En injectant (ii) et (iii) dans (i) on obtient (iv) en remarquant que o (L) = 0( 1 )

n nby

comime

Ce qui termine la démonstration. m

Le résultat du th. 2.9 permet un choix optimal de la fenétre b,, en minimisant par rapport
a b, Perreur quadratique intégrée de fn ce qui revient & minimiser les deux termes principaux
de (2.25).

On a le résultat suivant:

Corollaire 2.3 La fenétre optimale asymptotique est

b — nll/skgl/S [/11 K2(t)dt /UTE ng))dt] . [/OTe[f” (t)]2dt] o O (7111/5> (2.33)

Remarque 2.3 Si on injecte l’expression de la fenétre optimale b} dans (2.25) on obtient
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Dexpression optimale de l’EQI(fn)

1/5

EQI(f,) — i:ﬁ [ / 11K2(t)dt /()stfét))dtr/B [ /OTE[f”(t)th} + o(n=4%)

= O <ni/5> +ol=g) = O <ni/5>
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Chapitre 3

Estimation de la fonction de risque

3.1 Données non censurées

3.1.1 Introduction

Dans cette partie nous allons étudier un estimateur de la fonction de risque dans le cas de
données non censurées, par la méthode du noyau en développant ’article de Henrik Ramlau-
Hansen (1983) [9].

Dans cet article Ramlau-Hansen propose une méthodologie, citée par KLein et Moeschberger
(2003), permettant de construire un estimateur hy, de la fonction de risque par lissage. Ce lissage
s’opére grace a la convolution par un noyau et utilisation d’une fenétre b,,.

Soit 11,75, ..., Ty, des v.ai.i.d. de densité f et de fonction de répartition F'. L’estimateur

a noyau de la densité proposé par Rosemblatt (1956) est défini par

Folt) = 1/+OOK (tb_ S) dF,(s) (3.1)

n

ou F), est la f.d.r. empirique des T;, b, est la fenétre avec b, —, 00 0 et K un noyau de
Parzen -Rosemblatt de support [—1,1] (ie K bornée, intégrable,symétrique, fil Kdp =1 (p

une mesure sur R et  lim |z||K (z)] = 0).
|z| =400

Rappelons que la fonction de risque h(t) = 1fgzt) avec t > 0 et F(t) < 1. Watson et

Leadbetter (1964) (cf. [19]) ont étudié un estimateur & noyau de la fonction de risque h donné
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par

. 1 "1 t— T

hp(t) = —— —K 3.2

0= 2k (50 2
ou T(y), T2y, -+, L(n) est la statistique d’ordre des T;.

Sion pose Ny, (t) = nFy,(t) = Y7 Lyn<yy et Yo (t) = n—Np(t7) = Y7 1ig,54y,alors (3.2)

peut s’écrire

ﬁdw::;LA+wz<<téf>dﬂNA@) (3.3)

A~ t T
ot Hya(t) = [ dMn(5) ost Iestimateur de Nelson-Aalen du taux de hasard cumulé. En effet

o ()

R 1 [too — .
h(t) = — K<t5>MMM@
bn 0 bn

_ 1 Heo i t—s d{Vn(s)
bn 0 bn Yn(s)
_ 1 oo i t—s nc%Fn(s)
bn 0 bn Yn(s)
1 t— T@)) 1
_ lvyg < _
_ 1y C—%v !
bn i1 bn n — Nn(T(z))
1 — t =T 1
= — K

L’estimateur (3.2) a été aussi étudié par Rice et Rosemblatt (1976) et Yandell (1981).
Dans I’étude de l'estimation de la densité ou du taux de hasard par la méthode du noyau,
la plupart des auteurs considérent des observations i.i.d. mais non censurées. En réalité, en
épidémiologie, démographie, études de survie, criminologie et autres domaines les observations
sont souvent censurées (ou au moins une partie). Donc les résultats avec des variables i.i.d.
ne peuvent pas s’appliquer. En utilisant les processus ponctuels continus et les intégrales

stochastiques, Aalen (1978) montre qu il est possible de traiter une telle situation.
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t
Soit H(t) = [ h(t)dt. Rappelons que l'estimateur de Nelson-Aalen de H s’écrit:
0

3

~~
Vo)

~—

et que

ou Jy(s) = l{Yn(s)>0}‘ Un estimateur naturel de H,, est

1,0 = [ 5,095
0

Par la théorie des intégrales stochastiques, ((ﬁn — H,)(t),t > ()) est une martingale de

}:/]((Z))h(s)ds (cf chap. 1 Th. 1.3). On note

_ t
carré intégrable et de variation < H,, — H,, >;= f
0

I’erreur quadratique par

On pose
i) = [ 1950
0

Y2(s)

En remplacant dN,,(t) par h(t)Y,,(t)dt + dM,(t), on obtient

S~

h(t) = / ngh(s)dwr / () 4x7, ()
0 0

i (5)
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Calculons E(7,,(1)):

Bn(0) = B[00+ [ S5
LO o "
t t
— In(s) $\ds J(s) - s
_ E O/_n(s)h( Jds | +E O/_T?(S)dMn()

Comme M, (s) est une martingale centrée, alors

Y,

[au(s) o)
E O/NQ(S)dMn(s) =0

Par suite

Bl 0) =B | [ 3506 | =m0
0

S

Donc 7,,(t) est un estimateur sans biais de 7,,(t)

3.1.2 Estimateur a noyau de la fonction de risque h

Soit K une fonction bornée d’intégrale 1 et by,une fenétre positive. L’estimateur & noyau corre-

spondant au taux de hasard h est donné par

it = - [ 10 (552 ) aitats)

Les instants de sauts du processus N sont T(qy, T(2), ..., T(n), donc

—T),
b= Bk (%)
" B YH(T(i))

3.1.3 Moyenne et variance de ’estimateur a noyau hin

Pour simplifier les calculs, on suppose que le support du noyau K est [—1,1] et que 0 < b, < 1/2.
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On pose pour t € [by, 1 — by,

ﬁn(t):bln/olK<t_8> /K h(t = b J(t — byu)du (3.5)

E (hn(t) = E (ha(t)) = (K, * hjn)(t) (3.6)
et
o2(t) = E <h / K2()h(t — byu) (M) du  (3.7)
proposition 3.1 Pour tout t € [b,,1 — b,] un estimateur sans biais de o*(t) est
20 =5 [ 11 R () amo (35)
Preuve: Ona
it~ () = o [ 5 (52) a (s - 1) (39

Comme (Hya — H,) est une martingale, (hy(t) — hn(t)) est aussi une martingale d’espérance
E (izn(t) - Bn(t)) —E (i}n(()) - ﬁn(O)) —0.
D’ou
E(hn(t)) - (/ K (w)h(t — byu)J (tbu)du>

/K h(t — bpu)E (Ju(t — bou)) du
[ x

K (u)h(t = bpu)jn(t = bpu)du = (Kb, * hjn)(t)
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Pour o2(t) on a

2(t) = B (hat) — ha(t)) = ;E(/UYC;f>d@”A—EJ“02

1 1 t S N -
= 75 K2 Hn_Hn s
%E<A <bn>d< >>
Jn(t — byu)
= K2 t—bn ——|d
/ ) (Yn@—bnu)) ’

Montrons que 62 (t) est un estimateur sans biais de o2 (t).

En utilisant: dN,,(s) = Y;,(s)h(s)ds + dM,(s) on a

. 1t t—s. (Ju()\? <
Aw = g [ G (EG) e
1/t t— s Jn(s)

= e, K*( ™ )Yn(s)h(s)ds—i— iz ,1K2(?)Yg(s)dM"(s) (3.10)
Calculons E (62(t))
1 — S n\S 1 — S nlS _
E(U?L(t)) = E <bt% /1 KZ(tbn )}{/ngsih(S)dS> +E <bl% /1 K2(tbn )}‘_{3((8))61]\/[”(8))
1 — S nlS 1 — S8 nls _
- [ e e () ass e ([ k)
! s (s
_ biz _1K2(tbn Jh(s)E (1{@28%) ds
I Jn(t = byu)
=5 /. K2(w)h(t — byu)E (Yn(t = bnu)> ds

D’ou le résultat.

Si on note le premier terme de 1’équation (3.10) par

1 — s J,(s
20 =g [ K E S s

3

—
»

~—

on obtient E (62(¢)) = E (072(2)) .
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Donc de (3.10) on a

D’ou le résultat. m
Le résultat suivant donne une expression asymptotique de E (62 (t) — 022(15))2.

De méme l'équation (3.6) permet de déduire que lestimateur & noyau de la fonction de

risque est asymptotiquement sans biais.

Proposition 2 (a) Si h est continue au point t et si jn(s) = EJ,(s) —pn—oo 1 uniformément

dans un voisinage de t > 0, alors

~

Ehn(t) —neo h(t) (3.11)

proposition 3.2 (b) SinE (é”g) — T(ls) uniformément dans un voisinage de t et h et T sont

continues au point t > 0, alors quand b, — 0

ai(w:E(izn(t)—izn(t))Q:nb T; / K2(u du+o<n2> (3.12)

Preuve: (a) Par la relation (3.6) et j,(s) —n—oo 1 uniformement sur un voisinage de ¢ ce
qui donne une limite continue et avec h continue on a |K(v)h(t — vby,)jn(t — vby,)| < |K(v)|C

ot C' > 0 et le noyau K est intégrable. Par suite, de la convergence dominée on obtient

t_
Ehn(t) = (Kp, % hjn)(t )

Jn(u)du

1 1
_ / K (0)h(t — vby)jn(t — vby)dv — h(t) / K(v)dv = h(t)
—1 -1
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(b) On a par (3.7)

A1) = B(ha(t) - () = bln/_ll K2(w)h(t — byu)E (J"(t_b"“)> du

Y, (t — buu)
= nlbn /_11 K%(u)h(t — byu)nE <‘M> du

Y, (t — byu)
I Jn(t — bpu) 1
= — [ K*u)h(t—b, E|(= — d
.~ /1 (Wh(t = bav) (" (Yn(t - bnu)> - bnu)) vt
1/1 K2(wh(t - byt)————d
nb, J_1 Y ntt T(t — byu) Y
1 1t h(t)
= — — K?(u)—=2d
© (nbn> + nby, /1 (u)T(t) b
ol dans la premiére intégrale, comme nE (1{/”8) — oo %uniformément dans un voisinage

de t et h et 7 sont continues en t et par la convergence dominée:

f o (D) o

et on obtient o (ﬁ)

Pour le deuxiéme on a

1 2 — ué u — @ 1 2u u
/_11( (B = byt) st = 7 /_1K( )d

Ce qui termine la démonstration. m

Remarque 3.1 La relation (3.12) montre que si nb, — oo alors

et par suite
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3.1.4 Estimation des dérivées de la fonction de risque

L’estimateur & noyau (3.3) peut s’écrire
hn = Ky, * Hya (3.13)

Pour estimer la dérivée d’ordre k de la fonction de risque h, il est naturel de considérer la
dérivée d’ordre k de h,. Sion suppose que K est absolument continu a l'ordre k c’est a dire
que K', K7, ..., K =1 existent et sont absolument continus et donc on peut dériver iLn jusqu’a

Pordre k. L’estimateur correspondant sera

~ 1 1 t—s A
AR = —— [ K®) < > dHn A(s)
bfﬁl 0 bn (

Cet estimateur a les mémes propriétées que h, et sont résumés dans le résultat suivant:

Proposition 3

(a) On suppose que h et j = BEJ sont de classe C*®) sur [0,1]. Alors

E(LP (1) = BRP (1) = KiY = (hg)® (1) (3.14)
o =iy (1) = (K + hj) (1)
De plus pour t € [by,1 —by] , on a

Aty = B(HO0 i)

1 ! Jn(t — byu)
= —— | K®@)?ht-bu)E[2—"")4
b%]ﬁ_l /—1 (U) ( U) Yn(t - bnu) "

et cette quantité est estimée par

oo L =5\ Jals) <
U”vk(t)_ b721k+1 : K b Yg(s)dN(S)
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(b) Sous les mémes conditions de la proposition 3.3, on a

3.1.5 Propriétés asymptotiques

Le résultat suivant donne la convergence ponctuelle dans L? de .

Proposition 4 Si nE (3{’”8) — oo %uniformément dans un voisinage de t et h et T sont

continues en t > 0, alors

B (n(t) — h()) o 0

quand b, — 0 et nb, — o0

. 2
Preuve: Par la décomposition de E <hn(t) — h(t)) on a

Montrons que

B (n(t) = (1))~ 0

Comme J,, (u) —F 1 uniformement et la convergence dominée donne

Fon () — h(t) = /_ 11 K () [h(t — byw) Ju(t — bpat) — h(t)] du —F 0

par suite elle est bornée : |h,(t) — h(t)‘ < C ou C > 0. Donc par E (ﬁn(t)) =E (ﬁn(t)) (cf.
Prop. 3.1) et par E (ﬁn(t)> — h(t) (cf.Prop 3.2 a)

B (F(t) - h(t)>2

IN

CE (ﬁn(t) - h(t)) —C (Eﬁn(t) - h(t))
< C ‘Eﬁn(t) - h(t)) oo 0
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D’ou le résultat de la proposition. =
Pour la convergence uniforme dans L?de h,, nous considérons un intervalle fixé [z, 1] avec

0 < zg < z1 < 1. On a le résultat suivant:

Théoréme 3.1 Supposons que
(i) Jn —n—oo Len probabilité et uniformement sur [0, 1].
(ii) h est continue sur [0, 1].

(iii) nn,, (1) := nfol E <‘}]—,:’ng;) h(s)ds est borné quand n — oo.

(iv) le noyau K est a variations bornées.

Alors si b, — 0 et nb2 — oo on a:

E sup
tE[Zo,Z1]

iln(t) - h(t)r) —n—oo 0

Preuve: On décompose

~ 2 ~ ~ 2 ~ 2
ha(t) = h(t)]| < 2|n() = B()|” + 2[R (®) — h(t)
Par suite
~ 2 N ~ 2 ~ 2
sup [hn(t) = h(0)] < sup |ha(®) =B + sup [Ra(t) = h(t)]
tE[zo,Zl] tE[Zo,Zﬂ tE[ZOazl}
Il suffit de prouver que
~ ~ 2
E( sup hn(t)—h(t)‘ oo 0 (3.15)
tE[zO,Zl]
et
~ 2
E( suwp hn(t)—h(t)‘ oo O (3.16)
t€[z0,21]

Par définition on a
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Comme K est a variations bornées, une intégration par parties donne

. - ) . .
ha(t) = h(t)| < 7V (K) sup | Hy(s) = Hu(s)
s€[0,1]
ot V(K) est la variation totale de K.
Par suite
. N 2
hn(t)—h(t)) <2 sw ‘H Hn(s)’
by seo,1]
D’ou
. -2 4C R N 2
sup i (t) = h(t)| < 3 sup |Ha(s) = Hals)|
te€(z0,21] n s€[0,1]

Pour prouver (3.15) il suffit de montrer que

1 . . 2
B ( sup ‘Hn(s) — Hn(s)‘ > —n—oo 0
bn s€[0,1]

Si on applique I'inégalité de Doob (pour une martingale (M;) : E(sup,<; M2) < 4sup,., EM?2)
a la martingale (ﬁn(s) — fIn(s)> et on obtient

~ 2 “ ~ 2
E ( sup ‘H Hn(s)‘ ) < 4 sup E (Hn(s) - Hn(s))
s€[0,1] s€[0,1]
= 4 sup nn(s) = 47]n(1)
s€[0,1]

Par suite

. -2 4 . . 2
E (tes[up | hn(t) - h(t)’ ) < bTCE ( sup ’Hn(s) - Hn(s)) )

INA
Q
I~
=
3
=

Comme nn,,(1) est borné pour n assez grand et nb? — co on en déduit que

E[ sup
tE[zO,Zl]

Montrons maintenant (3.16)

~ 2
Fun () — h(t)‘ ) oo 0
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Dans la preuve de la prop. 3.4 on a montré qu’il existe une constante C,,(t) > 0 telle que

P (t) — h(t)‘ < Cy(t) (ou Cp(t) est choisi petit pour n assez grand pour chaque t). Posons

Cr = SUDPyc[z,21) Cn(t)

~ 2
hn(t)—h(t)‘ <C, sup

tG[ZO,Zﬂ

sup P (t) — h(t)’

tE[Zo,Zl]

D’ou
- 2 -
E( sup |hn(t) — h(t)‘ SCuE | sup  |hu(t) — h(t)‘ —n—o0 0
tE[Zo,Zl] tE[zo,Zl]
car
sup  |hn(t) — h(t)‘ < sup Cp(t) —=n—oc 0
t6[20721} t6[207?«'1]

et alors par la convergence dominée on a

E[ sup
tE[Zo,Z1]

R 2
hn(t) - h(t)‘ ) —n—oo 0
D’ou le résultat. m

3.1.6 Normalité asymptotique

Parzen (1962) a montré que 'estimateur & noyau de la densité est asymptotiquement
normal quand le nombre d’observations tend vers I'infini. Dans cette section on va étudier la
normalité asymptotique de 'estimateur h., en utilisant les processus de comptage. Associons &

un processus de comptage N,, sa martingale correspondante

ot A (s) = Yy, (s)h(s) est la suite de processus intensité. Soit L,, la suite de processus prévisible

vérifiant

1
2
E/o L; (s)An(s)ds < oo

Posons

~ t _
Mn(t):/0 L, (s)dMy(s)
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On admet le résultat auxilliaire suivant donnant une loi limite pour des martingales (con-

séquence du Th. de Robolledo cf. Annexe Th. 4.11.)

proposition 3.3 Supposons que les conditions suivants sont vérifiées
(’l) Ve > 0, fO L2 1{\Ln( )‘>€})\n(8)d8 _>5Hoo 0

(ii) Ji L2 ()n(s)ds —F oy 1

Alors

M, (1) =100 N(0,1)

Nous utilisons la proposition précédente pour établir la loi asymptotique de hp,. On introduit

I

- +b1n/1K<tl;8) ngz\zn(s)

les notations suivantes. Par (3.9) on a

1

3

=
Y
~
SEl
S
Va)
\/
m
=
b
|
:mz
N—
=

[e=]

Pour ¢ fixé on a

ou

On a le théoréme suivant

Théoréme 3.2 Supposons que:

(i) n;—ZE —P  1/7(s) uniformément sur un voisinage de t.
(ii) h et T sont continues au point t.

Si b, — 0 et nb,, — oo alors

ot v(t) = h(t)/7(t) [, K2(u)du
Preuve: Vérifions les deux conditions de la proposition précédente.
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Pour la premiére condition on a

n

1
n g (t—s s
= () Bt an

! t—sY\ Ju(s)
2 n

1 Ly t—s\ Ju(s
/0Li(s)l{Ln(s>|>a}An(S)d8 = /0sz< ; > ()1{@” o2} Yn(8)h(s)ds

~—

Comme

)RS

(1> = {[r (%

> 5\/nbn} C {Can(s) > 5\/nbn} — oo D

Y. (s)

T}L((S) — P 1/7 uniformément sur un voisinage de ¢, nb, — oo et K est borné d’ou
n

car
P
H|La(s)>e} —n—o0 0
uniformément sur un voisinage de t. Par la convergence dominée

1 t—s\ Ju(s) o
/0 K ( by, ) ml{wn(s)ba}h(s)ds oo 0

D’otu la premiére condition.

Pour la deuxiéme condition on utilise (i) et la convergence dominée pour avoir asympto-

tiquement

= K h(t — bpu)d
[ () R b
£>n—>c>o t/K2
T(t

Finalement les deux conditions sont vérifieés et on a le résultat. m

98



3.2 Données censurées

3.2.1 Introduction

Dans cette partie nous allons donné les formes exactes et asymptotiques de la moyenne et la
variance de l'estimateur a noyau de la fonction de risque h dans le cas de données censurées,
en développant les résultats de larticle de Martin Tanner et Wing Hung Wong (1983) [16].

Soient les durées de survie 11,75, ...,T, de f.d.r. F' et de densité f et C1,Cy,...,C, les v.a.
de censures de f.d.r. Fo. On suppose que les T; sont indépendantes des C; pour tout ¢ = 1,..,n
et on observe X; = T; ANC; et D; = i<y On note par fx la densité des X; et par F'x leur
f.d.r.

Rappelons que I'estimateur a noyaux de la fonction de risque h des T;, est donnée par

) D " D,
hn(t) =) —— _](-JL T (= X)) =) —p }éi)Jr K, (= XG)
1

ot X(1), X (2, s X(n) est la statistique d’ordre et R; est le rang de X;. Cet estimateur est
apparu dans les articles de Ramlau-Hansen (1983) [9] et Watson et Leadbetter (1964) (cf. [20]).
Nous supposons que :
1. la fonction de risque h est continue et que 0 < F(y) < 1.
2. le noyau K est symétrique positif et K(t) = o(t~!) quand t — oo et /k(t)dt =1.

3.2.2 Moyenne et variance de ’estimateur .

On pose m(y) = f(y)[1 — Fe(y)]/fx(y) avec fx(y) > 0. Pour le calcul de la moyenne et la

variance de hy,(t), on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.1 Pour tout j on a
E (D) /Xy =y) =mly)
et pour toutr < s,y <z, ona
E (DD [ Xy =y, X(s) = 2) = m(y)m(2)
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Preuve: Soit y > 0 et j fix¢, comme 7{;) sont indépendantes des C(;) on a (D; = 1ir,<c;y)

E(Dy /Xy =y) = P(Dy =1/Xy=y)=P Ty <Cy /Xy =y)
P (T(;) < Cj). X(j) =) P(TU><C<>’T<)AC )

P (X =y) - P (X =y)
_ P (Cy) > 9.1, =) PGy > v) P (7, =v)
P (X4 =y) P (X =y)
_ U= FeW)/ydy _ (= FeW)IW) _
Ix(y)dy Ix(y)

Soit r < s, y < z, comme T; sont indépendantes des C; pour ¢ =r,s on a

E (DD /Xy =y, X5y =2) = P (D =1D=1/X4) =y, X =2)
= P(T) < Ci), Tis) < Co) [ Xy = 4 X(5) = 2)
P (T < Ci), Tis) < Ce)s Xr) = 4, X(s) = 2)

P (X =y, X(5) = 2)
P (y <Cuy,2 < Clo), Ty =y, T(s) = 2)
P (X() =y, X(5) =2)
P (y < Cipy, Tty = y) P (2 < Co), Tis) = 2)
P (X =y X5 = 2)

P (y < Ci))P(I(y = y) P(z < C())P(I() = 2)

P(Xy =y) P(X@s) =2)

= m(y)m(z)

D’ou les résultats du lemme. =

Le théoréme suivant donne la moyenne et la variance de iLn(t)

Théoréme 3.3 On a

E (in(0) = [ (L= F(0) i) Ky, (¢ - )y
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et

V(ia®) = [ e-na2 [ | e - rose

1-Fx(¥)  (pm .
) ) FRG) ~ FRWD W) K, (¢~ y)K, (¢ - 2)dyd

oi I, (Fx) = Yj_o(n— k)" CEFE (1 — )=

Preuve: Nous savons que la densite de X ;) est:

n!

G j)!F;];_l(y)(l = Fx(y))"™ fx(y)

fX(j) (y) =

- Z ! /E(D(@Kbn (t = X)) /X4y = v) fx) (W)dy

i—Liti L i+1
1
n—i+1)E (D) Ko, (t = X)) /X ) = y) Fxi, )y
g 1
- ; / E (D) Ks, (t = X)) /X ) = v) fx,,(v)dy
« n—i+1
1=1,i#j
1
+n —it1 /m(y)Kbn (t —y) fx, (y)dy (lemme 3.1)
. 1
= > n—ir1 /m(y)Kbn (t —y) fx, (¥)dy

= Y [ ) e PO - Fx )" ), (¢~ )y

Lin—it1 (i —1)(n—1)!
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n

! n = n—i
_;(n—i—l—l)(i—l)(n—z)F )1 = Fx ()"

/ Ix(y)m(y) i
-/ ZO@‘lF&1<y><1—Fx<y>>”-i+1] 1y )(1‘FC<§’))Kbn<t—y>dy
Li=1

(1 Fx(y) VW

(1-Fx(y)

(1-Fx(y)

-nfl
S Pk () (1 - Fx(y))"j] e
=0

_ / (1= F()) h(y) Ko, (t — y)dy

6éIne

ol dans le passage a la égalité on a utilisé pour i # j

/E (DKo, (t= X)) /XG) =) Fxy Wdy = E (DK, (t = X))
N /E(D(z’)Kbn (t = X)) /X6y = ) fxe (W)dy
= /m(y)Kbn (t —v) fx, (v)dy

Le calcul de la variance V (ﬁn(t)) est plus long mais se fait de fagon similaire. m

Remarque 3.2 Dans le th 3.3, la partie dominante de E (izn(t)) se comporte quand n — 0o

comme la convolution (h* Ky, )(t). En effet

E(in(®) = [ (1= F@)hw)Ks, ¢~ iy
— [ hwE - iy [ B, - iy

= (hx Ky)() / FR (9)h(y) Ky, (¢ — )dy
~ (hx*Kp,)(t)

et le 2°™¢ térme est négligeable car F(y) = 0 pour n assez grand (0 < F(y) < 1). Par le

lemme de Bochner h(t) peut étre approximée par
h(t) = (h* Ky, )(t /h VK, (E—y)dy
et qui est une moyenne pondérée de h.et donc E (ﬁn(t)> ~ h(t). Pour une bonne approximation

102



de h(t) (au point t) il est nécessaire que le poids Ky, donne des valeurs assez faibles pour des

y "loin" de t. Comme

h(t) = f(t)(1 — F(1)™

cela revient a donner des conditions sur le comportement des queues de Kp, et de 1 — F.
D’ou la définition suivante:

Définition 3.1 Le noyau K est dit compatible avec F' si VM > 0,3Gps et (by) un paramétre

assez petit tel que

K _
sup b, (Y — )

i O gy oyl i

On a le résultat suivant:

Théoréme 3.4 Soit b, —n—c 0 €t b, —p—oo 00. Nous avons

1. Si K est compatible avec F, alors E <ﬁn(t)) —n—oo (1)

2. Si K est compatible avec F et Fg, alors

v (,;n(t)) - nlbn </ KQ(u)du> h(t)(1 = Fx (1) +o (nlbn)

Preuve: Pour la partie 1, nous avons par le th. 3.3:

E (in(0)) ~ h(t) = [ [(1= ) hly) — b)) Ko, (¢ ~ )iy
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En utilisant que K est compatible avec F', on obtient pour M > 0

B () < a0 < [ 10~ FRw) by) -~ hO) Ko, ()] dy

/|yt>M (1= F () hy) — h(8)] Ko, (t = )| dy +

IN

[ 10 PR ) = 0] i e )l

Ky, (t —y)
(1-Fx(y))

/|yt<M I[(1 = F%(y)) h(y) — h(t)] Kp, (t — y)| dy

IN

/| ey '“1 — FR(y) h(y) — h(®)] (1 = Fx(y)) dy +

IN

Gu (1= Fx(y)) h(y) — h(t)] (1 = Fx(y))|dy
ly—t|>M

+ / () — h(8)| Ko (¢ — y)dy + / FR(y)h(y) K, (¢ — y)dy
ly—t|<M ly—t|l<M

IN

G [ N0 = FRw) ) = hie) dy

+ / () — h(8)| Ko (¢ — y)dy + / FR(y)h(y) K, (¢ — y)dy
ly—t|<M ly—t|l<M
— W)+ @)+

Chacun des trois termes tend vers 0. En effet:

O Pour le terme (1), en choisissant M assez grand on a par le th. de convergence dominée
[ FR) ) - b dy < -
ly—t|>M
¢ Pour le terme (2), en posant z = tb_Ty et en appliquant le th. de C. D.on a:

[ i) = hO K=y = [ b= 2b,) = BOIK ()~ 0
ly—t|<M

l2|< 3L

¢  Pour le terme (3) en posant z = tb_—ny et en appliquant le th. de C. D.on a:

[ B¢y = [ B sbh( - ) K(2)dz e 0
ly—t|<M

M
|z|§b7n
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Pour la deuxiéme partie du théoréme, le lemme 6 de W.L (cf.[20]) montre que pour F(y) < 1
nlp(F) =noo (1= F(y)) ™"

¢ Pour obtenir le premier terme de V (ﬁn (t)) on applique le lemme de Bochner pour le
noyau K2/ ([ K?(t)dt) et on a

~1
nby (/ KZ(t)dt> /In(Fx(y))h(y)Kz?n (t = y)dy —n—soo h(t)(1 = F(z)) ™"

C’est aussi le terme dominant dans I’expression nb, ( .K'Q(u)du)_1 A\ (izT(t))
¢ Le deuxiéme terme converge vers 0 a cause de F'y —, .o 0 par les mémes arguments
que dans W.L (cf.[20]).

D’ou le résultat du théoréme. m

Remarque 3.3 1. Comme conséquense immédiate du théoréme on a 'V (ﬁn(t)) —n—oo 0 donc
hn(t) est un estimateur convergent en probabilité pour h(t).

2. Pour la loi limite de Uestimateur hy(t), sous les conditions du th. 8.4. on a : (iLn(t) - E(ﬁn(t))) V12 (lAz7
N(0,1) (cf. [16] Th. 3 )
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Chapitre 4

Simulations

4.1 Introduction.

Dans cette partie nous illustrons la performance des estimateurs étudiés dans ce mémoire par
des simulations numériques sur des données simulées et sur des données réelles (données de
ventilateurs (chap. 1) et données sur des patients atteints de la maladie cirrhose de vésicule
biliaire ([7] Appendice D p. 359)). Nous utilisons les logiciels R et Minitab. Nous donnons
quelques exemples de lois utilisées en analyse de survie et leurs fonctions associées.

Nous présentons les graphes des estimateurs de Kaplan-Meier, Fleming-Harington et de
Nelson Aalen pour des données simulées et réelles. Nous utilisons un test d’ajustement (test
d’alignement) sur les données réelles pour choisir dans un ensemble de quatre lois usuelles
utilisées en analyse de survie.

Nous donnons aussi les graphes des estimateurs & noyau de la fonction de densité de la durée

de survie et la fonction de risque.
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4.2 Lois usuelles en survie

Nous présentons les graphes de quelques lois usuelles en analyse de survie avec leurs fonctions

associées: fonction de survie, fonction de risque et taux de risque cumulée (cf chap. 1)

Loi Exponentielle(2)

Survie
00 06
L1111
risque
15 25
11|
hasard cumulé
048
[N

temps temps temps

Loi Weibull (2,1)

survie
00 06
11111
risque

0 15
AN

hasard cumulé
048
NN

0 1 2 3 4 3 0 1 2 3 4 ] 0 1 2 3 4 3
temps temps temps
Loi Weibull (0.5.1)
w
E
2 54 g 3 5 v
5 - T w3 s T4
W o] = - & o
= N T T T T T = 7 T T T T T & o 7 T T T T T
=
0 1 2 3 4 3 0 1 2 3 4 3 0 1 2 3 4 2
temps temps temps
Loi Log-normale (0,1) -
b=
o ™ . E . ——
2 =] N\ 8 27 TTe—— 3 &3 -
R - = = E = ]
. e > _] i
=4 T T T T T o T T T T T T @ o™ T T T T T
=
0 1 2 3 4 3 0 200 G600 1000 0 1 2 3 4 2
temps temps temps

4.3 Données simulées

4.3.1 Estimation de la fonction de survie S

Nous avons simulé un échantillon de taille 800 données qui sont censurées a droite: (X;, D;)

avec X; = T; ANC; ouT; — W(0.5,1) et C; — £(1/2), n = 30, 100 obs. La figure suivante donne
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I’'estimateur de Kaplan-Meier S kM, Uestimateur de Fleming-Harrington S r g de la fonction de
survie S avec des intervalles de confiance & 95% et le graphe de la fonction de survie S = St

théorique. Rappelons que Sk et Spp sont défini par:

. 1 P . m(t;)
S = 11 (1- 7))+ Sewl—ew(- 3 M0
tist {igi<ty "
= —| —— Estimateur de K I = | —— Estimateur de KR
Estimateur de F.H Estimateur de F.H
| —— Survie theorique —— Survie théorique

Survie
Survie

[s) 1 p=3 =) < =) o 1 =3 2 < =)

Durées de survie (n=30} Durées de survie (n=1003

Les courbes des estimateurs Sk et Sp gy sont trés "proches" et estime correctement la

survie S puisque n est trés grand.

4.3.2 Estimation du taux de hasard cumulé H

Pour un échantillon de 100 données censurées précédentes, nous tracons le graphe suivant de
Iestimateur de Nelson-Aalen H ~n4 du taux de hasard cumulé H avec des intervalles de confiance

a 95%. Rappelons que:

Hyat) = Z m(t'z')

r
{i,t: <t}
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Estimateur de N A

Interprétation : pour ¢ fixé, Hya (t) représente la somme des risques de subir 1’événement
dans intervalle ]0, ¢].
4.4 Données réelles
Dans cette partie nous ferons de ’analyse de survie sur des données réelles.

4.4.1 Données des ventilateurs.

Le tableau suivant donne la durées de fonctionnement de 70 ventilateurs (Les nombres avec +

correspondent a des données censurées) (cf. [3])

4.5 4.67 | 11.5 | 11.5 | 15617 | 16.0 | 16.67 | 1857 | 1857 | 185"

18.5T | 185 | 20.3" | 20.3" | 20.3"7 | 20.7 20.7 20.8 22.0% | 30.0"

30.0" | 30.0" | 30.0" | 31.0 | 32.0%" | 34.5 | 37.5% | 37.5T | 41.5T | 4157

41.57 | 41.5% | 43.0" | 43.07 | 43.0" | 43.07 | 46.0 485" | 48.5T | 4857

48.57 | 50.0" | 50.0" | 50.0" | 61.07 | 61.0 | 61.0% | 61.07 | 63.07 | 64.5T

64.5% | 67.0"7 | 74.5" | 78.07 | 78.0% | 81.0" | 81.0" | 82.07 | 85.0" | 85.0"

85.0" | 87.5% | 87.5 | 87.57 | 94.0"7 | 99.0" | 101.0" | 101.0" | 101.0" | 115.0%"
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Estimation de la fonction de survie S

le graphe suivant donne I'estimateur de Kaplan-Meier S s et Pestimateur de Fleming-Harrigton

S rg de la fonction de survie S des données de ventilateurs

24 = Estimateur de K.
Estimateur de FH
o ]
= E—
o e
= @« ]
= L R e L
(o]
—~ _| —
fa)
o |
[
T T T T T
0 20 40 GO 30 100

Curées de fonctionnement

Par exemple S (60 x 103) = 0.8 ce qui donne 80% des ventilateurs vont fonctionner au
dela de 60 x 103 heures. Les courbes des estimateurs S Ky et S g sont 1a aussi trés "proches"
(n = 70).

Estimation du taux de hasard cumulé H

le graphe suivant donne ’estimateur de Nelson-Aalen Hpy 4 du taux de hasard cumulé H des

données des ventilateurs et des intervalles de confiance & 95%.
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|

Risque cumulé

000 005 010 015 020 025 030 035

Durées de fonctionnement

Par exemple fINA(GO) = 0.18 = 18%, on a 18% de risque que le lot des ventilateurs tombe

en panne pendant une durée de fonctionnement de 60.10% heures.

Le graphe suivant donne ’estimateur ﬁn(tl) = % de la fonction risque h des données des

ventilateurs:

risque
0.06 008 0.10 0.12
I I I I

004
I

002
I

T T T T T
0 20 40 60 80

Durées de fonctionnement

Le graphe de h étant croissant & partir de ¢ = 20 x 103 heures nous pouvons conclure que le
risque de tomber en panne augmente sensiblement ce qui est normal avec I'usure du matériel.
Les graphes suivants permettent de tester 'ajustement des données par rapport a quelques

lois usuelles (test d’alignement) (loi normale, loi exponentielle, loi log-normale, loi de Weibull):
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Nous remarquons que les données des ventilateurs s’ajustent correctement aux lois expo-

nentielle, Weibull et Log normale. Cependant au vu du graphe de l’estimateur de la fonction

de risque des données des ventilateurs (risque croissant) nous retenons la loi de Weibull estimée

(W(1.058,262.968), (le parameétre de forme ici est & = 1.058). La loi exponentielle et la loi

Log-normale sont exclues & cause de la forme de leur fonction de risque. Les graphiques des

fonctions: f, S et h de la loi retenue sont les suivants :

Fonction de densité de probabilité

Probabilité de Weibull

0,008 —

0,002

0001 —

Pourcentage

T T
500 1000

Fonction de survie

T
1500

10 100 1000

Fonction de hasard

Probabilité
I

Tax

500 1000

Le graphe suivant donne I'estimateur de Kaplan-Meier et la courbe de la fonction S de la

loi W(1.058,262.968). Nous remarquons un bon ajustement des deux courbes ce qui confirme
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le choix précédent de la loi de Weibull ).

2 — Estimatsur KM
— Loi Weibul

Survie

T T T T T
0 20 40 60 80 100

Durées de fonctionnement

Dans ce cas nous disposons de peu de données non cencurées (12 obser.),ce qui donne une

estimation peu précise de h en comparaisant avec le graphe de h,, précédent.

4.4.2 Données PBC ([7] p. 359) (malades atteints de la cirrhose)

Nous prenons les données présentées en Appendice D de [7] p. 359 de malades atteints de
la cirrhose. les patients sont regrouper en deux groupes chacun de 100 malades 1'un regoit la
D-penicillamine et "autre un placebo. Le but étant de comparer la survie dans les deux groupes

et de la évaluer l'efficacité biologique du traitement testé par rapport & son "effet placebo".

Estimation de la fonction de survie S

Le graphe suivant donne ’estimateur de Kaplan-Meier S ks de la fonction de survie S de deux

groupes.

= placebo
traiternent

Survie

0 1000 2000 3000 4000

Durées de survie
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Nous remarquons que les deux courbes de Kaplan-Meier représentant les deux groupes sont
"proches".
Estimation du taux de hasard cumulé H

Le graphe suivant donne 'estimateur de Nelson-Aalen H ~na4 du taux de hasard cumulé H des

deux groupes des données PBC.

— 7| =— placebo
— traitement

Estimateur de N.A

0 1000 2000 3000 4000

Durées de survie

Le graphe suivant donne I’estimateur iln (t;) = T((tt?)) de la fonction risque h des deux groupes

de données PCB.

| — nplacebo
— traitement

Risque
I I I I

000 002 004 006 008 010 012 014

0 1000 2000 3000 4000

Durées de survie

L’estimateur h,, de h des deux groupes est une courbe croissante ce qui s’interpréte par un
risque croissant de décés par cette maladie. Les deux graphes de h, sont "proches" avec un
écart quadratique moyen: e = 0.0005.

A partir des graphes précédents, nous pouvons conclure que le traitement et I'effet placebo

ont la méme efficacité. D’aprées le test "Log-Rank" (cf [7] p. 8) on retient I’égalité des deux
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courbes de survie et par suite on aboutit & la méme efficacité.

Test sur la loi des données PBC (groupe traité)
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On choisie la loi Weibull

Les caractéristiques de la loi de Weibull

. s e Wi I
Fonction de densité de probabilité eibu

feibull
stim. Max vraisembl
m

7 o

me: 0,91
Eschelle: 4687,14
MTBF.  4894,79

0 10000 20000 30000 40000 1 10 100 1000 10000

Fonction de survie Fonction de hasard
0.0004

Graphe de KM des deux groupes la survie de W(1.22,4059.62) (théoriquel) et la
survie de W (0.91,4687.14) (théorique2)

— T —— Placebo
—— Traitement

. Survie theorique1
Survie théorique2

Survie

0 1000 2000 2000 4000

Durées de survie

4.5 Estimation des fonctions de densité et de risque par la

méthode du noyau

Dans cette partie nous utilisons I'estimateur & noyau (Gaussien) pour estimer la densité de
durée de survie T et la fonction de risque associée avec une fenétre optimale b} = C.n~ Y% ou
C est une constante.

Nous choisissons deux lois pour T": la loi exponentielle £(2) et la loi de weibull W(1;1.5)

avec une taille d’échantillon n = 50, 100
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4.5.1 Estimation de la densité des durées T
Cas non censurées

a) T — &£(2), n =50, 100, K Gaussien, b, = 0.09
b) T'— W(1.5,1), n = 50, 100, K Gaussien, b, = 0.13

1520

Densité
|
Densité
10

00 05

Densité
Densité

00 02 04 08
00 02 04 06

T T T T T T T T T T T T
00 o0s 1.0 1.5 20 25 30 0o o0s 10 15 20O 25 30

Temps (n=50) Temps (n=100)

e1 = 0.07,e3 = 0.018, e5 = 0.007, e4 = 0.009

Nous remarquons une bonne estimation de la densité de T' (sauf en début d’intervalle)

Cas censurées

a) T, C — &£(2), n =50, 100, b, = 0.014 et K noyau Gaussien
b) T, C — W (1.5,1), n =50, 100, b, = 0.013, K noyau Gaussien

Densité
Densité

Densité
Densité

Nous remarquons une oscillation de I’estimateur fn autour de la fonction de densité théorique

117



avec des erreurs quadratique moyenne: e; = 0.72,e3 = 0.61,e3 = 0.9,¢e4 = 0.53

4.5.2 Estimation de la fonction de risque
Cas non censurées

a) T — £(2), n = 50,100, b, = 0.014
b) T — W(1.5,1), n = 50, 100, b, = 0.014

Risque
Risque

T T T T T
0o 02 04 06 08 1.0

Ternps (n=100)

Risque
Risque

T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 [ s 10 15 2.0

Temps (n=50) Ternps (n=100)

Nous remarquons une oscillation de ’estimateur h,, autour de la fonction de risque théorique

avec des erreurs quadratique moyenne: e; = 0.9,e9 = 0.82,e3 = 0.95,¢e4 = 0.88

Cas censurées:

a) T,C — £(2), n = 50, 100, b, = 0.012
b) T,C < W(1,1.5), n = 50, 100, b, = 0.014

o 'V o
- = | l- o =
2] V " 2]
= T T T T T T = T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 00 01 02 03 04 05 085
Temps (n=50) Temps (n=100)
£ e &
= -4 =
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 OB 10 1.2 1.4
Temps (n=50) Temps (n=100)
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Nous remarquons une oscillation de ’estimateur h., autour de la fonction de risque théorique
avec des erreurs quadratique moyenne: e; = 0.99,e3 = 0.94,e3 = 0.82,e4 = 0.97

c) T — &(3), C — W(0.5,1), n =100, K noyau Epanchnicov b, = 0.003

R eque

0.0 0.z 04 0.6 s 10

4.6 Conclusion.

Dans les études de simulations présentées dans cette partie, nous remarquons que les estimateurs
étudiés présentent des comportements trés satisfaisants (convergence, calcul d’erreurs..) pour

le cas des données simulées et pour les données réelles.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié 'analyse des données de survie et nous sommes intéressé
au cas de censure aléatoire & droite avec ’hypothése d’indépendance des durées de survie et les
variables de censure.

Dans le chapitre un, nous avons étudié différentes méthodes d’estimation de la fonction de
survie et le taux de risque cumulé en particulier les estimateurs de Fleming-Harrigton , Kaplan-
Meier et Nelson Aalen.

Dans le chapitre deux, en premiére partie nous avons étudié un estimateur & noyau de la
densité des durées de survie dans le cas de données non censurées (cf [4]). Dans le cas de données
censurées, la théorie des martingales et des processus ponctuels joue un réle trés important dans
Pétude des estimateurs tels que Kaplan- Meier et Nelson Aalen et les estimateurs a noyau (cf.
[21]).

Dans le chapitre trois, nous avons étudié un estimateur a noyau de la fonction de risque en
donnant le comportement de sa moyenne et sa variance dans les deux cas: non censurées et
censurées (cf. [9] et [16]).

Nous terminons par des simulations numériques pour illustrer les comportements des dif-

férents estimateurs étudiés dans ce mémoire.

120



Annexe

Dans cette partie nous rappelons des résultats que nous avons utilisés dans ce mémoire (cf
[7] chap. 1 et 2).
Théoréme 4.1 (Décomposition de Doob-Meyer) Soit X une sous martingale positive
continue & droite adaptée a la filtration F = {Fy,t > 0}. Il existe une F-martingale continue a

droite M et un processus prédictible croissant continu o droite A tel que E(A(t)) < oo et
X(t)=M(t)+ A(t)

pour tout t > 0. Si A(0) = 0 presque sirement et X = M + A’ est une autre décomposition

avec A/(O) = 0, alors pour tout t > 0
P(M(t) # M (t)) = 0 = P(A(t) # A (1))

Corollaire 4.1 Soit N = {N(t),t > 0} un processus ponctuel adapté a une filtration {F;,t > 0},
avec E(N(t)) < oo pour tout t. Alors il existe un unique processus continu & droite A tel que
A(0) = 0 presque sirement, E(A(t)) < oo et M = N — A est une F-martingale continue a

droite.

Théoréme 4.2 (Décomposition de Doob-Meyer) Soit X = (Xi)i>0 une sous martingale
locale positive continue a droite adaptée a la filtration {Fi,t > 0} et soit (Tp)n>0 la suite de
temps d’arréts associée. Il existe un unique processus prédictible croissant continu & droite A
tel que A(0) = 0 presque sirement, P(A(t) < co) = 1 pour tout t et X — A est une martingale

locale continue a droite. Pour tout t, A(t) est la limite presque sire de A,(t) = X(t A Ty).
Corollaire 4.2 Soit N = {N(t),t > 0} un processus ponctuel adapté a une filtration {F,t > 0}.
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Alors il eziste un unique processus continu & droite croissant A tel que A(0) = 0 presque stre-
ment, A(t) < oo presque sirement pour tout t et M = N — A est une F-martingale locale. De

plus, A est localement borné et M est localement de carré intégrable.

Théoréme 4.3 Soit N = {N(t),t > 0} un processus ponctuel adapté & une filtration {Fy,t > 0}
tel que E(N(t)) < oo pour tout t. Soit M = N — A est une F-martingale ot A est un processus
F-prédictible tel que A(0) = 0 et Soit H un processus F-prédictible. Alors le processus L donné

par

t
L(t) :/ H(u)dM (u)
0
est une F-martingale.

Théoréme 4.4 (Inégalité maximale de Doob). Soit X = (X;)i>0 une martingale (ou sous
martingale positive). Posons X = sups<; |X| alors:

1. Vp > 1,YA > 0, ’P(X] > ) < sup,, E (| X,[").

2. Vp > 1 [IXT | o < 555 supgcy | Xsll

Théoréme 4.5 (Th. 2.4.3 [7], p. 70). Si pour i = 1,2, H; est un processus F-prédictible
borné, N; est un processus ponctuel borné et si la martingales M; = N; — A; vérifie E(MZ2(t)) <

oo pour tout t ou A; est Uunique compensateur de Nj, alors
< /HldMl,/Hngz >:/H1H2d< Ml,MQ >

et le processus

/HldMl/HQdMQ — /H1H2d< My, My >
est une martingale locale sur [0, +o0].

Théoréme 4.6 (Th. 2.4.5 [7], p. 73). Considérons deux processus Uy =y i [ H; dM;,
I =1,2. Soit {F;,t >0} une filtration continue & droite telle que pour chaque i et l, H;; est
un processus F-prédictible localement borné et M; = N; — A; est une martingale locale de carré
intégrable. Alors:

1. (U;) est une martingale locale de carré intégrable.

Si [ H;d < M; >< oo pour tout i, I,

122



2. E(U,(t)) = 0,
3. E(Ul(t)UQ(t>) = EZ?:l Z?:l f(f Hz"lngd < My; Mj > et

4. U; est une martingale sur [0,t].

Lemme 4.1 (lemme 3.2.1 [7], p. 99). Si S(t) > 0 alors VT t.a. on a:

E(Skm(t) = S(t) = E|Llgey n(T) (

ot Sicns désigne l'estimateur de Kaplan-Meier et S la fonction de survie.
Rappelons cette définition (cf Annexe [14] ).

Définition 4.1 Soit X un processus cadlag nul en 0 et & variations bornées. On appelle produit

intégrale (ou produit limite)

[1 (1 +dX) o= lim T [+ X (ti-1,t:)
Is,t] —Yi=1

qui est indépendante du pas 0 défini par 6 = max; |t; — t;—1| .

Propriété. Sile processus (X (t),t > 0) est continu alors [ (14 dX) = exp(X(t))
10,¢]

Théoréme 4.7 Soient Y(t) = [[ (1+dX) et Y'(t) = [] <1 + dX/>, alors
10,¢] 10,¢]

1 (1+dX) (X(ds) —X’(ds)) I (1+dX/>

0,2] [0,s] Is,t]

-1
ol = /Se[o [T (1+dX) (X(ds)fX'(ds)) [H (1+dX’)]

Js:t]
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Théoréme 4.8 (Th. 3.2.3 [7], p. 97). Si S(t) > 0 alors

Skm(®) _ [*Skm(sT) (dNu(s) o
S =1 s (R o)

Théoréme 4.9 (Inégalité de Lenglart. cf [7], p. 113). Soit X un processus continu
a droite et Y un processus prédictible tel que Y (0) = 0. Si pour tout temps d’arrét borné T,

E(|X(T)]) <EY(T)) alors pour tout temps d’arrét T' et tout couple (¢,n) positifs

Plsup| X ()] > ) < T+ P(Y(T) 2 )

Equation: (cf (2.13) [7], p. 104). On a avec B(t) défini dans le lemme 1.

Skar(s7) H{Tut)>0}

A 2 ) t
E (Sku(t) = S(t) - B()) =S (t)/o E( C ORERAD )(1—AH(3))dH(s)

Corollaire 4.3 (Coro. 3.4.1 de [7], p. 113). Soit N = {N(t),t > 0} un processus ponctuel
et M = N — A la martingale locale de carré intégrable associée. Si H est un processus adapté
continu & gauche possedant des limites & droite (ou plus généralement prédictible et localement

borné), alors, pour tout temps d’arrét T' tel que P(T < o00) =1 et tout ,m > 0,

p (fgg{/OtH(s)dM(s)r > e) < g +P </OTH2(s)d <M > (s) > 77>

Les processus N, Y,, sont introduit en chap. 1 et F, en chap. 2.

Théoréme 4.10 (Th.3.4.2. de [7], p. 115). Si pour tout t >0, Y,, =¥ oo, alors

B dNn(“) ‘ P
su — —H(u)| —, .0
ocset [ Jo Yu(u) ()] Zn-oo
et
sup | Fu(s) = F(s)| —h . 0
0<s<t

Théoréme 4.11 (Théoréme de Rebolledo) (Th. 5.1.1 de [7], p. 204 ). Soit M, =
Z?:l M; ou M; est une suite de martingales telle que M; = N;— A; ot N; désigne un processus de

comptage et A; son compensateur. Considérons la suite des processus I, (t) = fg fn(s)dM,(s)et
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pour e >0, I, (¢ fo Tn(8)1g 110 )‘>E}d]\_4n(s). Supposons que fy et f sont des processus Fy-
prévisibles et localement bornés tels que supy |frn(s) — f(8)] —n—oo 0. Supposons également que

les processus Ny, A;, fn sont bornés. Posons pour tout t > 0, a(t fo f?(s)ds < co. Si

1 < I, >—F at)

2. Pour tout e >0, < I, >1¢—>THOO 0

Alors
(In(t),> 0) = /0 F(5)dW (s), ¢ > 0)

ol = désigne la convergence faible dans l’espace des fonctions continues o droite, ayant une

limite & gauche muni de la topologie de Skohorod et W est un mouvement brownien.

Théoréme 4.12 (Th. 6.3.1. de [7] p. 235). On a
Vi (Ba() = F()) =noe (1= FO) W (o))

ot v(t) = fot 7 1(s)dH(s), pour tout s € [0,t] avec et 7 1(s) = S(t)Sc(t)
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