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Introduction

Les processus autorégressifs ont beaucoup d’interéts dans plusieurs domaines: économie (marchés
financiers), en biologie, en physique, en medecine...ect.

Les problemes statistiques concernant cette classe de processus sont essentiellement axés
sur les problemes d’inférence sur les parameétres du modele. Parmi les méthodes d’estimation
utilisées nous pouvons citer les "méthodes non-récursives" qui s’avérent difficiles & mettre en
euvre puisque dans ce modeéle les variables aléatoires ne sont pas iid.

Les methodes récursives sont basées des équations récursives et utilisent des estimations
initiales des parameétres inconnus pour obtenir de nouvelles estimations plus performantes a
chaque fois qu'une nouvelle information est disponible.

Dans ce travail nous interessons aux propriétés des méthodes d’estimation récursive de
parameétres dans les modéles autorégressifs ou les observations ne sont pas iid et de leur mise
en euvre numérique.

Dans ce mémoire nous développons les résultats sur les estimateurs récursifs obtenus dans
les articles Teo Sharia suivants :

1. "On Recursive Paremetric Estimation Theory"

Technical report Royal Holloway, University of London (RHUL MA) -Jan. 2003

2."Recursive parameter estimation convergence"

Stat. infer. Stoch. Process 11 (2007),2,157-175.

3. "Rate of convergence in recursive parameter estimation procedure"

Georgian Mathematical Journal 14 (2007), 761-776.

Notre mémoire est constitué de deux parties. La premiére partie contient les résultats

théoriques et est divisée en trois chapitres:



Dans le chapitre 1, nous considérons une classe d’estimateurs (la classe de M-estimateurs)
pour des modeéles statistiques généraux. Nous étudions leur convergence et leur approximation
stochastique ainsi que 'utilisation de ces résultats dans des exemples.

Dans le chapitre 2, nous étudions la convergence d’estimateurs récursifs définis par

0y =0; 1 +T71(0:1),(0:1), t>1

1, est un processus vectoriel donné.

I'; est un processus matriciel normalisé.

90 est une valeur initiale.

Nous donnons l'utilisation de ces resultats de convergence dans quelques exemples.

Dans le chapitre 3, nous présentons des resultats sur la vitesse de convergence de ét — 0, et
aussi des exemples montrant que sous certaines conditions de régularité les estimateurs récursifs
sont asymptotiquement localement lineaires.

En Annexe, nous illustrons les résultats de la partie théorique par des simulations numériques

a l'aide du logiciel R, et nous terminons par des resultats auxiliaires.



Chapitre 1

Estimation paramétrique récursive

1.1 Introduction

Nous considérons dans cette partie ’estimation paramétrique dans plusieurs types de modeéles
par des méthodes récursives.

Notre etude porte sur le développement des résultats de l'article de Sharia. T:

"On recursive paremetric estimation theory" technical Report RHUL MA (2003).

Soit X1q,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuiées
(iid) de fonction de répartition f ¢ dépendant d’un parametre réel inconnu . Un estimateur de
0 est défini par une statistique 6,, = 0,,(X1, ..., X;;) qui est en général une solution de I’équation

suivante

iiﬁ(&ﬁ) =0 (1.1.1)
i=1

ol 7 est une une certaine fonction donnée.
Par exemple, si # est un paramétre inconnu de la famille gaussienne N'(6, 02) le choix de la
fonction ¥ (z,0) = x — 6 donne I'estimateur de maximum du vraissemblance (emv).

En effet puisque f(z,0) = U\}% exp(—ﬁ(m — 6)?) et en prenant la vraisemblance

L(X1, e X, 8) = T £0600) =TT el g (i — 6%

i=1 i ovV2T

n n
la dérivée s’annule et donne 1’équation suivante de type (1.1.1) : > ¥(X;,0) = > (X; —0) =0
i=1 i=1



qui pour solution 'emv: 0, (Xy,..., X,) = % Zn: X; qui est la moyenne empirique. De méme
pour la méme famille gaussienne N(6,02) si Z):n1 choisit ¥ (x,0) = sign(z — ) = 1sixz > 0 et
—1 si z < 6 alors 'estimateur de 6 solution de Z sign(X; — 6) = 0 est la médiane empirique
On (X1, ..., Xp) = med(X1, ..., Xn). -

Soit f(z,0) la densité de X; (par rapport a une mesure p o-finie ) et supposons que cette

densité est différentiable par rapport a 6. Si on choisit la fonction 1 (z,0) = f(x,0)/f(z,0)

alors I’équation (1.1.1) devient

Z” Z" (X, 0 Z" ) _ 9,
i=1 i=1 v i=1

ou L(Xj, ..., X,, 0) est la vraisemblance et par suit sa resolution donne l’estimateur de maximum
du vraissemblance.
Supposons maintenant que les v.a Xi,..., X;, ne sont pas nécessairement indépendantes.

Nous notons la densité de X; conditionnelle & X; 1, ..., X;_; ou k est fixé, par

fi(l’, 9) = fl(ﬂj, Q/Xifl, ceny Xz—k)

et on choisit ¥;(X;,0) = f;(X;,0)/fi(X;,0). L’equation (1.1.1) s’écrit

- B
0=Z¢i(X¢,9 Zag llog £i(X:,0)] = 55 L(X1, ... X0, 0)

et sa résolution de cette équation donne l'estimateur de maximum du vraissemblance. Sous
certaines conditions de régularité et d’ergodicité, il existe une suite de solutions possédant de
bonnes propriétés asymptotiques (voir Ch.2).

Nous remarquons en général par la suite que si les fonctions 1); sont non linéaires, il est
difficile de résoudre les équations donnant les estimateurs correspondants.

Nous considérons des procedures d’estimation récursives d’un parameétre # € R™ ot a chaque
étape 'estimateur suivant est obtenu par un simple adjustement de ’estimateur précédent. En

particulier, nous considérons une classe d’estimateur (#,,) défini récursivement par

On =0p1+ T On_1), (0n_1), n>1 (1.1.2)



ou:

1,, est une fonction vectorielle quelconque.

'), est un processs gaussien matriciel (peut étre déterministe).

By € R™ est un point initial.

En général la régle d’arret de la procedure d’estimation est basée sur le fait que la suite (9n)
reste constante.

Si on considére le modeéle de v.a indépendantes identiquement distribuées (iid), des proce-
dures d’estimation similaires a (1.1.2) utilisent des méthodes d’approximation stochastique. En
particulier dans les articles de Campbell (1982, [2]) et dans Sharia (1998, [13]), on trouve le
choix de v, (z,0) = % log fn(x,0). Le but de notre étude est la convergence des estimateurs

récursifs définis par (1.1.2) avec un point initial arbitraire 0o.

1.2 Notations et préliminaires

Soit X;,t =1,2,... des observations & valeurs dans un espace mesurable (X, B(X)) muni d’une
mesure p o-finie. Supposons que la loi des v.a X; dépend d’un paramétre inconnu 6 € O,
ot ® C R™ et nous notons par (P?,# € ©) la famille des lois correspondantes. L’espace
(R™, B(R™)) est muni de sa tribu Borelienne B(R™). Pour tout ¢, on suppose qu’ il existe une

densité conditionnelle réguliére de X; notées par

ft (eaxt/l‘i_l) = ft(eu xt/xt—la ...,.’131)

ou f1 (0, :1:1/93(1)) = f1(0,z1/x1) = f1(0,21) est la densité de la variable aléatoire X;.

Soit Fy = o(X1, ..., X¢) la tribu engendrée par les variables aléatoires Xy, ..., X;. La trans-
posée d’une matrice ou d’un vecteur est notée par T' et (u,v) est le produit scalaire standard
de u,v € R™, (u,v) = uTv. Tous les vecteurs ci dessous sont notés par une colonne mais par
notation ils sont écrits en ligne. Si h est une fonction réelle définie dans © C R, nous notons

par h(@) le vecteur de dérivées partielles de h(f) par rapport a 6 qui est

h(6) = ((;plh(e), 82mh(9)>



Si pour tout t = 1,2, ...., la dérivé ft (9, mt/xtl_l) = (%ft, - %imft) existe, alors nous définis-
sons la fonction

b (0,2 /277") = Ji ( 1 i (O foi™)

evxt/xtlil)
avec la convention 0/0 = 0.

La matrice d’information conditionnelle de Fisher a I'étape t = 1, 2, ... est définie par

it(9/$§71) = Py [aagl In ft(ﬁ,mt/mil)é;zjln ft(9,$t/$§1):|
£ ftT (G,xt/azi_l) ft (9,$t/x§_l)
ft (9, $t/$§71) ft (gyxt/'xtiil)

= By [l (0,20/21 ") U (0,20/277")]
= /lt (0, 2/ 7)1 (0, 2/247Y) £1(0,2/271) p(dz)

o f (9,$t/:1;tl_1) est une matrice 1 x m et ftT (G,xt/mﬁ_l) est une matrice m x l.par suit

ftT (0, :ct/wtl_l) ft (9, :):t/xtl_l) est une matrice m x m. Nous notons
£(0) = £ (0. X/ X771 1(0) = 1 (0, X/ X1 Lin(0) = i (0/X17Y)

Nous disons que le processus i:(0) est "prévisible”, si la variable aléatoire i:(0) est Fy_i-
mesurable. Aussi par définition i;(0) est la version de l’espérance conditionnelle par rapport a
Fe—1, it(0) = Eg (L(O)IF (0)/ F—1).

L’information conditionnelle de Fisher au temps ¢ est

t
L(0) =) i0), t=1,2 ..
s=1

Si les X; sont des variables aléatoires indépendentes, I;(6) se réduit a la matrice d’information
de Fisher standard. Aussi I;(0) est dite espérance d’information de Fisher cumulée.
Pour la suite des fonctions d’estimation ¥ = (¢,(6, x¢; T4—1, ..., 1))e>1 o0 ¢, € ¥, t > 1 est

une fonction mesurable.



Nous notons que la suite (I (6, z¢/2}7"),.,) € U, et dans ce cas la procedure récursive (de

t>1

maximum du vraissemblance (mv)) est définie par

0p = 0,1+ It_l(ét—l)lt(ét—l)y t>1

Remarque 1 Dans la procedure (1.1.2) nous avons Iy = Ty, tel que I est la matrice d’information

de Fisher standard, Iy est un vecteur,et

fr (ét—luXt/X{_l)
fi (@t—l,Xt/Xf_1>

L(Bi-1) =1 (9t71,Xt/Xf71> =

Convention

Le paramétre 8 € R™ est un vecteur fixé du parameétre. La convergence et toutes les
relations entre les variables aléatoires sont définies sous une mesure P? (par exemple une suite
de variables aléatoires (&;);>1 posséde une propriété P/p.s s'il existe Q9 tel que PY(Q%) = 1 et
pour tout w € Q9 : £,(w) a cette propriété pour tout t > to(w).

1.3 Convergence des estimateurs

Supposons que ¥ € ¥ et I'4(f) une matrice m x m prévisible, pour tout § € R™, telle que

detI'; (f) # 0, > 1. Considérons 'estimateur 0, défini par

0r = 0; 1+ 71010, (05 1), t>1 (1.3.1)

ol fy € R™ est un point initial arbitraire.

Soit # € R™ une valeur fixée du paramétre, et pour tout v € R™, nous définissons
bi(0,u) = Ep [, (0 + u) /Fr-1]

Pour obtenir la convergence des estimateurs #; nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1 Soit (Cy(6)),~,; un processus de matrices symétriques prévisibles m x m définies



non-négatives. Notons par
Ay =0;—0, et Vi(u) = (Ce(O)u,u), AVi(u) = Vi(u)—Vi_1(u)

et supposons que

i (14 Vit (A1) HK(0)]) " <00,  Plpus (1.3.2)
t=1
Ke(0) = AVi(Arm1) +2(Ce0) A1, T (Ao + 0)be(0, A1) (1.3.3)

+Ejp ([Ft_l(At—l + 0 (A1 + 9)]T C(OTT (A1 + 0 (Ay_1 + 9)/ft—1>
Alors Vi(Ay) converge PPp.s vers une limite finie.
Preuve: Dans (1.3.1) nous ajoutons —6 et on a
0 —0 =0, 1 —0+T, (A1 +0)0, (A1 +0), VE>1
Or par definition 0,1 = Ap_q + 0, donc
Ay =201+ Ft_1<At—1 + 0)p (A1 +6)
Un développement de Taylor a l'ordre 2 de V;(A;) au point A;_1, donne
Vi(Ar) = Vi(Ar1) + Vi(Ar1) T (A — Ayr) + %(At — A1) V(A1) (A — Ayq)
ot A;_; est un point entre A; 1 et A;. Posons
M= A — A =T A1+ 0) (A1 +6)
par suit

(M, M) = (A — Ay )P =MTM

10



Donc

Vi(Ay) = Vi(Aeor) + "/;‘,(Atfl)TF;l(Atfl +0)Y (A1 +6)

[T (At + 00Dt +6)] Vi AT (Art + 0)ey (A1 +6)

—

+

N | =

D’une part,

Vi(u) = (Cy(0)u,u) = uTC't(H)u

et sa dérivee Vi (u) = 2C1(0)u et Vi(u) = 2C;(0). Par conséquent

Vi(Ay) = Vi(Aro1) + 207 1G0T (A1 + 0), (A1 + )

+ [Ft_l(At—l + 0y (A1 + 9)]T C (O A1 + 0) b (Av_1 +6)

T

En utilisant (u,v) = u’ v on obtient

Vi(A) = Vi(Aim1) +2(Cu(0) A1, T (Ao + 0)1by (Arq + 0))
+ [T (A + 0)0 (A + 9)]T CLOT; (A1 + 0)Yy(Ar—q +0)

D’autre part de AV, =V, —V;_1 on a
Vi(Ai—1) = Vici(Am1) + AVi(Ai-1)
ce qui implique

V;(At) - ‘/%_1(At_1) + A%(At_l) -+ 2 <Ct(0)At—17Ft_1(At—1 + 9)¢t(At—1 + 9>>
+ [Ty A1+ 0)0 (A + 9)]T CoOT; (A1 + )Yy (A1 +0)

Or par définition
be(0, A1) = Ep (Vi (A1 +0)/Fi-1)

11



et les v.a.Cy, 'y, Vi1, A¢y_1 sont F;_1-mesurables, en prenant 'espérance conditionnelle a F;_1

on aboutit &

Eg (Vi(Ay)/Fi—1) = Vic1 (A1) + Kt (0)

ou

Kt(9> = AW(At_1)+2<Ct<9)At 1, (At 1+9)bt(0 JAVES 1)>
+Ep ([T A1 + 0)6, (A1 + )] CUOTT (Dva + ), (Ar-1 +0)/Fia )

Nous utilisons la décomposition de la v.a.K; = [K]T — [K¢]~ on déduit que

Ey (Vi(A)/Fi1) = Vicr(Di1) + Ki = Vicr(Dp) + [T = [KG]™
1) 4 (1 + Viea (A1) (L4 Viea (A1) H KT = (K™
—1) + (1 + Vie1 (A1) By — [Ke] ™
Ap1)(1+ By) + By — [Ki] -

[e.e]

ot on a posé By = (1 4+ Vi_1(A¢_1)) ' [K¢]". D’apreés (1.3.2), nous avons ZBt < oo Pp.s
t=1

et nous appliquons le Lemme 2 de 'annexe 1, avec X;,—1 = Vy,_1(An—1), B,—1 = &,-1 = Bn,

Ch—1 = [K¢]” qui sont des v.a.F,_1-mesurables. Donc
{Zfz 1—251 1—23 <OO}C{Vt(At %V}ﬂ{i ' },PQP-S
i=1
Par conséquent
{ZB <oo} C {Vi(Ay) —>V}ﬁ{i } Plp.s
i=1 i=1

alors

gl

i=1 =1

Donc

p? ({V}(At) —Vin {i K~ < oo}) =1

=1

12



c’est-a dire P? ({Vi(A;) — V'}) = 1 ou encore V;(A;) — V, P?p.s ce qui termine la preuve du
Lemme. m

Le résultat suivant donne la convergence des estimateurs avec une vitesse.

Corollaire [1.1] Soit (at(f));», un processus scalaire prévisible non-décroissant tel que a; () —¢—.o0
00, et notons Aay(0) = ay(0) — a;—1(0). Supposons que
(R1)
Aat(Q)

=0, P%.
t—00 at—l(a) ’ p-3

(R2) il existe une matrice Cyp symétrique définie positive et un processus scalaire Py prévisible

positif, tel que
2 <CgAt_1, Ft_l(e + At—l)bt<9 + At_1)> + P < _)\t<0) <09At_1, At_1> (134)

ol (A¢(6)),~, est un processus scalaire prévisible satisfaisant

> Aat(é?) \ + 0
—M(0)| <oo, P'ps (1.3.5)
Z{ a(0) ] b

(R3) pour tout 0 < € < 1, et le processus P; défini dans (R2),

oo

S (0) [Bo (|10 + Ac)on(0+ A | /7y ) = P < oo, Plps

i=1

Alors pour tout & € ]0,1/2[ : a20(0)(6; — 0)TCy(0; — ) — 0 Pp.s.

Preuve: Vérifions les conditions du lemme 1 ott Cy(6) = a2°(0)Cy et 6 €]0,1/2[ et
Vi(Ar) = a2 (Cor, Ar) = o | 0: - 9H2

Seulement dans ce cas nous définissons la norme comme suite

(Coz,z) = |l2||*, V& € R™

13



Nous notons

re = (Aaf‘S — af‘s/\t) /a%fl et P, = at%(é’t —P%)

ou

&= B ([T71(0+ Be-0),(0 + Ae1)] " Cy [T 0+ Dot (0 + Aer)] /Fer)

Le processus K, est défini dans (1.3.3), nous avons donc

Ke = Ad? (CoAr—1,M—1) + 207 (CoD—1, 1710 + Ar1)bi(0, A—1)) + 0P’
= AaP (CoAs—1, Ap—1) + 207 (CoAr—1, T HO + A—1)bi(0, Ap1)) + a*Py + P

Par (R2),(1.3.4) nous avons

Ki < Aa? (Cov1,Av1) — a? N (Coly—1, A1) + Py
< (Aagé - at26)‘t> (CoAi—1, A1) + 7515
CLQ(S ~
< (Aa?a _ at%)\t) %1 <C@At_1, At_1> + P
Ay
< Tfa?il (CoA¢—1, A1) + P

Comme Cjy est définie non-négative, nous avons
+ + 26 51T
o)™ <[] ™ a2y (CoAp—1, Aya) + [,Pt}
Ce qui implique que

—1
L+ VA KT = (1 (Codir A)) KT
-1
< (1 +a® | (CyA_1, At—1>> [r] T a2 (CoAr_1, A1)
—1r.7+
+ (1 + affl (CopAy_1, A1571>) [Pt]

< [Tt]+ + [ﬁtrr

14



car (1+ a2 (CoAr-1, A1) a3y (CoApo1, A1) < 1, et (1+a?) (CoAro1, A1) < 1.

Nous avons

[ﬁtr . {a?‘;(c‘:t—Pt)}—i_—at & — Pt

= a0 [B (T 60+ A @+ )| /R ) -]

Pour € = 24, et § € ]0,1/2[, par (R3) (¢ € |0, 1]) nous avons

i[ﬁtr:ia (0) [Eo (070 + Ava)ie (0 + Ary)|* /i 1)7Pt}+<oo

t=1

Or
(e.0) (e, ¢] (o] 5 +
S+ VAT < Y T+ Y|P
t=1 t=1 t=1
o

Reste a montrer que Z [rt]+ < 0o. En effet comme Aa?’ = a?) — a%‘sl nous reécrivons 7y
t=1

comme suit

re = (af’ —af’y —aP’\y)/ay = (a?‘s(l —A\t) — %361) a; % = (aza; 1) (1—X)—

Par le développement limité (1 + 2)? = 1 + 26z + O(2?) nous avons

(ara )™ = (a“ s Aat) (1 + Aat) 142529 Lo (Aat>

at—1 at—1 at—1 at—1

Par (R1), O (Aa;/ai—1)? — 0 0. En posant

r¢ se réduit a

15



Mais 1, = [n,]" — [7,]", et [n,]" >n, par suit en posant 5%1) = O (Aay/a;—1)? on aboutit a

D’autre part

et donc

ol

Tt

Tt

126 Aa
gt (12— 2)
A A
< <1+25aat+5§1)> <1—i—n;r— aat> -1
t—1 t
L - DY LU 2L
Gt at—1 at—1 at—1 at
A
o)+ oy — o)
_ _Aat n Aa; Aay +25Aat _25Aat Aaq; +5(1) B %5(1)
at—1 at ar—1 at—1 at—1 Gt ! at K
A
i+ 20 = 4 oY
at—1
Aay _ Aay (—atl) _ Aay (1+ Aat) _ 7Aat N Aay Aay
at at—1 at at—1 at at—1 ar at—1
< —(1—26) 2% 450 _Baa) g g 5y B0 Aar
at—1 Qg at Q¢—1

Aay 1
+n; +2577;ra71 ‘|'77t+5£ )

Aa (-(1 —26) + <A‘”>1 5V (1 - A““) (- 25)““)

at—1 at—1 ag ag

Aay 1
i+ 20mF = 4o agY
at—1
Aat

i @) | 5@
aH( (1 — 26) + o )+5t

-1
§? = <A“t> 5 (1 - A‘“) +(1— 25)%,

at—1 ag ag

Aa Aa
o) = mif +20m; ot 5 =i (1+ 20—+ 51)

16



D’aprés (R1), et 61(51) — 0 et par la convention 0/0 = 0, on a (Aag/a;1) " 51(51) — 0o 0, et

donc 5§2) —¢— 00 0, et pour ¢ > tg, nous avons

Aat

at—1

S+ 25 =2 4 50

‘5153)‘ = <nf(l+e)

qui implique d’aprés (1.3.5) que

0 <(l+¢) < oo et donc ) < 0
> it >t Z\“”!

t>to t>to

Comme 0 € ]0,1/2[ on a 1 — 26 > 0, et de la formule r, = A‘“l <—(1 —20) + (5%2)) + 553) nous

at—
}-&-

avons pour t assez grand [ry]" < )(5,&3)‘. Par conséquent

[e.o]

[14] <Z’5 ‘<oo

t=1

5 2
Donc les conditions du lemme 1 sont satisfaites et la suite des v.a.a?’ Het — GH — V p.sou
V est une limite finie. Or pour tout § € ]0,1/2[ : tlim a2’ = oo par suit V =0 p.s.(avec la
o

convention 0/0 =0). m

Remarque 2 Remarquons que dans (1.3.4) le membre de gauche est négatif donc le premiér
terme & gauche de (1.3.4) est aussi négatif puisque Py > 0. En supposant que Py = 0, les
parties positives dans (1.3.5) sont nulles en général (ou assez petits) dans beaucoup d’examples.
D’autre part, le choix Py = 0 signifie que la condition (R3) devient plus restrictive et impose
des modéles probabilistes plus forts.le choixz Py = 0 est naturel dans le cas iid sachant que touts
les conditions sont satisfaites (i.e Remarque 3). Maintenant, si le premier terme de gauche de
(1.3.4) est négatif avec une grande valeur absolue alors il est possible d’introduire Py > 0 sans

compromettre (1.3.5) une possibilité doit étre
Pt_ HF 0+At 1)bt(9+At 1)H

Dans ce cas comme by(0,u) = Eg (¢, (0 +u)/Fi—1) et T;1(0 +u) sont des processus prévisibles,
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alors nous peuvons écrit la condition dans (R3) comme suit

S a5 (0)Eg (HF;l(e + A1) (0 + A1) — (0, A1) /.7-}_1) <0

Remarque 3 Considérons le cas iid avec fi(0,z/251) = f(0,2),%,(0) = ¥,(0,2)].=x, et
[(0,2)f(0,z)u(dz) =0, et v(0) une matrice non-aléatoire inversible et T'y(6) = ty(0). Alors

b(0,0) =b(0,u) = [ {6+ u.)f(6, uldz)

implique que

mwmw:/ww¢vamw@=o

Notons A; = 0; — 0 et nous reécrivons (1.3.1) sous la forme
0r =01+ T, (01)0 (0 1)

par suit

R R 1
O —0=01—0+ N [7_1(9 + A 1)Y(0 + A, Z)|z:Xt]
qui est

1
Ay = A g+ n [7_1(9 + Ap1)Y(0 + A1, Xy)]

= A+ % [7_1(9 + A )b (0, A1) + 77O+ Av_1) (W(0 + Ap_1, Xy) — by(6, Atfl))]

Donc

1
Av=Arr+ 5 (7O +A)b(6, M) +f) (1.3.6)

ol

el = O+ Arm1) (V(0 + Ar1, Xp) — (0, A1)

L’équation (1.3.6) définit 'approximation stochastique de Robbins Monro (cf.[7],[8]) qui con-
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verge vers la solution de l’équation
RO(u) :== 410 + uw)b(8,u) =0

quand les valeurs de la fonction R?(u) peuvent observées avec une erreur sg d’espérance nulle.
En général, la récurence (1.3.1) ne peut pas étre considérée dans le contexte de ’approximation
stochastique classique (cf.[8]). Pour le cas iid, les conditions de corollaire [1.1] peuvent etre
écrites comme (B1) et (B2) dans la proposition 4 (e.g Remarque 5) qui sont des conditions

standards dans les procedures d’approximation stochastique de type (1.3.6) (cf.[5],[11]).

1.4 Exemples

1. Cas iid
Nous considérons des observations X1, Xs, ... iid de densité commune f(z,0),0 € R™. Soit

(0, z) est une fonction d’estimation verifiant

[ 00,250, 2(az) =0

Nous définissons un estimateur récursif 6; par

L 1 . .
0y =01+ 2’7_1(91571)71}(91671, Xt), t>1 (1.4.1)

ot y(f) est une matrice non-aléatoire telle que y~1(6) existe pour tout 6 € R™ 6y € R™ est
une valeur initiale.

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 4 Supposons que 6, — 0 Pp.s, et
(B1) il existe une matrice Cy symétrique et définie non-négative, telle que pour tout u assez
petit
<C’9u, A YO + u)E(0 + u, X1)> < —% (Cou,u)

(B2)
Ey H7_1(9 + u)(0 + u)H2 = O0(1) quand u— 0.
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Alors pour tout § €10,1/2[,t2(0; — 0)TCy(6; — 0) — 0 Pp.s.

Preuve: Le résultat est une conséquence du corollaire [1.1] si on choisit a;(0) = t; P, = 0;

A(0) =1/t et on a

thm at(G) = t g OO, et hm Aa’t(e) _ t_ (t - 1) o 1

= = =0 P.
t—00 ag_1(0) t—1 t—1 p-s

Donc (R1) est satisfaite et Aa(tlzg))) — M(0) = 1 — 1 =0 implique que

[ -] o e

D’ou la convergence définie par (1.3.5). En prenant A, 1 = u = 6 — 0 assez petit puisque

0, — 0 Pp.s, et de (B1), nous avons

(Cou ™ O+ wWE (O +u,X1)) = (Colia, 7 M0+ A1)+ A1)

IN

1
_5 <09u7 u>
Alors

1
2 <09At—17 27_1(9 + A¢1)be (0 + At—1)> = (CoAp—1, T (0 + Ap—1)be (0 + A1)

1
< ~7 (CoAi—1, A1)

Ainsi la condition (R2) est satisfaite.

Nous avons d’aprés (B2) pour ¢ € |0, 1]

ag () [E9 (HFt_l (0 + A1) ¥y (6 + Atfl)Hz /ﬂ—l) - Pt:|+

9 +
)
2
/ﬂ—l)

(H 10+ u)p(0 + )

= FE, (H L0 + w)w (0 + )

— 2By ||y 6 + w0 +u)|
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Par suit de (B2):Ey H*y_l(ﬁ +u)(0 + u)H2 = O(1) on deduit du fait que 2 —¢ > 1

o0

1
> =B [y 0+ w0+ u)||” < o
t=1

Donc (R3) et les conditions de corollaire [1.1] sont satisfaites. On tire que pour tout ¢ € ]0,1/2][ :
1200 —-0)TCy(d —0) — 0 Plp.s. m

Remarque 5 Dans Remarque 3 cas iid on a vu que les procedures récursives sont utilisées dans
les algorithmes stochastiques ot les conditions qui donnent une bonne vitesse de convergence sont
exprimeés en terme de stabilité de matrices. Une matrice A est dite stable si les parties réelles
de ses valeurs propres sont négatives. Dans les algorithmes stochastique on exige [’existence de

la représentation (voir Remarque 2)
RO(u) = Bu+ o(||ul|) quand w— 0 (1.4.2)

ou S? = BY + %1 est stable. Donc le mazimum des parties réelles des valeurs propres de B? est
infereur & —1/2. Par suit (cf.[6],Ch.6,§3,Corollaire 3.1) il existe une matrice Cy symétrique
définie positive telle que

1
<Cgu, Bgu> < —= (Cou, u)
2
implique que Bu < —3u or R%(u) = v~1(0 + u)b(0,u) = v~ (0 + w) Egy( + u, X1) donc

<Cgu, A0 + w)E(0 + u, X1)> = <C'9u, Re(u)> = <Cgu, Beu>

1
—5 (Cou,u) (pour u assez petit)

IN

Donc (1.4.2) implique (B1).

Comme exemple considérons
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la densité de Cauchy de parametre 6§ € R. Nous avons

2
2(x—0) ot izlogf(e,:z:): 2(x—0)"—2

N 1+ (z—0)° 06> <1+(x_9)2>2

f

= (0,x

7 (0,)
L’information de Fisher est

2
i0) = — [ 208 (0.0) (0.0) d
+00

_ _/ 2(z—0)2 -2 "
e 77(1—1—(;16—«9)2)3

Le théoréme des résidus donne

400 +R
i(0)= / g(z)dz = QWiZTGS (9(2),2) = /g(z)dz + /g(z)dz
—00 g r -R

ou I' est le demi cercle (positif) de centre 0 et de diametre 2R (si z € [-R,+R)] on pose z = z,

et si z € T': z = Re?). Par conséquent

. _ [ 2(z—0)*—2 i 2@ -0)*-2 N
O e L e

T -R

= 2mi Z res(g(2), z;)

Calculons les points de singularité

3 z=14+0 Ole triple
(1+(z—«9)2) 0<:>( pote HHp )

z=—i+0¢7T
Donc
. 1 d? 3 1
res(f(z),i+0) = 5@(2—2—9) f(z)= o
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Nous avons (z = Re'?)

Donc
+00
2(z—6)" -2 . 1 1
i(0) = — de =271 Yy res(f(2),z)=2mi|-— ) ==
4 7 (14 (@-0)) Z (47”) 2
Par suit
t 1t i 2(z— )
It(9)zzlzs(9)zzl2—2 et lt(9)—?(9, ) P

Vérifions les conditions du proposition 4. On a

by (O,u) = b(@,u):/¢(9+u,x)f(9,x),u(dx)
2 (x —u) 1

B /1+(m—u)2ﬂ(1+$2)d$

Par le théoréme des résidus

2 d 2+R d
zZ—u 2 r—u x
b(eau) = / 27 2+/ 27 2
™) 1+ (z—u)1+2z 7TR1+(m—u) +

Les points de singularité sont (1 +(z— u)2) (1 + 22) =0:z2=di4+uz=—-i+u¢l z=i

z=—i¢Tetona

1
Tes(h,i+u) :ZE?}-U(Z—Z—U)}L(Z) = m
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res(h,i) = lim (z — i) h(z) = L

i C —26u (20 — u)

Mais z € T' (z = Re') donc

) zZ—u . z
lim = lim —5 = 0
R0 <1 + (z — u)2> (14 22) Bz

Donc

b(0,u) = 2mi Z res (h(z), z;)

2u

o 1 + i—u
= WA =
2u(u+2i)  —2iu (2 —u)

D’autre part, de la méme facon on a par le théoréme des residus:

Y

(o) o ()

dx

+R
B 4/< Z—u >2 dz +4/< T —u )2
™) 1+ (z—w)?/) 1+22 7 - 1+ (z —u)?

= 2mi Z res (k(z), z;)

i

1422

Les poles sont: z =4,z =—i ¢ ',z =i+ u pole double, z=—i+u ¢ T et

i 2
res (k(2), ) = Tim (2 — 1) k(z) = — 0 —%

Z2—1 N 2z'u2 (21 — U)2

Cu (204 u) — 20 (14 )

zZ—u S| 22
1im< 2> 5= lim —=0
R—oo 1_|-(z—u) 1+ 2 R—o0 2

Par conséquent par un calcul

4 T —u 2 dw
J== =270 ) k(2), %) = 2
7r/<1_|_ )2> 522 ) i res (k(2), z;)

(x—u

24
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Maintenant verifions les conditions (B1),(B2) du proposition 4 pour v (0) = I; (6) /t et I; (0) =
P(0,X;). Pour 0 <e <1/20na

i~ (0)b(0,u) 1 2 2u 4
—r 7 = ~(h E%)(0 X = |- ) =
» vy ( +u) ¢( + u, 1)/“‘ u( 4+u2) 4_|_u2
u? 1 .
= _1+4+u2 < -14¢< ) (pour u assez petit)

donc si on choisit Cy = 1:

(770 + u) 90 + 0, X1) ) = <u,2 <— 2u >> < —% (o, )

44 42

Donc (B1) est satisfaite, et pour (B2) on a

2
B v 0+we @+ = E

i)

2
— 1

= 16/< i 2) sdr
1+ (z —w) 1+

4 + 3u?
@ 2
(4 +u?)

<8m(l1+2¢) quand u — 0

donc

Eg H'V_l(‘g +u)p(0 + U)H2 =0(1) quand u-—0

et on a 0y — 6 (cf.[13].Corollaire 4.1). Alors les conditions du proposition 4 sont satisfaites,
donc V6 €]0,1/2[ : t° (@t - «9) — 0 P/p.s.

2. Processus de Markov

Nous considérons la famille exponentielle de processus de Markov au sens de Feigin (1981,[4]).

C’est une chaine de Markov homogene de densité de transition d’une etape donnée par
f(y;0,2) = h(z,y) exp (0" m(y, z) — B(6; z))
ou m(y,z) € R™, B(0;x) € R™. Avec nos notations f;(6) = f(X¢;0; X¢—1) et nous avons

@ Yog fi () = m(X,, Xo1) — B (0: X11)

I (0) = 20
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Dans ce cas [;(0) est une difference de martingale :Ey (1:(6)/F¢—1) = 0 (cf.[4]) donc

By (m(Xy, X4-1)/Fio1) = B (6; Xi_1)

2 .. ..

(0) = =B (3108 H(0)/ i) = o (=003 X0oa) i) = B0 Xi)

et I'information de Fisher

t

I,(6) = Zis(e) = ZB(9§Xt—1)

s=1

Pour ¢, := I, 'y := I}, 'estimateur MV verifie

ét = 91571 —I—It_l(étfl)lt(étfl)

s=1

Mais de Ey (m(X¢, Xi—1)/Fic1) = ,@T(O;Xt,l) on a

i(0) = B(6; Xi1) = Eg (L) (6)/Fi1)

= By | (m(Xe, Xi-1) = B (0, Xi-1)) (m" (X, Xo-1) = B0, Xi-1) ) /Fs

: -1
011 + (Z B(étUXsl)) (m(Xtathl) - BT(étfl;thl)) , t2>1

= By (m(Xe, Xem1)m® (Xe, Xe-1)/Fim1) — Eo (m(Xe, Xe1)/Fio1) B0, Xi—1)

~3(0, X1-1)Ep (mT (Xe, Xo1) [ Fica) + B (0, Xem1)B(0, Xi1)
= Eg (m(Xt, Xt_l)mT(Xt, Xt—l)/Ft—l) - BT(H, Xt_l)ﬁ(e, Xt—l)

— 370, X1)B(0, Xo1) + B (0, Xo—1)B(0, Xo—1)

= By (m(Xp, Xe 1)mT (Xp, Xo-1)/Fia) — B (0, Xe-1)B(0, Xy 1) = B(0; X;_1)

Ce qui implique que

Ep (m(Xy, Xe—1)m" (X¢, X4—1)/Fi1) = B(0; Xe—1) + BT(H,thl)B(athl)

26
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Comme BT(H + u, Xy_1) est F;_1-mesurable alors

be(0,u) = Eo(l(0+u)/Fi- 1)
= Eg th,Xt 1 9+U Xt 1)/ft 1)
= FEy (m(Xt,Xt 1)/?75 1) 5 (9+U,Xt_1)

= 3 (97Xt—1)—5 (0 +u, Xi-1) (1.4.4)

Nous avons: (ulu = ||ul|* = tr (uu®) , et tr (A+ B) = trA+ trB), donc

1b: (0, w)||* =

et

126(6 + )|

157 0. %00~ 570+ w. x|

T

tr [(BT(H, Xi1) = B (0 +u, Xt_1)> (/3 0, X,_1) — B (0 +u, Xt_l))T]

(570X 50+ w X)) (510X - 0+ X))
(B0, X11) = BO +u.Xi 1)) (B0, Xe1) = B (04w, Xi1) )
B0, Xe1)B" (0, X 1) = B0, X )B" (0+u, X, 1)

—BO+u, Xo 1)B (0, Xe 1) + B0 +u, Xe-1)B" (0 + u, Xp1)

[ xi0) =570 4w X0

(m(Xt, Xi1) — B0+ u, XH))T (m(Xt, Xi1) =B (0 +u, XH))

tr [(m(Xt, Xe1) = B (0 +u, XH)) mT (Xy, Xoo1) — B0+ u, XH))}
tr (Xt Xo1)m” (X, Xi-1) = tr (m(Xe, Xe1)B0 + 0, Xi1) )

—tr (BT(G +u, Xi—1)m? (X, Xt—l)) +tr (BT(Q +u, Xp1)B(0 + u, Xt—l))

/N

En utilisant (1.4.3), (1.4.4) nous avons

27



2

Ey (10 +wIP /Fix) = B0 Xi1) + |80, Xi1) = B0+ u, Xo)|

= trB(0; Xo—1) + [|be(6, )| (1.4.5)

Ces expressions sont utilisees pour vérifier les conditions du Corollaire [1.1] pour des choix des
fonctions m,/3.

Supposons que 0 € R et que

f(y;0,2) = h(z,y) exp (Om(y,z) — B(0;z))

ou B(0;x) = vy(0)h(x),h(.) > 0 et H(.) > 0 (cf.[4]). Alors

d .
1(0) = 0 log f(X:0, Xe—1) = m(Xe, Xo—1) — Y(0)h(X¢-1)
et
d2
Wlog f(Xe;0, Xi—1) = =5(0)h(X¢-1)

Mais 3(9; Xi—1) =4(0)h(X;—1) est Fy_1-mesurable, donc

2
i1(6) = — By (jeg log (X e,Xt_o/ft_l) — S(O)h(X,)
et

t

LO) = Y is(0) = A(O)h(Xs1)

s=1 s=1
t

Si 4(0) # 0, Pestimateur MV verifie
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0p = 01+ 1710 1)l(0:1)

X 1 »
01+ m (m(Xt,thl) - '7(9t71)h(Xt71)) (1.4.6)

Le résultat suivant donne les conditions suffissantes pour la convergence de (1.4.6).

Proposition 6 Supposons que Hy — co Pp.s, et que ¥ est lineaire ou les conditions suivantes
sont satisfaites

(M1)
h(Xi—1)

t

—0 Pep.s

(M2) pour tout a,b finie

0< inf H(u) < sup H(u) < oo
u€la,b] u€la,b]

(M3) il existe une constante B, telle que pour tout u € R

1+5% (u)

3 < B(1 +u?
¥ (u

Alors 0, défini par (1.4.6) est convergent:@t — 0 PY.s pour toute valeur initiale 0.

Preuve: Nous utilisons Théoréme 7 (cf Ch 2). Vérifions les conditions (G1),(G2)(G3) du
Théoreme 7 avec 9, (0) = 1; (0) = m (X4, Xyi—1) — ¥ (0) b (Xy—1), T (0) = L, (0) = Hy (0), et
Vi = u? (V; (0) =0, i%f‘/b (u) =0, et ||1i1ﬂ£5‘/0 (u) > 0), donc (G1) est satisfaite.

Pour (G3)

Ni(u) = Vy(u)T;7' (0 +u) Eg (v (6 +u) /Fea)

g [T )| B (5 0+ 0) w0 0+ )| /7o)
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Mais Vy (u) = 2u et Vp (u) = 2, sup Vg(u)H =2, T (0+u)=HH(0+u);

Eo (0, (0+u) [Fit) = b(B,u) =3 (0, Xi-1) =B (6+u,Xp 1)

= h(Xi—1)(¥(0) =Y (0 +u) (daprés (1.4.4))
et de (1.4.5)
Eg (I (0 +u) /Fi1) = 5 (0) h (X¢-1) + b7 (0, )

et

2

_ 2 m(Xt,Xt,l)—f'y(9+u)h(Xt,1)
Tt @+ w6+l = | L

(m (Xe, Xi1) =4 (0 + u) h (Xy1))?
HZ52 (0 + u)

Par suit

1 1
Mo E e
1
s G|

1 )
+m (’Y (0) h (Xi—1) + b7 (9,u))
h(Xi—1) ¥ (0) =y (0 +u)  h(Xim1) 7(0)

H, 3(0 +w) HE 5% (0+w)
W2 (Xi-1) (3(8) = (0 + w))?

H? 32 (0 + u)
_ h(X) Y (0) — (@ +u) h(Xi—1) ¥ (0) =7 (0 +u)
T TH A0+ “<2+ H, w<e+u>>
h(Xi—1) 4(0)

HY  32(0+wu)
= 2N1t(u)+N2t(u)

Ey (l? (9 + u) /.7'—1/71)

h(Xe1) (7(0) =7 (6 + w))]

= 2u

_l’_

_l’_

Montrons que pour tout t assez grand on a

M) 3 (0) =5 0+u)

2
* H, uy (0 + u)
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. 5(0)—4(0 —u h(X¢
Si 4 est linéaire on a W(U)f-y(gi#) = mz(gﬁt)) = —1let (Hittl) = ATI? < 1 (h(.) = 0). Donc

l'inégalité ci-dessus est vérifiée. Pour le cas non-linéaire, nous avons (avec u # 0)

O =3O+ _FO+a)
FO+a) | A 0+u) ] < |ul (1.4.9)

Pour |u] < M,0 < M < oo, alors il s’ensuit de (M2) que le membre de gauche de (1.4.9) est

borné. Pour |u| > M, nous utilisons (M3) et Iinégalité (a — b)? < 2a? + 2b%, pour obtenir

(4(6) =3 (0 +u)* _ 2°(0)+25* (0 +u) _ 257 () —29° (0 +u) + 45 (0 + w)
72 (0 + ) B 5 0+ 72 (0 +u)
(9) PO+u) A0 +u)
< Y mgre e
A2 (0 + ) ) .
< m (car ¥ est croissante par (M2))
1+4204+u) 4
P O+u) A (0+u)
1+42(0+u) _ - 5
—’}’/2 ) <B (1 +u ) (par (M3))
Par suit ’Wﬁu) est bornée par \/Bg(l—i-iﬂ)/u2 = \/B (1ju?+1) < \/B (1/M? +1).

Donc Vu le membre de gauche de (1.4.9) est borné. Comme

B(Xi1) 4(0)=3(0+u)
H; uy(04u)

M), 0 Dinegalite 2 +

> 1 est vérifiée pour ¢ assez grand et 4 (.) > 0 ceci impliquent que

N (u) = h(Xe-1) 7(0) =70+ ) o <2+h(Xt—1)’Y(9)—7(9+u)>

H, ud (0 + u) H, ud (0 4 u)
h(Xi—1) —uy (&) h(Xi—1) ¥ (0) — 7 (6 +w)
H, w<e+u>“2(“ H,  uj(0+uw )SO

donc pour tout ¢ assez grand de N (u) = Ny (u) +Nat (u) < Nag (u) par conséquent [N (u)]™ <

[Nat (u)]T = Nag (w). En utilisant (M3) et de facon similaire que ci dessus pour montrer que

(é+)u) < Bi(1 + u?) on obtient

1
14+ u?

L h(Xi) 30) (X

+ _
Wi (w)]” < T 1+« HE 2(0+w) - H?

Wt ()] By

1+ u?
t
ou Bj peut dépendre de f. Du Lemme 3 dans l'annexe 1, avec H; = Y h(Xs—1),h(.) > 0 et
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e =1 alors

2+ Yo (AN (Al = ;H 3 VG ()]

(o ¢]
B, Z Xt 1) — B, Z AH[;t
t=1

IN

P.S

Donc la condition (G3) de Théoréme 7 (Ch.2) est satisfaite.

Veérifiant la condition (G2). Par [z]” > —z, nous obtenons pour ¢ assez grand

Ve ()] > =N (u) = —Nig (u) — Nag (u)
__h(Xa) 7 (0) —7(9+U)u <2+ h(Xi1)7%(0) —"Y(e‘i'u))
Hi F (0 + ) H u (0 + u)
h(Xi-1)  %(0)
H?  4%(0 + )
> Ch(Xm) v (0) =y (0 +u)  h(Xem1)  H(6)

H,_  50+w)  H 3(0+u)
_ hXe) —(3(0) (0 +u) o h(Xio1) F(0)
H; u¥y (0 + u) H?  4%(0 + )
h(Xi—)y(0+a) o h(Xim1) 7(0)

u
He 50 +u) HY 32 (0 +u)
ou |t < |ul. Alors il s’ensuit de (M2) que

7(9)

C 04
sup 5 <R et inf u

2
. u>r >0
6<\u|<1 Y (9 + u) E§|u|§% ’)/((9 + u)

ol les constantes positives R,r qui peuvent dépendre de 6. Notons aussi que dans le cas ~

linéaire on a
YO) —FO+u)  —F(w)
ud (0 + u) uy (0 + u)

Ce qui implique que

LK) h(Xen) 5(0)

[ t (u)]i Ht u Ht2 ,-.)-/2 (9 + u)

Dans cas général (4 non linéaire) nous avons de la minoration de [N; (u)]” precedente nous
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avons

1(0+a) oh (X ) X,
nf W@ > nf LOTBphXen) o G0) h(Xe)
<lul<s e<l<t ¥ (O +w) " He ecpist 7 (0+w)  Hj
h (Xt—l) h (Xt—l)
= 1, r—R th

t
Par le lemme 3 dans annexe 1 avec Hy = > h(X5-1) — oo et e =1 on a:
s=1

t=1 t=1 t=1 t=1
Donc
(0] o0 (0.0
_ h(Xi-1) h(X-1)
inf [N (w)]” > r—» R
= e<uist ; Hi ; H;

Par suit la condition (G2) est satisfaite. Par le Théoréme 7 (Ch.2) nous déduisons que 6; — 6
PYp.s pour tout valeur initiale 6. m

Nous étudions la vitesse de convergence dans le schema récursif precedent.

Corollaire [1.2] Supposons que 0, est défini par (1.4.6),915 — 0 Pp.s, et
1) Hy —s oo Pp.s
2) %X;t) — 0 P'p.s
3) 4 (.) est une fonction positive continue.

Alors HY (@t - 9) — 0 P’p.s pour tout § € ]0,1/2].

Preuve: Vérifions les conditions du Corollaire [1.1] avec ¢, (0) = I (0) = m(X¢, Xi—1) = (0) h(Xi—1),
Ly (0) =1 (0) = Hyy (0), a¢ (0) = Hy, Cp =1, et

Pe=T72(0+ A0 1)02 (0,0 1) = H72572(0+ Ap_1) b2 (0, A¢_1)

Comme AH; = Hy — H;—1 = h(X;-1), (R1) est traduite dans 2) du corollaire.
Pour (R2) comme §(0) —5(0+u) = —uy(@+a) ou |a| < |u|, et par (1.4.7) la partie
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gauche de (1.3.4) devient

2(CoAr—1, T (0 + Ay—1) by (0, A1) + Py
= QCgAf_lr;l (9 + Atfl) b¢ (0, Atfl) + Py
= 201 H7 A0 4+ A1) h(Xi1) (7(0) = 5 (0 + w))

FH2H2 (04 Ary) [h(xt_l) (—& (9 + AH) At—l):|2
2

(0 A) ey (W.(“A“)) A2
= — t—1

- A7+ -
He 50+ A0q) 1 H? 50+ A¢1)

Comme 4 est continue et Ay = 0,1 —0 — 0, pour tout petit £ > 0 (qui peut étre dépend

A 5(0+A¢-1)

FOFA D) < 1 4 & pour tout ¢ assez grand. On a

de ), nous avons <|Api]et1—-2<

h(X¢—1)
H,;

h(Xe-1) 7 (9 * At*l) <-2(1-¢9)

-2
H; ~ (9 + At—l) -

et ) R 9
W (Xe1) (7 (9 M At*l) W (Xe-1) 1 o2
0< 5 " < 2 (1 + 8)
Hj Y0+ A1) Hi
donc
2(CoA—1, T (0 + A1) by (0, A1) + Py
_ h(Xi—1) | RE(Xg—a) 2\ A2
< (-9t H arer) at,
= =M (0) (CoAi—1, A1)
ou
_ h(Xe—1) 2 hA(Xi )
MO)=21—-¢8)—————(1+&)"——=—= et Cyg=1
Donc (1.3.4) est verifiée. Pour verifier la condition (1.3.5) on a
h(thl) B h(thl) ~ ~\2 h(thl)
i M (0) = i 1-(2-2)+(1-¢) T
_ h();—l) (_1 L oE 4 (1—2) h(Xt—1)> (1.4.10)
t t
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h(Xt—1)
H;

Puisque £ est arbitraire, on prend —1 + 2 < 0, — 0, h > 0; H, > 0 donc (1.4.10) est

négative pour tout ¢t > Ty assez grand. Par suit la condition (1.3.5) devient

+

> + To
S; [W;ttl) Y (e)] _ ; {W;ttl) @] <o Pps

Donc (R2) est satisfaite. Pour vérifier (R3), et par (1.4.7),(1.4.8) on a

ag (0) [Eg (T2 (0 4+ A1) 97 (04 Ap1) [Fi1) — P
= Hj [Ep (Hy 2720+ A1) [F (0 + Ava) [ Fioa) — P
= Hi [H7?572(0+ A1) By (IF (04 A1) /Fion) — Hy 2572 (0+ A1) b7 (0, A0-1)]
= H{72572(0+ A1) (5(0) h(Xi—1) + 07 (0, A1)

—H2572 (04 A1) b7 (0, Ay_1)

hMXi1)  5(0)

= BT O+ M) I OhXi) =~ g Ay 2
; -

D’aprés le Lemme 3 dans 'annexe 1, avec dy = Hy;Ar 1 — 0, et 0<e < l,et1+é=2—¢c —

7(0) 5(0)

é=1—e>0,0ona FarAT) o0 325 = 5~1(6) > 0, qui ne dépend pas de t. Donc

ZHt E@ 0+At D20+ A1)/ Fie 1) Pt]

o0
h(X
= Z ;: < oo Pp.s
H—I—At 1 =1 Ht

par conséquent (R3) est satisfaite. Finalement par le Corollaire [1.1], nous avons H;) (é’t - 9) —
0 P%p.s pour tout § € ]0,1/2[. =
Nous étudions un exemple de processus de markov qui est le processus autorégressif gaussien
défini par
Xe=0Xs 1+ 2, t=1,2,..

ow: # € R, Xy =0, et Z; sont des va iid de densité gaussienne N(0,1). Dans ce modele, la
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densité des transitions est donnée par
L 50
f(y;0,2) = h(z,y) exp { zy — 5270
Si on pose v () = 62/2 et h(z) = 22, on a

d
I (0) = —log f(X4;0, Xs1) = Xy Xy 1 — X2 10

do
et .
L,(0) =4 (0) He = Hy =) h(X,1) Z -
s=1
Par suit
975 = 975 1+ = <XtXt 1 — Xt 10,5 1) ou It = It—l + Xt271 (1411)

Nous notons que dans ce cas la vitesse dans 'information de Fisher conditionnelle I; varie avec

les valeurs de 6. On pose

t(1-6%)" si 6] <1
K (0) = %tQ si 0] =1 (1.4.12)
6% (6> —1) " si (6] > 1

Pour |0| < 1, le processus (X;),~; est strictement stationnaire et la loi forte des grands nombres

donne (cf.[1],[18]):

1 I
I (0) /K¢ (0) = (1_92)_”;)@2—1 o0 et

Pour |0] > 1, nous avons (cf.[1],[18]) I (0) /Ki (0) —¢——0o X2(1) p.s. Pour |§] = 1 la

(-

=
(-

v.a.l; (0) /K (0) converge en loi mais non en probabilité (cf.[1],[18]). On aussi I} (f) —— 0
oo p.s pour tout 6 (cf.[17],Ch.VIL,5.5). D’une part 4 () = 0 est linéaire, et H; = I; alors
les conditions de Proposition 6 sont satisfaites. Par conséquent, ’estimateur récursif 0, est
convergent, V0 € R et V0.

Pour établir la vitesse de convergence, on se place dans le cas |0] < 1, et vérifions les

conditions du Corollaire [1.2]. D’une part comme H; = I; et la loi forte des grands nombres:
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t
1 1 1
lim I, (0) = lim —Y X2, =FE(X}])= T < Plp.s (1.4.13)

t—o0 t t—00 — 62
s=1

t Iiga Tiy1/(t+1)

implique Hy = I; — oo p.s.(cf.[17]). En posant d; := HL T L Tt 1 p.s par
(1.4.13) alors
Aliyr I =5 I 1= t+1d 10
I, I, I; ¢
Par suit h(;ft) = )I(TE = A%“ —¢—00 0 PPp.s. En fin 5 (f) = 1 et donc les conditions du

Corollaire [1.2] sont satisfaites et on a la vitesse de convergence dans le cas |f| < 1 et pour tout

5 €]0,1/2[: I?(B; — 0) — 0. Notons que pour le cas |#] > 1, la condition 2) du Corollaire [1.2]

n’est pas toujours satisfaite. En effet on a d; := I“}i%i“ et A]Itt“ = Klfildt —1—-62—-1en
i i o h(Xy) _ XP Al -2 .
loi et aussi en proba, par suit =T = 5 07 —1+#0. Pour le cas |#] = 1 on a

L1 /K Algys
dt = T, /K: et T:

_ K _ :
= ]Ct+1dt 1 — 0 en loi.
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Chapitre 2

Convergence

2.1 Introduction

Soit X7, ...., X, des observations iid de loi dépendant d’un paramétre réel inconnu 6. Rappellons

du Ch 1 qu’un M-estimateur @n = 9n (X1, ..., Xp,) de 0 est défini comme solution de I’équation
n
D 9 (X;,0) =0
i=1

Supposons maintenant que les v.a ne sont pas iid, le M-estimateur de 6 est défini comme

solution de I’équation

Z"l/% (0) =0
i—1

ou ; () =1, (Xffk;H) avec XZ-Z;,C = (Xiky ey X5).

Si les fonctions v; sont linéaires et pour la moyenne empirique on a

1< 1 (n—1%2
0, = Xn:ZXi:n<n_1ZXi+Xn>
=1
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développement de Taylor d’ordre 1 de M, (9n) au point 6,_1 donne

0 = Mn(én)*Mnfl(énfl)

— Mn(énfl) + Mn(énfl)(én - enfl) + O(anl) - Mnfl(enfl)

et on obtient sous certaines conditions

9n wén_1 — w

Mn(anfl)

Dans le cas iid avec ¢ (z,60) = ;Eizg (emv) et par la loi forte des grands nombres on a

0t 5 (1000 <)

Donc

On = 0p_1 + — i | (2.1.3)
n2<9n—1) f(Xn> en—l)
Considérons la classe d’estimateurs suivante
0n = 0p1+T75 00 1), (0n_1), n>1 (2.1.4)

ou 1, est une fonction mesurable et I',(f) une matrice m x m prévisible,pour tout 6 € R™,
telle que detT',, () #0,n > 1 et 0y € R™ est un point initial arbitraire.
Dans cette partie nous donnons des conditions suffisantes (différentes de celles du Ch.1) de

convergence de cette classe d’estimateurs.

2.2 Convergence des estimateurs

Nous avons le théoréme suivant

Théoréme 7 Soit 6 € R™ et Vp (u) : R™ — R une fonction réelle non-négative continue de

dérivées partielles d’ordre 2 bornées telle que
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(G1) Vp(0) =0, et pour tout € € ]0,1[: inf Vp(u) >0

llull>e

(G2) il existe un ensemble A € Ftel que P%(A) > 0, et pour tout £ € ]0, 1],

inf N (u)]” =0
tzlesw(u)g/e[ ()
dans A, ot
Ni(u) = Vo(u)Ty (0 + u)by(6 + u)

g [Vo(w)]| Bo (0710 + w0 + w7

(G3) pour Ay = 0, — 0,

(1+ Ve(Atfl))_l [ t(At—l)]+ < oo, Pps
t=1

Alors 0, — 0 PYp.s.pour tout 0o valeur initiale.
Preuve: Comme 6, est defini par (2.1.4) et A; = 6; — 6 alors

Ay = 0,—0=0 1 +T7 0+ A1), (0+A11)—0

= A 7O+ A1) (04 Ar)
Un développement de Taylor de Vy(A;) a 'ordre 2 au point A;_; donne
Vo) = Vo(Be1) + VoA 1) (A — Ary) + S To(A)(Ar — A 1)?
ot A; € R™. Donc en posant My = Ay — Ay_q et (At — Ay_1)?2 = MT M on obtient

Vo(Ar) = Vo(Ar—1) + Vo(Ar1)T (0 + A1) ¥y (04 Ayy)

0710+ A1) ¥, 0+ Ar1)] T Va(A)TH (0 + Ar1) by (0 + Ay1)

!
2
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L’espérance conditionnelle par rapport a ;1 donne

Eg (Va(A)/Fee1) = Va(Ar1) + Va(A))T7 (0 + Av_y) Eg (v, (0 + A1) /Fia)
+%V9(At)E9 (HFZ O+ A1)t 0+ A )| /ft,l)
V(A1) + Vo(Arm )T (0 + Ag_1)by (6 + Ay_1)
+;SupHV9 HEQ THO+ A )0+ A1)/ Fiy)

= Vo(Ar1) + Ni(Ap)

IN

H existe et Vp(Ay_1),I7 (0 + A1) sont F;_j-mesurables. De la décomposition
N(At 1) = [Ne (A 1)] — [Ne(Ag— 1)]_ et I'inégalité précédente on deduit

Eo (Vo(Ae)/Fr1) < Vo(Dio1) + Ni(Apa)
< Vo(Ap1) + V(A1) = V(A1)
< V(A1) + (14 V(A1) (14 V(A1) ™ IV(Ae-1)] T
— V(A1)
< Vo(Arm1) + (1 + Vo(Ar-1)) By — Ni(Ai-)]™

= Vo(A-1)(1 + By) + Bt — [Me(Ae-1)]™ (2.2.1)

o0

o By := (1+ Vy(Ay_q))™? [M(At_l)]+. Par la condition (G3),> By < oo. Nous appliquons
=1

le Lemme 2 dans annexe 1 avec X,, = Vp(An),Bh—1 = Bn = &1, Cne1 = Na(Ap—1)] 7, et

Vo(Ay), Bpt1, [INn(AR)]™ € Fp,Vn > 0, done
{2551—258 1—ZB <oo}C{Vg(At—>V}m{Z }<oo
s=1

c’est a dire

{ZBS < oo} C {Vo(A) — VN {Z Ni(Ag )] < oo}

s=1 s=1

et d’aprés (G3), nous avons

pP? ({i B, < oo}) =1<P? ({Vg(At) —Vin {i INo(As1)]” < oo}) =1
s=1 s=1
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ou encore
00

PO ({Vy(Ay) — V})=1et P’ ({ [Ns(Ag_1)]” < oo}> =1

t
par suit les processus Vy(As) et Yy = > [Ns(As—1)]” convergent p.s vers des limites finies
s=1

Comme Vp(A;) > 0on aV > 0. Supposons que V' > 0 p.s, alors il existe un € > 0 et ¢y tel que
tout t > tg:e < Vp(Ay) <1/e. Donc s > tg: [Ns(As—1)]” > inf  [Ni(u)]”. Par (G2) on

T e<Vp(u)<l/e
obtient
N (Ag_1)] > inf Ns(u)]” = o0
S 230t N

dans l'ensemble A avec P(A) > 0. Ce qui contredit la convergence presque sure de Y; =
[e.@]

> [Ns(As—1)]”. Dou V=0 et tlim Vo (A¢) = 0 p.s. Comme Vy est continue et par (G1) on
s=1 —00

aV(0)=0= lim Vh(A) =V ( lim At> ce qui donne lim A; =0 PPp.sou lim 6, =0
t—00 t—00 t t— 00

— 00

Plps. m

Corollaire [2.1] Supposons que
(C1)
uTT7H (0 +u) b (B,u) <0 si u#0 Plp.s

(C2) pour tout € €10,1],

Z inf ‘uTI‘t_l (04 u) by (0, u)| = oo
~ e<ul<!

(C3) Yu € R™, il existe un processus scalaire prévisible (BY);>1, tel que
-1 2 0 2
Ep (HFt (0 + u)py (6 + u)| /ft_l) < By (1 + [Jull )
et

oo
ZBf < o0, Pp.s
t=1

Alors 0, — 6 PPp.s pour tout g valeur initiale.
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Preuve: Nous allons vérifier les conditions de Théoréme 7. On prend pour u € R™,0 € R™
Vo(u) = (u,u) = uTu = ||Jul|* qui est non-négative continue et 2 fois dérivable avec Vy(u) = 2u”
ot Vp(u) = u)H =2,V5(0) = 0¥ €10, 1[: inf Vow) = inf ul = €2 > 0.
Donc (G1) est satisfaite.

Pour vérifier (G3), nous avons
Ni(w) = Vo(u)Ty (0 + u)bi(0,0)
1 ;
+§ sup HV(; (’U)H Ey (Hft_l(H + u)p (0 + u)H2 /}}_1>

= 2u"T 10 + )b (0, u) + 2E9 (Hr (0 + w)ib (0 +w)||* /Fie 1)

= 2uTT7Y(0 + u)by (0, u)+E9(HF (0 + w6 +w)||” /Fie 1) (2.2.2)
Par (C1) on a

V()" = [zuTr (6 -+ u)be (6, u)—i—Eg(HI‘ (0 + w)ib (0 +u)||* /7o 1)}+
By (710 + w0+ w)||* /7t

IN

par (C3) on a

S (14 18 ?) WA
t=1

Do A1) T B+ A1)
t=1

- ZBt < 00 (2.2.3)

S0+ V(A1) WGlA )]
t=1

IN

Donc (G3) est satisfaite.
Pour verifier (G2), de [a]” > —a et (C1), nous avons

inf No(w)] ™ = inf [~20TT7 10 + w)be(0,w) — Ep (070 + ey (0 + w)|* /Fia )|

\Y

inf [2u"T; (0 + w)by (0, u)| — sup Ep <HF (0 +u)v (0 + u) H [ Fi- 1)
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ou inf et sup sont trouvée sur {u e < lul)? < 1/5}. Par (C3) nous avons

sup [Eg (Hr;l(e + w0+ u)||* /ft_l)] < BY(1+ ul?) < BY(1+1/?)

o0
ol Y, By < oo. Maintenant nous utilisons (C2) pour obtenir
=1

iinf[ ()] > iinf |2uTF;1(9 +u)b(0,u)| — (1+ 1/€?) iBt =00
t=1 t=1 t=1

D’ou (G2). Finalement les conditions de Théoréme 7 sont satisfaites et par suit §; — 6 P’p.s

pour tout @0. ]

Remarque 8 De la preuve de Théoréme 7 on déduit que si les conditions (G1) et (G3) sont
satisfaites, alors (ét — 0)? converge PPp.s vers une limite finie pour tout valeur initiale 0
(cf.Ch 1 lemme 1). En particuliér, pour garantir cet convergence il est suffissant de nécessiter
les conditions (C1) et (C3) de corollaire [2.1] (si nous prenons Vy(u) = (u,u) = uTu = |ju)?

et (2.2.3)).

2.3 Exemples

1. Cas iid
Considérons le cas des observations X1, X, ... iid de densité de probabilité f(z,0), 8 € R™.
Supposons que 1 (6, z) est une fonction d’estimation vérifiant [ 1 (6, z) f(z,0)u(dz) = 0 et nous

définissons l'estimateur récursif 6; par

. 1 . .
0 =01+ 27_1(9t,1)¢(0t,1,Xt), t>1 (2.3.1)

ol v (f) est une matrice non-aléatoire, telle que v~! () existe pour tout § € R™, et fy € R™
est une valeur initiale.

Nous avons le résultat suivant

Corollaire [2.2] Supposons que pour § € R™, les conditions suivantes sont satisfaites:
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(I) pour tout 0 < e <1,

sup  uly7H (0 +w) /¢ 0+ u,x) f(0,z)u(dx) <0
e<flull<1/e

(II) pour tout u € R™ 3Ky > 0,

_ 2
S0+ w6 0+ w,) | 56, (o) < Kot + ul)
Alors Destimateur 6, converge p.s pour tout valeur initiale 90.

Preuve: On pose I'y(0) = tv(0), et b(0,u) = b(0,u) = [ (0+u,z) f(0,z)u(dz). Nous
avons (I) et (II) impliquent (C1),(C2),(C3) de corollaire [2.1]. En effet, la condition (1)
implique pour tout ¢t > 1,

sup Ty (0 +u) [0 (64 u.2) F(6,2)(do)
e<|lull<1/e

= ( sup  uly (0 + u) bt(é?,u)) X

e<|ull<1/e

~ | =

1
= sup  ul =471 (0 + u) be(6, )
e<|ull<1/e

sup  sup  ul L7 (0 +u)b(0,u) <0
t>1 e<|lull<1/e

IN

Comme ¢ est quelconque dans ]0, 1] ceci implique que supu’ T YO+ u)be(6,u) < 0siu#0
t>1
qui est (C1). Pour (C2) la condition () implique (voir ci dessus) que pour tout 0 < & < 1 on
inf !uTFt_l (0 4 u) be(0,u)| > 6 > 0, par suit

e<|ull< /e
Z <”ir|1|f<1/ }uTI‘t_l (0 4 u) be(0,u)| > (52 l1=00. Pps
t=1 S=IMI=LE t=1
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qui est (C2). Pour (C3) la condition (/I) implique

;2/”’7_1 (‘9+U)¢(9Jru,x)HZf(H,x)u(da:)
- /Hrt_l (‘9+u)w(e—i-u,a:)HQf(G,x)u(dx)

1
KoL+ [ul)

IN

ou encore

By (07 0 +w) g (0 +w.2)|° /Fir) < BUL+ ull?), YueR™

o i BY = i % < oo. D’ou la condition (C3). Finalement du corollaire [2.1] on deduit
0, t—_j 0 Pep.,ts._ll

Il existent des résultats similaires (cas iid) dans Khas'minskii et Nevelson (1972,[6],Ch 8,84)
et Fabian (1978,[3]) avec d’autres conditions alternatives. Nous notons que dans (2.3.1), la
suite normalisée est I'; (f) = t7y (0), mais les corollaires [2.1] et [2.2] permettent de considérer
des procedures avec un processus arbitraire prévisible I'y (0).

2. Procedures linéaires

Considérons les estimateurs récursifs definis par
O =0y + T (e =), 121 (2.3.2)

ou I'; et 7y, sont des processus prévisibles, h; est un processus adapté a F;, V¢ > 1 et ne dépendant
pas de 0. Les résultats suivants donnent des conditions suffissantes de convergence de (2.3.2)

dans le cas linéaire ou 9, (6) = hy — v,0 est une différence de martingales o 0 € R.

Corollaire [2.3] Supposons que pour tout 6§ € R,

(a) Eg(hi/Fi_1) =~,0 pourt>1, Pp.s.

(b) 0 < ~,/Ty <2—4¢ pour quelque 6 > 0, et i v¢/Tt = oo dans un ensemble A de
probabilité P? positive, =

(©
< By ((he — 07)° /Fi1)
r?

< 00, Pep.s
t=1
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Alors 0, — 6 PYp.s pour tout valeur 0o.

2

Preuve: Nous vérifions les conditions de Théoréme 7 pour Vp(u) = w®. La condition (a)

implique

b (0,u) = =By (¢ (0 +u)/Fia) = Ep((he = (0 + 1))/ Fr1)

= Ey(h/Fi1) =0y —uy = —uy,
Par suit

Ey (030 +u)/Fi1) = By ((he—(0+wm)? /Fis)
= By ((he — 07,)* + u?v} — 2wy, (hy — 07,) / Fi-1)
= FEy ((ht — 9%)2/}}_1) + uzfyf (74 est Fy_1-mes.)

= P!+ uly?
Donc de (2.2.2) nous avons

Ne(w) = =2u"T71 0+ w)be(0,u) + Ep (T;%(0 + w)yi (0 + u)/Fi—1)
= 20" 0 4 w)(—uy,) +T72(0 + w) <Pf + u27?) (T; ! est F;_1-mes)
= =20y L0+ u) + 120+ w) Py + w71, %0 + w)
= —6uPy L (0 + w) + 6uPy, T (0 + u) — 20 Ty (0 + w)
0,720 + w)PY 4+ 20,720 + w)
= —5uly, D70+ u) — (2 — 8)uPy,I7H0 + w) + D7 2P + u?42072(0 + )
= —ouly, (0 +u) — uPy L0+ u) (2 = 0) — 7,T7 (0 +w))

+T;72(0 4 u)P!
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Par la condition (b) et [z]” > —z, nous avons

Wi(w)]™ > suy, T N0 +w) + 1Py T 0+ w) (2= 6) — 7Ty (0 +w))
20 + u)P?
> 6uty, I N0+ w) = T72(0 + uw)Pf
et donc
. _ . 2 -1 —2 0
I AAC) S e A (RO v (R
= guy Dy (0 +uw) = T (0 + w)PY

> Sey Iy (0+w) — T2 (0 + u)PY

Donc dans A, et par (b), (¢) nous avons

o0 o0
inf > 65 r7he+ 720+

et donc (G2) est satisfaite. Pour la condition (G3), de la relation

Aft(“) = _5u2’YtFt_1(‘9 +u) — UQ’Ytrt_l(g +u) ((2 —0d) — 'Ytrt_l(e + u))
+T72(0 + u) P!

ol les deux premiers termes sont négatifs on a [N;(u)]" < T 2(0 +u)PY, et par (c), nous avons

>+ AL NG < SN < IO+ <o Pps
t=1 1

t=1

D’ou (G3). Les conditions de Théoréme 7 sont satisfaites et donc 8y — 0 PPp.s. m

Remarque 9 Si on prend AI'y =T'y —I'v—1 = v, alors

0, =T;" <é0 +)° hS(XS)> (2.3.3)
s=1
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On peut vérifier que la différence 6, — 0,1 de (2.3.3) permet d’obtenir (2.3.2) :
o ) t =
0r—0,, = I (90 + Z h5> S, S U (60 + h5>

s=1
— Ft_l (90+Zh> 1—Ft i 1)—|—ht

t—1
= T, b — (DT, 1) (90 +) hs>]
s=1

t—1
= T, (b — (0, —Tyon) T (00 + h)]
s=1

= Ft_l (ht — ’Ytét—l)

Il est aussi intéressant d’observer que dans ce cas puisque Al'y = v, <= Ty = > ~,, et

t
0, = 1t <90 + ) hs (Xs)>
s=1
R t t
= T +T;") he(X,) -6 (r;l Z%) +6
s=1 s=1

t
= T7'00+T71 ) (he (Xs) —v,0) + 0
= T +T, M) + 6
t
ot MY =3 (hs (Xs) — ,0) est P® martingale et hy (Xs)—7,0 est une différence de martingale
s=1

(Corollaire [2.3]). Si Ty — o0, la condition nécessaire et suffissante pour la convergence vers
0 est I‘t_le — 0 p.s. la condition (c¢) du Corollaire 4.2 est une condition standard pour
avoir ;MY — 0 (cf.[17],Ch. VIL,§5 Théoréme 4). La premiére partie de (b) sera obtenue
sivy=ATy=Ty—Ty_1 >0 ot I'y > Ty_y > 0. Donc /Ty = AL} /Ty = Bit=t = 1- =L > 0

et 0 <1 < Ar—lzt <2-9,0< 6 < 1. D’autre part par le Lemme 8 d’annexe 1, I'y / et I‘t — 00
(o ¢] (o, ¢]
doncz%zz%:oo.
i=1 i=1
Remarque 10 s: nous considérons le processus
Xy = 0Xy 1+ Zy, t>1
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ot Zy est une différence de martingale et Dy := Fjy (Zf/}"t_l) > 0. Le choix hy = Dt_lXt_lXt
et ATy =y, = D71 X2 | dans (2.3.2) donne Uestimateur des moindres carrés de 0: 1, (6;_1) :=

hy — Vtét—l = D;lXt,lXt - D;le_lét,l, et Uequation d’estimation devient:

t t
0 — -1 _p-ly2 5 _
s - t — _ _
Zw (0s-1) = Z (D X1 Xt — Dy " Xi_104 1) =0
s=1

s=1
D’ou
t t
b= _D'XeaXo)/ ) DX,
s=1 s=1

la condition (a) est satisfaite:

Ep(ht/Fie1) = Ey(Dy'Xeo1Xe/Fio1) = Dyt X1 By (Xi/Fion)

= D;'X41(0X4-1) =0D; ' X7 | = 0v,, Pps, Vt>1
Pour la condition (c):

o [ (he — fyt9)2/.7:t,1} — E [(D;lxt,lxt _ 0D;1X,?_1)2/ft,1}
= FEy {(Dt_lXt_th)z /ft_11|

= D;2X2,D;=D;'X? | = ATy

D’ou (¢) du Corollaire [2.3] est équivalente a Z AF* < 00. Or (b) est satisfaite si I't — o0

(par le Lemme 3 dans 'annexe 1). Donc les esmmateurs des moindres carrés sont convergents.
t

Par exemple,si Z; sont des v.a.r iid, done Iy = I; = > X2 | — oo (cf.[17],Ch.VIL5.5),
s=1

etly —I; 1 = Xt2—1 > 0 alors par le Lemme 8 dans l’anngxe 1ona

AT AT
t: Z t < 00, Pep.s
t=1 t=1

les conditions de Corollaire [2.3] sont ainsi satisfaites et 0, — 0, PPp.s.

3. Processus AR(m)
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Considérons un processus AR(m) defini par
X,=01 Xi 1+ ... +0, X+ Z; = GTXZ::,L + Z;,

ol Xii;ln = (X;-1, ...,Xi,m)T, 0 = (61, ...,Om)T, et Z; est une suite de v.a iid.

Nous definissons une suite d’estimateurs de la forme

ét = ét71 + F;l(étfl)th(Xt — étlez:%@) (2.3.4)

otl ¢,(2) et T';*(2); 2 € R™ sont un processus vectoriel et matriciel verifiants les conditions des

sections précédentes. Supposons que la densité de Z; est g alors la densité conditionelle est

F 0,2/ ) =g (z—0"2}2)) =go (v — 0" 2)"},)

et
fr (0,2/2") = (z, — 072} }n) [go (z,—0"z}” m)} —ai G (z — 0T2}7))
Donc _
T(z 7(2
biz) =l(z) =L f(if - —ggzixg; (235)

et (2.3.4) donne l'estimateur de maximum du vraissemblance. Dans ce cas un choix possible de
I't(2) est la matrice d’information conditionelle de Fisher: I'y(z) = I;(z) et
t

=" By ()l (2)/Fim1) = Y By ((2)0] (2)/ Fir)

i s=1
| () () o
Etj /(- gTZ)QXf;(Xt 1) g()dz

Ii(z) =

9(2)
/( gT((zz))>Qg(z)dz§:1X LX) zgzxt (XL

Une classe d’estimateurs récursifs pour des processus AR(m) strictement stationnaire est dans
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Campbell (1982,[2]). Ces estimateurs verifient
N N _ AT _
O = b1 + ary(XiZp)d(Xe = 0,1 Xi "), (2.3.6)

oll a; est une suite de nombres positifs tel que a; — 0, ¢ est une fonction scalaire limitée et
v (u) est une fonction de vecteurs de la forme uwh(u) pour une fonction non-négative h de u
(cf.[9]) La classe de type (2.3.6) est une sous classe de (2.3.4) et donc peut étre étudiée avec
les résultats des sections précédentes. Si la densité g est symétrique et ¢ impaire, continue au

0 nous reécrivons les conditions de corollaire [2.1] pour

U(0) =a;'1, ¥, (0) = XIZLA(XEL) e (X, — 07 XL (2.3.7)

Nous avons

Eolo (X - 0+ X(20) /Fia| = Bolo(Z—u"X(2)) /Fia]

- /¢ (z —u"X{2)) 9(2)dz

Vérifions les conditions de lemme 4 dans ’annexe 1. Des conditions sur g et ¢ on a:
[16G - w9z < [(suplot - wlhg(eidz < M [ g(ardz =0
R R Y R

+oo
et par suit pour tout w # 0 nous avons: w [ ¢ (z —w) g(z)dz < 0. Donc

—00

+oo
Gw):=—w / ¢ (z—w)g(z)dz >0
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Comme G(u? X[7,.), a;, h(X[~},) sont positives, nous avons donc
WT O+ u)be (0,u) = w By [X[MX{0)0 (Ze —u" X{2)) | Fei]
= —aqh(XIH) [ —ut XL / ¢ (z—ul' X[Z)) g(z)dz
= —ah(XIZ)GTXEEN) <0 (2.3.8)

D’ou (C1) de corollaire [2.1]. D’autre part, ¢ etant bornée, nous avons

By ([0 0+ w) v, (0 -+ w)||” /711
= Ey (HatXf:%zh(Xf:%z)gb (Ze —u"X{Z)) H2 /}‘t,l)

= & ||xIL PR X / 16 (= — " X1 g(2)d
R

IN

o | KR ) [ Ptz = ot kPR
R

— % || XL (L) + Cfa? || XLt RA (X))

m

~Cfap||xio | R (xS

< || X |IP R + Ca? || X | RR ()

= Cla?||XEL P rreaish) (1 [|IXELP) = BY (14 XL

m

m

ot BY = C%? HXf:%lHQ R2A(X!IL) pour €7 > 0. Ainsi (C2), (C3) sont satisfaites si

Zath(Xf:}n) inf  Gu'X]"}) = oo, Za? HX::,lnHQ RA(X[Zh) < oo pus (2.3.9)
t=1

m
<JlulI<1
e<|lull<1/e =1
Ces conditions sont vraies si X; est un processus strictement stationnaire. Par exemple, si

ar = % — 0, h(z) # 0, YV # 0 et g continue et inf G(x) > 0, Vo # 0. Alors pour tout

x # 0 : h(z) <Hhﬁ£1/ G(uTz) > 0. Par le Lemme 4 dans Pannexe 1, nous avons (A2):
e<||ul|<1 /e

sup w [ ¢(z—w)g(z)dz < 0, qui implique que inf —w [ ¢(z—w)g(z)dz > 0, et
e<lw|<1l/e —o0 e<lw|<1/e —oo

par conséquent, <”irﬁf y G(u'z) > 0,V # 0, Par la loi forte des grands nombres pour les AR
e<||u||<1/e
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strictement stationnaires:

. Tyrs—1y _ 0 . T 30
tE)nOO - Z h i 6<||Eﬁ£1/5 G XZ,)=Eh (lem) inf Gu' X7_,,))>0

e<|lul|<1/e

et

2 S—
Jl%o;z” SLIP Rl = BOIX PR ) > 0

par lemme 5 dans 'annexe 1 donne la condition (2.3.9). Donc ét — 0 Pp.s.
4. Cas Processus AR(1)
Considérons le processus

Xe=0Xy 1+ 2, t>1

ou Z; de la loi de Student & « degrée de liberté. La densité de Z; est

223 —(a+1)/2
) Loit Co =T ((a+1) /2) / (Vral (a/2))

g(z) = Ca <1+ —

On a ?8 = —(a+1);75. Par (2.3.5), nous avons
fE(60, X/ Xi1) g(Xy —0X, 1) — 60X
=-Xi 1V =(a+1) X;—
Je (0, X/ X 1) g (X —0Xi—1) ( ) Xi Yot (X —0X;1)?
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t
L’information de Fisher est I; =49 > X2 ;, ol
s=1

Par conséquent, 'estimateur de maximum de vraissemblance est

. . Xi— 01 X,
0r =014+ I, (0,—1) (0 + 1) X4 L t>1 (2.3.10)

+ <Xt - ét—lXt—l)T -

Nous notons que pour I; = I;_1+i9X2 1, (2.3.10) donne une procedure récursive de type (2.3.6)
avec une suite stochastique a; = I;*. Maintenant v, est de la forme de (2.3.7) avec h(u) = 1;
o(z) = (a+1)z/ (a + z2), et g est symétrique. Par conséquent, pour obtenir la convergence

vers 6 il suffit de verifier les conditions (2.3.9) qui s’écrivent comme suit

X2
(uX = Pp. 2.3.11
Z I; 5<|u\<1/£ U = 1 Z o b-s ( )

t t

Nous avons V0 € R : I (0) = Y is(0) = 9 > X2 | — oo (cf.[17],Ch.VIL, 5.5) et AL =
s=1 s=1

igXtQ_l, par le Lemme 4 dans Pannexe 1, avec d,, = I, = 1 la deuxieme condition de (2.3.11)

devient

Y= S <

t=1
ot X2 | > 0 et non-décroissante (Al; =9X?2 | > 0;i9 > 0).

Supposons que || < 1, par le Lemme 4 dans 'annexe 1, nous avons G (ux) = —uz® (ux),
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et d’aprés (A2), sup (—G(uz)) = — inf G(uzr) <0, donc inf G(ux) =46 >0,

e<|u|<1/e e<|u[<1/e e<|ul< /e
Vz # 0. Alors par la loi forte des grands nombres

1 2 1
ZQ—>C=ﬁ>Oeth inf G(uXs—1)— E( inf G(uXi)) >0 ps

— t —{ e<lul<1/e e<|u|<1/e

t o]
d’ott lim + inf G (uXs_1) > 0p.s, et parl 5 dans I’ 1YL inf GuXi)=
oulim t;l ag\qlﬁlgl/a (uXs-1) > 0 p.s, et par lemme 5 dans ’annexe t;l ya £§|Lr|1§1/5 (uX¢-1)

oo. Donc la premiére condition de(2.3.11) est satisfaite.

Remarque 11 Nous avons montré que l'estimateur récursif (2.3.10) converge vers 0 p.s, si
|0] < 1. II est a noter que la deuxieme condition de (2.3.11) et (2.3.9) est verifiée pour tout
0 € R qui garantit (C3) de corollaire [2.1]. De méme (2.3.8) implique que (C1) a lieu. Par suit
on a 0y — 0 Pp.s (cf remarque 8).
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Chapitre 3

Vitesse de convergence et

développement asymptotique

3.1 introduction
Considérons une classe d’estimateur (én) défini récursivement par

~

0 =00 1 4+T740,- 1), (0n_1), n>1

ou:
1,, est une fonction vectorielle quelconque.
'), est un processs gaussien matriciel (peut étre déterministe).

0y € R™ est un point initial.

(3.1.1)

Dans cette partie nous donnons des conditions suffisantes (différentes de celles du Ch.2)

vitesse de cette classe d’estimateurs. En plus la classe de M-estimateurs contient des estimateurs

ayant une représentation asymptotique suivante: sous des conditions d’ergodicité il existe une

suite d’estimateurs solution de (3.1.1) vérifiant

ay/ (0) (0 — 0) = a, */? (0 sz (1)

o7

(3.1.2)



ou encore

O0n =0+ ay," () Zn:wi (0) + 0,0 (1)
=1

ol ay (0) = an (0,,,) est un processus matriciel réel déterministe et det a; (6) # 0.

3.2 Vitesse de convergence

la vitesse est donnée par le résultat suivant. Ce résultat est similaire au Corollaire [1.1] Ch.1

(a part le coefficient 2 dans la condition (R2)).

Proposition 12 Soit (a; (0)),~, un processus scalaire prévisible non-décroissant et a; (6) —¢— o0
00. Notons Aay (0) = a; (0) — ar—1 (0) et supposons que
. Aay (0
(R1) i S50 =0

(R2) 1l existe une matrice Cy symétrique et définie positive tele que
(CoAr—1, T (0 + Ay—1) by (0, A0-1)) < =X (0) (CoAp—1, A1)

ot (At (0));>, est un processus scalaire prévisible satisfait

S [240 o) <

(R3) pour tout 0 <e <1

o0

> ai 0) Eo (|07 0+ Ay 04+ A )| /Fia ) < o0
s=1

Alors pour tout & €10,1/2[ at (8)° (6, — 6) — 0.

Preuve: Nous verifions les conditions du lemme 1 Ch 1 avec C; (6) = Cy (a; (6))*°, 6 €10,1/2]

nous notons

Py = a2 E, <[r;1 O+ A1) 0+ A1) C(O) [T (0+ Ar1) by (04 Ary)] /ft_l)
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et

On a Vi(u) := (C; (6)

Aa?? — 2a0 )\

25
ay_1

Ty =

u,u) = <Cg (as (0))% u, u> et alors pour le processus K; défini dans (1.3.3)

(Ch 1), nous avons par (R2)

ICt : :AV;& (At_1)+2<0t( At 17 (0+At l)bt (0 At 1)>

+FEy < [F

O+ D) Y (0 At—l)] Ce(0) [T (04 A1) ¥, (0 + Ay1)] /ft—1>

= Ad? (CpAi—1, Ar—1) + 202 (CoAN—1, T (0 + A1) by (0, A1) + Py

IN

IN

IN

25
Qy— 1(

Aat <C@At_1, At_1> + 2at (_)\t <C9At_1, At_1>) + P (par (RQ))
(Aa?‘s — 2at6)\t> <09At,1, At,1> + Py

Aa?? —2a2° )\

55 ) (CoAt—1, A1) + Py

ai_q

= 1 <aff109At—1, At—1> + Py

Comme les processus Cy, P; sont définies positives alors [P;]" = [P4] et donc

(1+Vie1 (A-1))

car

-1 [Kt]Jr —

(a22,CoAr—1,0¢ 1)

1+<a?ilcht71,At71>

(1 + <a§ilcht_1, At_1>) )T
~1
< (1 + <G%§109At—17 At—1>) ([Tt]+ <a%i109At—17 At—1> + Pt)
(a2 CoA—1, A¢—1) n 1
= + P
14 (a? CoAs—1, A1) I 14 (a? | CoAy—1, A1) '
< [t P

<1, et 1 < 1. Donc on a
-7 1+(a?°  CoAr1,8¢ 1) —

D (Vi (M) ST <Y ] TP
t=1 t=1 t=1
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(o] [e.°]

Par (R3) avec € = 26, nous avons Y. Py < oo. Montrons que Y. [r:]7 < oo. Comme Aa?? =

t=1 t=1
a2’ — a?? |, nous peuvons écrire r; comme suit

Tt

(Aa?‘S — 2at5)\t) (a;Z{S)
(a o _ at 1— 2a 5)\,5) (a[?)
Ay 1) —1-2X (atat 11)26

aa; 1) (1—=2X\) —

Par le développement limité (1 + 111)25 =1+4+20z+0 (w2) on a

26 25
_ —ap_ A A
(ata;ll)% _ <at 1+ ar—at 1) _ <1+ at> _ 1+25a at +5§1)

ai—1 ai—1 t—1
ol 5§1) =0 (Aar/as-1)> —¢_.00 0 par (R1). Notons par
A
= = 2M¢
at

et du fait [,]T >n, on a

A
o= (we 1) (1=2X) =1 = (aa, 11)2(S <1 + 0= c:t> -1
1128 Aa
(ata; ) (1 +nf - att> -1

(1+25A+6( )> (1+n;f—Aat> —1
at—1 at—1

IN

Aay A A Aa; A
e NI} e AR} R B R e P\
ay at—1 ag—1 at—1 Gt
(1),,+ 1) Aay
+0, -4, -1
ag

Mais nous avons

Aat Aatat_l . Aat (at — Aat) _ Aat i Aat Aat

at atQt—1 atGt—1 at—1 ar at—1
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et

7Aat+25Aat 725Aat Aat _ 7Aat+Aat Aat
Qg at—1 at—1 Gt at—1 ar at—1
+26Aat _25Aat Aat
at—1 at—1 Gt
A Aa; A
= —(1-20) " 4 (1—25) S 2T
at—1 at ag—1
Par suit
A Aa; A A A
reS = (1=20) =2 g o (1 - 26) TSR SRS 26 =2 sy
at—1 ag at—1 ag at—1
Or
Aat Aat _ Aat

50 4 (1 - 26) 5t

at Qa¢—1 ag

A Aa\ Aa; [ Aay\ !
— at((‘”) 5§1)_at<at) 5§1)+(1_25)Aat>

at—1 at—1 at at—1

A -1
- 2% ((Aw) 5§1) <1Aat) + (1 - 26) Aat)
at—1 at—1 ag ag

A
B s(2)

at—1

En posant (553) =+ 20n B 4 77?59 =n 1+ 25@—?1 + 5§1)), on aboutit a

at—1

A
P < - (1—25) 20 4 Brse) 56 Aar

(2) (3)
—(1 —
at—1 at—1 at—1 ( ( 25) * 5t ) * 5t

Par (R1) on a 8" — 0 et 62 — 0. Donc de 1 — 25 > 0 on a du (— (1—26) + 59) <0,

at—1

et par conséquent et pour t > tg, nous avons

Aat

+ 8
at—1

1426

0| = nf < (1+¢)
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et par (R2) on a donc )

o0
5§3)‘ <(1+4¢€) > nf < oo Par conséquent
t>to

t>to

00 ] < i‘égzﬂ) < 00

t=1 t>to

ce qui donne
o0

(14 Viet (Arm1)) KT < 00
=1

Les conditions de lemme 1 Ch 1 sont satisfaites et V; (A;) — 0 et af(6; — ) — 0 pour tout

§€10,1/2[. m

Corollaire [3.1] Considérons le cas iid avec 1, (0) = ¥ (0, X3), et I'; (6) = t~y (0) . Supposons
que 0 — 0 et

(B1) il existe une matrice Cy symétrique et définie positive telle que
1
(Cou,y™ (0 + ) By (0 +u, X1)) < = (Cou,w)

pour u assez petit
(B2) Eg|vt(0+u) o0+ u)H2 =0(1) quand u — 0.
Alors, pour tout § € ]0,1/2[,#(6; — ) — 0 p.s.

Preuve: On choisit a; (f) =t qui est un processus scalaire prévisible croissant et a; (6) =
t — 00; Aat (f) =t — (t — 1) = 1. Vérifions les conditions de la proposition precedente. Nous
avons lim G,Ai = lim ;1 = 0 donc (R1) est satisfaite. Posons A;(f) = 1/2¢, qui est un
t—o0 4t—1 t—o00

processus scalaire prévisible et
0 + +
ACLt 1 1
E — —2X = E -—2—| =0
e [ ay t] v L 2t}

Par (B1), nous avons

1
(Codrn, T (04 D) by (0. A1) = <09At_1, O+ D) (04 A, X1>>

IN

1
5 (CoAr—1,Ai—1) = =Mt (0) (CoA—1, A1)
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Donc (R2) est satisfaite. Pour (R3), soit 0 < ¢ < 1, par (B2) nous avons

> i (0) By (07 0+ D) v 0+ A 0)|* /Fia)

2
/ft1>

= 2B (I O+ &) e 0+ A, X /A
t=1

oo
k Z 72 < 00
t=1

[e.e]

1
= ZtaEe (Ht7_1 0+ A1) (04 A1, X1)

t=1

IN

D’ot la condition (R3). Finalement V& € ]0,1/2[,a; (6)° (6; — 0) = t9(;, — ) — 0. m

3.3 Développement asymptotique des estimateurs

Dans cette partie nous donnons des développements asymptotiques des M-estimateurs formule

des estmateurs recursifs

Or =01 + T (01-1), (B1—1)

ou avec Ay =6, — 0

0p—0 =0, 1—0+T;2(0+ A1) 0, (04 A1)

Le but est de donner un développement asymptotique de 6, dont le terme principal est une

statistique linéaire de la forme suivante

t

b, =0+T,1(0)> v, (0) (3.3.1)
s=1
Notons
— -1 7 2 i:
Gy (0.u) = Ly ()T, (04 uw) by (0,w) 4/ ||ul| si: u #0 (3.3.2)
AT (0) sit u=0
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et nous avons

Ay = A AT 0+ A )Y (0+ A )
= A+ OF AL )b (0,0 1) FT7H 0+ A1), (0+ Ay )
T 0+ A1) b (6,A¢1)
= (I4+ @ O+ A1) 0 (0,0 1) A /AL 1A 1)) Ay
T 0+ A )Y (0 + A1) —T7 0+ Ap1) by (0, A1)
= (1@ OO T O+ A1) b (0, A1) AT/ 18c1])) Ary
AT (04 Apr) (W (0 + Ap1) = b (0, Ap1))
= (1-T;1(0)Cy (0, A1) Ay
AT O) T (0) T (0 + Ap1) (1 (0 + Ag1) — by (6, A1)
= (1-T;50)Ci(0,A0-1)) Apy + T (0) ¥ (3.3.3)
ode! =Ty ()T (0 + Av_y1) (W, (0 + Ay_1) — by (0, A¢_1)) est une différence de martingale.
Soit A% = 0, et pour ¢ > 1, notons A = §; — 6. La différence A} satisfait la relation
t

A =0, —0=T71(0) v, (0) (3.3.4)

s=1
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et la récurence suivante
t
Af = T;7H0)> v, (0)

= T,1(0) |Te-1 (0) T (0 Zws )+ (0

I (0) (Te—1 (0) AF- 1+¢t (9))
= TN O T (0) A7 + T, (0) v, (6)

= (1-T; (0T (0) + T, (0) Temr () Af_y + Ty ' (6) ¢y (6)

= [1-T71(0) (e (0) = Te1 ()] Aty + T () ¥4 (9)

= (1-T;H () AT, (0)) Afy + T (0) vy (6)

= (L-T;'(0) AT (0)) Aj_; + T, (0) e (3.3.5)

ot €/ = 1), () est martingale-différence. Par comparaison entre les équations (3.3.3) et (3.3.5),

nous peuvons obtenus le résultat suivant a les relations asymptotiques entre 0, et @: .

Théoréme 13 Supposons qu’il existe une suite non-aléatoire de matrices diagonales inversibles
Ay (0), telles que
(E) A; (0)T;1(0) AL (0) — 1, (0) ou n, (0) est une matrice aléatoire de detn, (0) # 0;
(L1)

¢
. 0 e,
t@wA z_; Cs(0,A5-1)) Ag—1 =0 P"-probabilité

(£2)

t
lim )" Ey (HA;l(e) Es (9)H2/}}_1> =0 P-probabilité
1

t—00

o

55 (9) - I‘s (9) Fs_l (0 + As—l) (ws (9 + As—l) - bs (Ha As—l)) - % (0>

Alors Ay (0) (0, — 0;) — 0 P?-probabilité.
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Preuve: Notons §; = 0; — 9: Par soustraction (3.3.5) de (3.3.3) on a

6 = 0,—0, =0, —0)— (6, —0) =2, — AT
= (1=T71(0)Cr (0, A1) Apr + T, (0) ]
—(1=T; OAT(0)) Af_y =T, (0) e
= AN —T7HO)CH(0, A1) Ay 1 +T71(0) (€0 — &)
—AF L +T7H(0) AT (0) A
= A= AL =T O) Cr (0, A1) Ay + T (0) (] — &7)
+T71(0) AT (0) A7 + T, (0) ATy (0) Ay — T (0) ATy (6) Ay_y
= O+ T (AT = Cr(0,A01)) Apy + T (e] — &) + T TATY (A — Ar1)
= 0p 1 —T7PATG 1+ T7HE) — &) + T (AT — Cr (6, A1) Ayy
= (1-T;7'ALY) S + e — &) + T (AT — Cy (0, A1) Arq

Posons
t t

M= [es—el] et Hyi=> [ATs = Cs (6, Mg 1)] Ay

s=1 s=1
Alors on a

6y = T (M + Hy + do), t>1
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Nous avons aussi

§p— 01 = Ty (My+Hy+80) — T (My—q + Hy1 + 60)

= T {My 1+ (0 —f) + Hio1 + (AT = Cp (0, A1) g1 + 65}
—Ft__ll {Mi—1 +Hi—1 + 00}

= (Ft_l - Ft__ll) {My_1+Hi1+ 60} +T; 1 (e — €F)
+T7H (AT — Cr (0, A1) Avy

= (0y'Teeq —Id) T4 {My—y + Hyoy + 00} + Ty (e — €7)
+T, (AT — Cy (0, Ar1)) Ay 1

= T (T =T 1) 0+ (e — )+ T, (AT — Cr (0, A1) Apy

= I7MADG  + T (e —ef) + T (AT — Cr (0, A1) Ay 4

Montrons que At(ét - é:) = A0 = Atl“t_lAtAt_l (M + H¢ + 09) — O en PY- probabilité.
Par (E) on a: A Ay — n, et A;7'6g — 0. Par (L1) on a A;'H; — 0 en probabilité.
Reste a montrer que A, M, — 0 en probabilité. Notons le vecteur différence de martingale

My = (Mt(j)) et le crochet <M(j)>t est

< M(j)>t — <Z {Eg) _ gzm} > — Zt: <€gj> _ €:<j>>

s=1 s=1
— z; <Ega> _ ) ) 5*(J)> _ ;Ee <(Egy> _ Ezw)Q /f8_1>
RN () )
;Ee ((533 ) [Fs

ou & est défini dans (L2).Par (L2) et A; diagonale, nous avons
¢ ) t 2
0 = lim) E (HA;l (0) & (0)] /]—“S_1> =lim Y Ey [(AZ (mgsg])) /fs_l]
s=1 s=1

= lim (A;l(jj)>2iE9 [(5351))2/7-"5_1}
s=1

= lim (At_l(jj))2 <M(j)>t en probabilité
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Maintenant, l'inégalité de Lenglart-Rebolledo (cf.[10],Ch.1,§9) donne, pour tout £ > 0, € > 0

P’ {(M§j>)2 > K2 (Atl(jj)>2} < % + P {<M<j>>t > (Atlm))?}
Par suit
PY {(Mt(j)>2 > k? (Atl(jj)>_2} — 0 quand ¢t — o0

c’est a dire

Finalement

Remarque 14 Les résultats dans cette section donnent des conditions suffisantes pour la con-
vergence des suites de la forme Ay (0) Ay. Par conséquent, nous pouvons utiliser ceci pour
trouver une condition suffisante a (L1) sous la forme suivante:

(LL) les éléements de Ay (0) sont des processus non-décroissants, Agjj) (0) — oo (A (6)

est diagonale), et

A7%(0)> A (0) (AT, (0) — Cs (0, A1) Agg — 0
s=1

Proposition 15 On a la condition (LL) implique (L1).
Preuve: Notons

Xs = A[ATs(0) — Cs (0, As—1)] As—1

t t
G = A7V AT (0) — Co (0, Ac )] Agy = A7PD Ay,
s=1 s=1
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Nous avons la formule suivante

t

t t—1 t
Z D;Acs = Z Dy (Cs - Csfl) = Dic; + Z Dscs — Z Dscs—q
s=1 s=1 s=1

s=1

t t
= Dic; — (Z Dgcs—1 — ZDs—lcs—l)
s=1 s=1

t
= Dicp — Z (Ds - Ds—l) Cs

s=1

t
= Dc; — Z ADgiq1cs avec ¢g =0= Dy (3.3.6)

s=1

S
Nous utilisons cette formule pour ¢; = Y x,, et Ds = A7!, nous obtenons
m=1

t t t s—1
ZA;1XS = Aglsz —ZAA;l Z Xm
s=1 s=1 s=1 m=1

c’est a dire
t t s—1
G =AY s =AY AATTY x
s=1 s=1 m=1

Mais

AAT = ATT =AY = —ATN (A — A ) ALY = —AAATTATY
Par conséquent
s—1

Xm

m=1

s—1
As_lAs_—ll Z Xm]
m=1

G

t t
A7 X — AT (AAATTALY)
s=1 s=1

t t
= A7) X, F AT D AA
s=1 s=1

t s—1
Par (LL) nous avons A; 2> x, — 0 et A;'AZY S x,, — 0. Par un Lemme de Toeplitz
s=1 m=1
LOUS avons

t s—1
AT T AA, {A;lAs_ll > xm} —0
s=1 m=1

Donc Gy — 0 qui est (L1), donc (LL) implique (L1). m
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Remarque 16 i) La condition (E) est du type ergodique. Elle a lieu si T'y (6) est non-aléatoire
ou si T'y (0) /t — v (0) pour une matrice inversible non-aléatoire.
i) La condition (L2) est une condition de continuté des fonctions 1, (0) et 'y (0) par rapport

a6.

3.4 Exemples

Cas iid
Considére le cas d’observations iid Xi, Xo,... de densité f (6,z), § € R™. Supposons que
1 (0, z) est une fonction d’estimation: [ (6,2) f (6, z)u (dz) = 0. Nous définissons l'estimateur

récursif 6; par

. 1 R R
0y =0;1 + 2771(9t—1)¢(9t—1,Xt), t>1 (3.4.1)

ott v () est une matrice non-aléatoire, telle que y~1 () existe pour tout § € R™.

Supposons que

ju (0) = /ww,z) T (0,2) £ (60,2) i (d2) < o0

et considérons les conditions suivantes:

(I) pour tout 0 < e < 1,

sup w7 (0 +w) /1/} 0+ u,z) f(0,z)p(dr) <0
e<|lull<1/e

(II) pour tout u € R™,

S 6406 0+ w,2)|* £ 0,0 (do) < KoL+ ful?)

ou Ky > 0.
(IIT) ~ est continue
(1v)
Jim [ 100+ u.2) = 0 0.0 £ (0,5) n (d) =0
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(V)
/w(ﬁ—i—u,x)f(&,x)u(dx):—7(0+u)u+a9(u)

l—i—a)

ott o (u) = of||ul| quand u — 0 et € > 0.

Nous avons le corollaire suivant

Corollaire [3.2] Supposons que les conditions (I), (V) sont satisfaites. Alors Destimateur 6,
est convergent et t0 (9t—9) — 0 Pep.s, pour tout 0 < § < 1/2. De plus 9t est asymptotiquement
gaussien:

£ (#7200, 0)/P") —= N (0.7 0) 34 () 0))

Preuve: Comme I'y () = ¢y (0) et b (0,u) = b(0,u) = [¥(0+wu,z2)f(0,2)p(dz), nous
avons du Corollaire [2.1]. Ch 2 que (I) et (II) impliquent (C1),(C2) et (C3) de Théoréeme 7
que 0, — 0.

Alors, (II) implique (B2) du Corollaire [3.1]. En effet la condition (/1): Vu € R™,

S 6406 0+ w2)|* £ 0,0 (do) < KoL+ )

ou encore

Eo (|7 @+ ) w0+ u.0)|*) < Kol + ) = 0 1)

quand v — 0. D’ou (B2).La condition (V') implique (B1) du Corollaire [3.1], avec Cyp = 1. En
effet (V):

B0+, X0) = [ 46+ u.2)f(6,5)n(ds) =~ (6 + wuta’ (u
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implique que

(uy ™ O+w B (0 +u. X)) = (w7 (0+u0) (70 +wuta’ (W)
= (=) + (w7 (0 + w) o’ (u))
=l + (uyy ™t (0 + w) o ul] ) )
= —HuH +o<|ruu”6>< Y0+ w)

< —*H 1?2 = (u u) quand u — 0

D’ou (B1) avec Cy = 1.

Par conséquent les conditions (B1) et (B2) du corollaire [3.1] sont satisfaites et donc pour
tout 0 < & < 1/2,t5(6; — ) = t°A; — 0 p.s.

Vérifions les conditions du Théoréme 13 avec A; = v/tI. La condition (E) est triviale. Pour

vérifier (L1) il suffit de montrer avec I'; (6) = ¢t (0) que

Z (9 As 1)) AS*1
s=1
t
_ \2 ; (s—(s—1)v(0) = C (6, A0 1)) Ags
_ \f S (5(8) — C (60,80 1)) As s
s=1
_ %Z C (8, As—1)] V35Ds—1 — 0
s=1

ou par (3.3.2) nous avons pour u # 0

Ci(6,u) = C(0,u)==Tr(O)T; " (0+u)by (0,u)u”/ [|ul?
=~y (0) ;77 O+ Wb (@) ul?

= - (H)W_l(9+U)/¢(9+u72)f(Q,Z)M(dZ) "/ ul?

et pour u =0, C (0,0) = AT, (6) =T4(0) —T4—1(0) = (t — (t — 1)) v(0) = v () . La condition
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(V') donne

[ (0) = C (0,8, )] V3D
= OO 04 a6+ 8027 0.2 002 AT 18,1 ] Vi
= VE[1O) +7 07 0+ A ) (<1 (0+ A1) +a (A )]
= V5[7O) =7 (O + 7)1 0+ Asr)a’ (As)]
= V()7 (0 + As1) o’ (Ao
= (Al (7O O+ Av1) 0l (A 1)/ [Ae ]
= Vsl

ot 0, = () v 1 (0 + As1)a? (A 1)/ |As_ 1], On a par (ITI) et (V) et A,y — O

ds —s—00 0. Par suit puisque

[v(0) —C(0,As-1)] VsAs1 = /s HAs—lHlJFE ds

1 1+e
= /=5 (G=0TF acal) 6 —0

1
car pour % < 1/2: (s—1)20+) A;_1 — 0 p.s. Par un Lemme de Toeplitz, nous avons

t
i 21[ v (0) —C(0,A:-1)] /5451 — 0. D’ott la condition (L1).
Ve

rifions la condition (L2). Pour le processus & (#) nous avons

IES O = |[Ts(O)T51 (0 + Aymr) (% (0 + Dgo1) — by (6, As—1)) — 0, (0)]
= ”’Y (0) 771 (9 + As—l) W (9 + As—la Xs) -b (07 As—l)) - ¢ (07 XS)H2

en utilisant (x — y)2 < 222 + 242, nous obtenons

Hgs (9)||2 < 2 H’Y (9) 7_1 (9 + A571) Tl’ (0 + A5717 Xs) - ¢ (9a Xs)H2
+2 (7 (O) 70+ As1) b (0, Ay )|
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Par (V'), nous avons
b(0,As-1) = /¢ 0+ As—1,2) f(0,2) p(dz) = =y (0 + As—1) As—1 + af (As—1) — 0

Par (I11): v (0) 7~ (6 + As_1) — 1 et par suit par (IV) nous avons Ey (||58 (02 /]:s,l> — 0.

Donc par un Lemme de Toeplitz

S (47 @& ) 1Fr) = 3 o (1€ @) 1Fr) — 0
s=1 s—1

Donc (L2) est satisfaite.
Donc les conditions du Théoréme 13 sont verifies pour A; (§) = +/t. La formule du

dévoloppement asymptotique (3.1.2) donne pour I'; () =ty (0) :

t

> (o,

s=
t

ét—e - S +0p‘9(1)

6, X,)
Vi, — 0) W(0, Xs) + 0, (1)

)
1

1
Viy (0) =
ot 0,0 (1) —P" 0. Par le théoréme centrale limite pour les v.a P(0, Xs) iid centrées et de

matrice de covariance jy (f) on aboutit a:

V(0 — 0) = N(0.77"(0) 5y (0)7 " (6))
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Annexe 1

Résultats auxiliaires

Lemme 2 Soit Fy, F1,... une suite non-décoissante de o-algebre et, Xy, 3,,,¢,,C,, € Fn,n >0

de variables aléatoires non-négatives, telles que
E (Xn/fnfl) < Xn-1 (1 + ﬁn—l) + é.n—l - Cn—lv n>1

Alors

{Z&'l < OO} N {Zﬁil < 00} C{X —}n {ZCil < OO} yp-S
i=1

i=1 i=1
ot {X —} dénote lim X, existe et finie.
—00

n

Preuve: Pour la preuve de ce lemme cf. [12]. =

Lemme 3 Soit d,, est une suite non-décroissante des nombres positives telle que d,, — 0.

o)
(a) > & = oo,
n=1
00

(b) X Adr <oo, Ve>0

Preuve: Pour la preuve de (a) (cf.[17],Lemme 2,§3,Ch. IV).
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N N 1 N
Ad Ad,,dt -1
0 < < n _ 1
> nzz:l d}l—i-s — ;O/ (dnfl _|_tAdn)1+e nzz:lg(d"_l -i—tAdn)E ’0
ZN: 1/ 1 1 1/1 1 L
= — _ — — — JE— R _ 00
Lec\d, d) e \dy  dy eds

Lemme 4 Supposons que g # 0 est une fonction paire positive sur R, et g | 0 sur Ry. Sup-
posons aussi que ¢ est une fonction impaire mesurable dans R, telle que ¢ (z) > 0 pour z > 0,
et [|¢(z—w)|g(z)dz < oo pour tout w € R.

R

Alors pour tout w # 0,

w / $(z—w)g(z)dz <0 (A.1)

De plus si g(z) est continue, alors pour tout € € ]0,1[,

[e.o]

sup  w / ¢ (z—w)g(z)dz <0 (A.2)

e<lw|<L1/e
Preuve: Pour la preuve cf.[15] m

Lemme 5 Supposons que dn,cn, €t ¢ sont des variables aléatoires, telles que d, > 0, ¢, > 0,

c>0, etd, — o0 quand n — oo. Alors
1 n
T Z c; — ¢, en probabilité
" i=1

implique que

(o ¢] c o
Za:oo p.s. , et Z—%<oo p.S
n
Preuve: Notons, &, = L >~ ¢;. Comme &, — ¢ en probabilité, il s’ensuit qu’il existe une
" =1
sous suite &;,, de &,,, telle que &;,, — ¢ p.s.
o0
Maintenant, supposons que ) ¢ < oo dans un ensemble A de probabilité positive Alors
n=1 "
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il s’ensuit d’aprés le Lemme de Kronecker (cf.[17],Lemme 2,§3,Ch.IV) que £, — 0 dans A.

Alors il s’ensuit de ¢;,, — 0 dans A, que ¢ = 0 dans A. Ce qui contredit que ¢ > 0 p.s. Donc
(0.0

Y, =00 ps.

n=1

~ Pour la deuxiéme implication (cf.[17],Lemme 2,§3,Ch.IV). m

7



Annexe 2

Simulation

Nous étudions un processus AR (1) défini par
Xe=0Xy 1+ 2, t=1,2,..

ot Xo =0, et Z; sont iid de densité gaussienne N(0,1). L’estimateur des moindres carrés défini

par (1.4.11):
. . 1 .
0y = 0;_1+ A <XtXt71 — Xf_19t71> ou I = 1 + X7,
¢
La figure 1 représente une réalisation de 0, pour 8 = 0.5 et trois valeurs initiales : éo = —-0.1,0.1
et 0.7 .

La taille de ’echantillon est 100. Dans le cas de la loi normale nous remarquons que la
méthode des moindres carrées et du maximum du vraissemblance donnent le méme estimateur

défini par (1.4.11). En général cet estimateur vérifie ’équation (2.3.4):

0r =01+ T (010 (Xt — 01X 1)

D’aprés (2.3.5), I't = iy, y(2) = li(2) = fﬁ(z’j) = _iggXt_l’ et estimateur devient

g (2)
9(2)

7 h —1.-1
Ht = Ht—l - It 7’g Xt—l

!

2
olt g(2) est la densité gaussienne N (0,1) de Z;, et g (2) /g(2) = —z, iy = [ <_g (z)) g(2)dz =

g(2)
1.
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L’estimateur MV devient
R R 1 9 &
Oy =0;1+ A (Xtthl - Xt_19t71)
t

qui est aussi 'estimateur MC.

m2(100)
05 1.0 15 20 25 3.0
|

0.0
|

Index

Figure 1.Trajectoire de 0,
La figure 2 représente la realisation de ; defini par (2.3.10):

. R X, — 01X,
0 =0; 1+ 1710 1) (a+1) Xy e t>1

o+ (Xt - @t_lXt_1>2, B

qui est 1| EMV avec un bruit blanc de loi de Student & a@ = 3 degrée de liberté,avec I; =
L1 +igX%, otig=a+1/a+ 3 pour § = 0.5 et trois valeurs initiales o = —0.1, 0.1 et 0.7

et le nombre d’observation est 40.
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Index

Figure 2. Trajectoire de 0,

La figure 3 représente une realisation de (2.3.10) et (1.4.11) pour un processus AR(1) de
bruit blanc de loi de Student & a@ = 3 degrée de liberté et 8 = 0.4, 0 = 0.1, n = 300.
Dans les figures 3 et 4 TEMV est en noir et TEMC est en rouge.
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0.8
|

06
|

m1(300)
05

03

0.1

0 50 100 150 200 250 300

Index

Figure 3. Trajectoires de EMV et EMC

La figure 4.représente l'erreur quadratique des estimateurs définis par (2.3.10) et (1.4.11).

0.15
1

0.10
|

erreurgua(300)

0.05
1

0.00
1

o o

50 100 150 200 250 300

Index

Figure 4. Erreur quadratique de (2.3.10) et (1.4.11).
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Conclusion

Dans ce mémoire , nous avons présenté une synthese de trois articles de Teo Sharia.

Nous avons développés les principaux résultats de convergence et les vitesses de convergence
des estimateurs définis de maniére recursive avec aussi des exemples.

Nous avons consacré une Annexe pour traiter des simulations numériques sur des estmateurs

récursifs pour le parameétre d’un processus AR(1). Les résultats obtenus sont trés satisfaisants.
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