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Introduction

En pratique, les mouvements des phénomenes de la nature sont régis par des équations
différentielles ordinaires. Implicitement, dans cette supposition, le comportement de ces
solutions est déterminé uniquement en fonction de 1’état actuel et non de I’état postérieur.
Dans le cas des équations différentielles a retard ou équations aux différences, ou plus
généralement les équations différentielles fonctionnelles, le passé exerce une influence.
Les phénomenes compliqués de la nature sont plus exactement régis par des équations

différentielles fonctionnelles que par des équations différentielles ordinaires.

Exemple :

Commencons par un exemple simple, il s’agit de ’équation linéaire scalaire

dx
E:—x(t—r) r>0 (1)

Soit ¢ une fonction donnée, définie et continue sur [—r,0]. Alors, il existe une fonction
unique z(t) : définie sur [—r, +oo[, qui coincide avec ¢ sur [—r,0] et qui est solution de

I’équation (1), pour ¢ > 0.

En effet, si x est une telle solution, alors elle doit vérifier

z(t) = ¢(0) — /0 z(s—r)ds t>0,

et en particulier,
t
z(t) = ¢(0) —/ p(s—r)ds r>t>0,
0

cette derniere équation définit  sur [0, 7] et itérativement, on définit = sur [r,2r].......



Remarques

1. Pour toute fonction ¢ définie et continue sur [—r, 0], il existe une solution unique
sur [—r, oo, notée z(¢p).

2. La solution z(¢) admet une dérivée continue pour ¢ > 0, mais pas en 0 sauf si
©(0) admet une dérivée a droite en § = 0 et Z—f(()) = —@(—r) (condition qualifiée
de condition de compatibilité). La solution x(y) est plus réguliere que la condition
initiale.

3. Pour ¢ donnée sur [—r, 0], la solution x(¢)(t) n’est pas définie pour ¢ < —r, on voit
que z(p)(t) n’est pas définie a gauche de —r.

En effet, si x(¢)(t) est défini pour ¢ < —r, on voit que z(p)(t) est défini pour

t>—r—eg, €>0. Alors ¢(f) admet une dérivée continue pour 6 € | — ¢, 0].

D’autres formes plus générales sur les équations différentielles a retard sont les sui-

vantes :
% = F(t, x(t), z(t — 7’))
Z—i = —azx(t— 1)<x(t) + 1)

Exemple :[42] Equation Différentielle Fonctionnelle & Retard.

Considérons une population biologique composée d’individus adulte et juvénile. Soit
N(t) dénote la densité des adultes au temps t. Supposons que la durée de la période
juvénile est exactement h unité de temps pour chaque individu. Supposons que les adultes
produisent des oeufs a et u la probabilité de mortalité par unité de temps. Supposons que
les nouveaux né survivent la période juvénile avec une probabilité p et posons r = ap.
Alors la dynamique de N peut étre décrite par 1’équation différentielle suivante :

) = —iN () + N () )

qui fait intervenir un terme non local, r N (¢ — h) signifie que les nouveaux-né deviennent
adulte avec un certain retard. Ainsi la variation instantannée de la densité de population

N fait intervenir le courrant comme les valeurs du passé de N.



Telles équations sont appelées équations différentielles fonctionnelles a retard (RFDE)
ou alternativement, équations a retard.

L’équation (2) décrit les variations de N. Pour déterminer le passé de la solution au
temps ¢ = 0, on a besoin de décrire les valeurs de N au temps —h, et on peut voir que
ce n’est pas suffisant de donner la valeur au point —h, puisque I’exemple suivant montre

bien que cette condition ne suffit pas pour déterminer entierement la solution.

Equation Différentielle de type Neutre

dz dz
%—c%(t—r)—l—dx(t—r) r>0,¢c>0

Soit ¢ la solution initiale sur [—r, 0], admettant une dérivée continue, alors on peut
déterminer une solution de celle ci pour ¢ > 0, ayant une dérivée premiere continue sauf
aux points t = kr, k € N. Si

de , do

= CE<—T)+dQD(—T) r>0,¢c>0

x
alors m est discontinue en 0 et par suite discontinue en ¢t = kr car ¢ # 0.

Equation Différentielle Avancée

d
=ylter) r>0 (3)

Si on pose T = —t, x(t) = y(—t) alors = est solution de I'équation (1).

Equation Différentielle 4 Retard de type Mixte

d
d_j:ax(t—r)—l—bx(t—l—r) r>0, a0, b#0 (4)

Cette derniere équation a une caractéristique, c’est qu’on ne sait pas sous quelles condi-
tions ’équation (4) définit une fonction pour ¢ > 0, car sa dérivée dépend a la fois du

passé et du futur.
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0.1 Quelques Modeles sur les Equations a Retard

0.1.1 Les Modeles de Compétition de Lotka-Voltera

Le premier modele de compétition d’interactions en dynamique des populations a été
développé par Lotka [75] et Volterra [101], qui est décrit par le systeme d’équations

différentielles ordinaires suivant :

%H (t) = aPi(t) — bPi(t)Py(t) pour t >0,
%PQ(t) = —cPy(t) + dPy(t)Py(t) pour t >0, (5)

Ou P, et P, dénotent respectivement les populations de proies et de prédateurs respec-
tivement et les parametres :

a est le taux de croissance naturelle de la proie en absence de la prédation,

b est le taux de mortalité de la proie due a la prédation,

c est le taux de mortalité naturelle des prédateurs en absence de proies,

d est le taux de croissance des prédateurs en présence de proies.

Dernierement, plusieurs auteurs ont observé qu’il est plus naturelle de supposer que le
taux de croissance dépend aussi du passé, qui peut résulter d’'une variété de causes, telles
que la période d’éclosion, la lenteur du remplacement de la nourriture ou le bénéfice du
stock de nourriture, ce qui nous emmene a une équation différentielle fonctionelle a retard.

Dans [101], le modele (5) s’écrit sous la forme suivante :

%Pl(t) = Pi(t) (a - bPQ(t)> pour0 t>0,
%Pg(t) — Pg(t)<—c+dP1(t) +/_Tk(s)P1(t+s)ds> pour ¢ > 0, (6)

Pi(0) = ¢1(0) pour —r <0<0 et P(0) =P,

ol k est la fonction noyau.

Un autre modele a été proposé par Brelot [25] ou le retard est infini :

4 400
%Pl(t) — Pi(1) (a —bPy(t) — /0 k(s) Pyt — s)ds) pour ¢ >0,
%Pg(t) - Pg(t)(—c—i—dPl(t) - /0 )P - s)ds) pour t>0,  (7)

Pi(0) = ¢1(0) et Py(f) = p2(f) pour 6 <0.
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Le mouvement spatial et la migration des especes d'un endroit a un autre peuvent
compliquer les interactions ecologiques et influencer le comportement de leurs evolution.
Par exemple, si la nourriture est fournie de facon homogene dans I'espace, la diffusion
spatiale peut découler de la tendance des especes a migrer des régions de forte densité de
populations vers des régions de faible densité de populations.

Fisher [52], a proposé le modele suivant pour décrire I’évolution d’une espece

% (¢, )—522 (t,x) + Bu(t,r) — yu*(t,x) pourt >0etx € Q, (8)
ou A3, v, 0 sont tous positifs et représentent respectivement le taux de croissance, le
parametre de concurrence et le coefficient de diffusion, Q2 est un ouvert de R", ou u(t, x)
est la densité de population au temps t et a la position .

De nombreux phénomenes, comme l'instabilité, des oscillations et des modifications
périodiques, ne peuvent s’expliquer sans mettre en oeuvre des retards ou des diffusions
dans le modele. Différents types de modeles spatio-temporels intéressants avec un retard
peuvent étre atribués a de tels effets.

Murray [86] ; Cohen, Hang et Simpson [27] ont construit le modele de réaction-diffusion

tenant compte de la compétition avec retard infini suivant :

ou 82 +o0 +oo
— (t,z) = P (t,x) +/ [(s)u(t — s, z)ds — / E(s)u(t — s, x)ds, 9)
ot 0x? 0 0
ou le terme f0+oo [(s)u(t — s, x)ds représente la croissance et le processus de décroissance
des proies.
fOJrOO k(s)u(t — s,z)ds est la consommation des prédateurs dans la population de proies,
ou [ et k sont des fonctions poids pour les effets héréditaires.

D’ une maniere plus générale le modele de Lotka-Volterra des équations de réaction-

diffusion de type n especes s’écrit sous la forme (voir [104]).

ou; 0% "
Lt x d; t,x —i—buztx[aiuit,x —i—/ l;(s)u;(t — s, x)ds
5 9= g e s [Tl ann
+2 0 0 kg (s)uy (t — )ds] pour 1 <i<mn
ot ¥ = (2, -~ xny) € Q C RN, Q est une partie bornée de RY avec un bord régulier,

a;, b;, d; sont des constantes positives et [;, k; ; sont des fonctions noyaux.
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0.1.2 Modele Cellulaire

Des modeles mathématiques pour une variété de la dynamique biologique sont plus
commodes sous la forme d’équations différentielles fonctionnelles. Dans ce cas, le retard
naturel est le cycle cellulaire. Dans [77], [78], [79], [80], [81], [82] et [83], les auteurs ont
étudié une série de modeles pour la réplication des cellules et de maturation dans lesquelles
la dynamique est décrite par la solution d’une équation aux dérivées partielles de premier
ordre avec retard dans le temps ainsi que la non localité de la variable de maturation.
La figure ci-dessous se compose d'une phase de prolifération cellulaire d’une population
P(t) au temps t et une phase de repos Gy, avec une population de cellules N(t). La phase
de prolifération des cellules se compose de cellules dans la phase G du cycle cellulaire,
la synthese de 'ADN appelée phase (S), Ga, et des mitoses M. Dans cette phase de
prolifération, les cellules sont engagées a subir la division cellulaire en un temps constant
T apres leur entrées en GG;. Le taux de mortalité v de la phase de prolifération est di a
I'apoptose. Au moment de la cytogenese (division cellulaire), une cellule se divise en deux
cellules filles, qui sont censées entrer dans la phase de repos (N). Dans cette phase, les
cellules ne peuvent pas se diviser mais elles ont trois destins possibles : se différencier a un
taux constant J, entrer de nouveau dans la phase de prolifération & un taux (3 ou rester
dans Gy. Pour plus de détails se référer a la these de Crauste [32] et de Pujo-Menjouet

[93).
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Figure 1

La phase de prolifération des cellules (P) comprend les cellules en Gy, S (synthese de
I’ADN), G5 et M (mitose), tandis que dans la phase de repos (N), les cellules sont dans la
phase Gg. J est le taux de différenciation dans toutes les populations découlant de cellules
souches et v représente la perte apoptotique de la phase de prolifération des cellules. 3

est le taux de cellules entrées de nouveau dans (G, pendant la phase de prolifération, le
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cycle cellulaire 7 est la durée de la phase de prolifération. Lire [78] et [79] pour plus de

détails.

Dans Mackey, Pujo-Menjouet et Wu [80] ont présenté un modele décrit par un couplage

nonlinéaire d’équations différentielles a retard, qui prend la forme suivante

d];—f) = —yP(t) + B(N{t))N(t) — e "B(N(t — 7))N(t — ) pour t >0  (11)
ﬂgﬁ:“%MN“»+ﬂN@W+%ﬂW%N@—TDN@—T)mmrtz& (12)

ou dans le repos G, [ est donnée par
5"
B(N) = chJOF—J\W :

Dans 1'équation (12), le premier terme de droite représente la perte de la non pro-
lifération des cellules & la phase de prolifération (flux 6(N)N) et a la différentiation (flux
ON), le deuxieme terme représente la phase de production des cellules dans Gy a partir
de la prolifération des cellules souches. Le facteur 2 compte pour I'amplification des ef-
fets de la division cellulaire tandis que e~ compte pour l'atténuation dans la phase de
prolifération en raison de I’apoptose.

Désignons par P(t) la densité pluripotente de la population des cellules souches (cel-
lules / kg) au temps t. Récemment, Adimy, Crauste et Ruan [1], ont présenté le modele
mathématique avec retard suivant décrivant la dynamique de cette population de cellules
P(t).

dP(1) n 2 4 o

N - - - — >

dt @+%w+P@JP@+T—mmAm%m+P@—@ﬁw r)dr pour ¢ > 0
(13)

ou le premier terme de droite représente la perte cellulaire en raison de la mortalité et la

différenciation cellulaire. Le deuxieme terme représente la prolifération de la division des

cellules en deux cellules filles au cours de la mitose, avec § > 0, >0, 8§ >0 et n > 0.
Dans [81], [82] et [83], Mackey et ses collaborateurs ont examiné la dynamique de la po-

pulation de cellules dans lesquelles il existe une prolifération simultanée et une maturation.
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Le modele mathématique de ce processus est formulé comme une équation fonctionnelle

aux dérivées partielles avec pour densité cellulaire u(t, z). L’équation est donnée par

8“ au —cT —cT
E(zﬁ, r) + ama(t, x) = —du(t,x) + Mu(t — 7, ze )(1 —u(t — T, ze ))

pour t > 0 etz € [0,1],

(14)

ou u(t,x) est la population de cellules avec la maturation z au temps t, —ou(t,z) est la
fonction de mortalité, Au(t — 7, xe™°") (1 —u(t —T, xe‘”)) est la fonction de retard des
naissances, ax est la maturation dépendant de la vitesse de convection et ¢, d, A sont des

parametres constants.

0.1.3 Modele Climatique

Dans une série de documents, Hetzer et ses collaborateurs ont montré que la réaction
de diffusion des équations différentielles a retard se pose naturellement dans 1’étude
des modeles climatiques. La dépendance au retard est dii a un long temps de réponse
T (T =~ 10%) des énormes feuilles de glace continentales, voir [62], [63], [64] et [65] .
Dans [63], 'auteur nous propose 'étude du modele climatologique a retard suivant

( c(x, fET B(s)u(t + s, x)ds) %(t, x) — div(kgrad u(t,.))(x)

= R(t, z,u(t,x), fETﬁ(s)u(t - s,x)ds) pourt>0etx € M (15)

u(s,x) =wv(s,z) pour —T <s<0etx € M,

\

oll M est égal & la sphere unité euclidienne S2, qui correspond a la surface du globe. Le
second terme de droite de I’équation représentant la moyenne nette du flux de rayonnement

est donné par
R(t,x,y,2) = p Qt,z)[l —a(r,y,2)] —g(y)  pourt>0 etz € Mety,z€ R,

ol u@) est le nouveau flux de rayonnement solaire, o 'albédo et g est le flux sortant du

rayonnement terrestre.
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0.1.4 Dynamique des Populations

Pour décrire l'interaction de diffusion spatiale et le retard dans une dynamique des
populations, commencons par une simple espece de population distribuée uniformément
dans un environnement isolé.

Soit u(t) le nombre d’indivudus au temps t. Alors le modele de la croissance est donné
par

dz(t” = ru(t)f (u(t))

ol r est une constante positive appélée taux de croissance intrinseque et v f(u) est le taux

de croissance effective.
Un choix possible de f qui saisit les caractéristiques essentielles d'un environnement

fini est f(u) =1 —u/K, ce qui conduit a la célebre équation logistique

du(?) u(t)
= ru(t)(l - 7) (16)

ou chaque solution non triviale non négative converge vers ’équilibre stable u = K, K
est la capacité de transport de ’environnement déterminée entre autres par la nourri-
ture, I’espace, la prédation, etc. Dans I’équation (16), la densité dépend d’un mécanisme
régulateur, qui, répresenté par le facteur 1 —u/K opére instantanément. Cependant, dans
la plupart des situations réelles, ces effets régulateurs sont susceptibles de fonctionner avec

certains retard. Une voie d’incorporer ce retard est d’écrire 1'équation (16) comme suit

du(t) u(t — 1)
i ru(t) (1 - T)’ (17)

ou 7 peut provenir d'une grande variété de causes telles que la période d’éclosion, la durée
des grossesses, la lenteur du remplacement du stock de nourriture. Cette équation peut
aussi se poser comme une approximation pour décrire entierement une seule population
structuré en age (voir Auslander [13], Metz [85], Smith [96]). L’équation (16) a été intro-
duite en dynamique des populations par Hutchinson [69] et Wangersky et Cunningham
[102]. Bien str, il est plus réaliste que les termes régulateurs de la densité ne devraient
pas seulement dépendre de la population au temps 7, mais devraient tenir compte des

dernieres populations passées. Ceci conduit a I’équation suivante

du(t) ['.Q(t — s)u(s)ds
e ru(t)(l — e ),

17
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pour une certaine application @ : [0, 400[— [0, +00] telle que ffoo Q(t — s)ds = 1.

Les modifications et généralisations des équations (17) et (18) ont été largement étudiées,
et de nombreux comportements complexes a long terme et des modes temporelles de
croissance démographique observée dans les expériences en laboratoire et dans la réalité
peuvent souvent étre attribués au mécanisme de retard. Pour plus de détails, on pourra se
référer a McDonald [77], Hale [57] pour des résultats détaillés des problemes des systemes

dynamiques en présence d’effets héréditaires.

0.1.5 Formulation Abstraite

Les modeles mathématiques (9), (10), (11), (12) et (13) peuvent étre écrits sous la forme

de I’équation différentielle fonctionnelle abstraite suivante

d
Jult) = Au(t) + F(u)  pourt >0 (19)

u(d) = (@) pourd <0,

ou A est un opérateur linéaire non borné et F' : B — X est une fonction continue de
I’espace de phase B vers X. L’espace de phase B sera précisé ultérieurement. Dans la

littérature I’équation (19) s’appelle équation aux dérivées partielles fonctionnelles.

0.2 Rappel Historique sur les Fonctions Presque-Périodiques

La notion de fonctions presque-périodiques est d’une grande importance dans 1’étude
des équations différentielles. La théorie des fonctions presque-périodiques se développe
avec vigueur depuis une quatre vingtaine d’années environ ; tres exactement, les premiers
résultats de celle-ci ont été publiés dans les deux articles du pionnier de cette classe de
fonctions, P. Bohr [21] parus dans la revue ” Acta-Mathematica ” en 1925 - 26. Elle a été
développée par d’autres, notamment par Bochner [18] qui, vers 1933, a donné deux autres
versions de la définition des fonctions presque-périodiques équivalentes a celle donnée par
Bohr, mais plus maniables. Dans les années cinquante, cette étude a été reprise par Ste-
panov [97] qui définit la notion de fonction presque-périodique en moyenne Lj . Dans les

années soixante, Bertrandias [14] a présenté un travail dans le prolongement de celui de
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Stepanov en définissant les fonctions presque-périodiques continues seulement en moyenne.
Il faut aussi mentionner les noms de Weiner, Besicovitch [15], Delsarte, Maak [84] Bogo-
lioboff, Levitan [71], dont les travaux consistent en I’étude de la presque-périodicité de la
primitive d’une fonction presque-périodique.

Avant que Bohr ett donné la définition générale, il y a eu des études de fonctions
presque-périodiques d'un type spécial : somme de Fourier de fonctions périodiques par
Bohl et Esclangon en 1923. Cette idée a été soulevée vers la fin du siecle dernier par H.
Poincaré. Les premieres publications dans ce domaine ne concernaient que les fonctions a
valeurs réelles ou complexes. C’est Bochner [18] qui a étendu la notion au cas des fonctions
a valeurs dans un espace de Banach quelconque de dimension finie ou infinie. Plusieurs
articles récents traitent de 'existence de solutions presque-périodiques dans des systemes
dynamiques en dimension infinie.

— Equations différentielles a retard infini (Hino [66], Sawano [98], Seifert [99], J.K. Hale

[56]).

— Equations opérationnelles abstraites (Zaidman [107])

— Systemes d’évolution généraux (Ait Dads-Arino [5], Ait Dads-Ezzinbi [7], Fink et Ga-
tica [51], Ishi-Itoshi [67], Dafermos [33], Haraux [60], Torrején [100], Ezzinbi-Hachimi
45].)

Une généralisation connue des fonctions presque-périodiques est la classe des fonctions

asymptotiquement presque-périodiques (qui a été introduite par Frechet), ce sont les fonc-

tions de type
f=9g+¢

avec g presque-périodique et € continue et de plus () — 0 quand ¢ — oo.

La notion de fonctions pseudo presque-périodiques a été introduite dans la littérature il
ya une quinzaine d’années par Zhang [109] comme une généralisation de fonctions presque-
périodiques au sens de Bohr.

L’existence, I'unicité et la stabilité des solutions presque-périodiques, pseudo presque-
périodiques, pseudo presque-périodiques avec poids, presqu’automorphes et pseudo pres-

qu’automorphes sont d’une grande importance dans 1’étude qualitative de la théorie des
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équations différentielles due a leurs applications dans plusieurs domaines comme la bio-

logie mathématique, la physique, la théorie du controle et d’autres.

0.3 Présentation de la These

Cette these est le résultat de trois travaux :

Le premier : Nadira BOUKLI-HACENE et Khalil EZZINBI, Weighted pseudo almost
periodic solutions for some partial functional differential equations, Nonlinear Analysis :
Theory, Methods and Applications, Volume 71, Issue 9, 1 November 2009, Pages 3612-
3621.

Le deuxieme : Nadira BOUKLI-HACENE et Khalil EZZINBI, Weighted pseudo almost
automorphic solutions for some partial functional differential equations, (travail en cours).

Le troisieme : Abdelkader BOUCHERIF et Nadira BOUKLI-HACENE, Two-parameter
problems with time-dependent three-point boundary conditions, Maghreb Math. Rev.,
Volume 8, N* 1 et 2, (1999), 57-66.

Cette these est répartie comme suit suit :

Le Chapitre 1 est consacré aux rappels des définitions sur la théorie des semi-groupes ,
la notion de dichotomie exponentielle et ces propriétés et les fonctions presque-périodiques
avec poids et presque-automorphes avec poids et leurs propriétés.

Dans le Chapitre 2, on étudie 'existence et I'unicité de solutions pseudo presque-
périodiques avec poids d’'une équation aux dérivées partielles fonctionnelle dans le cas
hyperbolique.

Dans le Chapitre 3, on rappelle les propriétés des fonctions presque-automorphes et on
étudie l'existence et 'unicité de solutions pseudo presque-automorphes avec poids d’une
équation aux dérivées partielles fonctionnelle dans le cas hyperbolique.

Le Chapitre 4 est consacré a l'existence et aux propriétés des valeurs propres d’un
probleme de Sturm-Liouville & deux parametres avec des conditions aux limites dépendant
du temps et imposées en trois points. On utilise la méthode des bifurcations pour ca-
ractériser les courbes de valeurs propres, ainsi que leur dépendance par rapport au pa-

rametre t.
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Chapitre 1

Préliminaires
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Ce chapitre est une collection de résultats qui seront utiles pour la suite de la these. On
rappelera quelques définitions et résultats sur la théorie des semi-groupes et on présentera
la notion de dichotomie exponentielle et ces propriétés. On introduira aussi quelques

définitions et propriétés de fonctions presque-périodiques.

1.1 Semi-Groupe Fortement Continu
Soit (E, || - ||) un espace de Banach.

Définition 1.1.1. Une famille a un parametre (T'(t))i>o d’opérateurs linéaire bornés sur

un espace de Banach E est un semi-groupe fortement continu (ou Cy-semi-groupe) si
(i) T(0) =1,
(i) T(t+s)=T()T(s) pour tout t, s >0,

(iii) (7'(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu sur B i.e pour chaque x € E, la

fonction

t— T(t)z

est continue de [0, +00) sur E.

Le générateur infinitésimal de (T'(t));>o est défini par :
T(t)p —
D(A) = {go €k : lil%w existe}

Ayp= 1in&w pour ¢ € D(A)
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Le théoreme ci-dessous donne une caractérisation du générateur d’un semi-groupe for-

tement continu.

Théoréme 1.1.2. Soit w € R, N > 1 deux constantes et A un opérateur linéaire sur

un espace de Banach E. Les conditions suivantes sont équivalentes,

(1) A est le générateur d’un semi-groupe fortement continu (T(t))i>o sur E vérifiant

|T(t)| < Ne“*  pour t>0.

(ii) A est a domaine dense et pour chaque X > w on a X € p(A) et

sup{()\—w)"\()\I—A)’"\ neNet > w} < N.

1.2 Dichotomie Exponentielle pour les Systemes Dy-

namiques

Soit A(t) une fonction a valeurs matricielles, continue sur un intervalle J de R, X(t)

la matrice fondamentale du systeme
T =A(t)x (1.1)

Définition 1.2.1. [29] On dit que l’équation (1.1) a une dichotomie exponentielle sur J

s’il existe une projection P (P? = P) et des constantes positives K et a telles que :

IX(O)PXY(s)| < Ke =9 t>5 dans J,
(1.2)
IX(#) (I - P)X(s)|| < Ke ™9 s>t dans J.

Cette notion a été généralisée au cas des systemes dynamiques ([58], [74]).
L’équation autonome

T = Aol’,

a une dichotomie exponentielle si et seulement si aucune valeur propre de la matrice

constante Ay, n’est a partie réelle nulle. La matrice fondamentale qui lui est associée
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étant X (t) = exp(Aot), on peut considérer la projection spectrale P définie par :

1
P = —_— (Z[ — AO)_le,
2 J,
v étant n’importe quelle courbe rectifiable simple dans le demi plan gauche, qui entoure
les valeurs propres de Ay a partie réelle négative.
Notons que la stabilité asymptotique uniforme est un cas particulier de dichotomie ex-

ponentielle, elle correspond au cas ou P = I.

Pour voir la signification de la dichotomie dans le cas général, réecrivons les conditions

(1.2) sous une forme équivalente

| X (8) P¢]l < Le =9 X (s)P¢|| t>s
IX()(I =Pl < L'eCI|X(s)(I - P)E[ s>t (1.3)

IX(PXY(t)| < M Ve

L, M et L' sont des constantes positives, £ est un vecteur arbitraire constant. Notons & le

rang de P.

La premiere condition de (1.3) montre qu’il existe un sous-espace de dimension finie
k, de solutions qui tendent vers 0, uniformément et exponentiellement quand ¢ tend vers
+00.

La seconde montre qu’il existe un sous espace supplémentaire, de dimension n — k, de
solutions qui tendent vers I'infini uniformément et exponentiellement quand ¢ tend vers
+00.

Il existe des cas ou seules les premieres conditions de (1.2) sont suffisantes pour avoir
une dichotomie exponentielle, ce qui n’est pas vrai en général, comme nous le verrons

dans un exemple ultérieur.

Définition 1.2.2. On dit que [’équation (1.1) est a croissance bornée sur un intervalle
J si, pour h > 0 fizé, il existe une constante C > 1 tel que toute solution z(t) de (1.1)
vérifie

| z(t) | Clx(s)| pour s, ted et s<t<s+h.
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Proposition 1.2.3. L’équation (1.1) est a croissance bornée si et seulement si il existe

des constantes K, a tel que la matrice fondamentale X (t) vérifie
X)X Ys)| < Ke®™™  pour t>s.

Remarque 1.2.4. L’équation (1.1) est a croissance bornée si les coefficients de la matrice

A(t) sont bornées.

Lemme 1.2.5. [29] Supposons que (1.1) est a croissance bornée sur un intervalle J de

R et qu’il existe une projection P telle que :

IX@) Pl < Le X (s)PE|| ¢ > s, dans J,

IX(@)(I—P)|| < L’e‘“(s_t)HX(s)(I— P)|| s=>t, dans J.

Alors (1.1) admet une dichotomie exponentielle sur J.

Exemple : Nous allons voir a travers cet exemple que la troisieme condition de (1.3) est
nécessaire si (1.1) n’est pas a croissance bornée.

Le systeme du second ordre :

&= —x+ e
Y (1.4)
y=1y
dont la matrice fondamentale
ot (=)
X(t) = 4
0 et

est telle que les deux premieres conditions de (1.3) sont satisfaites avec

P= , =3,
0 0

mais on peut facilement vérifier que la troisieme n’est pas satisfaite et on a pas de dicho-

tomie exponentielle sur R.
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Supposos que A soit périodique de période T, le systeme (1.1) est équivalent a un
systeme a coefficients constants

ij = By. (1.5)

Les valeurs propres de B sont les exposants caractéristiques de la matrice de monodromie
de (1.1). Il est donc facile de voir que (1.1) a une dichotomie exponentielle si et seulement
si (1.5) en a une ((1.1) est similaire a (1.5)). Ce systeme a une dichotomie exponentielle

lorsque les multiplicateurs caractéristiques ne sont pas sur le cercle unité (ils sont tous de

module # 1).

1.2.1 Propriétés de la Dichotomie Exponentielle

Nous rappelons dans ce paragraphe les propriétés les plus connues de la dichotomie

exponentielle.

Lemme 1.2.6. [29] Soit ty, T des constantes réelles, T < ty (resp. T > ty). Si l’équation
(1.1) a une dichotomie exponentielle (1.2) sur [ty,00) (resp. (—oo,to]), alors elle en a une

sur [T,00) (resp. (—o0,T]), avec le méme exposant o et la méme projection P.

Lemme 1.2.7. [29] Si I’équation (1.1) a des dichotomies exponentielles sur les demi-
droites Rt et R™, avec la méme projection P, alors elle en a une sur R, avec la méme

projection.

Soulignons le fait que la dichotomie exponentielle est préservée par des petites pertur-

bations linéaires sur 1’équation (1.1), illustrons cette remarque par le théoréeme suivant :

Théoreme 1.2.8. [29] Supposons que I’équation différentielles (1.1) a une dichotomie ex-
ponentielle (1.2) sur RT (resp. R™,R). Soit B une fonction a valeurs matricielle continue

et bornée sur R™ (resp. R™,R) telle que

!
0 =sup |B(t)] < —.
sup |B(0)] < 1

Alors léquation perturbée

& = [A(t) + B(t)]x (1.6)
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a une dichotomie exponentielle sur R (resp. R™,R) de constantes Ky = (2)K? et d’ex-

posant (« — 2K0) et de projection Q de méme noyau (resp. image) que celui de P.
De plus, si Y (t) est la matrice fondamentale de (1.6) vérifiant Y (0) = I, alors

Y()QY '(t) — X(t)PX ' (t)] < 4o 'K?6, pour tout t.

1.3 Equations Différentielles a Retard en Dimension
Finie
1.3.1 Problemes a Valeurs Initiales

Soit 7 > 0 et C := C([-r,0],R™), 'espace des fonctions continues de [—r,0] sur R"
muni de la norme de convergence uniforme.
Soit c € R, A>0 et z € C(Jo—r,o+ A],R"), alors pour tout ¢t € [o,0 + A], on définit
x, € C, par
2 (0) =x(t+0), pour—r <0 <O0.

Soit f : R x C'— R™ une fonction donnée. Une équation différentielle fonctionnelle est

donnée par
dx

dt
Définition 1.3.1. = est dite solution de l’équation (1.7) s’il existe 0 € R, A > 0 tel que

(t) = f(t,z) (1.7)

x est solution de (1.7) sur [0 —r,0 + A] pour 0 € R et p € C et on note x = x(0,p) et
on a x(o,p) = p.

Le type d’équations considérées est une généralisation de

Cfl_:f(t) = f(t,l'(t),l’(t — T(t))) pour 0< T(t) <r

Si

[t ) = L(t, ) + h(?)
avec L linéaire en ¢, on dit que c’est une équation a retard linéaire.
Si h =0, I'équation (1.7) est dite équation homogene.

Si f(t, ) = g(p), 'équation (1.7) est dite autonome.
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Lemme 1.3.2. [59] Sic € R et p € C sont donnés et f(t, ) est continue. Alors, chercher
une solution de l’équation (1.7) avec la condition initiale (o, ) est équivalent a résoudre

le probleme suivant
t
z(t) = ¢(0) +/ f(s,xzs)ds t>0 et x, = .
Lemme 1.3.3. [59] Siz € C’([U —7r,0+ a],R”), alors x; est une fonction continue de
t €lo,0+ql.

Les théoremes ci-dessous donne une condition suffisante qui assure I’existence et I'unicité

des solutions de I'équation (1.7).

Théoréme 1.3.4. [59] Soit D un ouvert de Rx C' et f : D — R™ continue, si (o,¢) € D,

alors, il existe une solution de l’équation (1.7) passant par (o, ).

Théoréme 1.3.5. [59] Soit D un ouvert de Rx C' et f: D — R™ continue et f(t, ) est
Lipschitzienne en ¢ dans tout compact de D. Si (0,¢) € D, alors I"équation (1.7) admet

une solution unique passant par (o, ).

1.3.2 Equation Linéaire Autonome

Dans ce paragraphe on considere quelques propriétés des équations linéaires homogenes

dt (1.8)
To = Q€ C

ou L est une application linéaire continue de C' dans R". Cette hypothese implique qu’il

existe une matrice (n x n) (0) : —r < 6 < 0, dont les éléments sont a variation bornée

L(p) = /_ dn(f)p(d) pour tout ¢ € C.

T

Exemple : Considérons 1’équation scalaire

dx T
- 1
s AU

avec 'espace de phase C' := C([—1,0],R). L’opérateur L est défini par Ly = —g o(—1).
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La normalisation de L est donnée par

o 0 sifel—1,0]
n(0) =
T osig=—1
2

Equation Caractéristique

Considérons une équation linéaire a retard sur R" :

d

pr x(t) = Lxy

ou, L € L(C,R™) et peut donc s’exprimer a I’aide d’une fonction 7 & variations bornées
n:R— L(R"R")
sous la forme

Lz, :/ dn(s)z(t + s).

T

Au semi-groupe solution 7'(t) associé a I’équation on fait correspondre I'opérateur dérivé

A sur le domaine :

D(A) = {(p eC limw existe}

t—0
On a )
— Clim WP TP
D(A) = {gp eC : Pi% . ex1ste}
o

L’opérateur A est a résolvante compacte. Son spectre est donc purement ponctuel et
est constitué par I’ensemble des racines d’'une équation dite équation caractéristique [59] :

o(A) = {)\ cC : det ()\I - /0 dn(s)e”) - o}

Exemple : On considere I'équation différentielle a retard suivante

d
pr x(t) = Az(t) + Bx(t —r) + f(t) (1.9)
L’équation cractéristique de I’équation homogene associée a I’équation (1.9)

d

% z(t) = Az(t) + Bx(t — r) (1.10)
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a coeflicients constants est déterminée en cherchant des solutions non triviales de la forme

(e*)e, ou ¢ est une constante.

Soit
h(A\) =X —A— Be ™ =0. (1.11)

L’équation (1.11) est dite équation caractéristique de I’équation (1.10).

Les Lemmes ci-dessous donnent I'existence de solutions de I’équation (1.10).

Lemme 1.3.6. S’il existe une suite (\;) de solutions de l’équation (1.11) tel que
|Aj| = o0, 7 — o0, alors

Re\j — —o0

il existe un nombre réel av tel que toute solution de (1.10) satisfait Re\ > « et il existe

un nombre fini de solutions tel que a < |A| < b.

Lemme 1.3.7. Supposons A une racine de multiplicité m de (1.11). Alors chacune des

fonctions teM| k=0,1,2,.....,m — 1 sont des solutions de (1.10).
Le Lemme suivant définit la transformée de Laplace et la convolution.

Lemme 1.3.8. Ezistence et convolution de la transformée de Laplace :

Si f 110, +o0[— R est mesurable et satisfait
[fB)] <ae, tel0,+oof

pour des constantes a et b, alors la transformée de Laplace L(f) est définie par

L) = / TN (t)de

0

existe et est une fonction analytique de X\ pour Rel > b.

St la fonction f * g est définie par

(f*g)(t) = / £t — 5)g(s)ds.

Alors,
L(f*g) = L(f)L(g).
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La Solution Fondamentale

Dans la suite, nous aurons besoin de I’application transformée de Laplace notée h=1(\).
Ce qui nous permettra de définir la solution de I’équation (1.9) appelée solution fonda-

mentale de I’équation (1.9) dont la transformée de Laplace est h=1(\).

Soit X (t) la solution de I’équation (1.10) pour ¢ > 0 et satifaisant la condition initiale

X(t) = b st (1.12)

Lemme 1.3.9. [57] (Théoreme d’inversion)
Supposons que f : [0, +00[— R est une fonction donnée, b > 0 est une constante donnée

—At

telle que f est a variation bornée sur tout compact et t — f(t)e= est Lebesque intégrable

sur [0, 4+o00[. Alors pour tout ¢ > b,
FE) + 1) t>o,

/ L(HN)eMdA =
() f(0+) t=0.

N =N =

Notation : La notation suivante est utilisée
c+iT
/ = lim pour ¢ un réel.
(e) T—oo Jo T

Théoréme 1.3.10. [57] La solution X (t) de l’équation (1.9) a donnée initiale (1.12) est

la solution fondamentale, celle qui vérifie

De plus, pour tout ¢ > b,

Théoréme 1.3.11. [57] Si ayp = max {Re)\ ch(N) = O}, alors pour tout a > «y, il existe

une constante k = k(«) telle que la solution fondamentale X satisfait l'inégalité

[X(t)| < ke™, t>0.
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La Formule de la Variation de la Constante

Dans cette partie, nous exprimons la solution de 1’équation (1.9) z(¢p, f) en fonction de

la solution fondamentale X (¢) de I’équation homogene associée

(o)) = 0000 + [ X(t—5)f(s)ds, 20,

Si ¢ est une fonction donnée dans C' et z4(p) est 'unique solution de 1'équation (1.8) a

donnée initiale en zéro, 'opérateur solution T'(t) est donné par
T(t)p = xi(p), pour t>0.

Théoréme 1.3.12. L’opérateur solution (T (t))i>o est un Cy-semi-groupe avec générateur

infinitésimal défini par

dy dy dy
D(A) = D —= — =L Ap = — 5.
(A) {goEC 7 cC et dH(O) (p) et Ap dﬁ}

De plus le spectre o(A) est constitué des valeurs propres et donné par

o(A) = {)\ € Ot det A\ = o},

ot

AN) = M — /0 eMdn(0).

Théoréme 1.3.13. Soit A = {\ € o(A) : ReX > 0} et supposons que C est décomposé

par A comme suit

C = Py ® Q.

Alors, il existe des constantes positives k et ¢ tel que

IT(t)e™| < Ke*, t<0, (1.13)

IT(t)e“ || < Ke™, t>0. (1.14)
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Dans la suite on considere ’équation linéaire non homogene suivante

dx(t)
dt

= La, + f(1), (1.15)
ou f: R — R" est continue.

Théoréme 1.3.14. Supposons que o(A) (iR = ¢. Alors pour toute fonction bornée f,

I’équation (1.15) admet une et une seule solution bornée.

1.3.3 Equation Linéaire non Autonome

Dans cette partie on considere I’équation différentielle a retard suivante

d
pr x(t) = L(t)xy + h(t), (1.16)
Exemple : .
% w(t) = Ax(t) + Ba(t —r) = /_ [d(m(t, 9)} z(t +0)
— A(t) — B(t) 0<-—r
n(t,0) =4 — A(t) —r <60 <0
0 =0

La Formule de la Variation de la Constante

Théoréme 1.3.15. Si h € LI([o, +oo[,R") et z(0,p,h)(t) est la solution du systéme
(1.16) alors

ot T(t,s) est la solution de l’équation

t
/L(u,Tu(-,s)>du+I ppens t>s

0 s—r<t<s

T(t,s) =
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ou de l’équation

%_7;(757 s)=L(t, Ty(-,s)) t>s ppensetlt

0 s—r<t<s
T(t,s) =
I t=s

ouTi(-,s)(0) =T(t+0,s) —r<60<0. T est appelée solution fondamentale.

Notion de Dichotomie Exponentielle

Définition 1.3.16. On dit que le systéme d’équations différentielles a retard (1.16) admet
la propriété de dichotomie exponentielle sur R, si l'opérateur solution T'(t,s) satisfait les
Propriétés suivantes :

il existe des constantes positives k > 1, ¢ > 0, et un opérateur projection

P(s): E — E,(P(s) = P’(s)), s € R. Telle que si Q(s) = I — P(s), alors
(i) T(t,s)P(s) = P(t)T(t,s), t>s

(i) La restriction T'(t,s)R(Q(s)),t > s, est un isomorphisme de R(Q(s)) dans R(Q(t))

et on définit T'(s,t) comme l'application inverse.
(iii) || T(¢,s)P(s)|| < ke =9 pour s <t.
(iv) [|T(t,s)Q(s)|| < ke=¢t=3) pour s >t.

Lopérateur P(t) est appelé projection de la dichotomie exponentielle. La solution du
systéme (1.16) a donnée initiale en s dans l'image de P(s) (resp. Q(s)) s’approche de

zéro exponentiellement quand t — 400 (resp. t — —00).

Si ¢ est une fonction donnée dans C' et z(p) est 'unique solution de 1'équation (1.16)

a valeur initiale en zéro, 'opérateur solution T'(t, o) est donné par
T(t,o)p = x(;0,¢) pour t>o.

Pour plus de détails voir [59].
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1.4 Définitions et Propriétés des Fonctions Presque-

Périodiques

1.4.1 Caractérisations des Fonctions Presque-Périodiques

Définition 1.4.1. [21] Soit (E,|| - ||) un espace de Banach
f:R—=E

est dite presque-périodique si
(i) [ est continue,
(i1) pour chaque € > 0 il existe un l(c) > 0, tel que tout intervalle I de longueur l(e)

contient un nombre T avec la propriété que :
\f(t+7)— f(t)] <e, pourtoutte R.

Exemples
1. Toute fonction continue et T'—périodique est une fonction presque-périodique.

En effet, soit [ = T et soit I un intervalle quelconque de longueur T : I = [,y + T
avec yunréel. Siy=(n—1)T+doun e Net 0<§<T, alors I contient un point de

la forme nT = 7 et on a :

F(t+7) = f(t) = f(t+nT) = f(t) = 0.

2. f(t) = sint + sin /2, est presque-périodique.
Vérifions cela.

Il est clair que f n’est pas périodique.
1f(t+p)— ft)] = |sin(t+p)+sinV2(t+ p) — sint — sin V2t

< |1 —cosp|+ |1 — cosV/2p| + | sinp| + | sin v2p|.

€
Si ¢ > 0 est donné, alors il existe m et n deux entiers naturels tels que |m — v/2n| < o
7r

Si on prend p = 2n7 alors cosp =1 et sinp = 0. D’ou

|f(t+p) — f(£)] < |1 — cos V2p| + | sin v2p|
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Mais
V2p = (V2n)2r = (m + a)2n

€
ol « est un réel vérifiant |a| < = Ainsi,
T
cos \/§p = cos2am et sin \/§p = sin2am.

Soit
|f(t+p) = f()] < 2m|al + 27]a| = 47|al <&
car

|1 —cos@| < 0] et |sinf] <6  pour tout 6.

Remarque 1.4.2. Contrairement au cas périodique ou toute fonction périodique atteint

son maximum (resp minimum) on remarque que

sup {f(x),x € R} =2,

mazis le maximum n’est pas atteint.

1.4.2 Commentaire et Conséquences

La définition 1.4.1 est la plus proche de celle des fonctions périodiques. Les nombres 7

sont appelés des e—presque-périodes.
Conséquences Simples

C, : Toute fonction presque-périodique est bornée.

C, : Toute fonction presque-périodique est uniformément continue sur R.

Cjs : Principe de reconstitution (& 400 et —00). Il existe des suites (t,)nen, (£, )nen avec
t, — oo et t, — —oo telle que (f(t + t,))nen, (f(t+1,))nen convergent uniformément
sur R vers f(t).

C, : L’ensemble des fonctions presque-périodiques est invariant par translation; il 'est

également par convolution par des fonctions de L!.
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Remarque 1.4.3. Le défaut de la définition de Bohr est que chaque fonction presque-
périodique a ses presque-périodes propres, de ce fait deux fonctions presque-périodiques

sont a priori difficilement comparables et ['on ne peut rien dire de leur somme.

La caractérisation suivante, diie a Bochner est beaucoup plus maniable.

1.4.3 Caractérisation de Bochner

Définition 1.4.4. Soit X un espace de Banach muni d’une norme notée || - ||,
f:R—=X.

On dit que : f est presque-périodique si elle vérifie les deux conditions suivantes :
(i) f est continue,
(i4) de toute suite (hy)nen de nombres réels, on peut extraire une sous suite (h, )nen

telle que la suite (f(t + h,))nen s0it uniformément convergente sur R.

Commentaires et Conséquences

Cette caractérisation correspond a une propriété élémentaire dans le cas périodique. En
effet, si f est une fonction T' périodique (et continue) et (h,),en une suite quelconque de

réels, la suite

/ I, . . . s
hy, = hn, — E<T>T’ ou E(-) est la fonction partie entiere,

, . . / .
est bornée et a donc des sous suites convergentes. Si (h,,, )nen est une telle sous suite, on

déduit de I'uniforme continuité de f sur R que

F(t+ b)) = f(t+ )

converge uniformément sur R.

La démonstration de I’équivalence des propriétés se fait dans le cas général en adoptant
cette méthode.

Quelques unes des conséquences nouvelles que l'on tire de la caractérisation Bochner

sont :
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Cs : L’image d’une fonction presque-périodique a valeurs dans un espace de dimension
quelconque est relativement compacte.

Ce : L’ensemble des translatées d’une fonction presque-périodique f i.e.

{3—>f(t+8), teR}

est relativement compact, quand C'(R, X) est muni de la topologie de la convergence

uniforme sur R (cet énoncé n’est qu'une reformulation de la définition).

Cr : L’espace des fonctions presque-périodiques est complet pour la norme du sup.

Cs : La somme et le produit de fonctions presque-périodiques sont presque-périodiques.
Donc, I'espace des fonctions presque-périodiques a une structure d’algebre de Banach.

Cg : Composée de deux fonctions presque-périodiques est une fonction presque-périodique.
Nous notons enfin que la fonction || f||x est presque-périodique si f 'est.

Cio : Si f est une fonction presque-périodique et si g est une fonction uniformément

continue alors la composée g o f est une fonction presque-périodique.

La nécessité de vérifier la convergence uniforme sur R est une difficulté sérieuse pour
établir la presque périodicité. Il arrive souvent que l'on ait la convergence uniforme sur

les bornés, mais que 1’on ne puisse dire plus a priori.

La caractérisation suivante introduite également par Bochner [19] présente un grand

intéret de ce point de vue.

1.4.4 Deuxieme Caractérisation de Bochner

Théoreme 1.4.5. Soit f : R — X une fonction continue. Alors, f est presque-périodique
si pour toute suite ((0)nen, (Tn)nen) On, Tn € R, il existe une sous suite ((0,,)nen, (7., )nex)
telles que (f(t+0,))nen converge simplement sur R vers une fonction g(t) et (f(t+ o, +

7 Vnen et (g(t +7.,))nen convergent simplement vers la méme fonction h(t).
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Nous donnons une démonstration du théoreme 1.4.5, qui fait apparaitre le lien entre
les deux caractérisations de Bochner :
Preuve du Théoreme :

Supposons d’abord f est presque-périodique au sens de la définition 1.4.1. Considérons
deux suites (0,,)nen €t (Tn)nen. De la définition 1.4.1, nous déduisons I'existence d’une sous
suite (0, )nen telle que (f(t40,,))nen converge uniformément sur R. Désignons par g(t) la
fonction limite. Du Corollaire Cg, on déduit que g est presque-périodique . En appliquant
la premiére caractérisation a la fonction g et a (7,,) on déduit I'existence d’une sous suite

(7)) telle que (g(t+7,))nen converge uniformément sur R vers une fonction . On a alors :

1F(t+ 00+ 1) = R < 1 F(E+ 0, +7,) = gt +7)l| + llg(t +7,) = h(D)]

Le terme

If(t+ 0, +7) =gt +7)l| =0
indépendamment de ¢ + 7, quand n — oo, en raison de I'uniforme convergence de (f(t +
0.))nen vers g(t). On obtient donc la conclusion du théoreme,

lim f(t+o0,+7,)=h(t) = lim g(t+7,).

n—oo n—oo

Inversement, supposons vérifiée la propriété du théoreme 1.4.5 et montrons la propriété
caractéristique de la définition 1.4.1. On fait un raisonnement par ’absurde.

Supposons donc qu'il existe une suite (0, ),en telle que (f(t + 0,))nen converge simple-
ment sur R vers une fonction g et que la convergence n’est pas uniforme. On en déduit

I'existence d’un nombre & > 0, d'une sous suite (¢, ),en et d’une suite (7,,),ex telles que

I1f (o + 70) = g(7a)]| > €.

Mais, par application du théoreme 1.4.5, on déduit 'existence de deux sous suites
(7. )nen €t (07 nen telles que (g(t 4 7,))nen et (f(t + 7, 4 0. ))nen aient en chaque point
t, la méme limite.

L’inégalité précédente montre que cette conclusion n’a pas lieu en ¢ = 0, d’ou une

contradiction.
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Commentaires et Conséquences

Nous verrons plus loin que la définition 1.4.5 est particulierement adaptée pour obtenir
des résultats pour des systemes dynamiques a dépendance presque-périodique.

Nous notons que la propriété du théoreme 1.4.5 est vérifiée par des fonctions uni-
formément continue, dans le cas des suites (0, )nen, (Tn )nen bornées. Ce qui est caractéristique
des fonctions presque-périodiques, c¢’est donc que la méme propriété soit vérifiée avec des
suites non bornées.

Introduisons l'opérateur U, comme dans Haraux [60], associée une suite (0,)nen de

réels quelconques, par

(Us, [)(t) = lim f(t 4+ o)

n—o0
quand cette limite existe.

A T’aide des opérateurs U,, le théoreme 1.4.5 s’énonce ainsi :
f est presque-périodique si et seulement si pour toute suite ((an)neN, (Tn>n€N> On,Tn € R,

il existe une sous suite ((O;)neN, (T;L)neN> telle que

U, f=U,U:f)=U,(U,f)

o +T

(Usf)(t) = lim f(t+ o,)

n—00
quand cette limite existe. Propriéte que 'on peut qualifier de commutativité asympto-
tique des translations. Cette propriété caractérise une classe de fonctions qui englobe les
fonctions presque-périodiques.

Ci11 : Soit f une fonction presque-périodique. Si g est une translatée-limite de f, alors f
est aussi une translatée limite de g (g est une translatée-limite de f, s’il existe une suite
de réels (0,)nen telle que g(t) = nhjgo ft+on)).

Pour conclure la présentation de ces caractérisations nous devons souligner qu’aucune
d’entre elles n’est de type fonctionnel en ce sens qu’elle correspond a une caractérisation
ensembliste des fonctions presque-périodiques a partir d’un seul opérateur, contrairement
a ce que I'on a pour les fonctions périodiques de période donnée.

En ce qui concerne 'utilité respective des caractérisations, les deux premieres définition
3 et définition 1, interviennent surtout dans I’étude des propriétés des fonctions presque-

périodiques. Quant a la deuxieme caractérisation de Bochner, elle est particulierement
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adaptée pour obtenir des résultats d’existence de solutions presque-périodiques pour des

systemes a dépendance presque-périodique.
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Chapitre 2

Solutions Pseudo
Presque-Périodiques avec Poids pour
les Equations Différentielles a Retard

en Dimension Infinie
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2.1 Introduction

L’objectif de ce travail est ’étude de 'existence et ['unicité de solutions pseudo presque-

périodiques avec poids pour I’équation différentielle a retard suivante

d

pr z(t) = Ax(t) + L(x) + f(t) pourt e R, (2.1)
ou A : D(A) — E est un opérateur linéaire (pas nécessairement dense) sur un espace
de Banach E, on suppose que A vérifie la condition de Hille-Yoshida , qui signifie que A

vérifie la condition spectrale suivante : il existe M > 1 et w € R tel que :

M
(A —w)n
ou p(A) est 'ensemble résolvant de A, ici C' := C([—r,0],E) est I'espace de Banach de

(w,+00) C p(A) et [\ —A)™"| < pour n € Net A > w,

fonctions continues de [—r, 0] sur E muni de la topologie de la norme uniforme, L est un
opérateur linéaire borné de C' sur E et f est une fonction pseudo presque-périodique avec
poids de R a valeurs dans E.

Pour chaque t > 0, la fonction x; € C' est définie par
z(0) =z(t+6) pour —r <6 <O0.

Il existe plusieurs exemples ou A n’est pas a domaine dense. En particulier, on rencontre
la nondensité dans plusieurs situations due a des restrictions de ’espace ou I'équation est
considérée (par exemple, les fonctions continues périodiques, les fonctions continues au
sens de Holder) ou due aux conditions limites (par exemple, I'espace C! avec une valeur
nulle sur la frontiere est non dense dans I'espace des fonctions continues ).

La notion de pseudo-presque périodicité, a été introduite dans la litérature il ya une
quinzaine d’années par C. Zhang [108, 109, 110], comme une généralisation de la presque-
périodicité classique au sens de Bohr. Depuis, plusieurs auteurs s’intéressent a 1’existence
de solutions pseudo presque-périodiques des équations différentielles, des équations aux
dérivées partielles et des équations différentielles fonctionnelles et ont fait plusieurs contri-
butions la dessus : par exemple, E. Aitdads, O. Arino et K. Ezzinbi [6, 8, 9] obtiennent

une condition suffisante d’existence de solutions pseudo presque-périodiques de certaines
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équations différentielles a retard et récemment d’autres contributions sur les solutions
pseudo-presque périodiques d’équations differentielles ont été obtenues par T. Diagana,
E.M. Hernandez, G.M. Mahop, G.M. N'Guérékata [35, 37, 39, 40, 41].

T. Diagana [34, 38] introduit une nouvelle classe de fonctions dite fonctions pseudo
presque-périodiques avec poids qui généralisent les fonctions pseudo presque-périodiques
introduites par Zhang. L’idée principale consiste a mettre un poids p : R — (0,00) (une
fonction localement intégrable sur tout R), sur la composante ergodique apparaissant
dans la définition de Zhang et ainsi obtenir 1'espace a poids, PAP,(IE, p). De cette facon,
une fonction f pseudo presque-périodique avec poids p, apparaitra comme étant une
perturbation d’une fonction presque-périodique au sens de H. Bohr par une fonction de
PAPRy(E,p) c’est a dire f = g+ ¢ ou g € AP(E) et ¢ € PABR(E, p). L’auteur obtient
des propriétés intéressantes sur I'espace a poids PAPy(E, p) comme la complétude ou la
composition qui sont fondamentaux pour I’étude des solutions pseudo presque-périodiques
avec poids de certaines équations différentielles ou équations aux dérivées partielles semi-
linéaires.

Cependant, une condition suffisante d’existence de solutions pseudo presque-périodiques
avec poids pour les équations différentielles fonctionnelles a été établie par L. Zhang et

Y. Xu [111].

Ce travail se présente comme suit : Dans le paragraphe 2, on rappelle quelques notations
et définitions de fonctions pseudo presque-périodiques avec poids. Dans le paragraphe 3,
on donne la formule de variation de la constante et quelques résultats fondamentaux sur
la décomposition spectrale des solutions qui est 1'outil principal de ce travail. Dans le
paragraphe 4, on démontre le Théoreme fondamental d’existence et d’unicité de solutions
pseudo presque-périodiques avec poids. Dans le paragraphe 5, on applique le résultat du
paragraphe précédent a I’équation a retard non linéaire. A la fin, le paragraphe 6 est une
illustration de notre résultat fondamental (Théoreme 2.4.1), on établie les conditions suf-
fisantes pour 'existence et 'unicité de solutions pseudo presque-périodiques avec poids a

I’équation de diffusion a retard.
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2.2 Fonctions Pseudo Presque-Périodique avec Poids

Dans ce qui suit on rappelle quelques définitions et notations qu’on utilisera par la
suite.

Soit (E,|| /) un espace de Banach et L} (R) dénote l'espace de toutes les fonctions
locallement intégrables sur R.

Soit U défini par
U:={pe L. (R):p(x) >0 presque pour tout = € R}
Dorénavant, si p € U et pour R > 0, on pose alors

m(p) = [ ) do

R

L’espace des fonctions poids est défini par
Uy = {p eU: Rlim m(R,p) = oo}
Up = {p € U, : p est bornée et inﬂf{p(a:) > 0}.
Te

Dans tout ce travail BC(R,E) est I'espace de toutes les fonctions continues bornées a

valeurs dans E muni de la norme du sup définie par ||¢||o := sup ||¢(t)]|-
teR

Définition 2.2.1. [30, 50] Une fonction f:R — E est dite presque-périodique si
(i) f est continue,
(ii) pour chaque € > 0 il existe un l(e) > 0, tel que tout intervalle I de longueur ()
contient un nombre T avec la propriété que ||f(t +7) — f(t)|]| <e  pour tout t € R.

Le nombre T ci-dessus est appelé le nombre e-translation de f.

Soit AP(IE) dénote I'espace des fonctions presque-périodiques.

Dénotons par PAP,(E) I'espace des perturbations ergodiques défini par

1 R
PAPE) = {f € BORE) : RIEEOE%/R 17l di =0}
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Définition 2.2.2. [37] Une fonction f: R — E est dite pseudo presque-périodique si

=9+,
ot g € AP(E) et ¢ € PAP,(E).

g et ¢ sont appelées la composante presque-périodique et la perturbation ergodique,
respectivement, de la fonction f.

La collection de toutes les fonctions pseudo presque-périodiques de R dans E est dénotée
par PAP(E).

Exemples

1
1. f(t) = sin t + sin \/§t+t2+1.

2. f(t) = sin t + sin 7t +t |sin 7t|""  pour N > 6.
Remarque 2.2.3. Notons que g et ¢ sont déterminées d’une maniére unique.

Définition 2.2.4. [38] Soit p € Uy,. On définit l’espace ergodique avec poids par

R
PAR(E.p) == {f € BORE) 13;0@ / 5 Olote) it = 0}

Définition 2.2.5. [38] Soit p € Uy. La fonction f : R — R est dite pseudo presque-

périodique avec poids (ou p-pseudo presque périodique) si elle s’écrit comme suit
f=9+9
ot g € AP(E) et ¢ € PAP(E, p).

La collection de toutes les fonctions pseudo presque-périodiques avec poids de R dans

E est dénotée par PAP(E, p).

Remarque 2.2.6. [38] Les fonctions g et ¢ qui apparaissent en définition 2.2.5 sont

appelées respectivement les composantes presque-périodiques et ergodiques avec poids de

f.
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Remarque 2.2.7. [38] La décomposition d’une fonction p-pseudo presque-périodique

f =g+, oug e AP(E) et ¢ € PAPV(E,p), est unique. Ceci est basé sur le fait

que g(R) C f(R). Par conséquent, PAP(E, p) = AP(E) ® PAR(E, p).

Définition 2.2.8. [38] Soit (F,|| ||) un espace de Banach. Une fonction F': R x F — E
est dite presque-périodique en t € R uniformément en y € F si pour chaque € > 0 et
pour tout compact K C F il existe [(e) tel que tout intervalle de longueur l(g) contient un

nombre T avec la propriété que
|E(t+T,y)— F(t,y)|| <e pour chaque t € R et ye€ K.
La collection de ces fonctions est dénotée par AP(F,E).

De la méme fagon, on définit PAP,(F,E, p) comme la collection de fonctions conjoin-

tement continues F' : R X F — E tel que F(+,y) est bornée et

1 R
lim—/ F(s,y s) ds=0
Jm s | IFGlots)

uniformément par rapport a y dans tout sous ensemble compact de F.

Définition 2.2.9. [38] La fonction F : R x F — E est dite pseudo presque-périodique

avec poids en t par rapport a la deuriéme variable si
F=G+H,
ou G € AP(F.E) et H € PAPR(F,E, p).

La classe de telles fonctions est dénotée par PAP(F,E, p).

Maintenant, on rappelle quelques propriétés des fonctions pseudo presque-périodiques

avec poids.

Définition 2.2.10. [38] Soit p1, ps € Us. On dit que py est équivalent a py et on note

p1 ~ p2 chaque fois que Z—; € Ug.
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Théoréme 2.2.11. [38] Soit py, pa € Uso. Si p1 est équivalent a p,
alors PAP(E, p1) = PAP(E, ps).

Une conséquence immédiate du Théoreme 2.2.11 est le corollaire suivant, qui nous per-
met de coincider 'espace de Zhang PAP(E) = AP(E) @ PAP,(E) avec la classe des
fonctions pseudo presque-périodiques avec poids PAP(E, p).

Si le poids est borné alors I’espace des fonctions pseudo presque périodiques avec poids
coincide avec l'espace des fonctions pseudo presque-périodiques. Ceci est donné par le

corollaire suivant :
Corollaire 2.2.12. [38] Si p € Ug, alors PAP(E, p) = PAP(E).
La proposition suivante est essentielle pour la suite.

Proposition 2.2.13. [36] Soit le poids p : R — (0,00) continue. Si,

m(R+7,p)
m(R, p)

Tim

§—00

ke

} sont finies
pour tout T € R, alors l’espace PAP(E, p) est invariant par translation.

Le Théoreme ci-dessous généralise le résultat de composition des fonctions pseudo-

presque périodiques donné dans [10] et [110].

Théoréme 2.2.14. [38] Soit f € PAP(F,E, p) vérifiant la condition de Lipschitz
1f(t2) = fty)l < Kllz —ylle  pour tout z, y € F, t € R.

Si h € PAP(F, p), alors (-, h(-)) € PAP(E, p).

Théoréme 2.2.15. [36] Soit p € Uy. L'espace PAP(E, p) est un sous espace fermé de
<BC’(R, E), | ||OO> muni de la topologie de la norme uniforme. Par conséquent
<PAP(]E, p), |l - HOO) est un espace de Banach.

Proposition 2.2.16. [34] Si p € Ug. Soit f € PAP(E, p) et soit g € L*(R). Alors, f*g,
la convolution de f et g sur R, appartient a PAP(E, p).
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Voici un exemple d’'une fonction qui est pseudo presque-périodique avec poids et qui

n’est pas pseudo presque-périodique.

Exemple 2.2.17. Soit p(t) = €' pour chaque t € R.
11 est facile de voir que m(R, p) = eft —e ™ et d’ici p € Uy,.
Posons f(t) = sin t + sin /2 t + et Il est clair que f appartient & PAP(R, p).

On voit que, sin t + sin V2t est sa composante presque périodique et la composante

ergodique avec poids de f vérifie

1 R
hm ﬁ/ G_t €t dt = O,
R—oo et — ™ _R

. N Y L
tandis que ]%E%Oﬁ/_l%e dt = 4o00.

D’ici, f n’appartient pas a PAP(R).

2.3 Equations aux Dérivées Partielles Fonctionnelles
Par la suite, on supposera que
(H,) A vérifie la condition de Hille-Yoshida : il existe M > 0 et w € R tel que

(w, +00) C p(A) et [(A] —A)™"| < pour n € Net A > w,

(A —w)n

ou p(A) est 'ensemble résolvant de A.

On assoscie a ’équation (2.1) le probleme avec condition initiale suivant

% z(t) = Ax(t) + L(x,) + f(t)  pour t >0,
(2.2)
To = @ € C
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Définition 2.3.1. [2] On dit qu’une fonction continue x de [—r,00) sur E est une solu-
tion intégrale de l’équation (2.2), si elle vérifie les conditions suivantes :
¢

(i) | x(s)ds € D(A) pourt >0,

(11) x(t) = p(0) + A/Otx(s) ds + /Ot (L(xs) + f(s)) ds pourt >0,

Si D(A) = E, les solutions intégrales coincident avec les solutions faibles. Si = est une

solution intégrale de I’équation (2.2), alors x(t) € D(A) pour tout ¢t > 0, en particulier

(0) € D(A).

Introduisons la part Ay de I'opérateur A dans D(A) qui est définie par

D(Ap) = {y €D(A): Aye W},
Aoy = Ay pour y € D(Ap).

Lemme 2.3.2. [/6] Aq est le générateur d’un semi-groupe fortement continue (To(t))i>0

sur D(A).
Pour l'existence de solutions intégrales, on a le résultat suivant :

Théoreme 2.3.3. [2] Supposons que (H,) est vérifiée. Alors pour tout ¢ € C tel que

©(0) € D(A), ’équation (2.2) a une unique solution intégrale x sur [—r,+o00). De plus,

est donnée par

t

z(t) =To(t) ¢(0)+ lim [ Tyt — s)By (L(:CS) + f(s)) ds pour t >0,

A—00 0

ot By = AR(A — A)™Y  pour A > w.

L’espace de phase Cy de 'équation (2.2) est défini par
Co={p€C:p(0) e D(AT}.
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Pour chaque ¢ > 0, on définit 'opérateur linéaire T'(t) sur Cy par
T(t)e = x(0,) pourt > 0.

ou z(0, ¢) est la solution de I’équation linéaire suivante

% x(t) = Ax(t) + L(x,) pour t >0,
(2.3)

xg=p € C:=C([-r,0;E).

Proposition 2.3.4. [2] (T(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
sur Cy

(i) Pour toutt > 0,T(t) est un opérator linéaire borné sur C;

(1) T(0)=I;
(iii) T(t+s) =T(t)T(s) pour tout t,s > 0;

(iv) Pour tout p € Cy, T(t)¢ est une fonction continue det > 0 a valeurs dans Cy.
Théoreme 2.3.5. [3] Soit Ar définie sur Cy par

D(Ar) = {¢ € CY([=r.04E) : ¢(0) € D(A), ¢'(0) € D(A) et ©'(0) = Ap(0) + L(p)}

Arp = ¢ pour p € D(Ar).
Alors, Ar est le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>o sur Cp.
Pour donner la formule de variation de la constante , on rappelle quelques notations et
résultats qui sont pris de [3].
Soit (Xp) I'espace défini par
(Xo) = {Xoc ce E},
ol la fonction Xyc est définie par

0 sifel[-r0),
(Xoc)(0) =
c sif=0.
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L’espace Cy @ (X) est muni de la norme
|0+ Xoc| = |¢lo +|c|  pour (¢,¢) € Gy X E,

est un espace de Banach et considérons I’extension ,ZlT definie sur Cy @ (X,) par

D(Ar) = {p € C}([=r,0;E) : ¢(0) € D(A) et ¢/(0) € D(A)}
Arp = ¢ + Xo(Ap(0) + L(p) — ¢'(0)).

Lemme 2.3.6. [3] Supposons que (H,) est vérifice. Alors, Az vérifie la condition de
Hille-Yoshida sur Cy @ (Xo) : il existe M>0etoeR tel que

M

(@,400) C p(Ar) et |(M — Ap)™| < on pourn € N et A >0w. (2.4)

De plus, la part de JZT sur D(ZT) = Cy est exactement 'opérateur Ar.

Théoreme 2.3.7. [3] Supposons que (H,) est vérifiée. Alors pour tout ¢ € Cy, la solution

x de I'équation (2.2) est donnée par la formule de variation de la constante suivante

t

x=T(t) ¢+ /\lirf T(t — s)Bx(Xof(s)) ds pour t >0,

ot By =X (M — Ap)™'  pour A > @.

Par la suite, on supposera que

(H,) L'opérateur Ty(t) est compact sur D(A) pour tout ¢ > 0.

Théoreme 2.3.8. [3] Supposons que (H,) et (H,) soient vérifiées, alors T(t) est compact

pourt > r.

Comme conséquence de la propriété de compacité de l'opérateur 7'(t), nous avons que

le spectre o(Ar) est le spectre ponctuel. De plus, on a
Lemme 2.3.9. o( A7) est donné par la formule suivante :
o(Ar) = {X € C: kerA()) # {0} }
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ot Dopérateur linéaire A(X) : D(A) — E est donné par :
AN) =M — A~ L(eM)
et el : E — C, est défini par :

(*2)(0) = Mz, pour x €E et € [—r,0]

Définition 2.3.10. [59] On dit que le semi-groupe (T'(t))i>0 est hyperbolique si

U(.AT) NiR = &.

De la compacité du semi-groupe (7'(t)):>o et de [44] nous donnons le résultat suivant
de décomposition spectrale sur 1’espace de phase C.
Théoreme 2.3.11. [46] Supposons que (H,) et (H,) soient vérifices. Si le semi-groupe
(T'(t))i>0 est hyperbolique, alors l'espace Cy est décomposé comme somme directe de sous-
espace stable et instable
Co=SaeU

et il existe des constantes positives K et ¢ tel que

IT(H)ell < Ke gl pour t>0et €S,
(2.5)

1Tl < Ke?|¢|| pour t<0et €U

Comme conséquence de I’hyperbolicité nous avons l'unicité de solutions bornées de
I'équation (2.2).
Théoreme 2.3.12. [/6] Supposons que (H,) et (H,) soient vérifiées et le semi-groupe

(T'(t))i>0 est hyperbolique. Si f est bornée sur R, alors I’équation (2.2) a une unique so-

lution bornée sur R qui est donnée par la formule suivante

z; = lim T*(t — T)II*(B, Xof (7)) dr + lim / T(t — 7)II*(B, Xo f (7)) dr

n—-+o0o n—-4o0o +oo

ou, II° et IT"* sont les projections de C sur les sous-espaces stables et instables, respective-

ment, T° et T" sont les restrictions de T'(t) a S et U respectivement.
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2.4 Solutions Pseudo-Presque Périodiques avec Poids

Dans ce paragraphe, on étudie l'existence et 'unicité de solutions pseudo presque-

périodiques avec poids de I’équation (2.1).

On établit le résultat fondamental de ce travail, qui montre 'existence et 'unicité d’une
solution p—pseudo presque-périodique si la fonction d’entrée f est p—pseudo presque-

périodique.

Théoreme 2.4.1. [24] Pour p € Uy fizé. Supposons que (H,) et (H,) soient vérifiées
et le semi-groupe (T'(t))i>0 est hyperbolique. Si f est p-pseudo presque-périodique ent € R
et p est décroissante avec

P(c) := sup </_Z e R p(t) dt) < 0. (2.6)

R>0

Alors, léquation (2.2) a une et une seule solution bornée qui est aussi p-pseudo presque-

périodique.

Preuve. L’équation (2.2) a une et une seule solution bornée sur R qui est donnée par
t t

2, = lim T5(t — 1) (B Xof (7)) dr + lim Tt — 1) (B, Xof (7)) dr

n—-+0o0o oo n—-+00 +oo

On montre que les fonctions

t t

lim T5(t — 1) I*(BpXof (7)) dr et lim TU(t — 1) I B Xof (1)) dr
n—+oo [ n—+00 J i

sont pseudo presque-périodiques avec poids.

Puisque f est p-pseudo preque-periodique alors, f = g+ ¢ ou g est presque-périodique
et gbGPAPO(E,p) .
Rappelons que ¢ € PAP (E, p) si et seulement si

6 € BO(R,E) et lim % /_ )] p(tyde = .

R—co m(R, p
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t t

lim T5(t — 7) (B, Xof(7)) dr = lim T*(t — 1) II¥(B, Xog(7)) dr

n—-+oo oo n—-+400 —00
t
+ liIJqu T*(t — 1) II*(B, Xop(7)) dr
t — t ~
lim Tt =) I(B,Xof(r) dr = lim T(t — 7) I*(BnXog(7)) dr
n—-+oo [, n—+too [ o

t

+ lim Tt — 7) (B, Xoo(7)) dr

n—-4o0o +oo

Par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on montre que
t t

lim T*(t — 1) I*(B,Xog(7)) dr et lim TU(t — 7) I"(BnXog(7)) dr

n—+oo [ o n——+00 +o0

sont presque-périodiques.

Il reste a montrer que

Jm s / “I i / t T(t — 7)1 (Bo X0 (7)) dTHp(t) dt =0

R n—-4oo o0
et
1 R t ~
B I Tt — )" (Bp X d H t) dt =0
oo m(R, p) /_R n}fm/m (t — 7)II*(B,Xog(7)) dr||p(t)
Posons :
t ~
I(t) = lilil T*(t — 7)II°( B, Xop(T)) dr
t
J(t) = lim T(t — 7)II"(B, Xo¢(7)) dr
n—-+0oo +o0
D’aprés les relations (2.4) et (2.5) il existe des constantes positives K et M tel que
" KM (R
lim / I1(t)|| p(t) dt < lim / / e =) \lo(7)| dr p(t) dt
fim s [ MO0 @t < Jim 2 [ [ e () ]
KM [fp
= tim S [ e o) ar ) a
R—oo m(Rap) —-R -~J—R
KM [Fp %
+  lim / / e~ =) || (r dr]pt dt
g w1 o)l dr] p(t)

= Li(p) + L2(p)

55



D’aprés le théoreme de Fubini, on a que

L) = 1m KM /Z[ [ et ol ar] ot a

R—oo m(R, p) _ _R
KM (R R
= ] —c(t—T)
= Jlim R.p) /_RHqﬁ(T)H[/T ¢ p(t) dt} dr

Puisque p est une fonction décroissante alors on a

hip) < 1 S /inw)n o[ (1-e0)] ar

R—o0 m(R’ p)

1
Deplus —R <t < Ret c> 0 alors — (1 — e_C(R_T)> est uniformément bornée par rapport
c

aT.

h(e) < Jim s [ ool p(e) dr <o

De (2.6) nous avons

h(o) = 1m KM /i[ /_Re—c“—ﬂ o)l dr] oo at

: K M R —ci - cT
- Jm S / e / & Nlo(r)| dr] p(t) d
: K M i —c - cT
= Jim S [t s a [ e ot dr
K M R
- ~op(t) di
Ao ¢ m(R, p) el iup||qb(7')|| /Re ol

De la méme maniere on montre que

R
fim — = > / Il p(0) dt =0,

Ceci complete la preuve du Théoreme.
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2.5 Equations aux Dérivées Partielles Fonctionnelles
Non Linéaire

Dans ce paragraphe, on considere 1’équation aux dérivées partielles fonctionnelle non
linéaire
d
—
dt
(H,) h e PAP(E, p) et Lipschitzienne par rapport a la seconde variable :

(t) = Ax(t) + L(xy) + h(t,z(t — 7))  pour t € R. (2.7)

il existe une constante K > 0 assez petite tel que

|h(t, ) — h(t,y)|| < K ||z —y|| pourtout z, y€E et teR. (2.8)

(H;) La fonction poids p vérifie :

m[p(ss +7')] ot m[m(R—kr, p)

o05) ) ] sont finies.

§—00 R—o0

On peut voir que sous I'hypothese (H;) siw € PAP(E, p), alors u(- —r) € PAP(E, p).

Théoréeme 2.5.1. [38] Supposons que (H,) et (H,) soient vérifices. Siuw € PAP(E, p),
alors h(-,u(- —r)) € PAP(E, p).

Théoreme 2.5.2. [24] Supposons que (H,), (H,), (H,), (H,) soient vérifiées et le

semi-groupe (T'(t));>0 est hyperbolique. Si p est décroissante avec

P(c) := sup </_I; e~ R p(t) dt) < 0. (2.9)

Alors, (2.7) a une et une seule solution bornée qui est aussi p-pseudo presque-périodique

pour K assez petit.

Preuve. Puisque p est croissante, alors

H[%] < 0.

S§— 00
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Soit v € PAP(E, p), considérons I’équation suivante

d

% u(t) = Au(t) + L(u¢) + h(t,v(t —r))  pour t € R. (2.10)

D’aprés le théoreme 2.5.1, PAP(E, p) est invariant par translation on a que
h(t,v(t —r)) € PAP(E, p).

Alors I'équation (2.10) a une et une seule solution v dans PAP(E, p) qui est donnée par

t t

uy = lim Ts(t—T)Hs<§nX0h(T,U(T—T’))d7'+ lim Tu<t—T)Hu(§nX0h(T,U(T—T)))dT

n—-+o0o o0 n—-00 +oo

Soit I'opérateur ‘H défini par

H:PAP(E,p) — PAP(E,p)
v — Hv)=u

De I’hyperbolicité, on peut voir que pour une certaine constante positive N
[H(v) = H(w)[| < NK [lv—w]

Si NK < 1, alors ‘H a un unique point fixe qui est I'unique solution p-pseudo presque-

périodique de 1’équation (2.7).

2.6 Exemple

Pour illustrer les résultats précédents, on considere 1’équation aux dérivées partielles
fonctionnelle suivante avec diffusion qui décrit ’évolution de I'espece animale diffusive
simple avec la densité de population v. Pour plus de détails sur ce modele, on se réfere a

104].

2 0
% y(t, ) = % y(t, x) +/ q(0) y(t+0,2) df + z(t,xz) pourt e Retz € [0,7],
T

-

y(t,0) =y(t,7) =0 pourteR,
(2.11)
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ou q : [—r,0] — R est continue,

z: R x [0,7] — R est continue et définie par

2(t,x) =(t) n(z), n:[0,7] — R est une fonction continue,

ott ¢(t) =sin t+sin V2t +e*  pour chaque t €R et a > 0.
Soit E = C' ([0, 7]; R) l'espace des fonctions continues de [0, 7] sur R muni de la topo-

logie de la norme uniforme.

On définit 'opérateur A : D(A) C E — E par
D(A) = {y € C*([0,7}:R) : y(0) = y(x) = 0},
Ay =",

Lemme 2.6.1. [46] (0,+00) C p(A) et [N —A)7 < pour A > 0.

>

De plus, D(A) = {y eE:y(0)=y(r) = O}. Soit Ay la partie de A dans D(A). Alors

Ag est donné par

D(Ao) = {y € CX([0,7:R) : y(0) = y(m) = y"(0) = y'(w) = 0},

Aoy = Ay pour y € D(Ay).

Ay est le générateur d'un semi-groupe fortement continu compact (7p(t))i>0 sur D(A).

Par conséquent, les conditions (H,) et (H,) sont vérifiées.
Pour écrire 'équation (2.11) sous la forme abstraite (2.2), on introduit 'opérateur

L : C — E défini par
0
L(¢)(x) :/ q(0) ¢(0)(z) dd pour x € [0,7] et ¢ € C,
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et la fonction f : R — E est définie par

f@)(x) = z(t,z) =(t) n(x) pourteRet z€]0,n]

Alors, L est un opérateur linéaire borné de C' dans E et de la continuité de i) on obtient

que f est une fonction continue de R dans E.

Alors, I’équation (2.11) prendra la forme abstraite
pr x(t) = Az(t) + L(z) + f(t)  pourt € R, (2.12)
Pour étudier I'existence et 1'unicité d’une solution bornée de I’équation (2.12), on sup-

posera que :

(1) [ o) do < 1.

Proposition 2.6.2. Supposons que (H4) est vérifiée. Alors, le semi-groupe (T'(t))i>0 est

exponentiellement stable : il existe des constantes M > 1 et w > 0 tel que

1T <M e  pour tout t > 0.

Preuve. Soit A € 0(Az). Alors il existe x € D(A), x # 0 tel que A(N) x = 0.

Ce qui donne que

et
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Par conséquent, A € o(Ar) si et seulement si
0
A —/ q(0) e’ df = — n* pour cetain n > 1. (2.13)
Prenons la partie réelle dans la formule (2.13), on obtient que
0
Re(\) = / q(0) P cos(ImA 0) df —n®  pour n > 1.
Supposons que Re(\) > 0, alors
0
Re(\) < / lq(0)] do — 1 < 0. (2.14)
Ce qui donne une contradiction. Par conséquent, o(Ar) C {A € C: Re (\) < 0}, puisque
T'(t) est compacte pour ¢t € R, il s’ensuit que le semi-groupe (7'(t)):>o est exponentielle-

ment stable.

Pour 8 > 0, posons la fonction poids suivante :

1 si t <0,

e Bt si t>0 et3>0.

Alors, Rlim m(R, p) = +oo et par conséquent p € Ug,.

— 400

Proposition 2.6.3. [24] De plus, supposons que 0 < o < (3. Alors, I’équation (2.12) a

une unique solution bornée et pseudo presque-périodique avec poids.

Preuve

Si a < f3, la condition (2.6) est vérifiée, comme

1 [ 1
P(w) := sup (eW_R/ e “p(t) dt) =— <00

R>0 —-R

Il est facile de voir que 1) n’appartient pas a PAP(R) car on a que

1 R
lim —/ e dt = oo.
R—o0 2R _R
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et » € PAP(R, p) avec sin t + sm(\/§ t) comme sa composante presque-périodique et e

sa composante ergodique avec poids qui vérifie

1 B
lim—/ e p(t) dt =0.
R—oo m(R7 p) —R ( )

D’aprés le Théoreme 2.4.1, on déduit que I’équation (2.12) a une unique solution pseudo

presque-périodique avec poids.
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Chapitre 3

Propriétés des Solutions
Pseudo-presqu’automorphes avec
Poids pour les Equations
Diftférentielles a Retard en

Dimension Infinie
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3.1 Introduction

L’objectif de ce travail est I’étude de 'existence et 'unicité de solutions pseudo-presqu’automorphes

avec poids pour I'équation différentielle a retard suivante

% x(t) = Ax(t) + L(z) + f(t)  pourt € R, (3.1)

ou A : D(A) — E est un opérateur linéaire (pas nécessairement dense) sur un espace
de Banach E, on suppose que A vérifie la condition de Hille-Yoshida , qui signifie que A
vérifie la condition spectrale suivante : il existe M > 1 et w € R tel que :

(w,+00) C p(A) et [(A] —A)™"| < pour n € Net A > w,

(A —w)r

ou p(A) est I'ensemble résolvant de A, ici C' := C([—r,0],E) est I’espace de Banach des
fonctions continues sur [—r, 0] sur E muni de la topologie de la norme uniforme, L est
un opérateur linéaire borné de C' vers E et f est une fonction pseudo-presqu’automorphe
avec poids de R a valeurs dans [E.

Pour chaque t > 0, la fonction x; € C' est définie par
r(0) =xz(t+6) pour —r <6 <O0.

I1 existe plusieurs exemples ou A n’est pas a domaine dense. En particulier, on rencontre
la nondensité dans plusieurs situations due a des restrictions de ’espace ou I’équation est
considérée (par exemple, les fonctions continues périodiques, les fonctions continues au
sens de Holder) ou due aux conditions limites (par exemple, I'espace C! avec une valeur
nulle sur la frontiere est non dense dans 'espace des fonctions continues ).

Plusieurs auteurs s’intéressent a ’existence de solutions pseudo- presque périodiques des
équations différentielles, des équations aux dérivées partielles et des équations différentielles
fonctionnelles et ont fait plusieurs contributions la dessus : E. Aitdads, O. Arino et
K. Ezzinbi [6, 8, 9], T. Diagana, E.M. Hernandez, G.M. Mahop, G.M. N’Guérékata

(35, 37, 39, 40, 41]. La notion de presque automorphie, a été introduite dans la littérature
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par Bochner il ya une cinquantaine d’années comme une généralisation de la presque-
périodicité classique au sens de Bohr (voir [89], [91]). Dans cette derniere décennie plu-
sieurs auteurs B. Basit, H.S. Ding, K. Ezzinbi, J.A. Goldstein, J. Liang, J. Liu, L. Maniar,
N’Guérékata, A. Pankov, T.J. Xiao, J. Zhang et d’autres, ont donné une riche littérature
sur la théorie de presque automorphie et ces applications aux équations différentielles
[46, 47, 54, 89, 90, 91, 92].

Récemment, Xiao, Liang et Zhang [106] introduisent une nouvelle classe de fonctions
dite fonctions pseudo-presqu’automorphes et établient deux théoremes intéressants sur la
composition de fonctions presqu’automorphes ainsi que les fonctions asymptotiquement
presqu’automorphes (Théoreme 2.3 et 2.4, [72]). Les fonctions pseudo-presqu’automorphes
avec poids généralisent les fonctions pseudo-presque périodiques avec poids qui ont été in-
troduites par Diagana [38, 34, 36]; recemment, J. Blot, G.M. Mophou, G.M. N’guérékata
et D. Pennequin [16] ont établi des propriétés intéressantes sur les fonctions pseudo-
presqu’automorphes avec poids lequel sert de support lorsqu’on étudie 'existence et 1'uni-
cité de solutions pseudo-presqu’automorphes avec poids de certaines équations différentielles
abstraites semi-linéaires.

Ce travail se présente comme suit : Dans le paragraphe 2, on rappelle quelques pro-
priétés de fonctions pseudo presqu’automorphes avec poids. Dans le paragraphe 3, on
donne la formule de variation de la constante et quelques résultats fondamentaux sur
la décomposition spectrale des solutions qui est 1'outil principal de ce travail. Dans le
paragraphe 4, on prouve le théoreme fondamental de I'existence et 1'unicité de solutions
pseudo-presqu’automorphes avec poids de I’équation (3.1). Dans le paragraphe 5 on ap-
plique le résultat dans le paragraphe précédent a 1’équation a retard non linéaire. En
particulier, le pargraphe 6 est pour illustrer notre résultat fondamental (Théoreme 3.4.1),
on examine les conditions suffisantes pour I'existence et I'unicité de solutions pseudo pres-

qu’automorphes avec poids de ’équation de diffusion a retard.
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3.2 Fonctions Pseudo Presqu’automorphes avec Poids

Soit (E, || ||) un espace de Banach et BC(R, E) est 'espace de toutes les fonctions conti-
nues bornées a valeurs dans E muni de la norme du sup définie par ||¢||e := sup ||¢(t)]|.

Dans ce paragraphe on rappelle quelques propriétés intéressantes des fonctiéii pseudo-
presqu’automorphes avec poids. En particulier, on établit le résultat d’invariance par
translation de 'espace PAP(E, p) qui est nécessaire pour I’étude de I'existence de solutions
pseudo presqu’automorphes avec poids pour les équations aux dérivées partielles non

linéaires.

Définition 3.2.1. (Bochner,[20]) Une fonction continue f: R — E est dite presqu’au-
tomorphe si pour toute suite de nombres réels {s,}>2,, on peut extraire une sous-suite

{m.}52, telle que :

g(t) = lim f(t+7,) est bien définie pour t € R

n—oo

et

lim g(t —7,) = f(t) pour chaque t € R.

n—~oo

Soit AA(R,E) dénote ’ensemble des fonctions presqu’automorphes.

Définition 3.2.2. [106] Une fonction continue f : RXE — R est dite presqu’automorphe
si f(t,x) est presqu’automorphe pourt € R uniformément pour tout x dans n’importe quel

sous-ensemble borné de E.
L’ensemble de ces fonctions est dénoté par AA(R x E, E).

Remarque 3.2.3. Si dans les deux limites la convergence est uniforme ent € R, alors f
est presque périodique. La notion de presqu’automorphie est plus générale que la presque
périodicité. St f est presqu’automorphe, alors son image est relativement compacte, ainsi

bornée en norme.

Exemple 3.2.4. [92] Soit f: R — R telle que

f(t)=st !
sin
2 + cost + cosv/2t

alors [ est presqu’automorphe, mais f n’est pas uniformément continue sur R, il s’ensuit

que f n’est pas presque périodique.
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Un autre exemple donné par W.A. Veech

Exemple 3.2.5. [88] Soit f: R — R telle que

|2 + eit + 6iﬁt|

alors f est presqu’automorphe, mais f n’est pas presque périodique.

De ([87], Theorems 2.1.3 et 2.1.10), nous avons les Lemmes suivants sur les propriétés

intéressantes des fonctions presqu’automorphes.

Lemme 3.2.6. [87]

Supposons que f,g: R — E sont presqu’automorphes et A\, 7 sont des scalaires. Alors

on a !

-~

1. f+g, N, f-(t) == f(t+7) pour chaque T € R et f(t) := f(—t) sont presqu’auto-

morphes.
2. Limage Ry de f est précompacte, ainsi f est bornée.
Lemme 3.2.7. [87]

St f, est une suite de fonctions presqu’automorphe et f, — [ uniformément sur R,

alors f est presqu’automorphe.

Définition 3.2.8. [106] On définit

1 R
AAY(R,E) := {f € BO(R,E) : I%ijgoﬁ/R||f(t)|| dt = 0},

1 (R
AAR X E,E) := {f(t,x) € BC(RxE,E): I%im f{/ | f(t,z)|| dt =0
—00 _R

uniformément pour x dans n’importe quel sous-ensemble borné de IE},

Définition 3.2.9. [106] Une fonction continue f: R — E (resp. R x E — E) est dite

pseudo-presqu’automorphe si elle se décompose comme suit

f=9+9¢
ou g € AARE) (resp. AAR X E,E)) et ¢ € AANR,E) (resp. ¢ € AA(R x E,E)).

Soit PAA(R,E) (resp. PAA(R x E,E)) dénote 1’ensemble de toutes ces fonctions.
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Nous citons quelques propriétés importantes des fonctions pseudo presqu’automorphes

Lemme 3.2.10. [16] Supposons que C' est un nombre réel fini, soit Q = [C,+oo[C R
(resp. Q =] — 00,C), f =g+ ¢ est une fonction pseudo-presqu’automorphe. Alors nous

{g(t);t € R} C {f(t);t € Q}

Corollaire 3.2.11. [73] La décomposition de fonctions pseudo-presqu’automorphes est

unique.

L’espace des fonctions pseudo presqu’automorphes est invariant par translation et ceci

est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.2.12. [105] Si z(-) € PAA(R,E), alors x(- — h) € PAAR,E), ot h > 0 est

une constante fixé.

Théoréme 3.2.13. [106] (PAA(]R, E), ||||oo) est un espace de Banach.

On supposera les hypotheses suivantes

— (Hy) f(t,z) est uniformément continue sur n’importe quel sous-ensemble borné
K C X uniformément en ¢ € R.

— (Hg) g(t, x) est uniformément continue sur n’importe quel sous-ensemble borné

K C X uniformément en t € R.

Maintenant, nous ennoncons le Théoreme de composition des fonctions pseudo pres-

qu’automorphes.

Théoreme 3.2.14. [72] Soit f = g+ ¢ € PAAR x E,E) et on suppose que (Hj) et
(Hg) soient vérifiées.
Si h € PAA(R,E), alors f(-,h(-)) € PAA(R,E).

1

loe(R) Pespace de toutes les fonctions locallement intégrables sur R.

Dénotons par L

Soit U défini par
U:={p€ L,,(R): p(x) >0 presque pour tout = € R}
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Pour R > 0 donné, posons

R
m(R, p) ::/ p(x) dx  pour tout p € U.
-R

Définissons

Uo = {pEU:Rliglo m(R,p):oo}
et

Up = {p € Uy : p est bornée et inﬂ%p(az) > 0}.
Tre

Définition 3.2.15. [16] Soit p € Uy,. On définit

PAA(R, p) := {f € BC(R,E): lim

g s [ 1lots) ds = o)

Similairement,

Définition 3.2.16. [16] On définit PAA(R x E, p) comme la collection de toutes les
fonctions F : R x E — E qui sont continues par rapport auz deux variables et F(-,y) est

bornée pour chaque y € E, et

1 R
lim / F(s, s)ds =0
Jm s | Il

uniformément par rapport a y € E.

Définition 3.2.17. [16] Une fonction f : R — E (resp. R x E — E) est dite pseudo-

presqu’automorphe avec poids (ou p-pseudo-presqu’automorphe) si elle s’écrit comme suit
f=9+0¢
ot g € AARE) (resp. AAR X E,E)) et ¢ € PAA(R, p) (resp. ¢ € PAAR X E, p)).
Dénotons par WPAA(R, p) (resp. WPAA(RXE, p)) I'ensemble de toutes ces fonctions.

Remarque 3.2.18. [16] Quand p = 1, on obtient les espaces standard PAA(R,E) et
PAA(R x E,E).
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On donne un exemple d’une fonction qui est pseudo presqu’automorphe avec poids et

qui n’est pas pseudo presqu’automorphe.

Exemple 3.2.19. Soit p(t) = €' pour chaque t € R.

11 est facile de voir que m(R, p) = eft — e ™ et d’ici p € Uy.

1
2+ cos t+ cos \/§t

Posons f(t) = sin +e " Il est clair que f appartient o W PAA(R, p).

1
2+ cos t + cos \/§t

La fonction sin est sa composante presqu’automorphe, la composante

ergodique avec poids de f vérifie

1 R
lim —/ eteldt =0,

RoooeR —e R |

1 R
. 1. _t — .
tandis que Jim o /Re dt = 400

D’ici, on déduit que f n’appartient pas @ PAA(R,E).

Citons quelques propriétés fondamentales des fonctions pseudo-presqu’automorphes

avec poids.

Lemme 3.2.20. [16] Si f = g+ ¢ avec g € AAR,E), et ¢ € PAA)(R,p) ot p € Ug,

alors g(R) C f(R).

Théoreme 3.2.21. [16] Pour chaque p € Ug. La décomposition de fonctions pseudo-
presqu’automorphes avec poids f = g+ ¢, ot g € AARE) et ¢ € PAA(R,p) est

unique.
Théoréeme 3.2.22. [16] Sip € Ug, alors (WPAA(]R, p), |- HOO> est un espace de Banach.

Proposition 3.2.23. [16] Soient p € Up, f € WPAA(R, p) et g € LY(R). Alors fxg, la
convolution de f et g sur R, appartient a WPAA(R, p).

Définition 3.2.24. [38] Soit p1, p2 € Us. On dit que py est équivalent a ps ou py ~ po

si et seulement si 22 € Ug.
p2
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Si deux poids sont équivalents alors les espaces pseudo presqu’automorphes avec poids

correspondant coincident, ainsi on a :

Théoreme 3.2.25. [16] Soit py, pa € Us. Si py est équivalent a pa, alors WPAA(R, py) =
WPAA(R, ps).

Nous citons le Théoreme de composition des fonctions pseudo presqu’automorphes avec

poids.

Théoréme 3.2.26. [16] Soit p € Uy, f =g+ ¢ € WPAA(R x E, p) et on suppose que
(H;) et (Hg) soient vérifices.
Sih € WPAA(R, p), alors f(-,h(-)) € WPAA(R, p).

Une conséquence immédiate du Lemme 3.2.20, on a :

Corollaire 3.2.27. [16] Soit p € Uy, f =g+ ¢ € WPAAR X E, p) et supposons que
f et g sont Lipschitziennes en x € E uniformément en t € R.

Sih € WPAA(R, p), alors f(-,h(-)) € WPAA(R, p).

Agarwal [4] donne une condition suffisante qui assure I'invariance par translation de
I'espace PAP(E, p). Nous allons établir une condition suffisante qui assure l'invariance

par translation de I'espace WPAA(R, p).

Proposition 3.2.28. Soit p € Uy, et supposons que les limites

lim sup [—p(s + T)]

nst s [m(R + T, p)}

et limsup (R, p)

R—o0

sont finies pour tout T € R. Alors l'espace W PAA(R, p) est invariant par translation.

preuve.
Nous allons montrer que f(-) := f(- — 7) € WPAA(R, p).

Puisque f, € WPAA(R, p) alors, f; = g, + ¢, ou g, € AAR,E) et ¢, € PAA(R, p).

Il est facile de voir que g, € AA(R,E). Il reste & montrer que ¢, € PAAy(R, p).

Rappelons que ¢, € PAAy(R, p) si et seulement si

BC(R,E i 1 : d
6, € BO(R,E) et Rggom/_Rnwu p(t)dt = 0.
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Nous avons que

)
oo m(R, p)

R ' 1 R
[ ool = Jim —zs [ ot =)ot

R—7
= lim / 16(s)llo(s + )ds

R—o0 m(R’ p) —R—T1

. m(R+T,p) 1 /R_T p(s+T)
= lim
R—ooc m(R,p) m(R+T,p)

o H¢(3)pr($)d3

Puisque les limites

et limsup
R—o0

lim sup [p(s i T)]

sooo L p(s)

sont finies pour tout 7 € R, et ¢ € PAAy (R, p).

m(R+ 7, p)
[ m(]—;,p)p}

Alors, il s’ensuit que

1 R
lim ———— . dt =0,
[ lentol pteyar =0

R—oo m(Rv p)

et finallement ¢, € PAA, (R, p).

3.3 Formule de la Variation de la Constante et Décomposition
Spectrale

On assoscie a ’équation (3.1) le probléme avec condition initiale suivant

© n(t) = An(t) + Lx) + (1) pour t >0,

ZL'O:QOEO.
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Par la suite, on supposera que
— (H,) A vérifie la condition de Hille-Yoshida : il existe M > 1 et w € R tel que

(w,+00) C p(A) et [AM[—A)™" < pour n € Net A > w,

(A—w)r

ou p(A) est 'ensemble résolvant de A.

Définition 3.3.1. [2] On dit qu’une fonction continue x de [—r,00) sur B est une solu-

tion intégrale de l’équation (3.2), si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) 1tx(s) ds € D(A) pourt >0,

0

(i1) x(t) = p(0) + A/Otx(s) ds + /Ot (L(xs) + f(s)) ds pourt >0,
(111) xo = .

Si D(A) = E, les solutions intégrales coincident avec les solutions faibles. Si = est une

solution intégrale de I’équation (3.2), alors x(t) € D(A) pour tout ¢t > 0, en particulier

(0) € D(A).

Introduisons la part Ay de I'opérateur A dans D(A) qui est définie par

D(Ap) = {y €D(A): Aye W},
Aoy = Ay pour y € D(Ap).

Lemme 3.3.2. [/6] Aq est le générateur d’un semi-groupe fortement continue (To(t))i>o0

sur D(A).
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Pour l'existence de solutions intégrales, on a le résultat suivant

Théoreme 3.3.3. [2] Supposons que (H,) est vérifiée. Alors pour tout ¢ € C tel que

©(0) € D(A), l’équation (3.2) a une unique solution intégrale x sur [—r,+00). De plus, x

est donnée par

t

x(t) = To(t) ¢(0) 4+ lim [ To(t — s)By (L(xs) + f(s)) ds pour t>0,

A—00 0

ot By = ARA — A)™Y pour A > w.

L’espace de phase Cj de ’équation (3.2) est défini par
Co={v € C:4(0) € D(A)}.
Pour chaque ¢t > 0, on définit 'opérateur linéaire T'(t) sur Cy par
T(t)p = x4(0,0) pourt > 0.

ou x(0, ¢) est la solution de I'’équation linéaire suivante :

d

pr x(t) = Ax(t) + L(z¢) pour t >0,

(3.3)
xg=p € C:=C([-r,0;E).
Proposition 3.3.4. [2] (T'(t)):>0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires

sur Coy

(i) Pour toutt >0, T(t) est un opérateur linéaire borné sur Co;

(i) T(0)=I;
(iii) T'(t+s) =T ()T (s) pour tout t,s > 0;

(iv) Pour tout p € Cy, T(t)¢ est une fonction continue de t > 0 a valeurs dans Cy.
Théoréme 3.3.5. [3] Soit Ar défini sur Cy par :
D(Ar) = {90 € C'([-r,0E) : ¢(0) € D(A), ¢'(0) € D(A) et ¢'(0) = Ap(0) + L(s@)}
Arp = ¢ pour p € D(Ar).
Alors, Ar est le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>o sur Cp.
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Pour donner la formule de variation de la constante , on rappelle quelques notations et

résultats qui sont pris de [3].

Soit (Xo) l'espace défini par

(Xo) = {Xoc: c € B},
ou la fonction Xyc est définie par

0 sifel[-r0),
(Xoc)(0) =
c sif=0.

L’espace Cy @ (Xo) est muni de la norme
|6 + Xoc| = |p|lc + || pour (¢,¢) € Cy x E,

est un espace de Banach et considérons Iextension Az definie sur Cp @ (Xo) par

D(r) = {p € C}([=r,0;E) : ¢(0) € D(A) et ¢/(0) € D(A)}
Arg = ¢ + Xo(Ap(0) + L(¢) = £'(0)).

Lemme 3.3.6. [3] Supposons que (H,) soit vérifiée. Alors, Az vérifie la condition de
Hille-Yoshida sur Cy @ (Xo) : il existe M >0 et eR tel que

M

(@, +00) C p(A7) et |(M — Ap)™"| < oo

pourn € N et \>w. (3.4)

De plus, la part de .ZT sur D(ZT) = () est exactement l'opérateur Ar.

Théoreme 3.3.7. [3] Supposons que (H,) soit vérifie. Alors pour tout ¢ € Cy, la
solution = de ’équation (3.2) est donnée par la formule de variation de la constante
sutvante

t

xy=T(t) ¢+ )\lir}rq T(t — s)Bx(Xof(s)) ds pour t >0,

o By =X (M — Ap)™'  pour A > &.
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Dans la suite, on supposera que

(Hg) L’opérateur Tp(t) est compact sur D(A) pour tout ¢ > 0.

Théoreme 3.3.8. [3] Supposons que (H, ) et (Hg) soient vérifices, alors T(t) est compact

pourt > r.

Comme conséquence de la propriété de compacité de I'opérateur T'(t), nous avons que

le spectre o(Ar) est le spectre ponctuel. De plus, on a

Lemme 3.3.9. o(Ar) est est donnée par la formule suivante :
o(Ar) = {X € C: kerA(X) # {0} }
ot lopérateur linéaire A(X) : D(A) — E est donné par :
AN) =X — A — L(M)
et e* : E — C, est défini par :

(e*z)(0) = Mz, pour x€R et e[ 0.

Définition 3.3.10. [59] On dit que le semi-groupe (T'(t));>o est hyperbolique si
O'(.AT) NiR = .

Théoreme 3.3.11. [46] Supposons que (H,) et (Hg) soient vérifices. Si le semi-groupe
(T'(t))+>0 est hyperbolique, alors l'espace Cy est décomposé comme somme directe de sous-
espace stable et instable

Co=5aU

et il existe des constantes positives K et c tel que

IT(t)pll < Ke ol pour t>0et ¢S,
(3.5)

1Tl < Ke?|¢|| pour t<0et €U
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Théoreme 3.3.12. [46] Supposos que (H,) et (Hg) soient vérifiées et le semi-groupe
(T'(t))e>0 est hyperbolique. Si f est bornée sur R, alors l’équation (3.2) a une unique so-

lution bornée sur R qui est donnée par la formule suivante

t t
2 = lim To(t — 7)IT° (ano f(T)) dr + lim / T“(t—r)H“(BnXO f(T)) dr
n—+oo J_ n—-+00 +o0

ou, IT° et II* sont les projections de C sur les sous-espaces stables et instables, respective-

ment, T et T" sont les restrictions de T(t) a S et U respectivement.

3.4 Solution Pseudo-presqu’automorphe avec Poids

Soit p € U,. Dans ce paragrahe, On établit le résultat fondamental de ce travail, qui
montre l'existence et 'unicité de solutions p—pseudo presqu’automorphes de 'Eq. (3.1)

si la fonction d’entrée f est p—pseudo presqu’automorphe.

Théoreme 3.4.1. Fizons p € Us. Supposons que (H,) et (Hg) soient vérifiées et le
semi-groupe (T'(t));>0 est hyperbolique. Si f est p-pseudo-presqu’automorphe ent € R et

p est décroissante avec

P(c) == %11% </_I; e~ R (1) dt) < 00. (3.6)

Alors, Eq. (3.1) a une et une seule solution bornée qui est aussi p-pseudo-presqu’automorphe.

Preuve. Eq. (3.1) a une et une seule solution bornée sur R qui est donnée par

2 = lim ' T5(t — ) II° (énXof(T)> dr + lim t TU(t —7) 1" (EnXof(T)> dr.

n—-+00 — 00 n—-+00 +oo

Posons :

t
F(t) = lir+n T°(t — ) II° (BnXof(T)> dr pourteR
et
t ~
Fu(t) = lim [ TU(t—7) 0" (BnXO f(T)) dr pour t € R.

n—+o0o +o0
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On montre que les fonctions F*(t) et F*(t) sont pseudo-presqu’automorphes avec poids.
Puisque f € WPAA(R, p) alors, f =g+ ¢ ouge AARE) et ¢ € PAA(R, p) .
Rappelons que ¢ € PAA(R, p) si et seulement si

BO(R,E) et i

[ 1ot pteyat =o.
-R

Alors, pour t € R on a

t t

F)= lm [ T(t—7)I (Enxog@)) dr lim [ T(t-7) T <§nX0¢(T)) dr

et
t t

Fut)= lim [ T“(t—7) Hu(énxog(T)) dr+ lim [ TU(t—7) I (EnXogb(T)) dr

n—-+00 +o00 n—-+o0o +o00

Posons

t

G°(t) = lim T5(t —7) II° <§nXog(T)> dr pourteR

n—+oo [
et
t o~
GU(t) = ngrfoo Tt — ) I (BnXog(T)> dr pourt € R.

“+o00

Nous montrons d’abord que G*(t) et G*(t) sont presqu’automorphes.
Soit s = (s,,) une suite de nombres réelles. Puisque ¢ est presqu’automorphe, il existe

une sous-suite de s, notée par o, et une fonction continue g(t) telle que

g(t) = lim g(t+o,) pourteR

m—00

et

g(t) = lim g(t —o,) pourt e R.

m—0o0

Alors, on montre que

Gs(t) = lim G*(t+o0,) pourtcR

m—00

et

G*(t) = lim G5(t —o0,,) pourt€R.

m—00
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Maintenant pour ¢t € R, on a

t+om .
G (t+0m) = lim T5(t + o — 7) II° (BnXog(T)) dr
ce qui donne pour t € R
t
G (t+ o) = lilil T°(t — 1) IT° <BnX0g(7' + am)> dr

Ainsi, on doit montrer que

Tii_r}noo [7}1_{20 /_t T%(t — 7)II° (EnXog(T + O'm))dTi| = nl_lﬁloo _t T5(t — 7)II° (Eﬁ(@(ﬂ)dr
et
lim [ lim /t T4(t — 7)II° (énXog(T - am)>d7} = lim t T4(t — 7)II° <§nXog(7')>d7'

— — n—+00
m—oo Ln—oo [ +oo J_

pour chaque t € R.

Posons

t

t
A= lim/ Ts(t—T)HS(BnXog(T+am)>dT— lim T°(t—7)IT° (B Xog(T )dTH

— n—-—1+0o0
n—oo — 00 + —00

Nous avons

A = Jirgo/t Ts(t—T)HS[EnX()( (T+0m)—g(7 )]dTH
< KM/ elt=7) T+0m)—§(T)“dT
< KM/+0<> gt —s+om) —g(t—s)|ds

< 2KM||g||OO/ e “ds
0

Puisque 2K M ||g|loce™ € L*(0, 00).

Alors, d’aprés le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous avons que

t

CA}’;(t) = nl_l}l}rloo T5(t — 7)II° (EnXoﬁ(T))dT pour chaque t € R.

D’une facon analogue a ce qui précede, on peut montrer que
t

lim [ lim [ T°(t— T>ns(§nxog<7 . o—m))dT] — G*(t) pourt € R.

m—00 n—oo +o0
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Similairement, pour chaque t € R on montre que

Gu(t)= lim [ TU(t—7)I" (Enxog(f))df

et

Ainsi,
t _ ¢ _
lim T5(t — 7)II° (Bnng(T)> dr et lim Tt — )" (Bnng(T)> dr

n—-+4oo — 0o n—-+o0o +oo

sont presqu’automorphes.

Il resta a montrer que

lim ! /R lim /t T5(t — m)II° <§nX0¢(T)) dTHp(t) dt =0

R—»oom(R,p) _glln—=too J_
et
R t _
h I T(t — m)II"( B, X d H t) dt = 0.
Ao m(R, p) /R nllfoo/m (t—7) ( 0@25(7)) 7| p(t) 0
Posons
t o~
I(t) = lim Ts(t_T)Hs(BnXOQs(T)) dr
t ~
70 = [ 1 (BXosn) dr
n—+00 +o0

En utilisant la relation (3.4) et (3.5) il existe des constantes positives K and M tel que

Jm s / Znuwu pt) dt < gg&ﬂﬂi ) / z[ / ;e—c@—” o)l dr] p(t) dt
~ lm mfRAZ ) / [ / <> ol dr] o) dt

= Li(p) + L(p).
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Par le Théoreme de Fubini, on a

L) = 1m KM /R[ /RH o)l dr] oo at

R
- Jm % / o[ T o) at] dr.

Puisque p est une fonction décroissante alors on a

Li(p) < lim

A, mﬁz) [ o o[ (1= )] ar

1 —c(R—T) 4 ; 4
De plus —R <t < Ret ¢ > 0 alors — (1 —e ) est borné uniformément en 7.
c

KM (R
h(e) < Jin s [ ot ofe) dr <o

d’aprés (3.6) on a

KM (R [®
B() = fim = [ [ et o) e oo ar
: K M i —c o cT
S Bl B G TRE O
: K M d —ct B cT
= Jim s [t s a [ e ot dr
KM B
= Jim S sl [ e ol a

D’une maniere similaire on montre que

lim L/_ 1@ p(t) dt = 0.

f—com(R, p) J_rg

Ceci complete la preuve du théoreme.
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3.5 Equation aux Dérivées Partielles Non Linéaires

Dans ce paragraphe, on considere 1’équation aux dérivées partielles non linéaire

% x(t) = Azx(t) + L(xy) + h(t,z(t — 7))  pourt € R. (3.7)

Pour montrer I'existence et 1'unicité de solutions p—pseudo-presqu’automorphes de I’Eq.

(3.7), on supposera les hypothéses suivantes :
-~ (Hy) h=9g+¢c WPAA(R, p) ou p € Us.
— (Hyy) |h(t,x) — h(t,y)|| < Ly [z —y|| pour tout z, ycE et teR.

— (H,;) Supposons que les deux limites

lim sup [M}

m(T + T, p)}
s—oo L p(s)

et limsup [
m(T', p)

T—o00

sont finies pour tout 7 € R, alors I'espace W PAA(R, p) est invariant par translation.

Théoréme 3.5.1. Supposons que (H,)— (H,,) soient vérifiées. Alors,

siu € WPAA(R, p), alors h(-,u(- —r)) € WPAA(R, p).
Preuve. La preuve découle de la Proposition 3.2.28 et du Corollaire 3.2.27.

Théoreme 3.5.2. Supposons que (H,)— (H,,) soient vérifiées, le semigroupe (T'(t))i>o

est hyperbolique et p est décroissante avec

P(c) :=sup </Z e R p(t) dt> < 0.

R>0

Alors, (3.7) a une et une seule solution bornée qui est aussi p-pseudo-presqu’automorphe

pour K assez petit.
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Preuve. Soit v € WPAA(R, p) considérons I’équation suivante

d

pr u(t) = Au(t) + L(ug) + h(t,v(t —r)) fort e R. (3.8)

WPAA(R, p) est invariant par translation et d’aprés le Théoreme 3.5.1, on a
h(t,v(t —r)) € WPAA(R, p).

Alors ’'Eq. (3.8) a une et une seule solution u dans WPAA(R, p) qui est donnée par

t t

up = lim T5(t—7)I1° (EnXoh(T,U<T—T‘))dT+ lim T(t—7)I" (EnXoh(T,v(T—r)))dT.

n—-4oo — o n—-+o0o +oo

Soit I'opérateur ‘H défini par

H:WPAAR,p) — WPAA(R,p)

v — H(v) =u.

De T'hyperbolicité, on peut voir que pour une constante N positive

IH(v) = Hw)|| < NLf [[v = w].

Si N Ly < 1, alors ‘H a un unique point fixe qui est I'unique solution p-pseudo-

presqu’automorphe de I'Eq. (3.7).

3.6 Exemple

Pour illustrer les résultats précédents, nous considérons I’équation aux dérivées par-
tielles avec diffusion qui décrit ’évolution de l'espece animale diffusive simple avec une

densité de population v. Pour plus de détails sur ce modele, nous référons a [104].

2 0
% y(t,x) = % y(t, x) +/ q(0) y(t+0,2) df + z(t,z) fort e Retz e 0,7],

-r

y(t,0) =y(t,7) =0 pourt e R,
(3.9)
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ou q : [—r,0] — R est continue, z : R x [0, 7] — R est continue et définie par

z(t,x) =(t) n(x), n:[0,71] — R est une fonction continue,

1
ol t) = sin +e*  pour chaque t €R et a > 0.
¢() 2+cost+cos\/§t

Soit E = C([0,7];R) est I'espace de fonctions continues de [0,7] sur R muni de la
topologie de la norme uniforme.

Définissons 'opérateur A : D(A) C E — E par
D(A) = {y € C2([0,);R) : y(0) = y(m) = 0},

7

Ay =1v".

Lemme 3.6.1. [46] (0,400) C p(A) et [N —A)1 < pour A > 0.

> =

De plus, D(A) = {y e E:y0) =vy(r) = 0}. Par conséquent, les conditions (H,) et

(Hg) sont vérifiées.

Pour écrire 'Eq. (3.9) sous la forme abstraite (3.1), on introduit 'opérateur

L : C — E défini par

L(6)(x) = / 1(6) 9(0)(z) 40 pour = € [0,7] ct ¢ € C,

-

et la fonction f: R — [ est définie par
f@)(x) =2(t,x) =(t) n(z) pourteRet z€[0,n]

Alors, L est un opérateur linéaire borné de C' sur E et de la continuité de v on a que f
est une fonction continue de R sur E.

Ainsi, I’équation (3.9) prendra la forme abstraite (3.1).
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Soit Ay est la part de A dans D(A). Alors, Ag est donnée par

D(Ag) = {y € C¥([0, 7 R) : y(0) = y(r) = y'(0) =o/'(m) = 0},

Agy = Ay pour y € D(Ay).

Ay est le générateur d'un semi-groupe fortement continue compact (To(t))¢>o sur D(A).

Pour étudier 'existence et 1'unicité de solutions bornées de I’'Eq. (3.1), on supposera que

(H,,) / 4(0)] db < 1.

Proposition 3.6.2. supposons que (H,,) soit vérifiée. Alors, le semigroupe (T'(t))i>o est

exponentiellement stable : il existe deux constantes M > 1 et w > 0 tel que

1T <M e pour tout t > 0.

Preuve. Soit A € o(Ar), alors il existe © € D(A), x # 0 tel que A(\) z = 0.

Ce qui donne
0

Ar — Az — </ q(0) e d@)x =0,

T

et

A — /0 q(0) e db € o, (A),

ou 0, (A) est le spectre ponctuel de A et est
oy (A):{—nQ:nGN*}.

Par conséquent, A € o(Ar) si et seulement si

0
A —/ q(0) e’ d9 = — n* pour certain n > 1. (3.10)

—-T
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En prennant la partie réelle dans la formule (3.10), on obtient que
0
Re(\) = / q(0) P cos(ImA 0) d9 —n®  pour n > 1.

Supposons que Re(\) > 0, alors
0
Re(\) < / 1g(6)] do — 1< 0.

Ce qui donne une contradiction. Par conséquent, o(Ar) C {A € C: Re (\) < 0}, ainsi le

semi-groupe (7'(t)):>0 est exponentiellement stable.

Posons
1 si t <0,

e Bt si t>0 et (3>0.

Alors, Rlim m(R, p) = +oo et d’'ici p € U.

— 400

Proposition 3.6.3. Supposons que 0 < a < 3. Alors, I’Eq. (3.9) a une unique solution

bornée et pseudo-presque autromorphe avec poids.

Preuve. Si a < 3, la condition (3.6) est vérifiée

P(w) := sup (WLR /R e “p(t) dt) < 00.

R>0 -R

Il est facile de voir que ) n’appartient pas a PAA(R,E) puisque

1 R
1 —_— O{t pr—
I%l_rgo 5 /_Re dt = oo.

1

2+ cos t + cos /2t
tomorphe et e comme sa composante ergodique avec poids qui vérifie

et v € WPAA(R, p) avec sin

+ e comme sa composante presqu’au-

lim

1 B
e p(t) dt = 0.
R—oo m(R, p) /R Q
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D’aprés le Théoreme 3.4.1, on déduit que I'Eq. (3.9) a une unique solution bornée et

pseudo-presqu’automorphe avec poids .
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Chapitre 4

Problemes de Valeurs Propres a
Deux Parametres en Trois Points
avec Conditions aux Limites

Dépendant du Temps
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4.1 Introduction

La méthode de séparation des variables utilisée dans la résolution des problemes avec
conditions aux limites pour I’équation de Laplace ou ’équation d’onde d’Helmhotz, nous
ramene souvent a un probleme de valeurs propres a deux parametres pour les équations
différentielles ordinaires (voir [11]). Pour résoudre ces problémes, on spécifie les conditions
aux limites en trois points consécutifs. Ceci nous conduit a une classe intéressante de
problemes aux valeurs limites, qui est connue comme problemes aux valeurs limites en
plusieurs points, et qui est considérée par plusieurs auteurs (voir [12], [22], [48], [49], [95]).
Pour les travaux numériques sur le sujet, le lecteur pourra se référer a [17], [28], [53]. En
plus, les problemes avec conditions aux limites dépendant du temps ont été étudiés en
relation avec plusieurs phénomenes physiques (voir par exemple [43], [94]). Dans ce travail
on s’intéresse a l'analyse de la dépendance des valeurs propres et des fonctions propres du

parametre ¢ du probleme suivant

y(0) =y (0) tan o(t)
) | (4.1
y(c) =y (c) tan 5(t)
| y(1) =y (1) tan ()
. d . ,
o =, I:=10,1], J:=10,1], 0<c<1, Xetusont des parametres réels.
x

On supposera par la suite que
(a) g: I x J — R est positive, continue en z et continiiment différentiable en t;
(b) h:1IxJ — R est continue en x, contintiment différentiable en ¢ et vérifiant
(i) h(x,t) > 0 pour tout (z,t) € [0,¢) x J
(i) h(z,t) <0 pour tout (z,t) € (¢,1] x J
(iii) h(c,t) =0 pour tout t € J.
(c) Les fonctions «, 3 et y sont a valeurs réelles, contintiment différentiables sur J, et tel

que a(t), y(t) € [0,%) pour tout t € J, §(t) € (—5,0] pour tout ¢t € J.
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Une valeur propre du probléme (4.1) revient a chercher les valeurs des parametres A et p
pour lesquelles le probleme a une solution non triviale.

Notre objectif dans ce travail est d’étendre les résultats obtenus dans Sager [94] dans le
cas des problemes de valeurs propres a un parametre avec conditions aux limites dépendant
du temps au cas des problemes de valeurs propres a deux parametres avec conditions aux
limites dépendant du temps imposées en trois points, notre probléme (4.1). De cette fagon,

on aura une généralisation des résultats de Boucherif [22].

4.2 Existence des Valeurs Propres et leurs Propriétés

Le résultat fondamental de ce paragraphe est l'existence des valeurs propres et leurs

dépendance du parametre t. En effet, nous avons

Théoréme 4.2.1. [23] Supposons que les hypotheses (a),(b), (c¢) soient vérifiées. Alors
le probléme de valeurs propres a deuz parametres (4.1) a un nombre infini de valeurs
propres (Am(t), u™(t)), qui sont continument différentiable en t. De plus, les fonctions

propres correspondantes Ym, ont exactement m zéros sur (0,c¢) et n zéros sur (c,1).

Preuve. La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1. Considérons le probleme de valeurs propres a deux parametres (4.1) pour ¢

fixé dans J, sans perdre de généralité on prendra ¢t = 0.

Considérons le probleme

1"

y + (Ag(z,0) + ph(z,0))y =0,

y(0) = y(c) = 0. )

Soit i = kA et posons ¢(z, k) = g(x,0)+kh(x,0). Alors le probleme (4.2) prendra la forme

Y + Ag(z, k)y =0,

y(0) = y(c) = 0. -
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Il s’ensuit des hypotheses sur les fonctions g et h que
(i) il n’existe pas un k tel que ¢(x, k) < 0 pour tout € (0, ¢).
(ii) Ag(z, k) ne peut pas étre négatif pour tout = si A > 0.

0
(iii) Si ko = —Orélzirglc zg: O; alors q(z,k) > 0 pour tout € (0,c¢) si et seulement si

k > ko, et A\g(x,k) < 0 si et seulement si k > kg et A > 0. Aussi, si k < kg alors

q(z, k) change de signe sur (0, c).

Pour k > ko, les méthodes classiques (transformation de Priifer, théoreme de com-

paraison de Sturm) montre que le probleme (4.3) a une suite infinie de valeurs propres
(Am(E))men- tel que :

(@) 0<A\(k) <Xa(k) < < An(k)<---

(b) lim A (k) = +oo

(c) Le probleme (4.3) a une solution non triviale si et seulement si A = \,,,(k) pour certain
m € N*. Cette solution non triviale a exactement (m — 1) zéros sur (0, ¢).
(d) Pour chaque A, (k) il existe un unique p,(k) = kA, (k) tel que (A (k), pm(k)) est

une valeur propre du probleme (4.2).

Maintenant, si k < ko les fonctions ¢(x, k) change de signe sur (0, ¢). Il s’ensuit qu’il

existe une suite infinie double (A, (k))mez+ de valeurs propres de (4.3) tel que

(1) - <Amk) <o <A (k) <0< (k) <0< < Ap(k) < -+

(ii) Les fonctions propres correspondantes ont exactement (m — 1) zéros sur (0, c),

(iii) Dans chaque cas, on a p,(k) = kA, (k) et le couple (A, (k), pm(k)) est une valeur
propre du probleme (4.2).

Du Lemme 4.8 dans [26], il est facile de voir que si (A, ) est une valeur propre du
probleme (4.2) alors p, comme fonction de A, est une fonction réguliere.
Ceci définit une courbe unique T, , tel que chaque (A, u) € T, est une valeur propre du

probleme (4.2) et la fonction propre correspondante y,, a exactement (m — 1) zéros sur

(0,c¢).
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D’une maniere similaire, le probleme

1"

y + (Ag(,0) + ph(z,0))y =0,

4.4
y(e) =y(1) =0 .

a une suite infinie de valeurs propres (A", u™) dont les fonctions propres correspondantes
ont exactement (n — 1) zéros sur (c, 1). Il découle du lemme 4.8 dans [26] qu'il existe une

courbe unique '™ passant par (A", u™) tel que tout (A, u) € I'™ est une valeur propre du

probleme (4.4).

Finallement, considérons le probléme (4.1) pour ¢t = 0 fixé, i.e. le probleme

y' + (Ag(z,0) + ph(z,0))y =0,

(4.5)
y(0) = y(c) = y(1) = 0.

Si (A, ) est une valeur propre du probleme (4.5), alors il existe la fonction propre corres-
pondante y, qui est une solution nontriviale du probleme (4.5). Mais, les restrictions de y
aux intervalles [0, ¢] et [c, 1] respectivement, sont des solutions nontriviales des problemes
(4.2) et (4.3) respectivement. Ceci implique que y a exactement (m — 1) zéros sur (0, ¢)
et (n — 1) zéros sur (c,1). De plus, (A, ) est une valeur propre des problemes (4.2) et
(4.3). Par conséquent (A, p) € I';, N I™. D’une autre fagon, on peut voir facilement que
si (A, p) € I'yy NI, alors (A, ) est une valeur propre du probleme (4.5) dont la fonction
propre correspondante qu’on dénote par y,,, a exactement (m — 1) zéros sur (0,c) et

(n — 1) zéros sur (¢, 1). Le lecteur pourra voir [26] pour plus de détails.

Maintenant, écrivons le probleme (4.1) sous la forme équivalente suivante

Ag(,0) + ah(, 0) |y = f @, t; A )y

@\
+
—

(4.6)




Etape 2. Formulation opérationnelle du probleme (4.6).

L’espace Z = C([0,1];R) avec la norme usuelle du sup, i.e., ||z]jp = sup{|z(x)|;x €
[0, 1]} pour tout z € Z, est un espace de Banach.

Soit Y = C?([0,1];R), et pour chaque y € Y, on définit sa norme par

1yl = maz([lyllo, 1y llo, [y [lo)-

On définit I'opérateur linéaire L(A, p) : Y — Z par

"

(L wy) (@) ==y (x) + [Ag(x,0) + ph(z, 0)]y(z).
Aussi, soit L\, p) 1 Y — Z x R? défini par
ﬁMwMz(HMMwH@w@wUD'
Soit F': Y x R? x J — Z x R? défini par
Fly.hpu,t) = (£t 1wy, y (0) tan a(t), y' (c) tan A(2), y (1) tan (1) ).
Le probleme (4.6) est équivalent a 1’équation opérationnelle
L\, py = F(y, A, p, ). (4.7)

Considérons les problemes suivants :

y' + Ag(x,0) + ph(z,0)y = f(z,t; A, 1)y
y(0) = ¢/ (0) tan a(t) (45)
y(c) =y (c) tan (1)

y' + [Ag(x,0) + ph(z,0)]y = fz,t; A, w)y
y(c) =y (c) tan B(t) (4.9)
y(1) =y (1) tan y(t)
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Par la suite, on considere le probleme (4.6) comme deux probléemes aux limites en deux
points séparemment sur [0, | et [c, 1], nomémment les problemes (4.8) et (4.9). Puisque
ces problemes ont une nature similaire, on fait ’étude du premier et les résultats obtenus

sont adaptés au second.

Etape 3. Le probleme de valeurs propres (4.8). Ce probleme est équivalent a
Li(A\ )y =Fy,\,pu,t), 0<t<1 (4.10)

ot L1\ 1)y = (L0 m)y, 9(0),9(0))-

C’est montré dans [22] que, pour chaque m € N* il existe une valeur propre (A, ft,) de
L; avec la fonction propre correspondante y,, ayant m zéros sur (0, ¢). De plus ker (L1 (A, fim))
est de dimention 1 et l'image de L£i(Am, ftm), dénotée par R(Ly(Am, fim)), est de codi-
mention 1; i.e., L£1(Am, fm) est un opérateur de Fredholm d’indice 0. Ceci implique la

décomposition suivante
Y = ker(Li(Am, pim)) ® Yy et Z x R? = R(L1 (A, ptn)) ® (Zo x R?)

On définit la projection P, : Y — ker(Lq1( A, ftm)) par

o)) = ([ 9a5) ([ mas)is)no)

Il s’ensuit que I — P, est une projection sur Y. Puisque codimR(Ly(Am, ) = 1 il
existe z, € Z tel que Z;, est engendré par z,,. Si B est la base canonique de R?, alors
Vopérateur Q,, : Z x R? — Z; x R? est défini par

C —1 C
Qm(z,B)(x) = ((/ zi(s)ds) < / zmz(s)ds>zm(:1c), B)
0 0
est une projection et I — @, est une projection sur R(Ly (A, fim))-
Maintenant, tout y € Y peut étre écrit comme y = ey, + v, ot e € R et v € Y. On

appliquera la méthode de Liapunov-Schmidt a 1’équation abstraite (4.16).
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Soit A=\, +oet u=py+r7.
Soit G(t): Y — Z et H(t) : Y — Z définie par

(Gy) () = —g(z, Dy(z) et (H)y)(x) = —h(z,)y(z), V() c[0,1] x[0,¢].

Il s’ensuit des hypotheses sur les fonctions g et h que les opérateurs G(t) et H(t) sont
des opérateurs linéaires bornés. De plus, pour chaque y € Y pas identiquement nulle
sur (0,¢) ou (¢, 1), G(t)y et H(t)y sont linéairement indépendants. Aussi G(t)y et H(t)y
n’appartiennent pas a R(Ly(Am, fim))-

On montre que I'équation (4.16) est équivalente a

L1(Am, pim)v = @(v,€,0,T,t) (4.11)

ou ®(v,e,0,7,t) := (u1, ug, us) avec

u = —[oGt) +TH(t) + tAnG (t) + tum H ()] (eym + v),
Uy = (eym 4 v) (0)tan aft),
us = (eym + v) (c)tan B(t).
Cette fonction vérifie
~ ®(0,0,0,7,t) = 0 pour tout (o,7,t) € R? x [0,1] et
— D,®(v,e,0,7,t)p = (o, T,1)p, avec
o(0,7,1) = (- [JG(t) FrH(E) + G (1) +mmH’(t)] p, p(0) tana(t), p'(c) tcmﬁ(t))

En particulier D,®(0,0,0,0,0) = 0 (I’application nulle).

Maintenant, appliquons les projections @, et I — @, a 1’équation (4.11) on obtient

alors le systeme suivant

vo= KA, pm)®(v,e,0,7,t) (4.12)

0 = Qn®P(v,e o,71,t) (4.13)

-1

oit K (s i) i= | (1 = Q)1 oy i) | (T = Qun).
Il est facile de voir que I’équation auxiliaire (4.12) a une solution unique v = v*(e, o, 7, t)

avec v*(0,0,0,0) = 0 si et seulement si (e, 0, 7,t) vérifie I'’équation de bifurcation
0=Qn.P(W*(e,0,7,1),e,0,7,t) := V(e o,T,t).
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Il s’ensuit de la définition de la projection @, et z, qu’on peut écrire
QmGt)Ym = am(t)zm et QumH(t)Ym = bn(t)zm
et donc I'équation de bifurcation prendra la forme
A ()0 + by ()T + o(|o|* + |7]?) =0 (4.14)

ol @y, (+) et by, () sont des fonctions contintiment différentiables en ¢. De plus a,,(t) # 0 et
by (t) # 0 puisque G(t)y,, et H(t)y,, sont linéairement indépendants et n’appartiennent
pas a R(Ly( A, tim))-

On définit R(o,7,t) par

R(0,7,1) := ap ()0 + by ()T + o(|c|? + |7]?).
R OR
oo’ Ot

o = o*(t) et T = 7*(t) qui sont solutions de (4.14). D’ici on a deux fonctions continiment

Puisque ( ) # 0, il s’ensuit qu’il existe des fonctions continiment différentiables

différentiables définies sur [0, 1] et données par

A(t) = A + 0*(t)

pour tout t € [0, 1].
p(t) = pm +77(t)

D’ici, pour chaque entier m > 1, on a une seule courbe C,,(t) continiment différentiable

passant par (A, fim)
Qﬂﬂz{@m+a%mum+ﬂﬁﬂ;0§t§1} (4.15)

avec les propriétés suivantes :

(i) Pour chaque (A, ) € Cy,(t) le probléeme (4.8) a une solution non triviale avec m zéros

sur (0, c).

(i) Tl s’ensuit de I'équation (4.14) que la droite a,,(t)o + b, (t)T = 0 est tangente &
la courbe C,(t). D’ici le vecteur (a,(t),bm(t)) est normal a la courbe. De plus ce

vecteur peut étre choisi proportionnel au vecteur :
([ ste.tn e, [ .o, (2)d).
0 0
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(iii) Pour différentes valeurs de m, les courbes C,,(t) ne se coupent pas et la distance

minimale de 'origine a C,,(t) croit sans limite.

Etape 4. Le probleme de valeurs propres (4.9).

On procede d'une maniere similaire que 1’étape 3. Ce probleme est équivalent a
Lo\ )y = F(y, A\, put), 0<t<1 (4.16)

o Lo\ my = (LO . () y(1))-

De [22], pour chaque n € N* il existe une valeur propre (A", u") de £, dont la fonction
propre correspondante y”™ a n zéros sur (¢, 1).

Aussi dim ker(Lo(A™, u™)) = 1 et codim R(Lo(A", 1)) = 1. Ceci implique qu'’il existe
un w, € Z et une projection Q" : Z x R? — Z, x R? tel que I — Q™ est une projection
sur R(Lo(A™, u™)).

Soit Q"G(t)y" = a"(t)w, et Q"H(t)y" = b"(t)w,. Comme dans la conclusion de
I’étape 3, on obtient : pour chaque entier n > 1 il existe une seule courbe contintiment
différentiable C"(t), passant par (A", u") avec les propriétés :

(i) pour chaque (A, ) € C™(t) le probleme (4.8) a une solution non triviale avec n zéros
sur (c,1).
(ii) Le vecteur (a"(t), b”(t)) est normal a la courbe C"(t). Ce vecteur peut étre choisi

proportionnel au vecteur :

</cl gz, t)y2 (x)de, /cl h(z, t)yi(x)dx)

(iii) Pour différentes valeurs de n, les courbes propres C™(t) ne se coupent pas et la dis-

tance minimale de 'origine a C™(t) croit sans limite.

Etape 5. Le probleme de valeurs propres (4.6).
On a montré que ce probleme est équivalent a I’équation abstraite (4.7), qui est
L, 1)y = F(y, A\, u, t). Il Sensuit de I'étape 3 et I'étape 4 que tout (A, u) € Cy, (t)NC™ ()

a la propriété que dim ker(L(A, 1)) = 1 et la solution non triviale correspondante a m
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zéros sur (0,c¢) et n zéros sur (c,1). Ceci implique que le probleme (4.6) a un nombre
infini de valeurs propres (A, (t), x"(t)) qui sont des fonctions continiiment différentiables
de t € [0, 1].

Maintenant, soit ()\m(t), u”(t)) € Cn(t)NC™(t) et soit Yy (x,t) la fonction propre cor-
respondante. Alors les restrictions de ¢, & (0,¢) et (¢, 1) sont des solutions nontriviales

de (4.8) et (4.9) respectivement.

On résume la discussion des étapes précédentes dans le théoreme suivant
Théoreme 4.2.2. [23] Les courbes propres Cy,(t) et C,(t) se coupent transversallement

a ()\m(t), ,u"(t)) pour tout t € I.

Preuve. Il suit du Lemme 4.9 p. 184 dans [26] que les courbes C,,(t) et C"(t) se coupent

transversallement en ()\m(t), ,u”(t)) pour tout t € I si et seulement si
(t)
det # (0 pour tout t € I.

Rappelons que les vecteurs <am(t), bm(t)> et <a”(t), b" (t)) sont respectivement les vec-
teurs normaux a C,,(t) et C™(t), qu'on peut choisir respectivement proportionnel aux

vecteurs

( /0 Cg(xjt)yin(:wdw, /0 Ch(a?,t)yfnn(m)dx)
et

( / 1g(as,t)yfm(ae)d:v, / 1 h(x,t)yfnn(;p)dx)

Par conséquent, det # (0 pour tout t € I si et seulement si

focg(x>t)y72nn<x>dx foch(xvt)ygm<x)dx
det # 0 pour tout t e I.

[l gz 2 (x)de [ h(x, )y, (z)dz

grace aux hypotheses sur les fonctions g et h et les propriétés des fonctions propres ¥,
le déterminant ci-dessus ne s’annule pas sur /.

Ceci acheve la preuve du théoreme.

98



Conclusion

Dans cette these, nous avons contribué a I’étude qualitative d'une classe d’équations aux
dérivées partielles fonctionnelles. Nous avons donné la formule de variation de la constante
et quelques résultats fondamentaux sur la décomposition spectrale des solutions qui est
I’outil principal de ce travail. Nous avons démontré le Théoreme fondamental d’existence
et d’unicité de solutions pseudo presque-périodiques avec poids et on a appliqué le résultat
obtenu a I’équation a retard non linéaire. A la fin, on a illustré notre résultat théorique a
I’étude de I'existence et I'unicité de solutions pseudo presque-périodiques avec poids d’une
équation de diffusion a retard.

On étend notre résultat d’existence et d’unicité de solutions pseudo presqu’automorphes
avec poids d'une équation de diffusion a retard.

On s’est intéressé aussi a l'existence et aux propriétés des valeurs propres d’un probleme
de Sturm-Liouville a deux parametres avec des conditions aux limites dépendant du temps
et imposées en trois points. On a utilisé la méthode des bifurcations pour caractériser les
courbes de valeurs propres, ainsi que leur dépendance par rapport au parametre t.

Notre perspective c’est I’étude de solutions presque périodiques avec poids d'une équation
aux dérivées partielles fonctionnelles avec retard infini, I’étude de solutions presque périodiques
avec poids d’une équation aux dérivées partielles fonctionnelles avec dérivée fractionnaire
et ’étude de solutions presque périodiques avec poids d’une équation aux dérivées par-

tielles fonctionnelles avec impulsions.
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