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Introduction

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire a la
généralisation de la dérivation a un ordre quelconque, entier ou non entier, réel ou
complexe.

Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms
de Riemann et de Liouville, alors que I'interrogation sur la généralisation de la notion
de dérivée a des ordres fractionnaires est plus ancienne.

Il semble qu'une contradiction dans les définitions ait empéché un succes plus grand
de la théorie, qui n’est certes pas encore unifiée; de plus, I’absence au début d’une
interprétation géométrique ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonc-
tion a largement contribué a ce que des champs de recherche passionnants restent dans
I'ombre. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par la compréhension du ca-
ractere non local de l'opérateur de dérivation non entiere.

Pendant ces trois dernieres décennies, plus d’intéréts ont été prétés au calcul fraction-
naire et les champs d’applications se sont diversifiés.

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude des valeurs propres de certaines équa-
tions différentielles fractionnaires avec des conditions aux bords de type Dirichlet.
L’image d’arriere-plan qu’il faut avoir est celle d’'une équation différentielle ordinaire
de type y"(z) + Ay(x) =0 soumise aux conditions limites y(0) =0 = y(1).
Cette équation différentielle a deux solutions indépendantes qui donnent la combinaison
linéaire

y(x) = Acos (VAz) + Bsin (VAz)

L’application des conditions limites donne A =0 et Bsin (V) = 0.
Pour B # 0, la relation VA =nm, n € N fournit les valeurs propres \, = (nm)2.
Pour des raisons de simplicité nous étudierons ces problémes sur l'intervalle [0, 1].
Nous commencons par rappeler, dans le chapitre 1, la notion de dérivation et in-
tégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ainsi que quelques fonctions spé-
ciales.
Dans le chapitre 2, nous commencons par étudier I’existence et I'unicité du probleme

a valeurs initiales. Ensuite, nous considérons le probleme aux limites en deux points
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suivant :
{y/’(x)+)\Do‘y(m):0, O<z<1l, O0<a<l,

y(0) =y(1) =0,
présenté et étudié par A.Yu.Popov [8].
On peut tout de suite remarquer que, quand o — 07, (notons que :
ali_%l+ D%y(x) = y(x)), ce probléme (cas fractionnaire) se réduit au probléme (cas ordi-
naire).
Dans [4], A.M.Nahusev a posé le probleme concernant le nombre de valeurs propres
réelles et il a conjecturé leur existence pour a une valeur assez petite. Cette conjecture
n’a pas eu (en son temps) de justifications théoriques mais a été confirmée par des
calculs numériques dont les résultats sont présentés dans [4].
Dans [8], Popov a proposé une démonstration régoureuse.

La démarche qu’on a adoptée peut se décomposer selon les grandes lignes suivantes :
1. Montrer I'existence des valeurs propres réelles, pour « € (0, %]
2. Présenter leur localisation.

3. Etablir que ces valeurs propres réelles sont positives, simples et ordonnées en

ordre croissant pour « € (0, %]
4. Effectuer leur minimisation.

5. Déduire que 111101+ (@) = (7 n)? cest & dire que les valeurs propres du probleme

dans le cas fractionnaire généralisent celles du probleme dans le cas ordinaire.

6. Trouver le comportement asymptotique du nombre des valeurs propres réelles

quand o — 07 et en déduire qu'il y a une infinité quand oo — 0%.

Dans le chapitre 3, nous aborderons une application a une équation différentielle
fractionnaire.
On commence par étudier I'existence et 'unicité du probleme de Cauchy puis on s’in-

téresse aux valeurs propres du probléme aux limites suivant :

(D) y(z)+Aylx)=0 ,0<z<l, 0<a<l.
zli%l+ I'*y(x) =0 ,y(1) =0.
dont on va démontrer 'existence des valeurs propres.
Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, certains théorémes et lemmes sont donnés
en annexe.

Enfin, nous terminons notre travail par une bréve conclusion.



Chapitre 1

Dérivation fractionnaire

Le but de ce chapitre est de présenter, d’'une maniére synthétique et unifiée, les
éléments sur la théorie du calcul fractionnaire sur lesquels s’appuient nos travaux décrits

dans les chapitres 2 et 3.

1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation frac-

tionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d’Euler et Mittag-Leffler,
qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un réle tres important

dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
qui prolonge le factoriel aux valeurs non entieres.
1.1.1.1 Défintion de la fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est définie par I'intégrale suivante :

'(z) = 7et t = dt, (Rez > 0) (1.1)

1.1.1.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction I'(z) est la relation de récurrence suivante :

I'(z+1)=2T(2) (1.2)
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qu’on peut démontrer par une intégration par parties

o0 o0

L(z+1) :/e_ttzdt: [—e‘ttz}zo—i—z /e_ttz_l dt =z I'(z).
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel car I'(n + 1) = n!, ¥n € N*.

On définit le prolongement de I'(z) pour z négatif comme suit :

Supposons —1 < z < 0 alors 0 < z+ 1 < 1 et I'(z + 1) est bien définie par la formule
d’Euler, mais pas I'(z).

r 1
On convient alors de définir I'(z) par la relation I'(z) = @, et on étend le procédé
de proche en proche.

Ainsi pour —(n + 1) < z < —n (n entier positif ou nul), on aura :

F(z+n+1)

F(Z):z(z—l—l) . (z+n)

0<z+n+1<1)

Pour z = 0, I'(z) est infinie : il en sera de méme pour toutes les valeurs entieres néga-
tives de z, c’est a dire I'(—1), I'(—2), ..., ['(—=n), ... sont infinies.

On al(1) =1, T(0") = +o00. I'(2) est une fonction monotone et strictement décrois-
sante pour 0 < z < 1.

Dans l'intervalle ]0, +oc[, I'abscisse et 'ordonnée du minimum sont z,,;, =~ 1.465 et
U(zmin) =~ 0.8856. Cette derniere valeur est évidemment proche de T (%) = g ~
0.8862.

De plus, I'(2) est une fonction monotone et strictement croissante pour z > 2 donc elle
est convexe pour z €0, +o00].

Le graphe de la fonction I'(z) pour z = z € R est tracé sur la figure ci-dessous :

rix)

FIGURE 1.1 — Variation de I'(z) pour z réel
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1.1.1.3 La fonction Béta

La fonction Béta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :
1
B(z,y) = /tH tv-1dt,  (Rex >0, Rey > 0) (1.3)
0

La relation entre la fonction Béta d’Euler et Gamma d’Euler est donnée par :

B(x,y) = w (1.4)

1.1.1.4 La fonction Digamma

La fonction ¥ (z) d’Euler aussi appelée fonction digamma est la dérivée logarith-

mique de I'(z) : r)
['(z)

Y(z) = (1.5)

Comme I'(2) ne s’annule pas, et que les poles de I''(z) sont les mémes que ceux de
['(2), ¥(z) est une fonction méromorphe ayant des pdles simples en —n (n € N), avec

un résidu égal a -1.

Y(x)

| — )

Vi1 b

FI1GURE 1.2 — Graphe de la fonction Digamma
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. C . 1
1.1.1.5 La représentation intégrale de la fonction m
z
1
La représentation intégrale de la fonction ) sur le contour de Hankel est donnée
z
par :
1 1 .
= — t—* dt. 1.6
I'(z) 2w ‘ (1.6)

FIGURE 1.3 — Le contour de Hankel H.

1.1.2 La fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, e #, joue un réle tres important dans la théorie des équa-
tions différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle est
définie par la fonction de Mittag-Leffler.

1.1.2.1 Définition de la fonction Mittag-Leffler

On appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

Eu(z) = ,if(ozzl;%—l) a> 0. (1.7)

La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres joue également un role tres important
dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction est définie par un développement

en série suivant :
00 k

E(zp) =Y —

—, p>0, peC (1.8)
k=0 F(% + 1)



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire

1.1.2.2 Quelques relations avec les fonctions classiques

D’apres la définition de la fonction E,(z, ;1) on a les relations suivantes :

Eo(2) = E1/a(2,1)

E1(z,1) = cosh y/z, E

N|=

1
2

Ei(z,1)=¢7, Ei(z,2) =

2

Ei(z) =e” [l +erf(z)] = e”

N|=

(2,2)

 sinh/z
E

e —1

ya

2 ;.
1 —/‘tdt
+ﬁ06 ]

1.1.2.3 Comportement asymptotique de la fonction de Mittag-Leffler

1
Soit p > 7 On a les développements asymptotiques suivants quand |z| — 400 :

z =Ry
00 Z—k‘
Es (2) ~ — kzzjl [ si
(1—p) p S z7* ;
E,(z,p) ~ pz* exp (z )—]; F(,u—%) si

i Jargz| < —
S1 arqg z —
9 2

larg z| > T
2p

larg z| <6 ou

T T
— <0 <min(m,—)
2p p

Pour plus d’informations sur les fonctions Gamma et Mittag-Lefler voir par exemple

(21, [3)
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1.2 Théorie de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et répan-

due. Nous allons définir d’abord l'intégrale de Riemann-Liouville.

1.2.1 Intégrales d’ordre arbitraire

On peut commencer par examiner une formule (unique) qui donne des primitives
successives d’une fontion continue par exemple.
Soit f : [a,b)—R (ou a valeurs vectorielles) une fonction continue, b pouvant étre fini
ou infini.

Une primitive de f est donnée par

(D@ = [ £ dt

Pour une primitive seconde on aura

(@ﬂ@ﬁZJ(jﬂﬂﬁ)@

Le théoreme de Fubini nous ramene cette intégrale double a une intégrale simple

T

(2N = [(@=1) Jt) at

a

Puis une itération donne

f(z—t)"!

(f)w) = [ S S

Définition 1.2.1. Soit f : [a,b)—R. On appelle intégrale de Riemann-Liouville de f

['intégrale suivante :

T

I = gy [ =0 S0 (19)

ot « est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi.

On remarque que la formule (1.9) est (du moins formellement) une généralisation
de la n-ieme primitive avec un ordre de "primitivation" « non entier.
b b

Voyons un exemple :
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Exemple 1.2.2. Considérons la fonction f(x) = (x — a)®. Alors

« _ 1 a—1
Ia(x—a)’@—r(a)a/(x—t) (t—a)® dt

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x —a) 7T, d’ou

_ g\t
I%(z —a)® = (z—a) (1—7)*"t 78 dr
i |
<ﬁ+1) _ B+a
(B+1ta) (x —a) (1.10)

apres utilisation de la relation (1.4).

On voit bien que c’est une généralisation du cas o =1 ou on a

HB+1)
LB +2)

(I _ a) B+1

I;(x—a)ﬁz 1

(x _ a)ﬁﬂ _

a cause de la relation (1.2).
Voici des identités qui serviront beaucoup par la suite.

Proposition 1.2.3. Soit f € C°([a,b)).
Pour a, 3 complezes tels que Re () >0 et Re () >0 on a

LI ) =147 f (1.11)
Pour Re(a) > 1 on a
d ar_ TOa—
Crf=1e g (1.12)
Et pour Re(«) >0 on a
Tim, (1 f) (2) = £(a) (1.13)

Démonstration. La démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonc-
tion Béta d’Euler. En effet :

12U D) @) = s [ = 9) (17 1)(s) ds

—71 / sx— a=l (g — )Pt S
‘r<a>r<ﬂ>a/ a/< )2 (s— )7 f(t) di d

-t r—8)1(s—t)"tds
“t@rm/ 10 [/( )o (s —1)P L ds| dt
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A présent on pose s =t + (z —t) 7, ce qui donne

[ a—1 —1 _ a+6-1 i a-1 _p-1 _ a+p-1 [(a)T(B)
t/(x—s) (s—1)°~1 ds = (z—t)o*0 0/(1—7) 701 dr = (z—f)o+0 Tots
Dot )
1 -1
U @) = 5 SO @0

a

c’est-a-dire le résultat annoncé.

La deuxieme identité se justifie par les théoremes classiques de dérivation d’une
intégrale dépendant d’un parametre et 'utilisation de ’équation fondamentale de la

fonction Gamma d’Euler : I'(a) = (o — 1) I'(ae — 1).

Pour la derniére, soit f € C'°([a,b)) alors

Ly F)(x) = F(la) /j (x — )"t f(t) dt.

et grace a 'exemple (1.10), on a

(]aa 1)($) = F(Oz—l—l) a—0+
d’ou
Ie (x—a)® o a1 d L ot d
(1 D) = gy /@) —|w/a (x =) f(2) t—w/a (x =) f(x) dt
< F(la) [ =0t 1) - s@) a
_ Nla) /a‘“‘ (x— )" [f(t) — f(2)] dt
4 F(la) [ =0 150 - @) e

D’une part, on a f est continue sur [a,b) donc
Va,t €la,b), Ve>0, 36>0 /) |[t—z|<d=|f(t)— f(x)] <e

ce qui donne

£ 0¢

«

/H (@ — 1)L [f(t) — f(z)| dt <e /H (x —t)* L dt =
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D’autre part,

[ @0 0 @l de< [T @0 (5] @) d

T—0
<2 swp f© [ @-0°tdt, Vo€ o)

&€la,x]

—2M (W—éa> avec M = sup [f(£)]

@ « £€laa]
d’ou
o (‘T — a)a 1 @ @ @
0 )(0) = 5 10| < g 9+ 20 (0= ) = 0°)
1

< g [£07 2 M (=) - 6
En faisant tendre « vers 0", on obtient
i |05 D)) - ot )] < e e |ty 02 D) - sl <6 ve o
Donc

i (1 Ha) = (o)

]

1.2.2 Dérivées d’ordre arbitraire

Définition 1.2.4. Soit a €]m — 1, m[ avec m € N\ {0}. On appelle dérivée d’ordre o

au sens de Riemann-Liouville la fonction définie par

0z @ = () [ N (119

Exemple 1.2.5. Reprenons l'exemple de la fonction f(x) = (x —a)?. On aura

o (AN T+ simea
D <x_a)ﬂ_(d1’> [F(ﬁ+1—l—m—a)( )" ]
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alors

r'p+1) Fg+14+m-—a)

a . 68 __ . -«
D (z —a) “T@+1+m—a) T@+l-a) (x —a)
(1.15)
_ F(ﬁ_{' 1) (ZE _a>,8—a
S T(B+1-a)
ot nous avons utilisé la formule
d\" _ o TA+T) —m
(dx) (z—a)*=XAA=1)...A=m+1) (z —a)* —m(x—a)A

Il est clair que la formule de dérivation (1.15) se réduit pour o =1 a

A= Lﬂ—i_ D (r—a)’ =0 (x—a)’ ' = a (x —a)”.

D} (z —a) r) o

a
Dans l'exemple précédent si on prend § = 0 on obtient le résultat "troublant'

suivant :

(x—a)™

D¥1=—-""—
“ ['(1l—a)

c’est a dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle! Ceci

n’est pas vraiment un handicap pour développer la théorie comme nous le verrons plus

loin.

Lemme 1.2.6. Soit a €m — 1,m| et f une fonction vérifiant DS f =0 (appartenant
au noyau de l'opérateur D). Alors
I'(j+1)

f(x):;) TG r1ta—m)

(x —a)ltem (1.16)

m
J

ot les ¢; sont des constantes quelconques.

d m
Démonstration. Partons de (D& f)(z) = () (1= f](z) = 0, alors on a

dx
d’abord

m—1
[I" fl(z) = > ¢z —a)’
j=0
et par appliction de I;* on obtient
m—1

(L") =3 ¢ 13 ((w = a)’)

J=0
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En tenant compte de la relation (1.10), on aura

_m J+1) x_aa-i-j
—2:: 04+]+1)( )

Ensuite par dérivation classique et en utilisant le fait que

(j{ﬂ) (x—a)* = F(i(j\:r_zi)l) (x —a)*™™ (1.17)

on aura le résultat. m

Proposition 1.2.7. L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville DS posséde les

proprietés suivantes :

1. DS est linéaire.

4 12 0 D) F1(@) mz e {@ () uam—aﬂm}

Démonstration. Pour la linéarité c’est une simple vérification.
Montrons la deuxieme égalité de la propriété 2. Partons de 'hypothese que f est de

classe C'™, alors on peut écrire :

,_.

(17 £0) () ¥ o) f9(a)
=0
d’ou
m r(m [ (I‘ _ a)j ()
Fla) = (1" £ (2) + = f(a)
et donc

m-1 £()(q 4
(1= ) @ = = (1 ) @)+ 2 B oy

- (Ia2mia f(m)) Z ] + 1 +m — a) (x B a) e

=0

d’aprés l'identité (1.11) et le résultat de I'exemple (1.10).
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Il en résulte que :

b )= () (1)@

grace a l'identité (1.12) et la formule (1.17). Alors d’une part, on a

lim (2 f ) (@) = (10 £ ) (@) = £ ()

a—m

<
d’aprés la propriété (1.13), d’autre part la somme est nulle puisque chaque terme
est nul (voir les propriétés de la fonction I').

F'(G+1—m)
La premiere égalité dans la propriété 2 se démontre de la méme fagon que la deuxiéme.

La propriété 4 s’en déduit d’aprés la définition (1.14) et 'identité (1.12). En effet,
d\"™ d\"™
DYol® =|— I %ol =|— 1" =1id
a o a (dx> 0 a o a <dx> o a t
Pour la derniere propriété on démarre, grace a la propriété 4, avec
(Dg ol o D) f = D f

qui donne

Dy (U3 o D) f=f1=0

Maintenant a partir du lemme caractérisant le noyau de D' on aura

(12 0 D) fl(x) - f(x) = mz o) 1 fen o

Cherchons les coefficients ¢; (f) :

Par application aux deux membres de ;"= on obtient

—_

m—

(1" 0 D) @) = [I"~ fi(=) = >_ ¢ (f) (z —a)’

J=0



Chapitre 1. Dérivation fractionnaire 17

J
Orsi0<j<m—1alors hm <d> [I™ g] (z) = lim [I"77 g](x) = 0 et aussi

r—a+ dx a r—a+

a\’ §losik=j

lim | — r—a)k =

r—a+t (dl' ) ( ) { 0 sinon
d’ou ,

: . d\’ Ca

e ()=t () 1 e
c’est-a-dire le résultat annoncé. m
Lemme 1.2.8. Soit f continue sur [a,b] et a > 0, alors lim+ (I f)(x) =0.

Démonstration. On a

U2 NI < gy [ =07 1560 a
A [orra
Soit & >0 ftelle que F((llfﬂl)(ﬁ—a)“<s alors 0 <z —a< W]i

1

@

Dt el® g/ 0ca—a<s— |2 f)a) <e

c’est a dire Ve >0, 40 = l T

d’ott le résultat. m
Comme conséquence regardons comment devient la propriété 4 de la proposition (1.2.7)
si0<a<1et f continue :

(12000 11(0) = 1) = ST fi (1 ) 0] = 10

r——a

>

Corollaire 1.2.9. Si0 < a < 1 et f de classe C* alors
(g oD) f=f

Remarque 1.2.10. Dans la suite de ce mémoire, nous allons travailler avec la dérivée
au sens de Riemann-Liouville en prenant a =0 et 0 < a < 1 pour plus de commodité

et nous allons adopter les notations I* et D* au lieu de 1" et Dy'.



Chapitre 2

Equations différentielles
fractionnaires linéaires d’ordre deux

Dans ce chapitre, nous allons étudier 'existence et 'unicité de la solution d’une
équation différentielle fractionnaire linéaire d’ordre deux. Puis, nous nous intéressons

aux valeurs propres du probléme aux limites présenté et étudié par A.Yu.Popov [8].

2.1 Existence et unicité

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

(2.1)

y"(z) + A D(z) =0, O0<a<l,
y(O) = Yo, y/(O) =Y, Yo, Y1 € Ra

Théoréme 2.1.1. Le probléme de Cauchy (2.1) admet une solution unique dans l’es-

pace C[0, 1].

Démonstration. Déja remarquons qu’une application y dans C10, 1] vérifiant I’équa-
tion différentielle y”(x) + A D%y(z) = 0 est nécéssairement de classe C?.
On commence par transformer 1’équation différentielle fractionnaire en une équation
intégrale.

Si y est une solution du probléme (2.1), alors pour tout z € [0,1] et en appliquant

I'opérateur inverse I'' défini par (I'y)(z) = /y(t)dt, on obtient
0

y'(z) =y'(0) = A (I'"y)(x)

Aprés une deuxieme intégration, on aura
y(@) =y(0) +y'(0) x = XTI *y)(2)

18
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En vertu de la composition de 'intégration d’ordre réel quelconque positif et en tenant

compte des conditions initiales, on obtient

y(r) =yo + 1 v — X (1Y) ()

Réciproquement, toute application y de classe C? vérifiant 1’équation ci-dessus est
solution du probléme (2.1).

On a donc I’équivalence :

(2.1) <= y(@) = yo +y1 = —

[ (@= 0=yt

['2-—a) /

On sait bien que C'[0, 1] muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de
Banach.

Considérons I'application :

T: C0,1] — C0,1]
y +— Ty: [0,1] — C
T yo—l—ylx— /x—t t)dt
['2—a)
0
(T est bien définie puisque T’y est continue (car dérivable) sur [0,1]).

Montrons que T admet un point fixe.

Soient y et z deux éléments de C10, 1]

T

A == ) — =

(Ty)(x) = (T2)(x)| = T2—a)

Alors

(@)~ (12| < o I - ﬂ/‘ 0=

Aprés le calcul de l'intégrale et 1'utilisation de 1’équation fondamentale de la fonction
gamma d’'Euler : I'(z + 1) = 2z I'(2), on aura

—Q

DES
ly — =l
a)

Ty —-T —_—
Ty~ T2l < 5=

Nous allons faire les estimations dans l'espace C[0,b;] avec 0 < by < 1 et choisir b; de

facon a ce que la constante de contraction soit < 1 effectivement.
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D’ou

A
sy v =
A b

L(3-a)

[Ty —Tz|| <

11 suffit de choisir b; afin que la constante k = soit < 1, i.e.

Le prolongement de la solution au dela de b; se fait en résolvant ’équation intégrale

dans [by, bs], en choisissant by comme nous I’avons fait pour by et ainsi de suite .

En conséquence, T" est contractante.

Comme (0, 1] est complet, le théoréme du point fixe de Banach permet d’affirmer que

T admet un point fixe y € C[0, 1] d’ou I'existence de solution du probleme de Cauchy

(2.1).
Montrons maintenant 'unicité de la solution.

Soient y et z deux solutions du probleme de Cauchy, alors on a

T

A —«
V) =t e~ o [0 0d o R
0
et N
2(z) =20+ 21 T — r2—a) 0/ (z — )" 2(t)dt 20,21 € R
D’ou
[y(@) = 2@)] < lgo — 20l + |1 — 21| &+ " / 01 Jy(t) - 2(0)] dt
. o P\’ 1 —a
< |yo — 2ol + [y1 — 21| b t e ly(t) — =(t)| dt
)3
<C+ _ M /x (z — )7 |y(t) — 2(t)| dt Va € [0, b]
_— F(2 _ a) ) ) Y
avec C' = |yo — zo| + |y1 — 21|01 > 0
On a donc
A
p(z) < C 2'_‘@ / o()dt,  Vrel[0,b], VC € R,
0

ou : ¢(x) = |y(z) — z(x)| est une fonction positive et continue sur [0, b ].
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Pour pouvoir appliquer le lemme de Gronwall, essayons de se débarasser de = a 'inté-
rieur de l'intégrale et cela en utilisant I'inégalité de Holder.

1 1
Dou, Vp,g>1telque —+ - =1ona:
P q

‘)\l ( z q z P
plx) < C = qg eP(t)dt | Vo € [0,b1], VC € Ry

l
|)\| xq qa+1 q /ZC
<C P( Ve € [0,by], VC € R
B [2—-a)\g—qa+1 090 ’ z € [0,b1], € Ry
N[ g
<C t)dt b R
=Y T2 _q) 1_a+ 0/90() ) . Vze[0b], VO eR,
1o¢+
Al b
<C—|—K</<p dt) 7 avee K = ||1 .
(1—04—1—6) ['2—a)

Donc
p

@) < |+ K (/(pp(t)dt) . VYze0b], VO, K e R,
0

Soit la fonction h définie par h(u) = u® = e*"* Vu > 0, Vs € R alors h est une
fonction convexe c’est a dire

Va, f>0/a+F=1onah(au+ Gv) <ah(u)+ S h(v), YVu>0, v>0.

d’ou

1\ P
p

1 1 ’

oP(r) < 2P 50—1— EK (/cpp(t)dt)
0

< 2Pl P 4 2Pt K /gop(t)dt

Appliquons maintenant le lemme de Gronwall (voir annexe)

P(g) < 2P CPexp | 2771 KP dt| =271 CPexp (2 KP z
¥
0

1 1
= (1) <27 Cexp(- 271 KP ), Vo e [0,b], VO, K € Ry
p

Si on fixe z dans |0, 1] alors en tenant compte des égalités suivantes : yo = 2o, 11 = 21
et le fait que p(z) > 0, on aura ¢(z) = 0 < y(z) = z(x).

D’ou 'énoncé. m
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2.2 Probleme aux limites
Considérons le probleme aux limites suivant :

{y”(m)—l—)\Day(m‘)—O, 0<zx<l, O<a<l, (2.2)

y(0) = y(1) =0,

Définition 2.2.1. Le nombre \ est appelé une valeur propre du probléme (2.2) s’il
existe une fonction a valeur compleze y € C[0,1] N C?(0,1), non identiquement nulle,

pour laquelle les relations du probléme (2.2) sont vérifiées.

2.2.1 Equation des valeurs propres

On a transformé le probleme (2.1) en une équation intégrale donnée par :
y(@) + M) (2) =yo + @
et qui peut s’écrire comme suit :
(id + A" *)y(2) =yo + 1 @

Maintenant on peut facilement montrer que dans I’espace des fonctions continues C'[0, 1]
lopérateur 1?7 est borné et pour |\| petit on a |[A[*"*|| < 1. Ceci nous permet

d’inverser (id + A\I*~%) par la série de Neumann :

(id + \[*~) 7! = Z(_)Lﬂ—a)k _ Z(_)\>k1(2—a)k
k=0 k=0
Ceci donne
y@) = (=N TT My +yr a)
k=0
= % Z(_)\)k](Qfa)k(l) + Z(_)\)kI(Zfa)k(l_)
k=0 k=0

D’aprés la définition de 'intégrale de Riemann Liouville, on obtient

00 N 7 (2-a)k oo N 7 (2—a)k+1
v = LN 5 ey T A Y T ar g

Alors
y(x)=yo B 1 (-A2* 1) +y 2 Ef(—A ¥, 2)

2—«a
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En tenant compte des conditions de Dirichlet du probleme (2.2) (y(0) = yo = 0,

y(1) = 0) et y; € R*, on obtient ’équation des valeurs propres suivante :

E i (-\2)=0 (2.3)

22—«

Par conséquent, étudier les valeurs propres du probleme (2.2) revient a étudier les zéros
de la fonction  E,(=)\,2), p=(2—a)™"

2.2.2 Etude des valeurs propres

2.2.2.1 Existence des valeurs propres

1
Lemme 2.2.2. Vp € (%, %], 2z € C, Rez > 0, (p = ), on a la représentation

2 -«
suivante :
a—2
E,(=2*7%2) = 2p 2! exp (2 cos (mp)) cos (z sin( wp) — wp) + OB Q,(2) (2.4)
dont le reste est donné par l’estimation suivante :
1 2a—-3 : L
12,(2)] < T2l (Re z) ['(3 —2a) (sin 2ma) + 5 sin (ra)) (2.5)
Tz

Démonstration. Il suffit de montrer la premiere identité pour z = x>0, puisque

ses deux cotés sont holomorphes dans le demi plan droit.

La représentation intégrale de la fonction T) sur le contour de Hankel est donnée
w
par :
1 1
_ = ez "dz
C(w)  2mi /

€

On en déduit la représentation intégrale de la fonction de Mittag-Leffler définie par :

00 Zk
NP ) e —
! ;;)F(’;Jru)
dott
Eyom) = Y oo [eceirag] 2t
PR = 2mi i
1 (0.0

=g [ e

€
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Si il < 1 alors
Er
1 § ¢ —p Z -1
Byz) = 5= [ efem (- ) " de
T P
H_,
1
1 et et
~ o |
H_, 59—2
En posant z = —x%>0, on obtient
1 Serh
Ep(—x%“u):—,/ 615’3 r d
2mH/ Ev 4o
1
Pourp:2 et 1 =2, on aura
1 et @
B (—e¥2)=— [ o=
27104( z ’ ) 271 52—a+x2—o¢ 5
H,,
avec

X
<le= —<l=0<ax<¢

€l

Les points singuliers de cette intégrale vérifient 1’équation suivante :

1

1
7
Er

=

+x%:0¢:§%:—x

=

§

Soit € = |€]e? avec —7 < § < 7 alors I’équation précédente est équivalente &

§l == €| ==
<~
%9:7?—1—2]5%, kelkZ O0=mp(2k+1), keZ

—rT<0<m

Ce qui implique que
—r<mp(2k+1)<m

Et puis
1 1
~+1 = —1
—£ <k<?®
2 2
Comme p € (%, %] alors les entiers relatifs k possibles sont 0 et -1.

D’out les points singuliers sont £, = x €™ et €. = x e ~"™ qui sont deux poles simples
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et le domaine ot ils se trouvent est donné par Sy = [, —Z) U (3, 2] comme il est
montré dans la figure ci-dessous.
Im¢
S1
=)
E Rel
52 = 52
2
g
51
Si 0 €S, alors
1 et &«
Ea (—z%*2)=— —d
=1 ) 2mi 2o 4o ¢
H_,
sinon d’aprés le théoreme de Cauchy, on aura
£ ¢ —a § ¢ —a
2—a _ € 5 € 5
Ezia (_m ’2) = Res (52—04 + x2—a’ €+) + Res <€2—a + T 2—a’ 57)
1 etg@
— / et gt d¢
2mi £2-a 4 p2-a
H_,

€

ou Res (f, a) est le résidu de f en un point a.

Maintenant on calcule les résidus, commencons d’abord par le résidu en &,

eﬁg—a egg—a
Res , = lim ————
<€27a+x27o¢ §+) E—E, 627(1_'_1.2701
Puisque
lim e ¢ 0, im &4z =0
§—E&+ ¢ 7 §—E&+ ¢
et p
lim — (27422 =1lim 2—-a) " =2—a)z' %' "z £ 0
(=& dE —&+
Alors
ef e ef e 1 et wel™ 1
R = i = —=p— =
€S<§2—O‘+x2—a’ &) 532 (2—a)& =g 2—a & Py eim (r 2 -«
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Ainsi le résidu en &, est donné par :

655_‘1

R - >
€s <€2—a+$2—a’

£€) = paxtexp(xcos(np)+ixsin(mp)—inp)

= patexp(xcos(mp)) expli( xsin(np) —7p )]

Si on procede de la méme fagon pour le résidu en £ on aura

& é* — I3 xe TP
e e e
Res (—————, ()= lim p— = lim .
(5 a4 g 2ma &) E—&y P & g P e—ims
Puis
et ¢@ 1 o .
Res (W, &) = paexp(xcos(mp) —ixsin(np)+inp)

= patexp(xcos(np)) exp|[—i( xsin(np) —mp)]
D’ou la somme des résidus est donnée par :
1

2px exp(xcos(mp)) cos(x sin(mp) — wp)

a cause de la proprieté suivante :

it —it
VteR, cos(t)=Re(e'') = €+2€
Par conséquent, si 6 € Sy alors
E . (—2**2)=2pa ' exp(xcos(mp)) cos (v sin(mp)—mp)+ ! cti d¢
- = T Tp)—T — —_
ﬁ ) P p P P P Qi p £2—a + x 2«

£

Transformons l'intégrale dans la formule précédente en utilisant 'identité suivante :
(5 2—a + foa)fl — xan — a72€27a (5 2—a 1o 27(1)71.

Donc

E . (—2%*2)=2pax ! exp(xcos(mp)) cos(z sin(mp) — mp)

2—a

1 2 e - 1 65 52—20( xa—2
- a L — / d
+ 271 / t e s 3 2 £2-a 4 g2-a §

El

el
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En vertu de la représentation intégrale (1.6), on obtient

E . (—2**2)=2patexp(xcos(mp)) cos(x sin(np) — mp) +

ou
a—2

Qa(x)zxi, /de

271 2o 4 p2a

5/

On a abouti & la partie principale de la représentation (2.4), essayons maintenant

d’estimer le reste €, ().

o2 e £2-2
Q, = d
(l‘) 27TZ 5 2—a +x 2—« g
T a—2 6{ 22« 65 22«
- I . de + / ¢ de + /
2mi §2 a4 52 o4 ¢
D+
§ £2-2a ¢ ¢£3-2a
Pulsquehmg( ¢°¢ ):th:O(carp:2

62 a+x2 « €50 52704_’_.%2701

(0,3])

alors d’aprés le lemme de Jordan (voir annexe) on a

hm/£2652 2c0 &-:O

/50 a+x2a

Il en résulte que

0

€ (3,

6552 2c
€2 | 42— O‘—FZEQ «

0 () xa—bz [ / e g2 . / (e 2’”’5( 2mig) 2-2a

27rz£)2 a+x2 «

2—« 2—«

dg

ll=ac

dg
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En remplacant £ par e ~™¢&, on obtient

a— +oo —Th « +oo — ) —2a
e T
« omi 6 71-15 2 a+x2 a / (erri£> 27a+x27a
_ T2 / —(2 200) i B e (2—20)mi . ¢ 5 5 90 dg
o2 ) e —(2—a)mi 52711 + g2« e 2—a)mi 52704 + g2«
a-2 T 2ami —2ami
- [ s - e 62 g
2711 / e ami 5 2—« +x 2—« e —ami 5 2—a +x 2—«

A présent on pose £ = x t, ce qui donne

—+oo . .
—2 3—2a 2ame —2amt
T e e
_ o —xt 4 2—2a
Q, (z) = 5 o 7a / ( — A ) e "t dt
0

eoemt? a+1 e—octh—a_l_]_

En réduisant les deux fractions sous l'intégrale au méme dénominateur, on aura

400 ) . . .
1 e 2ami e —2ami +t 2—a e Tl _ o —ami
Q@)= 5 | ( : :

—at 4 2—2«
, - t dt
1 +t2—a(e aTi _|_€—a7r7,) +t4—2a ) €

2 x
0
En tenant compte des proprietés suivantes :

it —it it —it
VteR, cos(t):Re(e”)zeze et sin(t):[m(e”):%
i

on obtient

+oo . —a -
O, (2) = 1 / ( sin (2am) + 27 sin (o) > 0 o-utp22 g

2mix )\ 1+2 t 2= cos (am) 4 t 42
Ainsi
1 7 sin (2am) + 27 sin (am) 5 o
Qg () = —/ e PR dt
7rx0 1+2t2acos(a7r)+t4 2
1 sin (2am) e ~% ¢ 272 it 70 t27 sin (am) e #2732
Tz 1+2t%2 cos(am) +t 42 / 1+2t%2cos(am) +t 42
et donc .
Q (x) = — [L14(z) sin (2am) + I 4(z) sin (ar)]
T
ou
400

e —xt t 2—2a p
hale)= [ '
() ;142 t 27 cos (am) + t 42

)
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et

+oo e —axt t 22«

Lalt) = [ dt
2.0() / to=2 + 2 cos (am) +t 2«

On veut majorer I o(z) et Iy, (x), pour cela essayons de minorer les dénominateurs
on a o€ (0,1] alors cos (ma) > 0

ainsi 1+2t2“cos(ma) + 42 >1+t4 2 >1 Vi>0.

et 27+ 2cos(ma) + 1472 >t +¢72 > 2 Vi > 0.

ot on a utilisé le fait que 274972 = ¢ 2a)lnt o ~(2=a)int — 9 cp ((2—qa)Int) > 2.
d’ou

1
Teal@)] < ¢

+oo
/ e "I gt pour k=1let2
0

Pour évaluer cette intégrale, on pose le changement 7 = x ¢ et on obtient :

“+o00 —+00

/ ot p2-20 gy _ 203 / e~ 722 gr — 2073 (3 — 2q),
0 0
et donc
1
[To(z)] < % 2737 (3 - 2a) pour k=1et?2

Il en résulte que

1 1
Q4 (z)] < — [sin(2am) + 5 sin (am)| 22*7° T (3 — 2a).
T

Notons

F(2) =2 E,(—2"%,2) et f,(2)=2pexp (zcos (mp)) cos (z sin( mp)— 7p) (2.6)

1
Lemme 2.2.3. Vp € (3,2], z€ C, Rez > 0, (p = 27), on a la représentation
-«
suivante : .
Fy(2) = fo(2) + @ — wpy(2) (2.7)

ot w,(2) est une fonction holomorphe dans le demi plan Re z > 0 admettant ’estima-
tion suivante :
lw,(2)| < min(1,5a) (Rez)?*. (2.8)

Démonstration. La représentation (2.7) s’en déduit d’aprés 'identité (2.4) et la

notation (2.6) avec w,(z) = z Q,(2).
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D’aprés l'estimation (2.5), il en résulte que :

lw,(2)| < |7 . (Re 2)?* 3 T'(3 — 2a) (sin (27a) + ; sin (Ta))

72|

comme a € (0, 3] alors (3 —2a) € [2,3) dou I'(3 — 2a) < 2
et donc

2 1
lwy(2)] < = (Rez)®*® (sin (2ma) + 3 sin (ma))
m
En appliquant l'estimation suivante : |[sinu| < min (1, |u]), w« € R, on obtient

2 1
= (Rez)* 7 min (1, 2ra + 3 Q)
7r

IA

|w,(2)]

< (Re2)* 3 min (1,5a)

d’ou le résultat. m

1
Théoreme 2.2.4. Pour 0 < a < 3’ le probléme (2.2) a au moins deuz valeurs propres

réelles.

Démonstration. D’aprés la définition de la fonction de Mittag-Leffler, on a bien
E,(0,2)=1>0.

Le comportement asymptotique de la fonction de Mittag-Lefller nous donne :

1 1 1
1 A=+, Vp>o, p# -
AT(n—1)

E, (=X ~
p( 7:u) 27 p

ainsi E,(—A\, 2) est positive pour p > % et A suffisamment grand.

Et donc pour montrer que E,(—A\,2) admet au moins deux zéros réels il suffit de trou-

ver au moins ¢, > 0 telle que E,(—t,,2) < 0.

En remplagant 22~ par ¢, dans l'identité (2.4), on aura

—1 1 1

=1 _1 _1
By(~t,,2) = 2 p 13~ eap (1357 cos (xp)) cos (87~ sin( mp)— mp)+ - —Qy(t7)

1
() t,

A présent, posons
1 1

cos (L3 sin(wp) — 7p) = —1=1t;° sin(7p) — np=m=1,= (

sin( wp)

(L+p)m\°
sin( mp)

et vérifions que E,(—t,,2) < 0 pour t, = (
D’aprés le lemme (2.2.3) on a

p(2) =z Ep(_z2ia>2) = Fp(tpp) =t}

9 Ey(~ty2).

P
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Puisque ty>0 ,pour 0.5<p<0.6 alors pour montrer que  E,(—t,,2) <0
il suffit de montrer que  F,(t/) < 0.

Soit x = tpp alors on a

l,ozfl

Fy(x) = =2 p eap (x cos (w7) + oy — w,()

avec w,(x) est une quantité positive d’aprés le lemme (2.2.2)

d’ou
gl po-l
—2 pexp (x cos (mp)) + Ta) w,(z) < =2 pexp (x cos (mp)) + Ia)
donc il suffit de vérifier que
rol 1
(o) <2 pexp (x cos (mp)), «a€ (0, g}
a-1

Si on essaye de majorer par une valeur et minorer exp (x cos (mp)) par une autre

()
valeur et on obtient que la premiere valeur est plus petite que la deuxieme alors on
aura ’existence.

D’une part, on a

1< <§:>3—7T<(1+) <81
2 SP=57 7 PIT =g
et
7T< <37T:>'(37T)<'( )<'<7T):>1< ! < 1
— <7 — = sin | — sin (m sin | —
2 P=75 5/~ P 2 sin (mp) — sin (3F)
d’ou
1
x:(,—i_p)ﬂ>3m:>ln:c>ln<3ﬂ>
sin (mp) 2
3T —2
:>(a—1)ln:c<(a—1)ln<2) (car—1<a—1§?)
-2 3
— 1)1 < —1 —
= (a—1)Ilnz < 3 n(2>
jxa1<(?ﬂf)‘f
—\2
on a aussi




Chapitre 2. FEquations différentielles fractionnaires linéaires d’ordre deux 32

donc

xafl

I(a)

a—1

[(a)

3
2

<0.38 ( ) RN <0.14.

D’autre part, on a

T 3T 3
5 <7p< ?:>cos (5) < cos(mp) <0

et comme
— <z
2 sin (2)
alors
81 3T
x cos (mp) > — cotg (—)
5) 5)
donc

8 3
exp (x cos (mp)) > exp (; cotg (;)) > exp (—1.6328) > 0.17

d’ou I’énoncé. m

2.2.2.2 Localisation des valeurs propres

Lemme 2.2.5. Va € (0, %], on a les inégalités suivantes :

2
4<aR(a)<25In? <>
a

2 2 1
v R() =2 (InZ 41 (z )> P oe—po -
ot () < n - +in (In - csc(me) et e=p 5

Démonstration. Commencgons par la premiere inégalité.

1
On sais que  sin(re) <me dou csc(ne) = ———— > —
sin(me)  we
et comme
1 2 2
a<-=>—>6=In—>1Inb6
3« o
alors on a
2 46 46 4-2
R(a) > — (In6 +Inin6) = — = a
e e T «
et pws 4 -2 10 4.6
aR(a)> —=% > 22 4883
T 3
d’ou
aR(a) >4
Considérons maintenant la fonction f définie par : f(z) =Inx — g, Ve >0

alors  f(x) <0, Va:>0=>lnx<§, Vo > 0.
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- 2 1 2 In2
En particulier pour x=In— >0 <car 0<a< ) ona [n <ln > < —=
o 3 o 2

donc

R(a) =2 <an+ln (ln2)> csc(we)iR(a)<32 (ln2—|—1ln2>

« € a 2 Qo

=< (G) (=575

4 -2 2
= R(a) < aln()
« (0%

d’ou

a R(a) < (4—2a)in (2) 2 aR(a)<4in (i) — afta) < (2.5) (1.6) In (Z)

«

2 2
et puisque In— >1In6 alors a R(a) < (2.5)in? <) . m
a

1

Lemme 2.2.6. Vo € [0,1], la fonction E,(2,2) (p = 27) n'a pas de zéros dans le
—«

disque |z| <T(4 — «).

Démonstration. Puisque la fonction E,(z,2) est une fonction holomorphe dans le
demi plan (Re z > 0) donc elle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann. Par suite, ses
parties réelles et imaginaires vérifient les équations de Laplace c’est a dire elles sont
deux fonctions harmoniques.

Pour montrer que E,(z,2) n’a pas de zéros dans le disque |z| < I'(4 — «) il suffit de
montrer 'assertion suivante :  Re E,(2,2) >0 |2| <T'(4 —«).

Comme Re E,(z,2) est harmonique dans le disque ouvert |z| < I'(4 — «) et le cercle
de centre 0 et de rayon I'(4 — ) est une courbe fermée continue par morgeaux alors
d’aprés le principe du maximum Re E,(z,2) atteint son minimum et son maximum sur
le cercle et jamais dans le disque ouvert, pour cela il suffit de montrer que

Re E,)(2,2) >0 pour z=I(4d—a)e'?, ¢€R. Ona

: X TF4—a) | 1
E,(F(4—a)€?,2) = ———— e p=
Re P(( a)e a) Rekz_%r(k—i—Q)e ) P 2 _«
= P
> T*4-a) :
=R ik
62F(2k+2—ka)
> (4 - )
k
X:: 2k:+2—k oy o5 (k)

Donc  Re E,(I'(4 — ) €%,2) = > ax cos(ky) ou les coefficients {ay}, . sont
k=0
%4 — a)

défini : =
éfinis par ay T2k+2—ka)

(k € N).
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On a la propriété importante suivante :
o0
- Lo Qo .
La somme d’une série arbitraire —+ Y ay, cos (k ¢), avec {ay}, . est une suite convexe

k=1
a a
décroissante et ay > 0, est positive et elle est supérieur a (50 —a; + 52) (voir [14])

Montrons que Re E,(I'(4 —a) €'?,2) > 0 c’est & dire les coefficients {ay}, .y forme une

suite convexe (voir annexe), décroissante et a, > 0, Vk € N.

En d’autre terme, ar >0, apr1 <apet ap—2api1 +apo >0, VkeN.
Puisque a€[0,1]]=(4—-a)e 3,4 =T4—-a)>0

et (2k+2—ka)ek+2,2k+2]=>T(2k+2—ka) >0, Vk e N

alors a; >0, Vk € N.

Montrons maintenant 'inégalité forte suivante :
2ak+1 < ag, vk > 2. (29)

On a
14 — ) %4 — a)
F2k+1)+2—-(k+1) (2k + 2 — ka)

2ak+1§ak<:>2 a) T
—2T4—-a)T2k+2—ka) <T2(k+1)+2—(k+ 1)

<

en faisant le changement de variable (o« =1 —t, Va € [0, 1]), on obtient

2T4—-14t)T2k+2—k(1—¢t) <TQ2k+1)+2—(k+1)(1—1t), Vtel0,1]

— 2T@B+t)N(k+2+kt) <T(k+3+(k+1)t), vt € [0,1]
OT(3+1) T(k+ 2+ kt)
T(k+3+ (k+ 1)t)

2L 2+ nTB+t)+nT(k+2+kt) —InT(k+3+ (k+1)t) <0,  Vtelo,1]

<1 Vvtel01]

ce qui revient a montrer que
fr(t) =InT(k+3+(k+1)t)—InT(k+2+kt)—InT(3+t)—In2 > 0, vt € [0, 1].
On a

fx(0) =InT(k+3)—Inl'(k+2)—Inl'(3) —In2
=ink+2)INk+2) —InT'(k+2)—In2—In2
=in(k+2)—In4>0, VEk > 2.

et
@) =k+D)Ypk+34+(k+1)t) —kp(k+2+kt) —(3+1), vt € [0,1]
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étudions le signe de la dérivée

Vte [0,1], Vk>2 ona 3<3+t<4 et k+2+kt>4
d’ou

Bt <k+2+4ktZL (B 41t) <lk+2+kt) = —(k+2+kt) < —p(3+1)
donc

) > k+1D)Ypk+3+k+1)t) —(E+1)Y(k+2+kt) >0

enfin, on a

Vk > 2,Vt € [0,1], £2(0) > 0 et fL(t) > 0 donc Yk > 2, V¢ € [0, 1], fu(t) > 0
dott Vinégalité (2.9).

En tenant compte de l'inégalité (2.9) et puisque Vk € N, a; > 0
alors apy1 — ap < —agy1 < 0 d’ou la décroissance de {ak}k22
et ar — 2 api1 + apro > apyo > 0 d’ou la convexité de {ak}sz-
Pour k=0 onaag=2¢t a; =1doua; <aget ay— 2a; +ay =az > 0.

Traitons maintenant le cas ou k=1, on a d’abord

I2(3+1)

['(4+ 2t)

<2InTB+t)—inl(4+2t) <0< Inl'(4+2t) —2Iinl(3+t) >0

Vte[0,1], aa<ap & T*3+t) <T(4+2t) <

Soit la fonction f définie par : V¢t € [0,1], f(t)=InT(4+2t) —2InT(3+1).
Montrons que Vt € [0,1], f(t) est positive.
On a
fmy:mrmy—zmr@y:mG—hmzﬁng>o
et
f/(t) =204+ 2t) —2¢(3+ 1)
comme 1) est croissante et Vt € [0,1], 4+ 2t >3+ ¢ alors Vt € [0,1], f'(¢t) > 0.

Pour la deuxieéme inégalité, on a

23+t I3(3+1)
T(d+2t)  T(5+31)

(11—2CL2+6L3:1—2

aprés faire le changement de variable a = 1 — ¢.
Soit la fonction g définie par  Vt € [0,1],g(t) =1 — 2
On a

9(0) =1-2

23+t T33+1)
r4+2t) T'(5+3t)

r2(3)  T3(3) 48
ra) ") et

Pour montrer que Vt € [0,1], ¢(t) > 0 il suffit de montrer que g est croissante
sur [0, 1].
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Cherchons la dérivée :

V(3 + )T (3 + )T (4 + 2t) — 2T7(4 + 26)T?(3 + t)

o) =-2 r2(4+ 2t)
30%(3 + )13+ 1)I(5 + 3t) — 30'(5 + 31)[3(3 + )
i T2(5 + 3t)
et SR a0 TR
T3+ T3(3 + 1)
=4 Tt (W4 +2t) —v(3+1)) —3 613 (5 + 3t) — (3 + 1))

=4day (YA4+2t)—yB+1t) —3as (Y(OB+3t)—Y(3+1)).

L’une des proprietés de la fonction digamma est qu’elle est convexe sur RT, c’est a

dire :
Vi e RT, ¢'(t) <0 <= ¢(a) — 2¢(a+ h) +¥(a+2h) <0, h>0
En appliquant cette derniere inégalité pour a = 3+t et h = 1 + ¢, on obtient

Y(B4+t) =204 +2t)+p(5+3t) <0< YB3 +t) — (4 +2t) <4+ 2t) — (5 + 3t)
S (54 3t) — (44 2t) < (4 +2t) — (3 + 1)

d’ou

(54 3t) —h(3+1) = (54 3t) — (4 +2t) + V(4 + 2t) — (3 + 1)

<2(¥(4+2t) — 9B +1))

Il en résulte que

g(t)z4ay (P(4+2t) —y(3+1)) —6az (P(4+2t) —¢(3+1))

=4 (5 ) (V4 +20) ~ (31 1)).

En tenant compte de 'inégalité (2.9) pour k = 2, on obtient

1 1 3 1 3
2a3§a2<:>2a3—§a3§a2—§a3<:>§a3—a2§—§a3<0<:>§a3—a2<0

et ona(4+42t) —(3+1t) >0
d’ou
Vt € [0,1], g(t) > 0 c’est a dire le résultat. m
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1

Lemme 2.2.7. Vo € (0, 5] (,0 = 2> la fonction f définie par
-«

Vo > B f(z) =22+ z exp(x cosmp)
~  cos(mp)’

est décoissante.

1
Démonstration. Soit © > ————— vérifions que f'(z) <0
cos (mp)

f(@) = & cup (« cosmp) = ['(2) = (2a—2) 2+ (1—x sin (np)) cap (« cosmp)

D’une part, on a

1< <3:>7T< <37Tc(£>\ (37T)< (mp) < (71'):> 1 - 1 <0
= —=> - <mp< — cos (—) < cos (m cos (=

2 ~P=577 P=75 577 P 2 cos (mp) ~ cos (3)

et

T sin

3
g <mp < = 20 < sm(g) < sin(mp) < sm(g)
d’ou
3m

tg(ﬂp)§t9(5)

1
et puisque r > —— > 0 alors
cos (mp)

—sin (mp)x < tg(mp) < tg (3;) = 1—sin(mp)zr <1+tg (3;) < =2

= (1 — sin (wp)x) exp (x cos (mp)) < —2exp(x cos (mp) < 0.

1
D’autre part, comme 0 < a < 3 et x>0 alors (2a—2)x23 <0.

1
D’ou la décroissance de f pour x > ———. =
cos (mp)

Théoréme 2.2.8. Va € (0, %], toutes les valeurs propres réelles du probléme (2.2) sont
dans Uintervalle (T'(4 — a), R*7*(a))
ol :

2 2 1
R(a) =2 (lna—i-lnln) cse(me), e=p—== a

o 2 4-2a
Démonstration. A cause de la positivité des coefficients de Taylor de la fonction
E,(z,2), I'équation (2.3) n’a pas de racines négatives.
L’absence des racines dans l'intervalle fermé [0,'(4 — a/)] s’en déduit d’aprés le lemme
précédent.
Montrer 1'absence des racines de 'équation (2.3) dans [R*™%, +00) est équivalent a

prouver que F,(x) est de signe constant pour z > R (o).
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On a

a—1
F,(z) =2 pexp(x cosmp) cos (x sinmp—7p)+ ii() — w,(x)
a
ou
2 2a—3 ; L.
lw,(z)| < = = (sin(2ma) + 5 sin (ma))
T

comme « € (0, ] alors

. 1 1
0<sin(2ma)<1 et O<§sm(7ra)<§
d’ou
" (sin(2ma) + 5 sin(ra)) > —> > ~1
—— (sin(2ma) + = sin (T« —_— > -
s 2 s
et on a aussi
1 3
2pcos(xsintp—mp)>—1 car §<p§5
il en résulte que
a—1
F,(x) > —exp (z cosmp) + M) ges

si on arrive a montrer que

‘,L,afl

I(e)

alors on aura le résultat.

> exp (z cosmp) + 227, Vo> R(a)

En multipliant les deux cotés de I'inégalité précédente par x > 0, on obtient

1
2?*7? f g exp(—x sinme) < Fx(oz)’ Ve > R(a),0<a< 3
Or V> R(«),0 < <1 < : En effet
r xZ (0] (0] — Oona « . Bn erre
- ’ 3 I'(a) ’
1 «

_ =a—9p(1)a’+o(a®)=a+ya’+ o(a?)

et
In*x
r=e*M* =1 +inr o+ o® + o(a?)

d’ou )
¢ In*x

_ 2
F(a) =a+ (y+inz)a®+ (yinx +

) o + o(at)

4
puisque = > R(a) > — d’aprés le lemme (2.2.5) alors Inz > 2In2 —Ina >0 car
a
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1
0<ac< 3 etona v=0.5772... (la constante d’Euler) d’ou

« 2

l
—a>(y+inz) o+ (yInz + LA W%

x )a

[(a)

Alors montrons I'inégalité suivante :

> 0.

1
22 7? + x exp (v cosmp) < a, Vo > R(a), 0 <a< 3

1
Puisque la fonction f(x) = 2?*72 +x exp (x cosmp), est décroissante Vo > —
cos (mp)
1
d’aprés le lemme (2.2.7) et R () > “eos(np) alors il suffit de montrer I'inégalité pour
m
r = R(a). X
C'est A dire R (a)?** 2+ R(a) exp(R(a) cos(mp)) <a, 0 <a< 3
2 2 1
ot R(a)=-2 <ln +In (Zn >) _— .
a a/)) cos(mp)
On a . .
Ra)> ———F>——%—>3=R(a)>0
W s ()
d
1 4
de plus a§§=>2a—2§—§<—1
alors
(2a—-2)InR(a) < —InR(a) = R**?(a) < R (a)
et
2 2 N2 L2y 1,
exp (R (a) cos (mp)) = exp (—2 <ln o +Inlin a>> = (a) In (a) =70 In <
d’ou

R(a)?** 2+ R(a) exp (R (a) cos (np) < R (a) + R(a) 0.25 a* In~? <2>

«

2
Or d’aprés le lemme (2.2.5) ona «a R(«a)In™2 () <25 et R 'a)<0.25a.

o) =
En tenant compte de ces manipulations, on obtient

2
R (a) +0.25 a? In~2 (

) R(a) <0.25a 4+ 0.625 o < .
a

Ce qui acheve la démonstration. m
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G , on a l'inégalité suivante :

1
Lemme 2.2.9. Va € (0, 3] et p = 5
mp < sin® (mp) ['? (4 — a).
Démonstration. D’une part, on a

0< <1<:>1<2 <2<:>1< <6<:>7T< <67T
a< - — -« - — — —
=6 6 S VI B T
sin . 6 . . sin . 6 .
2 sin <11r) < sin (mp) < sin (g) L sin? <11r> < sin® (7 p)

6 6 6
<= sin"? (7 p) < sin~? <171T> = (mp) sin ? (7 p) < 1—? sin~? (17;) < 18.

D’autre part, on a

0<a§é:>2§’§4—a<4¥>1“(4—a)2r(2;>>1
ln:/>ln1"(4—a)2lnf <?>>nglnf(4—a)2;ln1" <263)
LT (4—a) > F(23>22
D’ou I'énoncé. m
Soient R;(a) =2In (i) szniﬂs) et xn(a):m, n € N.

Théoréme 2.2.10. Va € (0, ], toutes les valeurs propres du probléeme (2.2) An(a) qui
se situent dans le disque |\| < R{™*(a) sont réelles et elles sont ordonnées dans ’ordre

croissant commengant par A\ («), elles satisfont les inégalités suivantes :
22%(a) < An(a) < 22(a).

Démonstration. D’aprés le lemme (2.2.6), I’équation (2.3) n’a pas de racines pour
|IA] < T'(4 — «) et d’aprés article [5], elle n’a pas de racines en dehors de 'angle
argh < =

Alors, on restreint notre étude au compact suivant :
S TQ
D, =<2eC/T(4—a) <|\ <R %a),|arg\| < B3
En posant, z = \?, le compact D, devient :

Go={zeC/m(-0) < |l < Rifa),Jorg Al <7 (0 - 5 )}
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Puisque F,(z) =z E,(—z**,2) alors il suffit de démontrer que toutes les racines de
F,(z) noté par z,, qui se situent dans G, sont réelles, simples, ordonnées dans l'ordre
croissant et elles satisfont z,,—1 < zm < Tym.

Soit M () le plus petit nombre naturel M telle que R;(«) < 7, notons par
M ()

I, ={2€C/zy,.1 <Rez<uz,} e I,= U I1,, alorsona G, CIl,.
m=1

En effet, Soit z € G, alors I?(4 — ) < |z] < Rl_(a) et larg z| <m(p—3) .

Pour montrer que z € II, il suffit de montrer qu’il existe m € {1,...,M(«a)} telle
que T, < Rez < x,,.

Soit 2 € C <= 2z = |z| %92 <= Re z = |2| cos (arg 2)

D’une part, on a

0< <1<:>11<2 <2<:>1< <6<:>0<( 1) <z
6T 6 o7 2~ =11 P=3) =2
cos\, 1
<= cos (arg z) > cos <7r (p—2>>
2eG 1
&2 |z| cos(arg z) > T'P(4 — «) cos <7T (p— 2))
: Tp
<= Rez>1"(4— > —
ez>T74—a) sin(mp) Sin (7 )
ou on a utilisé le lemme (2.2.9). Alors Im =0/ Rez>xy avec xp= ML
sin mwp

D’autre part,
Re z = |z| cos(arg z) < Ri(a) cos(arg z) < Ri(a) = 3 M(a)/ Re z < xp.

D’ou l'inclusion.

Maintenant le but sera atteint si on montre que toutes les racines de F,(z) qui se
situent dans II, vérifient que exactement un zéro est contenu dans chaque intervalle
(Tm—1,Tm), pour 1 <m < M(«).

Puisque F,(z) est a valeurs réelles pour = > 0 alors le zéro est réel c’est a dire qu’il

est dans (Ty,—1, Tm)-

Imz
Soit IL,(T) ={z €1l,, / [Im z| <T} ,
comme il est montré dans la figure ci-
contre. s s Rez
C— (FERR O
T peut étre choisi arbitrairement 7’?m(T)f
grand. 7 >
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Montrons l'inégalité suivante :

a—1

|fp(2)’ > F(Oé)

+ Jw,(2)|  sur OIL,(T) (2.10)

3x
Sin mp

Tout d’abord Vx > z4(p), 3T >
z=xx17T.

En effet, d’'une part on a

€ R tel qu'on a l'inégalité (2.10) pour

|fo(2)| = |2 p exp (z cos mp) cos (z sinwp —mp)|
=2p lexp(x cosmptiT cos mp)| |cos((x£iT) sinmp—7p)|
=2pexp(x cos mp)|cos ((x —mp) i (T sin7p))|

comme 2p > 1, cosmp>—1 et |cos({L£in)| > |sinhn|, n, £ €R alors

|fo(2)] > e~ |sinh (T sin mp)|

or T > et sinh est une fonction croissante d’ou

Sin TP
1£,(2)| > e sinh (32) =

D’autre part, on a |27 = |z|*71 = (22 +T2)QT_1

3

st mwp

a—1

comme T > et ©>1 alors z2+T7T2>10z2%2> 10

-5 1
ce qui donne In(z?+7T?) < T In10 (car 0<a< 6) dou 2271 <1

227
<1

1 1
t O<a<-=7T Sl —— <1 =
¢ “=% (@) () ()

et on a aussi |w,(z)] <1 d’aprés lemme (2.2.3).

[z~

[(c)
Ce qu’il fallait démontrer.

Il en résulte que + |w,(2)| < 2.
Maintenant on montre I'inégalité (2.10) sur les verticales Re z = x,, , 0 < m < M(a).

En utilisant 'estimation suivante :
«Q

!
= <
MNa) T(a+1) T (%)
et le fait que

<lla«

1

lw,(2)| < min(1,5a) 22*3 <5a 22 car a € (0, 6]
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on aura

a—1
Sar2* 3 +1llaz2 !t < o) + |w,(2)] -
et comme pour z =z, iy et z,(a)= M ,on a
sin (7 p)
[fo(2)] = [2 pexp((xm +iy) cos (7 p)) cos ((xm +iy) sin(7p) =7 p)|

= 2 pexp(xy, cos(mp)) |cos(mm +iy sin(mwp)|
= 2pexp(xy, cos(mp)ch (y sin(mp)) > 2 pexp(z, cos(mp)).

Alors il suffit de montrer I'inégalité suivante :
S5ax2 P +1lax2t <2 pexp(z, cos(mp)). (2.11)
Traitons d’abord le cas m = 0

Saxi® P Hllaxd™ <2perp(agcos(mp)) & dbari® *+1.laxd <2pexp(r pcotg(mp))

Ona 0<a<- et xg= donc
sin (7 p)
1 6 ™ 6 s\, . 1
—<p< —= =< < — — < <l= >1
o SPEq TS E T sin (7 p) sin (7p) =
3 In
P >Z>—l:5lnx0>ln—
sin(mp) 2 2
. 8 5
et puisque —3<2a—3§—§ et —1<a—1§—6
alors .
3 8 3 ¢ 2\ 3
(204—3)lnx0<(2a—3)ln2§—3ln2<:/>:c020‘3<(3)3
et .
3 5, 3 o 2\ 6
(a—l)lnxo<(04—1)ln§§—6ln§<:>a:0 1<(3) :

Par conséquent,

Sari® P+ 1llazd ! <

| Ot
S
Wl b
N~

wl
_I_
©
[\]
/"\
~~_

ol
A\
e
Ut

et
1 6
2 pexp(mpcotg (mp)) > 0.7, VpE(Q,lJ.

D’ou I'inégalité (2.11) pour m = 0.
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Pour m >1, on a xmzw, 1<m < M(a)
sin (7 p)
alors
3
xm2x1>7r(1—|—p)>?>4.7
d’ou

5203 <5t 20 <5 (A7)0 22 <03 207

m m

En tenant compte de cette estimation, pour m > 1, I'inégalité (2.11) devient
ldax2t <2pexp(, cos(rp)), 1<m< M(a) (2.12)

Pour montrer cette derniere inégalité traitons deux cas :

1
alors V p € ( 6] on a

Soit < —
01 Tm 2,11

cos (m p)

cos (T p) T > —1 =2 pexp(cos (Tp) T,) > e '

5
Or z,,>4.7< Inx, >Ind7 et puisque -1 <a—1< ~5 alors

m

5 1.4
x%1<M7Y€<1¢é14ax$4<L4a§?;<03<64.

D’otu I'inégalité 52.11).
Soit x,, > —

. En multipliant les deux cotés de (2.11) par x,,, on obtient

cos Tp
L4 ax) <2pay,exp(xy, cos(mp)), 1 <m< M(a). (2.13)
o . P 1
Considérons la fonction f définie par Vo > — , f(z) =z exp(z cos(mp)) alors
cos Tp

f est une fonction décroissante.

En effet, on a  f'(z) = (1 — x sin 7p) exp (x cos (7 p))

et

> & — sin (n p) < tg (1 p) & 1—z sin (1 p) < 1+tg (1 p) < 1+1g (°0) < 0
r> ————— & —rsin(m T —x sin (m T —

= " cos (np) p)=1tg(mp P) = g\mp) = 97
dout Vz> ! f(xz) <0

ou r> —— x .

~  cos(mp)’
Et la fonction g définie par Vo > — , g(x) = x“ est croissante car on a
cos Tp
Jd(x)=az*">0 Vo > — !
’ ~  cos(mp)

Alors il suffit de montrer (2.13) pour m = M («).
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1 1

Ona Ri(a)=-2In— () avec Tar(a)-1 < Ri(a) < xpa) par le choix de
a \ cos (mp)

M («).

Donc

4
$M(a)<3a <:>lna:M()<ln3—

4
<g&alan <aln ——<
= ldaaf, <lda(8)s <28a.

Maintenant essayons de minorer le coté droit de (2.13)

On a

1 6
‘v’p€<

5 11} 2 p Trr(a) €xp (Tar(a) cos Tp) > Ry(a) exp (Tara) cos mp)

Puisque () < Ri(o) + et cos mp <0 alors

Sin mp
cos (mp) Taa) > Ri(a) cos mp + m cotg mp
<= exp (cos Tp Tr(a)) > exp (Ri(o) cos mp + 7 cotg mp).
D’ou

2 p Tapa) exp (cos Tp Taga)) > Ri(a) exp Rl(a) cos mp + T cotg Tp)

1 1
=—21In ( ) exp (—2 In — + 7 cotg mp)
a/ cos 7rp o

1
=-—2a%in <> exp (m cotg Tp)
a/ cos 7rp

=2a%ln (1

) e:cp (7 cotg mp)
a) sinw(p— 3
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donc

P Tar(a) €Lp (€COS TP Tar(a n exp (m cotg Tp
(o) (@) W(p—%) 1o}

>8—4a ] (1) ( ; 67T)
a n — exr CcO —
T o) AT Ty

>§0.63aln <1> >16aln6>28a.
T o

D’ou I'inégalité (2.11) pour 1 < m < M(«). Par suite l'inégalité (2.10).
Evidemment, la fonction f,(2) a un zéro unique dans II,,, m € N.
En effet, on a f,(2) = 2p exp (2 cos mp) cos (z sin wp — wp)

alors

fp(z):()<:>cos(zsm7rp—7rp):0<:>zsm7rp—7rp:g—|—k7r, keN

2k +1 ) T
+p . )
sin p

ke 2k —1
kéﬁ%z( —i—p) _7T , keN
2 st mp

7(k+ p)
sinmp

<:>z:< keN

dou VkeN* zp 1<z, <xp, avec x,=

a—1

Ona Fy(2) = [,(2) + foy = wole)

Comme F,(z) et f,(z) sont analytiques sur et dans II,,(T") et en tenant compte
de 'inégalité (2.10) alors le théoreme de Rouché (Voir annexe) nous affirme que f,(2)
et [f,,(z) + 130(10;) — w,(z)| ont le méme nombre de zéros a l'interieur de IL,,, (7).

Par conséquent, les zéros de F,(z) sont réelles, positives, simples et ordonnés dans

l'ordre croissant. m

2.2.2.3 Minimisation des valeurs propres

Théoréme 2.2.11. V « € (0,0.1], toutes les valeurs propres du probléme (2.2) se
situent dans le disque |\ < ™2 sont réelles et positives.

Elle sont localisées dans ['ordre croissant et elles satisfont les inégalités suivantes :

2—« 2—«
2

cos e cos Te
2—a € 2-a
( T > < Anla) < <7r(n+)> si n est pair (2.14)
cOS T € cos T €
o) 1
avec €= =p—-.

4 -2« 2
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Démonstration. D’aprés le théoréme (2.2.10), on a les valeurs propres du probleme

(2.2) sont dans le disque |A\| < R~ et puisque pour « € (0,0.1] on a

1 20 g4 12
R > <2 In — (71'8)_1) = < Yo tin )

(0% ™ «

7 2-o 2—a« @
> ( atin 10) > (4 ofl) =16a 2 (O‘) >4 a2
s 4

a\® 1
ou on a utilisé la relation suivante : min <> = -
ac(0,1] \ 4 4
alors les valeurs propres du probléme (2.2) sont dans le disque || < a™2.
La réalité et la positivité des valeurs propres qui se situent dans le disque || < a2
s’en déduit d’aprés le théoreme (2.2.10).

D’aprés la définition de x,(a), on a les inégalités suivantes :

Vn e N, Va € (0,1), z,1(a) < L

=nnsec(me)<m(nt+2¢) sec(me) < x,(
i (we) < 7 (n+2¢) sec(we) < 7a(a)
ol on a utilisé le fait que : p € (—1,0) et sec(mwe) = cse(mp) .

Donc les inégalités (2.14) donnent plus de prégision que celles du théoreme (2.2.10).
Puisque on s’intéresse aux valeurs propres \, qui se situent dans le disque |A] < a™?,
alors on a

Tnsecte<a %P (2.15)

Pour montrer (2.14), il suffit de vérifier que la fonction F,(z) a différents signes au
paire de points :

(m(n+¢€)secme, m(n+2¢) sec me) pour n impair.

(mn secme, m(n+¢€) secme) pour n pair.

Vérifions les inégalités suivantes :

F,(t(n+¢)secme) >0 VneN

F,(tnsecme) <0 si n est pair (2.16)
F,(m(n+2¢) secme) <0 si n est impair

Commencons par la premiere.

Notons , = 7w (n + ¢€) sec we et appliquons le lemme (2.2.3), on trouve
(&) =0, VneN.

En effet,

1
cos ((m (n+e) sec me) sin mp—m p) = cos (m (n+p—§)—7r p) = cos (n W—g) = —sin(mn) =0
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et
F6n) = St uy(6) > S — 5 a g2t
&) =@y T pg e
1
:a£:71<r(a+1)_557?72)

>a it (1-5607) 2 a g (1-5617)
>al M 1-57H)>at> (1 -571)>0.

ou on a utilisé les relations suivantes : Vo € (0,0.1], >1 et & >&.

1
['a+1)
D’ou l'inégalité.

Montrons maintenant la deuxieme inégalité de (2.16)
Pour n pair, notons 7, = 7 n sec we
On a
cos (N, sinmp —7p) = cos(n, cosme —me —5) =cos(An—me—5)=—SinNTE.

En tenant compte de la restriction (2.15), on aura

fo(mn) = =2 pexp(—n, sinme) sinme
< —=3cexp(—n, sinme)

_ 12
< -3cexp(—a*me)=—-3cexp (U) .
-2«

Puisque a'=% = a9/ et max o % = (0.1)"1s = 101 < 1.2
0<a<0.1

1.27r> - 35 c 11
—_— -3 -<-—-11e¢.
3.8 e

On a la fonction —— est une fonction croissante et concave dans l'intervalle fermé

Jun

Alors f,(n,) < =3¢ exp (—

1 <t<1.1 et d’aprés le lemme (2.2.3), on obtient

a—1
M 203
F,(n,) <-—1.1 5)
p(n ) €+ F(Oé) + « nn
1.1« anol Yo—3
— n 5 a
I—2a Ta+1 %M
1.1 « anal 903
. n 5 a
L T TP

Puisque n est pair alors n > 2 et n, > 2m. Par conséquent,

a™l F,(n,) < —0.27+1.06 (27) ' +5 (27m)2* 7% < —0.27+1.06 (27r) ~*945 (2m) ~>® < 0.
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Montrons maintenant la derniére inégalité de (2.16)
En premier lieu, considérons le cas ou n =1

Notons 7, =7 (n + 2¢)

=N, +2me
coS T €

o . cos e
Alors on a cos(n, sinmp—mp) =—sinme

et en tenant compte que sin me > 3.1¢ pour € € (0, 3—18] , on obtient

fom) = —2pexp(—n(1+2¢) tan 7 e) sin 7 e
< —=3leexp(—m(1+2¢) tan we).

1 us 1
—m(14+2¢)t > — 14— t — . < —
Or exp(/w( +2¢) anws)_e:pp( 7T( +19)> an (38>>076, 0<»3_38
doit f,(n,) < —2.356 & < —0.589 o
et

F,(n,) < —0.58) a4+ 1.06 a ' + 5 a n2*3
<—0589 a+1.06 a7 +5a 723
<a (0589 +1.06 7 % +57 %) <0.

Considérons maintenant le cas ou n > 3, n impair
s 7 / . .
Comme précédemment, on a cos(n, sin mp —wp) = —Sin 7 €.

et

fp(ﬁ;l) =—2pexp (—7]; sin we) sin we
=—(1+2¢) exp(—n, sinme) exp(—2me tan 7€) sinwe

<—(1+4+2¢)exp(—2metanme) l.le.

1
Pour a € (0,0.1] (5 =1 a2 ) ona 0<e< 38 et (1+2¢) exp(—2metanme) <1
—2a
d’ott I'estimation suivante : f,(n,) < —1.1 ¢
et
n !

+5an < —02Ta+1.06 an' +5an?

n

F,(n,) <1le+

n

(a)

Puisque n >3 alors 0, > 73 et a~! F,(n,) < —0.27+1.06 (37) 945 (37) =28 < 0.

D’ou le résultat. m

Corollaire 2.2.12.

Va € (0,0.1], Yn € {1, 410[] ona: (mn)** <\ (a) < (mn)? (2.17)
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Démonstration. Vérifions d’abord que toutes les valeurs propres du probleme (2.2)

1
avec la suite de nombres n < ng(a) = 1o 5 situent dans le disque || < a7
a

D’aprés le théoreme (2.2.11), il suffit de montrer que

12 1
<7T (no(a) + 2 ¢) s 7r5> <a?en(a)+2e< a0 —cosme

s ang(a) <a ) gl cosme—2ace.

1
On a bien a ng(a) < 7 alors que

ntcosTe—2ae>n!cos (;é) —02e>03— 0382 > 0.29.
Alors toutes les valeurs propres A,(a), L ose situent dans le disque |\ < a2
Il en résulte que les inégalités (2.14) sont vérifiées pour A, (), < L
Alors il suffit de démontrer que

Cos e

2—«
1
) <(mn)? 0<e< —,0<a<0.1,neN.
COS T € 38

mn \ 2@ m(n+2e
(mn)* > < ( ) <(
La premiere inégalité est triviale.

Montrons la deuxiéme inégalité

<7r(n—i—25)> . <(mn)* & ((1+ 2€> secws) a <(mn)®

cCosS T e n

Quand n — +o0 , le coté gauche de I'inégalité décroit et le coté droit croit donc il suffit
de montrer cette derniére inégalité pour n = 1 c’est & dire ((1+2¢) secme)?> * < w2,

= 2 ¢ alors il suffit de montrer

Puisque
2¢
(1+2¢) sec(me) < m?° = 626<> , 0<e< —.
P 0<e< !
our e< —,ona
- 38
sec*me=1+tan*1e <14+16¢e* <exp (;)

1
Puisque LIS exp () alors
e 8

sec(me) < exp (Z) < (:) 28.

D’aprés ca et I'inégalité 1 + 2 ¢ < €%, on obtient le résultat. m
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Corollaire 2.2.13. Si h(a) est une fonction positive arbitraire définie sur l'intervalle
10,0.1] et 1i%1+ h(a) =0, alors

lim {max ’)\n(a) - (7?71)2’/ 1<n< (a In ;) :

a—0Tt

h(@} —0
Démonstration. On a
(Tn)?™ < Ml@) < (n)? <= [Au(a) = (7n)?| < (7n)* = (7n)*°
Or
(mn)* = (mn)*"* = (7n)*(1 — exp(—a In (7 n)))

D’ou
‘)\n(oz) — (71'71,)2’ < (mn)*(1 —exp(—ain (7n))) = O (a (7n)*in(7n))

Pour n < (aln =)72 h(a) < (7n)2 < 72 a ' In~* h2(a), on trouve que
oY

Ma(a) = (xn)?| =0 (lnl (;) In (7n) hQ(@)) — 0 (%)) = o(1), a— 0*.
d’ou 1énoncé. m

2.2.2.4 Le nombre des valeurs propres

Les valeurs propres réelles du probléme (2.2) sont dans le disque |\ < a2 et
puisque E,(—A,2) est une fonction holomorphe alors d’aprés le théoreme concernant
le nombre de zéros dans un disque (voir annexe) on a la fonction de Mittag-Leffler
possede un nombre fini de zéros dont la représentation asymptotique est donnée dans

le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.14. La représentation asymptotique pour la quantité N(«) est égal au

nombre des valeurs propres réelles du probleme (2.2) :

N(a)=8r2a! lni—l—O(al lnln;), a—0F
Démonstration. On a déja vu que le nombre de valeurs propres réelles du probleme
(2.2) est égal au nombre de valeurs propres qui se situent dans le disque |A\| < R %(a)
(quest égal a M(a)) ou M(a) — 1 avec M () est le plus petit nombre naturel telle que
Ri(a) < xp) plus le nombre de valeurs propres vérifiant R *(a) < A < R?™%(a)
qu’on note par Noy(a).
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Donc
M(a) =1 < N(a) < M(a)+ No(a) (2.18)

+ 1 ,
On a :cn:L?I p><:>n+p:—:1:nsm7rp
sin mp 7T

et Ri(a) < Zpr(a) = Tre) = Ri(a) +o(1)
d’ot M(a)+p =71 (Ri(a)+o(1)) sin mp avec Ri(a) = —21In <1> ( ! >

o} cos Tp

ce qui donne
M(a) =7"" (Ri(a) + o(1)) sin mp + o (1)
_ (in ;) tgmp+o(l)

(In ;) cotg(me) +o(1)

3

A o0 3| o d 1003 1oy

«

1 (4—2a>+0(1)
1

(In (1)4) (me) "t 4+ 0(1)
=)
a) at —4qn? lni%—o(l)

3

1 1
=87 2alln—+o (ln ) quand o — 0"
a a

En tenant compte de ces manipulations et I'inégalité (2.18), il suffit de démontrer que

1 1
N, = — — — 0"
o(a) O(a Inln a)’ a 0
Notons
a(a) = mazx {z,(p), n pair/ z,(p) < Ri(a)}
et

b(a) = min{za(p), n pair/ w,(p) > R (a)}

Montrons que le nombre de zéros de F,(z) se situant non seulement dans I'intervalle

(Ri(a), R («v)) mais aussi dans le rectangle

Pla)={2€C / a(a) < Rez<b(a), |[Imz| <T(a)} estégala O(atInin l)
a

1
On a le périmetre du rectangle P () est d’ordre (™! In in —) quand o — 0.
a

En effet, p=(b(a) —a(a)+2T (a))2.
a(a) < Ri(a) = a(a) = Ry(a) +0(1)

b(a) > R(a) = b(a) = R(ax) — 0 (1)
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Donc
p=4T () +2(b(a) —a(a)) =4T (o) + 2 (R, (o) — Ri(a)) — o (1)
Comme ) )
R(a)=2(n—+ Inln —
() (na+ n na)csc(ﬂe),
1
Ri(a)) =21In — (cscme)
a
et .
T pu— pum—
(o) P (cscme)
alors
2 1 2
p=4(n— —In— +ilnln —)cscme+4cscme+o(l)
a a a
2
=4(In2 —1 +Ilnin—)cscme+o(l)

= (4InIn Z) (me) ™ +0(1)
4(4—-2a)

2
=Tt Y i 2 1 0(1)
iwes (0%

=0 (oz_l Iniln 2).
«

Donc il suffit de montrer que la dérivée logarithmique de la fonction F,(z) sur les cotés
du rectangle P(«) est borné par une constante.

Montrons l'inégalité suivante :

<2 VzedP(a), VYac(0,0.1] (2.19)

Commencons d’abord par montrer I'inégalité sur les verticales : z =z, +iy ,y € R.

On a

cos ((xy, +1y)sinmp—mp) = cos((x, sinmp—7p)+iysinmp)

™ (n+p)

(
(smﬂp

= cos(mn) cos(iy sin wp)
)

= (=1)" ch(y sin 7 p) (2.20)

= cos sinTp—mp+iy sinmp)

et

26C =z = |Z| eiargz = P = |Z|P ez’pargz
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d’ou

Re (zP) = |z|" cos (p arctg (Ry)) avec y=1Im z,p € R,
ez

Il est facile de voir que

y : T ()
mam{‘x’ Jr+iy (a) ()
car |y| < T(«) et |z| <a(a)
. 7 (n+p) . L . . ,
La suite z,, = ——— est une suite arithmitique ou la raison est donnée par
SIn TP
s 4—-2«
£) < 3.142 () < 3.16, €=
7 sec(me) sec| 33 o

Donc

Ri(a) —a(a) <6.32=a(a) > Ry(a) — 6.32

— aa) > (1 _ Rif;) Ri(a)

Pour « <0.1,0n a

1
Ry(a) > 2 csc(me) In 10 > 2 esc (;8) In 10 > 55 = Rr(o) <
—6.32  —6.32 —6.32 —6.32
== > = 1- >1———>0.88
Rl(a) 55 Rl(&) 55

d’ot a () > 0.88 Ry («).

Il en résulte les estimations suivantes : Va € (0,0.1],

Y T () csc(me) . (1) 0.6 ,
=< = < 0.61ln — ] < <03, z+1y € P«
v = 0.88 Ri(a)  (0.88)21In (é) csc(me) o In 10 Y (@)
(2.21)
comme arctg (0.3) = 0.3 alors on a
Re (zP) > |z|" c0os(0.3p), z€dP(a),|p|<m (2.22)

Pour n pair et |y| < T (a), on trouve d’aprés (2.20 ),(2.21) et (2.22) que

Re F,(z, +1iy) > 2 p exp (x, cos wp) cos (y cos 7 p) ch (y sin 7w p)

1 c0s(0.3(a—1))
I(a)

+‘Z|a _|wp (xn+ly)|
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Car

i Y CcoS TP

exp ((z,, +iy) cos wp) = exp (x, cos wp) e

D’aprés (2.21) on a
Y 2 2 V/
= <03y <0092" & VP +r2 < V10922 < 2| <11R
; y x y*+ x 2] < ez

Pour z = z +iy € P(«a), d’aprés ca, 'estimation du reste w,(z) et le fait que
(03
2
a < L pour 0 < a <0.1 on trouve

IN())

-«
_ 5 _
lw,(2)| <5 az®* P =5a |z|® ! Lxm*2 < — |2” 1 2] 27%(a)
& T

~ T(a)
<5 (1.1) 21 (0.88 Ry(a)) "% <6 (0.88 % 55)~ '8 21"
- ) - ['(«)
|Z|a—1
< 0.01 .
['(a)
Par le choix de T («), on a 'inégalité suivante :
ly cos mp| < T (a)lcosmp| =T (a) sinme =1
On a donc
|Z|a—1
Re F, (xn, +1iy) > 2 p exp (z,, cos 7 p) cos(1) cosh (y sin wp) + 0.8 T(a)
a

a—1
> 0.5 (2 p exp (x, cos wp) ch(y sin 7 p) + ‘;‘(04) )

Estimons ’Fp’(z)‘

On a »
F)(2) =2 pexp(z cos mp) cos (z sinmp) + (a—1) (o) +w,(2)
et l'estimation suivante :
lg'(a)] < R max_[g(z)], a€C, R>0, g€ A(lz—a| <R) (2.23)

|z—a|<R

pour le module d’une fonction analytique.

En appliquant (2.23) sur la fonction w,(2) pour R = g et x = Re z > 2, on obtient

-1 2a—3 a—1
/ T T 90-3 16 |2|
‘wp(z)‘ < (2) 5a (2) <5ax . < 0.01 (o)
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ou on a utilisé le fait que = > 16, Vz € P(«a) et 0 < a <0.1. D’ou

a=2 a—1

‘Fé(x + @y)‘ < 2p exp(x cos mp) cosh (y sin wp) + ‘f‘|(a) +0.01 |F’(a)
a—1
< 2 pexp(x cos mp) cosh (y sin 7p) + |;|<&>

Donc
Fy(2)] < 2 Re |,(2)]

sur la verticale du rectangle P («).

Montrons maintenant (2.19) sur la partie horizontale sur le bord du rectangle considéré
ie.pourz=zx+iT (a)eta(a) <z <b(a)

Dans ce cas, 'estimation de ‘F ;(z)’ est valable et l'estimation de |F'(z)| est obtenue
pour |[Im z| =T () et a(a) < Re z < b(a).

Le module de f,(z) =2 p exp (2 cos 7 p) cos (z sin wp — 7 p) est considéré plus grand

que

1
Deplus,pourz:xj:iTetp>§0na

|fo(2)| > 2 p exp(x cos wp) sinh (T sinmp) = 2 pexp(z cosmp) sinh(cot me)

Rappelons que € = a < —, et il est facile de montrer que
4—-2a 3.8

1 1

cot (re) > (3.8 ¢) pour 0 <e < 20

alors
1
sinh (cot me) > sinh(—), 0<a<0.1
«

2 2
et R(a)cosmp=—2(ln —+Inlin —)
a a

Pour z € P(a),onaz = Re z < R(a)+—
SIn TP
Donc d’une part, on a

2 2
exp(x cos mp) > exp(—2 (In — +Inln —) — 27 |cot wpl|)
a a

2
2
e exp (=2 mtan we)
«

2 1
On vérifie facilement que In? (=) < — et tan 7e < tan 5’ < 0.1 pour 0 < a < 0.1.
a’ o«
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D’ou

3 3
exp (x cos wp) > Oéz exp(—0.63) > % , t=Rez z€P(a), a<0.1.

Alors 5 s s
1 B 1
11,(2)] > % sinh (=) > %% =5 2=aEiT(a)
D’autre part, pour z € P (a),a < 0.1 on a Re z > 44 et

a—1 —0.9 —-0.9
S C R P! (44)709 <

I(a) — I'(0.1) ['(1.1) 250
’ ‘Ozfl
Puisqu’on a 'inégalité suivante : |w,(2)| < 0.01 T@) dans le rectangle P («) alors
a
|Z|O¢71 1
F(Oé) + |wP(Z)| < 5 fp(z)

Donc 1
Fo(2)l > £ 1fp(2)l s 2 € Pla), [Imz| =T (a)

De méme, on obtient 'inégalité suivante :

Pour z € P(a), [Imz| =T (o), |[F)(2)] < |f,(2)] coth(com>+; 1£,(2)] < = 1f,(2)]

6
ou on a utilisé le fait que coth A < R pour A > 2.
On en déduit 'estimation

Fo(2)

7
< —-<2 pour z€ P(a), [Imz|=T(«x)
Fp(2)

4

D’ou 'énoncé. m



Chapitre 3

Equations différentielles linéaires
d’ordre fractionnaire

Le but de ce chapitre est d’étudier 'existence et 1'unicité de la solution d’une
équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire ensuite on s’intéresse au probleme

des valeurs propres associés a cette équation.

3.1 Existence et unicité

Nous n’allons pas énoncé puis démontrer un théoreme d’existence et d’unicité
comme c’est souvent le cas, mais nous allons plutét construire un tel théoreme pas
a pas. L’image d’arriere plan qu’il faut avoir est celle d’un théoreme classique (dériva-
tion entiére) de ce genre.

Commencons d’abord par transformer ’équation différentielle suivante :
(D*? y(z) + A y(z) =0, O<z<l,0<a<l.
en une équation intégrale. Pour cela, on applique l'opérateur inverse
([0 DY) D*y)(x)+ X ([*y)(x) =0, O<a<l

En vertu de la composition de I'intégrale de Riemann-Liouville et la dérivée de Riemann-

Liouville, on obtient

a—1

lim (I'"* 0 D*) y(z) + A (I* y) y(x) = 0.

(Da y)(ZL‘) - F(Oé) oS0+

o8
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Aprés une deuxieme application de 'opérateur 1% et en tenant compte de la composi-

tion de l'intégration d’ordre réel quelconque positif, on aura

(o) = Tt (1 ) (o) = 17 (s ) i (177 0 D7) (o) 43 (1% 1)(a) =0

ce qui donne

a—1 2a—1

o7 i (1)) + Fgs i (170 D) yla) =X (12 y)fa). (31)

<
—
&
I
=

Les valeurs lim+(I o) (z) et lim+(l =@ 6 D®) y(x) tiennent lieu des conditions
a—0 a—0

initiales et nous avons vu précédemment que ces valeurs sont nulles si y et D“ y sont

deux fonctions continues sur [0,1]. De 1a, 'espace des foctions dans lequel nous allons

travailler sera un espace ou ces limites existent.

Lemme 3.1.1. Supposons que f est continue sur [0,1] avec

. 1—a - .
xli%i x % f(x) = ¢ (existe)

Alors
lim (117 f)(z) = c T(a).

z—0t

Démonstration. Partons de I'expression de l'intégrale de Riemann-Liouville

(17 f)(x) - ¢ T(a) = ml_a) [ =0 p@) dt— e o),

Remplagons I'(«v) par 'intégrale suivante :

1 1 1 &
r :7/ 1—7) 7214 :7/ —t) vt gt
() I'(l—a) Jo (A=m)r ’ I'l—a) Jo (@@=
t
(apres le changement de variable 7 = — )
T
et puis
1 T
[1701 —cT — / 4\ —«a - a—1
(1)) =eTlo) = ey [ @= 0" O =t at

i [0 e s - da

puisque lim+ 17 f(z) existe, alors la fonction f(z) 2'~® est prolongeable par conti-
z—0

nuité a [0,1] d’ou f(z) 217 est bornée sur [0,1].
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Donc
(1= f)(a) - e T(@)] < F(ll—a) [ =t o )~ of de
sup [t f(t)— ]
< el e /0 (x—t)~ t> " dt.
) /0 (@ — )"t dt = T(a) T(1 - a)
alors

(I @) = eT(a)| < T(a) sup |7 f(t) —

te|0,z]
d’ou le résultat. m

Maintenant, introduisons I'espace suivant :

Cy = {y ]0,1] — R, continue et lim z'~* y(x) existe}

z—0t

et posons

lyll, = sup |a'=" y(x)|

z€[0,1]
On sait que |||, est bien une norme et (Cy, ||.||,) est un espace de Banach.

Considérons le probleme de Cauchy suivant :
(D2 y(z)+Aylz) =0 ,0<z<1l, 0<a<l.

: 11—« o : 11—« «@ _
lim 2 y() = ar, lim 2 (D y)(2) = as.

En vertu de I’équation intégrale (3.1) et des conditions initiales, on aura

= A (17 y)(2).

y(r) =2t a + 22 ay

La manoeuvre consiste a écrire le second membre de cette équation intégrale comme
laction d’un opérateur Ty et montrer qu’il est contractant dans C, pour pouvoir
appliquer le théoreme du point fixe de Banach.

Posons pour y € C,,

(T o)) =2 4™ o — 5 /0 (@ — )2 L y (1) dt.
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Il faut montrer d’abord que l'opérateur T envoie bien les éléments de C, sur des

éléments de méme espace, ensuite qu’il est contractant.

Proposition 3.1.2. L’équation intégrale (3.1) est bien une solution du probléme de
Cauchy (3.2).

Démonstration. Soit y € C, alors

['(a) A

(T y)a) =" a4 o — 5 /0 (& — )20 Ly (1) dt.

Appliquons l'opérateur D®

D (T y)(x) = ay D (x* ") +ay

P =X (DY0I**) y(x)

Appliquons une deuxieéme fois D et en tenant compte que D o I® = id, on obtient
(DY (T y)(x) = ag D (x°71) = A y(x)
d’ou
(DY) (T y)(x) + A y(z) = 0.
Vérifions maintenant les conditions initiales :

[(a) Aazl™@
r2a) TI(2a)

(T y)(x) = a; + 2% ay /OI (z— )2 y(t) dt

Passons a la limite

: 11—« _
lip o' (T y)(a) = .

Pour la deuxiéme condition initiale on a

lir(r)1+ (DT y)(z) = 111(1)1+ [ay — Az (D* o0 I**) y(z)] = ay
d’ou le résultat. m
Proposition 3.1.3.
T: C, — C,.

Démonstration. Montrons que si y € C, alors T'y € C,.
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Vérifions la condition au limite en 0.

0w (o) Aalme e 2a—1
TR0 T TRa) /0 (z=8"""y() dt‘

2 (T y)e) — | =

< = ool 50 T /O (x — £)270 y(t) dt
< o loal foms R o @=02 ee ) d
< o ool poms + Ha Il [ (=07 et a

['() Al z'e /w 20-1 _a-1 . 3a—1
< 1 — o o a=1 g
— T ’a’2| F(2 Oé) + F(2 Oé) ||y”a 0 ( T) T T T

Q

t
aprés le changement de variable 7 = — et en utilisant la fonction Béta d’Euler, on
x
obtient
I(a) AL 22 lyll, T(2a) T(a)

2 (T y) () —ar| < 2 Jay r2a) T TQa) I'(3a)

r Al z2@ r
< a jayy D@ DL Ly, T(e)

d +
< T(2a) T(30) — 0 quand z — 0

d’ou le résultat annoncé. m

Proposition 3.1.4. T est un opérateur contractant i.e.
40 < by <1 telque T: C, — C, estcontractant.

Démonstration. On a

Al

(9~ (T @] < 5o

| @@=t ) — =) ar

Al My ==l f~ 2a-1 a1 Al Ny =2lla 301 T(Za) T(e)
< «a . @ @ < @ «
- I'2a) /0 (z=1) 5T dE < I'2a) ’ I'(3a)
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donc
Al b2 T
P ) (1 ) < PRy -,
Al b7 T'(a)
Ty—T < 2 2y —
1
2a r T 2o
Pour que T soit contractant il faut que W <1ldou b < <\)\|(3F?o)z)>
F 2a
donc il faut choisir b; < min | 1, ((3a)> . m
Al T(a)

Le théoreme du point fixe de Banach montre I'existence de la solution du probleme
de Cauchy. D’ou 'ensemble de solutions du probleme de Cauchy n’est pas vide.

Ennoncgons maintenant le théoréme d’unicité.

Théoréme 3.1.5. Le probléme de Cauchy (3.2) admet une solution unique dans [’es-

by < min (1, (M) 21&)

Soient y et z deux solutions de I’équation différentielle, alors on a

pace C,, avec

Démonstration.

et
o) =ena ™ et gt g [ 0 s e eR
d’ou
ly(@) — 2(2)] < lag — | 27+ ay — o] 277! FI;(;O?)
A * 2a—1
*raa b @02 ) )] e [0b)
< Ctppas [ le= 02 ) - (0]

avec C' = |a; — c1| o' + |ag — co] b7
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donc

20 (o) = @) < O+ T [T =02t e () - 2(0)] a

Axpl-e o
< _ \2a-1 ya—1
— w(x) < C+ F2a) /0 (x —1t) 7 w(t) dt

ol : w(x) = |y —z|, est une fonction positive sur [0, b,].
Pour pouvoir appliquer le lemme de Gronwall, essayons de se débarasser de = a 'inté-
rieur de 'intégrale et cela en utilisant I'inégalité de Holder.

1 1
Dou, Vp,g>1telque —+ - =1ona:
p q

1

o < 0 ([ s ([ w0 a)

or
/x (x_t)2qafq 199=9 Jp — p290-gtga—g+l F(QQQ —q+ 1) F((IO‘_Q‘F 1)
0 I'Bga—2q+2)
— x3qa—2q+1 F(2qa_q+1) F(QQ_Q+1)
'Bqga—2q+2)
donc

o

IN

Ngpl-a 3a_o4l F(2qa—q+1)F(qa_q+1)§ . L
w(x) C+ x g FBga—2q12) (/0 w(t)dt)

Qe
-

IN
Q
+

Al b i(r@qa—q+mr@a—q+1»
) F'Bga—2q+2)

(/0 w?(h) dt) ’

[

< C+K (/w wp(t)dt>p avec K € R,.
0

d’ou

x p
wP(z) < |C+ K (/ w(t) dt>p] . Vrel0,b], VO, K € R,.
0

Soit la fonction h définie par h(u) = u® = e*™% VYu > 0, Vs € R alors h est une

fonction convexe.
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Ce qui donne

p

S =

wP(z) < 27 ;C+ ;K (/wp(t)dt)
0
<or-l P g ort KP /wp(t)dt
0

Appliquons maintenant le lemme de Gronwall (voir annexe)

wP(r) < 2771 CP exp (2”_1 K? / dt) =271 CP exp (2771 KP 1)
0

1 1
= w(r) <24 C’exp(;Qp_l KP? x), Vr € [0,b], VO, K € R,.

Si on fixe z dans |0, 1] alors en tenant compte des égalités suivantes : a; = ¢1, as = ¢
et le fait que w(z) > 0, on aura w(z) =0 <= y(z) = z(x).

D’ou I'énoncé. m

3.2 Probléeme aux limites

Considérons le probleme aux limites suivant :

(DY y(z)+Aylx)=0 ,0<z<l, 0<a<l.
lim 7' y(z) =0 ,y(1) =0.

z—0t

(3.3)

Définition 3.2.1. Le nombre X\ est appelé une valeur propre du probleme (3.3) s’il
existe une fonction a valeur complexe y € C|0,1] tel que D y € C,(0,1), non identi-

quement nulle, pour laquelle les relations du probléme (3.3) sont vérifiées.

3.2.1 Equation des valeurs propres

On a déja obtenu ’équation intégrale suivante :

- 4 T'(o)
2« _ a—1 2a—1
yx)+ A" y)(z) =a x +as x T2a)
d’ou Po)
. 2a _ a—1 2a-1 o
(ld+ X1 ylx)=a % +ayx F2a)

Maintenant on peut facilement montrer que dans I'espace C,, 'opérateur I2® est borné

et pour |A| petit on a ||A I2%|] < 1. Ceci nous permet d’inverser (id + A 1?%) par la
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série de Newmann :
(AT = S (AT = S (A 1

Ceci donne

yx) = Y (~NF 12 ( 2ol 4 g, g2t L) )

k>0 F(20é)
r
= Z (_/\)k ]2ak(xa—1)+ az I'(a) Z (_)\)k I2a<x2a—1>
k>0 F(2a) k>0
2ak+a—1 INES ank+2a71

= N T(a) e—— + AN T(2a)

“ ,§)< F T faakta) T Ti2a) ,g)( ST Faak+2a)
= a T(a) 27" Y (=N)F G +ay T(a) 227" Y (=N)F _art

>0 IF'2ak+a) = F2ak+20)

Ainsi
y(x) = a1 (@) 2P B (=X 22% a) 4+ ay ['(a) 2271 E%(—A 2% 2q)

En appliquant les conditions aux limites suivantes : lir&r I'™ ™ y(x) =0et y(l) =0
r—

avec ap € R*, on obtient I’équation des valeurs propres
E% (A, 2a) =0 (3.4)

Par conséquant, étudier les valeurs propres du probleme (3.3) revient a étudier les zéros

1

de la fonction E, (=\, p) avec p=(2a)™" et p=2a.

3.2.2 Etude des valeurs propres

3.2.2.1 Existence des valeurs propres

Lemme 3.2.2. Va € [%, 1), z€C, Rez>0, on ala représentation suivante :

1 1-2
i(_z2a’2a) == z20(1720) op <Z cos 27;) cos (z sin % +7T( QQQ))—FQQ(Z)

E

dont le reste est donné par

N-1 (_1)k

Qal2) = kz_% 220kt2a T(—2a k) +0 <Z2a(N+1)) ) 2T 00
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1
Démonstration. La représentation intégrale de la fonction m sur le contour de
w

Hankel est donnée par
1 1 / sy
— = — ez z
F(w) 2w Ju.

On en déduit la représentation intégrale de la fonction de Mittag Leffler définie par

k

z
Ey(z,0) =) w5 ——
’ k>0 F(%"‘M)
d’ou
E,(z,p) = Y = (/ e£§‘§‘“d§> 2*
A - ;
>0 211 ;
— L / e EH Z (zg_%)k de
2me JH. >0
si |—| < 1 alors
g?
1 ¢ o 2\
Blzn) = 5 [ efer (1-5) g
211 H, G
1
1 SgnH
_ 7/ 8T e
2w JH, ¢ —
pourz:—x%,p:—etu:2a, on aura
2a
1 €§€2a—2cx
FEi1 (—2%%2 = — ———d
(o 20) 2mi Ju, §29 4 x2e g
1 3
= —/ eidﬁ.
2mi Ju, §2%+x2
avec
—x2e T /

les points singuliers de cette intégrale vérifient 1’équation suivante :
52& +z2a =0 52& _ _x2a
Soit &€ = [¢] €' avec —7 < 6 < 7 alors I'équation précédente est équivalente &

€l == §l ==
<~ T
200 =7+ 2kw, keZ 9:%(2k+1), kel
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Ona —7m <6 <7 cequiimplique que

-1 < — (2k+1) <
0 204<+) T

et puis
20+ 1 200 —1
— < k <

1
Comme «a € [5, 1) alors les entiers relatifs & possibles sont 0 et —1.

D’o les points singuliers sont &, = z e*™2 et €. = 2z e ™2 qui sont deux poles
. . . , —21 —m T 2T
simples et le domaine ou ils se trouvent est donné par S; = [T’ 7) U (5, ?]
Si 0 ¢ S alors
1 et
TS Sy
i( a) = 274 H, §2%+ 132 s
sinon d’aprés le théoreme de Cauchy, on aura
¢ ¢ 1 ¢
e e e
E. (—2%*,20) = Res Res | ————, e p———
i( ) <§2a €+>+ <§2a+x2o¢ g > 27TZ Hg/ €2a+x2a

Calculons maintenant les résidus, commengons d’abord par le résidu en &,

R 65 65
es | 5, = T TEE———
£2a+x2o¢ £+ £_>£+ £2a+$2a

puisque
lim e® #0, lim (%% 4229 =0
Jim # Jim (€ )
et J
. (2a—1)
lim — (€24 22%) = lim 2az? ' =2az% e 2a 0
(=& dE (5 ) §—&+ 7
alors
13 13 1 ;T L1
(& e i 12«
Res S — _ hm [ egje 2« Il—QO& elﬂ' T
(£2a+x2a €+) £—E, 20[52&71 2a
1 plo2a oy (xei;r—i—i 1_2‘)‘)
= — @ m
20 P 20
(o 1) e (o 11520
= —=1x explxcos— | expli|x stn— + 7
2a P 2q P 2 2

si on procede de la méme fagon pour le résidu en £_, on aura

e . et 1 9. = . 1-2a
e (sza R R e CEE R e

oo eap (v eos ) e i (o sin g - 2]
= — 2 exp|x cos— ) exp |i| —x stin — —
2 P 2 P 2o T 2

dg
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d’ou la somme des résidus est donnée par

1 5, < 7T> < i 1—2a>
— exp|x cos — | cos|x stin — + 7
I} 2 2 2

a cause de la propriété suivante :

it —it
_|_
ViteR, cost:i.

Par conséquent, si # € S; alors

1 1-2
Ei(—z%*2a)=— 2" cxp <x cosﬂ) cos (x sin —— +7 < a))
Za o} 2a 2« 2«

1 et

2mi Ju, £20+x2@
£

de.

On a abouti a la partie principale de la premiere représentation du lemme (3.2.2).

Transformons maintenant I'intégrale dans cette derniére représentation

Q()_l/ Ldf
o= o H, £2¢ 42

1 es
C 2mix?e / 1+ (§)2e

_ A N G A
= dQmwir2a / [ <$2a> 1+£2a ] df

k=0 r2a

aprés l'utilisation de la relation suivante :

l—gq b I—gq
Donc
N—1 k N 5 2a N
x (—1) =" )

Qa - = / £ ¢2ak d / A ¥

() 2mi 2 (kzo w2ek Ju, es St H 1+ izz .

— 2a N
= wek+2a \2mi Ju, 2mix? Ju, 1+ 55 '
En faisant tendre x vers 400, on obtient
N-—1 (_1)k ) -1

I — lim ——— <0
oo kz:% p2ok20 [(—2ak)  a—teo 120 T (—2a)
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et on a
5204
lim (1—1— 5 )zl
T ——+00 Tree
alors -
1 (—D)N (%)™
O
271 Ju, 13
£ 1+ 5
€T «

est bornée a 'infini, par suite

1 1 (=N " e — 0 1
r2a(N+1) 2714 /H/ 5201 £ = <x2a(N+1)>'

’ 1+l'20‘

d’ott le résultat. m
Théoréme 3.2.3. Vo € [%, 1),le probléeme (3.8) admet au moins une valeur propre.

Démonstration. On a

Ei(0,2a)= 0 Va € |=, 1
2a< ’ ) I (2()[) > [2’ )
et d’aprés le lemme (3.2.2) on a
E —\2a)~ 71 0 d A
L (=N 2a) ~ AT(2a) < quan — +00

donc il existe au moins un zéro pour la fonction F1 (—\,2a). =
2

@



Conclusion

Ce mémoire est consacré a 1’étude des valeurs propres de certaines équations diffé-
rentielles fractionnaires avec des conditions aux bords de type Dirichlet autrement dit
a la résolution du probléme de zéros de certaines fonctions de type Mittag-Leffler. Les

résultats de 'existence des valeurs propres réelles pour 0 < a < 1 sont présentés dans
le tableau suivant :

")+ XD*y(x) =0 1
y(x) y(@) O<a< = existence
y(0) =y(1) =0 3
1 2 ) 7 i
3<a<i n’a pas été étudié
% <a<l non existence

(A.V.Pskhu [9])

7-{- .
lim 7' y(z) =y(1) =0 0<a< 2 5 <|arg A\| < 7 | non existence
(A.M.Sedletskii[12])

% <a<l existence

Il serait intéréssant de considérer I’équation différentielle fractionnaire suivante :

(D*)? y(z) + X\ (DPy)(z) =0, 0<a<l, 0<p<l.

Construire les conditions aux limites correspondantes et étudier leur valeurs propres.
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Annexe

Nous donnons dans cette annexe quelques lemmes et théoréemes qui sont utilisées

dans ce mémoire.

Lemme (Gronwall , cf. [10])
Soient (a,b) € R? avec a < b, ¢ et :[a,b] — R positives et continues. On suppose

3C € Ry, Vie€]ab], p(t) < C+ /t o(s) ¥(s) ds

Alors
Vitelab], pt) < C e Ja () ds

Lemme (Jordan, cf. [13])
Soit f une fonction continue sur le secteur S' = {z =relr>0 et 0<6, <0 <0, < 7r}
telle que lligo z f(z) = A.
z€s
Si 'on note v (r) = {rew; 6, <0 < (92} alors ;EI%) f(z)dz =1 (0, —0;) A.

v (r)

Théoréme (Rouché, cf. [13])
Soientt f et g deux fonctions analytiques sur et dans le contour simple fermé C.
Si |f(2)] > |g(2)| sur C alors f(z) et [f(z) + g(2)] ont le méme nombre de zéros a

I'intérieur du contour C.

Théoréme (cf. [2]) (Nombre de zéros dans un disque)
Soit f une fonction holomorphe dans €2, supposons que B(a, p) C € et que f ne s’annule

pas sur le cercle de centre a et de rayon p alors f posseéde un nombre fini de zéros dans
B(a, p).

Suites convexes (cf. [14]) On dit qu’une suite u,, est convexe si

VneN, 2u,=uUp1+Uy_1.
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