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Abreviations

EDO : Equation di¤érentielle ordinaire
EDP : Equation aux dérivées partielles.
PMP : Principe du maximum de Pontryagin.
MPA Marine Protected Area
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Notations

R : Ensemble des nombres réels.
R
n : R� R� :::� R n fois.
R
+ : Ensemble des nombres réels positifs.
x0 = dx

dt
: La dérivée de la variable x par rapport au temps t:


 : Ensemble ouvert de Rn:
@
 Frontière de 

max : Maximum.
sup borne supérieure
inf borne inférieure
lim limite.
p.p Presque partout

Lp (
)

�
u : 
! R p u mesurable

Z




jujp <1
�
; 1 � p <1

W k;p (
) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu�à l�ordre k:
W k;p
0 (
) Espace de Sobolev avec trace nulle.

Hk (
) W k;2 (
) :

Hk
0 (
) W k;2

0 (
) :
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Introduction Générale

"On fait la science avec des faits, comme on fait une
maison avec des pierres: mais une accumulation

de faits n�est pas plus une science
qu�un tas de pierres
n�est une maison."

Henri PO INCARÉ

0.1 Présentation

Plusieurs phénomènes naturels sont modélisés par un système d�équations di¤éren-
tielles. A titre d�exemples, citons: l�évolution des populations, les tremblements de
terre et les épidémies. L�évolution peut subir un changement d�état rapide et dont
la durée est négligeable par rapport à la durée de l�évolution du processus. Ceci
représente un saut dans l�état du système. Mathématiquement, cela se traduit par
un système dynamique impulsif. Ce type d�équations a fait l�objet de plusieurs études
et intervient dans di¤érents domaines de la science: l�économie [33], la physique et
la technologie chimique [102] ainsi que dans la médecine, (l�épidémiologie) [?], [94]
et dans la dynamique des populations [93]. L�étude de la solvabilité est abordée
par plusieurs auteurs en utilisant di¤érentes méthodes: la méthode des sous et
sur solutions [8], [54], les méthodes variationnelles [25], l�alternative nonlinéaire de
Leray-Schauder, la théorie du degré topologique [84], le théorème du point �xe dans
les cônes [107] et la théorie de bifurcation [61].
L étude d�un processus en optimisant un critère, on obtientse ramène alors à

un problème de contrôle optimal. La théorie du contrôle optimal est très liée à
la mécanique classique, en particulier aux principes variationnels de la mécanique
(principe de Fermat..). Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de
Pontryagin, formulé par L. S. Pontryagin en 1956, qui donne une condition nécessaire
d�optimalité et permet ainsi de calculer les trajectoires optimales [89]. Nous nous
sommes intéressés à la dynamique des populations, en particulier aux ecosystèmes
marins qui jouent un rôle important pour la société humaine à travers des biens et
des services qu�ils leur fournissent, parmi lesquels se comptent: nourriture, emploi,
tourisme et transport, [75], [78].
Cette thèse est composée de deux parties principales:
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Partie (I). Problème impulsif.
Partie (II). Problème de contrôle Optimal.

La première partie, est consacrée à l�étude des problèmes aux limites, associés à des
équations di¤érentielles en présence d�impulsions. Nous déterminons des conditions
su¢santes pour l�existence et la multiplicité des solutions positives dans le cas où la
non linéarité change de signe. Notre approche est basée sur l�application d�une des
variantes du théorème de point �xe de Krasnoselskii [39].
Le premier chapitre est une présentation de quelques outils d�analyse fonctionnelle
qui seront utilisés dans la suite de ce travail. Après un petit aperçu sur les théorèmes
de point �xe, nous introduisons le théorème de Krasnoselskii. Et, concernant le prob-
lème de contrôle optimal, après un petit aperçu sur les systèmes dynamiques nous
énonçons le Principe du maximum de Pontryagin.
Le chapitre 2 a pour objectif d�étudier la solvabilité du système di¤érentiel péri-
odique du premier ordre avec impulsions suivant:

8
<
:
u
0

i (t) + ai(t)ui (t) = fi (t; u1(t); u2(t)) ; t 2 J
0

;
ui
�
t+k
�
� ui

�
t�k
�
= Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; ::; p;

ui (0) = ui (1) ;
; i = 1; 2 (1)

où t0 = 0 < t1 < :: < tp < tp+1 = 1, tk+p+1 = tk + 1; sont les moments où les
impulsions se produisent, J

0

= [0; 1] n ft1::tpg et Iki ; fi; ai sont des fonctions qui
satisfont certaines conditions précisées par la suite.
Ces dernières années, les problèmes de type (1) sont étudiés d�une manière intensive,
cela étant dû souvent à des applications dans di¤erents domaines de la science:
écologie, dynamique de populations, biologie [51], [79], [83] [103].
Le troisième chapitre est consacré à l�étude d�existence de solutions positives du
problème aux limites suivant:

8
>><
>>:

u
0

i (t) + ai(t)ui (t) = fi (t; u1(t); u2(t)) ; t 2 J
0

ui
�
t+k
�
� ui

�
t�k
�
= Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; ::; p;


ui (0)� �ui (1) =
�iR
�i

gi (s) ui (s) ds;
; i = 1; 2 (2)

où 0 � �i < �i � 1 et 
, � > 0, t0 = 0 < t1 < :: < tp < tp+1 = 1 sont les instants
d�impulsions, J

0

= [0; 1] n ft1::tpg et Iki , fi, ai; gi avec des conditions convenables.
Il est connu que les problèmes aux limites avec conditions intégrales modelisent
des phénomènes thermiques de conduction [15], de semi-conduction [52], hydro-
dynamiques (Écoulement de l�eau souterraine), thermo-élasticité et physique des
plasmas [11], [65] et [111].
La deuxième partie constituée du chapitre 4, qui a pour thème la gestion d�une

pêcherie, en fait il s�agit d�étudier la maximisation d�un pro�t qui provient de la
pêche, tout en conservant l�espèce.
Dans ce chapitre, nous abordons l�étude d�un modèle spatialement bio-économique
pour déterminer les béné�ces de la pèche. Nous utilisons le modèle de Leenheer [63]
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0.1. PRÉSENTATION

comme modèle de base tout en tenant compte des courants marins,
8
<
:
�Dd

2u

dx2
= ��u� E(x)u+ r � kdu

dx
u (0) = 0; u (L) = 0

(3)

La quantité �Dd
2u

dx2
représente les changements de la concentration de la biomasse

due aux mouvements de l�espèce, où D est le coe¢cient de di¤usion. Après un
simple changement de variables, le problème (3) est ramené au système d�équations
di¤érentielles suivant: 8

>>><
>>>:

du

dx
= v;

dv

dx
= �u+ Eu� r + kv;

u (0) = 0; u (L) = 0:

A l�aide de la théorie du contrôle optimale, nous proposons une démarche permettant
de déterminer une stratégie de la pêche pour maximiser le pro�t. Les résultats
obtenus seront illustrés par des simulations numériques.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

"Certains auteurs, parlant de leurs ouvrages disent:
Mon livre, mon commentaire, mon histoire, etc.

(...) Ils feraient mieux de dire: Notre livre;
notre commentaire, notre histoire, etc.,
vu que d�ordinaire il y a plus en cela

du bien d�autrui que du leur."
Blaise Pascal

Pensée 64
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Préliminaires

Le but de ce chapitre est de rappeler des résultats
concernant les théorèmes de point �xe

et de préparer le développement
des autres chapitres.

Sommaire
1.1 Quelques notions de l�analyse fonctionnelle . . . . . . . . 9

1.2 Théorèmes de point �xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Le théorème de Krasnoselskii . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Rappels sur les systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . 12

1.3.1 Notions de stabilité dans R2 : . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Rappels sur la théorie spéctrale . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5 Contrôle optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.6 Principe du maximum de Pontryaguine . . . . . . . . . . 15

Nous introduirons certaines notions d�analyse fonctionnelle nécessaires à la suite
du travail. Nous commençons par présenter quelques résultats de l�analyse fonc-
tionelle.

1.1 Quelques notions de l�analyse fonctionnelle

Soit I un intervalle de R. Nous notons par X un espace de Banach et C (I; X)
l�espace de Banach des fonctions continues de I dans X muni de la norme,

kxk = sup
t2I
jx(t)j :

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.1.1 Une partie A de C (I; X) est équicontinue ssi

8x 2 I; 8� > 0;9�� > 0=8f 2 A;8y 2 I : jx� yj < �� ) jf(x)� f(y)j < �
Dé�nition 1.1.2 On dit qu�une partie A de C (I; X) est relativement compacte si
sa fermeture �A est compacte.

Lemme 1.1.1 (Lemme d�Ascoli-Arzéla)
Soit A une partie de C (I; X), A est relativement compacte si:

i) A est équicontinue dans I.

ii) A est uniformément bornée dans X.

Dé�nition 1.1.3 L�application f : X ! F est dite complètement continue si:

i) f est continue sur X.

ii) 8B � X; B un borné implique que f(B) est relativement compacte dans F .

Dé�nition 1.1.4 [7]Soit 
 un ouvert bornée de Rn; la fonction f : R� 
! R est
dite L1 Carathéodory si
1- t! f (t; x) est mesurable pour tout x 2 
;
2- x! f (t; x) est continue pour presque tout t 2 R;
3- pour tout r > 0, il existe 'r 2 L1 (R) tel que

jf (t; x)j � 'r (t) pour presque tout t 2 R; et pour jxj � r:
Dé�nition 1.1.5 Soit X un espace de Banach réel, l�ensemble non vide K � X est
appelé un cône de X si les conditions suivantes sont satisfaites:
(i) x 2 K et � � 0 implique �x 2 K.
(ii) x 2 K et �x 2 K implique x = 0:

1.2 Théorèmes de point �xe

Les théorèmes du point �xe se révèlent être des outils très utiles dans le domaine de la
résolution des équations di¤érentielles. Le théorème du point �xe de Banach donne
un critère général dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé
d�itération d�une fonction tende vers un point �xe. Très di¤érent, le théorème du
point �xe de Brouwer n�est pas constructif : il garantit l�existence d�un point �xe
d�une fonction continue dé�nie de la boule unité fermée euclidienne sur elle-même
sans apporter de méthode générale pour le trouver. Les théorèmes du point �xe sont
nombreux; en voici quelques-uns: Théorème du point �xe de Browder,Théorème du
point �xe de Borel, Théorème du point �xe de Bourbaki-Kneser, sur les ensembles
ordonnés, Théorème de Krasnoselskii, Théorème du point �xe de Caristi, Théorème
du point �xe de Earle-Hamilton, Théorème du point �xe de Kakutani, Théorème
du point �xe de Kleene etc.
Le théorème de Krasnoselskii étant l�outil de base dans les deux chapitres suivants,
nous en donnons un petit aperçu.
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1.2. THÉORÈMES DE POINT FIXE

1.2.1 Le théorème de Krasnoselskii

Le théorème du point �xe de Krasnoselskii [59] ou théorème de compression-expansion
de Krasnoselskii représente est une approche topologique pour l�étude des prob-
lèmes nonlinéaires associés à des équations di¤érentielles ordinaire où intégrales,
et des équations aux dérivées partielles. Il est utilisé non seulement pour mon-
trer l�existence de solutions, mais aussi pour localiser les solutions dans un anneau
conique ou d�autres domaines de ce type. Une littérature riche a été produite sur
le sujet en théorie et applications. Krasnoselskii lui-même dans [60] a appliqué son
théorème pour l�étude des solutions périodiques pour un système d�équations dif-
férentielles ordinaires périodiques. Ce théorème a connu plusieurs développements,
des variantes et des généralisations comme par exemple le théorème Leggett [64],
théorème de Avery et Peterson [3]. Dans ce travail, nous utilisons une de ses vari-
antes : "Théorème de point �xe dans double cônes". Son énoncé est le suivant:

Théorème de point �xe dans double cône [39]

Soient X un espace de Banach muni de la norme jj:jj et K un cône de X. Pour tout
a > 0, considérons les ensembles suivants:

Kr = fx 2 K : jjxjj < ag
et

@Kr = fx 2 K : jjxjj = ag

Et, pour � : K ! R+ une fonction croissante continue ( i.e. continue et �(�x) � �(x)
pour � 2 (0; 1)); nous dé�nissons les ensembles,

K(b) = fx 2 K : �(x) < bg; @K(b) = fx 2 K : �(x) = bg;

et
Ka(b) = fx 2 K : a < jjxjj; �(x) < bg:

Théorème 1.2.1 soit X un espace de Banach réel muni de la norme jj:jj et K;
K

0 � X deux cônes avec K
0 � K: Supposons T : K ! K et T � : K

0 ! K
0

sont
deux opérateurs complètement continus et �(x) : K

0 ! R+ est une fonctionnelle
continue croissante véri�ant �(x) � jjxjj � �:�(x) pour tout x 2 K 0

, où � est une
constante positive; � � 1: S�il existe deux constantes b > a > 0 tel que
(C1) jjTxjj < a, pour x 2 @Ka;
(C2) jjT �xjj < a, pour x 2 @K 0

a et �(T
�x) > b pour x 2 @K 0

(b);
(C3) Tx = T �x, pour x 2 K 0

a(b) \ fu : T �u = ug:
Alors, T a au moins deux points �xes y1 et y2 dans K, satisfaisant

0 � jjy1jj < a < jjy2jj; �(y2) < b:

11



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.3 Rappels sur les systèmes dynamiques

Un système dynamique est dé�ni par un système d�équations di¤érentielles ordi-
naires (EDO). Pour plus de détails, nous référons le lecteur à [31].
Soient U un ouvert de I � 
 et f : U ! R

n une fonction continue, où 
 est un
ouvert de Rn et I est un intervalle de R: Une équation di¤érentielle ordinaire (EDO)
du premier ordre sur U est une relation du type

x
0

(t) = f (t; x (t)) ; (1.1)

notée
x
0

= f (t; x) :

1.3.1 Notions de stabilité dans R2 :

La notion de stabilité permet de savoir le comportement des solutions lorsque le
temps devient grand, la stabilité possède un large éventail de dé�nitions voir [56].
considèrons le système d�équations di¤érentielles ordinaires

�
x01 = f1(x1; x2)
x02 = f2(x1; x2)

(1.2)

où f1 et f2 sont des fonctions des variables x1 et x2.

Dé�nition 1.3.1 un point d�équilibre de (1.2) est une solution constante c = (x�1; x
�
2)

qui véri�e :

�
x01 = f1(x

�
1; x

�
2) = 0;

x02 = f2(x
�
1; x

�
2) = 0:

Remarque 1.3.1 Le plan (x1; x2) est appellé plan de phase, de plus la représen-
tation des trajectoires dans ce plan de phase est appellée le portrait de phase.

Dé�nition 1.3.2 (Linéarisation) Le linéarisé autour de l�équilibre (x�1; x
�
2) du sys-

tème non linéaire (1.2) est dé�ni par

�
y01
y02

�
=

 
@f1
@x1
(x�1; x

�
2)

@f1
@x2
(x�1; x

�
2)

@f2
@x1
(x�1; x

�
2)

@f2
@x2
(x�1; x

�
2)

!�
y1
y2

�

notée Y
0

= JY
Où J (x�1; x

�
2) est appelée la matrice jacobienne calculée au point (x

�
1; x

�
2), elle est

notée par J�.
det (J�) et Tr (J�) dénotent respectivement le détèrminant et la trace de la matrice
jacobienne.
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1.4. RAPPELS SUR LA THÉORIE SPÉCTRALE

Théorème 1.3.1 Soit le système non-linéaire (1:2) admettant un point d�équilibre
(x�1; x

�
2) hyperbolique et tel que det (J

�) 6= 0. Alors, dans un voisinage du point
d�équilibre, les portraits de phase du système (1:2) et sa forme linéarisée sont quali-
tativement équivalents.

Remarque 1.3.2 (x�1; x
�
2) est appelé un point �xe hyperbolique si toute les valeurs

propres de J (x�1; x
�
2) ont la partie réelle non nulle.

Théorème 1.3.2 [87] On suppose pour le système (1:2) que
�

det (J�) 6= 0;
T r2 � 4 det (J�) � 0:

on a les résultats suivants:
1- Si det (J�) < 0 alors le point d�équilibre est un point-selle pour (1:2) :
2- Si det (J�) > 0 et Tr < 0; alors le point d�équilibre est localement asymptotique-
ment stable.
3- Si det (J�) > 0 et Tr � 0; alors le point d�équilibre est instable.

1.4 Rappels sur la théorie spéctrale

Soit X un espace de Banach réel associé à la norme notée par k:kX :

Dé�nition 1.4.1 Soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire. Un nombre �
complexe est une valeur propre de A s�il existe un vecteur u 2 X; u 6= 0 tel que
Au = �u: Un tel vecteur est appelé vecteur propre de A.

Dé�nition 1.4.2 Soit A un opérateur linéaire fermé dans X. L�ensemble résolvant
de A, noté �(A) est

�(A) =
n
� 2 C : (�I � A)�1 existe et borné dans X

o

i.e. l�ensemble des � pour lesquels les propriétés suivantes sont véri�ées :
(i) (�I � A) est injectif,
(ii) Im (�I � A) = X,
(iii) (�I � A)�1 est un opérateur borné.
On dé�nit pour � 2 �(A), la résolvante de A par

R(�;A) = (�I � A)�1 :

Le spectre de A est l�ensemble �(A) = Cn�(A):
On dit que � est une valeur propre si � 2 �(A):

13



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.4.3 Soit A : X ! X un opérateur linéaire. On dit que A est à
résolvant compact si R(�;A) : X ! X est une application compacte pour un � 2
�(A):

Théorème 1.4.1 (de Krein-Rutman) [96] Soit C un cône, avec intérieur intC 6=
;: Si A est un opérateur compact strictement positif dans C, alors il existe u 2 intC
et il existe � > 0 tels que

Au = �u

De plus, � est l�unique valeur propre associée à un vecteur propre positif de A dans
C.

1.5 Contrôle optimal

En mathématique, un système de contrôle est un système dynamique dépendant
d�un paramètre dynamique E (:) appelé le contrôle. Ce système peut être modélisé
par des équations di¤érentielles, intégrales...etc.
Nous avons en général un système à n équations di¤érentielles du premier ordre sous
la forme: �

dx
dt
= f (t; x (t) ; E )

x(0) = x0
(1.3)

où f est un vecteur de n composantes fi, i = 1; :::; n: f pouvant être soit linéaire ou
bien non linéaire.
Pour bien manipuler le système (1:3) il faut détèrminer un contrôle E� tout en

maximisant la fonctionnelle J dé�nie par

J(t; E) =

Z T

0

G (t; x(t); E (t)) dt

où G : R�Rn�Rm ! R
n est une fonction de classe C1 et le temps �nal T peut être

�xé ou non. Donc le problème de contrôle optimal se pose sous la forme suivante:

�
max J (t; E) sur Uad;

sous les contraintes f (t; x (t) ; E(t)) = 0:
(1.4)

Notons par Uad l�ensemble des valeurs de contrôle E; tel que E 2 Uad:

Remarque 1.5.1 Ces contrôles sont à valeur dans un ensemble Uad � R
m où m

repésente le nombre de composantes du contrôle E:Comme nous le verrons
dans le chapitre 4, cet ensemble, peut être un domaine fermé ou ouvert de R.
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1.6. PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGUINE

1.6 Principe du maximum de Pontryaguine

Avant d�énoncer le principe de Pontryaguine, introduisons quelques dé�nitions et
propriétés essentielles.

Dé�nition 1.6.1 (Hamiltonien) Considérons le système suivant

x0 (t) = f (t; x (t) ; E(t)) ; (1.5)

où f : R+ � Rn � Rm ! R est une fonction de classe C1 dans Rn. Alors le
Hamiltonien H : Rn � Rn � Rm ! R est la fonction dé�nie par

H ( x (t) ; � (t) ; E (t)) = G ( x(t); E (t)) + �T (t) :f ( x (t) ; E(t)) :

Théorème 1.6.1 (Principe du Maximum de Pontryagin) [104] Si E�(t) est
un contrôle optimal pour le problème (1:4) ; et x� (t) sa réponse, alors il existe une
fonction � : [0; T ] ! R

n absolument continue appelée vecteur adjoint tel que pour
tout t 2 [0; T ] ; on a

_x� (t) =
@H

@�
( x� (t) ; � (t) ; E� (t)) ; (1.6)

et
_� (t) = �@H

@x�
( x� (t) ; � (t) ; E� (t))

Ainsi on a la condition de maximisation pour t 2 [0; T ]

H ( x� (t) ; � (t) ; E� (t)) = max
E2Uad

H ( x� (t) ; � (t) ; E (t)) :

Remarque 1.6.1 Si f ne dépend pas du temps t; c�est à dire le système considéré
est autonome, alors le Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a

8t 2 [0; T ] max
E2Uad

H ( x� (t) ; � (t) ; E� (t)) = const
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Problème Impulsif
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Problème périodique avec impulsions

Le but de ce chapitre est d�étudier la solvabilité d�un système
di¤érentiel périodique du premier ordre

soumis à des impulsions.
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Ce chapitre est le développement de l�article [26]

2.1 Les conditions périodiques

2.1.1 Introduction

Nous étudions la solvabilité d�un système di¤érentiel périodique du premier ordre
sous l�e¤et d�impulsions. Nous sommes particulièrement intéressées au problème
suivant:8

<
:
u
0

i (t) + ai(t)ui (t) = fi (t; u1(t); u2(t)) ; t 2 J
0

;
ui
�
t+k
�
� ui

�
t�k
�
= Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; ::; p;

ui (0) = ui (1) ;
i = 1; 2 (2.1)

t0 = 0 < t1 < :: < tp < tp+1 = 1, tk+p+1 = tk + 1; sont les cas où les impulsions
se produisent, J

0

= [0; 1] n ft1::tpg et Iki ; fi; ai sont des fonctions véri�ant certaines
conditions spéci�ées par la suite.
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CHAPITRE 2. PROBLÈME PÉRIODIQUE AVEC IMPULSIONS

Certains cas spéciaux du problème impulsifs (2:1) ont été étudiés par di¤érents
auteurs [5], [49] et [67]. En 2002, Nieto [83; 84] a utilisé le théorème de Schae¤er
[95] pour montrer l�existence de solutions pour le problème périodique suivant dans
le cas où a(t) = 0 et i = 1:

8
<
:
u
0

+ F (t; u (t)) = 0 p.p. t 2 [0; T ] ; t 6= tk
u
�
t+k
�
� u

�
t�k
�
= Ik (u (tk)) ; k = 1; ::; p;

u (0) = u (T )
(2.2)

où F : [0; T ]� R! R; est une fonction de Carathéodory et Ik 2 C(R;R).
En 2007, Li, Nieto et Shen [67] ont étudié la solvabilité du problème suivant:

8
<
:
u
0

+ �u = f (t; u) ; t 6= tk; t 2 [0; T ]
u
�
t+k
�
� u

�
t�k
�
= Ik (u (tk)) ; k = 1; ::; p;

u (0) = u (T )
(2.3)

où � 6= 0 et f 2 C([0; T ] � R;R); Ik 2 C(R;R); par le théorème de Schaefer, ils
ont montré que (2.3) présente au moins une solution lorsque les conditions citées
ci-dessous sont véri�és,
1:jf(t; u)j � ljuj; (t; u) 2 [0; T ]� R;
2:jIk(u)j � ck; u 2 R; k = 1; :::; p;
3: lj�j < 1:

où l et ck (k = 1; :::; p) sont des constantes non négatives.
En 2006, Li et Shen ont prouvé l�existence de solutions positives pour le problème
suivant 8

<
:
u
0

(t) + a(t)u (t) = f (t; u) ; t 6= tk; t 2 [0; T ] ;
u
�
t+k
�
� u

�
t�k
�
= Ik (u (tk)) ; k = 1; ::; p;

u (0) = u (T ) :
(2.4)

où a 2 L1([0; T ] ;R) et f 2 C ([0; T ] ;R) est une fonction T -périodique satisfaisant
a(t)f (t; u) � 0 et a(t)Ik (u) � 0 pour tout u 2 R

+ et pour p.p t 2 [0; 1]. Par
le théorème du point �xe de Krasnoselskii, les auteurs ont montré l�existence de
solutions pour le problème (2.4) sous des conditions su¢santes.
Dans [74],Y. Liu a établi l�existence d�au moins trois solutions positives pour (2:4)
en utilisant le théorème du point �xe de Leggett�Williams, dans le cas où f et Ik

sont des fonctions positives f (t; u) > 0 pour p.p. t 2 J , u (t) 2 [0;+1[, et Ik
(k = 1; ::p) sont continues tel que Ik (u (tk)) > 0 pour tout u (t) 2 [0;+1[.
En 2013, Yang [108] a étudié le système singulier du premier ordre de n dimensions
suivant,

8
<
:
u
0

i (t) + ai(t)ui (t) = bi (t) fi (t; u1; ::; un) + �ei(t); t 2 J
0

;
ui
�
t+k
�
� ui

�
t�k
�
= �Iki (u1 (tk) ; ::; un (tk)) ; k = 1; ::; p;

ui (0) = ui (1)
(2.5)

où � > 0 est un paramètre, ai; ei 2 C (R;R) ; bi 2 C (R;R+n f0g) sont des fonctions
1-périodiques pour i = 1; ::; n; et les fi sont continues sur J

0

et à valeurs positives
avec fi (t; u) est continue à gauche en t = tk; la limite à droite fi

�
t+k ; u

�
existe, et
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2.1. LES CONDITIONS PÉRIODIQUES

Iki 2 C
�
R
n
+;R+

�
; k = 1; ::; p; i = 1; ::; n. Par le théorème du point �xe de Kras-

noselskii l�existence de solutions du problème (2.5) a été obtenue sous des conditions
su¢santes.
Motivées par les travaux [108] et [112], nous étudions dans ce chapitre, l�existence

et la multiplicité de solutions positives de (2.1) dans le cas où f change de signe en
utilisant le théorème Krasnoselskii dans double cônes.
Les hypothèses considérées dans notre travail sur f et Ik sont:

(H1) (i) ai 2 L1
�
J
0

;R
�
, telle que

1R
0

ai(t)dt > 0 pour i = 1; 2.

(ii) Iki 2 C
�
R
2
+;R

�
, avec Ik+p+1i = Iki , pour k = 1; ::; p; i = 1; 2:

(H2) (i) fi : J
0 �R+ �R+ ! R est une fonction L1�Carathéodory, et, fi (t; u1; u2)

est continue à gauche en t = tk, et la limite à droite fi
�
t+k ; u1; u2

�
existe, pour

i = 1; 2.
(ii) pour tout t 2 J 0 ; fi (t; 0; 0) � ( 6� 0), pour i = 1; 2:

2.1.2 Résultats auxiliaires

Nous présentons quelques lemmes importants qui seront utilisés dans la preuve de
notre résultat principal.
Tout d�abord, dé�nissons l�espace E par,

PC :=

�
u : J

0 ! R; continue en t 6= tk, continue à gauche en tk
et la limite à droite u(t+k ) en t = tk existe, pour k = 1; :::; p:

�
;

et l�espace de Banach X = PC � PC, muni la norme,

jj (u1; u2) jj :=
2P
i=1

sup
t2[0;1]

jui (t)j :

Nous utilisons la notation � pour l�ordre sur X, dé�ni par

(u1; u2) � (v1; v2),
�
u1 (t) � v1 (t) ;
u2 (t) � v2 (t) pour tout t 2 [0; 1] :

De plus, nous notons (:)+ la partie positive, c.à.d pour tout B dans R

B+ := max(B; 0);

Le lemme suivant transforme (2:1) en une équation intégrale.

Lemme 2.1.1 (u1; u2) 2 X est une solution de (2:1) si et seulement si (u1; u2) est
une solution du système suivant:

ui (t) =
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; (2.6)
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CHAPITRE 2. PROBLÈME PÉRIODIQUE AVEC IMPULSIONS

pour i = 1; 2 et t 2 [0; 1] ; où

Gi (t; s) =

8
>><
>>:

e�!i(t)+!i(s)

1� e�!i(1) si 0 � s � t � 1;
e�!i(1)�!i(t)+!i(s)

1� e�!i(1) si 0 � t < s � 1;
(2.7)

avec !i (t) =
tR
0

ai(s)ds:

Preuve: Étape 1: Montrons que, si ui est une solution du PBVP (2:1) alors ui
satisfait (2:6). En e¤et;
Soit

yi(t) = e
!i(t)ui (t) ; t 2 [0; 1] (2.8)

où ui (t) est une solution de (2:1) :
En dérivant (2:8) ; nous obtenons pour t 2 J 0

y
0

i(t) = e!i(t)u
0

i (t) + ai (t) e
!i(t)ui (t)

= e!i(t) [�ai (t) ui (t) + fi (t; u1 (t) ; u2 (t))] + ai (t) e!i(t)ui (t) :

Par conséquent pour i = 1; 2 on a

8
<
:

y
0

i(t) = e
!i(t)fi (t; u1 (t) ; u2 (t)) ;

�yi(tk) = e
!i(tk)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; :::; p;

yi (0) = e
�!i(1)yi (1) :

utilisant l�intégration de y
0

i(t) = e
!i(t)fi (t; u1; u2) de 0 à t1 nous obtenons

yi(t1) = yi(0) +
t1R
0

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds; i = 1; 2;

et l�intégration de t1 à t avec t 2]t1; t2], donne

yi(t) = yi(t
+
1 ) +

tR
t1

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds; i = 1; 2. (2.9)

Depuis

�yi(tk) = e
!i(tk)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; :::; p; i = 1; 2 (2.10)
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nous pouvons écrire,

yi(t
+
1 ) = yi(t1) + I

1
i (u1 (t1) ; u2 (t1)) e

!i(t1); i = 1; 2; (2.11)

Par (2:9) et (2:11) nous obtenons,

yi(t) = yi(0) +
tR
0

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds+ e
!i(t1)I1i (u1 (t1) ; u2 (t1)) ; i = 1; 2:

En répétant le même raisonnement pour les autres points tk, k = 2; :::; p; nous trou-
vons pour tous t 2 [0; 1]

yi(t) = yi(0) +
tR
0

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds+
X

0<tk<t

e!i(tk)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

Ainsi, à partir de yi(0) = ui(0); i = 1; 2 et de (2:8) nous avons l�égalité suivante

e!i(t)ui(t) = ui(0) +
tR
0

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

0<tk<t

e!i(tk)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

qui s�ecrit pour t = 1,

e!i(1)ui (1) = ui(0) +
1R
0

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

0<tk<1

e!i(tk)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

La condition de périodicité ui(0) = ui(1); i = 1; 2, donne,

�
1� e�!i(1)

�
ui(0) =

1R
0

e!i(s)�!i(1)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

0<tk<1

e!i(tk)�!i(1)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

ce qui implique que

ui(t) =
�
1� e�!i(1)

��1
�
1R
t

e!i(s)�!i(1)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

t<tk<1

e!i(tk)�!i(1)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

+
tR
0

e!i(s)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds
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+
P

0<tk<t

e!i(tk)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

Il s�ensuit alors

ui(t) =
�
1� e�!i(1)

��1
�
tR
0

e!i(s)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

0�tk<t
e!i(tk)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

+
1R
t

e!i(s)�!i(1)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

t<tk<1

e!i(tk)�!i(1)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
;

Sachant que

pP
k=1

Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) =
P

0<tk<1

Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

=
P

t�tk<1
Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) +

P
0<tk<t

Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

Il en résulte, pour i = 1; 2; et t 2 [0; 1] ;

ui (t) =

Z 1

0

Gi (t; s) fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

Étape 2: Montrons que, si (u1; u2) satisfait (2:6), alors (u1; u2) est une solution du
problème (2:1).
Soit t 2 J 0 alors
u
0

i (t) =

�
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

�0
+

�
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�0
;

où

�
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

�0
= �ai(t)

1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+fi (t; u1 (t) ; u2 (t)) ;

et

�
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�0
= �ai(t)

pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) :
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Donc,

u
0

i (t) = �ai (t)
�
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

+ fi (t; u1 (t) ; u2 (t)) :

D�où

u
0

i (t) = �ai (t) ui (t) + fi (t; u1 (t) ; u2 (t)) :

Par conséquent

ui
�
t+k
�
� ui

�
t�k
�
= Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; :::; p; ui (0) = ui (1) :

Remarque 2.1.1 De la formule (2:7), nous déduisons que si !i (1) > 0 alors
Gi (t; s) > 0; 8t; s 2 [0; 1] :

Comme extension du résultat précédent, nous présentons le lemme suivant qui
est trés utile pour la construction des cônes K et K 0 cités dans le Théorème 1.2.1.

Lemme 2.1.2 Soit ai satisfaisant (H1). Si pour tous (u1; u2) 2 X,

1R
0

fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) � 0;

alors, la solution (u1; u2) de (2:1) véri�e ui (t) � �i kuik où

�i =
�i
�i
; i = 1; 2;

avec �i :=
1

1� e�!i(1) exp
�
�

1R
0

a+i (�)d�

�
, �i :=

1

1� e�!i(1) exp
�
1R
0

a�i (�)d�

�
:

Remarque 2.1.2 �i =
�i
�i
= exp�

�
1R
0

�
a+i (�) + a

�
i (�)

�
d�

�
= exp�

�
1R
0

jai(�)j d�
�
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Preuve: Soit a+i (t) = maxf0; ai(t)g et a�i (t) = maxf0;�ai(t)g; alors

jai(t)j = a�i (t) + a+i (t) et ai(t) = a+i (t)� a�i (t); i = 1; 2;

pour (u1; u2) une solution du problème (2:1), nous avons par le Lemme 2:1:1, que

ui (t) =
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; i = 1; 2:

Comme

Gi (t; s) =

8
>><
>>:

e�!i(t)+!i(s)

1� e�!i(1) ; si 0 � s � t � 1
e�!i(1)�!i(t)+!i(s)

1� e�!i(1) ; si 0 � t < s � 1

=

8
>><
>>:

1

1� e�!i(1) exp
�
�

tR
s

ai (�) d�

�

1

1� e�!i(1) exp(�
�

tR
0

ai (�) d� +
1R
s

ai (�) d�

�

� 1

1� e�!i(1) exp(
1R
0

a�i (�)d�);

et

Gi (t; s) =

8
>><
>>:

e�!i(t)+!i(s)

1� e�!i(1) ; if 0 � s � t � 1
e�!i(1)�!i(t)+!i(s)

1� e�!i(1) ; if 0 � t < s � 1

=

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

e
�
tR
s

ai(�)d�

1� e�!i(1)

e

�

0

B

B

B

@

tR
0

ai(�)d�+

1R
s

ai(�)d�

1

C

C

C

A

1� e�!i(1)

� e
�
1R
0

a+i (�)d�

1� e�!i(1) ;

alors

kuik �
e

1R
0

a�i (�)d�

1� e�!i(1)
1R
0

fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; i = 1; 2;
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et

ui (t) �
e
�
1R
0

a+i (�)d�

1� e�!i(1)
1R
0

fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; i = 1; 2:

Il s�ensuit que

ui (t) �
e
�
1R
0

a+i (�)d�

e

1R
0

a�i (�)d�

kuik = �i kuik ; t 2 [0; 1] ;

où

�i =
�i
�i
= e

�
1R
0

jai(�)jd�
; i = 1; 2:

Dans la suite nous prouvons des résultats auxilliaires formulés sous forme de
lemmes permettant de véri�er toutes les conditions du Théorème 1.2.1 et donc la
possibilité de son application.
Soit X0 � X; le sous-espace des fonctions 1-périodiques, i. e

X0 = f(u1; u2) 2 X; u1 (0) = u1 (1) ; u2 (0) = u2 (1)g :
Dé�nissons les ensembles K et K

0

dans X par

K = f(u1; u2) 2 X; ui (t) � 0; i = 1; 2; t 2 [0; 1]g ;

et

K
0

=

(
(u1; u2) 2 X0; ui (t

+) > 0; ui (t
�) > 0; t 2 [0; 1] ;

inf
t2[0;1]

ui (t) � � kuik ; i = 1; 2

)
; (2.12)

où � = min
i=1;2

f�ig :
Il est clair que K

0

; K sont deux cônes dans X, tels que K
0 � K:

De plus, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1.3 soit � : K
0 ! R+ dé�nie par

� (u1; u2) = inf
t2[0;1]

u1 (t) + inf
t2[0;1]

u2 (t) ; (2.13)

alors, � est une fonction croissante continue satisfaisant

� (u1; u2) � jj (u1; u2) jj �
1

�
� (u1; u2) :
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Preuve: Montrons que la fonction � est continue i.e

8� > 0;9� > 0;8U;U0 2 K 0

;


U � U0



 < � )
���(U)� �(U0)

�� < �:

où kU � U0k =
2P
i=1

sup
t2J
jui (t)� u0i (t)j :

Soient U;U0 2 K 0

���(U)� �(U0)
�� = inf

t2[0;1]
u1 (t) + inf

t2[0;1]
u2 (t)�

�
inf
t2[0;1]

u01 (t) + inf
t2[0;1]

u02 (t)

�

� u1 (t) + u2 (t)�
�
inf
t2[0;1]

u01 (t) + inf
t2[0;1]

u02 (t)

�

� sup
t2[0;1]

u1 (t) + sup
t2[0;1]

u2 (t)�
�
inf
t2[0;1]

u01 (t) + inf
t2[0;1]

u02 (t)

�

�
 
sup
t2[0;1]

u1 (t)� inf
t2[0;1]

u01 (t)

!
+

 
sup
t2[0;1]

u2 (t)� inf
t2[0;1]

u02 (t)

!

alors

���(U)� �(U0)
�� �

����� supt2[0;1]

�
u1 (t)� u01 (t)

�
+ sup
t2[0;1]

�
u2 (t)� u02 (t)

�
�����

� sup
t2[0;1]

���u1 (t)� u01 (t)
���+ sup

t2[0;1]

���u2 (t)� u02 (t)
��� =



U � U0




� �

alors il su¢t de prendre " > �; donc � est une fonction continue.
et pour (u1; u2), (v1; v2) telle que (u1; u2) � (v1; v2).
Par dé�nition de � sur X, on a

�
u1 (t) � v1 (t)
u2 (t) � v2 (t) 8t 2 [0; 1] ;

alors
8
<
:

inf
t2[0;1]

u1 (t) � inf
t2[0;1]

v1 (t)

inf
t2[0;1]

u2 (t) � inf
t2[0;1]

v2 (t)
;

par conséquent

inf
t2[0;1]

u1 (t) + inf
t2[0;1]

u2 (t) � inf
t2[0;1]

v1 (t) + inf
t2[0;1]

v2 (t) ;

et par (2:13) nous avons � (u1; u2) � � (v1; v2) ; donc � est une fonction croissante.
Pour (u1; u2) 2 K 0; � véri�e,

� (u1; u2) � jj (u1; u2) jj;
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et par la dé�nition (2:12) on a inf
t2[0;1]

ui (t) � � kuik ; alors,

inf
t2[0;1]

u1 (t) + inf
t2[0;1]

u2 (t) � � k(u1; u2)k ;

donc,
� ((u1; u2)) � � k(u1; u2)k :

Par conséquent,

� (u1; u2) � jj (u1; u2) jj �
1

�
� (u1; u2) .

Dé�nissons les opérateurs suivants Ti : K ! K, T �i : K
0 ! K 0 et Ai : K ! X;

i = 1; 2, telle que pour tout t 2 [0; 1] ;

T1 (u1; u2) (t) =

�
1R
0

G1 (t; s) f1 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

G1 (t; tk) I
k
1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�+
;

T2 (u1; u2) (t) =

�
1R
0

G2 (t; s) f2 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

G2 (t; tk) I
k
2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�+
;

A1 (u1; u2) (t) =
1R
0

G1 (t; s) f1 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

G1 (t; tk) I
k
1 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

A2 (u1; u2) (t) =
1R
0

G2 (t; s) f2 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

G2 (t; tk) I
k
2 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

et,

T �1 (u1; u2) (t) =
1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

T �2 (u1; u2) (t) =
1R
0

G2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

soit
T (u1; u2) (t) = (T1 (u1; u2) (t) ; T2 (u1; u2) (t)) ;

A (u1; u2) (t) = (A1 (u1; u2) (t) ; A2 (u1; u2) (t)) ;

T � (u1; u2) (t) = (T
�
1 (u1; u2) (t) ; T

�
2 (u1; u2) (t)) ;

Pour (u1; u2) 2 X; nous dé�nissons la fonction 	 : X ! K telle que:

(	 (u1; u2)) (t) = (max fu1 (t) ; 0g ;max fu2 (t) ; 0g) : (2.14)

De (2:14), nous avons,
T = 	 � A:

Nous présentons dans la suite des propriétés des opérateurs A, T et T �.

Lemme 2.1.4 Soit A : K ! X est complètement continue.
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Preuve: Etape1: Montrons que A est continue.
Soit (Un)n�1 une suite des éléments de K tel que Un = (u1n; u

2
n), où Un !

n!+1
U tel

que U = (u1; u2),i.e: u1n !
n!+1

u1et u2n !
n!+1

u2 et montrons que

jAi (Un) (t)� Ai (U) (t)j !
n!+1

0; i = 1; 2:

Alors,

jAi (Un) (t)� Ai (U) (t)j =
����
1R
0

Gi (t; s) [fi (s; Un)� fi (s; U)] ds

+
pP
k=1

Gi (t; tk)
�
Iki (Un (tk))� Iki (U (tk))

�����

D�autre part, puisque fi (s; U) et Iki (U) ; i = 1; 2 sont continues par rapport à U
alors ( jfi (t; Un)� fi (t; U)j !

n!+1
0; :

��Iki (Un (tk))� Iki (U (tk))
�� !
n!+1

0; :
i = 1; 2

D�où

jAi (Un) (t)� Ai (U) (t)j �
1R
0

Gi (t; s) jfi (s; Un)� fi (s; U)j ds

+
pP
k=1

Gi (t; tk)
��Iki (Un (tk))� Iki (U (tk))

��

�
1R
0

�i jfi (s; Un)� fi (s; U)j ds

+
pP
k=1

�i
��Iki (Un (tk))� Iki (U (tk))

�� :

Il en résulte que

kAi (Un)� Ai (U)k !
n!+1

0; i = 1; 2:

Donc A est continue.
Etape 2: Montrons que l�image d�un borné par l�operateur A est bornée.
Soit B � K une partie bornée , alors il existe r > 0 telque 8U 2 B; on a kUk � r:
Comme les fonctions fi (s; U) et Iki (U) ; i = 1; 2 sont continues par rapport à U
alors 9cr,ck;r > 0: tels que 8U 2 B

�
jfi (t; U)j � cr; :��Iki (U)

�� � ck;r: i = 1; 2; k = 1; ::; p:
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Donc

jAi (U) (t)j =
����
1R
0

Gi (t; s) fi (s; U) ds+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (U (tk))

����

�
1R
0

Gi (t; s) jfi (s; U)j ds+
pP
k=1

Gi (t; tk)
��Iki (U (tk))

��

� �i

�
cr +

pP
k=1

ck;r

�
:

Ainsi A(B) est bornée dans X:
Etape3: Montrons que A(B) est équicontinue
A(B) est équicontinue si et seulement si 8" > 0;9� > 0;8t1; t2 2 J;8V 2 A(B); jt1 � t2j �
� ) jV (t1)� V (t2)j < ":
Comme V 2 A(B); il existe U 2 B tel que V = A(U):

jV (t1)� V (t2)j = jA(U)(t1)� A(U)(t2)j

=

����
1R
0

[Gi (t1; s)�Gi (t2; s)] fi (s; U) ds

+
pP
k=1

[Gi (t1; tk)�Gi (t2; tk)] Iki (U (tk))
����

�
1R
0

jGi (t1; s)�Gi (t2; s)j jfi (s; U)j ds

+
pP
k=1

jGi (t1; tk)�Gi (t2; tk)j
��Iki (U (tk))

��

La continuité de G nous donne que

jGi (t1; t)�Gi (t2; t)j !
jt1�t2j!0

0; i = 1; 2;8t 2 J:

Les fonctions fi (s; U) et Iki (U) ; i = 1; 2 sont bornées , alors

jV (t1)� V (t2)j = jA(U)(t1)� A(U)(t2)j !
jt1�t2j!0

0:

Le théorème d�Ascoli-Arzéla implique que A est complètement continue.

Lemme 2.1.5 T � : K
0 ! K

0

est complètement continue.

Preuve: Soit U 2 K 0

, avec U = (u1; u2) ; pour tout t 2 J 0 ; alors

T �i (U(t)) �
Z 1

0

�i
�
f+i (s; U)

�
ds+ �i

pP
k=1

Iki (U (tk)) ; t 2 [0; 1]

= �i

Z 1

0

�i
�
f+i (s; U)

�
ds+ �i

pP
k=1

�iI
k
i (U (tk))

� �i sup
t2[0;1]

jT �i (U)j :
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alors, T �
�
K

0
�
� K 0

;et (H1) ; (H2) implique que T � est continue et on a T �
�
K

0
�
est

fermé alors il su¢t de montrer que T �
�
K

0
�
est borné.

Alors pour U 2 B (0; r) ; U 2 k0 ; �i sup
t2[0;1]

jT �i (U)j � T �i (U(t)) � kT �i (U)k < Const;

alors T �
�
K

0
�
est borné donc T � : K

0 ! K
0

est complètement continue

Lemme 2.1.6 (u1; u2) est une solution du problème impulsive (2:1) si et seulement
si (u1; u2) est un point �xe de l�opérateur A.

Lemme 2.1.7 Si A : K ! X est complètement continue, alors 	 �A : K ! K est
complètement continue .

Preuve: L�opérateur A étant complètement continu alors A est continue et trans-
forme tout ensemble bornée de K en un ensemble relativement compacte dans X.
Soit D � K une partie bornée, 8" > 0, 9 Li = (xi; yi) 2 X; i = 1; 2; :::;m; telle que

AD � [mi=1B (Li; ") ;

où B (Li; ") := f(u1; u2) 2 K : ku1 � xik+ ku2 � yik < "g
Pour chaque (x�; y�) 2 (	 � A)D, il existe

�_
x;
_
y
�
2 AD; de telle sorte que

(x�; y�) =
�
max

�_
x; 0
	
;max

�_
y; 0
	�
:

Nous choisissons un eLi = (exi; eyi) 2 fL1; L2; :::; Lmg, tel que


_x� exi



+


_y � eyi



 < ":

De,
kx� � exik+ ky� � eyik �



_x� exi


+



_y � eyi


 < ";

nous avons (x�; y�) 2 B
�
eLi; "

�
donc (	 � A)D est relativement compacte. Par l

acontinuité de A, nous avons pour chaque " > 0;l� existance d�un � = � (") > 0 tel
que

kA (x1; y1)� A (x2; y2)k < ";

si kx1 � x2k+ ky1 � y2k < �: Alors

k(	 � A) (x1; y1)� (	 � A) (x2; y2)k
= k(max fA1 (x1; y1) ; 0g �max fA1 (x2; y2) ; 0g) ;

(max fA2 (x1; y1) ; 0g �max fA2 (x2; y2) ; 0g)k
� kA1 (x1; y1)� A1 (x2; y2) ; A2 (x1; y1)� A2 (x2; y2)k
= kA (x1; y1)� A (x2; y2)k ;
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puisque A est continue dans K alors on a

k(	 � A) (x1; y1)� (	 � A) (x2; y2)k < ";

pour kx1 � x2k+ ky1 � y2k < �:
d�où, 	 � A est continu dans K et 	 � A est complètement continu.

Lemme 2.1.1 Si (u1; u2) est un point �xe de T; alors (u1; u2) est un point �xe de
l�opérateur A:

Preuve: Supposons que (u1; u2) est un point �xe de T; alors il su¢t de montrer
que Ai (u1; u2) � 0; i = 1; 2, pour t 2 J 0 :
Par absurde, s�il existe t� 2 J 0 et i = 1; 2 tel que ui (t�) = Ti (u1; u2) (t�) = 0, Mais
à ce point, nous avons Ai (u1; u2) (t�) < 0.
Par la continuité de Ai; il existe un voisinage de t� où Ai (u1; u2) (t) < 0. soit
(s1; s2) l�intervalle maximale contenant t� telle que Ai (u1; u2) (t) < 0 pour chaque
t 2 (s1; s2) et Ai (u1; u2) (si) = 0:
Par la dé�nition de Ai, on a

(Ai (u1; u2))
0

(t) = �a(t)Ai (u1; u2) (t) + fi (t; u1; u2) ; 8t 2 J
0

:

Pour chaque t 2 [s1; s2] ;

(Ai (u1; u2))
0

(t) = fi (t; 0; 0) : (2.15)

Par (H4) ; nous obtenons

(Ai (u1; u2))
0

(t) � 0; 8t 2 [s1; s2] : (2.16)

1ere cas si s2 < 1 alors Ai (u1; u2) (s2) = 0: ainsi (Ai (u1; u2))
0

(s2) � 0, par (2:15) et
(H4) il s�ensuit que (Ai (u1; u2))

0

(t) � 0, 8t 2 [s1; s2] : Si nous supposons que s1 = 0;
alors
(Ai (u1; u2))

0

(s1) = (Ai (u1; u2))
0

(0) � 0: Depuis Ai est croissante sur [s1; s2] im-
plique que Ai (u1; u2) (0) < Ai (u1; u2) (s2) = 0. Contradiction avec Ai (u1; u2) (0) =
u(0) � 0:
Si s1 > 0; nous obtenons 0 = Ai (u1; u2) (s1) < Ai (u1; u2) (s2) = 0; Ce qui est con-
tradictoire.
2ime cas: Si s1 > 0 alors Ai (u1; u2) (s1) = 0 et Ai(u1; u2)(t) < 0, 8t 2 (s1; s2) im-
plique que (Ai (u1; u2))

0

(s1) � 0 et par (2:16) nous obtenons (Ai (u1; u2) (s1))
0

= 0.
Donc, nous avons une contradiction avec le fait que Ai(u1; u2)(t) < 0 8t 2 (s1; s2).
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2.2 Etude de l�existence de solutions positives

Dans cette section, en utilisant le théorème du point �xe dans double cônes, nous al-
lons prouver l�existence de deux solutions positives du problème (2:1). notre résultat
est formulé comme suit:

Théorème 2.2.1 Soit le problème (2:1) sous les hypothèses (H1) et (H2), si de plus
il existe des constantes positives a; b; c; �i; i = 1; 2 avec

0 <
c

�
< a < �b < b; �1 + �2 � 1;

telles que, pour i = 1; 2;

(H3) fi (t; u1; u2) � 0; pour tout t 2 J 0, k(u1; u2)k 2 [c; b] :
(H4) �i (mi;a + pMi;a) < �ia;
(H5) fi (t; u1; u2) � b

�i:
; pour tout t 2 J 0, k(u1; u2)k 2 [�b; b] ;

où

mi;a = sup
k(u1;u2)k=a

jfi (:; u1; u2)j et Mi;a = sup
k(u1;u2)k=a

��Iki (:; u1; u2)
�� ; k = 1; :::; p:

Alors, le problème (2:1) admet au moins deux solutions positives (u1; u2) et (u
�
1; u

�
2)

satisfaisant,

0 � k(u1; u2)k < a < jj (u�1; u�2) jj; � ((u�1; u�2)) < �b:

Preuve: Pour (u1; u2) 2 @Ka; par (H4) nous avons

jjTi (u1; u2) jj

= max
t2[0;1]

�
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�+

= max
t2[0;1]

max

�
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1; u2) ds

+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; 0

�

� max
t2[0;1]

�
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

� �i (mi;a + pMi;a)

< �ia:

Par suite

jjT (u1; u2) jj = jjTi (u1; u2) jj+ jjTi (u1; u2) jj
< �1a+ �2a

� a:
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Donc, (C1) du Théorème 1.2.1 est satisfaite.
Pour (u1; u2) 2 @K 0

a; par (H4) nous avons

jjT �i (u1; u2) jj

= max
t2[0;1]

�
1R
0

Gi (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

Gi (t; tk) I
+k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

� �i (mi;a + pMi;a)

< �ia:

Nous obtenons également

jjT � (u1; u2) jj = jjT �1 (u1; u2) jj+ jjT �2 (u1; u2) jj
< �1a+ �2a

� a:

Pour (u1; u2) 2 @K 0

(�b) ; ( i.e. � (u1; u2) = �b:), nous avons par le Lemme 2:1:3

�b � k(u1; u2)k � b:

D�autre part, pour (u1; u2) 2 K 0

nous obtenons

� (T � (u1; u2)) = inf
t2[0;1]

�
1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

+ inf
t2[0;1]

�
1R
0

G2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

� �





1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk))







+�






1R
0

G2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk))







= � sup
t2[0;1]

����
1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

����

+� sup
t2[0;1]

����
1R
0

G2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

����
La remarque 2:1:1 implique que

� (T � (u1; u2)) � � sup
t2[0;1]

1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

+� sup
t2[0;1]

1R
0

G2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

G2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

� � sup
t2[0;1]

1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+� sup

t2[0;1]

1R
0

G2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds
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� � inf
t2[0;1]

1R
0

G1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+� inf

t2[0;1]

R 1
0
G2 (t; s) f

+
2 (s; u1; u2) ds:

Par (H5), nous obtenons

� (T � (u1; u2)) � �
b

�1
inf
t2[0;1]

1R
0

G1 (t; s) ds+ �
b

�2
inf
t2[0;1]

1R
0

G2 (t; s) ds;

puisque inf
t2[0;1]

R 1
0
Gi (t; s) ds � �i; nous avons

� (T � (u1; u2)) � �b+ �b

> �b:

Donc, (C2) du Théorème 1.2.1 est satisfaite.
Soit (u1; u2) 2 K 0

a(�b) \ f(u1; u2) : T � (u1; u2) = (u1; u2)g; i.e. � (u1; u2) < �b et
jj (u1; u2) jj>a.
Par le Lemme 2.1.3, nous avons

jj (u1; u2) jj �
1

�
� (u1; u2) <

1

�
�b = b;

c�est-à-dire
jj (u1; u2) jj < b;

et
� (u1; u2) > �jj (u1; u2) jj; avec jj (u1; u2) jj > a:

Puis, à partir de c < a < b nous avons

� (u1; u2) > �a > c;

donc

jj (u1; u2) jj >
1

�
c:

Alors, pour (u1; u2) 2 K 0

a(�b) \ f(u1; u2) : T � (u1; u2) = (u1; u2)g on a

c � jj (u1; u2) jj � �b � b:

Par (H3) ; nous obtenons

f+i (s; u1 (s) ; u2 (s)) = fi (s; u1 (s) ; u2 (s))
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ceci implique que T (u1; u2) = T � (u1; u2) : Donc, (C3) du Théorème 1.2.1 est satis-
faite.
Par le Théorème 2.2.1 et le Lemme 2.1.1, le problème (2:1) admet au moins deux
solutions positives (u1; u2) et (u�1; u

�
2) telles que

0 � jj (u1; u2) jj < a < jj (u�1; u�2) jj; � (u�1; u
�
2) < b:

Ce qui achève la preuve.

2.2.1 Exemple

Nous proposons l�exemple suivant, en considérant des valeurs spéci�ques de ai, Iki
et fi. Précisément soit le système suivant,

8
>>>>>><
>>>>>>:

u
0

1 (t) +
�
sin (2�t) + 15

16

�
u1 (t) = f1 (t; u1(t); u2(t)) ; t 2 J 0 ;

u
0

2 (t) +
�
cos (2�t) + 3

4

�
u2 (t) = f2 (t; u1(t); u2(t)) ; t 2 J 0 ;

u1

�
1
2

+
�
� u1

�
1
2

�
�
= cos

�
u1
�
1
2

�
+ u2

�
1
2

��
;

u2

�
1
2

+
�
� u2

�
1
2

�
�
= sin

�
u1
�
1
2

�
+ u2

�
1
2

��
;

u1 (0) = u1 (1) ; u2 (0) = u2 (1) :

(2.17)

où J
0

= [0; 1]n
�
1
2

	
, p = 1;

f1 (t; u1; u2) = g(t)

8
>>>><
>>>>:

2� 32 (u1 + u2)2 u1 + u2 2
�
0; 1

2

�

�13 + 14 (u1 + u2) u1 + u2 2
�
1
2
; 1
�

1 + 1
17
ln (u1 + u2) u1 + u2 2 [1; 6[

1 + ln 6
17
+ 8((u1 + u2)

2 � 36) u1 + u2 2 [6; 16[
1
17
ln 6 + 1761� ((u1 + u2)� 16)3 u1 + u2 � 16

;

f2 (t; u1; u2) = g(t)

8
>>>>><
>>>>>:

p
2
�
1�

p
3
p
(u1 + u2)

�
u1 + u2 2

�
0; 1

2

�
p
2�

p
3 +

�
(u1 + u2)� 1

2

�
u1 + u2 2

�
1
2
; 1
�

p
2�

p
3 + 1

2
+ 1

60

p
(u1 + u2)� 1 u1 + u2 2 [1; 6[p

2�
p
3 + 1

60

p
5 + 1

2
+ 20

2

�
(u1 + u2)

2 � 36
�

u1 + u2 2 [6; 16[p
2�

p
3 + 1

60

p
5 + 4401

2
� 10 ((u1 + u2)� 16)2 u1 + u2 � 16

;

et, g : R! R; 1-périodique; dé�ni sur [0; 1], par

g(t) :=

8
<
:

�
4
�
t� 1

4

��2
; si t 2

�
0; 1

2

�

1

2(cos( 12 )�1)

�
cos(t� 1

2
)� 1

t� 1
2

�
si t 2

�
1
2
; 1
� :
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D�après le Théorème 2:2:1 le problème (2:17) admet au moins deux solutions posi-
tives. En e¤et, pour

c = 1; a = 6; b = 16; �1 =
2

3
; �2 =

1

3
;

et par la dé�nition de �i, �i, nous avons,

�1 '
16

25
; �2 '

11

20
; �1 '

163

100
; �2 '

116

100
:

Alors � = 64
163
et il est facile de voir que

m1;a = 1 +
ln 6

17
; m2;a =

p
2�

p
3 +

1

60

p
5 +

1

2
;

Mi;a = 1; i = 1; 2

et pour i = 1; 2,

fi (t; u1; u2) � 0; t 2 J 0 et u1 + u2 2 [c; b] ;
�i (mi;a + pMi;a) < �ia;
fi (t; u1; u2) � b

�i:
; t 2 J 0 et u1 + u2 2 [�b; b] ;

Donc, les conditions du Théorème 2.2.1 sont donc satisfaites. Alors le problème
(2:17) admet au moins deux solutions positives.
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Problème avec des conditions intégrales

Le but de ce chapitre est l�étude de la solvabilité d�un système
di¤érentiel impulsif du premier ordre avec

condition intégrale.

Sommaire
3.1 Les conditions intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2 Résultats auxilliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3 Résultats d�existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.3.1 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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3.4.1 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.4.2 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1 Les conditions intégrales

Nous présentons dans la suite un résultat d�existence pour un problème di¤érentiel
impulsif du premier ordre avec condition intégrale, nous développons le travail [27].
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CHAPITRE 3. PROBLÈME AVEC DES CONDITIONS INTÉGRALES

3.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le système impulsif suivant,

8
>><
>>:

u
0

i (t) + ai(t)ui (t) = fi (t; u1(t); u2(t)) ; pour t 2 J
0

;
�ui (tk) = ui

�
t+k
�
� ui

�
t�k
�
= Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; k = 1; ::; p;


ui (0)� �ui (1) =
�iR
�i

gi (s) ui (s) ds;
; i = 1; 2 (3.1)

où 0 � �i < �i � 1, 
, � > 0, t0 = 0 < t1 < :: < tp < tp+1 = 1, sont les instants
où les impulsions se produisent, J

0

= [0; 1] n ft1::tpg and Iki , fi, ai sont des fonctions
satisfaisant certaines conditions spéci�é par la suite.
Au cours des dernières années, le problème de l�existence et de la multiplic-

ité de solutions pour (3:1) sous di¤érentes conditions aux limites a reçu beaucoup
d�attention voir [1], [67], [69], [70] et les références citées.
Dans [100], par le théorème de point �xe de Krasnosel�skii, les auteurs ont prouvé
l�existence d�une solution positive pour,

8
>><
>>:

u
0

(t) + a(t)u (t) = �h (t) f (u(t)) ; t 2 J;
�u (tk) = u

�
t+k
�
� u

�
t�k
�
= Ik (u (tk)) ; k = 1; ::; p;


u (0)� �u (1) =
1R
0

g (s) u (s) ds;
(3.2)

où � est un paramètre positive, h est une fonction positive intégrable et f , Ik sont
des fonctions continues positives, pour k = 1,::,p.
Dans le but de généraliser [100], nous étudions dans ce chapitre, l�existence et

la multiplicité de solutions positives de (3.1) dans le cas où f change de signe en
utilisant le Théorème 1.2.1 où f et Ik satisfaisant les hypothèses suivantes:

(H1) ai 2 L1 ([0; 1] ;R+), Iki 2 C
�
R
2
+;R

�
pour, k = 1,::,p et i = 1,2:

(H2) gi 2 L1 [0; 1] non négative, pour i = 1,2 et


 � �e�!i(1) �
�iR
�i

gi (r) e
�!i(r)dr > 0;

où !i (t) =
tR
0

ai (s) ds, pour i = 1,2,

(H3) i) fi : J
0 � R+ � R+ ! R est une fonction L1-Carathéodory et continue à

gauche à t = tk; et la limite à droite fi
�
t+k ; u1; u2

�
existe, pour i = 1; 2.

ii) Pour tous t 2 J 0 , fi (t; 0; 0) � 0 ( 6� 0), pour i = 1,2.
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3.2 Résultats auxilliaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes qui seront utilisés dans la
preuve de notre résultat principal.

Lemme 3.2.1 Une solution du problème aux limites (3:1) satisfait,

ui(t) =
1


 � �e�!i(1)
�
�
1R
0

e!i(s)�!i(1)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds (3.3)

+e�!i(t)
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr +
P

0<tk<1

e!i(tk)�!i(1)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

#

+
tR
0

e!i(s)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds+
P

0<tk<t

e!i(tk)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

pour i = 1,2 et t 2 [0; 1].

Preuve: Soit (u1; u2) une solution de (3:1), si t 2 J 0 , nous avons

�
e!i(t)ui (t)

�0
= e!i(t)fi (t; u1 (t) ; u2 (t)) ; i = 1; 2: t 2 [0; 1] ; (3.4)

si t 2]tk,tk+1], k = 0,:::,p� 1,

e!i(t)ui (t) = e
!i(t+k )ui(t

+
k ) +

tR
tk

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds; i = 1; 2;

et si t 2]tk�1,tk], k = 1,:::,p,

e!i(tk)ui
�
t�k
�
= ui(t

+
k�1)e

!i(tk�1) +
tkR

tk�1

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds; i = 1; 2. (3.5)

Ainsi, si t 2]tk,tk+1], k = 0,:::,p, nous obtenons

e!i(t)ui(t) =
�
ui(t

�
k ) + �ui(tk)

�
e!i(tk) +

tR
tk

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

et de (3:5) nous avons,
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e!i(t)ui(t) = ui(t
�
k )e

!i(tk) +�ui(tk)e
!i(tk) +

tR
tk

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

= ui(t
+
k�1)e

!i(tk�1) +
tkR

tk�1

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
tR
tk

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds+�ui(tk)e
!i(tk)

= ui(t
+
k�1)e

!i(tk�1) +
tR

tk�1

e!i(s)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) e
!i(tk)

par conséquent,

ui(t) = e�!i(t)ui(0) +
tR
0

e!i(s)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds (3.6)

+
X

0<tk<t

e!i(tk)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

Maintenant, en utilisant la condition aux limites 
ui (0)� �ui (1) =
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr

nous obtenons

�ui (1) = �e�!i(1)ui(0) + �
1R
0

e!i(s)�!i(1)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+�
P

0<tk<1

e!i(tk)�!i(1)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

Donc


ui (0)�
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr = �e�!i(1)ui(0) + �
1R
0

e!i(s)�!i(1)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+�
P

0<tk<1

e!i(tk)�!i(1)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

ce qui implique que,

ui (0) =
1


 � �e�!i(1)
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr +
�


 � �e�!i(1)
1R
0

e!i(s)�!i(1)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
�


 � �e�!i(1)
P

0<tk<1

e!i(tk)�!i(1)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) :
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Ainsi, par (3:6), il en résulte que

ui(t) =
e�!i(t)


 � �e�!i(1)
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr +
�


 � �e�!i(1)
1R
0

e!i(s)�!i(t)�!i(1)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
�


 � �e�!i(1)
P

0<tk<1

e!i(tk)�!i(t)�!i(1)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

+
tR
0

e!i(s)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds+
P

0<tk<t

e!i(tk)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

Alors, nous obtenons l�expression (3:3) et la preuve du Lemme 3.2.1 est terminée.

Lemme 3.2.2 L� équation (3:3) s�écrit, pour i = 1,2 et t 2 [0; 1] dans le formulaire
ci-dessous,

ui (t) =
1R
0

Hi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Hi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; (3.7)

où,

Hi (t; s) = Gi (t; s) +
e�!i(t)

�i

�iR
�i

Gi (r; s) gi (r) dr, (3.8)

et

Gi (t; s) =

(

e�!i(t)+!i(s)


��e�!i(1) si 0 � s � t � 1,
�e�!i(1)�!i(t)+!i(s)


��e�!i(1) si 0 � t < s � 1,
(3.9)

avec �i = 
 � �e�!i(1) �
�iR
�i

e�!i(r)gi (r) dr.

Preuve: Par (3:3), nous avons si 0 � s � t � 1 la solution (3:3) de (3:1) donnée
par le Lemme 3.2.1 qui peut être écrit sous la forme,

ui(t) =
e�!i(t)


 � �e�!i(1)
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr +




 � �e�!i(1)
�
tR
0

e!i(s)�!i(t)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

0<tk<t

e!i(tk)�!i(t)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
:

Si 0 � t < s � 1 la solution (3:3) de (3:1) donnée par le Lemme 3.2.1 peut être

41



CHAPITRE 3. PROBLÈME AVEC DES CONDITIONS INTÉGRALES

exprimée comme suit,

ui(t) =
e�!i(t)


 � �e�!i(1)
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr

+
�


 � �e�!i(1)
�
1R
t

e!i(s)�!i(t)�!i(1)fi (s; u1 (s) ; u2 (s)) ds

+
P

t<tk<1

e!i(tk)�!i(t)�!i(1)Iki (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
:

Autrement dit,

ui (t) =
e�!i(t)


 � �e�!i(1)
�iR
�i

gi (r) ui (r) dr +
1R
0

G(t; s)fi (s; u1; u2) ds

+
pP
k=1

Gi (r; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) :

D�autre part

�iR
�i

gi (r) ui (r) dr =
�iR
�i

gi (r)

"
e�!i(r)


 � �e�!i(1)
�iR
�i

gi (�) ui (�) d� +
1R
0

Gi (r; s) fi (s; u1; u2) ds

+
pP
k=1

Gi (r; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
dr

=
�iR
�i

e�!i(r)


 � �e�!i(1) gi (r) dr
�iR
�i

gi (�) ui (�) d�

+
�iR
�i

1R
0

gi (r)Gi (r; s) fi (s; u1; u2) dsdr

+
�iR
�i

gi (r)

�
pP
k=1

Gi (r; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
dr

=
1

1� 1

��e�!i(1)

�iR
�i

e�!i(r)gi (r) dr

"
�iR
�i

1R
0

gi (r)Gi (r; s) fi (s; u1; u2) dsdr

+
�iR
�i

gi (r)

�
pP
k=1

Gi (r; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
dr

#
:

Donc
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ui(t) =
1R
0

Gi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Gi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

+
1

1� 1

��e�!i(1)

�iR
�i

e�!i(r)gi (r) dr

"
�iR
�i

1R
0

gi (r)Gi (r; s) fi (s; u1; u2) dsdr

+
�iR
�i

gi (r)

�
pP
k=1

Gi (r; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
dr

#

Si nous posons, par dé�nition,

Hi (t; s) := Gi (t; s) +
e�!i(t)

�i

�iR
�i

Gi (r; s) gi (r) dr;

nous obtenons alors,

ui(t) =
1R
0

Hi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Hi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)), pour i = 1,2.

Remarque 3.2.1 Par (3.8) et (3.9), il en résulte que Hi (t; s) et Gi (t; s) sont posi-
tifs sur [0; 1]� [0; 1].

Lemme 3.2.3 Supposons que (H2) est véri�é. 8� 2
�
0; 1

2

�
, tel que pour tout t 2

J� = [�,1� �], nous avons

Gi (t; s) � �iGi (�; s) : (3.10)

et
Hi (t; s) � �iHi (�; s) ; (3.11)

pour chaque �,s 2 [0,1], où �i = e�!i(1��).

Preuve: Soit t 2 J� et s 2 [0; 1]. Nous distinguons deux cas:
Premier cas: � � t � s � 1
i) Si � � s � 1 nous avons

Gi (t; s) =
e�!i(t)

e�!i(�)
Gi (�; s) � e�!i(t)Gi (�; s)

� e�!i(1��)Gi (�; s)

avec

Gi (�; s) =
�e�!i(1)�!i(�)+!i(s)


 � �e�!i(1)
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ii) Si s � � � 1 nous avons

Gi (t; s) =
e�!i(t)

e�!i(�)+!i(1)
Gi (�; s)

� e�!i(t)

e�!i(�)+!i(1)
Gi (�; s) �

e�!i(t)

e!i(1)
Gi (�; s)

� e�!i(t)Gi (�; s)

� e�!i(1��)Gi (�; s)

avec

Gi (�; s) =

e�!i(�)+!i(s)


 � �e�!i(1)

Deuxième cas: 0 � s � t � 1� �
i) Si 0 � � � s nous avons

Gi (t; s) =
e�!i(t)+!i(1)

e�!i(�)
Gi (�; s)

� e�!i(t)

e�!i(�)
Gi (�; s)

� e�!i(1��)Gi (�; s)

avec

Gi (�; s) =
�e�!i(1)�!i(�)+!i(s)


 � �e�!i(1) ;

ii) si 0 � s � � nous avons

Gi (t; s) =
e�!i(t)

e�!i(�)
Gi (�; s)

� e�!i(t)Gi (�; s)

� e�!i(1��)Gi (�; s)

avec

Gi (�; s) =

e�!i(�)+!i(s)


 � �e�!i(1) :
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Par (3:10), nous avons

Hi (t; s) = Gi (t; s) +
e�!i(t)

�i

�iR
�i

Gi (r; s) gi (r) dr

� e�!i(1��)Gi (�; s) +
e�!i(t)�!i(�)

�i

�iR
�i

Gi (r; s) gi (r) dr

� e�!i(1��)Gi (�; s) +
e�!i(1��)�!i(�)

�i

�iR
�i

Gi (r; s) gi (r) dr

= e�!i(1��)

 
Gi (�; s) +

e�!i(�)

�i

�iR
�i

Gi (r; s) gi (r) dr

!

= �iHi (�; s) :

À partir du résultat ci-dessus, nous avons le résultat suivant,

Lemme 3.2.4 Supposons que (H2) est véri�ée, alors une solution du problème aux
limites (3:1) satisfait

inf
t2[�;1��]

ui (t) � � kuik pour i = 1; 2;

où � = min
i=1;2

f�ig.

Preuve: En fait, à partir de (3:7) et (3:11), pour tout t 2 [�; 1� �], �, s 2 [0; 1],
i = 1,2, nous avons

ui (t) = jui (t)j =
����
1R
0

Hi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Hi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

����

�
1R
0

Hi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Hi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�
1R
0

�iHi (�; s) fi (s; u1; u2) ds+ �i
pP
k=1

Hi (�; s) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

� �ui (�) :

Par conséquent,

ui (t) � �max
0���1

jui (�)j = � kuik :

Alors, inf
t2[�;1��]

ui (t) � � kuik.
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Pour préparer l�application du Théorème 1.2.1, nous prouvons quelques résultats
auxiliaires permettant de véri�er toutes les conditions du théorème 1.2.1.
Soit X0 � X; le sous-espace

X0 =

(
(u1; u2) 2 X; 
ui (0)� �ui (1) =

�iR
�i

gi (s) ui (s) ds; i = 1; 2

)
:

considérons
K = f(u1; u2) 2 X; ui (t) � 0; i = 1; 2; t 2 [0; 1]g ;

et

K
0

=

(
(u1; u2) 2 X0; ui (t

+) > 0; ui (t
�) > 0; t 2 [0; 1] ;

inf
t2[�;1��]

ui (t) � � kuik ; i = 1; 2

)
; (3.12)

Il est clair que K
0

, K sont deux cônes dans X, tels que K
0 � K.

Nous avons les résultats suivants.

Lemme 3.2.5 Soit � : K
0 ! R+ dé�nie par

� (u1; u2) = inf
t2[�;1��]

u1 (t) + inf
t2[�;1��]

u2 (t) ; (3.13)

alors � est une fonction croissante continue satisfaisant,

� (u1; u2) � jj (u1; u2) jj �
1

�
� (u1; u2) :

Et nous dé�nissons les opérateurs Ti : K ! K, T �i : K
0 ! K 0 et Ai : K ! X,

i = 1,2, par

T1 (u1; u2) (t) =

�
1R
0

H1 (t; s) f1 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

H1 (t; tk) I
k
1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�+
;

T2 (u1; u2) (t) =

�
1R
0

H2 (t; s) f2 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

H2 (t; tk) I
k
2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�+
;

A1 (u1; u2) (t) =
1R
0

H1 (t; s) f1 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

H1 (t; tk) I
k
1 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

A2 (u1; u2) (t) =
1R
0

H2 (t; s) f2 (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

H2 (t; tk) I
k
2 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

et,

T �1 (u1; u2) (t) =
1R
0

H1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

H1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;
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T �2 (u1; u2) (t) =
1R
0

H2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

H2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk)) ;

où t 2 [0; 1].
Posons,

T (u1; u2) (t) := (T1 (u1; u2) (t) ; T2 (u1; u2) (t)) ;

A (u1; u2) (t) := (A1 (u1; u2) (t) ; A2 (u1; u2) (t)) ;

T � (u1; u2) (t) := (T
�
1 (u1; u2) (t) ; T

�
2 (u1; u2) (t)) ;

Pour (u1; u2) 2 X, nous dé�nissons la fonction 	 : X ! K par,

(	 (u1; u2)) (t) = (u
+
1 (t) ; u

+
2 (t)); (3.14)

De (3:14), nous avons
T = 	 � A:

Remarque 3.2.2 Par les Lemmes 2.1.5, 2.1.6, 2.1.7 et 2.1.1 nous avons les résul-
tats suivants

1 T � : K
0 ! K

0

est complètement continue.

2 Si (u1; u2) est un point �xe de T; alors (u1; u2) est un point �xe de l�opérateur
A:

3 Si A : K ! X est complètement continue alors 	 �A : K ! K est complète-
ment continue.

4 (u1; u2) est une solution du problème impulsive (3:1) si et seulement si (u1; u2)
est un point �xe de l�opérateur A.

3.3 Résultats d�existence

A l�aide du théorème de point �xe 1.2.1, nous allons établir l�existence de deux
solutions positives du problème impulsif (3:1).
De�nissons, les constantes suivantes, pour i = 1,2,

b�i = max
t2[0;1]

Hi (t; s)

et

b�i = inf
t2[�;1��]

1��R
�

Hi (t; s) ds:
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Théorème 3.3.1 Si (H1) et (H3) sont véri�ées et s�il existe des nombres positifs
�, �, a, b, c, �i, i = 1,2 avec � 2

�
0; 1

2

�
, � 2 (0; 1) et 0 < ( 1

�
)c < a < �b < b,

�1 + �2 � 1, de telle sorte que, pour i = 1,2,
(H4) fi (t; u1; u2) � 0,pour tous t 2 J , k(u1; u2)k 2 [c; b],
(H5) b�i(mi;a + pMi;a) < �ia,
(H6) fi (t; u1; u2) � �b

b�i
, k(u1; u2)k 2 [�b; b], pour tous t 2 J 0 \ [�; 1� �],

où

mi;a = sup
k(u1;u2)k=a

jfi (:; u1; u2)j etMi;a = sup
k(u1;u2)k=a

��Iki (:; u1; u2)
�� ; k = 1; :::; p

Alors, le problème (3:1) a au moins deux solutions non négatives (u1; u2) et (u
�
1; u

�
2)

satisfaisant,

0 � k(u1; u2)k < a < jj (u�1; u�2) jj; � ((u�1; u�2)) < �b:

Preuve: Pour (u1; u2) 2 @Ka, de (H5) nous avons

jjTi (u1; u2) jj

= max
t2[0;1]

�
1R
0

Hi (t; s) fi (s; u1; u2) ds+
pP
k=1

Hi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�+

= max
t2[0;1]

max

�
1R
0

Hi (t; s) fi (s; u1; u2) ds

+
pP
k=1

Hi (t; tk) I
k
i (u1 (tk) ; u2 (tk)) ; 0

�

� b�i(mi;a + pMi;a) < �ia.

Donc,

jjT (u1; u2) jj = jjT1 (u1; u2) jj+ jjT2 (u1; u2) jj
< �1a+ �2a

� a:

Alors, (C1) du Théorème 1.2.1 est satisfaite.
Pour (u1; u2) 2 @K 0

a; de (H5) nous avons

jjT �i (u1; u2) jj

= max
t2[0;1]

�
1R
0

Hi (t; s) f
+
i (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

Hi (t; tk) I
+k
i (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

� b�i(mi;a + pMi;a) < �ia.
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De plus,

jjT � (u1; u2) jj = jjT �1 (u1; u2) jj+ jjT �2 (u1; u2) jj
< �1a+ �2a

� a:

pour (u1; u2) 2 @K 0

(�b), ( i.e. � (u1; u2) = �b), nous avons par le Lemme 3:2:5

�b � k(u1; u2)k � b:

D�autre part, pour (u1; u2) 2 K 0

nous avons,

� (T � (u1; u2)) = inf
t2[�;1��]

�
1R
0

H1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

H1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

+ inf
t2[�;1��]

�
1R
0

H2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

H2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

�

� inf
t2[�;1��]

1��R
�

H1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

H1 (t; tk) I
k+

1 (u1 (tk) ; u2 (tk))

+ inf
t2[�;1��]

1��R
�

H2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds+

pP
k=1

H2 (t; tk) I
k+

2 (u1 (tk) ; u2 (tk))

� inf
t2[�;1��]

1��R
�

H1 (t; s) f
+
1 (s; u1; u2) ds+ inf

t2[�;1��]

1��R
�

H2 (t; s) f
+
2 (s; u1; u2) ds.

Par (H6),

� (T � (u1; u2)) � �
b

b�i
inf

t2[�;1��]

1��R
�

H1 (t; s) + �
b

b�i
inf

t2[�;1��]

1��R
�

H2 (t; s)

= �b+ �b > �b

Alors, (C2) du Théorème 1:2:1 est satisfaite.
Soit (u1; u2) 2 K 0

a(�b) \ f(u1; u2) : T � (u1; u2) = (u1; u2)g; i.e. � (u1; u2) < �b et
jj (u1; u2) jj>a.
Du Lemme 3.2.5, nous avons

jj (u1; u2) jj �
1

�
� (u1; u2) <

1

�
�b;

donc,
jj (u1; u2) jj < b;
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et
� (u1; u2) > �jj (u1; u2) jj; avec jj (u1; u2) jj > a:

et puisque c < a nous avons en déduisons,

� (u1; u2) > �a > c;

ce qui permet d�écrire,

jj (u1; u2) jj >
1

�
c:

Maintenant vue que (u1; u2) 2 K 0

a(�b) \ f(u1; u2) : T � (u1; u2) = (u1; u2)g , alors
c � jj (u1; u2) jj � �b � b:

De (H4), nous avons

f+i (s; u1 (s) ; u2 (s)) = fi (s; u1 (s) ; u2 (s))

cela implique que T (u1; u2) = T � (u1; u2). Alors (C3) du Théorème 1.2.1 est satis-
faite.
Par conséquent du Théorème 3.3.1 et Lemme 2.1.1, le probléme (3:1) a au moins
deux solutions positives (u1; u2) et (u�1; u

�
2) telles que

0 � jj (u1; u2) jj < a < jj (u�1; u�2) jj; � (u�1; u�2) < b:

3.3.1 Exemple

L�exemple suivant nous permet d�appliquer le résultat principal(3:3:1) pour des
valeurs spéci�ques de ai, Iki et fi. Considérons le problème suivant

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

u
0

1 (t) + t u1 (t) = f1 (t; u1(t); u2(t)), t 2 J ,
u
0

2 (t) + t
2 u2 (t) = f2 (t; u1(t); u2(t)), t 2 J ,

u1

�
1
2

+
�
� u1

�
1
2

�
�
= cos

�
u1
�
1
2

�
+ u2

�
1
2

��
,

u2

�
1
2

+
�
� u2

�
1
2

�
�
= sin

�
u1
�
1
2

�
+ u2

�
1
2

��
,

u1 (0)� 1
2
u1 (1) =

1
2R
1
3

su1 (s) ds;

u2 (0)� 1
2
u2 (1) =

1
5R
1
9

e
s3

3 u2 (s) ds;

(3.15)
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où J = [0,1]n
�
1
2

	
, p = 1,

f1 (t; u1; u2) = k(t)

8
>>>><
>>>>:

1� 16 (u1 + u2)2 u1 + u2 2
�
0; 1

2

�

�7 + 8 (u1 + u2) u1 + u2 2
�
1
2
; 1
�

1
4
+ 2e�(u1+u2) u1 + u2 2 [1; 6[

1+4e�6

4
+ 8((u1 + u2)

2 � 36) u1 + u2 2 [6; 16[
1+4e�6

4
+ 1760� ((u1 + u2)� 16)3 u1 + u2 � 16

;

f2 (t; u1; u2) = k(t)

8
>>>>>><
>>>>>>:

1
2
� (u1 + u2)

1
2 u1 + u2 2

�
0; 1

2

�
1
2
� 1p

2
+ 3

2

�
(u1 + u2)� 1

2

�2
u1 + u2 2

�
1
2
; 1
�

7
8
� 1p

2
+ ln

p
(u1 + u2) u1 + u2 2 [1; 6[

7
8
� 1p

2
+ ln

p
6 + 20

2

�
(u1 + u2)

2 � 36
�

u1 + u2 2 [6; 16[
7
8
� 1p

2
+ ln

p
6 + 4400

2
� 10 ((u1 + u2)� 16)2 u1 + u2 � 16

;

et k : R! R dé�nie sur [0,1], par

k(t) :=

8
<
:

�
4
�
t� 1

4

��2
, si t 2

�
0; 1

2

�

1

2(cos( 12 )�1)

�
cos(t� 1

2
)� 1

t� 1
2

�
si t 2

�
1
2
; 1
� :

D�après le Théorème 2:2:1 le problème (3:15) a au moins deux solutions positives.
En e¤et, pour

c = 1, a = 6, b = 16, �1 =
2

5
, �2 =

3

5
,

et en prenant � = 1
4
, nous obtenons �1 = e

�

3
4R
0

sds

, �2 = e
�

3
4R
0

s2ds

et par suite,

� = min
i=1;2

f�ig = e
�

3
4R
0

sds

:

D�autre part, nous avons,

�1 = 1� 1
2
e�

1
2 �

1
2R
1
3

re�
r2

2 dr > 0 et �2 = 1� 1
2
e�

1
2 �

1
5R
1
9

e
r3

3 e�
r3

3 dr > 0,

alors, (H2) est véri�ée.
Des calculs simples permettent l�écriture

m1;a =
1 + 4e�6

4
; m2;a =

7

8
� 1p

2
;

Mi;a = 1; i = 1; 2;
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et

b�1 = max
t2[0;1]

H1 (t; s) =
1

1� 1
2
e�

1
2

�
1 +

1

12� �1

�
;

b�2 = max
t2[0;1]

H2 (t; s) =
1

1� 1
2
e�

1
3

�
1 +

1

20� �2

�
;

b�1 = inf
t2[�;1��]

1��R
�

H1 (t; s) ds =
1

2

e�
1
2

1� 1
2
e�

1
2

 
1 +

e�
1
2

�1

!
;

b�2 = inf
t2[�;1��]

1��R
�

H2 (t; s) ds =
1

2

e�
1
3

1� 1
2
e�

1
3

 
1 +

e�
1
3

�2

!
:

Alors, pour i = 1,2,

fi (t; u1; u2) � 0, t 2 J et u1 + u2 2 [c; b],
b�i (mi;a + pMi;a) < �ia,
fi (t; u1; u2) � �b

b�i
, t 2 J \

�
1
4
; 3
4

�
et u1 + u2 2 [�b; b],

Donc, les conditions du Théorème 2.2.1 sont véri�ées. Alors le problème (3:15)
admet au moins deux solutions positives l�une véri�ant k (u1; u2) k < a.
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3.4. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

3.4 Conclusion et Perspectives

3.4.1 Conclusion

L�objectif initial de ce travail est d�appliquer une méthode topologique basée sur le
théorème de Krasnoselskii dans double cônes à une classe de problèmes aux limites,
associés à des équations di¤érentielles non linéaires d�ordre 1 dans le cas où la
non linéarité change de signe. Deux résultats d�existence de solutions positives ont
été obtenus dans les cas : de conditions aux limites périodiques et de conditions
intégrales.

3.4.2 Perspectives

Tout système étant appelé à évoluer dans le temps, des améliorations sont apportées
à ce travail, des généralisations des résultats obtenus sont envisagées dans les cas
suivants:

� Problèmes périodiques singuliers du premier ordre avec impulsions.

� Problèmes singuliers du premier ordre multipoints en présence d�impulsions.
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partie II

Problème de contrôle Optimal
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"Il n�y a rien qui se passe dans le monde sans qu�on observe

le sens du maximum ou du minimum."
L. Euler.
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L�exploitation optimale d�une pêcherie

Le but de ce dernier chapitre est d�étudier
la maximisation d�un pro�t qui provient

de la pèche avec conservation
de l�espèce
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4.1. INTRODUCTION

4.1 Introduction

Les progrès de technologiques de pêche permettent aux pêcheurs d�exploiter de vastes
régions des océans et d�augmenter leurs revenus. Les écosystèmes marins sont de
moins en moins en mesure de supporter la demande et la perte de la biodiversité est
irréversible [86].
Une façon de protéger les espèces de poissons de l�extinction est de mettre en place
des aires marines protégées (MPA: Marine Protected Area), où la pêche est contrôlée
ou non autorisée, voir [75].
Ils protègent la biodiversité, l�habitat qui est fragile, et augmentent le niveau de la
biomasse. Cependant, les pêcheurs refusent l�installation des MPA. Ils soutiennent
que les réserves marines minimisent le rendement de la pêche et réduisent les possi-
bilités d�emploi, voir [32]. Une des importantes causes de défaillance dans la gestion
de la pêche et le déclin des stocks de poissons est l�absence de politiques adéquates
dans ce con�it.
Un certain nombre d�études ont démontré les avantages des zones marines pro-

tégées, voir [2], [13], [16], [22], [40], [46], [75], [76] et les références qui sont citées
dans ces papiers.

4.2 Le modèle de l�écosystème

Dans les modèles bio-économiques des MPA, le mouvement est modélisé soit par le
laplacien qui décrit la di¤usion où par l�immigration entre plusieurs sites "patchs".
Ce dernier est décrit par un système d�équations di¤érentielles dit: "patching sys-
tem". Mathématiquement, ils sont faciles à résoudre contrairement à la complexité
des modèles de di¤usions qui sont di¢ciles à traiter, vu qu�ils sont décrits par des
EDP. La plupart des études basées sur les EDP ont eu recourt à des simulations
numériques.
Nous concentrons notre étude sur un cas unidimensionnel pour capturer les prin-

cipales caractéristiques de la gestion des pêches. Ainsi, il est supposé que la popu-
lation vit dans une région de longueur L > 0.
Soit u(x) la densité du stock à la position x.

Considérons le système suivant
8
<
:
�Dd

2u

dx2
= ��u� E(x)u+ r � kdu

dx
u (0) = 0; u (L) = 0

(M)

Le modèle (M) décrit l�état d�équilibre du système correspondant au système
d�évolution.

La quantité �Dd
2u

dx2
représente les changements de la concentration due aux

mouvements aléatoires de l�espèce, par exemple le déplacement pour la recherche de
nourriture, oùD est le coe¢cient de di¤usion. Pour plus de détails sur le mouvement
du poisson voir [43].
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Dans le modèle, E représente l�e¤ort de pêche. Ce paramètre est estimé par le
nombre et la capacité des navires.
� est le taux de mortalité, r est le taux de recrutement correspondant aux individus
entrant dans le stock exploitable dans un système ouvert.
Ces recrues proviennent de l�immigration des juvéniles des régions avoisinantes.
La constante k est la vitesse des courants marins générée par le vent et les

di¤érences des densités de l�eau causées par la variation de la température et de
la salinité. De nombreuses espèces utilisent sur les courants pour distribuer leurs
larves.
Les conditions de Dirichlet signi�ent que le bord de l�habitat est inadapté et la

population ne peut pas survivre dans cette région.
Dans une première approche, nous supposons que l�espace est homogène dans la

direction parallèle à la côte. L�espace est réduit à un segment.

4.2.1 Récolte optimale et conservation de l�écosystème

Il y a une énorme littérature sur la pêche optimale avec des réserves marines qui sont
généralement imposées dans les modèles étudiés. Jusqu�à présent quelques études
ont une approche di¤érente voir par exemple [55], [63], [80] et [92]. Notre objectif
est d�exploiter de façon optimale les ressources en tenant compte de la conservation
de l�écosystème.
La principale question est: quels sont les e¤ets de la conservation de l�écosystème

sur la récolte optimale?.
Pour résoudre ce problème, nous essayons de maximiser la fonctionnelle suivante:

J(E) =

Z L

0

pE(x)u(x)dx+Q

Z L

0

u(x)dx

soumise aux équations de population décrites par (M)et les contraintes du contrôle
0 � E � Emax où Emax est constant.
La fonctionnelle J se compose de deux termes, le premier exprime les revenus

générés par la récolte où p est le prix par unité de biomasse.
Nous supposons que le prix est constant, ceci correspond à une demande élas-

tique. Par exemple, ce cas se produit lorsque le prix est déterminé par le marché
international, voir par exemple (Knowler et al., 2001), l�autre terme représente les
avantages de la conservation provenant de la présence de certaines règles écologiques,
des traditions sociales, le tourisme, la recherche scienti�que (voi Roberts et al.
(2003).
La quantité

R L
0
u(x)dx est la population totale.

Q est un paramètre positif qui équilibre les deux partie de la fonctionnelle ob-
jectif.
Di¤érents facteurs in�uencent l�e¢cacité des MPA, y compris la position et la

gestion de la pêche autour de ces zones. On observe que les MPA ne sont pas
e¢caces économiquement et / ou écologiquement, si elles sont mal placées, par
conséquent les modèles devraient aider à prendre des décisions pour bien choisir
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l�emplacement de ces réserves marines qui dépendra de l�activité océanographiques,
les caractéristiques écologiques et les données biologiques de l�espèce.
Nous demandons où et quand une MPA devrait être créé?. Dans la suite, la

réserve marine correspond à l�e¤ort de pêche E = 0.
Sans perte de généralité, nous supposons que D = 1: En général, l�application

directe du Principe du maximum de Pontryagin conduit vers un problème aux limite
qui ne peut être résolu de manière explicite. Par conséquent, pour le résoudre, il
faut utiliser des méthodes numériques, voir par exemple [57].
En raison des di¢cultés techniques, certains modèles sont appliqués uniquement

à l�équilibre. Dans ce travail, le but est de caractériser le contrôle optimal en utilisant
une analyse qualitative des équations di¤érentielles.
Ce travail est lié à celui de Neubert 2003 [80]. Il a étudié un modèle non linéaire

où le terme r � �u est remplacé par ru
�
1� u

K

�
avec K est une constante positive,

son approche est basée sur des simulations numériques où seulement le rendement
est maximisé.
Quand l�advection est ignorée, Leenheer en 2014 [63] a pu analyser complètement

le modèle (M) en utilisant des methodes analytiques et le rendement est maximisé
avec un terme de conservation.
Dans [21], l�auteur a fourni une étude systématique pour appliquer la théorie

du contrôle optimal à la gestion de pêche.
Il n�y a pas de généralisation complète du Principe du maximum de Pontryagin

aux EDP. Pour obtenir les conditions nécessaires d�optimalité, il faut calculer la
dérivée de la fonctionnelle objective par rapport au contrôle et résoudre le système
adjoint numériquement, voir par exemple [30], [53] et [55].
Ce chapitre est organisé comme suit: la section 2 étudie l�existence du contrôle

optimal et sa caractérisation. Section 3 est consacrée à la stratégie optimale de la
pêche. Dans la section 4, nous illustrons les résultats théoriques par des simulations
numériques. En�n, dans la section 5, nous donnons une discussion de notre résultat.
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4.3. EXISTENCE D�UN CONTRÔLE OPTIMAL

4.3 Existence d�un contrôle optimal

Nous commençons par quelque dé�nitions et notations utilisées dans la suite de cette
section

4.3.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires

Soit 
 est un ouvert de Rn.
On désigne par L1(
) l�espace des fonctions intégrables sur 
 à valeurs dans R.

kfkL1 =
Z




jf (x)j dx

On désigne par Cc(
) l�espace des fonctions continues sur 
 à support compact,
c�est-à-dire

Cc(
) = ff 2 C(
); f(x) = 0 8x 2 
nk où k � 
 est un compacteg:

Dé�nition 4.3.1 Soit p 2 R avec 1 � p <1 on pose

Lp(
) = ff : 
! R; f mesurable et jf jp 2 L1(
)g:

On note

kfkLp =
�Z




jf (x)jp dx
� 1
p

Dé�nition 4.3.2 On pose

L1(
) = ff : 
! R; f mesurable et 9 une constante C telle que jf (x)j � C p.p. sur 
:g

On note
kfkL1 = inf fC; jf (x)j � C p.p. sur 
g

Dé�nition 4.3.3 Soit f 2 L1(
), 1 � i � n. On dit que gi 2 L1(
) est la dérivée
partielle faible de f par rapport à xi dans 
 et que hi;j 2 L1(
) est la dérivée partielle
faible seconde de f par rapport à (xi; xj) dans 
 si

Z




f
@'

@xi
dx = �

Z




gi'dx; 8' 2 C1c (
)

et Z




f
@2'

@xi@xj
dx = �

Z




hi;j'dx; 8' 2 C2c (
)

Nous écrirons alors, pour i = 1; :::; n;

@f

@xi
= gi;

@2f

@xi@xj
= hi;j
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Dé�nition 4.3.4 Soit 1 � p � 1:
1- La fonction f appartient à l�espace

W 1;p (
)

Si f 2 Lp(
) et si @f

@xi
existe et appartient Lp(
) pour i = 1; :::; n:

On note

kfkW 1;p = kfkLp +
NX

i=1






@f

@xi






Lp

2- La fonction f appartient à l�espace

W 2;p (
)

Si f 2 W 1;p (
) et si @2f

@xi@xj
existe et appartient Lp(
) pour i; j = 1; :::; n:

Maintenant, nous démontrons l�existence du contrôle optimal E�(x) de la fonc-
tion objective J .
En e¤et, considérons l�ensemble du contrôle suivant:

F = fE 2 L1 (]0; L[) : 0 � E � Emaxg

Dans la théorie des équations elliptiques standard, pour chaque E 2 L1, le problème
(M) admet une unique solution positive u 2 W 2;p (]0; L[), 8p > 1. De plus, il existe
une constante positive

M� =M�(L; r; k; �) > 0

telle que kukW 2;p �M�; Voir [42] et [97].

Théorème 4.3.1 Il existe un contrôle E� dans F maximisant la fonctionnelle J:

Preuve: Puisque J(E) � C, avec C est une constante, On peut choisir une suite
maximisante fEng � F tel que

J (En)! sup J(E)

Pour chaque En 2 L1, le problème (M) admet une unique solution positive un
2 W 2;p (]0; L[), 8p > 1. En utilisant un comme une fonction teste dans (M), On
obtient

kunkH1
0
� C

pour certains constante positiveC. d�après l�injection compacteH1
0 (]0; L[) � L2 (]0; L[),

alors par passage à la sous suite, il existe u� tel que un ! u� fortement dans
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L2 (]0; L[). Notons que kunkW 2;p �M� et d�après l�injection compacteW 2;p (]0; L[) �
C0 ([0; L]) pour p assez grand, il en résulte que

ku�k1 �M�

De même, puisque En est uniformément borné dans L2, alors il existe une sous suite
qui converge faiblement

En * E�

Nous devons donc prouver que

J (E�) = sup J(E)

La quantité J (En) peut être écrite sous la forme suivante:

J (En) =

Z L

0

pEn(x)un(x)dx+Q

Z L

0

un(x)dx

=

Z L

0

pEn(x)un(x)dx�
Z L

0

pEn(x)u
�(x)dx

+

Z L

0

pEn(x)u
�(x)dx+Q

Z L

0

un(x)dx

Par conséquent

jJ (En)� J (E�)j � (pEmax +Q)
Z L

0

jun � u�j dx+M�
Z L

0

jEn � E�j dx

Il découle

J (E�) = sup J(E):

4.3.2 Principe du maximum

Les conditions nécessaires à l�optimalité sont données par le principe du maximum
Pontryagin [104]. Selon ce principe, l�existence de variables adjointes qui satisfont
un système di¤érentiel de la forme Hamiltonien.
Soit

v =
du

dx

Alors le problème (M) est équivalent au système d�équations di¤érentielles suivant
8
>>><
>>>:

du

dx
= v;

dv

dx
= �u+ Eu� r + kv;

u (0) = 0; u (L) = 0:

(4.1)
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Dé�nissons l�Hamiltonien comme suit

H = s(x)E + v�1 (x) + (�u� r + kv)�2 (x) +Qu

avec �1, �2 sont les variables adjointes et s(x) = (p+ �2) u est appelé fonction de
transition voir Clark [21].
Le HamiltonienH dépend linéairement de E. Par conséquent, le contrôle optimal

sera une combinaison du contrôle extrêmal et singulier. Le contrôle optimal Ê qui
maximise H doit satisfaire les conditions suivantes

Ê = Emax; où s(x) > 0, i.e., �2(x) > �p
Ê = 0; où s(x) < 0, i.e., �2(x) < �p

�2(x) est le prix virtuel [21] et �p est le revenu économique net par unité de pêche.
Lorsque s(x) = 0, i.e., lorsque le prix virtuel est égale au revenu économique net

par unité de pêche, alors l�Hamiltonien H devient indépendant de E, i.e., @H=@E =
0, et le taux de pêche est indéterminée.
Dans ce cas, trois solutions pour Ê sont possibles: soit Ê = 0, Ê = Emax ou

Ê = E�.
En appliquant le Principe du maximum de Pontryagin, les variables adjointes �1

et �2 satisfont les conditions suivantes

i) Le système
d�1
dx

= �@H
@u
;
d�2
dx

= �@H
@v
;

qui implique que
8
><
>:

d�1
dx

= �pE � �2 (�+ E)�Q;
d�2
dx

= �k�2 � �1:
(S)

ii) La condition de transversalité

�2(0) = �2(L) = 0:

4.3.3 Le contrôle singulier

Lemme 4.3.1 Le contrôle singulier E� n�existe pas.

Preuve: Nous suivons les même étape que [63], par l�absurde, en supposant, qu�il
existe un intervalle [a ; b] � [0; L] tel que

�2 (x) = �p sur [a; b] (4.2)

Ce qui implique

d�2
dx

= 0
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D�après la deuxième équation(S), nous obtenons:

��1 (x) + kp = 0
Ce qui entraine que:

�1 (x) = �kp (4.3)

Alors

d�1 (x)

dx
= 0: (4.4)

Ainsi
(

d�1(x)
dx

= 0 sur [a; b];
d�2(x)
dx

= 0 sur [a; b]:

Cela signi�e que (�1; �2) est à l�équilibre (�kp;�p) sur [a; b].
Par conséquent,

�2 (x) = �p; pour tout x 2 [0;L],

Ceci produit une contradiction avec la condition de transversalité.
Finalement, nous déduisons que pour chaque x 2 [0 ; L], �2 (x) 6= �p.
Puisque le contrôle optimal n�est pas singulier, le contrôle optimal est:

i) ou bien absence de la pêche, Ê = 0

ii) ou bien la pêche est maximale, Ê = Emax

iii) ou bien une transition entre Ê = 0 et Ê = Emax:

D�après la condition de transversalité, il est clair que le contrôle optimal est
maximal au voisinage du bord de l�habitat, x = 0 et x = L. Ainsi, le cas i) ne peut
pas se produire.
A�n de comprendre la stratégie optimale de la récolte, nous avons besoin d�étudier

le système hamiltonien (S) :

4.4 Le système Hamiltonien

Puisque nous ne pouvons pas utiliser la symétrie des trajectoires par rapport à l�axe
des ordonnées comme dans [63], nous complétons les arguments du plan des phases
en prouvant d�autres propriétés des solutions.
Donc, deux cas se présentent
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E = Emax, on a le système suivant:
8
><
>:

d�1
dx

= �pEmax �Q� (�+ Emax)�2;
d�2
dx

= �k�2 � �1:
(4.5)

En utilisant la première équation et la dérivée seconde de la deuxième équation
du système (4.5), nous obtenons l�équation suivante

d2�2
dx2

= �kd�2
dx

� d�1
dx
;

= �kd�2
dx

+ pE +Q+ �2 (�+ E) ;

ou encore,
d2�2
dx2

+ k
d�2
dx

� �2 (�+ Emax) = pEmax +Q: (4.6)

Ainsi, l�équation caractéristique associée à (4.6) est de la forme suivante:

z2 + kz � (�+ Emax) = 0;

elle admet deux racines réelles:

s1 =
�k +

p
k2 + 4 (�+ Emax)

2
> 0;

et

s2 =
�k �

p
k2 + 4 (�+ Emax)

2
< 0:

D�où la solution de l�équation homogène (4.6) est

�2 (x) = c1e
s1x + c2e

s2x:

D�autre part, la solution particulière �p (x) est donnée par

�p (x) = �
�
pEmax +Q

�+ Emax

�
:

La solution générale de l�équation (4.6) est donnée par

�2 (x) = c1e
s1x + c2e

s2x �
�
pEmax +Q

�+ Emax

�
:

Ainsi, (4.5) donne

d�1
dt

= �pE � �2 (�+ E) ;

= �pE �
�
c1e

s1t + c2e
s2t � pE

(�+ E)

�
(�+ E) ;

= � (�+ E)
�
c1e

s1t + c2e
s2t
�
:
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Par conséquent,

�1 (x) = �
0
1 � (�+ Emax)

�
c1
s1
es1x +

c2
s2
es2x
�
;

alors

�1 (x) = �1(0)� (�+ Emax)
�
c1
s1
es1x +

c2
s2
es2x �Qx

�
+ (�+ Emax)

�
c1
s1
+
c2
s2

�
;

avec c1, c2 sont des constantes réelles.
L�unique point d�équilibre P� de (4.5) est

P� = (�
�
1; �

�
2) ;

avec

��1 =

�
pEmax +Q

�+ Emax

�
k;

��2 = �
�
pEmax +Q

�+ Emax

�
:

Remarque 4.4.1 On a s1 < 0 et s2 > 0 ce qui implique que P� est un point-selle.

Le portrait de phase du système adjoint

Le lemme suivant est trés important pour les prochaines étapes.

Lemme 4.4.1 i) si E = Emax, alors le système (S) admet une unique solution
(�1; �2) satisfaisant

�2 (0) = �2 (L) = 0

où

�s2
�
p+ EmaxQ

�+ Emax

�
< �1 (0) < �s1

�
pEmax +Q

�+ Emax

�
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ii) Pour tout x 2 [0; L] ; �2 (x) � ��2: De plus, cette solution admet un unique mini-
mum

�
�min1 ; �min2

�
.

iii) La valeur minimale est donnée par

�min2 = es2x
�

0
@
�1 (0) + s1

�
p+EmaxQ
�+Emax

�

s1

1
A�

�
pEmax +Q

�+ Emax

�

avec

x� =
1

(s2 � s1)
ln

0
@
�1 (0) + s2

�
p+EmaxQ
�+Emax

�

�1 (0) + s1

�
p+EmaxQ
�+Emax

� � s2
s1

1
A

Preuve: i) Les conditions de tansversalités

�2 (0) = �2 (L) = 0

impliquent que
�
0

2 (0) = ��1 (0) : (4.7)

La condition �2 (0) = 0 implique

c1 + c2 =
(pE +Q)

(�+ E)

et d�autre part l�équation (4:7) implique que

s1c1 + s2c2 = ��1 (0)

donc nous obtenons le système suivant

�
s1c1 + s2c2 = ��1 (0)
c1 + c2 =

pEmax+Q
�+Emax

Il en résulte que
8
<
:
c1 = �

�1(0)+s2( pEmax+Q�+Emax
)

s1�s2

c2 =
�1(0)+s1( pEmax+Q�+Emax

)
s1�s2

Donc la fonction

�2 (x) = �
�1 (0) + s2

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1 � s2
es1x +

�1 (0) + s1

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1 � s2
es2x �

�
pEmax +Q

�+ Emax

�

satisfait
�2 (0) = 0
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D�autre part, la condition
�2 (L) = 0

serai satisfaite si et seulement si

�1(0) = �
0
1 :=

pEmax+Q
�+Emax

es2L � es1L
�
s1
�
1� es2L

�
+ s2

�
�1 + es1L

��

Notons que

�1(0) = �
pEmax +Q

�+ Emax
[�s1 + �s2]

avec

0 < � =
(es2L � 1)
es2L � es1L < 1 et 0 < � =

(1� es1L)
es2L � es1L < 1

et
� + � = 1

Par conséquent

�s2
�
p+ EmaxQ

�+ Emax

�
< �1 (0) < �s1

�
pEmax +Q

�+ Emax

�
:

Soit

�1 (x) = �
0
1 � (�+ Emax)

�
c1
s1
es1x +

c2
s2
es2x �Qx

�
+ (�+ Emax)

�
c1
s1
+
c2
s2

�
:

alors (�1; �2)est la solution désirée.
ii) La variété stable est une ligne qui traverse P� avec la pente 1

s2
et la variété

instable est une ligne à travers P� avec la pente 1
s1
. L�intersection de la variété stable

avec l�axe �1 est le point �s1
�
pEmax+Q
�+Emax

�
.

L�intersection de la variété instable avec l�axe �1 est le point �s2
�
pEmax+Q
�+Emax

�
.

La région qui se trouve au-dessus de la variété stable et instable est positivement
invariant.
Le point le plus bas de cette région est le point d�équilibre P�. Il en résulte que
lorsque

�s2
�
pEmax +Q

�+ Emax

�
� �1 (0) � �s1

�
pEmax +Q

�+ Emax

�
;

alors
�2(x) � ��2

pour tout x 2 [0; L] :
A�n d�établir l�existence d�un minimum

�
�min1 ; �min2

�
, nous écrivons �2 comme

une foncion en �1; tel que
�2 = f(�1) (4.8)
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Nous ne pouvons pas déterminer la fonction f , mais nous pouvons déduire sa vari-
ation en uilisant le système adjoint (S). L�étude de variation donne

d�2
d�1

=
k�2 + �1

pEmax +Q+ �2 (�+ Emax)
;

elle s�annulle sur la ligne

�2 =
�1
k
�1;

alors on a
d�2
d�1

> 0 si

�2 >
�1
k
�1;

ainsi,
d�2
d�1

< 0 si

�2 <
�1
k
�1:

De plus,

d2�2

d�21
=

�
k(k�2 + �1) (pEmax +Q+ �2 (�+ Emax))+

(pEmax +Q+ �2 (�+ Emax))
2 � (�+ Emax) (k�2 + �1)2

�

(pEmax +Q+ �2 (�+ Emax))
2 ;

où
k�2 + �1 = 0:

Alors
d2�2

d�21
= 1 > 0;

et la fonction est convexe au voisinage du minimum
�
�min1 ; �min2

�
.

iii) D�après la relation

�2 (x) = �
�1 (0) + s2

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1 � s2
es1x +

�1 (0) + s1

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1 � s2
es2x � pEmax +Q

�+ Emax
:

Il en résulte que

�2 (x)

dx
= �

�1 (0) + s2

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1 � s2
s1e

s1x +
�1 (0) + s1

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1 � s2
s2e

s2x:

Le minimum est atteint lorsque

�2 (x)

dx
= 0:
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Ceci implique que

e(s2�s1)x =

0
@
�1 (0) + s2

�
pEmax+Q
�+Emax

�

�1 (0) + s1

�
pEmax+Q
�+Emax

�

1
A s1
s2
;

et

x� =
1

(s2 � s1)
ln

0
@
�1 (0) + s2

�
pEmax+Q
�+Emax

�

�1 (0) + s1

�
pEmax+Q
�+Emax

� � s1
s2

1
A

et la valeur minimale est donné par

�2 (x
�) = es2x

�

0
@
�1 (0) + s1

�
pEmax+Q
�+Emax

�

s1

1
A�

�
pEmax +Q

�+ Emax

�
:

La �gure 1 en dessous représente le diagramme de la solution �2 lorsque E(x) =
Emax pour certains paramètres.

Figure 1: La courbe �2 lorsque E = Emax
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4.5 La récolte optimale

Deux cas se présentent :

1er Cas: �min2 � �p

Dans ce cas il n�y a pas de transition, en e¤et, la relation �min2 � �p implique que

�2(x) � �p 8x 2 [0;L] :

Il en résulte que la trajectoire se trouve au-dessus de la ligne de transition. Par
conséquent

Ê = Emax , 8x 2 [0;L]

La stratégie optimale de la récolte: �min2 � �p

Corollaire 4.5.1 Si p� � Q, la récolte optimale consiste à pêcher au taux maximal
Emax partout et l� MPA n�est pas nécessaire.

Preuve: Puisque l�équilibre P� = (�
�
1; �

�
2) est un point selle, alors �

min
2 > ��2.

on a ��2 = �
�
pEmax+Q
�+Emax

�
ce qui implique que ��2 � �p: Par conséquent �min2 > �p:

2ème Cas �min2 < �p

Dans ce cas, le minimum
�
�min1 ; �min2

�
de la fonction (4:8) est sous la ligne

�2 (x) = �p:
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Soit
�
�Emax1 (x) ; �Emax2 (x)

�
la solution du système (S) avec E = Emax, alors il

existe un premier instant
x = L1 > 0

tel que
�Emax2 (L1) = �p;

à cette position, le contrôle doit passer à E = 0:
Si la trajectoire ne coupe pas la ligne �2 (x) = �p, il est impossible de satisfaire

à la condition de transversalité �2 (L) = 0. A�n de compléter la solution optimale,
la trajectoire doit satisfaire �2 (L) = 0:
La stratégie optimale consiste donc à pêcher au taux maximum Emax jusqu�à la

position x = L1, puis nous réduisons le taux de pêche à E = 0 jusqu�à la position
x = L2 > L1. Finalement, nous revenons à un taux de pêche maximale Emax de la
position x = L2 à la position x = L:
Lorsque E = 0 le système (S) devient

8
><
>:

d�1
dx

= ���2 �Q;
d�2
dx

= �k�2 � �1:

De manière similaire, la solution générale du système est donnée par

(
�E01 (x) = �01 � �

�
c1
s1
es1x + c2

s2
es2x �Qx

�
+ �

�
c1
s1
+ c2

s2

�

�E02 (x) = c1e
s1x + c2e

s2x � Q

�
;

où
8
<
:
s1 =

�k�
p
k2+4�

2
;

s2 =
�k+
p
k2+4�

2
:

L�équation
�E02 (L1) = �

E0
2 (L2) = �p;

implique que

8
<
:
c1 =

s2(Q��p)�(kp��1(L1))
(s2�s1)es1L1 ;

c2 =
(kp��1(L1))�s1(Q��p)

(s2�s1)es2L1 :

D�où la fonction

(�1 (x) ; �2 (x)) =

8
<
:

�
�Emax1 (x) ; �Emax2 (x)

�
x 2 [0; L1[ ;�

�E01 (x) ; �E02 (x)
�

x 2 [L1; L2] ;�
�Emax1 (x) ; �Emax2 (x)

�
x 2 ]L2; L] ;
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veri�e le système (S) avec E = Emax et E = 0 respectivement sur des intervalles
[0; L1[ [ ]L2; L] et [L1; L2]. En outre, elle satisfait les conditions de transversalité.
D�où le contrôle optimal

Ê =

�
Emax sur [0; L1[ [ ]L2; L]
0 sur [L1; L2]

La stratégie optimale de la récolte: �min2 < �p

Corollaire 4.5.2 Si Q > p�, alors il existe une réelle valeur Lcri telle que si L >
Lcri, alors il existe un contrôle optimal Ê = Emax sur [0; L1[ [ ]L2; L] et Ê = 0 sur
[L1; L2] : La stratégie optimale nécessite l�installation d�un seul MPA au milieu de
[0; L].

Preuve: Soit (�1; �2) une solution de(S) satisfaisant

�2 (0) = �2 (L) = 0

et soit (!1; !2) une solution de (S) avec k = 0, et véri�ant

!2 (0) = !2 (L) = 0

Alors, nous avons
d�2
dx

� d!2
dx

Par le principe de comparaison, nous déduisons que

�2(x) � !2(x) pour tout x 2 [0; L] :

D�après le Théorème 5 dans [63], il en résulte qu�il existe une valeur réelle Lcri
telle que si L > Lcri;

!2(x) � �p pour tout x 2 [0; L]
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D�après le théorème 3 et l�inégalité 34, voir [63], il en résulte qu�il existe une
valeur réelle Lcri telle que si L > Lcri; la solution correspondant à k = 0 est sous la
ligne !2 = �p pour certains x 2

�
0; L

2

�
. Cela implique que �min2 < �p:

Remarque 4.5.1 Si le prix est faible, ou l�e¤ort de conservation sur la pêche est
élevé, la stratégie optimale dépend de la longueur L du patch. Si le patch est assez
grand, l� MPA est une partie de la solution optimale.

4.6 Stabilité de la solution Optimale

Il est mathématiquement et biologiquement intéressant d�établir la stabilité de la
solution optimale. A�n d�étudier cette question, nous considérons le problème
d�évolution suivant

8
<
:

@u
@t
=
d2u

dx2
� �u� Ê(x)u+ r � kdu

dx
u (0) = 0; u (L) = 0

La linéarisation de la solution optimale correspondant à la pêche optimale Ê(x)
est donnée par le système linéaire suivant

8
<
:

@v
@t
=
d2v

dx2
� �v � Ê(x)v � k dv

dx
v (0) = 0; v (L) = 0

Les propriétés de stabilité de la solution optimale sont déterminées par la valeur
propre du problème �

�v = Av
v (0) = 0; v (L) = 0

où

Av =
d2v

dx2
� �v � Ê(x)v � k dv

dx
:

Soit �1 être la valeur propre principale de l�opérateur A avec des conditions aux
limites de Dirichlet. Alors

�1

LZ

0

v2dx = �
LZ

0

�
dv

dx

�2
dx�

LZ

0

�
�+ Ê(x)

�
v2dx < 0:

Cela implique que �1 < 0, de plus, d�après le théorème de Krein Rutman (voir par
exemple Th.6.1 dans [96]), nous obtenons que Re� � �1 pour toute valeur propre de
l�opérateur A. Par conséquent, nous avons la stabilité locale de la solution optimale.
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4.7 Simulations numériques

L�étude de la façon dont la récolte optimale dépend d�autres paramètres, peut se
faire d�une manière similaire en utilisant la quantité �min2 :
Les simulations suivantes sont données avec des valeurs de paramètres (voir Fig-

ure 3):
p = 1; Emax = 5; Q = 0:5; � = 0:3; L = 10;

et (voir �gure 2)

p = 1; Emax = 5; Q = 0:2; � = 0:4; L = 10;
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Figure 2

Figure 3
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Le comportement de �min2 comme une fonction de k est obtenue numériquement
et illustre l�impact des courants océaniques sur la récolte optimale.
La �gure 3, montre que si Q > p�, il existe kcri w 14:5 tel que

� Si k � kcri, alors la stratégie optimale est obtenue par la pêche au taux maxi-
mum Ê = Emax.

� Si k � kcri, la solution optimale consiste à prendre une réserve marine à
l�intérieur du patch.

La �gure 2 montre que pour p� � Q, la stratégie optimale consiste à pêcher au
taux maximum indépendamment de k.

Remarques 4.7.1 Les �gures 2 et 3 donnent quelques indications qualitatives. Si
l�e¤ort de conservation est élevé, alors la stratégie de la récolte optimale dépend de
l�intensité des courants. Si le courant est fort, il est plus rentable de récolter avec un
taux maximal. Si le courant est faible, il est avantageux de récolter dans les zones
les plus proches du bord du patch. Si l�e¤ort de conservation est faible, la stratégie
optimale consiste à pêcher au taux maximum partout.

La �gures 4 et 5 illustrent les résultats obtenus dans les corollaires 4.5.1 et 4.5.2
respectivement. La pêche optimale dépend de la longueur L. Par exemple, lorsque
Q > p� (�g.5) il existe une réelle valeur Lcri w 3:5 tel que si L > Lcri la pêche
optimale nécessite la mise en place d�une MPA, car dans ce cas, �min2 < �1:
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Figure 4

Figure 5
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4.8 Conclusion

Bien qu�il existe des complexités dans les systèmes marins, le modèle étudié dans
ce chapitre est simple. Il renferme les caractéristiques principales d�une pêcherie et
améliore notre compréhension de la façon de gérer les ressources halieutique. Ce
modèle est conçu pour atteindre des objectifs économiques et pour la conservation
de la biodiversité.
Le contrôle optimale est résolu analytiquement et analysé en termes de paramètres
du modèle.
L�emplacement de l�MPA est déterminé explicitement. Nous soulignons les situa-
tions où les réserves marines apparaissent comme une partie de la solution optimale.
Cette solution dépend des paramètres économiques, par exemple, le prix de

vente, la pression des écologistes, et des paramètres biologiques tels que la mortalité
naturelle des espèces, les courants océaniques ainsi que la longueur de la région.
L�identi�cation de ces paramètres est importante pour la gestion des pêches.
Lorsque le prix de vente est élevé ou le taux de conservation est faible, alors il

faut pêcher partout et avec un taux maximal. Si le prix est bas, ou que la pression
des écologistes est élevée, la stratégie optimale de la pêche dépend de la longueur
de la région: Si ce dernier est assez grand, l�aire marine protégée est une partie de
la solution optimale.
Une MPA devrait être mise en �uvre à l�intérieur de la région. L�étude fournit

des informations incomplètes lorsque Q > p� et la longueur de la région est petite.
Une réponse est obtenue par [63] losque k = 0: Pour les petites valeurs du prix de
vente et des courants faibles, la stratégie optimale est de prendre une réserve marine
à l�intérieur de la région. Des modèles bio-économiques similaires ont été développés
dans J. M. Sanchiro et al. [92]. Ils étudient un système dynamique avec dispersion
où l�espace est discret. Ils ont concentrés leurs études sur la maximisation du pro�t
en tenant compte du coût de la pêche. Entre autres résultats, ils constatent que les
réserves devraient être mises en �uvre lorsque la région a des coûts de pêche plus
élevés. Pour tester les performances des aires protégées avec un coût quadratique,
nous renvoyons le lecteur à [16]. Les auteurs considèrent un système proie-prédateur
avec une zone protégée pour les proies. D�autres études de modélisation ont analysé
l�hétérogénéité spatiale sous la forme de patch isolées, voir [13], [14], [105].
Malgré le fait que la technique a réduit le coût de la pêche, il serait intéres-

sant de l�inclure dans la fonction objective, nous nous e¤orçons d�examiner cette
question dans un autre travail. Les résultats semblent être similaires en dimensions
supérieures (de N � 2) mais des di¢cultés d�ordre mathématiques subsistent et
cette question demeure ouverte.
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Résumé   

             La thèse est composée de deux parties.  La première, est consacrée à l'étude 

de l'existence de multiplicité de solutions positives pour  des problèmes aux limites,  

associés à des équations différentielles d’ordre 1.  La méthode est topologique : 

théorème de Krasnoselskii (Théorème de point fixe dans double cône). 

             La deuxième partie expose la gestion d'une pêcherie.  Il s'agit d'étudier la 

maximisation d'un profit qui provient de la pêche, tout en conservant l'espèce. Pour 

cela, on fait appel au théorème de Pontryagin. 

Mots clés : Solution positive, problème impulsif, théorème de point fixe de 

Krasnoselskii, control optimal, principe de Pontryagin. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Abstract 

          This thesis consists of two parts: in the first one, we prove the existence and 

the multiplicity of positive solutions for boundary value problems associated to 

differential equations of order 1 for presence of pulses. The results' proof is based on 

Krasnoselskii fixed point theorem in double cones 

          The second part concerns the optimal management of a fishery with 

conservation of fishery resources. 

Keywords: Positive solution, impulsive problem, Krasnoselskii fixed point theorem, 

optimal control, Pontryagin principle. 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

انجزء الأول يتعهق بإثباث وجود و تعذد حهول موجبت نجمهت :تتكون هذي الأطروحت مه جزأيه    ملخص

ي انطريقت انمستخذمت عهى مبرهىت انىقطت ر في ظم وجود وبضاث وتعتمذ ي1معادنتيه تفاضهيتيه مه انذرجت 

. انثابتت نكراسىوسهسكي

.           انجزء انثاوي فيتعهق بالإدارة انمثهى نهمصايذ مع انحفاظ عهى انموارد انسمكيت

       انتحكم الأمثم  مبذأ , مبرهىت انىقطت انثابتت نكراسىوسهسكي,  وابضراثحم موجب مسائم  :الكلمات  المفتاحية 

. بوترياغيه

          




