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Introduction Générale

"On fait la science avec des faits, comme on fait une
matson avec des pierres: mais une accumulation

de faits n’est pas plus une science

qu’un tas de pierres

n’est une maison."

Henri POINCARE

0.1 Présentation

Plusieurs phénomeénes naturels sont modélisés par un systéme d’équations différen-
tielles. A titre d’exemples, citons: ’évolution des populations, les tremblements de
terre et les épidémies. L’évolution peut subir un changement d’état rapide et dont
la durée est négligeable par rapport & la durée de I’évolution du processus. Ceci
représente un saut dans I’état du systeme. Mathématiquement, cela se traduit par
un systéme dynamique impulsif. Ce type d’équations a fait I’objet de plusieurs études
et intervient dans différents domaines de la science: 1’économie [33], la physique et
la technologie chimique [102] ainsi que dans la médecine, (I'épidémiologie) [?], [94]
et dans la dynamique des populations [93]. L’étude de la solvabilité est abordée
par plusieurs auteurs en utilisant différentes méthodes: la méthode des sous et
sur solutions [8], [54], les méthodes variationnelles [25], 'alternative nonlinéaire de
Leray-Schauder, la théorie du degré topologique [34], le théoréme du point fixe dans
les cones [107] et la théorie de bifurcation [61].

L étude d’un processus en optimisant un critére, on obtientse raméne alors &
un probléme de controle optimal. La théorie du controle optimal est tres liée a
la mécanique classique, en particulier aux principes variationnels de la mécanique
(principe de Fermat..). Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de
Pontryagin, formulé par L. S. Pontryagin en 1956, qui donne une condition nécessaire
d’optimalité et permet ainsi de calculer les trajectoires optimales [39]. Nous nous
sommes intéressés a la dynamique des populations, en particulier aux ecosystémes
marins qui jouent un réle important pour la société humaine a travers des biens et
des services qu'’ils leur fournissent, parmi lesquels se comptent: nourriture, emploi,
tourisme et transport, [75], [78].

Cette these est composée de deux parties principales:



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

Partie (I). Probléeme impulsif.

Partie (II). Probléme de contrdle Optimal.
La premiére partie, est consacrée a I’étude des problémes aux limites, associés a des
équations différentielles en présence d’impulsions. Nous déterminons des conditions
suffisantes pour I'existence et la multiplicité des solutions positives dans le cas ou la
non linéarité change de signe. Notre approche est basée sur 'application d’une des
variantes du théoréme de point fixe de Krasnoselskii [39].
Le premier chapitre est une présentation de quelques outils d’analyse fonctionnelle
qui seront utilisés dans la suite de ce travail. Apres un petit apercu sur les théorémes
de point fixe, nous introduisons le théoréme de Krasnoselskii. Et, concernant le prob-
léme de contréle optimal, aprés un petit apercu sur les systémes dynamiques nous
énongons le Principe du maximum de Pontryagin.
Le chapitre 2 a pour objectif d’étudier la solvabilité du systéme différentiel péri-
odique du premier ordre avec impulsions suivant:

/

g (8) + ai(tyui (8) = fi (t,ua(t), us(t)), t € T,
w (67) — g (8,) = IF (uy () yue (&), k=1,.,p, , i=1,2 (1)
u; (0) = u; (1),

oty =0<t <. <t <tlpy1 =1, tispr1 = tx + 1, sont les moments ou les
impulsions se produisent, J = [0,1]\ {t;..t,} et IF, fi, a; sont des fonctions qui
satisfont certaines conditions précisées par la suite.

Ces derniéres années, les problémes de type (1) sont étudiés d’une maniére intensive,
cela étant di souvent & des applications dans differents domaines de la science:
écologie, dynamique de populations, biologie [51], [79], [83] [103].

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude d’existence de solutions positives du
probléme aux limites suivant:

u; (t)++ a;(t)u; (t) = f (t uy(t),us(t)), teJ
(tk) U ( ) ,3 ul tk)JUQ( )) k:17"7p7 7221’2 (2)
Yui (0) = du; (1) = f (s) ui (s) ds,

on0 <o <pf;<lety,0>0,%=0<t <. <t, <ty =1 sont les instants
d’impulsions, J' = [0,1]\ {t1..t,} et IF, fi, a;, g; avec des conditions convenables.
Il est connu que les problemes aux limites avec conditions intégrales modelisent
des phénomenes thermiques de conduction [15], de semi-conduction [52], hydro-
dynamiques (Ecoulement de l'eau souterraine), thermo-élasticité et physique des
plasmas [11], [65] et [111].

La deuxiéme partie constituée du chapitre 4, qui a pour théme la gestion d’une
pécherie, en fait il s’agit d’étudier la maximisation d’un profit qui provient de la
péche, tout en conservant ’espece.

Dans ce chapitre, nous abordons I’étude d’un modele spatialement bio-économique
pour déterminer les bénéfices de la péche. Nous utilisons le modeéle de Leenheer [(3]

6



0.1. PRESENTATION

comme modele de base tout en tenant compte des courants marins,
d*u du
—D— = —pu—E@)u+r—k—
dz? a (z) dx (3)
u(0)=0, wu(L)=0
2u
La quantité —D—— représente les changements de la concentration de la biomasse
due aux mouvements de l’espéce, o D est le coefficient de diffusion. Aprés un

simple changement de variables, le probléme (3) est ramené au systéme d’équations
différentielles suivant:

du

gx
v
— = pu+ Bu — 1+ kv,
dx
uw(0) =0, u(L)=0.
A T’aide de la théorie du controle optimale, nous proposons une démarche permettant

de déterminer une stratégie de la péche pour maximiser le profit. Les résultats
obtenus seront illustrés par des simulations numériques.

:’U,



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

"Certains auteurs, parlant de leurs ouvrages disent:
Mon livre, mon commentaire, mon histoire, etc.
(...) 1ls feraient mieux de dire: Notre livre;

notre commentaire, notre histoire, etc.,
vu que d’ordinaire il y a plus en cela
du bien d’autrui que du leur."

Blaise Pascal

Pensée 64



CHAPITRE

Préliminaires

Le but de ce chapitre est de rappeler des résultats
concernant les théorémes de point fixe
et de préparer le développement
des autres chapitres.
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Nous introduirons certaines notions d’analyse fonctionnelle nécessaires a la suite
du travail. Nous commencons par présenter quelques résultats de ’analyse fonc-
tionelle.

1.1 Quelques notions de ’analyse fonctionnelle

Soit I un intervalle de R. Nous notons par X un espace de Banach et C (I, X)
I’espace de Banach des fonctions continues de I dans X muni de la norme,

[ ]| = sup |(£)] -
tel



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.1.1 Une partie A de C' (I, X) est équicontinue ssi

Ve e I,Ve> 0,35, >0/Nf e AVyel:|lz—y|l<d=|f(z)— fly)]<e

Définition 1.1.2 On dit qu’une partie A de C (I, X) est relativement compacte si
sa fermeture A est compacte.

Lemme 1.1.1 (Lemme d’Ascoli-Arzéla)
Soit A une partie de C' (I, X), A est relativement compacte si:

i) A est équicontinue dans I.
i1) A est uniformément bornée dans X .
Définition 1.1.3 L’application f : X — F' est dite complétement continue si:
i) f est continue sur X.
it) VB C X; B un borné implique que f(B) est relativement compacte dans F'.

Définition 1.1.4 [7]Soit Q un ouvert bornée de R™, la fonction f: R x Q — R est
dite L' Carathéodory si

1-t — f(t,x) est mesurable pour tout x € Q;

2-x — f(t,x) est continue pour presque tout t € R;

3- pour tout r > 0, il existe ¢, € L' (R) tel que

|f (t,z)| < @, (t) pour presque toutt € R, et pour |z| <.

Définition 1.1.5 Soit X un espace de Banach réel, ’ensemble non vide K C X est
appelé un cone de X si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) x € K et X\ >0 implique \z € K.

(i) x € K et —x € K implique x = 0.

1.2 Théorémes de point fixe

Les théorémes du point fixe se révélent étre des outils trés utiles dans le domaine de la
résolution des équations différentielles. Le théoréme du point fixe de Banach donne
un criteére général dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé
d’itération d’une fonction tende vers un point fixe. Trés différent, le théoréme du
point fixe de Brouwer n’est pas constructif : il garantit I’existence d’un point fixe
d’une fonction continue définie de la boule unité fermée euclidienne sur elle-méme
sans apporter de méthode générale pour le trouver. Les théorémes du point fixe sont
nombreux; en voici quelques-uns: Théoréme du point fixe de Browder, Théoréme du
point fixe de Borel, Théoréme du point fixe de Bourbaki-Kneser, sur les ensembles
ordonnés, Théoreme de Krasnoselskii, Théoréme du point fixe de Caristi, Théoréme
du point fixe de Earle-Hamilton, Théoréme du point fixe de Kakutani, Théoréme
du point fixe de Kleene etc.

Le théoréme de Krasnoselskii étant I'outil de base dans les deux chapitres suivants,
nous en donnons un petit apercu.

10



1.2. THEOREMES DE POINT FIXE

1.2.1 Le théoréme de Krasnoselskii

Le théoréme du point fixe de Krasnoselskii [59] ou théoréme de compression-expansion
de Krasnoselskii représente est une approche topologique pour ’étude des prob-
lemes nonlinéaires associés a des équations différentielles ordinaire ou intégrales,
et des équations aux dérivées partielles. Il est utilisé non seulement pour mon-
trer I'existence de solutions, mais aussi pour localiser les solutions dans un anneau
conique ou d’autres domaines de ce type. Une littérature riche a été produite sur
le sujet en théorie et applications. Krasnoselskii lui-méme dans [60] a appliqué son
théoréme pour I’étude des solutions périodiques pour un systéme d’équations dif-
férentielles ordinaires périodiques. Ce théoréme a connu plusieurs développements,
des variantes et des généralisations comme par exemple le théoréme Leggett [64],
théoréme de Avery et Peterson [3]. Dans ce travail, nous utilisons une de ses vari-
antes : "Théoréeme de point fixe dans double cones". Son énoncé est le suivant:

Théoréme de point fixe dans double cone [39]

Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et K un cone de X. Pour tout
a > 0, considérons les ensembles suivants:

K, = {zeK:|z|]| <a}
et
0K, = {zxe K :||z||=a}

Et, pour § : K — R, une fonction croissante continue ( i.e. continue et §(Az) < 0(x)
pour A € (0,1)), nous définissons les ensembles,

K(b) ={zeK:0(x)<bl, 0K(b) = {z € K : 0(z) = b},

et
K, (b)) ={x € K :a<||z||, (z) < b}.

Théoréme 1.2.1 soit X un espace de Banach réel muni de la norme ||.|| et K,
K' c X deux cones avec K' C K. Supposons T : K — K et T* : K — K sont
deuz opérateurs complétement continus et 0(x) : K — Ry est une fonctionnelle
continue croissante vérifiant 0(x) < ||z|| < 0.0(x) pour tout x € K', o & est une
constante positive, 6 > 1. S’il existe deux constantes b > a > 0 tel que

(C1) ||Tz|| < a, pour z € 0K,;

(C2) ||T*z|| < a, pour x € OK, et O(T*z) > b pour v € OK' (b);

(C3) Tw = T*x, pour x € K,(b) N {u: T"u = u}.

Alors, T a au moins deux points fixes y, et yo dans K, satisfaisant

0 <llpll <a<llgall, 6(y2) <.

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.3 Rappels sur les systémes dynamiques

Un systéme dynamique est défini par un systéme d’équations différentielles ordi-
naires (EDO). Pour plus de détails, nous référons le lecteur a [31].

Soient U un ouvert de I x Q et f: U — R™ une fonction continue, ot {2 est un
ouvert de R™ et [ est un intervalle de R. Une équation différentielle ordinaire (EDO)
du premier ordre sur U est une relation du type

’

z(t)=f(t z(t), (1.1)

notée

’

x =f(t, ).

1.3.1 Notions de stabilité dans R? :

La notion de stabilité permet de savoir le comportement des solutions lorsque le
temps devient grand, la stabilité posseéde un large éventail de définitions voir [56].
considérons le systéme d’équations différentielles ordinaires

{ zy = fi(z1, 22) (1.2)

vy = fo(w1, 12)

ou f1 et fy sont des fonctions des variables x; et x,.

Définition 1.3.1 un point d’équilibre de (1.2) est une solution constante ¢ = (x3, x3)
qui vérifie :

Remarque 1.3.1 Le plan (x1,15) est appellé plan de phase, de plus la représen-
tation des trajectoires dans ce plan de phase est appellée le portrait de phase.

Définition 1.3.2 (Linéarisation) Le linéarisé autour de [’équilibre (x5, x3) du sys-
téme non linéaire (1.2) est défini par

o o
(ya ) _ ( O (y7,23) O (af, x3)

0
yé a_fj(xixz) 3_m2<$1a332)

notée Y = JY

Ou J (x3,x3) est appelée la matrice jacobienne calculée au point (x%,x3), elle est
notée par J*.

det (J*) et Tr (J*) dénotent respectivement le détérminant et la trace de la matrice
jacobienne.

12



1.4. RAPPELS SUR LA THEORIE SPECTRALE

Théoréme 1.3.1 Soit le systéme non-linéaire (1.2) admettant un point d’équilibre
(a7, 2%) hyperbolique et tel que det (J*) # 0. Alors, dans un voisinage du point
d’équilibre, les portraits de phase du systéme (1.2) et sa forme linéarisée sont quali-
tativement équivalents.

Remarque 1.3.2 (x3,23) est appelé un point fize hyperbolique si toute les valeurs
propres de J (%, x3) ont la partie réelle non nulle.

Théoréme 1.3.2 [87] On suppose pour le systéme (1.2) que

det (J*) # 0,
Tr? — 4det (J*) > 0.

on a les résultats suivants:

1- Si det (J*) < 0 alors le point d’équilibre est un point-selle pour (1.2) .

2- Sidet (J*) > 0 et Tr < 0, alors le point d’équilibre est localement asymptotique-
ment stable.

3- Sidet (J*) > 0 et Tr > 0, alors le point d’équilibre est instable.

1.4 Rappels sur la théorie spéctrale
Soit X un espace de Banach réel associé a la norme notée par .|y :

Définition 1.4.1 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Un nombre A
complexe est une valeur propre de A s’il existe un vecteur u € X ; u # 0 tel que
Au = Au. Un tel vecteur est appelé vecteur propre de A.

Définition 1.4.2 Soit A un opérateur linéaire fermé dans X. L’ensemble résolvant
de A, noté p(A) est

p(A) = {)\ eC: (M- A)f1 existe et borné dans X}

i.e. l’ensemble des \ pour lesquels les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) (A — A) est injectif,

(1) Im (A\] — A) = X,

(111) (A — A)f1 est un opérateur borné.

On définit pour \ € p(A), la résolvante de A par

R(MA) = (M —A) .

Le spectre de A est l'ensemble o(A) = C\p(A).
On dit que \ est une valeur propre si X\ € o(A).

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.4.3 Soit A : X — X un opérateur linéaire. On dit que A est a
résolvant compact si R(\; A) : X — X est une application compacte pour un \ €

p(A).

Théoréme 1.4.1 (de Krein-Rutman) [90] Soit C' un cone, avec intérieur intC #
(. Si A est un opérateur compact strictement positif dans C, alors il existe u € intC
et il existe A > 0 tels que

Au= \u

De plus, X est l'unique valeur propre associée a un vecteur propre positif de A dans

C.

1.5 Controéle optimal

En mathématique, un systeme de contrdle est un systeme dynamique dépendant
d’un paramétre dynamique F (.) appelé le controle. Ce systéme peut étre modélisé
par des équations différentielles, intégrales...etc.
Nous avons en général un systéme a n équations différentielles du premier ordre sous
la forme:
{i—fzf(t,x(t),E) (1.3)
z(0) = z¢

ou f est un vecteur de n composantes f;, 2 = 1,...,n. f pouvant étre soit linéaire ou
bien non linéaire.

Pour bien manipuler le systéme (1.3) il faut détérminer un controle E* tout en
maximisant la fonctionnelle J définie par

It E) / LGt 20, B)dt

ol G : RxR"xR™ — R" est une fonction de classe C! et le temps final T' peut étre
fixé ou non. Donc le probléme de controle optimal se pose sous la forme suivante:

{ max J (t, E)  sur Ugg, (1.4)

sous les contraintes  f (¢, = (t), E(t)) = 0.

Notons par U,, ’ensemble des valeurs de controle E; tel que E € U,g.

Remarque 1.5.1 Ces controles sont & valeur dans un ensemble U,g C R™ o0 m
repésente le nombre de composantes du controle E.Comme nous le verrons
dans le chapitre 4, cet ensemble, peut étre un domaine fermé ou ouvert de R.
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1.6. PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGUINE

1.6 Principe du maximum de Pontryaguine

Avant d’énoncer le principe de Pontryaguine, introduisons quelques définitions et
propriétés essentielles.

Définition 1.6.1 (Hamiltonien) Considérons le systéme suivant

a/ (t) =/ (t’ Z (t) ] E@)) ) (15)

ot f: RT x R" x R™ — R est une fonction de classe C* dans R". Alors le
Hamiltonien H : R"™ x R" x R™ — R est la fonction définie par

H(z(t), A1), E(t) =G (at), E(t)+A"(1).f(z(t),EQ).

Théoréme 1.6.1 (Principe du Maximum de Pontryagin) [/0/] Si E*(t) est
un contréle optimal pour le probléeme (1.4), et x* (t) sa réponse, alors il existe une

fonction X : [0,T] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint tel que pour
tout t € [0,T7, on a

OH

(2" (1), A@), E*(1)), (1.6)

et
A1) =~ 90 (" (1), M), B (1)

Ainsi on a la condition de mazimisation pour t € [0, T

H(xz"(t), \N(t), E*(t)) = max H (2" (t), A(t), E(t)).

EcU,q

Remarque 1.6.1 Si f ne dépend pas du temps t, c’est a dire le systéme considéré
est autonome, alors le Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a

Vt e [0,7] max H (z*(t), A(t), E*(t)) = const

FEeU,q
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partie I

Probléme Impulsif
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CHAPITRE

Probleme périodique avec impulsions

Le but de ce chapitre est d’étudier la solvabilité d’un systéme
différentiel périodique du premier ordre
soumis & des impulsions.

Sommaire
2.1 Les conditions périodiques . . . . . ... ... ... .. 17
2.1.1 Introduction . ... ... ... ... ... .. ... 17
2.1.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . ... ... ... ... 19
2.2 Etude de l’existence de solutions positives ... ... .. 32
221 Exemple . . . .. .. 35

Ce chapitre est le développement de 'article [26]

2.1 Les conditions périodiques

2.1.1 Introduction

Nous étudions la solvabilité d’un systéme différentiel périodique du premier ordre
sous l'effet d’impulsions. Nous sommes particuliérement intéressées au probléme
suivant:

u; (1)
u; (t‘,g (t; ) IF (uy (tg) us (t1), k=1,.,p, i=1,2 (2.1)

;raz) i (1) = fi (tLua(t), us(t), L €T,
= u; (1)

to=0<t <. <t, <tpy1 =1, tgrpr1 = tx + 1, sont les cas ol les impulsions
se produisent, J = [0, 1]\ {t,..t,} et IF, fi, a; sont des fonctions vérifiant certaines
conditions spécifiées par la suite.
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CHAPITRE 2. PROBLEME PERIODIQUE AVEC IMPULSIONS

Certains cas spéciaux du probléme impulsifs (2.1) ont été étudiés par différents
auteurs [5], [19] et [67]. En 2002, Nieto [33, 84] a utilisé le théoréme de Schaeffer
[95] pour montrer I'existence de solutions pour le probléme périodique suivant dans
le casou a(t) =0eti=1:

u + F(t,u t))—()pp te[OT] t # 1y,
(()) %(k)_Ik )),k—l,..,p, (22)

ou F':[0,7] x R — R, est une fonction de Carathéodory et I, € C(R, R).
En 2007, Li, Nieto et Shen [67] ont étudié la solvabilité du probléme suivant:

u + M= f(t,u), t #ty, t €[0,T]

u (tﬁ) —u (t,;) =I*(u(ty)), k=1,..,p, (2.3)
u(0) =u(T)

ou A # 0et f e C(0,T] xR,R),I* € C(R,R), par le théoréeme de Schaefer, ils
ont montré que (2.3) présente au moins une solution lorsque les conditions citées
ci-dessous sont vérifiés,

LIf(t,w)| < lul, (t,u) € [0,T] x R,

2.|IF(u)| < cpyu e Ry k=1, ..., p,

3. < L.
ouletc (k=1,..,p) sont des constantes non négatives.
En 2006, Li et Shen ont prouvé I'existence de solutions positives pour le probléme

suivant

u () +a(tyu(t) = f(tu), t #t, t€[0,T],
u(tf) —u(ty) =IF(uty), k=1,..p, (2.4)
u(0) =u(T).

)
oua e LY[0,T],R) et f € C([0,T],R) est une fonction T-périodique satisfaisant
a(t)f (t,u) > 0 et a(t)I* (u) > 0 pour tout u € RT et pour p.p t € [0,1]. Par
le théoréme du point fixe de Krasnoselskii, les auteurs ont montré I'existence de
solutions pour le probléme (2.4) sous des conditions suffisantes.
Dans [74],Y. Liu a établi l'existence d’au moins trois solutions positives pour (2.4)
en utilisant le théoréme du point fixe de Leggett-Williams, dans le cas ou f et I*
sont des fonctions positives f (t,u) > 0 pour p.p. t € J, u(t) € [0, +oo|, et I*
(k =1,..p) sont continues tel que I* (u (t)) > 0 pour tout u (t) € [0, +oc].
En 2013, Yang [108] a étudié le systéme singulier du premier ordre de n dimensions
suivant,

w;, (1) + ai(t)u; (1) = b; (t) fi (£, u, ..o un) 4+ Aes(t), t €T,

U (tk*) — (t,;) = MF(uy (t), . un (tr), k=1,..,p, (2.5)

u; (0) = u; (1)
ol A > 0 est un parametre, a;, ¢; € C' (R, R), b; € C' (R, R\ {0}) sont des fonctions
1-périodiques pour i = 1,..,n, et les f; sont continues sur .J " et & valeurs positives
avec f; (t,u) est continue & gauche en t = ¢, la limite a droite f; (t;:, u) existe, et
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2.1. LES CONDITIONS PERIODIQUES

IFecC (RZ’;,RJF) ,k=1.,p;1=1,.,n. Par le théoreme du point fixe de Kras-
noselskii 'existence de solutions du probléme (2.5) a été obtenue sous des conditions
suffisantes.

Motivées par les travaux [108] et [112], nous étudions dans ce chapitre, ’existence
et la multiplicité de solutions positives de (2.1) dans le cas ou f change de signe en
utilisant le théoreme Krasnoselskii dans double cones.

Les hypothéses considérées dans notre travail sur f et I sont:

1
(H1) (i) a; € L' (J',R), telle que [ a;(t)dt > 0 pour i = 1,2.
0
(it) IF € C (R%,R), avec IFP = 1k pour k=1,.,p,i=1,2.
(Hy) (i) fi:J xR, x R, — R est une fonction L'—Carathéodory, et, f; (t,u1,us)
est continue & gauche en t = 1y, et la limite a droite f; (tz, Uy, u2) existe, pour

i=1,2,
(i) pour tout t € J', fi (¢,0,0) > (# 0), pour i = 1,2.

2.1.2 Reésultats auxiliaires

Nous présentons quelques lemmes importants qui seront utilisés dans la preuve de
notre résultat principal.
Tout d’abord, définissons I’espace E par,

poo U J — R, continue en t # t;,, continue & gauche en
" | et la limite & droite u(t)) en t = ¢ existe, pour k =1,...,p. [’

et I'espace de Banach X = PC x PC, muni la norme,
2
[ (ur, up) [ := 22 sup |u; (£)]
i=1t€[0,1]

Nous utilisons la notation < pour l'ordre sur X, défini par

uy (t) <wi (1),

us () < vp () PO tout ¢ € [0,1] .

(ur,u2) = (v1,v2) & {

De plus, nous notons (.)" la partie positive, c.a.d pour tout B dans R
B" := max(B,0),
Le lemme suivant transforme (2.1) en une équation intégrale.

Lemme 2.1.1 (uy,uy) € X est une solution de (2.1) si et seulement si (uy,us) est
une solution du systéme suivant:
1 p
U; (t) = sz (t, S) fz (S, Uy, UQ> ds + Z Gi (t, tk) ]zk (ul (tk) , U (tk» s (26)

0 k=1
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CHAPITRE 2. PROBLEME PERIODIQUE AVEC IMPULSIONS

pouri=1,2ett € [0,1], ou

e—wi(t)-i-wi(s)

m st 0 S S S t S 1,
Gi(t,s) = e—wi(el)—wi(t)-i-wi(s) (2.7)
s10<t<s<1,

1— e*Wi(l)

avec w; (t) = bfai(s)ds.

Preuve: Etape 1: Montrons que, si u; est une solution du PBVP (2.1) alors u;
satisfait (2.6). En effet;
Soit
ilt) = ¢ Oug (1), ¢ € [0,1] (2.8)

ou u; (t) est une solution de (2.1).
En dérivant (2.8), nous obtenons pour ¢ € .J'

!

yi(t) = e Oug (1) + ag () e O (1)
i [—a; () u; () + fi (t,un (1), ug ()] + a (t) e Ou, (t) .

Par conséquent pour i = 1,2 on a

yi(t) = e O fi (tur (t) ,ua (1))
Ayz<tk) = ewi(tk)-[ik (ul (tk> , U2 (tk)) ) k= ]-7 Ry
)

y; (0) = e—willy, (1).

utilisant Uintégration de y;(t) = e“*®) f; (t, u1, uz) de 0 & ¢, nous obtenons
t1
yi(ty) = yi(0) + [ f; (s,u1 (s) ,uz (s)) ds, i =1,2,
0

et l'intégration de ¢; a t avec t €]ty t5], donne

t
yi(t) = yi(t) + e fi (5,u1 (s) ,ug (5)) ds, i = 1,2. (2.9)
t1
Depuis
Ag,(te) = e OIF (u () suz () k= 1, .oopyi = 1,2 (2.10)
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nous pouvons écrire,

yz(tf) = yz(tl) + ]il (Ul (tl) , U (tl)) Gwi(tl), = ]_, 2, (211)

Par (2.9) et (2.11) nous obtenons,

i(8) = 9i0) + [0 fi .01 (), (5)) ds T (ua (1) (1)), 7= 1,2

En répétant le méme raisonnement pour les autres points t, k = 2, ..., p, nous trou-
vons pour tous ¢ € [0,1]

yi(t) = 4i(0) +Ofte“”(5)fi (s,ur(s) g () ds + Y I (uy (th) uz (1) -

0<tp<t
Ainsi, a partir de y;(0) = u;(0), ¢ = 1,2 et de (2.8) nous avons ’égalité suivante
¢
e Ou(t) = wi(0) + [e* O f; (s,uy (s),uz(s))ds
0

+ 2 ewl(tk)llk (ul (tk;) 7u2 (tk>) )

0<tp<t

qui s’ecrit pour t = 1,

€wi(1)ui (1) _ Uz(()) + Ofewz-(S)fi (5, Uy (s) , Ug (5)) ds

n Z ewi(tk)]ik (Ul (tk) , U (tk)) )

0<tr<1

La condition de périodicité u;(0) = u;(1), i = 1,2, donne,

(1= Y (0) = [ f (5w, (5) sy () ds
0

+ > e IE (g () un (t))

0<trp<1

ce qui implique que
1
wi(t)=(1- e‘“’i(l))f1 Jewie)meimeilt) £ (s, uy (s) ,ug (s)) ds
t
LY et 1 (g (8) g (t)
t<tp<1

t
_I_j‘ewi(s)—wi(t)fi (3, Uq (S) , U2 (S>) dS
0
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+ Z ewi(tk)—wi(t)]ik (Ul (tk) , Ug (tk)) .
0<tp<t
Il s’ensuit alors

t
ui(t) = (1 - 6_“”(1))71 Je @ i (s,uq (s) ug (s)) ds
0

+ 3 ewi(tk)_wi(t)]ik (ur (k) ua (te))

0<tp<t

1
_|_fewi(8)—w1:(1)—wi(t)fi (5, U1 (3) , U2 (5)) ds
t

+ 3 eilmama I (uy () ua (1)
t<tp<l
Sachant que

z I () s () = % I (ur () s (1)

0<trp<1
= > IF(u (te),ua (te) + > IF (ur (t) s ua (),
t<tp<l 0<tp<t

Il en résulte, pour i = 1,2, et t € [0, 1],

u; (t) = /0 Gi(t,s) fi (s,u1(s),us(s))ds

3G () T (un (1) s (1))

k=1

Etape 2: Montrons que, si (u;, uy) satisfait (2.6), alors (uy, us) est une solution du
probléme (2.1).
Soit t € .J' alors

! l

P

il (1) = [fG (t,5) i (5.1 (5) s <s>>ds} " {z G (1) IF (s (1) v () |

{ J Gt 5) £ (s, (5) s () ds] ()G (t5) £ (5, () s (5)) ds

+fi (t’ Uy (t) ) U2 (t)) )

et

!

Gy (t, 1) I} (un (1) , u2 (tk))] ——az()é i (6 t) I (ua (th) iz (1)) -
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Donc,
() = —a(t) (fG (t,5) fy (5,1 (5) s () ds
+ ki Gi (b 1) I (uy (80, s (tk))>
+ fi (tuy (), uz (1))
D’ou

Par conséquent

wi () —wi (t7) = IF (uy (t) ua (1)) b = 1,0y py 1w (0) = 15 (1)

Remarque 2.1.1 De la formule (2.7), nous déduisons que si w;(1) > 0 alors
Gi(t,s) >0, Vt,s €[0,1].

Comme extension du résultat précédent, nous présentons le lemme suivant qui
est trés utile pour la construction des cones K et K’ cités dans le Théoréme 1.2.1.

Lemme 2.1.2 Soit a; satisfaisant (Hy). Si pour tous (uy,us) € X,

1

[F:(ssun,uz) ds + kﬁ T (un (t) , up (1)) > O,
0 =1

alors, la solution (uy,us) de (2.1) vérifie u; (t) > o; ||u;]| ou

0, = 77 Z:1a2a

Bi

1 1 1 1
auec p; = Ty €XD (—fa;r(T)dT) , B; = T own@ &XP <0fai (T)dT) .

0

1 1
Remarque 2.1.2 0; = Z_Z = exp — ({ (af (1) + a; (1)) dT) = exp — <0f la; ()] dT)
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Preuve: Soit a; (t) = max{0,a;(t)} et a; (t) = max{0, —a;(t)}, alors
lai(t)| = a; (t) +af(t) et a;(t) = af(t) —a; (t), i =1,2,

pour (uy,us) une solution du probléme (2.1), nous avons par le Lemme 2.1.1, que

u; (t) = flGi (t,s) fi(s,ur,u2)ds + 19217:1 Gi (t, ) IF (uy (1) ,ug (), 1= 1,2.

0
Comime
([ o—wilt)+wi(s)
S si0<s<t<1
— —e i
Gi (tv 5) - e—wi(l)—wi(t)-i-wz'(s) )
k PRy si0<t<s<l1
( 1 t
T o &P (‘f () dT)
= 1 3 + 1
PR exp(— (fai (t)dr + [a;(T) dT)
\ 1l —e ™ 0 s
1 1
< ———=exp([a; (1)d7),
1 — e« bf
et
( e—wilt)+wi(s)
T Hfo<s<t<l1
_ — e
G;(t,s) = e—wil)—wi+wi(s)
\ o if0<t<s<l1
4 t
—f(li(T)dT 1
e s —fa:r(r)clr
— e—wi(1) 0
= L P 1 > 6—_“(1)7
_ (fai(r)dr+fai(7)dT) 1 - ¢ '
0 s
e
\ 1 —ewill)
alors
1
fa;(’r)d’r
e0 1 Py .
il < fffi (syur,ug) ds + > I7 (un (k) ,uz (th)) , i = 1,2,
1—ewilly k=1
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et
1
7fa2'(7)d7
e 0 1 L, .
w; (t) > mffz (s,ur,ug)ds + > 17 (uq (tg),ug (tg)), i =1,2.
- o k=1
Il s’ensuit que
1
7faj(7)d*r
e 0
ui (t) = —; Juill = o fJusll, t €[0,1],
fa;(T)dT
€0
ou
/
, = J lai(r)ldr
o, =Hi— o =12
B
[ ]

Dans la suite nous prouvons des résultats auxilliaires formulés sous forme de
lemmes permettant de vérifier toutes les conditions du Théoréme 1.2.1 et donc la
possibilité de son application.

Soit Xy C X, le sous-espace des fonctions 1-périodiques, i. e

Xo = {(u1,us) € X,uy (0) = uy (1),u2 (0) =usz (1)} .

Définissons les ensembles K et K dans X par

K:{<U,1,U2) GX, Uz<t> ZO, i:1,2, t e [0,1]},

et
, <U1,U2) c Xo, U <t+) > 0, U; (t_) > 0, t e [0, 1] s
K :{ inf w; (t) > o ||u, i=1,2 7 (2.12)
te(0,1]
ol ¢ = min {o:}.
Il est clair que K, K sont deux cones dans X, tels que K’ C K.
De plus, nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.1.3 soit 6 : K' — R définie par
0 = inf t inf t 2.1
(w1, u2) telf(l),l}ul (t) + tel%,l}UZ (t), (2.13)

alors, 6 est une fonction croissante continue satisfaisant

1
9<U1,U2) < H (UI’UQ) || < ;9 (ulau2)'
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Preuve: Montrons que la fonction 6 est continue i.e

Ve > 0,36 > 0,YU,U° € K, |U - U"|| <6 = |0(U) - 0(U°)] < e.

2
ot [U = U°| = 32 sup |u; (t) — uj (£)] .
i=1 teJ

Soient U, U° € K’

0(U) —6(U°)| = inf u(t)+ inf up(t) — ( inf u (t) 4+ inf u) (t))

te[0,1] te[0,1] te[0,1] te[0,1]

IN

uy () + ug () — (teh[éfuu? () + tei%fl]ug (t))

< sup uy (t) + sup ug (t) — < inf uf (t) + inf u) (t))
tefo,1] te[0,1] t€(0,1] t€[0,1]

< ( sup uy (t) — inf u? (t)) + ( sup ug (t) — inf ud (t))

te[0,1] t€[0,1] te[0,1] t€[0,1]

alors

6(U) — U] < | sup (ur (1) —u (1)) + sup (s (1) — w3 (1)

te0,1] te[0,1]

< sup (Jus (6) = uf (¢)]) + sup (Juz (t) — g (¢)]) = ||[U = U°||
te0,1] t€[0,1]

< 4

alors il suffit de prendre £ > 9, donc 6 est une fonction continue.
et pour (ug,uz), (v1,v2) telle que (uy, us) < (v1,v2).
Par définition de < sur X, on a

up () < vy (t)
{wwsW@>W€””’

alors

inf Uy (t) < inf U1 (t)

t€[0,1] T telo,1]
inf uy (t) < inf vy (t)
tel0,1] te[0,1]

par conséquent

inf inf < inf inf
e . e i

et par (2.13) nous avons 6 (u1,us) < 6 (v1,vs), donc 6 est une fonction croissante.
Pour (u1,us) € K', 0 vérifie,

0 (ur,uz) <|| (u1,u2)|l,
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et par la définition (2.12) on a if(l)fuui (t) > o ||u;]| , alors,
te|0,

inf inf >
tel%71]UI (t) + telf(l),l}w (t) > o [[(u1, u2)|

donc,
0 ((u1,u2)) > o || (ur, uz)| -

Par conséquent,
1
0 (u1,uz) < [| (ur, u2) || < ;9(7«61;“2)-

|
Définissons les opérateurs suivants 7; : K — K, T} : K' — K' et A; : K — X,
i = 1,2, telle que pour tout ¢ € [0, 1],

Ty (uy,u9) (t) = <£G1 (t,s) f1(s,us,us)ds+ kzp:l Gy (t,te) IT (uy (tr) , uz (tk))> ,

Ty (ur, ) (1) = (fG (250 o (s, 0) s+ 35 G (1) 1 o 6 <tk>>) ,

1

Al (ul, Ug) (t) = fGl (t, S) f1 (S, Uy, Ug) dS + kzpjl Gl (t, tk) [{c (’LL1 (tk) , U (tk)) 3

0
1

Ay (ug,ug) (t) = ‘({Gg (t,8) fa(s,ur,uz)ds + kzp:l Gy (t,te) I (uy (te) ,uz (t)),
et,

Ty (u1,ug) (t) = [G1(t,s) fi (5,u1,u2) ds + Xp: Gy (t,t1) IF (uy (t) ,uz (t))

0 =1
1 p

T5 (uy,ug) (t) = [Ga (t,s) f3 (s, u1,up) ds + ];1@2 (t ) I8 (un (1), u2 (B))
0 -

soit
T (ur,uz) () = (T (ur, u2) (), T (w1, uz) (1)),

A (u1, up) (£) = (Ar (ug, ug) (£) , Az (u1, us) (1)) ,
T (uy, up) (t) = (17 (ur, uz2) (8), T3 (w1, up) (1)),
Pour (uy,us2) € X, nous définissons la fonction ¥ : X — K telle que:

(U (u1,u9)) (t) = (max {uy (t),0}, max {uy (t),0}). (2.14)

De (2.14), nous avons,
T =VoA.

Nous présentons dans la suite des propriétés des opérateurs A, T' et T™*.
Lemme 2.1.4 Soit A: K — X est complétement continue.
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Preuve: Etapel: Montrons que A est continue.

Soit (Uy),,»; une suite des éléments de K tel que U, = (u,

n?

u?), ou U, = U tel

— (a1 2V o1 1 2 2
queU—(u,u),l.e. u, — uetwu, — wu° et montrons que

n—-—+o0o n—-+oo

|A; (U,) (1) — A, (U)(t)] — 0; 1=1,2.

n—-+4o0o

Alors,

1

fGl (t7 8) [fl (87 Un) - fl (87 U)] ds

0

[4; (Un) (1) = Ai (U) (1) =

3Gt ) (IF (U, (1)) — IF (U (1))

k=1

D’autre part, puisque f; (s, U) et I¥ (U), i = 1,2 sont continues par rapport a U
alors

n—-4o00 Z: 172

|78 (Un (t)) = IF (U ()] — 05

{Ifi(t,Un)—f,-(t,U)l — 0.
n—+oo
D’ou
1

|4; (Un) (t) = A (U) (t)] < OfGi (t, )| fi (s, Un) — fi (s,U)| ds

n z Gy () |1 (U, () — ¥ (U (1))

IN

1
Ofﬁi |fi (s,Un) = fi (s,U)| ds

4 z B, |1 (U (1)) — I (U (1))

Il en résulte que

[Ai (Un) = A (O)| — 05 0=1,2.

n—-4o00

Donc A est continue.

Etape 2: Montrons que l'image d’un borné par 'operateur A est bornée.

Soit B C K une partie bornée , alors il existe r > 0 telque YU € B, on a |U|| <.
Comme les fonctions f; (s,U) et IF(U), i = 1,2 sont continues par rapport a U
alors de,,cp,, > 0. tels que VU € B
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Donc

A (U) ()] =

flGZ t,s) fi (s, U)ds—i—ZG (t, te) IF (U (t1))

k=1

IN

1
szts]flsU)|ds+ZG tte) | IF (U (t1)))
0

IN

ﬁi |:CT + Z Ck,r:| .
k=1

Ainsi A(B) est bornée dans X.

Etape3: Montrons que A(B) est équicontinue

A(B) est équicontinue si et seulement si Ye > 0,3n > 0,Vty,ty € J,VV € A(B), |t; —t2| <
n = |V(t1) — V(tz)‘ < E€.

Comme V € A(B), il existe U € B tel que V = A(U).

V(t) = V(tz)| = [AU)(t) = A(U)(12)]

Ofl' tl, Gi(tQ,S)]fi(S,U>d8
+ 2[ (ta ) — G (b, 8] T (U ()
< Of\Gi (t1,5) — G (t )| | fi (5.0 d

4 z G (b, ) — G (ta t) | | 1 (U (1))

La continuité de G' nous donne que
|t1—t2\—>0
Les fonctions f; (s,U) et If (U), i = 1,2 sont bornées , alors
V(t) = Vit)l = [AU)(0) - AO) )] 2 0
Le théoréme d’Ascoli-Arzéla implique que A est complétement continue. m

Lemme 2.1.5 T*: K — K' est complétement continue.

Preuve: Soit U € K', avec U = (uy,uy), pour tout ¢ € J', alors

T (U(t) > / i [F (5,0)] ds + z 15 (U (1)) .t € [0.1

= o [ Bl D] ds o 3 BT U ()

29



CHAPITRE 2. PROBLEME PERIODIQUE AVEC IMPULSIONS

alors, T* (K') C K'et (H,),(Hsy) implique que T* est continue et on a T™* (K’) est
fermé alors il suffit de montrer que 1™ (K /) est borné.
Alors pour U € B(0,7),U € k', oy sup |17 (U)| < TF (U(t)) < || Ty (U)|| < Const,

te[0,1]
alors T (K /) est borné donc T* : K — K est complétement continue
[ |

Lemme 2.1.6 (ug,us) est une solution du probléme impulsive (2.1) si et seulement
si (uy,us) est un point five de l'opérateur A.

Lemme 2.1.7 Si A: K — X est complétement continue, alors Vo A : K — K est
complétement continue .

Preuve: L’opérateur A étant complétement continu alors A est continue et trans-
forme tout ensemble bornée de K en un ensemble relativement compacte dans X.
Soit D C K une partie bornée, Ve > 0, 3 L; = (z;,y;) € X,i = 1,2,...,m, telle que

ou B (Lj, &) := {(ur,u2) € K : [Juy — x| + [Juz —wil| <&}
Pour chaque (z*,y*) € (Vo A) D, il existe (i, @) € AD, de telle sorte que

(x*,y") = (max {i‘,()} ,max{@,O}) :

Nous choisissons un L; = (%3, 9;) € {L1, La, ..., L, }, tel que

|z — || + ||y — ] <e

De,

le* =&l + Nl = 5ill < |lo =& +[]y - %l <,
nous avons (z*,y*) € B (Zi,5> donc (¥ o A) D est relativement compacte. Par 1

acontinuité de A, nous avons pour chaque € > 0,1’ existance d'un n = 7 (g) > 0 tel
que

A (z1,91) — A(r2,90)|| <,

si|lzr — 22 + |ly1 — 2ll <n. Alors

[(WoA)(z1,91) — (¥ o A) (22, 2)|
= [[(max{A; (z1,41),0} — max {4 (z2,42),0}),
(max {As (z1,y1) ,0} — max {As (22, 2) . 0})||
< A (z1,91) — Av (22,92) 5 Az (21, 41) — Az (22, 1) |
= Az, 1) — A(22,92)]
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puisque A est continue dans K alors on a

[(FoA)(z1,y1) — (Vo A)(zg,p0)|| <e,

pour [lzy — 2| + flyr — well <7
d’ot, ¥ o A est continu dans K et ¥ o A est complétement continu. m

Lemme 2.1.1 Si (u1,us) est un point fize de T, alors (uy,us) est un point fire de
lopérateur A.

Preuve: Supposons que (u1,uz) est un point fixe de T alors il suffit de montrer
que A; (ug,ug) >0,7=1,2, pourt € .J .

Par absurde, s'il existe t* € J et i = 1,2 tel que u; (t*) = T} (u1, uz) (t*) = 0, Mais
a ce point, nous avons A; (uy,us) (t*) < 0.

Par la continuité de A;, il existe un voisinage de t* ou A; (ug,uz) (t) < 0. soit
(s1,s2) lintervalle maximale contenant t* telle que A; (u, us) (t) < 0 pour chaque
te (81, 82) et A; (Ul,UQ) (SZ) =0.

Par la définition de A;, on a

!

(A; (ug, 1)) (t) = —a(t)A; (ur,ug) (8) + f; (b uy, ug), Yt e J.

Pour chaque t € [sq, $9] ,
(Ai (u1,u)) (t) = fi(¢,0,0). (2.15)

Par (H,), nous obtenons

(A; (u1, uz)) (£) >0, VE € [sq, 59 (2.16)

1°7¢ cas si sy < 1 alors A; (ug, us) (s2) = 0. ainsi (A; (u1,us)) (s2) > 0, par (2.15) et
(Hy) il s’ensuit que (A; (ug, uz))/ (t) > 0, Vt € [s1, s2] . Si nous supposons que s; = 0,
alors

(A; (ur,u2)) (s1) = (A; (ug,us)) (0) > 0. Depuis A; est croissante sur [sy, o] im-
plique que A; (ug, u2) (0) < A; (u1,uz) (s2) = 0. Contradiction avec A; (uy,us) (0) =
u(0) > 0.

Si s; > 0, nous obtenons 0 = A; (uy, u2) (s1) < A; (u1,us) (s2) = 0, Ce qui est con-
tradictoire.

2'm¢ cas: Si s; > 0 alors A; (ug,us) (s1) = 0 et A;(ug,uz)(t) <0, Vi € (s1,59) im-
plique que (A; (u1,us)) (s1) < 0 et par (2.16) nous obtenons (A; (u, us) (s1)) = 0.
Donc, nous avons une contradiction avec le fait que A;(uq, u2)(t) < 0 Vt € (s1, s2).
[
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2.2 Etude de l'existence de solutions positives

Dans cette section, en utilisant le théoréme du point fixe dans double cones, nous al-
lons prouver l'existence de deux solutions positives du probléme (2.1). notre résultat
est formulé comme suit:

Théoréme 2.2.1 Soit le probléeme (2.1) sous les hypothéses (Hy) et (Hz), si de plus
il existe des constantes positives a,b,c, \;, i = 1,2 avec
O<£<a<ab<b, A+ < 1,
o
telles que, pouri=1,2,

(H3) f; (t,u1,uz) >0, pour tout t € J, | (w1, us)|| € [e,b].

(Hy) B; (Mg +pr) < \a,

(H5> fZ (tau17u2) 2 Mi_y pour tout t S J/? H(ul?uQ)H S [Ub’ b])
ou

Mia = sup |fi(,ui,u2)| et M;, = sup |If(.,u1,u2),k:1,...,p.

Il (u1,u2)l|=a ll(u1,u2)([=a

Alors, le probléme (2.1) admet au moins deuz solutions positives (uy,uz) et (uf,ul)
satisfaisant,

0 < [[(ur, u2) || < a <[ (u7,u3) (], 0((ui,u3)) < ob.

Preuve: Pour (ui,us) € 0K,, par (Hy) nous avons

T (ua; uz) ||

= max (fG (t,s) fi(s,ur,uz)ds + Z Gi (t, ) IF (uy (t1) , ug (tk)))

te[0,1]

1
= max max {fGZ (t,s) fi (s,u1,uz)ds

te[0,1] 0

3 (1) IE (un (1) g <tk>>,0}

k=1

P
< max (fG (t,5) fi (s,ur,uz) ds + 30 G (t, 1) I (un (), uz (%)))
€ k=1
S /Bz (mi,a +pMi,a)
< \a.
Par suite
T (wr,u2) [| = [|T (wr, u2) | + |13 (ur, uz) ||
< AMa+ Aaa
< a.
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Donc, (C}) du Théoreme 1.2.1 est satisfaite.
Pour (u1,uy) € OK,; par (Hy) nous avons

|75, uz) ||

= max (fG (t,8) fi7 (s,u1,us)ds + Z Gi (t,ty) LT (uy (1), ug (tk)))
te[0,1] k=1

< BZ (mz,a +pMz,a)

< \a.

Nous obtenons également

T (u, u2) || T (ury up) || + |75 (u, u2) ||
>\1a—|—)\2a

a.

IN A

Pour (uy,us) € OK' (ob), (i.e. 0 (uy,us) = ob.), nous avons par le Lemme 2.1.3

ob < ||(ur, ug)|| < 0.

D’autre part, pour (ui,us) € K' nous obtenons

0 (T* (ug,ug)) = inf {flGl (t,8) fiF (s,u1,us) ds + f: Gy (t,te) IF (uy () , ug (tk))}

tel0,1] |o

+ inf |:fG2 (t,8) fof (s,u1,us)ds + Z Gy (t,t1) I (uy (), us (tk))]

>0 0fG1 (t,s) fi (s,ul,u2)ds+kZ_:1G1 (t,t5) I8 (uy (), ug (tk))H
+o Ofle (t,8) fo (s,u1,uz) ds + é Gy (t, ) IF (ur () , uz (tk))‘
—Ut:é}:;] fG1 (t,s) fi (s, ul,uQ)ds+l;1G1 (t,te) IF" (uy (), ug (1))
—|—(7t21[ép1] fG2 (t,8) fof (s,u1,us) ds+k21G2 (t,tr) I5" (uq (t) ,ug (1))

La remarque 2.1.1 1mphque que

0 (T (u1,u2)) > o sup fGl (t,8) fi" (s, w1, up) ds+2 G (8, tk) I (un (1) , ua ()

telo, 1]0 k=1
+0 sup sz (t,8) fo" (s, w1, up) d3+z Ga (1, tk)] (wr (te) s u2 (tr))
telo, 1]0 k=1
> o sup fG1 (t,s) fi (s,u1,us) ds+o sup fG2 (t,8) fof (s,u1,u9)ds
t€l0,1]0 tel0,1]0
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>0 mf fGl (t,s) fi (s, ul,u2)ds+a 1nf fo Gy (t,s) f3 (s,u1,uz) ds.

t€f0,1
Par (Hs), nous obtenons

b b
o(T* >o— inf [Gy(t,s)d — inf [Go(t,s)ds,
(T (uy,us9)) Uulteu[él]{ 1(t, s) s—l—al% el? f 2 (,5)

pulsque 1nf fo (t,s)ds > p;, nous avons

O(T" (uy,uz)) > ob+ob
> ob.

Donc, (Cy) du Théoréeme 1.2.1 est satisfaite.

Soit (uy,us) € K, (0b) N {(ur,us) : T* (u1,us) = (ur,uz)}, ie. 0 (ur,uy) < ob et
|| (u1, uz) [[>a.
Par le Lemme 2.1.3, nous avons

c’est-a-dire
I (u1, ug) || <D,

et
0 (ur,u2) > of| (u1,u2) ||, avec |[ (u1,u2) || > a.

Puis, a partir de ¢ < a < b nous avons

0 (uy,us) > oa > c,

donc )
[ (uy, ug) || > —c.
o

Alors, pour (uq,us) € K(;(O'b) N {(ug,ug) : T* (ug, us) = (ug,us)} on a

c < || (uy,u2) || <ob<b.

Par (H3), nous obtenons
i (5,1 (s)  uz (5) = fi(s,u1 (s) uz (5))
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ceci implique que T (ug, us) = T (uq, uz) . Donc, (C3) du Théoreme 1.2.1 est satis-
faite.

Par le Théoreme 2.2.1 et le Lemme 2.1.1, le probléme (2.1) admet au moins deux
solutions positives (u1,us) et (uf,u}) telles que

0 < |[(u,ug) || <a <[ (uf,uz) |, 0 (uy,u3) <b.
Ce qui achéve la preuve. m

2.2.1 Exemple

Nous proposons I’exemple suivant, en considérant des valeurs spécifiques de a;, IF
et f;. Précisément soit le systéme suivant,

(wy () + (sin (27t) + 12) wy (8) = f1 (G ua(t),ue(t), teJ,

uy (t) + (cos (2mt) + 2) us (1) = fo (tua(t), us(t)), teJ,

u(3) —w (3) = cos (wr (3) +uz(3)) (2.17)

up (37 ) —ua (3 ) =sin (ur (5) +u2(3)).

(51 (0) = Uy (1) , U (0) = U2 (1) .

ouJ =[0,1\{i}, p=1,
2—32(U1+U2)2 U1+U2€[O,%[
—13+ 14 (ug + ug) Uy + ug € [%,1[
fi(tug,ug) = g(t) 4 14 1= 1n (ug + ug) uy +ug € [1,6[

1+ 06 4 8((uy + up)® — 36) uy + uy € [6,16]
6+ 1761 — ((ur +uz) — 16)°  uy + up > 16

( \/_(1—\/_\/ U1+U2> ur +uz € [0, 5[
\/_—\/_+((u1+u2) 5) ur+us € [3,1
f2<t’u17u2):g<t> \/_—\/_+ +60V U1+U2 u1+u2€[1’6[
V234 Evh+1 +20((u1—|—u2)2—36) uy + uy € [6,16]
[ V2 VB4 2B+ 10 2100 () + us) — 16)° iy +up > 16

et, g : R — R, 1-périodique, défini sur [0, 1], par

" (4(?5%))2» 61 1) site[0,3]
A=) e (2 ) sive ]l
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D’apres le Théoréme 2.2.1 le probleéme (2.17) admet au moins deux solutions posi-
tives. En effet, pour

2 1
=1,a=6,b=16, \y ==, Ao ==
c , @ ’ ) 1 37 2 37
et par la définition de p,, [3;, nous avons,
16 N115N163ﬂ"“116
H= 95 2= 500 P17 1000 72 1007
64 . .
Alors 0 = {5 et il est facile de voir que
In6 1 1
a — 1 s a — - V3 —V5H a9
my, e V2 f+60\/_+2
M, = 1,i=1,2
et pour i =1, 2,
fi(t,ul,UQ)ZO, telJ etU1+U2€[C,b],
Bi (Mia +pM;a) < Nia,
fi(t ug, ug) > ui-’ teJ etu +uy € [ob, D],

Donc, les conditions du Théoréme 2.2.1 sont donc satisfaites. Alors le probléme
(2.17) admet au moins deux solutions positives.
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CHAPITRE

Probléme avec des conditions intégrales

Le but de ce chapitre est ’étude de la solvabilité d'un systéeme

différentiel impulsif du premier ordre avec

condition intégrale.
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3.1 Les conditions intégrales

Nous présentons dans la suite un résultat d’existence pour un probléme différentiel
impulsif du premier ordre avec condition intégrale, nous développons le travail [27].
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3.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le systéme impulsif suivant,

g (t) + a; (), (1) = f; (¢, ul( ), U (t)) pour telJ,
Au; (tg) :uz( ) uz( f s (tg)) k: L..,p,

YU ( ) - 5u1 fgl (S)

=12 (3.1)

oﬁOSai<Bi§1,’y,5>0,t0:0<t1<..<tp<tp+1—1 sont les instants
ol les impulsions se produisent, J' = [0, 1]\ {t;..t,} and IF, f;, a; sont des fonctions
satisfaisant certaines conditions spécifié par la suite.

Au cours des derniéres années, le probléme de l'existence et de la multiplic-
ité de solutions pour (3.1) sous différentes conditions aux limites a requ beaucoup
d’attention voir [1], [67], [69], [70] et les références citées.

Dans [100], par le théoréme de point fixe de Krasnosel’skii, les auteurs ont prouvé
I’existence d’une solution positive pour,

W) 0] = 1) K= 1, (32

oll A est un paramétre positive, i est une fonction positive intégrable et f, I* sont
des fonctions continues positives, pour k = 1,..,p.

Dans le but de généraliser [100], nous étudions dans ce chapitre, Iexistence et
la multiplicité de solutions positives de (3.1) dans le cas ou f change de signe en
utilisant le Théoréme 1.2.1 ol f et I* satisfaisant les hypothéses suivantes:

(H1) a; € L' ([0,1] ,R™), I}f € C (RZ,R) pour, k =1,..,peti=1.2.

(H2) g; € L'[0,1] non négative, pour i = 1,2 et

v — el — fg e i Mdr > 0,

t
o w; (t) = [a;(s)ds, pour i = 1,2,
0

(H3) i) f; : J x Ry x Ry — R est une fonction L'-Carathéodory et continue &
gauche & t = ti, et la limite & droite f; (t,j, Uy, u2) existe, pour ¢ = 1, 2.
i) Pour tous t € J', f; (,0,0) > 0(% 0), pour i = 1,2.
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3.2 Reésultats auxilliaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes qui seront utilisés dans la
preuve de notre résultat principal.

Lemme 3.2.1 Une solution du probléme auz limites (3.1) satisfait,

1 1
. - - - wi(s)—wi(1)—wi(t) £
ui(t) = o — 50fe fi(s,uy (s),uz(s))ds (3.3)

Bi
-l-e_“’"(t)fgi (r)u; (r)ydr+ > e“"(t’“)_w’i(l)_w"(t)lf (uy (tx) , us (tx))

a; 0<tp<1

t
+ [ O L (5,01 (5) yua (5)) ds + 30 e 74O (g (1) uz (1))
0 0<tp<t

pouri =12 ett € [0,1].

Preuve: Soit (u;,us) une solution de (3.1), si £ € J', nous avons

(e“’i(t)ui (t)), = 6‘*’i(t)fi (t,up (t),ug (t)), i =1,2.t€[0,1], (3.4)
sit E]tk,tk+1], k=0,..,p—1,

t
e, () = e Dy (t]) + [ O f; (s,u1 (s),ua () ds, i = 1,2,

ty
et sit €tx_1,tx], k= 1,...,p,

tg
eilte)y. (t,;) = ui(tk*_l)ewi(t’“*l) + [ i) £, (s,up (s),us(s))ds, i=1,2. (3.5)

te—1

Ainsi, si t €]tg,tgr1], k = 0,...,p, nous obtenons

Oui(t) = (us(ty) + Dus(t)) € + [ f (5,01 (5) ua (5)) ds

123
et de (3.5) nous avons,
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t
e Oy (1) = w;(t7)e” ™) Auy(t)e ™) 4 [ £ (s uy (s),ug (s)) ds

ty
tg
= w(ty )ei D) 4 [ e f (s uy (), ug (s)) ds
tg—1
¢
+ [ f; (s, u (s) ,ua (5)) ds + Au(ty)e” )
tk
¢
= w(ty e D) 4 [ e f (s uy (), ug (s)) ds
th—1
+1F (uy (t1) , ug (tg)) €1 )
par conséquent,
¢
wi(t) = e @iy (0) + [ei&= O f (5 uy (s),us (s))ds (3.6)
0
+ Y e O TR (g (1) ua (1)) -
0<tp<t
Bi
Maintenant, en utilisant la condition aux limites yu; (0) — du; (1) = [g; () u; (r) dr

nous obtenons

1
du; (1) = e W (0) + 6 [~ =i £, (s,uy (s),ug (s)) ds
0

‘|‘5 Z Gwi(tk)iwi(l)lf (Ul (tk) , U2 (tk)) .

O<trp<1

Donc

B 1
yu; (0) = [g; (r)ui (r)dr = e W (0) + 6 [~ DD £, (s uy (), uz (s)) ds
(673 0

+5 Z em(tk)—wi(l)]ik (Ul (tk) , Us (tk))

0<tr<1
ce qui implique que,
1 ’ 0 ; wi(s)—w;(1)
U (0) = mo{gl (T) Uy (’I") dr + m{e fz (3, Uy (S) , Ug (3)) ds
J
+ Z €wi(tk)7wi(1)]ik (Ul (tk) , U (tk)> .

Y= de—will) 0<trp<l1
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Ainsi, par (3.6), il en résulte que

7wi(t) B (5 1

e

. S R 4 7 [ewils)—wilt)—wi(l) £

wi(t) = o 56_“1(1%{-91 (r) u; (r) dr + - 56—%(1){6 fi(s,u1 (s),uqz (s))ds
J

e o OO (un (1) e (1)
<tp<

t
+ [ei OO £ (s uy () up (s))ds + S e W= OTE (g (1) s (1)) -
0 0<tp<t

Alors, nous obtenons I'expression (3.3) et la preuve du Lemme 3.2.1 est terminée.
[ |

Lemme 3.2.2 L’ équation (3.3) s’écrit, pouri = 1,2 et t € [0, 1] dans le formulaire
ci-dessous,

1 P

u; (t) = Osz (t,5) fi (s, u1, u2) ds + k; H; (t, 1) IF (un (t) ,ua () (3.7)
e—wi(t) B,
H;(t,s) =G;(t,s)+ » fGi (r,s)g; (r)dr, (3.8)
et

’7*567“"1'(1)
Se=wi(D)=wi (D+w;(s) (3.9)

Gi t,S =
(t,5) st0<t<s<1,

{ Mﬂ@ﬁsﬁtﬁl,

'yf(sefwi(l)

B;
avec Ty = v — §e=«ill) — [e=«il") g, (r) dr.

%)

Preuve: Par (3.3), nous avons si 0 < s <t < 1 la solution (3.3) de (3.1) donnée
par le Lemme 3.2.1 qui peut étre écrit sous la forme,

7wi(t) ﬁl t
_ € il wis)—wi(t)
ui(t) = — 56_%(1)&{91- (r)u; (r)dr + e L)fe fi(s,uq (8),uz (s))ds
+ Z Gwi(tk)iwi(t)]f (Ul (tk) , U (tk)):| .
0<trp<t

Si0 <t < s <1 lasolution (3.3) de (3.1) donnée par le Lemme 3.2.1 peut étre
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exprimée comme suit,

e—wi(t) Bi J
it) = ———=]9i(r)u;
wt) = g e
+—5 fewi(s)*“i(t)*wi(l)f (s,ui (s),us(s))ds
v — de~wil) |4 P2 U1 LS/, U2
+ 3 ewiltmwil=ei Mk (1) ug (1)) ]
t<tp <l
Autrement dit,
U; (t) = m‘f‘gl ( )d?ﬁ‘{’bfG(t, S)fz (S,Ul,UQ) ds

+ Z Gi (rty) IF (ug (), ug (1)) -

D’autre part

B; e—wl(r)

fgz Jui (r)dr = fgi(r) fgz dT+fG r,8) fi (s,u1,us) ds

v — e v — de—wi(l)

+ Z Gi (rote) IF (uy (tr) , us (tk))] dr

k=
B e —wi(r)
= ngz degz )u; (1) dr

B;
+ff19i (r)G; (r,s) fi (s,u1,uz) dsdr

I
0 ) (6t 2 (s () va (1) )

1 Bil
B B, [ffgz (r) G; (rys) fi (s,u1, ug) dsdr

g a; 0
1— Lo [eitgi (r)dr

(67

Bi

v falr (zij (1) T (un (), up (tk))> dr],

(&7}

Donc
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6; (t,s) fi (s,u1,uz)ds + Z Gi (t,te) IF (uy () ,ug (t))

k=1

1
+ B, [ffgz T‘ S fz (S Ul,UQ) dsdr

ay

B;
+ fgz (T) (Z G (T tk) (U1 (tk) U (tk))> d?”]

[£2

Si nous posons, par définition,

e—wilt) B
) gs ()

ay

H;(t,s):=G;(t,s)+

nous obtenons alors,

fH (t,s) fi (s,u1,us) ds + Z H; (t,t) IF (uy (t1) , us (tg)), pour i = 1,2. m
k=1
Remarque 3.2.1 Par (3.8) et (3.9), il en résulte que H; (t, s) et G; (t,s) sont posi-
tifs sur [0,1] x [0, 1].

Lemme 3.2.3 Supposons que (H2) est vérifié. ¥n € ( ,2) tel que pour tout t €
Jy, = [n,1 —nl], nous avons

G (t,s) > 0;G;i(p,s). (3.10)

et
H;(t,s) > o;H;(p,s), (3.11)

pour chaque p,s € [0,1], ot o; = e—wi(l-m)

Preuve: Soit t € J, et s € [0,1]. Nous distinguons deux cas:
Premier cas: n <t <s<1
i) Si p < s <1 nous avons

e—wil(t)
Gi (tu 3) = —G’L (P, S) 2 eiwi(t)Gi (/Oa 8)

e_wi(p)
> NG, (g, 5)

avec
Se—wi(l)—wi(p)+wi(s)

G; (P, S) = N — Se—wi()
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ii) Si s < p <1 nous avons

e—wi(®)
Gi(t,s) o Ci (:8)
J— o—i(0)
o m O 8) 2 oy Gilp, )

e ®) Gz (p7 3)
e 1G, (p,5)

AVANAY]

avec
e (P i(s)

Gi (:0’ 3) -

Deuxieme cas: 0 < s<t<1—n
i) Si 0 < p < s nous avons

e—wi(t)+wi(1)

Git;s) = ———Gilps)
—wi(?)
€
mGi (p;3)

> e*wi(lfn)Gi (p, 5)

avec
Se—wi(D)—wi(p)+wi(s)

v — de~wilD)

G; (p7 8) =

Y

ii) si 0 < s < p nous avons

efwi(t)
Gi(t,s) = mGi(PaS)
eiuJi(t)Gi (:07 S)

e =M@, (p, s)

(AVARLY,

avec
'}/e*wi (p)+wi(s)

G; (p,S) - N — Se—wi(l)
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Par (3.10), nous avons

7wl(t)ﬁ
fG r,s)g; (r)dr

_‘*)Z(t) wi(p) Bi
[ Gi(r. ) gi () dr

i
e—wil=n)—wi(p) B;

G 0. (r)ar

a;
e—wi(p) B;

JGi(r,s) gi (1) d?“)

e

H;(t,s) = Gi(t,s)%—

7

> efwi(lfn)Gi (,0, s)

> e @il (p,s) +

e~will=m (Gi (p,s)+

= UiHi (p, S) .

[ ]
A partir du résultat ci-dessus, nous avons le résultat suivant,

Lemme 3.2.4 Supposons que (H2) est vérifiée, alors une solution du probléme aux
limites (3.1) satisfait

inf w; (t) > o||w| pouri=1,2,

ot 0 = min {o;}.

1=1,2

Preuve: En fait, a partir de (3.7) et (3.11), pour tout ¢ € [n,1 —1n], p, s € [0, 1],
1 = 1,2, nous avons

1

wi(t) = |ui(t)] = 0fH (t,5) fi (s,u1,u2) ds + ZH (8, te) I (un (t) a2 (t))

> bei (t,s) fi (s,u1,us)ds + 1§1H (t,te) IF (ug (ty) , ug (tr))
> faz s) fi (s, uy, ug) d5+azkz_:1H (p, )] (uy (tx) ,uz (tx))
> ou;(p).

Par conséquent,

w; (t) > o fnax lui (p)| = o ||ui]| -

Alors, inf wu; (t) > o||ul|. m
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Pour préparer 'application du Théoréme 1.2.1, nous prouvons quelques résultats
auxiliaires permettant de vérifier toutes les conditions du théoréme 1.2.1.
Soit Xy C X, le sous-espace

XO: {(u17u2) €X7 7“1( ) 6“1 fgz dS =1 2}

considérons
K = {(Ul,UQ) e X, u; (t) >0,1=1,2te [O, 1]},

et
’ (u1>u2) S XOa U (t+) > Oa Usj (ti) > Oa te [07 1] ’
K :{ inf w; (t) >0 |lull, i=1,2 : (3.12)
te€n,1-n
Il est clair que K', K sont deux cones dans X, tels que K C K.
Nous avons les résultats suivants.
Lemme 3.2.5 Soit 0 : K' — R, définie par
0 (u,uz) = inf wy (t)+ inf wus(f), (3.13)

te[n,1—n] te[n,1-n

alors 0 est une fonction croissante continue satisfaisant,
1
0 (ur,uz) < || (ur,us2) || < ;9(U1,U2)~

Et nous définissons les opérateurs 7; : K — K, T7 : K’ — K'et A;: K — X,
1 =1,2, par

Ty (ug,ug) ( (j (t,8) f1(s,ur,us)ds + ;Hl (t,te) IF (uy (tg) , ug (tk))> ;
Ts (uq, uz) ( (Ofl (t,s) f2 (s,u1,us) ds—l—;_:ng (t, ) I8 (uy (tg) , ug (tk))> ;

Ay (a1, us) (1) = le (t,5) fr (5,01, ) ds + é Hy () T (un (), ua (1)) |

A2 (Ul, Ug fHQ t S f2 (S Uy, Ug) ds + kzl H2 (t tk) I (Ul (tk) U2 (tk)) s

et,
1

T (ur, ug) (t) = {Hl (t,s) fi (s,u1,uz) ds + éHl (t,tx) I{# (ug (tr) ,u2 (tr))
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1

Ty (uy,ug) (t) = {Hz (t,s) f (s,u1,u9) ds + kile (t.te) I3 (ua () uz (1))

out e [0,1].
Posons,

T (ur,uz) () = (Th (ur,u2) (), To (ur, uz) (1)),
A (ur,ug) (t) = (As (ur,u2) (), Az (ur, u2) (1)),
T (uy,ug) (t) = (T7 (u1,uz) (t), T3 (u1,uz) (),

Pour (uy,us) € X, nous définissons la fonction ¥ : X — K par,

(¥ (1, u2)) (8) = (uf (t),u3 (1)), (3.14)

De (3.14), nous avons
T=WVoA.

Remarque 3.2.2 Par les Lemmes 2.1.5, 2.1.6, 2.1.7 et 2.1.1 nous avons les résul-
tats suivants

1 T*: K — K est complétement continue.

2 Si (u,us) est un point fixe de T, alors (uq, u2) est un point fixe de 'opérateur
A.

3 51 A: K — X est complétement continue alors W o A: K — K est compléte-
ment continue.

4 (uy,uy) est une solution du probléme impulsive (3.1) si et seulement si (uq, us)
est un point fixe de 'opérateur A.

3.3 Reésultats d’existence

A Taide du théoréme de point fixe 1.2.1, nous allons établir 'existence de deux
solutions positives du probléme impulsif (3.1).
Definissons, les constantes suivantes, pour ¢ = 1,2,

a; = max H; (t,s)
te(0,1]

et
~ 1-n
B;= inf [ H;(t, s)ds.

2
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Théoréme 3.3.1 Si (HI) et (H3) sont vérifiées et s’il existe des nombres positifs
n, o, a, b, c, \j, 1 = 1,2 avecn € (O,%), o€ (0,1) et 0 < (%)c < a < ob<b,
A+ Ao < 1, de telle sorte que, pour i = 1,2,

(H4) fi(t,ur,us) > 0,pour tous t € J, |[(uy,us2)| € [c, b],

(H5) az(mi,a ~|—pr) < \a,

(H6) fi (t,uy,ug) > %—, ||(u1,u2)|| € [ob,b], pour toust € J' Nn,1—nl,

ot

Jk=1,..,p

Mia = sup |fi(,ui,us)letM;, = sup |Izk (., up,us)

ll(u1,uz)([=a ll(u1,uz)([=a

Alors, le probléme (3.1) a au moins deuz solutions non négatives (uq,us) et (uf,ud)
satisfaisant,

0 < [(ur, ua)|| < a <[ (uf, u3) (], 0((ui,us)) < ab.

Preuve: Pour (uj,us) € 0K,, de (H5) nous avons
T (ur, uz) ||

= max (fH t,s) fi (s,u1,us) ds + ZH (t, 1) IF (uy (tg) , ug (tk))>

te[0,1]
1

= H; t, i \2, U, d
lgl[aa’)lc]max{of (t,5) fi (s,u1,us) ds

+ éHi (£ ) T (un (), s (£4)) ,o}

IA

ai(mm + pMi,a) < \a.

Donc,

[T (1, ug) || [Ty (ur, ug) |+ |[T2 (w1, ug) ||
Aa + Asa

a.

IN A

Alors, (C1) du Théoréme 1.2.1 est satisfaite.
Pour (uy,us) € OK,; de (H5) nous avons

N7 (u, ) ||
— tIg[(E)DIC] (fH (t,s) fi" (s, ul,u2)d5—|—k231H (t, te) LT (uy (ty) , ug (tk)))

S Oév,(mz,a +pMi,a) < )\ia-
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De plus,
1T (ur,ua) | = |17 (wrs uz) ||+ |5 (s ua) ||
< Aa+ Aa
< a.
pour (uy,up) € 0K (ob), (i.e. 0 (uy,uy) = ob), nous avons par le Lemme 3.2.5

ob < |(ur.us)]| < .
D’autre part, pour (uy,us) € K' nous avons,

O(T" (uy,ug)) = inf } [Olel (t,s) fi (s,u1,us) ds + éHl (t,t) If+ (uy (tg) , uz (tk))]

ten,1-n

te[n,1-n k=1

+ inf UHQ@,S) F (5w, us) ds + 3° Hy (4, 1) I (ul(tk),UQ(tk))]

1-n p
> inf [ Hy () fi7 (s, un,u)ds + S Hy () IF (ug (t) , ug (1))
te[n,1—n] n k=1
. 1=n + L kt
+ inf [ Hy(t,s) fo (s,ur,uz)ds+ > Ho(t,tx) I3 (ug (tx),us (t))
ten,1—n) p k=1
1-—n 1=n
> inf [ Hi(t,s) fi (s,ur,up)ds+ inf [ Hy(t,s) fof (s,u1,us)ds.
ten,1=n] 3 te[n,1=n]

Par (H6),

b 1= b 1=n
0(T" (uy,u > o= inf Hy(t,s) + 0= inf Hy(t,s
(I (1, u2)) B, ten.1=n] { 1 (F:5) B, t€m,1=n] nf 2 (f )

= ob+ob>ob

Alors, (C2) du Théoreme 1.2.1 est satisfaite.

Soit (uy,u) € K, (ab) N {(u,ug) : T* (u1,us) = (ur,uz)}, ie. 0 (ur,ug) < ob et
|| (ur, u2) || >a.
Du Lemme 3.2.5, nous avons

1 1
, < —0 (uq, < —ob,
I (w1, u2) || < o (u1,uz) UU

donc,
|| (u, u2) || < b,
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et
0 (w1, u2) > of| (u1,u2) ||, avec || (u1, u2) || > a.

et puisque ¢ < a nous avons en déduisons,

0 (uy,us) > oa > c,

ce qui permet d’écrire,
) 1>
U, U —c.
1, U2 o
Maintenant vue que (uy, us) € K, (ob) N {(u1,us) : T* (u1,us) = (uy,uz)} , alors

¢ <] (ug,uz) || <ob<b.

De (H4), nous avons

£ (s,u1(s)  uz (s)) = fi (5,1 (s)  ua (5))

cela implique que 7' (uy,ug) = T% (u1,uz). Alors (C3) du Théoreme 1.2.1 est satis-
faite.

Par conséquent du Théoréme 3.3.1 et Lemme 2.1.1, le probléme (3.1) a au moins
deux solutions positives (u1,us) et (uj,ul) telles que

0 < || (ur, u) || < a <[ (u,u3) [], 0 (ui,uz) <b.

3.3.1 Exemple

L’exemple suivant nous permet d’appliquer le résultat principal(3.3.1) pour des
valeurs spécifiques de a;, I¥ et f;. Considérons le probléme suivant

(2

( U:1 (t) +t w (8) = f1(t ui(t), ua(?)), teJ,
Uy () + 1% ug (t) = fo (t,us(t), ua(t)), tedJ,
w (37) = (37 = con i (3) + s (),
up (57) —u (57 ) =sin (u (3) +ua (3)),

(3.15)
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ouJ=[01\{i}, p=1,

1—16(u1—|—u2)2 Uy + ug € 0,%

—7+ 8 (ug + ug) Uy + ug € %,1{
fi(tun,ug) = k(t) 4 g+ 2e7(rtee) up +up € [L,6]

Lide™® 1 8((uy + us)” — 36) uy + uy € [6,16]

L™ 41760 — ((ur + u) — 16)* g +up > 16

y %—(u1+u2)% u +up € 10,1
Lot 2 (u+uw) - 3)° w+u € [3,1]
fo(tun,us) = k() § § = 5+ y/(ua +up) up +uz € [1,6]
T 05 TV + 2 ((w +us)” - 36) up + uz € [6,16]
| I+ V6 + M0 —10((w +u) — 16)° wi+us > 16

et k: R — R définie sur [0,1], par

e (1t~ ooy el
o ! )< - . ) site]s 1]

D’apres le Théoréme 2.2.1 le probléme (3.15) a au moins deux solutions positives.
En effet, pour

et en prenant 7 = %, nous obtenons o1 = e et par suite,

3

4
7fsds
a:mi%{ai}:e 0

=1,

D’autre part, nous avons,
1
1 2 1'2 1 1
I''=1-3e2—Jre2dr>0etl'y=1—-3e2—
1

7'3 7'3
ese sdr >0,

-

@\»—A%w’_‘

3
alors, (H2) est vérifiée.
Des calculs simples permettent I’écriture
1+ 4e 6 7
Mia =~ M2a =g~
Mi,a = 17 1= 172a
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et

1
Qy = Hy(t,s) = 1
Qo mmax 2 (t,5) PR +20><F2>’
- 1=n 1 67% 67%
= inf Hi(t,s)ds = = 1+ ,
o te[n,1—n] nf 1(8:9) 21— %e*% ( Iy
> 1o 1 e e”3
= inf Hy(t,s)ds = = 1+
& ten,1-n] nf 2(t,9) 21— %e‘é < [y
Alors, pour i = 1,2,
fi (t,uy,ug) >0, t e Jetu +uy € [cb,
ai (’I’)’L@a + pMi,a) < )\ia,
fi(t,ul,u2)2%—i’, teJn EL’Z%] et up + us € [O’b,b],

Dong, les conditions du Théoréme 2.2.1 sont vérifices. Alors le probléme (3.15)
admet au moins deux solutions positives 'une vérifiant || (u1, u2) || < a.
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3.4 Conclusion et Perspectives

3.4.1 Conclusion

L’objectif initial de ce travail est d’appliquer une méthode topologique basée sur le
théoreme de Krasnoselskii dans double cones a une classe de problémes aux limites,
associés a des équations différentielles non linéaires d’ordre 1 dans le cas ou la
non linéarité change de signe. Deux résultats d’existence de solutions positives ont
été obtenus dans les cas : de conditions aux limites périodiques et de conditions
intégrales.

3.4.2 Perspectives

Tout systéme étant appelé a évoluer dans le temps, des améliorations sont apportées
a ce travail, des généralisations des résultats obtenus sont envisagées dans les cas
suivants:

e Problémes périodiques singuliers du premier ordre avec impulsions.

e Problémes singuliers du premier ordre multipoints en présence d’impulsions.
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partie 11

Probléme de contréle Optimal

o4



"Il n’y a rien qui se passe dans le monde sans qu’on observe

le sens du mazimum ou du minimum. "
L. Euler.
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CHAPITRE

L’exploitation optimale d’une pécherie

Le but de ce dernier chapitre est d’étudier

la maximisation d’un profit qui provient

de la péche avec conservation

de ’espéce
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4.1. INTRODUCTION

4.1 Introduction

Les progrés de technologiques de péche permettent aux pécheurs d’exploiter de vastes
régions des océans et d’augmenter leurs revenus. Les écosystémes marins sont de
moins en moins en mesure de supporter la demande et la perte de la biodiversité est
irréversible [30].
Une facon de protéger les espéces de poissons de I'extinction est de mettre en place
des aires marines protégées (MPA: Marine Protected Area), ot la péche est controlée
ou non autorisée, voir [75].
Ils protégent la biodiversité, 'habitat qui est fragile, et augmentent le niveau de la
biomasse. Cependant, les pécheurs refusent l'installation des MPA. Ils soutiennent
que les réserves marines minimisent le rendement de la péche et réduisent les possi-
bilités d’emploi, voir [32]. Une des importantes causes de défaillance dans la gestion
de la péche et le déclin des stocks de poissons est I'absence de politiques adéquates
dans ce conflit.

Un certain nombre d’études ont démontré les avantages des zones marines pro-
tégées, voir [2], [13], [16], [22], [10], [46], [75], [76] et les références qui sont citées
dans ces papiers.

4.2 Le modéle de ’écosystéme

Dans les modeéles bio-économiques des MPA, le mouvement est modélisé soit par le
laplacien qui décrit la diffusion ou par I'immigration entre plusieurs sites "patchs".
Ce dernier est décrit par un systéme d’équations différentielles dit: "patching sys-
tem". Mathématiquement, ils sont faciles & résoudre contrairement a la complexité
des modeles de diffusions qui sont difficiles a traiter, vu qu’ils sont décrits par des
EDP. La plupart des études basées sur les EDP ont eu recourt a des simulations
numériques.

Nous concentrons notre étude sur un cas unidimensionnel pour capturer les prin-
cipales caractéristiques de la gestion des péches. Ainsi, il est supposé que la popu-
lation vit dans une région de longueur L > 0.

Soit u(x) la densité du stock a la position .

Considérons le systéme suivant

d*u du

—D—— = —pu— E(x)u+r—k— (M)

w(0)=0, wu(L)=

Le modele (M) décrit I'état d’équilibre du systéme correspondant au systéme

d’évolution. )

u
La quantité —D—— représente les changements de la concentration due aux

mouvements aléatoires de I'espéce, par exemple le déplacement pour la recherche de
nourriture, ou D est le coefficient de diffusion. Pour plus de détails sur le mouvement
du poisson voir [43].
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Dans le modele, F représente I'effort de péche. Ce parameétre est estimé par le
nombre et la capacité des navires.
1 est le taux de mortalité, r est le taux de recrutement correspondant aux individus
entrant dans le stock exploitable dans un systéme ouvert.

Ces recrues proviennent de 'immigration des juvéniles des régions avoisinantes.

La constante k est la vitesse des courants marins générée par le vent et les
différences des densités de 'eau causées par la variation de la température et de
la salinité. De nombreuses espéces utilisent sur les courants pour distribuer leurs
larves.

Les conditions de Dirichlet signifient que le bord de I’habitat est inadapté et la
population ne peut pas survivre dans cette région.

Dans une premiére approche, nous supposons que ’espace est homogéene dans la
direction parallele a la cote. L’espace est réduit & un segment.

4.2.1 Reécolte optimale et conservation de I’écosystéme

Il y a une énorme littérature sur la péche optimale avec des réserves marines qui sont
généralement imposées dans les modeles étudiés. Jusqu’a présent quelques études
ont une approche différente voir par exemple [55], [63], [80] et [92]. Notre objectif
est d’exploiter de fagon optimale les ressources en tenant compte de la conservation
de I’écosystéme.

La principale question est: quels sont les effets de la conservation de 1’écosystéme
sur la récolte optimale?.

Pour résoudre ce probléme, nous essayons de maximiser la fonctionnelle suivante:

J(E):/ pE(x) dx+Q/

soumise aux équations de population décrites par (M )et les contraintes du controle
0 < FE < Epax o Eay est constant.

La fonctionnelle J se compose de deux termes, le premier exprime les revenus
générés par la récolte ol p est le prix par unité de biomasse.

Nous supposons que le prix est constant, ceci correspond & une demande élas-
tique. Par exemple, ce cas se produit lorsque le prix est déterminé par le marché
international, voir par exemple (Knowler et al., 2001), autre terme représente les
avantages de la conservation provenant de la présence de certaines regles écologiques,
des traditions sociales, le tourisme, la recherche scientifique (voi Roberts et al.
(2003).

La quantité fo z)dz est la population totale.

Q@ est un parametre positif qui équilibre les deux partie de la fonctionnelle ob-
jectif.

Différents facteurs influencent 'efficacité des MPA, y compris la position et la
gestion de la péche autour de ces zones. On observe que les MPA ne sont pas
efficaces économiquement et / ou écologiquement, si elles sont mal placées, par
conséquent les modeles devraient aider a prendre des décisions pour bien choisir
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I’emplacement de ces réserves marines qui dépendra de 'activité océanographiques,
les caractéristiques écologiques et les données biologiques de I'espéce.

Nous demandons ot et quand une MPA devrait étre créé?. Dans la suite, la
réserve marine correspond a U'effort de péche E = 0.

Sans perte de généralité, nous supposons que D = 1. En général, 'application
directe du Principe du maximum de Pontryagin conduit vers un probléme aux limite
qui ne peut étre résolu de maniére explicite. Par conséquent, pour le résoudre, il
faut utiliser des méthodes numériques, voir par exemple [57].

En raison des difficultés techniques, certains modéles sont appliqués uniquement
al’équilibre. Dans ce travail, le but est de caractériser le controle optimal en utilisant
une analyse qualitative des équations différentielles.

Ce travail est lié a celui de Neubert 2003 [30]. II a étudié un modéle non linéaire
ou le terme r — pu est remplacé par ru (1 — %) avec K est une constante positive,
son approche est basée sur des simulations numériques ot seulement le rendement
est maximisé.

Quand I'advection est ignorée, Leenheer en 2014 [63] a pu analyser complétement
le modele (M) en utilisant des methodes analytiques et le rendement est maximisé
avec un terme de conservation.

Dans [21], Pauteur a fourni une étude systématique pour appliquer la théorie
du controle optimal a la gestion de péche.

Il n’y a pas de généralisation compléte du Principe du maximum de Pontryagin
aux EDP. Pour obtenir les conditions nécessaires d’optimalité, il faut calculer la
dérivée de la fonctionnelle objective par rapport au controle et résoudre le systéme
adjoint numériquement, voir par exemple [30], [53] et [55].

Ce chapitre est organisé comme suit: la section 2 étudie I'existence du controle
optimal et sa caractérisation. Section 3 est consacrée a la stratégie optimale de la
péche. Dans la section 4, nous illustrons les résultats théoriques par des simulations
numériques. Enfin, dans la section 5, nous donnons une discussion de notre résultat.
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Symbol Description Typical Units
Variables

u Density of the species Tonnes

E Fishing effort Vessels
Space Kilometers

Parameters

r The rate of recruitment / Unit of time

p The market price of stock Dollars / Tonnes

Q Balances the tradeoff between { Unit of time
yield and conservation

k Speed of ocean currents Centimeters / Second

u The rate of mortality / Unit of time

L Length of the patch Kilometers

Table 1: Variables and parameters used in the model.
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4.3 Existence d’un controéle optimal

Nous commengons par quelque définitions et notations utilisées dans la suite de cette
section

4.3.1 Deéfinitions et propriétés élémentaires

Soit €2 est un ouvert de R".
On désigne par L'(2) I'espace des fonctions intégrables sur Q & valeurs dans R.

T =/Q|f<x>|da:

On désigne par C.(€2) I'espace des fonctions continues sur (2 a support compact,
c’est-a-dire

C(Q)={f €eC(Q); f(x)=0Vz e Q\kouk C Q est un compacte}.
Définition 4.3.1 Soit p € R avec 1 < p < 0o on pose
LP(Q) ={f:Q —R; f mesurable et |f|" € L'(Q)}.

I = | [ |f(w)|”dwr

Définition 4.3.2 On pose
L>®(Q) ={f:Q—R; f mesurable et 3 une constante C' telle que |f (z)| < C p.p. sur Q.}

On note

On note

[ fll e = inf {C; |f (x)] < C p.p. surQ}

Définition 4.3.3 Soit f € LY(Q), 1 <i < n. On dit que g; € L*(Q) est la dérivée
partielle faible de f par rapport a x; dans Q) et que h; j € L*(Q) est la dérivée partielle
faible seconde de f par rapport a (x;,x;) dans Q si

/ fa(’p do = —/ gipdz, Vo € CL(Q)
Q O, Q

/f s dz——/h-- dr, Vo e C*(Q)
Q 8381832] - 9 Z,jgp 9 90 c

Nous écrirons alors, pour i =1,...,n,

of _, Of _,.
8[[1‘ = 9 8901890] S
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Définition 4.3.4 Soit 1 < p < oo.
1- La fonction f appartient o l’espace

W (Q)

Si f € LP(Q2) et si g—i existe et appartient LP()) pouri=1,...,n.
On note

of
8%

N
1w = 1F 1o+
=1

Lp
2- La fonction f appartient a [’espace

W2 (Q)

Si fe WP (Q) et si 89228];‘7 existe et appartient LP(Q) pouri,j =1,...,n.

Maintenant, nous démontrons I'existence du controle optimal E*(x) de la fonc-
tion objective J.
En effet, considérons I’ensemble du contréle suivant:

F={E€Ly(0,L]):0<E < Epa}

Dans la théorie des équations elliptiques standard, pour chaque F € L, le probleme
(M) admet une unique solution positive u € W2? (|0, L[), Vp > 1. De plus, il existe
une constante positive

M* = M*(L,r, k) >0

telle que ||u||y2, < M*, Voir [42] et [97].

Théoréme 4.3.1 [l existe un controle E* dans F' maximisant la fonctionnelle J.

Preuve: Puisque J(E) < C, avec C' est une constante, On peut choisir une suite
maximisante {E,} C F tel que

J (E,) — sup J(F)

Pour chaque E, € L, le probléeme (M) admet une unique solution positive u,,
e W27 (]0,L]), Vp > 1. En utilisant u,, comme une fonction teste dans (1), On
obtient

letall g < C

pour certains constante positive C'. d’apres I'injection compacte Hy (|0, L) € L*(]0, L|),
alors par passage & la sous suite, il existe u* tel que u, — u* fortement dans
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L% (]0, L[). Notons que ||ty ||z, < M* et d’apres U'injection compacte W?2? (]0, L[) C
C° ([0, L]) pour p assez grand, il en résulte que

[ull oo < M

De méme, puisque E,, est uniformément borné dans L?, alors il existe une sous suite
qui converge faiblement
E,—~ E*

Nous devons donc prouver que
J(E*) =sup J(E)

La quantité J (E,) peut étre écrite sous la forme suivante:
L L
J(E,) = / pE,(x)u,(z)dr + Q/ up(x)dx
0 0
L L
= / pE,(x)u,(z)dr — / pE,(x)u*(z)dz
0 0
L L
+ / By (2)u* (2)dz + Q / ()
0 0
Par conséquent

L L
|J(E,) — J(EY)| < (pFmax + Q)/ |, — u*|dx + M*/ |E, — E*|dx
0 0
I1 découle

J(E*) =sup J(E).

4.3.2 Principe du maximum

Les conditions nécessaires a I'optimalité sont données par le principe du maximum

Pontryagin [104]. Selon ce principe, l'existence de variables adjointes qui satisfont
un systéme différentiel de la forme Hamiltonien.
Soit
du
v dx

Alors le probleéme (M) est équivalent au systéme d’équations différentielles suivant

du

dx
g]Z—v:,mH—Eu—7“+lw,
dz

u(0) =0, u(L)=0.

:U7

(4.1)
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Définissons I’Hamiltonien comme suit
H = s(z)E + v\ (x) + (uu — r + kv) Ay (z) + Qu

avec Aj, Ay sont les variables adjointes et s(z) = (p+ A\2) u est appelé fonction de
transition voir Clark [21].

Le Hamiltonien H dépend linéairement de . Par conséquent, le controle optimal
sera une combinaison du controle extrémal et singulier. Le controle optimal E qui
maximise H doit satisfaire les conditions suivantes

E = Epa, ot s(z) >0, ie., \y(z) > —p
E = o0, ou s(z) <0,ie., \(x) < —p
Ao() est le prix virtuel [21] et —p est le revenu économique net par unité de péche.
Lorsque s(z) = 0, i.e., lorsque le prix virtuel est égale au revenu économique net
par unité de péche, alors I’'Hamiltonien H devient indépendant de F, i.e., 0H/OE =
0, et le taux de péche est indéterminée.
Dans ce cas, trois solutions pour E sont possibles: soit E = 0, E = B ou
E=FE*
En appliquant le Principe du maximum de Pontryagin, les variables adjointes A\;
et )\, satisfont les conditions suivantes

i) Le systéme
d\ OH d)\, 0OH

dr ~ Ou'dr v
qui implique que

d)\

N = —pE =X (u+ E) - Q

go Y s)
e

- —k)\g - )\1.

i1) La condition de transversalité

4.3.3 Le controle singulier

Lemme 4.3.1 Le controle singulier E* n’existe pas.

Preuve: Nous suivons les méme étape que [63], par Pabsurde, en supposant, qu’il
existe un intervalle [a ; b] C [0; L] tel que

Ay () =—p sur [a;d] (4.2)
Ce qui implique
d\y
2 _
dz
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D’apres la deuxiéme équation(S), nous obtenons:

Ce qui entraine que:
A (7) = —kp (4.3)
Alors
d)\l ($)
=0. 4.4
o =0 (4.4)
Ainsi

dx
dXa(z) -0

{ k) — o gur [agb)],
dx

sur [a;b].

Cela signifie que (A1, A2) est a 'équilibre (—kp, —p) sur [a; b].
Par conséquent,
Ay (x) = —p, pour tout = € [0; L],

Ceci produit une contradiction avec la condition de transversalité.
Finalement, nous déduisons que pour chaque =z € [0 ; L], Ay () # —p. =
Puisque le controle optimal n’est pas singulier, le controle optimal est:

i) ou bien absence de la péche, E=0
ii) ou bien la péche est maximale, E= Foax

iii) ou bien une transition entre E=0et E= Frax-

D’aprés la condition de transversalité, il est clair que le controle optimal est
maximal au voisinage du bord de I'habitat, z = 0 et x = L. Ainsi, le cas i) ne peut
pas se produire.

Afin de comprendre la stratégie optimale de la récolte, nous avons besoin d’étudier
le systéme hamiltonien (.5) .

4.4 Le systéme Hamiltonien
Puisque nous ne pouvons pas utiliser la symétrie des trajectoires par rapport a I'axe
des ordonnées comme dans [(3], nous complétons les arguments du plan des phases

en prouvant d’autres propriétés des solutions.
Donc, deux cas se présentent
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E = FEax, on a le systéme suivant:

dA

= _pEmax - Q - (/~L + Emax) )\27

Cglg\g (4.5)
2 g — AL

dx

En utilisant la premiére équation et la dérivée seconde de la deuxiéme équation
du systéme (4.5), nous obtenons 1’équation suivante

P A dh
dx? dx dz’
dAs
= —k% +pE+Q+)\2(u+E),
ou encore,
d? X dNs
= Erax) = DEmax . 4.

e +kdm Ao (1 + )=p +Q (4.6)

Ainsi, ’équation caractéristique associée a (4.6) est de la forme suivante:
22+ kz — (1t + Epax) =0,

elle admet deux racines réelles:

) —k+ VK + 4 (1 + Emax)
1 —
2

>0,

et

k- /1 4(u+ B
. — V +2 (1 + Baa) _

D’ou la solution de I’équation homogene (4.6) est

Ao () = 1877 + €™,
D’autre part, la solution particuliere A, (z) est donnée par
Em X
A (@) = — Phinax + Q1
t+ Emax
La solution générale de I’équation (4.6) est donnée par

PErmax + Q)

Ao (1) = 1€ 4 9" —
2() ' ? (M+Emax

Ainsi, (4.5) donne

A\

Lo _pE - E

E
= —pE- (CleSIt + cpe™ — (/ﬁr E)) (n+E),

= —(u+E) (cleslt + czeszt) .
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Par conséquent,
c c
(o) = X0 = (4 B (S 4 Ze).
51 S2
alors

A (@) = A (0) = (1 + Einax) <§—163” + Lt Qw) + (1 + Bonax) <§—1 + @) ,

1 52 1 52

avec c1, ¢o sont des constantes réelles.
L’unique point d’équilibre Py de (4.5) est

Py = (AI7)‘§)’

avec

Emax
A= (M) k
o+ Erax
. (pEmax + Q)
A2 == - - .
1+ Erax

Remarque 4.4.1 On a s1 <0 et s9 > 0 ce qui implique que Py est un point-selle.

Z

72

A\

Le portrait de phase du systéeme adjoint
Le lemme suivant est trés important pour les prochaines étapes.
Lemme 4.4.1 i) si E = Fyay, alors le systéme (S) admet une unique solution

(A1, \2) satisfaisant

ol

P+ Emax@ PErax + Q)
—gy [ BT ) o\ (0) < —gy (BB ¥
sQ(quEmax) 1 (0) Sl(,u+Ernax
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i) Pour tout x € [0, L], A\s (x) > A3. De plus, cette solution admet un unique mini-
mum (AT, A5

i11) La valeur minimale est donnée par

)\min _ eszl‘*
9 =

M (0) 4 sy (22Em0) (pEmax N Q>
S1 /~L + Emax

avec

X M(0) + sy (BEmQ)
In X —

(s2 — s1) A1(0) + s1 (pr;{::?) .

*

T

Preuve: i) Les conditions de tansversalités

impliquent que

A2 (0) = =1 (0). (4.7)
La condition A (0) = 0 implique

(pE + Q)
(n+ E)

1+ =
et d’autre part 1'équation (4.7) implique que
S1C1 + SoCy = —)\1 (0)

donc nous obtenons le systéme suivant

{ 81C1 + SoCy = —>\1 (0)
SR T

Il en résulte que

()4 (BEmetl )
€1 = S1—89
o = MO+ ()
2 p—

§1—82

Donc la fonction

Ao (@) = — e ) e .
S1 — So 51— S2

A1 (0) + s2 (”—Em*‘? )

Emax+Q
A1 (0) + 51 (p—wEmax ) e (;;Emax + Q)
,LL + Emax

satisfait
A (0) =0
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D’autre part, la condition

seral satisfaite si et seulement si
pEmax+Q
+Emax S S
)\1(()) - )\(1) = GSQML — es1l [51 (1 —€ 2L) + S2 <_1 te 1L)]
Notons que
pEmax + Q
AMO0) = ———77+
1(0) i+ B [asy + (s
avec ( . ) ( L)
e —1 1—e
O<a:—632L—631L <1et0<ﬂ:—682L_681L <1
et
a+p=1

Par conséquent

P+ Emax@ PEmax + Q)
gy [T ) N (0) < —sy (X TR )
2(M+Emax) 1() 1(,U+Emax

Soit

M (@) = A = (1 + Emax) (C—lem + Lt Q:r) + (j1+ Bana) (ﬁ + C—2> .

S1 So 51 52

alors (A1, Ag)est la solution désirée.
ii) La variété stable est une ligne qui traverse P, avec la pente é et la variété
instable est une ligne & travers P, avec la pente i L’intersection de la variété stable

pEmax+Q>

, .
avec 'axe A\ est le point —s; ( it o

PEmax+Q
,U«+ Emax :

La région qui se trouve au-dessus de la variété stable et instable est positivement
invariant.
Le point le plus bas de cette région est le point d’équilibre Py. Il en résulte que

lorsque
PEmax + Q PEmax + Q>
gy [ T ) <A (0) < —sy | X))
S2<M+Emax)_ 1()_ 81(M+Emax

L’intersection de la variété instable avec ’axe A\ est le point —s5 (

alors
Aa() > A5

pour tout z € [0, L].
Afin d’¢tablir Pexistence d’un minimum (A", A5™"), nous écrivons Ay comme
une foncion en Aq, tel que

Ay = f(M) (4.8)
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Nous ne pouvons pas déterminer la fonction f, mais nous pouvons déduire sa vari-
ation en uilisant le systéme adjoint (5). L’étude de variation donne

d)\y EAg + M\

d_>\1 B pEmax + Q + )‘2 (,U,+ Emax),

elle s’annulle sur la ligne

alors on a ;Z—:\\j > 0 si

. 2 .
ainsi, e < 0 si
1

De plus,

{ k(k)\Q + )\1) (pEmaX + Q + )\2 (M + Emax)) + }
d2)\2 (pEmaX + Q + )\2 (,UJ + Ema.x))2 - (M + Emax) (k)\Q + )‘1)2

oY (PBmax + Q + A (1t + Enax))?

Y

ol
k)\g + )\1 = 0
Alors
d?\s
d\;

=1>0,

et la fonction est convexe au voisinage du minimum (A7, A3™).
iii) D’apreés la relation

A (0) 45 (Bmp2)

PEmax+Q
T . A1 (0) + 51 ( L+ Ernoe ) gorr PEmax + Q

81— 82 81 — S2 o+ Emax

Ao () = —
Il en résulte que

Emax Q Emax+Q
Ao (7) A1 (0) + 52 (pu+Emtx ) - A1 (0) + 51 (pu+Emax ) .

= — s1e7" + So€
dx 51 — So 51 — So

Le minimum est atteint lorsque

)\2 (.I')

=0.
dx
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Ceci implique que

A1 (0) + s9 (p—Emax+Q> 51

6(82751)3j _ N+Emax 21

Emax ’
A1 (0) + 51 (”—MEmjf) 52

et

Emax
1 )\1 (0) + 82 <pM+E'm—:i?> Sl
rt = In X —

(2=~ \ X 0) o (2220 =

et la valeur minimale est donné par

Emax Q
L[ A (0) + s (p—MEmtx ) B (pEmaX + Q>

)\ *) 52T
? (Z‘ ) ‘ 51 ,u"’_Emax

|
La figure 1 en dessous représente le diagramme de la solution Ay lorsque E(x) =
FEhax pour certains parameétres.

pR /
N /

o /

03

AN [

“ . s
AN g

01 0.2 03 04 05 06 01 08 L] x 1

046
0

The behavior of the function ), on [0.L]. Parameter values p=1,.mE;5,0=0.5, u=0.3, k=0.2,L. =1

Figure 1: La courbe \; lorsque F = F .
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4.5 La récolte optimale

Deux cas se présentent :

ler Cas: \J™ > —p
Dans ce cas il n’y a pas de transition, en effet, la relation A\3"™™ > —p implique que
Xo(x) > —p Vo e [0;L].

Il en résulte que la trajectoire se trouve au-dessus de la ligne de transition. Par
conséquent

A

E = Enax , Vo € [0; L]

I Y

AN

Ay m

La stratégie optimale de la récolte: \j'™™ > —p

Corollaire 4.5.1 Sipu > Q, la récolte optimale consiste a pécher au taur maximal
Eax partout et 17 MPA n’est pas nécessaire.

Preuve: Puisque I'équilibre Py = (A}, \3) est un point selle, alors AJ™ > 3.

ona\, = — (Zfﬁ—”Q) ce qui implique que \; > —p. Par conséquent \y"™ > —p.

2éme Cas \j'™" < —p

Dans ce cas, le minimum (A7, \5™) de la fonction (4.8) est sous la ligne

Ao () = —p.
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Soit (A7™> (x),A3™> (x)) la solution du systéeme (S) avec E = Eypay, alors il
existe un premier instant
r=0L;>0

tel que
AQEmax (Ll) = D,

a cette position, le controle doit passer & £ = 0.

Si la trajectoire ne coupe pas la ligne As () = —p, il est impossible de satisfaire
a la condition de transversalité Ay (L) = 0. Afin de compléter la solution optimale,
la trajectoire doit satisfaire Ag (L) = 0.

La stratégie optimale consiste donc & pécher au taux maximum F,,,, jusqu’a la
position x = Ly, puis nous réduisons le taux de péche & F = 0 jusqu’a la position
xr = Ly > L;. Finalement, nous revenons & un taux de péche maximale F,,,, de la
position x = Ly a la position x = L.

Lorsque E = 0 le systéeme (5) devient

A
&

dx

= _ILLA2 - Qv
= —kly — A1

De maniere similaire, la solution générale du systeme est donnée par

AP (z) = e + pe — ©,

Ul (ee+ grer —Qu) v (34 2)

ou

—k—/k%+4p

51 = D) )

—k+/k2+4u

So = 5

L’équation
22 (L) = A3° (La) = —p,
implique que
o — s2(2—p)—(kp—>1(L1))
1 (82781)651[‘1 )

(kp=A1(L1))—s1(2-p)
02 — (82781)8521‘1# .

D’ou la fonction

(A= (), Ay () @ € [0, L[,
(A1 (2), A2 () = ()\]150 (x), )\2E° (:U)) x € [Lq, Lo,
(A== (2) , A= (2)) @ €Ly, L],
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verifie le systéme (S) avec F = Fp.x et £ = 0 respectivement sur des intervalles
[0, L1[ U]Lo, L] et [Ly, Ly]. En outre, elle satisfait les conditions de transversalité.
D’ou le controle optimal

E o Emax sur [0) Ll[ U ]L27 L]
- 0 sur [Ll,LQ]

La stratégie optimale de la récolte: Ay"™ < —p

Corollaire 4.5.2 Si () > pu, alors il existe une réelle valeur L..; telle que si L >
Lei, alors il existe un controle optimal E = Epay sur [0, L[ U]Ly, L] et E =0 sur
[L1, L] . La stratégie optimale nécessite l'installation d’un seul MPA au milieu de
[0, L].

Preuve: Soit (A1, \2) une solution de(S) satisfaisant
A (0) =X (L)=0

et soit (w1, ws) une solution de (S) avec k = 0, et vérifiant
w2 (0) = w (L) =0

Alors, nous avons

Ay dws
der — dx

Par le principe de comparaison, nous déduisons que
Aay(z) < ws(x) pour tout x € [0, L].

D’apres le Théoréme 5 dans [63], il en résulte qu’il existe une valeur réelle L.,
telle que si L > L.,

we(z) < —p pour tout x € [0, L]
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4.6. STABILITE DE LA SOLUTION OPTIMALE

D’apres le théoréme 3 et l'inégalité 34, voir [63], il en résulte qu’il existe une
valeur réelle L.,; telle que si L > L., la solution correspondant a k = 0 est sous la
ligne wy = —p pour certains x € [ ] Cela implique que )\mm <-—-p. =

Remarque 4.5.1 Si le priz est faible, ou Ueffort de conservation sur la péche est
élevé, la stratégie optimale dépend de la longueur L du patch. Si le patch est assez
grand, 1" MPA est une partie de la solution optimale.

4.6 Stabilité de la solution Optimale

Il est mathématiquement et biologiquement intéressant d’établir la stabilité de la
solution optimale. Afin d’étudier cette question, nous considérons le probléme
d’évolution suivant

La linéarisation de la solution optimale correspondant a la péche optimale E (x)
est donnée par le systéme linéaire suivant

Les propriétés de stabilité de la solution optimale sont déterminées par la valeur
propre du probléme

= Av
v(0)=0, v(L)=0
ou P J
v v
Av = prcial Ul E(z)v — k%

Soit A\; étre la valeur propre principale de 'opérateur A avec des conditions aux
limites de Dirichlet. Alors

L L p L
)\1/1}2dx = _/(_v) / u+E 2dx<0.
dx
0 0

0

Cela implique que A\; < 0, de plus, d’apres le théoréme de Krein Rutman (voir par
exemple Th.6.1 dans [96]), nous obtenons que ReA < A; pour toute valeur propre de
lopérateur A. Par conséquent, nous avons la stabilité locale de la solution optimale.
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CHAPITRE 4. L’EXPLOITATION OPTIMALE D’UNE PECHERIE

4.7 Simulations numériques

L’étude de la facon dont la récolte optimale dépend d’autres parameétres, peut se
faire d’une maniére similaire en utilisant la quantité \3™".
Les simulations suivantes sont données avec des valeurs de parameétres (voir Fig-
ure 3):
p=1FEpux =50 =0.5pu=023L=10,

et (voir figure 2)

p=1Epa =50 =02, =04, L =10,
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4.7. SIMULATIONS NUMERIQUES

min

A

-0.95p

-0.96)

091
0

2

4 6

10 12 “ 16 1% 0

min
The figure shows the behavior of A, when k varies, The parameter values are Q=0.2, p=1, p =0.4, l’:;5=‘5

Figure 2

4 6

l

L) 12 " 16 1] K 20

min
The ﬁgure shows the behaviorof )\, whenk varies,'me parameter values are Q=0.5, p=1, u =0.3, %;5

Figure 3
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CHAPITRE 4. L’EXPLOITATION OPTIMALE D’UNE PECHERIE

Le comportement de )\12“1“ comme une fonction de k est obtenue numériquement
et illustre 'impact des courants océaniques sur la récolte optimale.
La figure 3, montre que si Q) > pu, il existe k..; = 14.5 tel que

e Sik > keri, alors la stratégie optimale est obtenue par la péche au taux maxi-
mum F = E ..

e Si k < k., la solution optimale consiste a prendre une réserve marine a
I'intérieur du patch.

La figure 2 montre que pour pu > @, la stratégie optimale consiste & pécher au
taux maximum indépendamment de k.

Remarques 4.7.1 Les figures 2 et 3 donnent quelques indications qualitatives. Si
Ueffort de conservation est élevé, alors la stratégie de la récolte optimale dépend de
l"intensité des courants. St le courant est fort, il est plus rentable de récolter avec un
taur maximal. Si le courant est faible, il est avantageux de récolter dans les zones
les plus proches du bord du patch. Si leffort de conservation est faible, la stratégie
optimale consiste a pécher au taux maximum partout.

La figures 4 et 5 illustrent les résultats obtenus dans les corollaires 4.5.1 et 4.5.2
respectivement. La péche optimale dépend de la longueur L. Par exemple, lorsque
Q > pu (fig.5) il existe une réelle valeur L.; = 3.5 tel que si L > L., la péche
optimale nécessite la mise en place d'une MPA, car dans ce cas, \j"™" < —1.
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4.7. SIMULATIONS NUMERIQUES

L
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The figure shows the behavior of )T,m when L varies. The parameter values are k=0.2, Q=0.2, p=1, K =0.4, E=5
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The figure shows the behavior of ;‘"Zm when L varies.The parameter values are k=0.2 Q=0.5, p=1, W =0.3 E=5

Figure 5
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CHAPITRE 4. L’EXPLOITATION OPTIMALE D’UNE PECHERIE

4.8 Conclusion

Bien qu’il existe des complexités dans les systémes marins, le modele étudié dans
ce chapitre est simple. Il renferme les caractéristiques principales d’une pécherie et
améliore notre compréhension de la facon de gérer les ressources halieutique. Ce
modeéle est concu pour atteindre des objectifs économiques et pour la conservation
de la biodiversité.

Le controle optimale est résolu analytiquement et analysé en termes de parameétres
du modeéele.

L’emplacement de 1'MPA est déterminé explicitement. Nous soulignons les situa-
tions ot les réserves marines apparaissent comme une partie de la solution optimale.

Cette solution dépend des parameétres économiques, par exemple, le prix de
vente, la pression des écologistes, et des parameétres biologiques tels que la mortalité
naturelle des espéces, les courants océaniques ainsi que la longueur de la région.
L’identification de ces parameétres est importante pour la gestion des péches.

Lorsque le prix de vente est élevé ou le taux de conservation est faible, alors il
faut pécher partout et avec un taux maximal. Si le prix est bas, ou que la pression
des écologistes est élevée, la stratégie optimale de la péche dépend de la longueur
de la région: Si ce dernier est assez grand, I’aire marine protégée est une partie de
la solution optimale.

Une MPA devrait étre mise en ceuvre a l'intérieur de la région. L’étude fournit
des informations incomplétes lorsque ) > pu et la longueur de la région est petite.
Une réponse est obtenue par [63] losque k£ = 0. Pour les petites valeurs du prix de
vente et des courants faibles, la stratégie optimale est de prendre une réserve marine
a l'intérieur de la région. Des modeles bio-économiques similaires ont été développés
dans J. M. Sanchiro et al. [92]. Ils étudient un systéme dynamique avec dispersion
ou 'espace est discret. Ils ont concentrés leurs études sur la maximisation du profit
en tenant compte du cotit de la péche. Entre autres résultats, ils constatent que les
réserves devraient étre mises en oeuvre lorsque la région a des cotits de péche plus
élevés. Pour tester les performances des aires protégées avec un cott quadratique,
nous renvoyons le lecteur a [16]. Les auteurs considérent un systéme proie-prédateur
avec une zone protégée pour les proies. D’autres études de modélisation ont analysé
I’hétérogénéité spatiale sous la forme de patch isolées, voir [13], [14], [105].

Malgré le fait que la technique a réduit le cotit de la péche, il serait intéres-
sant de l'inclure dans la fonction objective, nous nous efforcons d’examiner cette
question dans un autre travail. Les résultats semblent étre similaires en dimensions
supérieures (de N > 2) mais des difficultés d’ordre mathématiques subsistent et
cette question demeure ouverte.
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Résumé

La these est composée de deux parties. La premiere, est consacrée a |I'étude
de l'existence de multiplicité de solutions positives pour des problemes aux limites,
associés a des équations différentielles d’ordre 1. La méthode est topologique :
théoreme de Krasnoselskii (Théoreme de point fixe dans double cone).

La deuxieme partie expose la gestion d'une pécherie. Il s'agit d'étudier la
maximisation d'un profit qui provient de la péche, tout en conservant I'espece. Pour
cela, on fait appel au théoréme de Pontryagin.

Mots clés : Solution positive, probleme impulsif, théoreme de point fixe de
Krasnoselskii, control optimal, principe de Pontryagin.

Abstract

This thesis consists of two parts: in the first one, we prove the existence and
the multiplicity of positive solutions for boundary value problems associated to
differential equations of order 1 for presence of pulses. The results' proof is based on
Krasnoselskii fixed point theorem in double cones

The second part concerns the optimal management of a fishery with
conservation of fishery resources.

Keywords: Positive solution, impulsive problem, Krasnoselskii fixed point theorem,
optimal control, Pontryagin principle.
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