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Introduction

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité des
solutions pour le problème de Darboux pour des équations et des inclusions
différentielles hyperboliques d’ordre fractionnaire. Le contenu de ce mémoire
est basée sur la thèse de doctorat [1].

Le terme "calcul fractionnaire" n’est pas nouveau. Il s’agit d’une géné-
ralisation de la différentiation et l’intégration d’ordre entier à la différen-
tiation et l’intégration d’ordre non entier. Le sujet est aussi vieux que le
calcul différentiel et remonte aux temps quand Leibniz, Gauss, Newton ont
inventé ce type de calcul. A la fin de XIX siècle, plusieurs mathématiciens,
comme P. S. Laplace (1812), J.B. J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826),
J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A. K. Grunwald (1867-1872)
[36] et A.V. Letnikov (1868-1872) [51, 52] ont contribué à ce sujet (Voir
les références [29, 30, 41, 45, 53, 54, 59, 61]). Plusieur articles s’intéressent
à l’étude de quelques classes d’équations différentielles d’ordre entier,voir
[8, 12, 13, 14, 21, 44, 64]. Il y a eu un développement considérable dans
l’étude des équations différentielles d’ordre fractionnaire, ces dernières an-
nées ; voir les ouvrages de Kilbas et al [46], Miller et Ross [54], Podlubny
[59], Samko et al [61], les articles de Delbosco et Rodino [23], Diethelm et
al [26, 27, 28], El-Sayed [31], Mainardi [53], Momani et Hadid [55], Momani
et al [56], Podlubny et al [60], Yu et Gao [65], les articles de Abbas et Ben-
chohra [2, 3, 4]. Le livre de M. Caputo [15], publié en 1969, il est utilisé leur
définition originale de la dérivée fractionnaire pour formuler et résoudre des
problèmes en Viscoélasticité. Le calcul fractionnaire a plusieurs applications,
(voir [26, 32, 33, 41, 53]), par exemples : viscoélasticité, théorie du contrôle,
equation de diffusion, éléctricité, éléctromagnitiques, biologie. . .
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La théorie de la dérivation fractionnaire remonte à plusieurs siècles : un
exposé historique détaillé est donné en introduction de K.B. Oldham et J.
Spanier [57] ; de plus, cet ouvrage est sans doute l’un des premiers à ras-
sembler des résultats épars. Une synthèse théorique a été proposée dans le
livre de K.S. Miller et B. Ross [54], où certains aspects algébriques des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire sont complètement développés. Sur
le plan mathématique, l’ouvrage russe [61] fait autorité ; il regroupe un en-
semble de définitions et de théories absolument unique.

La méthode des sous et sur solutions a été appliquée pour étudier l’exis-
tence des solutions pour des problèmes à valeur initiale et problèmes aux li-
mites pour des équations différentielles ordinaires. Voir [5, 6, 39, 48, 49, 58].

Ce mémoire se compose en cinq chapitres et d’une bibiliographie. Dans
le premier Chapitre, nous donnons notations, définitions, quelques propriétés
du calcul fractionnaire, résultats préliminaires issu de l’analyse multivoque,
et dans la dernière section on donne quelques théorèmes du point fixe.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude du problème de Darboux
pour des équations différentielles hyperboliques d’ordre fractionnaire avec
condition locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ J := [0, a]× [0, b], (1)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (2)

Ensuite nous étudierons ce problème avec condition non locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ J, (3)

u(x, 0) +Q(u) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) +H(u) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (4)

Le troisième chapitre présente quelques résultas d’existence et d’unicité
des solutions du problème de Darboux pour des équations différentielles hy-
perboliques d’ordre fractionnaire avec retard fini. Premièrement dans le cas
fonctionnel suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (5)
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u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (6)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (7)

Deuxièment nous étudierons ce problème dans le cas de type neutre sui-
vant :

cDr
0

[
u(x, y)− g(x, y, u(x,y))

]
= f(x, y, u(x,y)), si (x, y) ∈ J, (8)

u(x, y) = φ(x, y); si (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (9)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (10)

Troisièment on va étudier le problème de Darboux pour des équations
differentielles hyperboliques perturbées ; d’abord on donnera des résultats
d’existence et d’unicité des solutions du problème de Darboux avec condition
locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)) + g(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J (11)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (12)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (13)

Ensuite on donnera des résultats d’existence et d’unicité des solutions du
problème de Darboux avec condition non locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)) + g(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (14)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (15)

u(x, 0) +Q(u) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) +K(u) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (16)

Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solution pour étudier le
problème de Darboux suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x, y)); si (x, y) ∈ J, (17)



12 TABLE DES MATIÈRES

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (18)

Enfin on considère l’existence des solutions du problème suivant :

cDr
0

(
u(x, y)

f(x, y, u(x, y))

)
= g(x, y, u(x, y)), si (x, y) ∈ J, (19)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (20)

Pour la quatrième chapitre on donne des conditions suffisantes pour mon-
trer l’existence et l’unicité des solutions du problème de Darboux pour des
équations différentielles d’ordre fractionnaires avec retard infini. On donnera
la définition axiomatique et des exemple pour l’espace de phase B.

Ensuite on va traiter le problème de Darboux dans le cas fonctionnel
suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (21)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ′ :=]−∞, a]×]−∞, b]\]0, a]×]0, b], (22)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (23)

De plus on va étudier ce problème dans le cas de type neutre suivant :

cDr
0

(
u(x, y)− g(x, y, u(x,y))

)
= f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (24)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ′ :=]−∞, a]×]−∞, b]\]0, a]×]0, b], (25)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (26)

Le dernier chapitre introduit quelques conditions suffisantes pour mon-
trer l’existence des solutions du problème de Darboux pour des inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire.
La deuxième section est consacré à l’étude du problème de Darboux suivant :

(cDr
0u)(x, y) ∈ F (x, y, u(x,y)), si (x, y) ∈ J, (27)
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u(x, y) = φ(x, y), si (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (28)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (29)

où F est une application multivoque à valeurs compactes et convexes.
Ensuite on va étudier ce problème où le second membre est à valeurs non

convexes.

Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solutions pour étudier le
problème de Darboux suivant :

(cDr
0u)(x, y) ∈ F (x, y, u(x, y)), si (x, y) ∈ J, (30)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (31)

Phrases et mots clés :Problème de Darboux, équation différentielle hy-
perbolique d’ordre fractionnaire, point fixe, dérivée de Caputo, solution, so-
lutions extrémales, sous et sur solutions, inclusions différentielles, semi conti-
nuité supérieure.

Classifications A.M.S : 26A33, 26A42, 34K05, 34A60.
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Chapitre Un

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit des notations, définitions, lemmes et théo-
rèmes qui seront utilisés à travers les chapitres suivants.

1.1 Notations et définitions

Soit J := [0, a]× [0, b], a, b > 0 et ρ > 0.
Lρ(J, IRn) est l’espace de Banach des fonctions u définies de J dans IRn

intégrables par rapport à la mesure de Lebesgue muni de la norme :

‖u‖Lρ =
(∫ a

0

∫ b

0

‖u(x, y)‖ρdsdt
) 1
ρ
,

où ‖.‖ est une norme sur IRn.
L∞(J, IRn) est l’espace de Banach des fonctions mesurable u : J → IRn

borné, muni de la norme

‖u‖L∞ = inf{c > 0 : ‖u(x, y)‖ ≤ c, p.p (x, y) ∈ J}.

AC(J, IRn) est l’espace des fonctions absolument continues définie de J dans
IRn.
C(J, IRn) est l’espace de Banach des fonctions u définies de J dans IRn conti-
nues muni de la norme :

‖u‖∞ = sup{‖u(x, y)‖ : (x, y) ∈ J}.
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C(J, IR) muni de la norme ‖.‖∞ definie par ‖u‖∞ = sup
(x,y)∈J

|u(x, y)|.

L’algèbre de Banach C(J, IR) muni d’une loi interne “ · ” définie par

(u · v)(x, y) = u(x, y)v(x, y), pour (x, y) ∈ J.

Définition 1.1.1 Soient E et F deux espaces de Banach et f une application
définie de E à valeurs dans F. On dit que f est complètement continue si
elle est continue et transforme tout borné de E en un ensemble relativement
compact dans F. f est dite compacte si f(E) est relativement compacte dans
F.

Définition 1.1.2 Soient E un espace de Banach et A : E −→ E un opé-
rateur. On dit que A est une contraction (ou contractant), s’il existe une
constante 0 ≤ k < 1 telle que

‖Ax− Ay‖E ≤ k‖x− y‖E, pour tout x, y ∈ E.

1.2 Quelques propriétés du calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des notations, définitions et des lemmes
concernant le calcul fractionnaire.

Définition 1.2.1 ([63]) Soit r = (r1, r2) ∈]0,∞[×]0,∞[ et u ∈ L1(J, IRn).
L’intégrale d’ordre fractionnaire r au sens de Riemann-Liouville pour une
fonction u est définie par :

(Ir0u)(x, y) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1u(s, t)dsdt,

où Γ(.) est la fonction Gamma eulerienne définie par :

Γ(ξ) =

∫ ∞
0

tξ−1e−tdt, ξ > 0.

En particulier,

(I0
0u)(x, y) = u(x, y), (I1

0u)(x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

u(s, t)dsdt; p.p (x, y) ∈ J.
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Ir0u existe pour tout r1, r2 > 0, où u ∈ L1(J, IRn).
Si u ∈ C(J, IRn), alors (Ir0u) ∈ C(J, IRn), en plus

(Ir0u)(x, 0) = (Ir0u)(0, y) = 0; x ∈ [0, a], y ∈ [0, b].

On a (1 − r1, 1 − r2) ∈]0, 1]×]0, 1]. Notons par D2
xy := ∂2

∂x∂y
, la dérivée

mixte du second ordre.

Définition 1.2.2 ([63]) Soit r ∈]0, 1]×]0, 1] et u ∈ L1(J, IRn). La dérivée
d’ordre fractinnaire r de type Caputo pour une fonction u est définie par
l’expression :

(cDr
0u)(x, y) = (I1−r

0 D2
xyu)(x, y).

Et La dérivée d’ordre r de type Riemann-Liouville pour une fonction u est
définie par l’expression :

(RLDr
0u)(x, y) = (D2

xyI
1−r
0 u)(x, y).

Pour le cas r = (1, 1) on a

(cD1
0u)(x, y) = (RLD1

0u)(x, y) = (D2
xyu)(x, y), pour (x, y) ∈ J.

Soit a1 ∈ [0, a], z+ = (a1, 0) ∈ J, Jz = [a1, a]×[0, b]. pour w ∈ L1(Jz, IRn),
l’expression

(Irz+w)(x, y) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

a1

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1w(s, t)dsdt,

est dite l’intégral d’ordre r de type Riemann-Liouville pour w.
La dérivée d’ordre fractinnaire r de type Caputo pour w est définie par :

(cDr
z+w)(x, y) = (I1−r

z+ D2
xyw)(x, y).

La dérivée d’ordre r de type Riemann-Liouville pour w est définie par :

(RLDr
z+w)(x, y) = (D2

xyI
1−r
z+ w)(x, y).

Remarque 1.2.1 Relation entre RLDr
0 et cDr

0

Soit u ∈ L1(J, IRn) et ϕ : [0, a] → IRn, ψ : [0, b] → Rn sont des fonctions
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absolument continues tel que u(x, 0) = ϕ(x); x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y); y ∈
[0, b] et ϕ(0) = ψ(0). Alors on a

(RLDr
0u)(x, y) = λ(x, y) + (cDr

0u)(x, y); (x, y) ∈ J,

où

λ(x, y) =
x−r1

Γ(r2)Γ(1− r1)

∫ y

0

(y − t)−r2ψ̇(t)dt

+
y−r2

Γ(r1)Γ(1− r2)

∫ x

0

(x− t)−r1ϕ̇(t)dt+
x−r1y−r2ϕ(0)

Γ(1− r1)Γ(1− r2)
.

1.3 Quelques notions d’analyse multivoque
Soit (X, ‖ · ‖) un espace normé. On note :

P(X) = {Y ∈ X : Y 6= ∅}, Pcl(X) = {Y ∈ P(X) : Y fermé},
Pb(X) = {Y ∈ P(X) : Y borné}, Pcp(X) = {Y ∈ P(X) : Y compact}
et Pcp,cv(X) = {Y ∈ P(X) : Y compact et convexe}.
Pour plus de détails sur les applications multivoques voir les références [34,
62, 22, 43].

Définition 1.3.1 Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et G : X −→ P(X)
est une application multivoque (ou une multifonction).

• Une application multivoque G : X −→ P(Y ) est dite à valeurs convexes
(resp.fermées) si pour tout x ∈ X, G(x) est convexe (resp.fermé).

• G est borné si pour tout ensemble borné B dans X l’ensemble G(B) est
borné dans X ;

sup
x∈B
{sup{‖y‖ : y ∈ G(x)}} <∞.

• G est dite semi continue supérieurement (s.c.s) au ponit x0 ∈ X si pour
tout ouvertW contenant G(x0) il existe un voisinage ouvert V (x0) dans
X tel que pour tout x ∈ V (x0) on a G(x) ⊂ W.

• G est dite complètement continue si G(B) continue et relativement
compact pour tout ensemble B borné de X.
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• G admet un point fixe s’il existe x ∈ X tel que x ∈ G(x).

Définition 1.3.2 Soit G : J −→ Pcl(IRn) une application multivoque à va-
leurs fermées. On dit que G est mesurable si pour tout u ∈ IRn, la fonction

(x, y) 7→ d(u,G(x, y)) = inf{‖u− z‖ : z ∈ G(x, y)}

est mesurable sur J , où d est la distance induite par l’espace de Banach.

Lemme 1.3.1 [22] Soit G : J −→ Pb,cl,cv(IR) une application multivoque
complètement continue. G est s.c.s si et seulement si le graghe de G est
fermé ; i.e si un −→ u∗, wn −→ w∗, avec wn ∈ G(un) alors w∗ ∈ G(u∗).

Définition 1.3.3 Une application multivoque F : J × IRn −→ P(IRn) est
dite de Carathéodory si elle vérifie :

(i) (x, y) 7−→ F (x, y, u) est mesurable pour tout u ∈ IRn;

(ii) u 7−→ F (x, y, u) est semi continue supérieurement p.p (x, y) ∈ J.
De plus, si

(iii) pour tout q > 0, il existe une fonction ϕq ∈ L1(J, IR+) telle que pour
tout u ∈ C(J, IRn) avec ‖u‖ ≤ q ;

‖F (x, y, u)‖ = sup{‖f‖ : f ∈ F (x, y, u)} ≤ ϕq(x, y) p.p (x, y) ∈ J ;

alors la fonction F est dite L1-Carathéodory.

Définition 1.3.4 Soit (X, d) un espace métrique, A et B deux parties non
vides de X. On considère l’application Hd : P(X) × P(X) −→ IR+ ∪ {∞}
donnée par :

Hd(A,B) = max

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(A, b)

}
,

où d(A, b) = inf
a∈A

d(a, b) et d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b). On convient que d(x, ∅) =∞.
Hd est une distance de Pompeiu - Hausdorff induite par la métrique d et
l’espace (Pcl(X), Hd) est un espace métrique généralisé [47].

Pour chaque u ∈ C(J, IRn), on définit l’ensemble :

SF,u = {f ∈ L1(J, IRn) : f(x, y) ∈ F (x, y, u(x, y)) p.p. (x, y) ∈ J}.

SF,u est l’ensemble des séléctions de F. Si F est à valeurs fermées, bornées et
convexes et X est de dimension fini, alors SF,y est non vide.
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Définition 1.3.5 Un opérateur multivoque N : X −→ Pcl(X) est dit :

a) γ-Lipschitz s’il existe γ > 0 tel que :

Hd(N(u), N(v)) ≤ γd(u, v), pour tout u, v ∈ X,
b) contractant s’il est γ-Lipschitz avec γ < 1.

Maintenant, nous donnons quelques notions de base sur la théorie des algèbres
de Banach. Soit X une algèbre de Banach muni d’une norme ‖ · ‖.
Définition 1.3.6 Une fonction f : J × R→ R est dite Chandrabhan si

(i) la fonction (x, y)→ f(x, y, z) est mesurable pour tout z ∈ IR,
(ii) la fonction z → f(x, y, z) est croissante p.p (x, y) ∈ J.

Définition 1.3.7 Soit X une algèbre de Banach. On appelle cône de X, tout
ensemble non vide fermé K de X verifiant :

(i) K +K ⊆ K,
(ii) λK ⊆ K pour λ ≥ 0,
(iii) {−K} ∩K = {0}, où 0 est l’élément neutre de X.

Un cône K est appelé positif si
(iv) K ◦K ⊆ K, où "◦" est la multiplication dans X.

Définition 1.3.8 Un cône K est appelé normal si la norme ‖ · ‖ est semi-
monotone sur K, i.e il existe une constante ξ > 0 telle que ‖u‖ ≤ ξ‖v‖, pour
u ≤ v.

Nous équipons l’espace X par la relation d’ordre ” ≤ ” définie par :
pour tout u, v ∈ X : u ≤ v si et seulement si v − u ∈ K.

Si le cône K est normal dans X, alors tout ensemble ordonné borné dans
X est de norme bornée.

Lemme 1.3.2 (Dhage [25]) Soit K un cône positif dans une algèbre de Ba-
nach réelle X et soit u1, u2, v1, v2 ∈ K tel que u1 ≤ v1 et u2 ≤ v2. Alors
u1u2 ≤ v1v2.

Pour tout v, w ∈ X, v ≤ w, l’intervalle ordonné [v, w] est un ensemble dans
X donné par

[v, w] = {u ∈ X : v ≤ u ≤ w}.
Les cônes et leurs proriétés sont détaillés dans les références [32, 38].
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1.4 Quelques théorèmes du point fixe
Théorème 1.4.1 (Théorème du point fixe de Banach) [35].
Soient X un espace de Banach, et A : X −→ X un opérateur contractant.
Alors A admet un point fixe unique. i.e ∃!u ∈ X tel que Au = u.

Théorème 1.4.2 (Alternative non linéaire de Leray - Schauder)[1934] [35].
Soient X un espace de Banach et C ⊂ X un convexe fermé. On suppose
qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 ∈ U , N : U −→ C un opérateur
complètement continu , alors on a l’alternative suivant : ou bien

1. N admet un point fixe ; ou bien
2. il existe u ∈ ∂U ; u = λN(u) pour λ ∈]0, 1[.

Lemme 1.4.1 (Alternative Non Linéaire de Leray - Schauder)[35].
Soient X un espace de Banach et C ⊂ X un convexe. On suppose qu’il existe
un ouvert U dans C tel que 0 ∈ U , N : U −→ C une application multivoque
s.c.s et compacte, alors on a l’alternative suivant : ou bien

1. N admet un point fixe ; ou bien
2. il existe u ∈ ∂U ; u ∈ λN(u) pour λ ∈]0, 1[.

Théorème 1.4.3 (Schauder)[66].
Soit E un espace de Banach, M un convexe fermé borné de E et A : M −→
M un opérateur continu et compact, alors A admet au moins un point fixe
dans M .

Théorème 1.4.4 (Théorème du point fixe de Schaefer)[35, 38].
Soient X un espace de Banach et A : X −→ X un opérateur complètement
continu.
Si l’ensemble

E = {u ∈ X : λAu = u, pour un certain λ ∈]0, 1[ }

est borné, alors A possède au moins un point fixe.

Théorème 1.4.5 (Dhage) ([24])
Soit X une algèbre de Banach et soit A,B : X → X deux opérateurs tels que

(a) A est Lipschizien avec une constante de Lipschitz α,
(b) B est compact et continu,
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(c) αM < 1, où M = ‖B(X)‖ := sup{‖Bz‖ : z ∈ X}.
Alors ou bien

(i) l’équation AuBu = u admet une solution, ou bien
(ii) l’ensemble E = {u ∈ X : λ[AuBu] = u, 0 < λ < 1} est borné.

Théorème 1.4.6 (Théorème du point fixe de Burton et Kirk)([10]) .
Soient X un espace de Banach, A, B : X −→ X sont deux opérateurs tels
que :
(i) A est une contraction,
(ii) B est complètement continu. Alors ou bien
• l’équation opérationnelle u = A(u) +B(u) admet une solution, ou bien
• l’ensemble

E =
{
u ∈ X : λA

(u
λ

)
+ λB(u) = u, pour λ ∈]0, 1[

}
est non borné.

Théorème 1.4.7 (Krasnoselskii) ([7])
Soit X un espase de Banach, soit D ⊂ X un convexe fermé borné, et soit
A,B : D → X tel que Au + Bv ∈ D pour tout (u, v) ∈ D. Si A est une
contraction et B est complètement continu , alors l’équation
Aw +Bw = w admet une solution w sur D.

Théorème 1.4.8 (Bohnenblust-Karlin)([9])
Soient X un espace de Banach et K ∈ Pcl,cv(X) et supposons que l’opérateur
G : K → Pcl,cv(K) est s.c.s et l’ensemble G(K) est relativement compact
dans X. Alors G admet un point fixe dans K.

Théorème 1.4.9 (Covitz-Nadler)[18].
Soit (X, d) un espace métrique complet. Si N : X −→ Pcl(X) est une contrac-
tion alors N admet un point fixe (i.e F ixN 6= ∅).

On utilise les théorèmes du point fixe suivants de Dhage [25] pour montrer
l’éxistence des solutions extrémales.

Théorème 1.4.10
Soit K un cône de l’algèbre de Banach X et soit v, w ∈ X. Supposons que
A,B : [v, w]→ K sont deux opérateurs tels que
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(a) A est complètement continu,
(b) B est totalement borné,
(c) Au1Bu2 ∈ [v, w] pour tout u1, u2 ∈ [v, w], et
(d) A et B sont croissants.

Si le cône K est positif et normal, alors l’équation opérationnelle AuBu = u
admet un plus petit et un plus grand points fixes positifs dans [v, w].

Théorème 1.4.11
Soit K un cône dans une algèbre de Banach X et soit v, w ∈ X. Supposons
que A,B : [v, w]→ K sont deux opérateurs tels que

(a) A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz α,
(b) B est totalement borné,
(c) Au1Bu2 ∈ [v, w] pour tout u1, u2 ∈ [v, w], et
(d) A et B sont croissants.

En plus si le cône K est positif et normal, alors l’équation opérationnelle
AuBu = u admet un plus petit et un plus grand points fixes positifs dans
[v, w], quand αM < 1, où M = ‖B([v, w])‖ := sup{‖Bu‖ : u ∈ [v, w]}.

Remarque 1.4.1
L’hypothèses (c) des théorèmes 1.4.10 et 1.4.11 est satisfaite si les opérateurs
A et B sont positifs croissants et ils existent des éléments v et w dans X tels
que v ≤ Av Bv et AwBw ≤ w.

Lemme 1.4.2 (Lemme de Gronwall)([40])
Soit υ : J → [0,∞) une fonction réelle et ω(., .) une fonction positive et
localement intégrable sur J. S’ils existent des constantes c > 0 et 0 < r1, r2 <
1 tel que

υ(x, y) ≤ ω(x, y) + c

∫ x

0

∫ y

0

υ(s, t)

(x− s)r1(y − t)r2
dsdt,

alors il existe δ = δ(r1, r2) tel que

υ(x, y) ≤ ω(x, y) + δc

∫ x

0

∫ y

0

ω(s, t)

(x− s)r1(y − t)r2
dsdt,

pour tout (x, y) ∈ J.

Lemme 1.4.3 (Lemme d’Ascoli-Arzelà)[38]
Soit A ⊂ C(J, IRn), A est relativement compact (i.e A est compact) si et
seulement si :
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1. A est uniformément borné.
2. A est équicontinu.



Chapitre Deux

Problème de Darboux pour
des équations différentielles

hyperboliques

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude d’existence et d’unicité des solutions du
problème de Darboux pour des équations différentielles hyperboliques d’ordre
fractionnaire.

Dans la deuxième section on va étudier le problème de Darboux avec
condition locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ J, (2.1)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (2.2)

où cDr
0 est la dérivé de Caputo d’ordre r = (r1, r2) ∈]0, 1]×]0, 1],

f : J × IRn −→ IRn est une fonction donnée, ϕ : [0, a]→ IRn, ψ : [0, b]→ IRn

sont des fonctions absolument continues telle que ϕ(0) = ψ(0).

La troisième section est consacrée à l’étude du problème de Darboux avec
condition non locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u), (x, y) ∈ J, (2.3)
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u(x, 0) +Q(u) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) +K(u) = ψ(y), y ∈ [0, b]. (2.4)

où f, ϕ, ψ sont comme dans le problème (2.1)-(2.2) et Q,H : C(J, IRn) −→
IRn.

Nous allons donnés trois résultats, le premier est un résultat d’unicité
basé sur le théorème de Banach, le deuxième et le troisième sont des résultats
d’existence basés respectivement sur le théorème de Schauder et l’alternative
non linéaire de Leray-Schauder.

2.2 Problème de Darboux avec condition locale

Soit le problème linéaire suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ J, (2.5)

u(x, 0) = ϕ(x), u(0, y) = ψ(y), (x, y) ∈ J, (2.6)

où f : J −→ IRn est une fonction continue.

Définition 2.2.1 Une fonction u ∈ C(J, IRn) avec sa dérivée mixte D2
xy

existe et intégrable sur J est dite solution du problème (2.5)-(2.6) si u satisfait
les équations (2.5) et (2.6) sur J .

Lemme 2.2.1 La solution u ∈ AC(J, IRn) du problème (2.5)-(2.6) est défi-
nie par :

u(x, y) = µ(x, y) + Ir0f(s, t)dsdt, (x, y) ∈ J (2.7)

où
µ(x, y) = ϕ(x) + ψ(y)− ϕ(0).

Preuve : Soit u(x, y) solution du problème (2.5)-(2.6) .Alors d’après la dé-
finition de la dérivée (cDr

0u)(x, y), on a :

I1−r
0 (D2

xyu)(s, t) = f(x, y).

Donc, on obtient
Ir0(I1−r

0 D2
xyu)(s, t) = (Ir0f)(x, y),
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alors
I1

0D
2
xyu(s, t) = (Ir0f)(x, y).

Puisque

I1
0 (D2

xyu)(s, t) = u(x, y)− u(x, 0)− u(0, y) + u(0, 0),

on a
u(x, y) = µ(x, y) + (Ir0f)(x, y).

Maintenant soit u(x, y) satisfait (2.7). Il est clair que u(x, y) satisfait

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y), sur J.

Corollaire 2.2.1 Soit f : J × IRn −→ IRn une fonction continue.
La fonction u ∈ AC(J, IRn) est une solution du problème (2.1)-(2.2) si et
seulement si u satisfait l’équation intégrale :

u(x, y) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u)dsdt

+ϕ(x) + ψ(y)− ϕ(0).

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du pro-
blème (2.1)-(2.2), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 2.2.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H1) f : J × IRn −→ IRn est une fonction continue.
(H2) Il existe une constante k > 0 telle que :

‖f(x, y, u1)− f(x, y, u2)‖ ≤ k‖u1 − u2‖∞,

pour tout u1, u2 ∈ IRn et (x, y) ∈ J.
Si

kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1,

alors, le problème (2.1)-(2.2) admet une seule solution.

Preuve : Considérons l’opérateur A : C(J, IRn) −→ C(J, IRn)
défini par :

(Au)(x, y) = µ(x, y)+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x−s)r1−1(y−t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt.
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A est bien défini, en effet : si u ∈ C(J, IRn) alors, (Au) ∈ C(J, IRn).
Pour montrer que A admet un point fixe il suffit de montrer que A est une
contraction, en effet : si u1, u2 ∈ C(J, IRn) pour tout (x, y) ∈ J alors,

‖(Au1)(x, y)− (Au2)(x, y)‖ ≤

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1‖f(s, t, u1(s, t))− f(s, t, u2(s, t))‖dsdt

≤ k

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u1(s, t)− u2(s, t)‖dsdt

≤ k

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖∞

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ kxr1yr2

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖∞.

Et par suite

‖(Au1)− (Au2)‖∞ ≤
kar1br2

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖∞.

Donc A est une contraction et d’après le théorème de Banach A admet
un seul point fixe qui est une solution du problème (2.1)-(2.2).

Notre deuxième résultat d’existence des solutions de (2.1)-(2.2) est basé
sur le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 2.2.2 Supposons que (H1) et les hypothèses suivantes sont sa-
tisfaites :

(H3) Il existe p ∈ C(J, IR+) et φ : [0,+∞[−→]0,+∞[ continue et crois-
sante telle que :

|f(x, y, u(x, y)| ≤ p(x, y)φ(‖u‖) ∀ (x, y) ∈ J et u ∈ IRn.

(H4) Il existe r > 0 tel que :

‖µ‖∞ +
ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
p∗φ(r) ≤ r,

où p∗ = sup
(s,t)∈J

p(s, t),
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alors, le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l’opérateur A défini dans le Théorème 2.2.1.

Soit :
M = {u ∈ C(J, IRn) : ||u||∞ ≤ r},

où r est la constante définie dans (H4).
Il est clair que M est convexe fermé et borné.
Montrons que si u ∈M alors, Au ∈M :
Soit u ∈M :

‖(Au)(x, y)‖ ≤

≤ ‖µ(x, y)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, u(s, t))‖dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)φ(‖u‖∞)

≤ ‖µ‖+
ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
p∗φ(r) := r.

Ce qui implique que
||Au||∞ ≤ r.

Donc Au ∈M.
• Montrons que A est continu, en effet : Soit (un)

n∈IN une suite dans
C(J, IRn) convergente pour la norme ||.||∞ vers une limite u, c’est à
dire : lim

n→+∞
||un−u||∞ = 0. Il faut montrer que lim

n→+∞
||Aun−Au||∞ = 0.

Soit (x, y) ∈ J
‖(Aun)(x, y)− (Au)(x, y)‖ ≤

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1‖f(s, t, un(s, t))− f(s, t, u(s, t))‖dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1 sup
(s,t)∈J

‖f(s, t, un(s, t))− f(s, t, u(s, t))‖dsdt

≤ ‖f(., ., un)− f(., ., u)‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1dsdt

≤ ar1br2‖f(., ., un)− f(., ., u)‖∞
r1r2Γ(r1)Γ(r2)

.
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Puisque f est continue alors,

‖A(un)−A(u)‖∞ ≤
ar1br2‖f(., ., un)− f(., ., u)‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
→ 0 quand n→∞.

D’où A est continu.

• Montrons que A est compact, en effet :
A(M) est relativement compact, c’est à dire :
(a) A(M) borné car ‖(Au)‖ ≤ r ∀u ∈M .
(b) A(M) est équicontinu, en effet :

Soit u ∈M et (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2 et y1 < y2 :

‖(Au)(x2, y2)− (Au)(x1, y1)‖ ≤ ‖µ(x2, y2)− µ(x1, y1)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)
‖
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1

×(y1 − t)r2−1]f(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt‖

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖+
p∗φ(r)

Γ(r1)Γ(r2)

×
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1 − (x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1]dsdt

+
p∗φ(r)

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
p∗φ(r)

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
p∗φ(r)

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖

+
p∗φ(r)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2
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+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Si (x2, y2) → (x1, y1) : (Au)(x2, y2) → (Au)(x1, y1), d’où A est équi-
continue.

Alors, A est compact.

Donc d’après le théorème de Schauder l’opérateur A admet au moins un
point fixe qui est une solution du problème (2.1)-(2.2).

Notre prochain résultat d’existence des solutions de problème (2.1)-(2.2)
est basé sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théorème 2.2.3 Supposons que (H1) et l’hypothèse suivante sont satis-
faites :

(H5) Il existe deux fonctions p, q ∈ C(J, IR+) telle que :

‖f(x, y, u(x, y))‖ ≤ p(x, y)+q(x, y)‖u(x, y)‖, ∀ (x, y) ∈ J et u ∈ C(J, IRn).

Alors, le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l’opérateur A défini dans le Théorème 2.2.1.
• A est continu d’après le théorème 2.2.2.
• A est complètement continu : c’est à dire A(Bη) est relativement com-

pact pour tout borné Bη.
Soit l’ensemble :

Bη = {u ∈ C(J, IRn) : ||u||∞ ≤ η}.

A(Bη) est relativement compact si :

(i) A(Bη) est borné, en effet : Soit u ∈ Bη et (x, y) ∈ J alors,

‖A(u)(x, y)‖ ≤ ‖µ(x, y)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, u(s, t))‖dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∥∥∥∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)dsdt
∥∥∥

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)‖u(s, t)‖∞dsdt
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≤ ‖µ(x, y)‖+
‖p‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

+
‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ ‖µ‖∞ +
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2 := `.

Donc ||Au||∞ ≤ ` et par suite A(Bη) est borné.
(ii) A(Bη) est équicontinu, en effet :

Soit u ∈ Bη et (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2 et y1 < y2 :

‖A(u)(x2, y2)− A(u)(x1, y1)‖ ≤

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)
‖
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1

×(y1 − t)r2−1]f(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt‖

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

×
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1 − (x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1]dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2
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+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Si (x2, y2) → (x1, y1) : (Au)(x2, y2) → (Au)(x1, y1), d’où A est équi-
continu.

Alors, A est complètement continu.

Soit u ∈ C(J, IRn) tel que u = λA(u) pour λ ∈]0, 1[. Alors, d’après (H5) et
pour tout (x, y) ∈ J , on a :

‖u(x, y)‖ ≤ ‖µ(x, y)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1[p(s, t) + q(s, t)‖u(s, t)‖]dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2

+
‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u(s, t)‖dsdt.

D’après lemme de Gronwall, on a :

‖u(x, y)‖ ≤ [‖µ‖∞ +
ar1br2‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
]

×[1 +
δ‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt]

≤ [‖µ‖∞ +
ar1br2‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
]

×[1 +
δar1br2‖q‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
] := M.

Alors, ||u||∞ ≤M.
Soit :

U = {u ∈ C(J, IRn) : ||u||∞ < M + 1}.

Comme ∀u ∈ ∂U et ∀λ ∈]0, 1[, on a : u 6= λA(u).

Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder A admet au
moins un point fixe qui est une solution du problème (2.1)-(2.2).
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2.3 Problème de Darboux avec condition non
locale

Définition 2.3.1 Une fonction u ∈ C(J, IRn) avec sa dérivée mixte D2
xy

existe et intégrable sur J est dite solution du problème (2.3)-(2.4) si u satisfait
les équations (2.3) et (2.4) sur J .

Lemme 2.3.1 u ∈ AC(J, IRn) est solution du problème (2.3)-(2.4) si et
seulement si satisfait l’équation intégrale suivante :

u(x, y) = µ(x, y)−Q(u)−H(u)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt.

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du pro-
blème (2.3)-(2.4), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 2.3.1 Supposons que (H1), (H2) et les hypothèses suivantes sont
satisfaites :

(H2′) Il existe une constante k̃ > 0 telle que :

‖Q(u1)−Q(u2‖ ≤ k̃‖u1−u2‖ pour tout u1, u2 ∈ C(J, IRn) et (x, y) ∈ J.

(H2′′) Il existe une constante k∗ > 0 telle que :

‖H(u1)−H(u2)‖ ≤ k∗‖u1−u2‖ pour tout u1, u2 ∈ C(J, IRn) et (x, y) ∈ J.

Si
k̃ + k∗ +

kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1,

alors, le problème (2.3)-(2.4) admet une seule solution.

Preuve : Considérons l’opérateur A : C(J,IRn) −→ C(J, IRn)
défini par :

Au(x, y) = µ(x, y)−Q(u)−H(u)+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x−s)r1−1(y−t)r2−1f(s, t, u(s, t))dsdt.

A est bien défini, en effet : si u ∈ C(J, IRn) alors, (Au) ∈ C(J, IRn).
Pour montrer que A admet un point fixe il suffit de montrer que A est une
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contraction,en effet : si u1, u2 ∈ C(J, IRn) pour tout (x, y) ∈ J alors,

‖(Au1)(x, y)− (Au2)(x, y)‖ ≤

≤ ‖Q(u1)−Q(u2)‖+ ‖H(u1)−H(u2)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, u1(s, t))− f(s, t, u2(s, t))‖dsdt.

Et par (H2), (H2′) et (H2′′)

‖(Au1)(x, y)− (Au2)(x, y)‖ ≤

≤ k̃‖u1 − u2‖+ k∗‖u1 − u2‖

+
k

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u1 − u2‖dsdt

≤ k̃‖u1 − u2‖+ k∗‖u1 − u2‖

+
k

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ k̃‖u1 − u2‖+ k∗‖u1 − u2‖+
k‖u1 − u2‖ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
.

Et par suite

‖(Au1)− (Au2)‖∞ ≤
[
k̃ + k∗ +

kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
‖u1 − u2‖∞.

Donc A est une contraction et d’après le théorème de Banach A admet
un seul point fixe qui est une solution du problème (2.3)-(2.4).

Maintenant nous donnons un résultat de l’existence basé sur le théorème
du point fixe de Schauder.

Théorème 2.3.2 Supposons que (H1) et (H3) et les hypothèses suivantes
sont satisfaites :

(H3′) Il existe d̃ > 0 tel que :

‖Q(u)‖ ≤ d̃(1 + ‖u‖) pour tout u ∈ C(J, IRn).
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(H3′′) Il existe d∗ > 0 tel que :

‖H(u)‖ ≤ d∗(1 + ‖u‖) pour tout u ∈ C(J, IRn).

(H4′) Il existe r > 0 tel que :

‖µ‖∞ + [d̃+ d∗](1 + r) +
ar1br2p∗φ(r)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
≤ r,

où p∗ = sup
(s,t)∈J

p(s, t).

Alors, le problème (2.3)-(2.4) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l’opérateur A défini dans le théorème 2.3.1.

Soit :
M = {u ∈ C(J,IRn) : ||u||∞ ≤ r},

où r est la constante définie dans (H4′).
Il est clair que M est convexe fermé et borné.
Montrons que si u ∈M alors, Au ∈M :
Soit u ∈M :

‖(Au)(x, y)‖ ≤

≤ ‖µ(x, y)‖+ ‖Q(u)‖+ ‖H(u)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, u(s, t))‖dsdt

≤ ‖µ‖∞ + d̃(1 + ‖u‖) + d∗(1 + ‖u‖)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)φ(‖u‖)dsdt

≤ ‖µ‖∞ + [d̃+ d∗](1 + r) +
ar1br2p∗φ(r)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
.

Ce qui implique que
||Au||∞ ≤ r.

Donc Au ∈M.

• Montrons que A est continu et compact.
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Donc d’après le théorème de Schauder l’opérateur A admet au moins un
point fixe qui est une solution du problème (2.3)-(2.4).

Utilisons l’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour donner un
autre résultat d’existence des solutions du problème (2.3)-(2.4).

Théorème 2.3.3 Supposons que (H1), (H3′), (H3′′) et (H5) sont satisfaites.
Alors, le problème (2.3)-(2.4) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l’opérateur A défini dans le Théorème 2.3.1.

• A est continu
• A est complètement continu

Soit u ∈ C(J, IRn) tel que u = λA(u) pour λ ∈]0, 1[. Alors, d’après (H5) et
pour tout (x, y) ∈ J , on a :

‖u(x, y)‖ ≤ ‖µ(x, y)‖+ [d̃+ d∗](1 + ‖u‖∞)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1[p(s, t) + q(s, t)‖u(s, t)‖]dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+ [d̃+ d∗](1 + η) +
‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2

+
‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u(s, t)‖dsdt.

D’après lemme de Gronwall, on a :

‖u(x, y)‖ ≤
[
‖µ‖∞ + [d̃+ d∗](1 + η) +

ar1br2‖p‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
×
[
1 +

δ‖q‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt
]

≤
[
‖µ‖∞ + [d̃+ d∗](1 + η) +

ar1br2‖p‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
×
[
1 +

δar1br2‖q‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
:= M∗.

Alors, ||u||∞ ≤M∗.
Soit :

U = {u ∈ C(J, IRn) : ||u||∞ < M∗ + 1}.
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Comme ∀u ∈ ∂U et ∀λ ∈]0, 1[, on a : u 6= λA(u).

Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder A admet au
moins un point fixe qui est une solution du problème (2.3)-(2.4).



Chapitre Trois

Problème de Darboux pour
des équations différentielles

hyperboliques avec retard fini

3.1 Introduction
Ce chapitre présente quelques résultas d’existence et d’unicité des solu-

tions du problème de Darboux pour des équations différentielles hyperbo-
liques d’ordre fractionnaire avec retard fini.

Dans la deuxième section on va étudier le problème de Darboux dans le
cas fonctionnel suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (3.1)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (3.2)
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.3)

où α, β, a, b > 0, C = C([−α, 0] × [−β, 0], IRn), f : J × C −→ IRn est une
fonction donnée,ϕ, ψ sont comme dans le problème (2.1)-(2.2), φ : J̃ −→ IRn

est la fonction continue telle que :

φ(x, 0) = ϕ(x) ∀x ∈ [0, a].
φ(0, y) = ψ(y) ∀y ∈ [0, b].

Pour tout u ∈ C(J̃ , IRn) et pour tout (x, y) ∈ J la fonction u(x,y) ∈ C([−α, 0]×
[−β, 0], IRn) définie par :

u(x,y)(s, t) = u(x+ s, y + t).
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Ici u(x,y)(., .) représente l’histoire de l’état u.

La troisième section est consacrée à l’étude du problème de Darboux dans
le cas de type neutre suivant :

cDr
0

[
u(x, y)− g(x, y, u(x,y))

]
= f(x, y, u(x,y)), si (x, y) ∈ J, (3.4)

u(x, y) = φ(x, y); si (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (3.5)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.6)

où f, φ, ϕ et ψ sont comme dans le problème (3.1)− (3.3) et
g : J × C([−α, 0]× [−β, 0], IRn) −→ IRn est une fonction continue.

Pour la quatrième section on va étudier le problème de Darboux pour des
équations differentielles hyperboliques perturbées ; d’abord on donnera des
résultats d’existence et d’unicité des solutions du problème de Darboux avec
condition locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)) + g(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J (3.7)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\]0, a]×]0, b], (3.8)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.9)

où f, g : J × C([−α, 0] × [−β, 0], IR) → IR sont des fonctions données, φ :
J̃ → IR est une fonction continue, ϕ : [0, a] → IR, ψ : [0, b] → IR sont des
fonctions absolument continues tel que ϕ(x) = φ(x, 0), ψ(y) = φ(0, y) pour
x ∈ [0, a], y ∈ [0, b].

En suite on donnera des résultats d’existence et d’unicité des solutions
du problème de Darboux avec condition non locale suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)) + g(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (3.10)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J, (3.11)

u(x, 0) +Q(u) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) +K(u) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.12)

où f, g, φ, ϕ, ψ sont comme dans le problème (3.7)-(3.9) et Q,K : C(J, IR)→
IR sont des fonctions continues.

Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solution pour étudier le
problème de Darboux suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x, y)); si (x, y) ∈ J, (3.13)
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u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.14)

où f : J × IR → IR, ϕ : [0, a] → IR, ψ : [0, b] → IR sont des fonctions
absolument continues avec ϕ(0) = ψ(0).

Pour la dernière section, on considère l’existence des solutions du pro-
blème suivant :

cDr
0

(
u(x, y)

f(x, y, u(x, y))

)
= g(x, y, u(x, y)), si (x, y) ∈ J, (3.15)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.16)

où f : J × IR → IR∗, g : J × IR → IR sont des fonctions données et
ϕ : [0, a] → IR, ψ : [0, b] → IR sont des fonctions absolument continues avec
ϕ(0) = ψ(0).

3.2 Problème de Darboux dans le cas fonction-
nel

Définition 3.2.1 Une fonction u ∈ C([−α, a]× [−β, b], IRn) avec sa dérivée
mixte D2

xy existe et intégrable sur J est dite solution du problème (3.1)-(3.3)

si u satisfait les équations (3.1) et (3.3) sur Jet la condition (3.2) sur J̃ .

Lemme 3.2.1 u ∈ AC([−α, a]× [−β, b], IRn) est solution du problème (3.1)-
(3.3) si et seulement si u satisfait la condition (3.2) sur J̃ et u est solution
de l’équation suivante :

u(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt;

pour (x, y) ∈ J

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du pro-
blème (3.1)-(3.3), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 3.2.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H1) f : J ×C([−α, 0]× [−β, 0], IRn) −→ IRn est une fonction continue.
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(H2) Il existe une constante k > 0 tel que :

‖f(x, y, u1)− f(x, y, u2)‖ ≤ k‖u1 − u2‖C ,

pour tout u1, u2 ∈ C([−α, 0]× [−β, 0], IRn) et (x, y) ∈ J .
Si

kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1,

alors, le problème (3.1)-(3.3) admet une seule solution sur [−α, a]× [−β, b].

Preuve : Considérons l’opérateur suivant :
F : C([−α, a]× [−β, b], IRn) −→ C([−α, a]× [−β, b], IRn) défini par :

(Fu)(x, y) = µ(x, y) + 1
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt, (x, y) ∈ J,

φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ .

Pour montrer que F admet un point fixe il suffit de montrer que F est
une contraction, en effet : si u1, u2 ∈ C([−α, a] × [−β, b], IRn) pour tout
(x, y) ∈ [−α, a]× [−β, b] alors,

‖(Fu1)(x, y)− (Fu2)(x, y)‖ ≤

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|(x− s)|r1−1|(y − t)|r2−1‖f(s, t, u1(s,t)
)− f(s, t, u2(s,t)

)‖dsdt

≤ k

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u1(s,t)
− u2(s,t)

‖Cdsdt

≤ k

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖J

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ kxr1yr2

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖J .

Et par suite

‖Fu1)− (Fu2)‖J ≤
kar1br2

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖J .
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Donc F est une contraction et d’après le théorème de Banach F admet
un seul point fixe qui est une solution du problème (3.1)-(3.3).

Notre prochain résultat d’existence des solutions du problème (3.1)-(3.3)
est basé sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théorème 3.2.2 Supposons que (H1) et l’hypothèse suivante sont satis-
faites :

(H3) Il existe deux fonctions p, q ∈ C(J, IR+) telle que :

‖f(x, y, u)‖ ≤ p(x, y)+q(x, y)‖u‖C ∀ (x, y) ∈ J et u ∈ C([−α, 0]×[−β, 0], IRn).

alors, le problème (3.1)-(3.3) admet au moins une solution sur [−α, a] ×
[−β, b].

Preuve : Considérons l’opérateur F qu’on a défini dans le Théorème 3.2.1.

• F est continu, en effet : Soit un ∈ C([−α, a]× [−β, b], IRn) convergente
pour la norme ||.||∞ vers une limite u, c’est à dire : lim

n→+∞
||un−u||∞ = 0.

Il faut montrer que lim
n→+∞

||Fun − Fu||∞ = 0.

Soit (x, y) ∈ J
‖(Fun)(x, y)− (Fu)(x, y)‖ ≤

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1‖f(s, t, un(s,t)
)− f(s, t, u(s,t))‖dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1 sup
(s,t)∈J

‖f(s, t, un(s,t)
)− f(s, t, u(s,t))‖dsdt

≤
‖f(., ., un(.,.)

)− f(., ., u(.,.))‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1dsdt

≤ ar1br2‖f(., ., un)− f(., ., u)‖∞
r1r2Γ(r1)Γ(r2)

.

Puisque f est continue alors,

‖F (un)−F (u)‖∞ ≤
ar1br2‖f(., ., un(.,.)

)− f(., ., u(.,.))‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

→ 0 quand n→∞.

D’où F est continu.
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• F est complètement continu : c’est à dire F (Bη) est relativement com-
pact pour tout borné Bη.
Soit l’ensemble :

Bη = {u ∈ C([−α, a]× [−β, b], IRn) : ||u||∞ ≤ η}.

F (Bη) est relativement compact si :

(i) F (Bη) est borné, en effet : Soit u ∈ Bη et (x, y) ∈ J alors,

‖F (u)(x, y)‖ ≤ ‖µ(x, y)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, u(s,t))‖dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∥∥∥∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)dsdt
∥∥∥

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)‖u(s,t)‖∞dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
‖p‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

+
‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ ‖µ‖∞ +
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2 := `.

Donc ||Fu||∞ ≤ ` et par suite F (Bη) est borné.
(ii) F (Bη) est équicontinu, en effet :

Soit u ∈ Bη, (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2 et y1 < y2 :

‖F (u)(x2, y2)− F (u)(x1, y1)‖ ≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)
‖
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1

×(y1 − t)r2−1]f(s, t, u(s,t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt
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+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt‖

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

×
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1 − (x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1]dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Si (x2, y2) → (x1, y1) : (Fu)(x2, y2) → (Fu)(x1, y1), d’où F est équi-
continu.

Alors, F est complètement continu.

Soit u ∈ C([−α, a] × [−β, b], IRn) tel que u = λF (u) pour λ ∈]0, 1[. Alors,
d’après (H3) et pour tout (x, y) ∈ J , on a :

‖u(x, y)‖ ≤ ‖µ(x, y)‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1[p(s, t) + q(s, t)‖u(s,t)‖]dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)‖u(s,t)‖dsdt. (3.17)
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Nous considérons la fonction τ définie par :

τ(x, y) = sup{‖u(s, t)‖ : −α ≤ s ≤ x, −β ≤ t ≤ y, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}.

Soit (x∗, y∗) ∈ [−α, x]× [−β, y] tel que τ(x, y) = ‖u(x∗, y∗)‖.
alors, par l’inégalité (3.17), nous avons pour (x, y) ∈ J

τ(x, y) ≤ ‖µ(x, y)‖+
‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)τ(s, t)dsdt

≤ ‖µ(x, y)‖+
‖p‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2

+
‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1τ(s, t)dsdt.

Si (x∗, y∗) ∈ J alors, τ(x, y) = ||φ||C .
Par lemme de Gronwall il existe une constante δ = δ(r1, r2) tel que :

τ(x, y) ≤
[
‖µ‖∞ +

ar1br2‖p‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
×
[
1 +

δ‖q‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt
]

≤
[
‖µ‖∞ +

ar1br2‖p‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
×
[
1 +

δar1br2‖q‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
:= M.

Puisque ||u(x,y)||C ≤ τ(x, y) pour tout (x, y) ∈ J , nous avons

||u||∞ ≤ max(||φ||C ,M) := R.

Soit :
U = {u ∈ C([−α, a]× [−β, b]) : ||u||∞ < R + 1}.

Comme ∀u ∈ ∂U et ∀λ ∈]0, 1[, on a : u 6= λF (u).

Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder F admet au
moins un point fixe qui une est solution du problème (3.1)-(3.3).
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3.3 Problème de Darboux dans le cas de type
neutre

Soit le problème linéaire suivant :

cDr
0

[
u(x, y)− g(x, y)

]
= f(x, y), si (x, y) ∈ J, (3.18)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (3.19)

avec ϕ(0) = ψ(0), f ∈ C(J, IRn) et g ∈ AC(J, IRn).

Définition 3.3.1 Une fonction u ∈ C(J, IRn) avec sa dérivée mixte D2
xy

existe et intégrable sur J est dite solution du problème (3.18)-(3.19) si u
satisfait les équations (3.18) et (3.19) sur J .

Lemme 3.3.1 une fonction u ∈ AC(J, IRn) est solution du problème (3.18)-
(3.19) si et seulement si u satisfait

u(x, y) = µ(x, y)+g(x, y)−g(x, 0)−g(0, y)+g(0, 0)+Ir0(f)(x, y), (x, y) ∈ J.
(3.20)

Preuve : Soit u(x, y) solution du problème (3.18)-(3.19) .Alors d’après la
définition de la dérivée (cDr

0u)(x, y) on a :

I1−r
0 D2

xy(u(x, y)− g(x, y)) = f(x, y).

Donc, on obtient

Ir0(I1−r
0 D2

xy)(u(x, y)− g(x, y)) = (Ir0f)(x, y),

alors
I1

0D
2
xy(u(x, y)− g(x, y)) = (Ir0f)(x, y).

Puisque

I1
0 (D2

xy)(u(x, y)− g(x, y)) = u(x, y)− u(x, 0)− u(0, y) + u(0, 0)

−[g(x, y)− g(x, 0)− g(0, y) + g(0, 0)],

on a

u(x, y) = µ(x, y) + g(x, y)− g(x, 0)− g(0, y) + g(0, 0) + (Ir0f)(x, y).

Maintenant soit u(x, y) satisfait (3.20). Il est clair que u(x, y) satisfait (3.18)-
(3.19).
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Corollaire 3.3.1 Une fonction u ∈ C([−α, a]× [−β, b], IRn) avec sa dérivée
mixte D2

xy existe et intégrable sur J est une solution du problème (3.4)-(3.6)

si et seulement si u satisfait la condition (3.5) sur J̃ et u est une solution de
l’équation suivante :

u(x, y) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt+ µ(x, y)

+g(x, y, u(x,y))− g(x, 0, u(x,0))− g(0, y, u(0,y)) + g(0, 0, u(0, 0)),

pour tout (x, y) ∈ J.

Théorème 3.3.1 Supposons que (H1) et (H2) et l’hypothèse suivante sont
satisfaites :

(H2′) Il existe une constante k′ > 0 tel que :

||g(x, y, u1)− g(x, y, u2)|| ≤ k′||u1 − u2||C

pour tout u1, u2 ∈ C([−α, 0]× [−β, 0], IRn) et (x, y) ∈ J .
Si

4k′ +
kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1,

alors, le problème (3.4)-(3.6) admet une seule solution sur [−α, a]× [−β, b].

Preuve : Considérons l’opérateur suivant :
F : C([−α, a]× [−β, b], IRn) −→ C([−α, a]× [−β, b], IRn) défini par :

(Fu)(x, y) =
µ(x, y) (x, y) ∈ J,
+g(x, y, u(x,y))− g(x, 0, u(x,0))− g(0, y, u(0,y)) + g(0, 0, u(0, 0))

+ 1
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt

φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ .

Pour montrer que F admet un point fixe il suffit de montrer que F est une
contraction, en effet : si u1, u2 ∈ C([−α, a]× [−β, b], IR) pour tout (x, y) ∈ J
alors,

||(Fu1)(x, y)− (Fu2)(x, y)||
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≤ ||g(x, y, u1(x,y)
)− g(x, y, u2(x,y)

)||+ ||g(x, 0, u1(x,0)
)− g(x, 0, u2(x,0)

)||
+||g(0, x, u1(0,x)

)− g(0, x, u2(0,x)
)||+ ||g(0, 0, u1(0,0)

)− g(0, 0, u2(0,0)
)||

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1||f(s, t, u1(s,t)
)− f(s, t, u2(s,t)

)||dsdt.

≤ k′(||u1(x,y)
− u2(x,y)

||C + ||u1(x,0)
− u2(x,0)

||C + ||u1(0,y)
− u2(0,y)

||C + ||u1 − u2||C)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u1(s,t)
− u2(s,t)

‖Cdsdt

≤ 4k′||u1 − u2||∞ +
k

Γ(r1)Γ(r2)
||u1 − u2||∞

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ 4k′||u1 − u2||∞ +
kxr1yr2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
||u1 − u2||∞.

Et par suite

‖(Fu1)− (Fu2)‖∞ ≤
[
4k′ + k

kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
‖u1 − u2‖∞.

D’où F est une contraction.
Donc d’après le théorème de Banach, F admet un unique point fixe qui est
une solution du problème (3.4)-(3.6).

Maintenant nous donnons un résultat de l’existence basé sur l’alternative
non linéaire de Leray-Schauder.

Soit
f ∗ = sup

(x,y)∈J
‖f(x, y, 0)‖, g∗ = sup

(x,y)∈J
‖g(x, y, 0)‖.

Théorème 3.3.2 supposons que (H1), (H2) et (H2′) et l’hypothèse suivante
sont satisfaites :

(H4) g est une fonction continue et complètement continu et pour tout
ensemble borné D dans C([−α, a]× [−β, b], IRn), l’ensemble
{(x, y) −→ g(x, y, u(x,y)) : u ∈ D} est équicontinu dans C([−α, 0] ×
[−β, 0], IRn).

Alors, le problème (3.4)-(3.6) admet au moins une solution sur [−α, a] ×
[−β, b].

Preuve : Considérons l’opérateur F défini dans le Théorème 3.3.1.
Montrons que F est continu et complètement continu. Montrons d’abord que
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l’opérateur F : C([−α, a] × [−β, b], IRn) → C([−α, a] × [−β, b], IRn) défini
par :

(Fu)(x, y) = µ(x, y) + 1
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt, (x, y) ∈ J

φ(x, y), (x, y) ∈ J̃

est continu et complètement continu, ce qui été prouvé dans le théorème
3.2.2. Donc d’après (H4) F est continu et complètement continu.
Soit u ∈ C([−α, a]× [−β, b], IRn) tel que u = λF (u) pour 0 < λ < 1.
Alors pour tout (x, y) ∈ J,

u(x, y) = λ[µ(x, y) + g(x, y, u(x,y))− g(x, 0, u(x,0))− g(0, y, u(0,y)) + g(0, 0, u(0,0))

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt].

D’après (H2) et (H2′) et pour tout (x, y) ∈ J ona :

‖u(x, y)‖ ≤ ‖µ(x, y)‖+ k′(‖u(x,y)‖C + ‖u(x,0)‖C + ‖u(0,y)‖C + ‖u‖C) + 4g∗

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1[f(s, t, 0) + k‖u(s, t)‖Cdsdt]

≤ ‖µ‖∞ + 4g∗ + 4k′‖u‖∞ +
ar1br2f ∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

+
k

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u(s, t)‖Cdsdt. (3.21)

Nous considérons la fonction τ définie par :

τ(x, y) = sup{‖u(s, t)‖ : −α ≤ s ≤ x, −β ≤ t ≤ y, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}.

Soit (x∗, y∗) ∈ [−α, x]× [−β, y] tel que τ(x, y) = ‖u(x∗, y∗)‖.
alors, par l’inégalité (3.21), nous avons pour (x, y) ∈ J

τ(x, y) ≤ 1

1− 4k′

[
‖µ‖∞ + 4g∗ +

ar1br2f ∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

+
k

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1τ(s, t)dsdt
]
.
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Si (x∗, y∗) ∈ J̃ alors, τ(x, y) = ||φ||C .
Soit

c =
1

1− 4k′

[
‖µ‖∞ + 4g∗ +

ar1br2f ∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
Par lemme de Gronwall, nous avons :

τ(x, y) ≤ c+
δkc

(1− 4k′)Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ c+
ar1br2δkc

(1− 4k′)Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
:= M.

Puisque ‖u(x,y)‖C ≤ τ(x, y) pour tout (x, y) ∈ J , nous avons

||u||∞ ≤ max(||φ||C ,M) := R.

Soit :
U = {u ∈ C([−α, a]× [−β, b]) : ||u||∞ < R + 1}.

Comme ∀u ∈ ∂U et ∀λ ∈]0, 1[, on a : u 6= λF (u).

Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder F admet au
moins un point fixe qui une est solution du problème (3.4)-(3.6).

3.3.1 Exemple

Considérons le proplème suivant :

cDr
0

(
u(x, y)− 1

4ex+y+5(1 + |u(x− 1, y − 2)|)

)

=
|u(x− 1, y − 2)|+ 2

10ex+y+4(1 + |u(x− 1, y − 2)|
, si(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1], (3.22)

u(x, 0) = x, x ∈ [0, 1], u(0, y) = y2, y ∈ [0, 1], (3.23)

u(x, y) = x+ y2, (x, y) ∈ [−1, 1]× [−2, 1]\(0, 1]× (0, 1]. (3.24)

On a

f(x, y, u(x,y)) =
|u(x− 1, y − 2)|+ 2

10ex+y+4(1 + |u(x− 1, y − 2)|
, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1],
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et

g(x, y, u(x,y)) =
1

4ex+y+5(1 + |u(x− 1, y − 2)|)
, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Pour chaque u1, u2 ∈ C([−1, 1]× [−2, 1]) et (x, y) ∈ J on a

|f(x, y, u1(x,y)
)− f(x, y, u2(x,y)

)| ≤ 1

10e4
‖u1 − u2‖C ,

et
|g(x, y, u1(x,y)

)− g(x, y, u2(x,y)
)| ≤ 1

4e5
‖u1 − u2‖C .

D’ou les conditions (H1), (H2) et (H2′) sont satisfaites avec K =
1

10e4
et

K ′ =
1

4e5
. Puisque a = b = 1, nous obtenons

4k′ +
kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
=

1

e5
+

1

10e4Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1.

Et par suite, d’après le théorème 3.3.2 le problème (3.22)-(3.24) admet au
moins une solution définie sur [−1, 1]× [−2, 1].

3.4 Problème de Darboux pour des équations
différentielles perturbées

3.4.1 Problème de Darboux avec condition locale

Définition 3.4.1 Une fonction u ∈ C([−α, a] × [−β, b], IR) avec sa dérivée
mixte D2

xy existe et intégrable sur J est dite solution du problème (3.7)-(3.9)

si u satisfait les équations (3.7) et (3.9) sur J et la condition (3.8) sur J̃ .

Lemme 3.4.1 u ∈ AC([−α, a]× [−β, b], IR) est solution du problème (3.7)-
(3.9) si et seulement si u satisfait la condition (3.8) sur J̃ et u est une solution
de l’équation suivante :

u(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s,t))dsdt (x, y) ∈ J.
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Théorème 3.4.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :
(H5) Les fonctions f, g : J × C → IR sont continues.
(H6) il existe une constante k′′ > 0 tel que

|g(x, y, u)−g(x, y, v)| ≤ k′′‖u−v‖C , pour tout u1, u2 ∈ C, et (x, y) ∈ J.

(H7) il existe p, q ∈ C(J, IR+) tel que

|f(x, y, u)| ≤ p(x, y) + q(x, y)‖u‖C , pour (x, y) ∈ J et u ∈ C.

Si
k′′ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1, (3.25)

alors le problème(3.7)-(3.9) admet une seule solution sur [−α, a]× [−β, b].

Preuve : Considérons les opérateurs : F,G : C([−α, a] × [−β, b], IR) →
C([−α, a]× [−β, b], IR) définis par :

F (u)(x, y) =


φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ,
µ(x, y)
+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x
0

∫ y
0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt, (x, y) ∈ J,

et

G(u)(x, y) =

{
0, (x, y) ∈ J̃ ,

1
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x
0

∫ y
0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s,t))dsdt, (x, y) ∈ J.

Le problème est de trouver les solutions de (3.7)-(3.9) réduit à rechercher
des solutions pour l’équation F (u)(x, y) + G(u)(x, y) = u(x, y), pour tout
(x, y) ∈ J . Nous devons montrer que les opérateurs F et G satisfont toutes
les conditions du Théorème 1.4.6
• F est continu, en effet : Soit un ∈ C([−α, a]× [−β, b], IR) convergente

pour la norme ||.||∞ vers une limite u, c’est à dire : lim
n→+∞

||un−u||∞ = 0.

Il faut montrer que lim
n→+∞

||Fun − Fu||∞ = 0.

Soit (x, y) ∈ J
|(Fun)(x, y)− (Fu)(x, y)| ≤



54
Problème de Darboux pour des équations différentielles

hyperboliques avec retard fini

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1|f(s, t, un(s,t)
)− f(s, t, u(s,t))|dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1 sup
(s,t)∈J

|f(s, t, un(s,t)
)− f(s, t, u(s,t))|dsdt

≤
‖f(., ., un(.,.)

)− f(., ., u(.,.))‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1dsdt

≤ ar1br2‖f(., ., un)− f(., ., u)‖∞
r1r2Γ(r1)Γ(r2)

.

Puisque f est continue alors,

‖F (un)−F (u)‖∞ ≤
ar1br2‖f(., ., un(.,.)

)− f(., ., u(.,.))‖∞
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

→ 0 quand n→∞.

D’où F est continu.

• F est complètement continu : c’est à dire F (Bη) est relativement com-
pact pour tout borné Bη.
Soit l’ensemble :

Bη = {u ∈ C([−α, a]× [−β, b], IR) : ||u||∞ ≤ η}.

F (Bη) est relativement compact si :

(i) F (Bη) est borné, en effet : Soit u ∈ Bη et (x, y) ∈ J alors,

|F (u)(x, y)| ≤ |µ(x, y)|

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|f(s, t, u(s,t))|dsdt

≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)
|
∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)dsdt|

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)‖u(s,t)‖∞dsdt

≤ |µ(x, y)|+ ‖p‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

+
‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ ‖µ‖∞ +
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2 := ˜̀.
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Donc ||Fu||∞ ≤ ˜̀ et par suite F (Bη) est borné.
(ii) F (Bη) est équicontinu, en effet :

Soit u ∈ Bη, (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2, et y1 < y2 :

|F (u)(x2, y2)− F (u)(x1, y1)| ≤ |µ(x2, y2)− µ(x1, y1)|

+
1

Γ(r1)Γ(r2)
|
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1

×(y1 − t)r2−1]f(s, t, u(s,t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt|

≤ |µ(x2, y2)− µ(x1, y1)|+ ‖p‖∞ + ‖q‖∞η
Γ(r1)Γ(r2)

×
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1 − (x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1]dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

≤ |µ(x2, y2)− µ(x1, y1)|

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Si (x2, y2) → (x1, y1) : (Fu)(x2, y2) → (Fu)(x1, y1), d’où F est équi-
continu.

Alors, F est complètement continu.
• G est une contraction, en effet :

soit u1, u2 ∈ C([−α, a]× [−β, b], IR) pour tout (x, y) ∈ [−α, a]× [−β, b]
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alors,

‖G(u1)(x, y)−G(u2)(x, y)‖ ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1

×|g(s, t, u1(s,t)
)− g(s, t, u2(s,t)

)|dsdt

≤ k′′‖u1 − u2‖∞
r1r2Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt.

Et par suite

‖(Gu1)− (Gu2)‖∞ ≤
k′′ar1br2

Γ(r1)Γ(r2)
‖u1 − u2‖∞.

Donc G est une contraction
• Montrons que l’ensemble

E = {u ∈ C(J, IR) : u = λF (u) + λG(
u

λ
), 0 < λ < 1}

est borné. soit u ∈ E , tel que u = λF (u) + λG(u
λ
) pour λ ∈]0, 1[.

Pour tout (x, y) ∈ J on a :

u(x, y) = λµ(x, y) +
λ

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt

+
λ

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t,
u(s,t)

λ
)dsdt.

Alors, d’après (H6) et (H7), et pour tout (x, y) ∈ J, on a

|u(x, y)| ≤ |µ(x, y)|+ ‖p‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

+
‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u(s,t)‖Cdsdt

+
λ

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|g(s, t,
u(s,t)

λ
)− g(s, t, 0)|dsdt

+
λ

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|g(s, t, 0)|dsdt

≤ |µ(x, y)|+ ‖p‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt
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+
‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u(s,t)‖Cdsdt

+
k′′

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖u(s,t)‖Cdsdt

+
ar1br2g∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
, (3.26)

où g∗ = sup
(s,t)∈J

|g(s, t, 0)|.

Nous considérons la fonction τ définie par :

τ(x, y) = sup{|u(s, t)| : 0 ≤ s ≤ x, 0 ≤ t ≤ y, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}.

soit (x∗, y∗) ∈ [−α, x] × [−β, y] tel que τ(x, y) = |u(x∗, y∗)|. si (x∗, y∗) ∈ J,
alors, par l’inégalité (3.26), nous avons pour (x, y) ∈ J

τ(x, y) ≤ |µ(x, y)|+ ar1br2(‖p‖∞ + g∗)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

+
‖q‖∞ + k′′

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1τ(s, t)dsdt.

Si (x∗, y∗) ∈ J̃ ,alors τ(x, y) = ‖φ‖C .
Par Lemme de Gronwall, nous avons :

τ(x, y) ≤
(
|µ(x, y)|+ ar1br2(‖p‖∞ + g∗)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

)
×
(

1 + δ
‖q‖∞ + k′′

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt
)

≤
(
|µ(x, y)|+ ar1br2(‖p‖∞ + g∗)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

)
(1 + δ

(‖q‖∞ + k′′)ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

)
:= R̃.

Puisque ||u(x,y)||C ≤ τ(x, y) pour tout (x, y) ∈ J , nous avons

‖u‖∞ ≤ max(‖φ‖C , R̃) := A.

Ceci implique que l’ensemble E est borné. Donc d’après Théorème 1.4.6, F+G
admet un point fixe qui une est solution du problème (3.7)-(3.9).
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3.4.2 Problème de Darboux avec condition non locale

Nous présentons (sans démonstration) deux résultats d’existence pour le
problème (3.10)-(3.12).

Définition 3.4.2 Une fonction u ∈ C([−α, a] × [−β, b], IR) avec sa dérivée
mixte D2

xy existe et intégrable sur J est dite solution du problème (3.10)-(3.12)

si u satisfait les équations (3.10) et (3.12) sur J et la condition (3.11) sur J̃ .

Théorème 3.4.2 Supposons que (H5) − (H7) et les hypothèses suivantes
sont satisfaites :

(H5′) il existe k̃ > 0 tel que

|Q(u1)−Q(u2)| ≤ k̃‖u1 − u2‖∞, pour tout u1, u2 ∈ C(J, IR).

(H5′′) il existe k∗ > 0 tel que

|K(u1)−K(u2)| ≤ k∗‖u1 − u2‖∞, pour tout u1, u2 ∈ C(J, IR).

Si

k̃ + k∗ +
kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1,

alors le problème (3.10)-(3.12) admet une seule solution sur [−α, a]× [−β, b].

Théorème 3.4.3 Supposons que (H1) − (H3) et les hypothèses suivantes
sont satisfaites :

(H7′) il existe d̃ > 0 tel que

|Q(u)| ≤ d̃(1 + ‖u‖∞), pourtout u ∈ C(J, IR).

(H7′′) il existe d∗ > 0 tel que

|K(u)| ≤ d∗(1 + ‖u‖∞), pour tout u ∈ C(J, IR).

Si la condition (3.25) est satisfaite, alors le problème (14)-(3.12) admet
au moins une solution sur [−α, a]× [−β, b].
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3.5 Méthode des sous et sur solutions
Définition 3.5.1 Une fonction u ∈ C(J, IR) avec sa dérivée mixte D2

xy

existe et intégrable est dite solution du problème (3.13)-(3.14) si u satisfait
les équations (3.13) et (3.14) sur J.

Définition 3.5.2 Une fonction z ∈ C(J, IR) est dite sous solution du pro-
blème (3.13)-(3.14) si z satisfait

(cDr
0z)(x, y) ≤ f(x, y, z(x, y)), z(x, 0) ≤ ϕ(x), z(0, y) ≤ ψ(y) sur J,

et z(0, 0) ≤ ϕ(0).

La fonction z est dite sur solution du problème (3.13)-(3.14)si z satisfait

(cDr
0z)(x, y) ≥ f(x, y, z(x, y)), z(x, 0) ≥ ϕ(x), z(0, y) ≥ ψ(y) sur J,

et z(0, 0) ≥ ϕ(0).

Théorème 3.5.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :
(H1) La fonction f : J × IR→ IR est continue.
(H2) Il existe v et w ∈ C(J, IR), sous et sur solutions du problème (3.13)-
(3.14) tel que v ≤ w.

Alors le problème (3.13)-(3.14) admet au moins une solutuion u tel que

v(x, y) ≤ u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

Preuve :On transforme le problème (3.13)-(3.14) à un problème du point
fixe. Considérons le problème suivant :

(cDr
0u)(x, y) = g(x, y, u(x, y)), si (x, y) ∈ J, (3.27)

u(x, 0) = ϕ(x), u(0, y) = ψ(y), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], (3.28)

où
g(x, y, u(x, y)) = f(x, y, h(x, y, u(x, y))),

h(x, y, u(x, y)) = max{v(x, y),min{u(x, y), w(x, y)}},
pour tout (x, y) ∈ J . Une solution de (3.27)-(3.28) est un point fixe de
l’opérateur N : C(J, IR)→ C(J, IR) défini par :

N(u)(x, y) = µ(x, y)+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x−s)r1−1(y−t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt.
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g est une fonction continue, et d’après (H2) il existe M > 0 tel que

|g(x, y, u)| ≤M, pour tout (x, y) ∈ J, et u ∈ IR. (3.29)

Soit
η = ‖µ‖∞ +

Mar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
,

et
D = {u ∈ C(J, IR) : ‖u‖∞ ≤ η}.

Il est clair que D est un sous ensemble convexe fermé de C(J, IR) et N ap-
plique D dans D.
Nous montrons que N satisfait les conditions du théorème du point fixe de
Schauder.

• N est continu, en effet :
Soit {un} une suite tel que un → u dans D. Alors

|N(un)(x, y)−N(u)(x, y)|

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1|g(s, t, un(s, t))− g(s, t, u(s, t))|dsdt

≤ ‖g(., ., un(., .))− g(., ., u)‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ a

0

∫ b

0

|x− s|r1−1|y − t|r2−1dsdt.

Puisque g est une fonction continue, on a

‖N(un)−N(u)‖∞ ≤
ar1br2‖g(., ., un(., .))− g(., ., u(., .))‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
→ 0 quand n→∞.

• Montrons queN est compact, en effet :N(D) est relativement compact,
c’est à dire :
(a) N(D) est borné, ceci est clair car N(D) ⊂ D et D est borné..
(b) N(D) est equicontinu, en effet :

Soit (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2, y1 < y2 et u ∈ D. Alors

|N(u)(x2, y2)−N(u)(x1, y1)| =

|µ(x1, y1)− µ(x2, y2)|

+
∣∣∣ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1
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×(y1 − t)r2−1]g(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt
∣∣∣

≤ |µ(x1, y1)− µ(x2, y2)|

+
M

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Si (x1, y1)→ (x2, y2) : N(u)(x1, y1)→ N(u)(x2, y2).

Alors, N(D) est compact.
Donc d’après le théorème de Schauder l’opérateur N admet un point
fixe qui est une solution du problème (3.27)-(3.28).

• La solution u du (3.27)-(3.28) satisfait

v(x, y) ≤ u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

On montre que

u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

Supposons que u−w atteint un Maximum positif sur J pour (x, y) ∈ J ;

(u− w)(x, y) = max{u(x, y)− w(x, y) : (x, y) ∈ J} > 0.

On distingue les cas suivants.
Cas 1.Si (x, y) ∈ (0, a)× [0, b] il existe (x∗, y∗) ∈ (0, a)× [0, b] tel que

u(x∗, y∗)− w(x∗, y∗) ≤ 0, (3.30)

et

u(x, y)− w(x, y) > 0, pour tout (x, y) ∈ (x∗, x]× [y∗, b]. (3.31)
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D’après la définition du h

cDru(x, y) = f(x, y, w(x, y)) pour tout (x, y) ∈ [x∗, x]× [y∗, b].

Une intégration sur [x∗, x] × [y∗, y] pour tout (x, y) ∈ [x∗, x] × [y∗, b]
donne

u(x, y)− u(x∗, y)− u(x, y∗) + u(x∗, y∗) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

x∗

∫ y

y∗
(x− s)r1−1(y − t)r2−1

×f(s, t, w(s, t))dsdt. (3.32)

D’après (3.32) et l’utilisation du fait que w est une sur solution de
(3.13)-(3.14) on obtient

u(x, y)− u(x∗, y∗) ≤ w(x, y)− w(x∗, y∗). (3.33)

D’après (3.30), (3.31) et (3.33) on obtient une contradiction

0 < u(x, y)− w(x, y) ≤ u(x∗, y∗)− w(x∗, y∗) ≤ 0,

pour tout (x, y) ∈ [x∗, x]× [y∗, b].
Cas 2.Si x = 0, alors w(0, y) < u(0, y) ≤ w(0, y) qui est une contra-
diction. Donc

u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

D’une méthode analogique, nous pouvons montrer que u(x, y) ≥ v(x, y),
pour tout (x, y) ∈ J . Ceci montre que le problème (3.27)-(3.28) admet
une solution u satisfait v ≤ u ≤ w qui est une solution du problème
(3.13)-(3.14).

3.6 Problème de Darboux pour des équations
différentielles dans une algèbre de Banach

Définition 3.6.1 Une fonction u ∈ AC(J, IR) est dite solution du (3.15)-
(3.16), si

(i) la fonction (x, y) 7→ u(x,y)
f(x,y,u(x,y))

est absolument continue,
(ii) u satisfait les équations (3.15)-(3.16) sur J.
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On considère le problème linéaire suivant :
cDr

0

(u(x, y)

f(x, y)

)
= g(x, y), (x, y) ∈ J,

u(x, 0) = ϕ(x); x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y); y ∈ [0, b],
ϕ(0) = ψ(0),

(3.34)

où f ∈ C(J, IR∗), g ∈ L1(J, IR).

Lemme 3.6.1 Le problème (3.34) admet une seule solution donnée par :

u(x, y) = f(x, y)
(
µ0(x, y) + (Ir0g)(x, y)

)
; (x, y) ∈ J, (3.35)

pour (x, y) ∈ J ,où

µ0(x, y) =
ϕ(x)

f(x, 0)
+

ψ(y)

f(0, y)
− ϕ(0)

f(0, 0)
.

Preuve : Soit u(x, y) une solution du problème (3.34). Alors, d’après la
définition de la dérivée cDr

0 , on a :

I1−r
0 (D2

xy)
u(x, y)

f(x, y)
= g(x, y).

Donc, on obtient

Ir0(I1−r
0 D2

xy)
u(x, y)

f(x, y)
= (Ir0g)(x, y),

alors
I1

0 (D2
xy)

u(x, y)

f(x, y)
= (Ir0g)(x, y).

Puisque

I1
0 (D2

xy)
u(x, y)

f(x, y)
=
u(x, y)

f(x, y)
− u(x, 0)

f(x, 0)
− u(0, y)

f(0, y)
+
u(0, 0)

f(0, 0)
,

on a
u(x, y) = f(x, y)

(
µ0(x, y) + (Ir0g)(x, y)

)
.

Maintenant soit u(x, y) satisfait (3.35). Il est clair que u(x, y) satisfait

cDr
0

(u(x, y)

f(x, y)

)
= g(x, y), sur J.
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Corollaire 3.6.1 Une fonction u ∈ AC(J, IR) est solution du (3.15)-(3.16),
si et seulement si u satisfait l’équation

u(x, y) = f(x, y, u(x, y))
(
µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt
)
, (3.36)

pour (x, y) ∈ J , où

µ(x, y) =
ϕ(x)

f(x, 0, ϕ(x))
+

ψ(y)

f(0, y, ψ(y))
− ϕ(0)

f(0, 0, ϕ(0))
.

3.6.1 Existence des solutions

Théorème 3.6.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :
(A1) La fonction f est continue sur J × IR,
(A2) Il existe une fonction α ∈ C(J, IR+) tel que

|f(x, y, z)−f(x, y, z)| ≤ α(x, y)|z−z|, pour tout (x, y) ∈ J, et z, z ∈ IR,

(A3) g est une fonction de Carathéodory, et il existe h ∈ L∞(J, IR+) tel
que

|g(x, y, z)| ≤ h(x, y), p.p (x, y) ∈ J, pour tout z ∈ IR.

Si
‖α‖∞

[
‖µ‖∞ +

ar1br2h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
< 1, (3.37)

alors le problème (3.15)-(3.16) admet au moins une solution sur J,
où

h∗ = ‖h‖L∞ .

Preuve : Soient X := C(J,R), A,B : X → X deux opérateurs définis par :

Au(x, y) = f(x, y, u(x, y)); (x, y) ∈ J, (3.38)

Bu(x, y) = µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s, t)) dsdt; (x, y) ∈ J.

(3.39)
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Le problème est de trouver les slutions de (3.15)-(3.16) est équivalent à
rechercher des solutions pour l’équation opérationnelle

Au(x, y)Bu(x, y) = u(x, y), (x, y) ∈ J. (3.40)

Nous devons montrer que les opérateurs A,B satisfont toutes les conditions
du Théorème 1.4.5. Premièrement nous montrons que A est Lipschitzien.
Soient u1, u2 ∈ X. Alors d’après (A2),

|Au1(x, y)− Au2(x, y)| = |f(x, y, u1(x, y))− f(x, y, u2(x, y))|
≤ α(x, y)|u1(x, y)− u2(x, y)|
≤ ‖α‖∞‖u1 − u2‖∞,

d’où
‖Au1 − Au2‖∞ ≤ ‖α‖∞‖u1 − u2‖∞.

Donc A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz ‖α‖∞.
Ensuite, nous montrons que B est un opérateur compact sur X. Soit {un}
une suite dans X. D’après (A3) on a

‖Bun‖∞ ≤ ‖µ‖∞ +
ar1br2h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
.

Alors {Bun : n ∈ N} est uniformément borné dans X.
Soient (x1, y1), (x2, y2) ∈ J. Alors

|Bun(x1, y1)−Bun(x2, y2)| ≤ |µ(x1, y1)− µ(x2, y2)|

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣ ∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1]

× g(s, t, un(s, t))dsdt
∣∣∣

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1g(s, t, un(s, t))dsdt

∣∣∣∣
+

1

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1g(s, t, un(s, t))dsdt

∣∣∣∣
+

1

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1g(s, t, un(s, t))dsdt

∣∣∣∣
≤ |µ(x1, y1)− µ(x2, y2)|
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+
h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

∣∣∣∣∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1]dsdt

∣∣∣∣
+

h∗

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

∣∣∣∣
+

h∗

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

∣∣∣∣
+

h∗

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1dsdt

∣∣∣∣
≤ |µ(x1, y1)− µ(x2, y2)|

+
h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

→ 0, quand (x1, y1)→ (x2, y2).

Donc on déduit que {Bun : n ∈ N} est équicontinu dans X. D’où d’après le
théorème d’Arzelà-Ascoli B : X → X est compact. En plus,

M = ‖B(X)‖

≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|g(s, t, u(s, t))|dsdt

≤ ‖µ‖∞ +
ar1br2h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
.

D’où

αM ≤ ‖α‖∞
(
‖µ‖∞ +

ar1br2h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

)
< 1.

Il reste à montrer que l’ensemble

E = {u ∈ X : λ[AuBu] = u, 0 < λ < 1}

est borné. En effet soit u ∈ E , alors pour λ ∈ (0, 1) et (x, y) ∈ J nous avons

u(x, y) = λ[f(x, y, u(x, y))]
(
µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt
)
.
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D’où

|u(x, y)| ≤ |f(x, y, u(x, y))|
(
|µ(x, y)|

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|g(s, t, u(s, t))|dsdt
)

≤ [|f(x, y, u(x, y))− f(x, y, 0)|+ |f(x, y, 0)|]

×
(
|µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1h(s, t) dsdt
)

≤ (‖α‖∞‖u‖∞ + f ∗)

(
‖µ‖∞ +

ar1br2h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

)
,

où f ∗ = sup
(x,y)∈J

|f(x, y, 0)|.

Par conséquent

‖u‖∞ ≤
f ∗
[
‖µ‖∞ + ar1br2h∗

Γ(r1+1)Γ(r2+1)

]
1− ‖α‖∞

[
‖µ‖∞ + ar1br2h∗

Γ(r1+1)Γ(r2+1)

] := M.

Ceci montre que l’ensemble E est borné, donc d’après le Théorème 1.4.5 on
déduit que le problème (3.15)-(3.16) admet une solution sur J.

3.6.2 Existence des solutions extrémales

Soit ”≤” une relation d’ordre sur C(J, IR) et soit le cône K défini par

K = {u ∈ C(J, IR) : u(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ J}.

u ≤ ū si et seulement si u(x, y) ≤ ū(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.
Il est clair que le cône K est positif et normal dans C(J, IR) ([39]).
Si u, ū ∈ C(J, IR) et u ≤ ū, on a

[u, u] = {u ∈ C(J, IR) : u ≤ u ≤ ū}.

Définition 3.6.2 Une fonction u(·, ·) ∈ C(J, IR) est dite une sous solution
du problème (3.15)− (3.16) si

cDr
0

[ u(x, y)

f(x, y, u(x, y))

]
≤ g(x, y, u(x, y)), (x, y) ∈ J,

u(x, 0) ≤ ϕ(x), u(0, y) ≤ ψ(y), (x, y) ∈ J.
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De même une fonction ū(·, ·) ∈ C(J, IR) est dite une sur solution de (3.15)-
(3.16) si

cDr
0

[ ū(x, y)

f(x, y, ū(x, y))

]
≥ g(x, y, ū(x, y)), (x, y) ∈ J,

ū(x, 0) ≥ ϕ(x), ū(0, y) ≥ ψ(y), (x, y) ∈ J.

Définition 3.6.3 Une solution uM du problème (3.15)-(3.16) est dite maxi-
male (resp. um une solution minimale) si pour toutes solutions u de (3.15)-
(3.16), nous avons u(x, y) ≤ uM(x, y) (resp. u(x, y) ≥ um(x, y)), pour tout
(x, y) ∈ J.

Introduisons les hypothèses suivantes :
(H1) f : J × IR+ → IR∗+, g : J × IR+ → IR+, ψ(y) ≥ 0 sur [0, b] et

ϕ(x)

f(x, 0, ϕ(x))
≥ ϕ(0)

f(0, 0, ϕ(0))
pour tout x ∈ [0, a],

(H2) Les fonctions f et g sont Chandrabhan,
(H3) Il existe une fonction h̃ ∈ L∞(J, IR+) tel que

|g(x, y, z)| ≤ h̃(x, y), p.p (x, y) ∈ J, pour tout z ∈ IR,

(H4) Le problème (3.15)-(3.16) possède une sous solution u et une sur
solution u avec u ≤ u.

Soit
h̃∗ = ‖h̃‖L∞ .

Théorème 3.6.2 On suppose que les hypothèses (A2), (H1)− (H4) sont sa-
tisfaites. Si

‖α‖∞

[
‖µ‖∞ +

ar1br2h̃∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
< 1,

alors le problème (3.15)-(3.16) admet une solution minimale et une solution
maximale positives sur J.

Preuve : Soit X = C(J, IR) et considérons un intervalle fermé [u, u] dans X
qui est défini à partir de l’hypothèses (H4).
Considérons les opérateurs A,B : [u, u] → K définis respectivement par
(3.38) et (3.39).
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Le problème est de trouver les solutions de (3.15)- (3.16) est équivalent à
rechercher des solutions pour l’équation opérationnelle

Au(x, y)Bu(x, y) = u(x, y), (x, y) ∈ J. (3.41)

Nous devons montrer que les opérateurs A,B satisfont toutes les conditions
du Théorème 1.4.11. Comme dans le Théorème 3.6.1 on peut montrer que A
est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz ‖α‖∞ et B est un opérateur
complètement continu sur [u, u]. L’hypothèse (H2) implique que A et B sont
croissants sur [u, u]. En effet soient u1, u2 ∈ [u, u] tel que u1 ≤ u2. Alors par
(H2), on a

Au1(x, y) = f(x, y, u1(x, y)) ≤ f(x, y, u2(x, y)) = Au2(x, y), ∀ (x, y) ∈ J,

et

Bu1(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u1(s, t))dsdt

≤ µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u2(s, t))dsdt

= Bu2(x, y), ∀(x, y) ∈ J.

Donc A et B sont des opérateurs croissants sur [u, u].
L’ hypothèses (H4) implique

u(x, y) = [f(x, y, u(x, y))]
(
µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s, t)) dsdt
)

≤ [f(x, y, z(x, y))]
(
µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, z(s, t))dsdt
)

≤ [f(x, y, u(x, y))]
(
µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(s, t, u(s, t))dsdt
)

≤ u(x, y),

pour tout (x, y) ∈ J et z ∈ [u, u].

u(x, y) ≤ Az(x, y)Bz(x, y) ≤ u(x, y), ∀(x, y) ∈ J et z ∈ [u, u].
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D’où Az Bz ∈ [u, u], pour tout z ∈ [u, u]. On a pour tout u ∈ [u, u],

M = ‖B([u, u])‖

≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∣∣∣∣∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1g(t, s, u(t, s))dsdt

∣∣∣∣
≤ ‖µ‖∞ +

ar1br2h̃∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
.

Donc,

αM ≤ ‖α‖∞

(
‖µ‖∞ +

ar1br2h̃∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

)
< 1.

Alors les opérateurs A et B satisfont toutes les conditions du Théorème 1.4.11
et donc l’équation opérationnelle (3.39) possède une solution minimale et
une solution maximale sur [u, u]. Ceci implique que le problème (3.15)-(3.16)
possède une solution minimale et une solution maximale positives sur J.

Théorème 3.6.3 Supposons que les hypothèses (A1), (H1) − (H4) sont sa-
tisfaites. Alors le problème(3.15)-(3.16) possède une solution minimale et
maximale positives sur J.

Preuve : Soit X = C(J, IR). Considérons l’intervalle ordonné [u, u] dans X
et les deux opérateurs A et B définis respectivement sur [u, u] par (3.38) et
(3.39). Alors le problème (3.15)-(3.16) est transformé en une équation opé-
rationnelle Au(x, y)Bu(x, y) = u(x, y), (x, y) ∈ J dans l’algèbre de Banach
X. L’hpothése (H1) implique que A,B : [u, u] → K. Puisque le cône K est
normale dans X, [u, u] est un ensemble de norme bornée dans X.

En suite nous montrons que A est complètement continu sur [u, u]. Le cône
K est normal dans X, donc l’intervalle ordonné [u, u] est de norme bornée.
D’où il existe une costante % > 0 tel que ‖u‖ ≤ % pour tout u ∈ [u, u]. puisque
f est continue sur l’ensemble compact J × [−%, %], elle atteint son maximum
M . Donc, pour tout sous ensemble S de [u, u] on a

‖A(S)‖ = sup{|Au| : u ∈ S}

= sup
{

sup
(x,y)∈J

|f(x, y, u(x, y))| : u ∈ S
}

≤ sup
{

sup
(x,y)∈J

|f(x, y, u)| : u ∈ [−%, %]
}

≤ M.
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Ceci montre que A(S) est uniformément borné.
La fonction f(x, y, u) est uniformément continue sur J × [−%, %]. Donc, pour
chaque (x1, y1), (x2, y2) ∈ J on a

|f(x1, y1, u)− f(x2, y2, u)| → 0 quand (x1, y1)→ (x2, y2),

pour tout u ∈ [−%, %]. De même pour chaque u1, u2 ∈ [−%, %]

|f(x, y, u1)− f(x, y, u2)| → 0 quand u1 → u2,

pour tout (x, y) ∈ J. Donc pour (x1, y1), (x2, y2) ∈ J et pour tout u ∈ S on a

|Au(x1, y1)− Au(x2, y2)| = |f(x1, y1, u(x1, y1))− f(x2, y2, u(x2, y2))|
≤ |f(x1, y1, u(x1, y1))− f(x2, y2, u(x1, y1)|
+|f(x2, y2, u(x1, y1))− f(x2, y2, u(x2, y2))|
→ 0 quand (x1, y1)→ (x2, y2).

Ceci montre que A(S) est un ensemble equi-continu dans K. Donc d’après le
Théorème d’Arzelà-Ascoli A est complètement continu sur [u, u].

Ensuite on peut montrer comme dans le preuve du Théorème 3.6.2 que B
est compact sur [u, u]. Une application du Théorème 1.4.10 prouve que le pro-
blème (3.15)-(3.16) possède une solution minimale et une solution maximale
positives sur J .

3.6.3 Exemple

Considérons le proplème suivant :

cDr
0

(
u(x, y)

f(x, y, u(x, y))

)
= g(x, y, u(x, y)), si (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1], (3.42)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, 1], (3.43)

où f, g : [0, 1]× [0, 1]× IR→ IR définies par

f(x, y, u) =
1

ex+y+10(1 + |u|)
(3.44)

et
g(x, y, u) =

1

ex+y+8(1 + u2)
. (3.45)
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les fonctions ϕ, ψ : [0, 1]→ IR sont définies par

ϕ(x) = x2e−10 et ψ(y) = ye−10, pour tout x, y ∈ [0, 1]. (3.46)

Nous montrons que les fonctions ϕ, ψ, f et g satisfont toutes les hypothèses
du Théorème 3.6.1.
On a f : [0, 1]× [0, 1]× IR→ IR∗+, g : [0, 1]× [0, 1]× IR→ IR+.

La fonction f satisfait (A1) et (A2) avec α(x, y) =
1

ex+y+10
et ‖α‖∞ =

1

e10
.

aussi,la fonction g satisfait (A3) avec h(x, y) =
1

ex+y+8
et h∗ =

1

e8
.

Un calcule simple donne

µ(x, y) = exx2(1 + x2) + eyy(1 + |y|),

et
‖µ‖∞ ≤ 4e.

Nous montrons que la condition (3.37) est satisfaite. En effet

‖α‖∞
[
‖µ‖∞ +

ar1br2h∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
≤ 1

e10

[
4e+

1

e8Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
< 1,

pour quelque (r1, r2) ∈ (0, 1] × (0, 1]. D’où d’après le Théorème 3.6.1, le
problème (3.42)-(3.43) admet une solution définie sur [0, 1]× [0, 1].



Chapitre Quatre

Problème de Darboux pour
des équations différentielles
hyperboliques avec retard

infini

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne des conditions suffisantes pour l’existence et
l’unicité des solutions du problème de Darboux pour équations différentielles
hyperbolique d’ordre fractionnaire avec retard infini.

Dans la deuxième section on donnera la définition axiomatique et quelques
exemples des espaces des phases B, et la troisième section est consacrée à
l’étude du problème de Darboux dans le cas fonctionnel suivant :

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (4.1)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ′ =]−∞, a]×]−∞, b]\]0, a]×]0, b], (4.2)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (4.3)

où f : J × B → IRn est une fonction donnée, et B est un espace de phase,
φ : J̃ ′ → IRn est une fonction continue telle que :

φ(x, 0) = ϕ(x) ∀x ∈ [0, a]
φ(0, y) = ψ(y) ∀y ∈ [0, b].
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On note par u(x,y) l’element de B defini par

u(x,y)(s, t) = u(x+ s, y + t); (s, t) ∈]−∞, 0]×]−∞, 0],

Ici u(x,y)(., .) représente l’histoire de l’état u.

Pour la quatrième section on va étudier ce problème dans le cas de type
neutre suivant :

cDr
0

(
u(x, y)− g(x, y, u(x,y))

)
= f(x, y, u(x,y)), (x, y) ∈ J, (4.4)

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ′, (4.5)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (4.6)

où f, φ, ϕ, ψ sont comme dans le problème (4.1)-(4.3) et g : J × B → Rn est
une fonction continue.

4.2 Espace de phase B
La notation de l’espace de phase joue un rôle important dans l’étude de la

théorie qualitative et quantitative pour les équations différentielles fonction-
nelles. On utilise la définition axiomatique de l’espace de phase B introduite
par Hale et Kato dans [37]. Pour plus de détaille voir [19, 20, 38, 42, 50].

Pour tout (x, y) ∈ J , on note E(x,y) := [0, x] × {0} ∪ {0} × [0, y], si
x = a, y = b nous écrivons simplement E.

Soit (B, ||(., .)||B) l’espace des fonctions linéaires de ] − ∞, 0]×] − ∞, 0]
dans IRn muni de la semi norme ||(., .)||B et qui vérifie les axiomes suivantes :

(A1) Si y :]−∞, 0]×]−∞, 0] −→ IRn est une fonction continue sur J et
y(x,y) ∈ B,∀(x, y) ∈ E, alors, il existe les constantes H,K,M > 0 tel
que pour tout (x, y) ∈ J les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) y(x,y) ∈ B.

(ii) ||y(x, y)|| ≤ H||y(x,y)||B.
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(iii) ||y(x,y)||B ≤ K sup
(s,t)∈J

||y(s, t)||+M sup
(s,t)∈E(x,y)

||y(s,t)||B.

(A2) y(x,y) ∈ B est une fonction continue sur J.

(A3) L’espace B est complet.

Maintenant, nous présentons quelques exemples des espaces des phases [19,
20].

Exemple 4.2.0.1 Soit B l’ensemble de toutes les fonctions φ :]−∞, 0]×]−
∞, 0] −→ IRn qui sont continues sur [−α, 0] × [−β, 0], α, β ≥ 0, muni de la
semi norme suivante :

||φ||B = sup
(s,t)∈[−α,0]×[−β,0]

||φ(s, t)||.

Alors, nous avons H = K = M = 1.

Exemple 4.2.0.2 Soit γ ∈ IR et soit Cγ l’ensemble de toutes les fonctions
continues φ :]−∞, 0]×]−∞, 0] −→ IRn tel que la limite lim

||(s,t)||→∞
eγ(s+t)φ(s, t)

existe avec la norme

||φ||Cγ = sup
(s,t)∈(−∞,0]×(−∞,0]

eγ(s+t)||φ(s, t)||.

Alors, nous avons H = 1 et K = M = max{e−γ(a+b), 1}.

Exemple 4.2.0.3 Soit α, β, γ ≥ 0 et soit

||φ||CLγ = sup
(s,t)∈[−α,0]×[−β,0]

||φ(s, t)||+
∫ 0

−∞

∫ 0

−∞
eγ(s+t)||φ(s, t)||dsdt.

est la semi norme pour l’espace CLγ des fonctions φ :]−∞, 0]×]−∞, 0] −→
IRn qui sont continues sur [−α, 0]× [−β, 0] et mesurable sur ]−∞,−α]×]−
∞, 0]∪]−∞, 0]×]−∞,−β], et tel que ||φ||Cγ <∞. Alors,

H = 1, K =

∫ 0

−∞

∫ 0

−∞
eγ(s+τ)dsdt, M = 2.
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4.3 Problème de Darboux dans le cas fonction-
nel

Soit :

Ω = {u :]−∞, a]×]−∞, b]→ IRn tel que : u(x,y) ∈ B pour (x, y) ∈ E et u|J ∈ C(J, IRn)}.

Définition 4.3.1 Une fonction u ∈ Ω est dite solution du problème (4.1)-
(4.3) si u satisfait les équations (4.1) et (4.3) sur J et la condition (4.2) sur
J̃ ′.

Lemme 4.3.1 u ∈ AC(] − ∞, a]×] − ∞, b], IRn) est solution du problème
(4.1)-(4.3) si et seulement si u satisfait la condition (4.2) sur J̃ ′ et u est
solution de l’équation suivante

u(x, y) = µ(x, y)+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x−s)r1−1(y−t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt (x, y) ∈ J.

(4.7)

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du pro-
blème (4.1)-(4.3), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 4.3.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H1) f : J × B −→ IRn est une fonction continue.
(H2) Il existe une constante ` > 0 tel que :

||f(x, y, u1)−f(x, y, u2)|| ≤ `||u1−u2||B pour tout u1, u2 ∈ B et (x, y) ∈ J.

Si
`Kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1,

alors, le problème (4.1)-(4.3) admet une seule solution sur (−∞, a]×(−∞, b].

Preuve : Considérons l’opérateur G : Ω −→ Ω défini par :

(Gu)(x, y) = µ(x, y) + 1
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt, (x, y) ∈ J,

φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ .
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Soit v(., .) : (−∞, a]× (−∞, b]→ IRn est une fonction définie par :

v(x, y) =

{
φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ′,
µ(x, y), (x, y) ∈ J.

Alors, v(x, y) = φ pour tout (x, y) ∈ E. Pour tout w ∈ C(J, IRn) avec
w(x, y) = 0 pour chaque (x, y) ∈ E, nous dénotons par w la fonction définie
par :

w(x, y) =

{
0, (x, y) ∈ J̃ ′,
w(x, y), (x, y) ∈ J.

Si u(., .) satisfait l’équation intégrale suivante :

u(t, x) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt.

nous pouvons décomposer u(., .) comme u(x, y) = w(x, y) + v(x, y), (x, y) ∈
J , ce qui implique que u(x,y) = w(x,y) + v(x,y), pour chaque (x, y) ∈ J et la
fonction w(., .) satisfait

w(x, y) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, w(s,t) + v(s,t))dsdt.

Soit l’ensemble

C0 = {w ∈ C(J, IRn) : w(x, y) = 0 pour (x, y) ∈ E},

et soit ||.||(a,b) est une semi norme dans C0 définie par :

||w||(a,b) = sup
(x,y)∈E

||w(x,y)||B + sup
(x,y)∈J

||w(x, y)|| = sup
(x,y)∈J

||w(x, y)||, w ∈ C0.

C0 est un espace de Banach muni de la norme ||.||(a,b).
Soit l’opérateur N : C0 −→ C0 défini par :

(Nw)(x, y) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x−s)r1−1(y− t)r2−1f(s, t, w(s,t) +v(s,t))dsdt.

(4.8)
Alors, l’opérateur G admet un point fixe est équivalent à N admet un point
fixe.
Pour montrer que N admet un point fixe il suffit de montrer que N est une
contraction, en effet : si w1, w2 ∈ C0, pour tout (x, y) ∈ J on a :

||(Nw1)(x, y)− (Nw2)(x, y)|| ≤
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1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, w1(s,t)
+ v(s,t))− f(s, t, w2(s,t)

+ v(s,t))‖dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1`‖ w1(s,t)
− w2(s,t)

‖dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1`K

× sup
(s,t)∈[0,x]×[0,y]

||w1(s, t)− w2(s, t)||dsdt

≤ `K

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt‖w1 − w2‖(a,b).

Et par suite :

‖(Nw1)− (Nw2)‖(a,b) ≤
`Kar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
‖ w1 − w2‖(a,b).

Donc N est une contraction et d’après le théorème de Banach N admet un
seul point fixe qui est une solution du problème (4.1)-(4.3).

Notre deuxième résultat d’existence des solutions du problème (4.1)-(4.3)
est basé sur l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théorème 4.3.2 Supposons que (H1) et l’hypothèse suivante sont satis-
faites :

(H3) Il existe deux fonctions p, q ∈ C(J, IR+) telle que :

‖f(x, y, u)‖ ≤ p(x, y) + q(x, y)‖u‖B ∀ (x, y) ∈ J et u ∈ B.

Alors, le problème (4.1)-(4.3) admet au moins une solution sur (−∞, a] ×
(−∞, b].

Preuve : Considérons l’opérateur N défini dans (4.8).

• N est continu, en effet : Soit wn une suite dans C0 convergente pour
la norme ||.||∞ vers une limite w, c’est à dire : lim

n→+∞
||wn − w||∞ = 0.

Il faut montrer que lim
n→+∞

||Nwn −Nw||∞ = 0.

Soit (x, y) ∈ J :

||(Nwn)(x, y)− (Nw)(x, y)|| ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1

× ‖f(s, t, wn(s,t) + vn(s,t))− f(s, t, w(s,t) + v(s,t))‖dsdt.
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Puisque f est continue, on a

||(Nwn)(x, y)− (Nw)(x, y)||∞ ≤
ar1br2‖f(., ., wn(.,.) + vn(.,.))− f(., ., w(.,.) + v(.,.))‖∞

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

→ 0 quand n→∞.

D’où N est continu.

• N est complètement continu : c’est à dire N(Bη) est relativement com-
pact pour tout borné Bη.
Soit l’ensemble :

Bη = {w ∈ C0 : ||w||(a,b) ≤ η}.

N(Bη) est relativement compact si :

(i) N(Bη) est borné, en effet : Soit w ∈ Bη et (x, y) ∈ J alors,

||(Nw)(x, y)|| ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖f(s, t, w(s,t) + v(s,t))‖dsdt

≤ ‖p‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ x

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

+
‖q‖∞η∗

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt

≤ ‖p‖∞ + ‖q‖∞η∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
ar1br2 := `∗,

où

||w(s,τ) + v(s,τ)||B ≤ ||w(s,τ)||B + ||v(s,τ)||B
≤ Kη +K||µ||∞ +M ||φ||B := η∗.

Donc ||Nw||∞ ≤ `∗ et par suite N(Bη) est borné.

(ii) N(Bη) est équicontinue, en effet :
Soit w ∈ Bη et (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2, y1 < y2 :

||(Nu)(x2, y2)− (Nu)(x1, y1)|| ≤
1

Γ(r1)Γ(r2)
‖
∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1]
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×f(s, t, u(s,t))dsdt+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1

×f(s, t, w(s,t) + v(s,t))dsdt‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)
‖
∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, w(s,t) + v(s,t))dsdt‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)
‖
∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t, w(s,t) + v(s,t))dsdt‖

≤ ‖p‖∞ + ‖q‖∞η
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

[yr22 (x2 − x1)r1 + xr12 (y2 − y1)r2

−(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 + xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 ]

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[xr12 − (x2 − x1)r1 ](y2 − y1)r2

+
‖p‖∞ + ‖q‖∞η

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
(x2 − x1)r1 [yr22 − (y2 − y1)r2 ]

≤ ‖p‖∞ + ‖q‖∞η
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Si (x2, y2) → (x1, y1) : (Nw)(x2, y2) → (Nw)(x1, y1), et par suite N
est équicontinu.

Alors, N est complètement continu.

Soit w ∈ C0 tel que w = λN(w) pour λ ∈]0, 1[.
Pour tout (x, y) ∈ J , on a :

w(x, y) ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt.

Alors, d’après (H3) on a :

‖w(x, y)‖ ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1[p(s, t)

+q(s, t)‖w(s,t) + v(s,t)‖B]dsdt

≤ ‖p‖∞ar1br2
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
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+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)‖w(s,t) + v(s,t)‖Bdsdt.

Mais

‖w(s,t) + v(s,t)‖B ≤ ‖w(s,t)‖B + ‖v(s,t)‖B
≤ K sup{w(s̃, t̃) : (s̃, t̃) ∈ [0, s]× [0, t]}

+K||µ||∞ +M ||φ||B
≤ z(x, y),

où z(x, y) = K sup{w(s̃, t̃) : (s̃, t̃) ∈ [0, s]× [0, t]}+K||µ||∞ +M ||φ||B.
et par suite, pour chaque (x, y) ∈ J nous obtenons :

‖w(x, y)‖ ≤ ‖p‖∞ar1br2
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)z(s, t)dsdt. (4.9)

En utilisant l’inégalité (4.9) et la définition de z pour tout (x, y) ∈ J on a :

z(x, y) ≤ K||µ||∞ +M ||φ||B +
K‖p‖∞ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

+
K‖p‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1z(s, t)dsdt.

D’aprés lemme de Gronwall il existe δ = δ(r1, r2) tel que :

‖z(x, y)‖ ≤ R + δ
K‖q‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1Rdsdt,

où
R = K||µ||∞ +M ||φ||B +

K‖p‖∞ar1br2
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

.

Donc
‖z‖∞ ≤ R +

RδK‖q‖∞ar1br2
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

:= M∗.

Alors, l’inégalité (4.9) devient :

‖w‖∞ ≤
ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
(‖p‖∞ +M∗‖q‖∞) := M̃.
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Soit :
U = {w ∈ C0 : ||w||(a,b) < M̃ + 1}.

Comme ∀w ∈ ∂U et ∀λ ∈]0, 1[, on a : w 6= λN(w).

Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder N admet au
moins un point fixe qui est une solution du problème (4.1)-(4.3).

4.4 Problème de Darboux dans le cas de type
neutre

Définition 4.4.1 Une fonction u ∈ Ω est dite solution du problème (4.4)-
(4.6) si u satisfait les équations (4.4) et (4.6) sur J et la condition (4.5) sur
J̃ ′.

Lemme 4.4.1 u ∈ AC((−∞, a] × (−∞, b], IRn) est solution du problème
(4.4)-(4.6) si et seulement si u satisfait la condition (4.5) sur J̃ ′ et u est une
solution de l’équation suivante :

u(x, y) = µ(x, y) + g(x, y, u(x,y))− g(x, 0, u(x,0))− g(0, y, u(0,y)) + g(0, 0, u(0,0))

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt.

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du pro-
blème (4.4)-(4.6), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 4.4.1 Supposons que (H1), (H2) et l’hypothèse suivante sont
satisfaites :

(H2′) Il existe une constante `′ > 0 telle que :

||g(x, y, u1)−g(x, y, u2)|| ≤ `′||u1−u2||B pour tout u1, u2 ∈ B et (x, y) ∈ J.

Si
K[4`′ +

`ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
] < 1,

alors, le problème (4.4)-(4.6) admet une seule solution sur (−∞, a]×(−∞, b].
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Preuve : Considérons l’opérateur G : Ω −→ Ω défini par :

(Gu)(x, y) =


µ(x, y) + g(x, y, u(x,y))− g(x, 0, u(x,0)) (x, y) ∈ J,
−g(0, y, u(0,y)) + g(0, 0, u(0,0))
+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x
0

∫ y
0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, u(s,t))dsdt,

φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ′.

Par analogie au Théorème 4.3.1, nous considérons l’opérateur N : C0 −→ C0

défini par :

(Nw)(x, y) = g(x, y, w(x,y) + v(x,y))− g(x, 0, w(x,0) + v(x,0))

− g(0, y, w(0,y) + v(0,y)) + g(0, 0, w(0,0) + v(0,0))

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, w(s,t) + v(s,t))dsdt, (x, y) ∈ J.

Nous montrerons que l’opérateur N est une contraction, en effet : si w1, w2 ∈
C0, pour tout (x, y) ∈ J on a :

||(Nw1)(x, y)− (Nw2)(x, y)|| ≤

‖g(x, y, w1(x,y)
+ v(x,y))− g(x, y, w2(x,y)

+ v(x,y))‖
+ ‖g(x, 0, w1(x,0)

+ v(x,0))− g(x, 0, w2(x,0)
+ v(x,0))‖

+ ‖g(0, y, w1(0,y)
+ v(0,y))− g(0, y, w2(0,y)

+ v(0,y))‖
+ ‖g(0, 0, w1(0,0)

+ v(0,0))− g(0, 0, w2(0,0)
+ v(0,0))‖

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1

× ‖f(s, t, w1(s,t)
+ v(s,t))− f(s, t, w2(s,t)

+ v(s,t))‖dsdt

≤ 4`′K‖w1 − w2‖(a,b) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1

× `K‖w1 − w2‖dsdt.

et par suite :

||(Nw1)− (Nw2)||(a,b) ≤ K[4`′ +
`ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
]‖w1 − w2‖(a,b).

Donc N est une contraction et d’après le théorème de Banach N admet un
seul point fixe.

Maintenant nous donnons un résultat de l’existence des solutions du pro-
blème (4.4)-(4.6) basé sur l’aletarnative non linéaire de Leray-Schauder
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Théorème 4.4.2 Supposons que (H1), (H3) et les hypothèses suivantes sont
satisfaites :

(H4) g est une fonction continue et complètement continue et pour tout
ensemble borné D dans Ω, l’ensemble {(x, y)) −→ g(x, y, u(x,y)) : u ∈
D} est équicontinu dans C(J, IRn).

(H5) Il existe 0 ≤ d1K <
1

4
, d2 ≥ 0 tel que :

||g(x, y, u)|| ≤ d1||u||B + d2 (x, y) ∈ J, u ∈ B.

Alors, le problème (4.4)-(4.6) admet au moins une solution sur (−∞, a] ×
(−∞, b].

Preuve : Considérons l’opérateur N défini dans le Théorème 4.4.1.
On a prouvé d’après le théorème 4.3.2 que l’opérateur N défini dans (4.8)
est continu et complètement continu, donc d’après (H4) N est continu et
complètement continu.
Soit w ∈ C0 tel que w = λN(w) pour 0 < λ < 1. pour tout (x, y) ∈ J,

w(x, y) = λ[g(x, y, w(x,y) + v(x,y))− g(x, 0, w(x,0) + v(x,0))

−g(0, y, w(0,y) + v(0,y)) + g(0, 0, w(0,0) + v(0,0))]

+
λ

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t, w(s,t) + v(s,t))dsdt,

et

‖w(x, y)‖ = 4d1‖w(x,y) + v(x,y)‖B +
‖p‖∞ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1q(s, t)‖w(s,t) + v(s,t)‖Bdsdt. (4.10)

En utilisant l’inégalité (4.10) et la définition de z pour tout (x, y) ∈ J ona :

‖z‖∞ ≤ R1 +
R1δK‖q∗‖∞ar1br2

(1− 4d1K)Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
:= L,

où

R1 =
1

1− 4d1K

[
8d2K +

K‖p‖∞ar1br2
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

]
,
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et
‖q∗‖∞ =

‖q‖∞
1− 4d1K

.

Alors

‖w‖∞ ≤ 4d1‖φ‖B + 8d2 + 4Ld1 +
ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
(‖p‖∞ + L‖q‖∞) := L∗.

Soit
U = {w ∈ C0 : ‖w‖(a,b) < L∗ + 1}.

Comme ∀w ∈ ∂U et ∀λ ∈ (0, 1), ona w 6= λN(w). Donc d’après l’alternative
non linéaire de Leray-Schauder G admet au moins un point fixe qui est une
solution du problème (4.4)-(4.6).

4.4.1 Exemple

Considérons le problème suivant :

(cDr
0u)(x, y) =

ex+y−γ(x+y)‖u(x,y)‖
c(ex+y + e−x−y)(1 + ‖u(x,y)‖)

, si(x, y) ∈ J := [0, 1]× [0, 1],

(4.11)
u(x, 0) = x, u(0, y) = y2, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], (4.12)

u(x, y) = x+ y2, (x, y) ∈ J̃ ′, (4.13)

où J̃ ′ := (−∞, 1] × (−∞, 1]\(0, 1] × (0, 1], c = 2
Γ(r1+1)Γ(r2+1)

et γ est une
constante réelle positive.
Soit

Bγ = {u ∈ C((−∞, 0]×(−∞, 0], IR) : lim
‖(θ,η)‖→∞

eγ(θ+η)u(θ, η) existe dans IR}.

la norme de Bγ est donnée par :

‖u‖γ = sup
(θ,η)∈(−∞,0]×(−∞,0]

eγ(θ+η)|u(θ, η)|.

Soit
E := [0, 1]× {0} ∪ {0} × [0, 1],

et u : (−∞, 1]× (−∞, 1]→ IR tel que u(x,y) ∈ Bγ pour (x, y) ∈ E, alors

lim
‖(θ,η)‖→∞

eγ(θ+η)u(x,y)(θ, η) = lim
‖(θ,η)‖→∞

eγ(θ−x+η−y)u(θ, η)
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= e−γ(x+y) lim
‖(θ,η)‖→∞

eγ(θ+η)u(θ, η) <∞.

d’ou u(x,y) ∈ Bγ. Finallement nous prouvons que :

‖u(x,y)‖γ = K sup{|u(s, t)| : (s, t) ∈ [0, x]×[0, y]}+M sup{‖u(s,t)‖γ : (s, t) ∈ E(x,y)},

où K = M = 1 et H = 1.
Si x+ θ ≤ 0, y + η ≤ 0, nous obtenons

‖u(x,y)‖γ = sup{|u(s, t)| : (s, t) ∈ (−∞, 0]× (−∞, 0]},

et si x+ θ ≥ 0, y + η ≥ 0 alors, nous avons

‖u(x,y)‖γ = sup{|u(s, t)| : (s, t) ∈ [0, x]× [0, y]}.

Donc pour tout (x+ θ, y + η) ∈ [0, 1]× [0, 1], nous obtenons

‖u(x,y)‖γ = sup{|u(s, t)| : (s, t) ∈ (−∞, 0]×(−∞, 0]}+sup{|u(s, t)| : (s, t) ∈ [0, x]×[0, y]}.

Alors

‖u(x,y)‖γ = sup{‖u(s,t)‖γ : (s, t) ∈ E}+ sup{|u(s, t)| : (s, t) ∈ [0, x]× [0, y]}.

(Bγ, ‖.‖γ) est un espace de Banach. Nous concluons que Bγ est un espace de
phase.

f(x, y, u(x,y)) =
ex+y−γ(x+y)‖u(x,y)‖

c(ex+y + e−x−y)(1 + ‖u(x,y))‖
, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].

pour tout u, u ∈ Bγ et (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] nous avons

|f(x, y, u(x,y))− f(x, y, u(x,y))| ≤
ex+y‖u− u‖B
c(ex+y + e−x−y)

≤ 1

c
‖u− u‖B.

D’ou la condition (H1) est satisfaite avec ` = 1
c
. Puisque a = b = K = 1 nous

obtenons
`ar1br2K

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
=

1

cΓ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
=

1

2
< 1,

pour tout (r1, r2) ∈ (0, 1] × (0, 1]. et par suite, d’après le théorème 4.3.1 le
problème (4.11)-(4.13) admet une seule solution sur (−∞, 1]× (−∞, 1].



Chapitre Cinq

Problème de Darboux pour
des inclusions différentielles

5.1 Introduction

Ce chapitre introduit quelques conditions suffisantes pour montrer l’exis-
tence des solutions du problème de Darboux pour des inclusions différen-
tielles, les résultats de ce chapitre sont basés sur l’alternative non linéaire de
Leray-Schauder. Dans une autre résultat on étulise le théorème de point fixe
de Covitz- Nadler.

La deuxième section est consacré à l’étude du problème de Darboux sui-
vant :

(cDr
0u)(x, y) ∈ F (x, y, u(x,y)), si (x, y) ∈ J, (5.1)

u(x, y) = φ(x, y), si (x, y) ∈ J̃ := [−α, a]× [−β, b]\(0, a]× (0, b], (5.2)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (5.3)

où α, β > 0, F : J × C → P(IR) est une application multivoque à valeurs
compactes et convexes, P(IR) est la famille de sous ensembles de IR, φ ∈
C(J̃ , IR), ϕ : [0, a] → IR, ψ : [0, b] → IR sont des fonctions absolument
continues avec ϕ(x) = φ(x, 0), ψ(y) = φ(0, y) pour tout x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]
et C := C([−α, 0]× [−β, 0],R).

Ensuite nous étudierons le problème (5.1)-(5.3) où le second membre est
à valeurs non convexes.
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Puis on va utiliser la méthode des sous et sur solutions pour étudier le
problème de Darboux suivant :

(cDr
0u)(x, y) ∈ F (x, y, u(x, y)), si (x, y) ∈ J, (5.4)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, a], u(0, y) = ψ(y), y ∈ [0, b], (5.5)

où F : J×IRn → P(IRn) est une application multivoque compacte, ϕ, ψ sont
comme dans le problème (5.1)-(5.3).

5.2 Cas d’un second membre convexe
Définition 5.2.1 Une fonction u ∈ C(a,b) := C([−α, a] × [−β, b],R) tel que
sa derivé mixte D2

xy existe et intégrable sur J est dite solution du problème
(5.1)-(5.3), s’il existe une fonction f ∈ L1(J, IR) avec f(x, y) ∈ F (x, y, u(x,y))
p. p (x, y) ∈ J , tel que

(cDr
0u)(x, y) = f(x, y), p.p (x, y) ∈ J,

et u satisfait la condition (5.3) sur J et la condition (5.2) sur J̃ .

Théorème 5.2.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :
(H1) F : J × IR −→ Pcp,cv(IR) est une application multivoque de Cara-
théodory.

(H2) Il existent p ∈ C(J, IR+) et Ψ : [0,∞) → (0,∞) est une fonction
continue et croissante tel que :

‖F (x, y, u)‖P ≤ p(x, y)Ψ(|u|) pour (x, y) ∈ J et u ∈ IR.

(H3) Il exite l ∈ C(J, IR+) tel que

Hd(F (x, y, u), F (x, y, u)) ≤ l(x, y)|u− u| pour tout u, u ∈ IR,

et
d(0, F (x, y, 0)) ≤ l(x, y), p.p (x, y) ∈ J.

(H4) Il existe M > 0 tel que

M

‖µ‖∞ +
Ψ(M)p∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

> 1, (5.6)
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où p∗ = sup
(x,y)∈J

p(x, y).

Alors le problème (5.1)-(5.3) admet au moins une solution sur [−α, a] ×
[−β, b].

Preuve : Soit N : C(a,b) → P (C(a,b)) un opérateur multivoque defini par
N(u) = {h ∈ C(a,b)} avec

h(x, y) =


φ(x, y), (x, y) ∈ J̃ ,
µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t)dsdt, (x, y) ∈ J,

où f ∈ SF,u.

Remarque 5.2.1
D’après le lemme 3.2.1, Les points fixes de N sont solutions du problème(5.1)-
(5.3).

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
Etape 1 : N est à valeurs convexes.
En effet, soient u ∈ C(a,b), h1, h2 ∈ N(u) , alors ils existent f1, f2 ∈ SF,u tel
que pour (x, y) ∈ J on a

hi(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1fi(s, t)dsdt, i = 1, 2.

Soit 0 ≤ d ≤ 1. Alors pour tout (x, y) ∈ J , on a

(dh1 + (1− d)h2)(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1

×[df1(s, t) + (1− d)f2(s, t)]dsdt,

et pour tout (x, y) ∈ J̃ , on a

(dh1 + (1− d)h2)(x, y) = φ(x, y).

Comme l’ensemble SF,y est convexe (car F est à valeurs convexes), on aura

(dh1 + (1− d)h2)(x, y) ∈ N(u).
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Soit Bη = {u ∈ C(a,b) : ‖u‖∞ ≤ η} un ensemble borné dans C(a,b)

Etape 2 : N(Bη) est uniformément borné dans C(a,b).
Soit u ∈ Bη. Alors pour tout h ∈ N(u), il existe f ∈ SF,u tel que

h(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t)dsdt.

D’après (H2) nous avons, pour tout (x, y) ∈ J ,

|h(x, y)| ≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|f(s, t)|dsdt

≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)Ψ(‖u(s,t)‖)dsdt.

Alors
‖h‖∞ ≤ ‖µ‖∞ +

Ψ(η)ar1br2p∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
:= `1.

D’un autre côté, pour tout (x, y) ∈ J̃ ,
‖h‖∞ ≤ ‖φ‖∞ := `2.

D’où, pour tout (x, y) ∈ [−α, a]× [−β, b],
‖h‖∞ ≤ min{`1, `2} := `.

Etape 3 : N(Bη) est equicontinu sur C(a,b).
Soient (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2, y1 < y2, soient u ∈ Bη et h ∈ N(u),
alors

|h(x2, y2)− h(x1, y1)| =
∣∣∣µ(x2, y2)− µ(x1, y1)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1(y1 − t)r2−1]f(s, t)dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t)dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t)dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1f(s, t)dsdt
∣∣∣

≤ |µ(x1, y1)− µ(x2, y2)|

+
p∗Ψ(η)

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].
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Lorsque (x1, y1) −→ (x2, y2), le membre droit de la dernière inégalité tend
vers zéro. D’après le Théorème d’Ascoli-Arzelà, nous pouvons conclure que
N est complètement continu.
Etape 4 : Montrons que N est s.c.s.
Comme N est complètement continu, il suffit de montrer, d’après le Lemme
1.3.1 que N est à graphe fermé.
Soient un → u∗, hn ∈ N(un) et hn → h∗. On va montrer que h∗ ∈ N(u∗).
hn ∈ N(un) implique qu’il existe fn ∈ SF,un tel que, pour tout (x, y) ∈ J ,

hn(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1fn(s, t)dsdt,

et pour (x, y) ∈ J̃ , hn(x, y) = φ(x, y).
On va prouver qu’il existe f∗ ∈ SF,u∗ tel que, pour tout (x, y) ∈ J ,

h∗(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f∗(s, t)dsdt,

et pour (x, y) ∈ J̃ , h∗(x, y) = φ(x, y).
Puisque F (x, y, ·) est s.c.s, alors pour tout ε > 0, il existe n0(ε) ≥ 0 tel que
pour tout n ≥ n0, on a

fn(x, y) ∈ F (x, y, un(x,y)) ⊂ F (x, y, u∗(x,y)) + εB(0, 1), p.p (x, y) ∈ J.

comme F (., ., .) a valeurs compactes, il existe une sous suite fnm telle que

fnm(·, ·)→ f∗(·, ·) quand m→∞

et
f∗(x, y) ∈ F (x, y, u∗(x,y)), p.p (x, y) ∈ J.

pour tout w ∈ F (x, y, u∗(x,y)), on a

|fnm(x, y)− f∗(x, y)| ≤ |fnm(x, y)− w|+ |w − f∗(x, y)|.

Alors
|fnm(x, y)− f∗(x, y)| ≤ d

(
fnm(x, y), F (x, y, u∗(x,y))

)
.

Par une relation analogue, et par échanger le rôle de fnm et f∗ on obtient

|fnm(x, y)− f∗(x, y)| ≤ Hd

(
F (x, y, un(x,y)), F (x, y, u∗(x,y))

)
≤ l(x, y)‖un − u∗‖∞.



92 Problème de Darboux pour des inclusions différentielles

Alors

|hn(x,y) − h∗(x,y)| ≤
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|fnm(s, t)

− f∗(s, t)|dsdt

≤ l∗‖unm − u∗‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1dsdt,

où l∗ = sup
(x,y)∈J

l(x, y). D’ou

‖hnm − h∗‖∞ ≤ ar1br2l∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
|unm − u∗‖∞ → 0 quand m→∞.

D’où N est s.c.s.
Etape 5 : Estimation à priori sur les solutions
Soit u une solution du problème (5.1)-(5.3). Alors, il existe f ∈ SF,u tel que,
pour tout (x, y) ∈ J ,

|u(x, y)| ≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|f(s, t)|dsdt

≤ |µ(x, y)|+ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)ψ(‖u(s,t)‖)dsdt

≤ |µ(x, y)|+
Ψ(‖u(s,t)‖)
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1p(s, t)dsdt

≤ ‖µ‖∞ +
Ψ(‖u‖∞)p∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
,

et pour tout (x, y) ∈ J̃ , |u(x, y)| = |φ(x, y)|.
D’où pour tout (x, y) ∈ J , on a

‖u‖∞

‖µ‖∞ +
Ψ(‖u‖∞)p∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)

< 1.

Alors par la condition (5.6), il existe M tel que ‖u‖∞ 6= M.
Soit

U = {u ∈ C(a,b) : ‖u‖∞ < M∗},
où M∗ = min{M, ‖φ‖C}.
L’opérateur N : U → P(C(a,b)) est s.c.s et complètement continu. D’après
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le choix de U , il n’existe pas u ∈ ∂U tel que u ∈ λN(u) pour un certain
λ ∈ (0, 1). Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, nous
déduisons que N a un point fixe qui est une solution du problème (5.1)-(5.3).

Maintenant nous présentons un autre résultat d’existence des solutions
du problème (5.1)-(5.3) utilisant le théorème du point fixe de Bohnenblust-
Karlin ([9]).

Théorème 5.2.2 Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et l’hypothèse
suivante sont satisfaites.

(H5) il existe p ∈ C(J, IR+) tel que

‖F (x, y, u)‖P ≤ p(x, y)(|u|+ 1) pour (x, y) ∈ J et pour u ∈ IR.

Si
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1) > p∗ar1br2 , (5.7)

alors (5.1)-(5.3) admet au moins une solution.

Preuve : Considérons l’opérateur N défini dans le théorème 5.2.1.Soit ρ > 0
tel que

ρ >
Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)‖µ‖∞ + p∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)− p∗ar1br2
,

et considérons le sous ensemble

Dρ = {u ∈ C(a,b) : ‖u‖∞ ≤ ρ}.

Il est clair que Dρ est fermé, borné et convexe.
D’aprés (5.7) on a N(Dρ) ⊆ Dρ. Comme précédemment l’operateur N :
Dρ → P(Dρ) est s.c.s et complètement continu. Donc d’après le théorème
1.4.8 N admet un point fixe qui est une solution du problème (5.1)-(5.3).

5.3 Cas d’un second membre non convexe

Théorème 5.3.1
Supposons que (H3) et l’hypothèse suivante sont satisfaites :

(H6) F : J × IR −→ Pcp(IR), et F (·, u) : J → Pcp(IR) est mesurable pour
tout u ∈ IR.
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Si
l∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
< 1, (5.8)

alors le problème (5.1)-(5.3) admet une seule solution sur J.

Remarque 5.3.1
Pour tout u ∈ C(a,b), l’ensemble SF,u est non vide, alors par (H6), F a une
selection mesurable ([16], Theorem III.6).

Preuve. On va montrer que N satisfait les conditions du théorème 1.4.9. La
preuve sera donnée en deux étapes.
• N(u) ∈ Pcl(C(a,b)) pour tout u ∈ C(a,b).
Soit (un)n≥0 ∈ N(u) tel que un −→ ũ dans C(a,b). Alors ũ ∈ C(a,b) et il existe
fn(., .) ∈ SF,u tel que, pour tout (x, y) ∈ J,

un(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1fn(s, t)dsdt,

et pour tout (x, y) ∈ J̃ ,
un(x, y) = φ(x, y).

En utilisant, le fait que F est à valeurs compactes et d’après (H3), on peut ex-
traire une sous suite de fn(., .) qui converge fortement vers f dans L1

w(J, IR),
et donc f ∈ SF,u. Alors pour tout (x, y) ∈ J, :

un(x, y) −→ ũ(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t)dsdt,

et pour tout (x, y) ∈ J̃ , un(x, y) −→ ũ(x, y) = φ(x, y).
Donc, ũ ∈ N(u).
• Il existe γ < 1 tel que

Hd(N(u), N(u)) ≤ γ‖u− u‖∞ pour tout u, u ∈ C(a,b).

Soit u, u ∈ C(a,b) et h ∈ N(u). Alors, il existe f(x, y) ∈ F (x, y, u(x,y)) tel que
pour tout (x, y) ∈ J

h(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t)dsdt,
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et pour tout (x, y) ∈ J̃ , h(x, y) = φ(x, y).
L’hypothèse (H3) affirme que

Hd(F (x, y, u(x,y)), F (x, y, u(x,y))) ≤ l(x, y)|u(x,y) − u(x,y)|.

Or, il existe w ∈ F (x, y, u(x,y)) tel que

|f(x, y)− w| ≤ l(x, y)|u(x,y) − u(x,y)|, (x, y) ∈ J.

On considère l’opérateur U : J → P(IR) donné par :

U(x, y) = {w ∈ IR : |f(x, y)− w| ≤ l(x, y)|u(x,y) − u(x,y)|}.

Puisque l’opérateur U1(x, y) = U(x, y) ∩ F (x, y, u(x,y)) est mesurable, (Pro-
position III.4 in [16]), il existe alors une sélection mesurabl f̄ de U1. Donc,
f(x, y) ∈ F (x, y, u(x,y)), et pour tout (x, y) ∈ J,

|f(x, y)− f(x, y)| ≤ l(x, y)|u(x,y) − u(x,y)|.

On définit pour tout (x, y) ∈ J

h(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t)dsdt,

et pour tout (x, y) ∈ J̃ , h(x, y) = φ(x, y).
Alors pour tout (x, y) ∈ J̃ , ‖h− h‖∞ = 0, et pour tout (x, y) ∈ J

|h(x, y)− h(x, y)| ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1|f(s, t)

− f(s, t)|dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1l(s, t)‖u(s,t)

− u(s,t)‖dsdt

≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1l(s, t)‖u(s,t)

− u(s,t)‖dsdt

≤
‖u(.,.))− u(.,.))‖∞

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1l(s, t)dsdt.
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D’où, pour tout (x, y) ∈ [−α, a]× [−β, b]

‖h− h‖∞ ≤
l∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
‖u− u‖∞.

En inversant les rôles de u et u, on arrive à prouver que

Hd(N(u), N(u)) ≤ l∗ar1br2

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
‖u− u‖∞.

Donc d’après(5.8), N est une contraction, et par le théorème 1.4.9 N a un
point fixe u qui est solution du problème (5.1)-(5.3).

5.3.1 Exemple

Considérons le problème suivant :

cDru(x, y) ∈ F (x, y, u(x,y)), p.p (x, y) ∈ J = [0, 1]× [0, 1], (5.9)

u(x, y) = x+ y2, p.p (x, y) ∈ ([−1, 1]× [−2, 1])\(0, 1]× (0, 1], (5.10)

u(x, 0) = x, u(0, y) = y2, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], (5.11)

où r = (r1, r2) ∈ (0, 1]× (0, 1]. soit

F (x, y, u(x,y)) = {u ∈ R : f1(x, y, u(x,y)) ≤ u ≤ f2(x, y, u(x,y))},

où f1, f2 : [0, 1]×[0, 1]×C([−1, 0]×[−2, 0], IR)→ IR. Supposons que pour tout
(x, y) ∈ J, f1(x, y, .) est s.c.i (i.e, l’ensemble {z ∈ C([−1, 0] × [−2, 0], IR) :
f1(x, y, z) > µ} est ouvert µ ∈ IR), et supposons que pour tout (x, y) ∈
J, f2(x, y, .) est s.c.s (i.e l’ensemble {z ∈ C([−1, 0]×[−2, 0], IR) : f2(x, y, z) <
µ} est ouvert pour tout µ ∈ IR). supposons qu’ils existent p ∈ C(J, IR+) et
ψ∗ : [0,∞)→ (0,∞) continue et croissante tel que

max(|f1(x, y, z)|, |f2(x, y, z)|) ≤ p(x, y)ψ∗(‖z‖),

pour tout (x, y) ∈ J et tout z ∈ C([−1, 0]× [−2, 0], IR).
il est clair que F est à valeur compactes et convexes, et il est s.c.s (voir
[22]). puisque toutes les conditions du Théorème 1.4.9 sont satisfaites, le
problème(5.9)-(5.11) admet une unique solution u sur [−1, 1]× [−2, 1].
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5.4 Méthode des sous et sur solutions

Définition 5.4.1 Une fonction u ∈ C(J, IRn) est dite solution du problème
(5.4)-(5.5), s’il existe une fonction f ∈ L1(J, IRn) avec f(x, y) ∈ F (x, y, u(x, y))
tel que (cDr

0u)(x, y) = f(x, y), et u satisfait l’équation (5.5) sur J.

Soit z, z̄ ∈ C(J, IRn) tel que

z(x, y) = (z1(x, y), z2(x, y), . . . , zn(x, y)), (x, y) ∈ J,

et
z̄(x, y) = (z̄1(x, y), z̄2(x, y), . . . , z̄n(x, y)), (x, y) ∈ J.

La notation z ≤ z̄ signifié que

zi(x, y) ≤ z̄i(x, y), i = 1, . . . , n.

Introduisons les hypothèses suivantes :
(H1) F : J × IRn −→ Pcp,cv(IRn) est L1-Carathéodory,
(H2) Il existe l ∈ C(J, IR+) tel que

Hd(F (x, y, u), F (x, y, u)) ≤ l(x, y)‖u−u‖ pour tout u, u ∈ IRn, p p (x, y) ∈ J,

et
d(0, F (x, y, 0)) ≤ l(x, y), p.p (x, y) ∈ J,

(H3) Il existe v et w ∈ C(J,Rn), sous et sur solutions du prpblème (5.4)-
(5.5) tel que v(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

Théorème 5.4.1 supposons que les hypothèses (H1)− (H3) sont satisfaites.
Alors le problème (5.4)-(5.5) admet au moins une solution u tel que

v(x, y) ≤ u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

Preuve. On transforme le problème (5.4)-(5.5) en un problème du point fixe.
Considérons le problème suivant :

(cDr
0u)(x, y) ∈ F (x, y, g(u(x, y))), si (x, y) ∈ J, (5.12)

u(x, 0) = ϕ(x), u(0, y) = ψ(y), x ∈ [0, a] et y ∈ [0, b], (5.13)
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où g : C(J, IRn) −→ C(J, IRn) l’opérateur de truncation définie par

(gu)(x, y) =


v(x, y), u(x, y) < v(x, y)
u(x, y), v(x, y) ≤ u(x, y) ≤ w(x, y).
w(x, y), u(x, y) > w(x, y).

Une solution de (5.12)-(5.13) est un point fixe de l’opérateurG : C(J, IRn) −→
P(C(J, IRn)) défini par :

G(u) =


h ∈ C(J, IRn) :
h(x, y) = µ(x, y)

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1f(s, t)dsdt, (x, y) ∈ J,

où

f ∈ S̃F,g(u) = {f ∈ SF,g(u) : f(x, y) ≥ f1(x, y) sur A1 et f(x, y) ≤ f2(x, y) sur A2},

A1 = {(x, y) ∈ J : u(x, y) < v(x, y) ≤ w(x, y)},

et
A2 = {(x, y) ∈ J : v(x, y) ≤ w(x, y) < u(x, y)}.

Remarque 5.4.1

(A) pour tout u ∈ C(J, IRn), l’ensemble S̃F,g(u) est non vide. En effet
(H1) implique qu’il existe f3 ∈ SF,g(u), donc on pose

f = f1χA1 + f2χA2 + f3χA3 ,

où χAi est la fonction charactéristic de Ai; i = 1, 2, et

A3 = {(x, y) ∈ J : v(x, y) ≤ u(x, y) ≤ w(x, y)}.

Alors, par decomposabilité, f ∈ S̃F,g(u),
(B) d’aprés la définition de g il est clair que F (., ., g(u)(., .)) est une ap-
plication multivoque L1-Carathéodory à valeur compacte et convexe et
il existe φ1 ∈ C(J, IR+) tel que

‖F (x, y, g(u(x, y)))‖P ≤ φ1(x, y) pour tout u ∈ IRn.
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posons

η = ‖µ‖∞ +
ar1br2φ∗1

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
,

où
φ∗1 = sup{φ1(x, y) : (x, y) ∈ J},

et
D = {u ∈ C(J, IRn) : ‖u‖∞ ≤ η}.

D est un sous ensemble convexe fermé de C(J, IRn) et G(D) ⊂ D. Nous
montrons que D satisfait les condition du théorème 1.4.8. La preuve est
donné en étapes suivantes :
Etape 1 : G(u) est convexe pour tout u ∈ D.
En effet, si h1, h2 appartint à G(u), alors il existe u1, u2 ∈ SF,g(u) tel que
pour tout (x, y) ∈ J on a

hi(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1ui(s, t)dsdt, i = 1, 2.

soit 0 ≤ ξ ≤ 1. Alors pour tout (x, y) ∈ J , on a

(ξh1 + (1− ξ)h2)(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1

×[ξu1(s, t) + (1− ξ)u2(s, t)]dsdt.

Puisque S̃F,g(u) est convexe (car F est à valeurs convexes), on a

ξh1 + (1− ξ)h2 ∈ G(u).

Etape 2 : G(D) est borné.
Ceci est clair puisque G(D) ⊂ D et D est borné.
Etape 3 : G(D) est equicontinu.
Soit (x1, y1), (x2, y2) ∈ J, x1 < x2 et y1 < y2, soit u ∈ D et h ∈ G(u), alors
il existe z ∈ SF,g(u) tel pour tout (x, y) ∈ J on a

‖h(x2, y2)− h(x1, y1)‖

=
∥∥∥µ(x2, y2)− µ(x1, y1) +

1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y1

0

[(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1 − (x1 − s)r1−1

×(y1 − t)r2−1]z(s, t)dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x1

0

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1z(s, t)dsdt
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+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y1

0

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1z(s, t)dsdt

+
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x2

x1

∫ y2

y1

(x2 − s)r1−1(y2 − t)r2−1z(s, t)dsdt
∥∥∥

≤ ‖µ(x1, y1)− µ(x2, y2)‖

+
φ∗1

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
[2yr22 (x2 − x1)r1 + 2xr12 (y2 − y1)r2

+xr11 y
r2
1 − xr12 y

r2
2 − 2(x2 − x1)r1(y2 − y1)r2 ].

Quand x1 −→ x2 et y1 −→ y2, h(x2, y2) −→ (x1, y1). Comme une résultas
de l’étape 1 à 3 et d’aprés le Théorème d’Arzelá-Ascoli , on déduit que G :
D −→ P(D) est compact.
Etape 4 : Le graphe de G est fermé .
Soit un → u∗, hn ∈ G(un) et hn → h∗.
Nous montrons que h∗ ∈ G(u∗).
hn ∈ G(un) signifie qu’il existe zn ∈ S̃F,g(un) tel que, pour tout (x, y) ∈ J,

hn(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1zn(s, t)dsdt.

Nous montrons qu’il existe z∗ ∈ S̃F,g(u∗) tel que, pour tout (x, y) ∈ J ,

h∗(x, y) = µ(x, y) +
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1z∗(s, t)dsdt.

Puisque F (x, y, ·) est semicontinue supérieurement, alors pour tout ε > 0, il
existe n0(ε) ≥ 0 tel que pour chaque n ≥ n0, on a

fn(x, y) ∈ F (x, y, un(x, y)) ⊂ F (x, y, u∗(x, y)) + εB(0, 1), p.p (x, y) ∈ J.

Puisque F (., ., .) est à valeurs compactes, alors il existe une sous suite fnm
tel que

fnm(·, ·)→ f∗(·, ·) quand m→∞

et
f∗(x, y) ∈ F (x, y, u∗)(x, y), p.p (x, y) ∈ J.

Pour chaque w ∈ F (x, y, u∗(x, y)), on a

‖fnm(x, y)− f∗(x, y)‖ ≤ ‖fnm(x, y)− w‖+ ‖w − f∗(x, y)‖.
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alors
‖fnm(x, y)− f∗(x, y)‖ ≤ d

(
fnm(x, y), F (x, y, u∗(x, y))

)
.

par une relation analogique, on obtient par interchanging les rôles de fnm et
f∗, on trouve

‖fnm(x, y)− f∗(x, y)‖ ≤ Hd(F (x, y, un(x, y)), F (x, y, u∗(x, y))
≤ l(x, y)‖un − u∗‖∞.

Alors

‖hnm(x, y)− h∗(x, y)‖ ≤ 1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1‖fnm(s, t)

− f∗(s, t)‖dsdt

≤ ‖unm − u∗‖∞
Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

0

∫ y

0

(x− s)r1−1(y − t)r2−1l(s, t)dsdt

≤ ar1br2l∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
‖unm − u∗‖∞,

où
l∗ = sup{l(x, y) : (x, y) ∈ J}.

Donc

‖hnm − h∗‖∞ ≤ ar1br2l∗

Γ(r1 + 1)Γ(r2 + 1)
‖unm − u∗‖∞ → 0 quand m→∞.

Etape 5 : La solution u de (5.12)-(5.13) satisfait

v(x, y) ≤ u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

Nous montrons que

u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

Supposons que u− w atteint un maximum positive sur J en (x, y) ∈ J ,

(u− w)(x, y) = max{u(x, y)− w(x, y) : (x, y) ∈ J} > 0.

on distingue les cas suivantes.
Cas 1. Si (x, y) ∈ (0, a)× [0, b] il existe (x∗, y∗) ∈ (0, a)× [0, b] tel que

u(x∗, y∗)− w(x∗, y∗) ≤ 0, (5.14)
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et
u(x, y)− w(x, y) > 0, pour tout (x, y) ∈ (x∗, x]× [y∗, b]. (5.15)

D’après la définition de g on a

cDr
0u(x, y) ∈ F (x, y, g(u(x, y))) pour tout (x, y) ∈ [x∗, x]× [y∗, b],

alors il existe f ∈ F (x, y, g(u(x, y))) tel que

cDr
0u(x, y) = f(x, y) pour tout (x, y) ∈ [x∗, x]× [y∗, b].

Une intégration sur [x∗, x]× [y∗, y] pour chaque (x, y) ∈ [x∗, x]× [y∗, b] donne

u(x, y)−u(x∗, y)−u(x, y∗)+u(x∗, y∗) =
1

Γ(r1)Γ(r2)

∫ x

x∗

∫ y

y∗
(x−s)r1−1(y−t)r2−1f(s, t)dsdt.

(5.16)
D’après (5.16) et l’utilisation du fait que w est une sur solution de (5.4)-(5.5)
on obtient

u(x, y)− u(x∗, y∗) ≤ w(x, y)− w(x∗, y∗). (5.17)

D’après (5.14), (5.15) et (5.17) on obtient la contradiction

0 < u(x, y)−w(x, y) ≤ u(x∗, y∗)−w(x∗, y∗) ≤ 0, pour tout (x, y) ∈ [x∗, x]×[y∗, b].

Cas 2. Si x = 0, alors w(0, y) < u(0, y) ≤ w(0, y) qui est une contradic-
tion. Donc

u(x, y) ≤ w(x, y) pour tout (x, y) ∈ J.

De même, on peut montrer que u(x, y) ≥ v(x, y), pour tout (x, y) ∈ J.
Ceci montre que le problème (5.12)-(5.13) admet une solution u satisfait
v ≤ u ≤ w qui est une solution de (5.4)-(5.5).



Conclusion et Perspective

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité
des solutions du problème de Darboux sans retard, avec retard fini et infini.
Les résultats obtenus sont basés sur l’argument du point fixe et la méthode
des sous et sur solutions, en particulier on a utiliser le théorème du point
fixe de Banach [35], Schaefer [38], Burton-Kirk [10], Covitz-Nadler [18], et
l’alternative non linéaire de Leray-Schauder [35].

Nous prévoyons dans le future l’étude qualitative de ces problèmes, en
particulier, on examinera la stabilité et le comportement assymptotique des
solutions.
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