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Introduction

Les équations aux dérivées partielles de type elliptiques interviennent dans les études
scientifiques ou techniques : Transfert thermique, Ecoulement irrotationnel d’un fluide
parfait, Ecoulement dans un milieu poreux.....

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique ou le
temps est une variable. Elle décrit des phénoménes physiques de conduction thermique,
introduite initialement en 1811 par Jean Baptiste Joseph Fourier, aprés des expériences
sur la propagation de la chaleur, suivies par la modélisation de I’évolution de la tem-
pérature avec des séries trigonométriques, appelés depuis séries de Fourier et transfor-
mées de Fourier, permettant une grande amélioration a la modélisation mathématique
des phénomeénes physiques, en particulier pour les fondements de la thermodynamique,
et qui ont entrainé aussi des travaux mathématiques trés importants pour les rendre
rigoureuses.

Il est souvent difficile de démontrer I’existence d'une solution du probléme original
d’équations aux dérivées partielles, pour cela la formulation variationnelle, qui est une
autre maniére d’énoncer ce probléme, permet de définir une solution du probléme original
mais avec une régularité plus faible. L’un des intéréts de cette formulation est de pouvoir
disposer de concepts et de propriétés de ’analyse fonctionnelle, en particulier, ceux des
espaces de Hilbert et de Sobolev. La formulation variationnelle prend son sens dans le
théoréeme de Lax-Milgram.

Le théoréme de Lax-Milgram des noms de Peter Lax et Arthur Milgram, auxquels on
adjoint parfois celui de Jaques-Louis Lions, ce théoréme s’appliquant a certains problémes
aux dérivées partielles exprimées sous une formulation variationnelle (appelée également
une formulation faible) qui permet ensuite de conclure I’existence et 1'unicité d’une solu-
tion de cette formulation. Il est 'un des fondements de la méthode de Galerkin.

La méthode de Galerkin est devenue 'outil de base dans la résolution des équation
aux dérivées partielles depuis son introduction au X X" siécle. cette méthode a été

développée dans les années 1970, comme en 1973, ot Reed et Hill ont utilisé la méthode de



Galerkin pour résoudre les équations de Transport du neutron (systémes hyperboliques).
Toutefois, I'application aux systémes elliptiques a été étudié par de nombreuses personnes
a la méme époque, dont on retiendra Ivo Babuska, Jacques-Louis Lions et J. A. Nitshe,
ainsi que Baker qui 'appliqua a des systémes du 4" ordre en 1977.

Par la suite, ’étude et le développement de la méthode de Galerkin pour les systémes

elliptiques ont été donnés par Arnold, Brezzi, Cohburn et Marini.

e le but de ce travail est de voir la robustesse de la méthode d’approximation vari-
ationnelle en particulier celle de Galerkin dans la résolution des équations aux dérivées
partielles de type elliptique et parabolique

Dans le chapitre 1: On rappelle quelques espaces de Sobolev car ils jouent un role
fondamental dans la théorie variationnelle des équations aux dérivées partielles, ainsi que
dans la méthode de Galerkin, et on donne aussi la formulation variationnelle qui permet
d’établir rigoureusement un résultat d’existence et d’unicité de la solution.

Dans le chapitre 2: On définit la notion de la méthode d’approximation interne
pour les Equations aux Dérivées Partielles.

Dans le chapitre 3: On applique la méthode de Galerkin & un probléeme elliptique
non local.

Le chapitre 4: Concerne I’étude de I’équation de la chaleur qui revient d’introduire

les espaces de Sobolev paraboliques.



Chapitre 1

Préliminaires et Notions

fondamentales

Nous allons rappeler brievement les outils de base d’analyse fonctionnelle, ainsi que

quelques résultats connus pour la résolution des équations aux dérivées partielles.

1.1 Espaces de Sobolev

Soit 2 C RY un ouvert borné connexe, de bord 99 : =T.

Définition 1.1 On définit l’espace de Sobolev d’ordre 1 comme suit

HY(Q) = {v € 12(Q), g—” € I2(Q),Vi=1, N} ,
X

ot les dérivées partielles sont prises au sens faible.

e Le produit scalaire sur H'(S)) est défini par

(u,v) = /uvdx + /Vu.Vvdx V(u,v) € HY(Q),
Q Q



La norme induite est

1 u\?
il = (w0 = | [uaos S [(54) ao
Q Q

Elle est équivalente a la norme

ou\ >
o 2
||u||H1(Q)— /u dx —i—Z /(0@) dx
Q

Q =1

Théoréme 1.1 L’espace H'(Q2), muni de la norme ||.|| g1 q) est un espace de Hilbert.

Preuve: Soit (u,)n,eny une suite de Cauchy dans H'(Q). Alors (un)nen €t (Vi )nen
sont des suites de Cauchy dans L?(Q) et (L?(2))" respectivement. Comme L?() est
complet, ces suites convergent. Notons u et (vy,...,vy) leurs limites respectives. Pour
conclure que u € H*(2), nous allons montrer que g—; =v; ,Vi=1,...,N.

Fixons p € C}(Q2). Comme chaque u, est dans H'(f2), on a

dp ouy,
/una—midaﬂ = —/ oz, pdx.

Lorsque n tend vers l'infini

et




par continuité du produit scalaire sur L?(€2) on en déduit que, pour tout p € C}(Q),

/u i dr = —/v,-pdx.
a{L'i
Q

Q

par conséquent v; = %, et u, — u quand n — oo dans H'(f2). =
1

Définition 1.2 On dit qu’un ouvert Q2 est régulier ou que sa frontiére I' est une variété
de classe C* de dimension N —1 (2 étant d’un seul coté de T') si pour tout point x € O,
il existe une fonction p de classe C' bijective entre un voisinage V, de x et Q) dont la

réciproque p~ ! est de classe C* et qui envoie Q NV, sur QT et 02NV, sur Q° ou:

Q = {(@,z,) eRY,|2| < 1,-1<ua, <1},
Q+ = {(xlaxn)eRN,|$,|<1,0<$n<1},

Q" = {(«,0) eRY,|2| < 1}.

Théoréme 1.2 (Théoréme de Trace). Si Q2 un ouvert régulier (dont la frontiére I' = 0Q
——HI(Q)

de RY est de classe C' par morceauz), alors D(Q) est dense dans H(Q) (D(Q) = Hl(Q)>
et application
Yo : D(Q) — LXI)

v = %) = v

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q) dans L*(T)

encore notée vy, c-a-d,
3C,, >0/ Yu e H'(), H’Yo“”m(r) <G, HUHHl(Q) :

Définition 1.3 On définit 'espace HE(2)comme étant la fermeture de D(2)(espace des

fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans ) pour la norme ||.|| g1 (q)-



Ainsi, pour chaque v € Hg (), il existe une suite (v,) de fonctions de D(Q) telle que:
Tim v = ol 1) = 0.
Les fonctions de Hy(Q) s’annulent donc au bord et on peut écrire
Hy(Q) = {v e H(Q); 7(v) =0 }.

Théoréme 1.3 (Inégalité dePoincaré). Soit Q un ouwvert de RY borné au moins dans
une direction. Alors il existe une constante C(€2) > 0 qui ne dépend que du domaine 2
telle que

Vu € Q). [ull 2@ < C@Q)IVull .

1.2 Formules de Green

Premiére formule de Green
Nous considérons un ouvert borné régulier Q C RY de bord I'. Alors si u et v sont des
fonctions de H'(Q), on a la formule d’intégration par parties (appelée aussi la premieére

formule de Green)

ou ov
= — . e; 1<i<N
/axivdx /uamida:+/uv cos(m,e;)do, 1 <i <N,
Q Q T

ou 71 est un vecteur normal (de module 1) AT et ¢; le iéme vecteur de la base canonique
de RV,

Cette formule résulte d’abord de la formule de Gauss pour les fonctions de C1(9):

Si u e CH(Q) alors / Ou dx = /u cos(m, e;)do, 1 <i < N.
Z;

Q r



En effet:

si u,v € CHQ) alors/ ag“}) dr = /u.vcos(ﬁ, e;)do, 1 <i<N.
T
T
d’ou
ou v
= . 1, e; 1 <i<N.

/ ((%iv + uaxi) dx /u veos(mi, e;)do, 1 <1 <

Q T
Donc

Yu,v € CH(Q), /g;:v = —/uaa;;d:v—l— /u.vcos(ﬁ, e;)do, 1 <1< N.
Q

Q r

Comme D(Q2) € C'(£2) nous avons aussi

- ou Jv
= — . 1, € << N.
Yu,v € D(2) , /(%iv uaxidx + /u veos(miy e;)do, 1 <1<
Q Q T
Or D() est dense dans H'()
ou ov
! = — : i, e; <i<N.
Yu,v € H(Q) awiv /uaxida: + /u veos(i, e;)do, 1 <i < N
Q Q T

Deuxiéme formule de Green

Soit Q un ouvert borné de frontiére I', C'! par morceaux. Alors

" ou Ov ou
2 1 : — = — —_—
Yu € H*(Q) et Yo € HY(Q); /(Au) vdz §‘ lj/ o axidx 5, Vo
Q =0

A noter que

H*(Q) = {u € L*(9) tel que 8@;

10



Théoréme 1.4 (théoréme de Rellich-Kondrachov). Soit Q C RN un ouvert borné et de
classe C'. On a

sip < N, alors Hg(Q) C LI(Q),Yq € [1,p*[ ou o5 =
sip= N, alors Hy(Q) C L4(Q),Vq € [1,+00|
sip> N, alors H}(Q) C C(Q),

D=
Z|=

—_—~ o~

avec injections compactes.

1.3 Rappels sur les formes linéaires et bilinéaires sur

les espaces de Hilbert

La résolution d’'une équation aux dérivées partielles se raméne a celle d’un probléme vari-
ationnel. Nous abordons dans cette section les outils de base pour I’étude des problémes

écrits sous forme variationnelle.

Définition 1.4 On appelle forme linéaire une fonctionnelle linéaire sur un espace de

Hilbert V. Une forme linéaire L vérifie donc les propriétés suivantes
L(awy + pwsy) = aL(wy) + fL(w2), Ywi,we € V, Ya, B € R.

Exemple 1.1 Si V = L?(Q) et f € L*(Q) alors

est une forme linéaire sur V.

Définition 1.5 Une forme linéaire L sur l’espace de Hilbert V. muni de la norme ||.||v,

est continue s’il existe une constante C' telle que :

L(w)| < Cllwlly ¥w e V.

11



Exemple 1.2 La fonctionnelle Ly de 'exemple précédent est continue.

En effet; par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
Lsw)| = | [ f@ulads| < 1z lle =l
Q

Remarque 1.1 L’ensemble de toutes les formes linéaires continues sur un espace de

Hilbert V' est appelé espace dual de V' et est noté V'.

Définition 1.6 Une forme bilinéaire a sur un espace de Hilbert V xV est une application

satisfaisant:

a(ﬁlul + 62u27w> = ﬁla(uhw) + ﬁ2a<u2aw)7vulvu27w € V et VBDBZ € R.
et

a(uaﬁlwl + 521112) = 61@(11,, wl) + 620’(u7w2)7vw17w27u € Vet VﬁlvﬁQ € R.

Une forme bilinéaire est donc linéaire en chacun de ses 2 arguments.

Définition 1.7 Une forme bilinéaire a est continue sur V x V s’il existe une constante

C telle que
la(u, w)| < Cllully.|w||y Yu,w € V.

Définition 1.8 Une forme bilinéaire a est symétrique si,
a(u,w) = a(w,u) Yu,w € V.

Exemple 1.3 Soit l’application a définie par:

3
ou Ow
a(u,w) = / (vw + VuVw) dx = / (uw + Zl oz, @xi> dx
Q =

Q

12



alors a est une forme bilinéaire continue sur H*(QY). La bilinéarité est facile a vérifier et

la continuité découle de l"inégalité de Cauchy-Shwarz :

3
ou ow
/(UerVUVw)dx < ullz@-lwlze + vl IO ol P
i=1 ! ¢

Q

IN

Allull g llwll g

D’ou la continuité de a.

Définition 1.9 Une forme bilinéaire a est coercive ou elliptique s’il existe une constante

strictement positive « telle que :
a(w,w) > afwlfy, , Yw e V.

Une forme bilinéaire coercive est une généralisation de la notion de matrice définie posi-

tive .

Théoréme 1.5 (Riesz Frechet). Etant donné ¢ € V', il existe f € V unique tel que

(o, 0) = (f,v) VveV.

Théoréme 1.6 (Laz-Milgram).
Soit V' un espace de Hilbert et soit L est une forme linéaire continue sur V (L € V') et
a une forme bilinéaire continue sur V. x V . Si de plus a est coercive, alors il existe une

unique solution du probléme variationnel:

trouver une fonction uw € V telle que : a(u,w) = L(w),Vw € V. (1.1)

13



Preuve: Puisque a est une forme bilinéaire continue donc a(.,v) € V'’ pour tout v € V,

par le théoréme de Riesz, il existe un unique Au tel que
a(u,v) = (Au,v) pour tout v € V.
L’opérateur A est linéaire, alors
a(u,v) = (u, Av) pour tout u,v € V.
Nous avons aussi L € V', par le théoréme de Riesz il existe un unique f € V' tel que
L(v) = (f,v) pour tout v € V.
Le probléeme variationnel est équivalent au probléeme suivant:
trouver u € V telle que Au = f.
Nous allons vérifier que I'on peut choisir p > 0 de fagon que 'application
T:w—w—p(Aw — f)
soit strictement contractante.

IT(w) =Ty = |lw—w' = pA(w —w)|*
= (w—w' = pA(w —w'),w —w' — pA(w — u'))
= Jw—w'lly + o | Alw — )|y, = 2p(A(w — w'), w —w)
= Jw —w|I} + 0 [|A(w = )|l = 2p alw — ', w — )

< (1—2pa+ p*M?) |lw — |}

14



a 2o
M2 M2
Dans ce cas l'application T' est strictement contractante. D’apres le théoréme du

Si nous choisissons p € } {, on obtient 1 — 2pa + p*?M? < 1.

point fixe de Banach , T" admet un unique point fixe u .

et par suite

(Tu, wy = (u—p (Au—f), u)=(u, u
— p{(Au—f), u) =0
— ((Au—f), u)=0
— Au=f.

Et par suite u est la solution unique du probléme variationnel. m

Théoréme 1.7 [2] Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme de Lax-Milgram et
si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, le probléme variationnel (1.1) est équivalent

au probléeme de minimisation suivant :

1
trouver u € V' tel que : J(u) = inf J(w) = inf (§a(w,w) - L(w)) :

weV weV

La fonctionnelle J est souvent appelée fonctionnelle d’énergie .

Preuve: En premier lieu, on démontre que si u est 'unique solution du probléme
variationnel (1.1) alors « minimise forcément la fonctionnelle J sur tout I’espace V. Soit
donc w € V' quelconque .

On peut toujours écrire que :

w=u+(w—u)=ut+w , (W =w—u)

15



On a alors

1
J(w) = J(u+w) = §a(u—|—w1,u+w1) — L(u+ wy).

Puisque a est bilinéaire et L linéaire, nous avons

J(w) = = [a(u,u) + a(wy, u) + a(u, wy) + a(wy, wy)] — L(u) — L(w;)

DN | —

et la symétrie de a nous donne

1

J(w) = (%a(u, u) — L(u)) + (a(u,wy) — L(wy)) + §a(w1,w1)

= J(u)+ %a(wl,wl).

Car a(u,w;) — L(w;) = 0 puisque u est la solution du probleme (1.1).

Enfin, la coercivité de a nous assure que

T(w) = J(u) + ya(wnw) > J(w) + 5

ainsi

J(u) < J(w), Yw € V.

Donc © minimise la fonctionnelle J sur 'espace V.
e Inversement, si u minimise .J, on démontre que u est aussi une solution du probléme

variationnel (1.1). Considérons la fonction de la variable réelle £ définie par:

1
g(e) = J(u+cew) = ia(u +ew,u+ew) — L(u + ew)

16



Puisque u minimise J, la fonction g posséde un minimum local en ¢ = 0, pour tout w.
Donc

¢'(0) = 0, pour tout w.

d’autre part on a

g(e) = J(u) + ¢ (a(u,w) — L(w)) + —a(w,w),

d’ou

gd) = alu,w)— Lw) + ca(w,w)
et

g(0) = alu,w) - L(w)

La condition ¢’(0) = 0 pour tout w, et donc équivalente a ’équation (1.1). m

1.4 Exemple de la formulation variationnelle pour
un probléme elliptique

Soit © un ouvert borné de RY de frontiere I' qui sera, par exemple, une variété de
dimension N — 1, une fois continiment différentiable, 2 étant d’un seul coté de I'.

Considérons alors le probleme elliptique de type mélé suivant:

—Au+u = f dans Q
% =g sur [y (1.2)

uw=0surl}

17



ou f € L*(N), u € H*(Q) et % désigne la dérivée normale extérieure & I'.
Si I'y est un morceau de I', I's désignant le reste de la frontiere T',

On prend
V ={ue H(Q) tel que u|pr, =0}.

En multipliant les deux membres de I’équation du probléme par une fonction test

v €V C H'(Q) et en intégrant sur 2, on obtient:

- / (Au) vdz + / wode = Q/ fuda.

Q Q

En utilisant formellement la deuxiéme formule de Green on a

u ou Ov ou
Z/axi axidm—/%vdo—k/uvdm: /fvdx.
i=lq r Q Q

Z/ Ou 8de+/uvdx—/fvdx+/gvda
ox; 0x;

119 Ty

D’une part;
n

a(u,v):Z/ us;}dx+/uvdx

V) = / fodr + / gudo.

Q s

et d’autre part

On peut alors remplacer le probléme elliptique formulé en (1.2) par le probléme suiv-

ant:

Etant donné f € L?(1).

trouver u € V tel que a(u,v) = L(v)

18



qui est équivalent au probléme suivant:

Etant donné f € L*(Q),

& ou 0
trouver u € V tel queZ/ 6;: '8; dx + /uvd:v = /fvda: + /gvda (1.3)
i=1g LT

Q 2

A ce niveau, on peut utiliser la formulation variationnelle (1.3) pour représenter le
probléme elliptique sous forme d’un probléme variationnel .

Pour montrer que (1.3) admet une solution unique v € V il suffit d’appliquer le
théoréeme de Lax-Milgram précédent.

En effet;

Bilinéarité de a :

Puisque a est symétrique , a(u,v) = a(v, u), il suffit de vérifier la linéarité par rapport

a I'un des deux arguments.

_|_
a(51U1+52u2,0) = Z/ B1U1 52“2 — / ﬁlul—i—ﬁqu) vdx
Q
B Oou; Ov " Ouy Ov
= Z/ 8xi'8xidx+/ulvdx + By Z/axi.a%dan/uQde
1a Q =19 Q

= pra(uy,v) + Bya(ug,v).

D’ou la bilinéarité de a.

19



Continuité de a: Pour tous u,v € V

= ou ov
la(u,v)] < Z/ o "895- d:z:+/|u| v da
i=1 ¢ ¢ ? o
" || ou ov
< > s A+ lull gy 19l 20
i=1 ¢ L2(Q) ¢ L2(Q)
" || Ou " dv
= (Z O + HUHL2(Q)> : (Z )
i=1 2 i—1 i
< el gy 1ol e
< lully llvlly -

D’otu la continuité de a.
Ellipticité de a :
Soitv eV

ov
aZL'i

a(v,v) = i/'

2
= oI,

2
dr + / |v|? da.
Q

2
= vl

D’ou la coercivité de a.
Linéarité de L :

Soient o, 5 € R et vy,v5 € V

L(av; + fvg) = /f(av1 + Pug)dx + /g(owl + pug)do
0

T2

= « /fvld:c—l—/gvlda +0 /fvgd:c—i—
Q Q

'y

= aL(vy) + BL(vy).

20
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D’ ou la linéarité de L.
Continuité de L :
SoitveV

|L(v)] = /fvdx—l—/gvda

Q I

< Ao, 1012 + gl (1]

L2(Q) L2(T) L2(r)

D’apres le théoreme de la Trace

| L(v)]

IN

11 Ielrsey + C gl sy - 00 € 0

< (10, +Cllgl ) 10l

L2()

D’ou la continuité de L.

Conclusion

Le probléme variationnel (1.3) précédent admet une solution unique u puisque toutes
les conditions du théoréme Lax-Milgram sont vérifiées. De plus puisque a est symétrique,
il revient de méme a résoudre le probléme

J(w) = inf J(w) = inf (%a(w,w) _ L(w))

weV wevV
c’est-a-dire

1[<& 2
= inf |= / Ow dx+/w2dx — /fwdx+/gwd0
weV | 2 - Gxi
=19 Q Q

I

21



1.5 Rappel sur les principes de maximum

Le principe de maximum admet de nombreuses formulations; nous en présentons quelques-
unes.

Considérons 'opérateur elliptique qui est de la forme suivante

N

8u ou
Lu =~ Z ox; (995] Z 8@

i,j=1

otl les coefficients a”/, b sont continus, ’opérateur différentielle aux dérivées partielles

L est uniformément elliptique c’est-a-dire il existe une constante 6 > 0 telle que

n

S ai(@)eE; > 01 p.p pour tout € € @ C RY

ij=1
et les coefficients a” sont symétriques c’est- a- dire a”’ = a’* (i,j =1,...,N).
Principe de maximum faible

Théoréme 1.8 Soit Q C RY un ouvert borné. Supposons que u € C2(Q) N C(Q).
(i) Si
Lu<0 dans (.

Alors
maxu = max.
a 0
(ii) Si
Lu>0 dans (.
Alors

min v = min u.
Q o
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Preuve: Voir [5] =

Principe de maximum fort

Théoréme 1.9  Soit Q est un ouvert borné connexe. Supposons que u € C?*(Q)NC(Q)
(i) Si
Lu<0 dans

et u atteint son mazximum sur §2 en un point d’intérieur,

alors

u est constante dans ().

(ii) De méme, Si
Lu>0 dans

et u atteint son minimum sur ) en un point d’intérieur,
alors

u est constante dans ().

Preuve:  Voir [5]
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Chapitre 2

Approximation variationnelle

Dans ce chapitre nous allons présenter I’approximation des problémes qui admettent une
formulation variationnelle (dite aussi une formulation faible) dans un espace de Hilbert
V. Nous présentons d’abord la méthode d’approximation interne et montrons que celle-ci

conduit a la résolution des systémes linéaires.

2.1 Principe de la méthode de (Galerkin

La méthode de Galerkin (dite méthode d’approximation interne) consiste & remplacer
I’espace de Hilbert V par une famille de sous-espaces V), de dimension finie, h > 0 étant
un parametre réel destiné a tendre vers 0, de sorte que V}, tende vers V, lorsque h — 0.

Ainsi pour chaque h, on résout le probléme approché suivant:
Trouver uy, € Vj, tel que a(up,v,) = L(vy,) pour tout vy, € Vj, . (2.1)

Lemme 1 Sila forme bilinéaire a est V' -elliptique, alors le probléme (2.1) a une solution

unique uy € V.

Preuve: Comme V), est un espace fermé pour la norme de V', alors la forme bilinéaire

a restreinte a Vj, ayy, est continue et Vj,— elliptique.
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De méme, Ly, appartient a V;/, puisque
[L(v)] < Cllol|, Vv e V.
ce qui implique par restriction que
|L(vp)| < Clon||, Yo € V.

La conclusion découle du théoréme de Lax-Milgram. m
La méthode précédente s’appelle méthode d’approximation interne car tous les espaces
V}, sont supposés inclus dans V. La solution u; ainsi obtenue est appelée I’approximation
de Galerkin de u.
On va supposer que V}, est de dimension finie N (%) et on introduit une base (¢, )r=1,...n(n) de

V,,. La solution u; peut donc se décomposer comme suivant

N(h)
Up = Z U
k=1

(dans le terme uf, k est un indice) et on voit que uy, est solution de (2.1) ce qui se
traduit par

a(up, ¢;) = L(p;) pour tout [ =1,..., N(h)

Ce qui implique

N(h)
a Z Ui@m% = L(p;) pour tout [ =1,..., N(h)
k=1

ou encore

N(h)
Z ufa(e,, ¢, ) = L(p,) pourtout ! =1,..., N(h). (2.2)
k=1
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Ces équations peuvent se reformuler sous la forme d’un systéme Au = F de N(h)
équations & N(h) inconnues (les composantes de uy,)

ouu = (uz)kzl N(h) S (L(901>)l:1,..,N(h) et A= (a(py, ¢ ))k,l:l,..,N(h) .

geoey

e La matrice A est appelée matrice de rigidité du probléme.

e La matrice A est symétrique lorsque a est symétrique.

e D’autre part, ce systéme est de Cramer puisque le probléme approché admet une
solution unique wuy,.

L’un des intéréts de la méthode de Galerkin est qu’elle permet d’aboutir & une esti-
mation d’erreur optimale entre la solution exacte u et la solution approchée u,, au sens
ou lerreur ||u — uy]| est comparable au minimum de ||u — vy || quand v, parcourt V;,. Ceci

est exprimé par le lemme suivant:

Lemme 2.1 (Lemme de Céa). On suppose que les hypothéses du théoréme de Lazx-
Milgram sont vérifiées alors, il existe une solution unique uy, du probléme approché (2.1)

vérifiant ’estimation d’erreur
= unlly < it =il Vue V.
u—1u — inf |ju—w u :
h V= o vRLEVY h v
Preuve: Soit v, € V), quelconque et posons wy, = v, — uy € V3. D’une part
a(u, wy) = L(wp)
D’autre part, u;, est la solution du probléme approché

a(uh, ’Uh) = L(vh),Vvh e V.
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Nous avons

a(u —up,u—up) = alu—up,u— v, + vy — up)

= a(u—up,u—uvy)+ alu— up, vy — up).

Par ailleurs a(u — up, vy, — up) = 0, en effet;
nous avons

a(u,wp) = L(wp,)

puisque

a(uh, ’Uh) = L(vh),Vvh € Vh.

et wy, € V3, nous avons

a(up, wy) = L(wy),

et par suite
a(u,wy) = L(w
(o) ton) = a(u, wy) — a(up, wy) =0
a(up, wy) = L(wp)

Donc
a(u —up,wp) =0 .
D’ou
a(u — up,vp —up) =0
Ainsi

a(u — up,u — up) = a(u — up, u — vy).

Par ellipticité de a

alu —up,u —up) > a||u—uy)?
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et par continuité de a
a(u — up, wp) = a(u — up, vp — up) < C'llu = uplly [lon — ually

Alors

allu—unll’s < Cllu = wnlly o = willy - Von € V.

On en déduit que

C .
o= unlly < o inf fu= vy (2.3)

Remarque 2.1 Dans le cas ot a est symétrique, le lemme de Céa admet une interpréta-
tion importante. Dans ce cas, la forme bilinéaire définit un produit scalaire et une norme

sur V', appelée norme de l’énergie

lull. = Va(u,u),Vu eV,

qui est équivalente a la norme de V'

valuly < llull, < VM ufly -

Dans ce cas la relation a(u — up,v) = 0,Yv, € V), exprime que Uerreur u — uy, est
orthogonale a [’espace approché Vi,. La solution approchée est donc la projection de la
solution exacte sur V.

Donc si a est symétrique on peut améliorer ['estimation (2.3).

En effet, d’aprés ce qui précéde,

a(u —up,u—up) = |lu—up|? < lu—vnl? = alu — v, u — vy), You € Vi,
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et il en résulte que, pour tout vy, € V),

a|lu— uh||%/ < a(u—up,u—up) < alu—uvpu—uvy) <M |u-— vh||%/ ,

M .
Ju=unlly <4/ = inf Ju= ol -

(ce qui est meilleure que (2.3), puisque cv < M ).

Théoréme 2.1 [2] Supposons qu’il existe un sous espace Vo de V' dense dans V' (VOV =

V') et une application ry, de Vo dans V}, tels que:
Yv e W, }Lin% v —7rh(v)]ly = 0.
Alors la méthode d’approximation variationnelle converge c’est-a-dire

fim flu— sy, =0,

ot u est la solution du probléme variationnel et uy, est la solution du probléme variationnel

approché.
Preuve: Soit € > 0, puisque V; est dense dans V' donc
VueV, JveVy [lu—vl, < °
) 0 VvV = 20,7

on ' =<,
(e}

Nous avons aussi
. £
lim [Jo = 7,(0) |, = 0 (vg >0,35(e) > 0; h < 8(e) = ||o—ra(v)]]y, < —) .
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Pour h assez petit (quand h — 0) 7,,(v) € V}, puisque

veVyetr,: Vg —V,

lu—uplly, < C'|lu—wvplly Yo, €V
< Clu=ra()lly
< C(u=vlly + v =ru)lly)
<

(30 20)

&

d’ou

lim |ju — ~ 0.
lim [l — = 0
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Chapitre 3

Résultat d’existence de solutions
pour un probléme elliptique non

local par la méthode de (Galerkin

Dans ce chapitre on va étudier ’existence de solutions positives d’un probléme non local

de type elliptique suivant:

—Au = a(z,u)|ul[? dans Q2
u > 0 dans Q (3.1)
u = 0 sur 0

ot 2 est un domaine borné régulier de RV, a € C(Q x R), 1 < g < 0o, et p > 0.
Nous allons prouver 'existence d’une solution positive du probléme (3.1) en employant

la méthode de Galerkin.

Théoréme 3.1 [3] Le probléme (3.1) posséde une solution sous la condition (i) ou ().
(

(i) N23);O<p<1,1<q<%,q>ﬁ+l,ﬁ+p<1,0§a0(x)Sa(x,u)g

Az
(it)

) [ul” + B(x),0 # ag € L3(Q), (s > N), 0 < B € L7(Q),0 < A € LH(Q) et q1 = 5%
(

N=12);0<p<1,1<qg< 0.
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Preuve: Considérons d’abord le probléme suivant :

—Au = a(z,u)|ul|? + A¢ dans €,
u > 0 dans €2, (Px)
u = 0 sur 0f),

o1 0 < A < 1 est un paramétre fixé et ¢ > 0 est une fonction dans CZ().
Pour l'utilisation de la méthode de Galerkin on va considérer une base Hilbertienne

orthonormale B = {¢;, ,, ...} de H}(2) et un espace vectoriel de dimension finie

Vm = vect {9017 @27 s me} '

Et par suite,

siu €V, ilexiste £ = (&4, ...,§,,) € R™ tel que u = Zfz‘%

=1

et nous avons un isomorphisme linéaire isométrique

S:V, — R™
uzigﬁpj — S(w) =€ = (&, &)

Puisque la base B = {¢;, ¢,, ...} est orthonormale alors
By = [ V0 =16 =< €. >,
Q

ol < .,. > est le produit scalaire euclidien usuel dans R™ et |.| est la norme correspon-
dante.
Dans la suite on posera ||ul|giq) = ||ul|-

La démonstration du théoréme est basée sur la proposition suivante:
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proposition 3.1 Soit F' : R™ — R™une application continue telle qu’il existe un réel
r > 0 vérifiant:

VEER™, [f] =1 = (F(£),§) =0

Alors
EI507 ’£0| S r, t@l que F(&O) = O

Démonstration de la proposition

On raisonne par I'absurde: supposons que F' ne s’annule pas sur la boule fermée

B, ={¢eR™, [¢| <1},

c’est-a-dire

vE € B,(0): [F(§)] > 0.

Considérons 'application

r

[F ()

G: &— —F(§) de B,(0) dans 9B,(0) C B,(0).
(G est continue, le théoréme du point fixe de Brouwer qui affirme que toute application

continue de B,(0) dans B,(0) admet au moins un point fixe &, implique que

G = & = _F(fo)m =&

= [§l=7
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et

et

<F(§0)>€o> = <_§0|F<fo>|

a€O>
IR

"
= —r|F(&)| <0, contradiction.ll

m

Compte tenu de I'isomorphisme ci-dessus, on identifie u = > &0, & & = (&1, &,)-
i=1

Soit I'application

F:R* — R™
5 — F(f) = (Fl(g)’ 7Fm(€))a

oupour ¢ = 1,...,m.

Ei(€) = / VuV iz — ||ul]? / (e, w)psd — A / b,
Q QO 0

m
En utilisant l'identification précédente, avec u = > £, ;, on écrit
i=1

i) = & — ull” / ol u)prda — A / b |
Q

Q

(P©.) = I -l [ atew (Z @wi) do- [ o (Z m) da.

Q

— fuf? - ||u||§/a(a:,u)udm—)\/¢ud:c.

Q Q

On va montrer que (F(£),&) > 0 dans le premier cas (i): (N > 3)
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avec()<p<1,1<q<13—]_v2,q>5+1,5+p<17

0<BeL'(),0<AeL4(Q), ¢ = et 0< ap(z) < alz,u) < Az) [ul’ + B(z),0 £

B+1
ap € Ls (Q)

Nous avons

0 < a(z,u) < A(z)|u|” + B(x).

d’ou

a(x,u) |ul dx

/ o(z, )udz <

Q

A(x) [ul de + | B(x) |u| d

SR
SEN

puisque

1

1
aq a1

/A(I) |u|5+1 dr < /Aqidx /|u|(ﬁ+1)q1 dx
Q Q Q
< Al flully ™

et Hy(Q) C L4(Q) avec injection compacte alors
[A@ i ar < eulal
Q
et
[ Bapds < [ B@)ulds < B, Jul,

Q Q
Co || Bl [l

IA
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de méme

/ pudz < |6, |lull,
Q

IN

Cs |9l llull
d’ou
(F(€),6) = llull* = Cu Al 1l 7 = Co || Bl Nl = Ca 8]l l1u] -
On définit la courbe (¢, y(t)) (on a posé t = ||u]|.)
y(t) = = Cu | All, ¢ = Co||Bll,, 7! = Cs 1@l ¢
Alors, puisque S +1+p <2, on a
lim y(t) = 400

t—+o00

Donc il existe tg > 0 tel que pour tout ¢ > g ; y(t) > 0.
ce qui se traduit par (F(£),£) > 0 pour [£] > t.

D’apres la proposition précédente
™ e R™, €™ =1 >t tel que F(£™) =0,
d’ou

/VumV%dx = HumHZ/a(x,um)(pidx + )\/gé(pidx. ot pour i =1,...,m.
0 0 0
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et donc
[ Funeds = unll [ atwum)ods [ oot o €V
Q Q Q

en particulier pour ¢ = u,, nous avons

laml? =l / a2, Yimdar + X / b |
Q

Q
1
= Jual® < Cullual™ + C2 [I8ly l|ull

Donc (u,,) est une suite bornée dans H} () car la suite (||u,,||) est bornée dans R.
Uy, — u dans H} ().

Par I'injection compacte de Sobolev

2N
N -2

Um — wdans LY(Q),1<qg<
Uy, — u  p.pdans .

[umlly = [l

q q-

Ainsi

/Vquodx = ||u|\§/a(a:,u(x))g0dx + )\/gzﬁgoda: Vo € Hy(Q),
Q Q

Q

Nous notons u = uy et donc

—Auy = a(z, ur(z)) [Juallf + Ap dans Q
uy = 0 sur 0N
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puisque A > 0 et ¢ > 0 dans €2,

—Auy > a(z, ur(z)) [[us[; dans

uy = 0 sur 0f)

par le principe de maximum uy > 0 dans {2,

—A <”;‘W> > ap(x) dans Q.
- = (0 dans 0.
luxlly
Soit w la solution positive unique du probléme
—Aw = ag(x) dans Q
w = 0 sur 0N .

Alors

—A ( 4 ) > —Aw dans (Q,

p
lluxlly

Do = w = 0 sur 02
fluxlly ’

et d’apres le principe de maximum

Ce qui implique
lurll, > fJwllg™ > 0,¥X € (0.1).

1

Puisque 0 < p < 1 alors [u,||, est bornée inférieurement par |w||q " qui est indépendant

de A € (0,1).

On prend A\ = %,n =1,2,...et on pose u, = u, on obtient

1
/VunV<pda: = ||un|]’;/a(x,un)g0d:v + ﬁ/gbgoda: Vo € Hy(Q).
Q Q 0
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pour ¢ = u,

1
funl? =l [ vy + = [ o

Q Q
C
2 1
lwnll® < Cllunl™™ + — N @lly llunll , ¥n € N
Donc (u,,)est une suite bornée,

u, — u dans Hy(Q).

u, — wdans LI(Q).

et

[ vuTedz =l [ ato,ulz)eds o € HY@)
Q Q

puisque
1 %
[tm [, = llw[|™=7 nous avons [jul|, > [[w]ls™ > 0.
On peut conclure que nous obtiendrons une solution positive non triviale au probléme
(3.1).
Les mémes techniques peuvent étre utilisées pour démontrer I’existence d’une solution

positive dans le cas ii).

Remarque 3.1 Sip =1 et a est suffisamment petit, la seule solution du probléme (3.1)
est la solution triviale .
En effet; raisonnons par ’absurde:

soit u une solution non triviale de (3.1). Alors

1
[ 19l ds = Jul, [ atwjude < ol 12 ul,
Q

Q
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Ce qui tmplique

2 L 2
[ul® < CQ7 [lall [lull”-

= |la|l, > ——, contradiction.

C Q|7

et par conséquent
1

-
C Q|

u=0 si |la|l, <

Remarque 3.2 On remarque que le probléme (3.1) posséde au plus une solution non
triviale st a ne dépend pas de u.
En effet; supposons que u et v sont deux solutions non triviales du probléme (3.1),

alors u vérifie
—Au = a(x)|[ul|? dans Q

u =0 sur 002
= a(x) = _Au (3.2)
[[ullg

et v vérifie
—Av = a(z)||v|[? dans

v =0 sur df2
A
— alz) = — 0 (3:3)
[vl[g
de (3.2) et (3.3) on déduit que
_Auw  Av
lullg — vllg
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d’ot

et par conséquent

lllg = llvllg

et par suite

—Au = —Av dans
u =0 sur o2

ce qui donne, par unicité u = v.

Remarque 3.3 Si la fonction a ne dépend que de x € €, le probléme (3.1)peut étre

facilement résolu.

En effet, supposons que 0 # a(z) € L), 1 < ¢ < oo et soit v € W?4(Q) 'unique

solution de
—Av = a(z) dans

v =0 sur 0N

p
1—

et soit u = ||v||q "v, avec p # 1. Alors

—Au = a(x)||ul|? dans Q.
u > 0 dans (2.
u =0 sur 9.

dans ce cas nous avons aussi l'unicité.
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Chapitre 4

Etude de I’équation de la chaleur

4.1 Cadre fonctionnel

Soit V' un R espace de Hilbert. On définit I’espace L?(0,T; V) comme suit

ROT:V) = £ 10.T[> V et /Hf(t)Hf, dt < o0

T
L’espace L?(0,T; V') est un espace de Hilbert tel que [ || f(¢)]|, dt est sa norme associée
0

induite par le produit scalaire suivant
T
[, g€ LX(0,T5V) = (f, 9hreory) = / t))vdt
0

Remarque
Si V est un espace de Hilbert, et V' est son dual, pour deux fonctions u et v ap-
partenant respectivement aux espaces L%(]0,T[,V) et L2(]0,T[,V'), on peut définir la

quantité

T
/ <u(t),v(t) >y dt
0
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Lemme 4.1 [9] Soit X un espace de Banach et X' son dual et soit u et g deux fonctions

de L'(a, b; X). Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes:

(i)

t

ut) =€+ [ gls)ds, €€ X, pp.t € )
0

(i) Pour toute fonction ¢ € D(a, b),

(#ii) Pour toutn € X',

au sens de produit scalaire des distributions, dans (a, b).
Si (i)-(i11) sont satisfiaites, u est égale presque partout & une fonction continue de [a, b

dans X.

Lemme 4.2 [9] Soient V, H, V' (le dual de V') trois espaces de Hilbert vérifiant l’inclusion
suivante

VCcCH=H cV'.

Siu € L*0,T;V) et u' € L*(0,T; V"), alors u est égale presque partout a une fonction

continue définie de |0, T'| dans H et nous avons l’égalité suivante
— |u* = 2(u/, u) (au sens de produit scalaire des distributions).

Remarque 4.1 Soient V, H,V'(le dual de V') trois espaces de Hilbert vérifiant l’inclusion
sutvante

VcCH=H cV'.
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Alors le produit scalaire dans H entre f € H et u € V c’est le méme produit scalaire
entre f eV etu eV
(f, wy=(f, u), Vf e H, YueV.

4.2 Formulation variationnelle, estimations d’énergie,
unicité

Nous allons nous intéresser & un exemple typique d’EDP parabolique (non stationnaire):

I’équation de la chaleur ou équation de diffusion, cette équation s’écrit

n

ol A =3 02, est Popérateur laplacien et le couple (¢, z) est dans [0, 00[x 2, ou  est un
i=1

ouvert de RY. La fonction f est une donnée du probléme. Cette équation est de plus

assortie d’une condition initiale
u(0,2) = v(z) pour z € €,
et d’'une condition aux limites
u(t,z) = g(t,z) pour (t,z) €]0, T[x09Q,

ol v et g sont des fonctions données.

Une des interprétations possibles de I’équation (4.1) est la modélisation d’un flux de
la chaleur dans un corps. Voici I'interprétation de chaque terme de 1’équation.

- Le terme O,u permet de décrire 1’évolution de la distribution de la chaleur au cours
du temps. Notamment, on s’attend & pouvoir définir la valeur d’une solution & un temps

t > 0 quelconque en connaissant la distribution a I’instant 0.
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- Le terme Awu correspond & une variation de u par rapport & sa moyenne locale.
Un point z ot Au(z) > 0 est un point plus froid que son entourage direct(et dont la
température va augmenter), et inversement. Ce terme correspond donc & un phénomeéne
de moyenne, et va avoir tendance a rendre réguliéres les solutions de I’équation.

- le terme v correspond & la distribution de chaleur a I'instant initial.

- Le terme g correspond a un thermostat situé sur le bord de 'ouvert et imposant sa
chaleur a la frontiére du systéme.

On cherche donc une solution au probléme

Owu— Au = f dans ]0,T[x€,
u=0sur ]0,T[x09Q, (4.2)
u(0,.) =v Vz e Q.

La formulation variationnelle de ce probléme s’obtient en multipliant I’équation par
une fonction test ¢ de H}(Q) en intégrant en espace et par parties.

La formulation variationnelle associée au probléme (4.2) est alors la suivante:
Définition 4.1 Supposons que v est un élément de L*(Q) et que f est un élément de
L2()0, T[, H1()).

On dit qu’une fonction u est solution variationnelle au probléme (4.2) si elle vérifie
- wu est dans L*(]0, T[, H}(Q)) et dyu est dans L]0, T[, H1(2));
- pour toute fonction ¢ de H}()) , on a pour presque tout t €]0,T|

/@u(x)go(x)dx—l—/Vu(x).Vgo(x)dx: /f(:r:)g&(x)dx (4.3)

La condition initiale de u est u(0,.) = v.

- La troisiéme condition & un sens en vertu du lemme suivant;
- Les hypothéses de régularité sur chaque terme correspndent & des hypothéses na-

turelles pour donner un sens a la formulation (4.3).
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Lemme 2 Soit u une fonction L*(]0, T, Hy(2)) telle que dyu soit dans L*(]0, T[, H ' (Q2)).
Alors u s’identifie a une fonction de C([0,T], L*(Q)) vérifiant

T
Ju(t, -)”i?(g) — [Ju(0, ~>||i2(ﬂ) = 2//u(t,x)8tu(t,x)dxdt.
Q

0

Preuve: Pour la démonstration du lemme 2 voir le lemme (4.1) et le lemme (4.2) de la
section précédente. m

Le lemme 2 permet d’obtenir la régularité en le couple (¢, z) a partir d’hypothéses de
régularité en = et en t¢.

En effet, I'espace L*(]0,T[, Hi(€2)) est un espace de fonctions réguliéres en espace
mais pas forcément en temps, alors qu'une fonction vérifiant d,u € L*(]0, T[, H=(€2)) est
réguliére en temps mais pas forcément en espace. La conclusion du lemme donne une

régularité modérée en chacune des variables .

Théoréme 4.1 Le probléme (4.2) admet une unique solution variationnelle u au sens
de la définition (4.3).
De plus, si la fonction f est dans L*(]0,T[, L*(?)), alors la fonction u vérifie, pour une

certaine constante C' > 0, l'inégalité suivante, appelée estimation & priori,

t t
[u(t, -)Hi?(g) + / [Vu(s, ')Hi?(Q) ds < 0/ 1f(s, -)Hi%ﬂ) ds + ||U||i2(9) : (4.4)
0 0

Preuve: L’estimation a priori
On commence tout d’abord par montrer I'estimation a priori (4.4) si le second membre
f est dans L2(]0,T[, L*(£2)). Soit u une solution de la formulation variationnelle. On peut

prendre pour tout ¢, ¢ la fonction u(t,.) comme fonction test. On obtient alors 1’égalité

%8t/|u(t,x)|2dx+/|Vu(t,x)|2dx:/f(tw)u(t,x)dx
Q Q Q

46



En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré on obtient, ¢ étant une

constante positive.

Q/f(t,x)u(t,x)dx < / f(t,z)]? dx/\utx * dx

Q

N[

1
2

< / t:z:\dx/]Vutxﬂd:B
Q
2
< / (t,z)]* dx + = /|Vutaz)| dx.
Q

Donc

1 2 1
58,5/|u(t,x)|2dx+/|Vu(t,$)|2da:§ %/|f(t,m)|2dx+§/|Vu(t,x)|2dx.
0 0 Q Q

En intégrant cette inégalité entre 0 et ¢, on trouve

t t
2 2 2 2
Ju(t, ')||L2(Q) + / [Vu(s, -)||L2(Q) ds < C/ £ (s, ')||L2(Q) ds + ||U||L2(Q) :
0 0
Unicité de la solution
Montrons maintenant 'unicité de la solution .
Si uy et up sont deux solutions, alors u; — us est solution variationnelle de ’équation de

la chaleur avec v = 0 et f = 0. La fonction nulle est bien dans L?(]0,T[, L*(Q)) et

I’estimation & priori est donc vérifiée dans ce cas,

i (t,.) — us(t, .)||i2(9) + / |Vuy(s,.) — Vuz(s.)Hig(Q) ds <0, Vt >0

Donc uy(t,.) = us(t,.) pour tout ¢ > 0.
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Existence de la solution

Il reste maintenant & montrer l’existence de la solution. On va d’abord prouver
I'existence de la solution sous I'hypothése f € L2(]0,7T[, L*(©2)) par la méthode de
Galerkin. Pespace H;(2) est un espace de Hilbert séparable, soit (e,,),en+ sa base hilber-
tienne. Considérons 'espace V,, = vect{e, ..., e, }. L'union %Vn est dense dans H; ().

On s’intéresse alors a une solution u,, € V,, au probléme approché suivant:

/@un(t,x)(p(x)da: + /Vun(t,x).Vgo(:B)dx = /f(t,x)go(:c)d:v , pour tout p € V,,
Q

’ ’ (4.5)

avec u,, dans C([0,T],V,,) et u,(0,.) = v, ou (v,) est une suite telle que
v, € V,, et v, — v dans L*(Q).

En réalité, comme ’espace V,, est de dimension finie, u,, est une solution du probléme
approché si et seulement si (4.5) est vérifiée pour ¢ = ey, eq,...,e,. En décomposant

un(t,.) sur la base {e1,ea..., €.},

3

On obtient le systeme de n équations différentielles linéaires & n inconnues suivant:
Z@th(t) /el(m)ek(x)dx—l—z cZ(t)/Vel(m)Vek(x)dx = /f(t,x)el(x)dm ,pour [ =1,....n,
k=1 0 k=1 Q Q

dont les conditions initiales sont données par la décomposition de v,, sur la base {e;, e ..., €, }.
Ce systéme prend la forme

MOye,(t) + Acy(t) = f(t)

Comme la matrice M est définie positive, le systéme a une unique solution.

Il reste maintenant & montrer que la suite (u,,) a une limite quand n tend vers l'infini, et
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que cette limite est solution du probléme initial.

De la méme maniére que I'on a prouvé ’estimation a priori, on peut montrer que:

it ts e Lﬂw% Moo @<wmyw+c/w Mo

Alors

t€[0,T

2 2 2
sup. [[un(t, )220, _/wmuﬂm@@swwp@+0/wuﬂm@@
0 0

Donc la suite (u,,) est bornée dans les espaces L>([0, 7], L*(Q2)) et L*(]0, T, H3()).

Alors on peut extraire une sous-suite de (u,) encore notée (u,) telle que

u, —~u dans L*([0,T], L*(Q))
et
u, = u dans L*(]0,T[, Hy(Q))

et par suite
Ve e L0, T), LA(Q)) = (L=([0,T), LA(%))) :

(u(t), ®(t))dt, quand n — co

/(un(t), B(1)) dt —

Ot — 5

et

!’

Ve € L*0,T[ H ()= (L*(0,T[, Hs())) :

/(un(t),<1>(t)> it — /(u*(t),qD(t)) dt,  quand 1 — oo

HY(Q) C LX(Q) = (LX(Q) ¢ HY(Q) (4.6)
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A partir de (4.6) et le résultat précédent on conclut que
T
v ® e L2()0, T[, I2( / (1)) dt — /(u*(t),fb(t))dt, quand n — oo
0

Comparons avec (4.5)

I
=

v ® e L2()0, T[, I2( / (), B(t)) dt

Donc u = u, € L>®([0,T], L3(2)) N L*(]0, T[, HL(Q)).

Pour passer a la limite dans I’équation

ou,, B B
(W7 6k) + (vun7vek) - (f? ek) ) k= ]-7 cee T (47)

U, (0) = vy,

On considére une fonction ¥ continument différentiable dans [0, T tel que ¥(7") = 0.

Multiplions I’équation (4.7) par W(¢) et intégrons par parties

f(u;(t),ek /T £).ex) dt — (un(0), €x) ¥ (0).

et par suite on trouve

—/<un(t), dt+/ Vu,, Ve, U(t )dt:(un(O),ek)\I’(O)+/<f(t)aek>\1’(t)dt

On passe a la limite pour n — oo

En utilisant les résultats précédents et comme

,(0) = v, — v dans L? fortement.
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Donc

—/(u(t), dt—l—/ (Vu, Ve, ¥(t) (v,ek)\IJ(O)+/<f(t),ek)\11(t)dt,Vk
et par suite

—/(u(t), dt—l—/ (Vu(t), V) W (t)dt = (v, ) ¥ +/ ©)U(t)dt, Yo € Hy ()
’ " ’ (4.8)

intégrons par parties

(au(t)

(f(t), o) (t)dt, Vo € Hy()

O~y T —

prenons en particulier ¥ € D(0,7).

Nous avons au sens des distributions

5 (W #) + (Vu, Vo) = (f,9); Vo € Hy(Q)

/&u d:lH—/Vu No(z d:v—/f

Ce qui est exactement (4.3).
I1 reste & montrer que u(0) = v.

Multiplions (4.9) par W(t) intégrons par rapport a ¢ par parties

/T 9 g / (t)dt + (u(0), 9) (0).

o1

S ) Wi+ 00).9)00) + [ (Tu(t),70) W0 - (0, WO

(4.9)



Nous obtenons
- / (ult). ) ¥ ()i + / (Vult). Vo) W(1)dt = / (1), @)U (1)t + (u(0), ) T(0)

Comparons avec (4.8)

On voit que la limite est également solution du probléme initial.
Il reste enfin & montrer existence dans le cas général v € L?(Q) et f € L*(]0, T[, H*()).
Pour cela, on considere une suite (v,,) de fonctions de Hj(§2) convergeant dans L?(2) vers
v, et une suite (f,,) d’éléments de L2(]0, T, L*(£2)) convergeant vers f dans L*(]0, T[, H*()).
Le probléme associé a v,, et f, a une unique solution u,. =

L’estimation du probléme (4.2) permet de montrer que I’équation de la chaleur est
dissipative, autrement dit, si f = 0 (absence de source de chaleur), alors la température
décroit.

Plus précisement

Corollaire 4.1 Soit u une solution de (4.2) avec f =0 et t; > 0 tel que u(ty,.) ne soit

pas uniformement nulle. Alors

[ulta, )2 < llults, )2y pour tout 0 <ty <t
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Preuve:

2
. ey < luttr. M / IVu(s,
On a donc l'inégalité large. De plus, si on suppose [lu(t1, )|l 2(q) = lu(ts, )|l 12(q), on a
| Vu(t, .)||ig(9) =0 pour t; <t < ts.

La fonction u(t, .) est donc constante pour tout t; < t < ts, et est donc nulle puisque elle

est dans Hj (). Ceci contredit u(t,z) # 0. =m

4.3 Principe de maximum

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que 1’équation de la chaleur a également de

bonne propriétés vis a vis de la norme ||.||; @

Proposition 1 (Positivité). Soitv une fonction de L*(2) et f une fonction L*(]0, T[, L*(Q2))
qui soient strictement positives respectivement sur Q et |0, T[xQ. Alors, la solution vari-

ationnelle u de (4.2) est positive presque partout dans 0, T[xQ.

Preuve: On note u™ (¢,2) = min(0,u(t,z)) la partie négative de u et Q = supp u~ le
support de v~ . Montrons que u~ est nulle.

Tout d’abord, comme u est dans I'espace L(]0,T[, H}(2)) par la définition (4.1), on
peut voir que u~(t,.) est dans HJ(£2) pour presque tout ¢ > 0 et le gradient de u~est
donné par

Vu~ =1gVu

qui est bien dans L?(2). De méme, on a

Ou~ =190
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Pour tout ¢ € Hj(£2), on a pour presque tout ¢

Owu(t, z)p(x)dx + | Vu(t,z).Vo(z)de = [ f(t,x)e(x)dz.
st | /

Q Q

En prenant successivement ¢ = u~(¢,.) pour ¢ > 0, on obtient pour presque tout

t>0.

Owu(t, x)u” (t,z)dr + | Vu(t,x).Vu (t,x)de = | f(t,z)u (t,x)dx
/ / /

Q Q

Ce qui s’écrit
1
5&/ ‘u‘(t,x)fda: + / ‘Vu_(t,x)|2dx = /f(t,x)u‘(t,a:)c&
Q Q Q
on en déduit que
1
§8t/‘u_(t,x)‘2da: = —/|Vu_(t,3:)‘2dac + /f(t,x)u_(t,az)dw <0
Q Q Q
En intégrant en temps, on obtient

/‘u(t,x)‘deg/}v(t,x)’2da::0

car v > 0. Donc u=(t,2) =0. m

Théoréme 4.2 (Principe de mazximum ). On suppose que le second membre f est nul

dans le probléme (4.2). Alors la solution variationnelle vérifie

min(0, inf v(z)) < u(t, z) < max(0,supv(x))
e z€Q

presque partout dans 2 x [0, 7).

54



Preuve: On pose K = max(0,supv(z)) et w =K — u.
La fonction w est alors dans H:C 16(?2) mais pas dans H}(Q). En revanche, la fonction
w™(t,z) = min(0,w(t,z)) est bien dans Hg(Q), car upo = 0 et la constante K est
positive,
on a donc wjpg = (K —u)jpq = K > 0.

Notre but est de montrer que la fonction w est positive, c¢’est-a-dire, que w~ = 0.

On peut appliquer la formulation variationnelle avec la fonction w™ (¢, .), et on obtient,

pour presque tout ¢t > 0, (on a Vw = —Vu et dyw = —dyu).
/atw(t,m)w_(t,x)dx —|—/Vw(t,m)Vw_(t,x)dm = 0.
Q Q

Ce qui se récrit

%@ /‘w_(t,x)|2dm ——/|Vw_(t,x)|2dm§0.
0

Q

En intégrant, on obtient
_ 2 _ 2
/‘w (t, )| dm§/|w (0,z)"dz =0
Q Q

par construction, on a donc w~ = 0. C'est a dire u(t, z) < max(0, supv(z)).
e

Par un raisonnement symétrique, on prouve 'autre inégalité. m
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