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Résumé

Dans ce mémoire, on s’'intéresse a I’étude des équations hyperboliques non
linéaires issues des Lois de conservation scalaires.
On présente, dans un premier temps, la résolution théorique (exacte) de
ce type de problemes par le biais d'une équation modéle : L’équation de
Biirgers.
Dans un second temps, on présente la résolution numérique par une méthode
de type différences et volumes finis : Les méthodes conservatives.

Abstract

In this thesis, we are interested about the study of non-linear hyperbolic
équations: scalar conservation laws.
Initialy, we present the theorical resolution of such problems via a model
equation: Biirgers eqaution.
In the second part, we present a numerical resolution by finite difference and
volume methods: The conservative methods.
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Introduction

L’objet de ce mémoire est I'étude des équations hyperboliques de type

ot | Ox (1)

u(z,0) =ug(x), VreR

ou f est une fonction réguliére en wu, cette équation traduit la conservation de la
quantité u, on dit qu’il s’agit d’une loi de conservation.

{@+ﬂf(u)—o Vr€R et ViR

Cette équation provient de la modélisation de divers phénomeénes. citons par exemple
2
u

* Aéronautique (écoulement supersonique) : équation de Biirgers avec f(u) = 5

* Ecoulement en milieux poreux : équation de Buckley-Leverett avec

fu) =

u
u? + (1 — u?) o/ 1o

Ol fiyy €t pyg sont les viscosités de 'eau et de 1'huile (pétrole) respectivement.

* Ecoulement en eau peu profonde : équation de Saint-Venant.

Le contenu de ce mémoire se décompose en deux parties.

Une premiére partie est consacrée a 1’étude théorique du probléme , elle contient
deux chapitres :

dans le premier chapitre, on va rappeler les notions de base sur les équations
hyperboliques, et la théorie développée dans le cas scalaire.

Dans le deuxiéme chapitre, on va utiliser les résultats du premier chapitre pour
expliciter la solution du probléme de Riemann dont la donnée initiale ug est
constante par morceaux .

Une deuxiéme partie qui contient un seul chapitre : chapitre 3, concerne la résolution
numérique du probléme ({1)).

Dans le chapitre 3, on va appliquer une méthode de type différences et volumes
finis pour approcher la solution du probléme (I). On commencera par aborder
I’aspect théorique de cette méthode, ce qu'on appelle 'analyse numérique,
puis on va 'appliquer pour un exemple dont on peut calculer la solution exacte
afin de pouvoir comparer les résultats obtenus.



Premiére partie

THEORIE



— Chapitre 1 - - -
Théorie des lois de conservation

scalaire

Dans ce chapitre, nous présentons les principales notions de base sur la théorie
des équations hyperboliques issues des lois de conservation scalaires.
nous rassemblons donc ci-aprés un certain nombre de définitions et de résultats dé-
montrés déja dans les références indiquées a la fin de cet ouvrage.

On consideére I'équation de loi de conservation scalaire pour v : R x R, — R

ou 0
— 4+ — = R R 1.1
BT + a%f(u) 0 Vz € et Vt e (1.1)

oil f est une fonction en u de classe C! de R dans R.

2

u
x pour f(u) = S ona I'équation de Biirgers :

ou 0 u?
— + —(—=) = R R* 1.2
8t+8g;<2> 0 Ve eR et Vte (1.2)

On dit que I'équation ([1.1]) est sous forme conservative, par opposition a sa forme
non-conservative :

%(m,t) + c(u(a:,t)).%(x,t) =0 VreR et VteR" (1.3)

ouc=f.
x sous forme non-conservative, I’équation de Biirgers s’écrit :

ou ou



1.1. SOLUTION CLASSIQUE ET METHODE DES CARACTERISTIQUES

Pour 'équation (|1.1)), on va étudier le probléme de Cauchy :
trouver u : R x Ry — R solution de ([L.1)) satisfaisant la condition initiale :

u(0,x) = up(x), VreR (1.4)

ol la condition initiale ug est une fonction donnée.
Tout revient donc a résoudre :

ot  Or (1.5)

{@jtgf(u)zo Ve eR et VteRT
u(z,0) = up(z), VreR

*x Quand la condition initiale est constante par morceaux, le probléme est dit
"probléme de Riemann".
On parle alors de probléeme de Riemann a deux états si :

u st o x <0
Ug = .
u, st x>0

ou u; et u, sont des constantes.

1.1 - SOLUTION CLASSIQUE ET METHODE DES
CARACTERISTIQUES
Définition 1 (Solution classique):
On dit que u est une solution classique de ([1.5)) si :
Fue CH{RxRL)NCO (R xR,)
ii- w verifie ((1.5)

Pour construire la solution classique de ([1.5)) on utilise la méthode des caracté-
ristiques dont le principe est de trouver une courbe le long de laquelle 'E.D.P peut
se ramener a une équation différentielle simple & résoudre, mais on verra que cette
solution , en général, n’existe pas pour tout le temps!!

Droites caractéristiques

supposons que ug est de classe C'.
Soit u une solution classique de ([L.5]), donc elle vérifie la forme non-conservative



1.1. SOLUTION CLASSIQUE ET METHODE DES CARACTERISTIQUES

3.

Considérons maintenant la courbe (X (¢),t) du plan (z,t) définie par :

{ X'(t) = c(u(X(t),t), t>0

X(0) =5 (1.6)

Alors on peut dériver u par rapport au temps le long de cette courbe et 1’on obtient :

d ) Ou Ou
Zu(X(0),1) = ); .%(X(t);Hg(X(W)
_ (a—?Jrc(u).a—z)(X(t),t)

D’apres , cette quantité est nulle, autrement dit, u est constante le long de la
courbe ([1.6) :
u(X(t),t) = u(X(0),0) =ug(y) Vt>0
On en déduit,d’apres , que la courbe en question est une droite du plan (z, 1)
d’équation :
x=X(t) =y +c(uo(y)).t (1.7)

Définition 2 (droites caractéristiques):

les droites de la forme ou sont appelées droites caractéristiques (ou
simplement caractéristiques) pour u solution classique du systéme ([1.5). De plus u
est constante le long de chaque droite.

Tant que les caractéristiques ne se croisent pas, La méthode des caractéristiques
nous permet de construire une solution réguliére de ((1.5)) en suivant les deux étapes

sulvantes :
étant donné (z,t) € R x Ry,

i) trouver y solution de
y+tc(u(y) ==
ii) poser u(z,t) = up(y)

(voir exemple )

En général, les caractéristiques se coupent en un temps fini caractérisé par le résultat
d’existence suivant (pour la preuve le lecteur peut consulter [2]) :




1.1. SOLUTION CLASSIQUE ET METHODE DES CARACTERISTIQUES

Proposition 1.1.1

soit ug €C bornée ainsi que sa dérivée, on définit :

400 s1 cougy est croissante

T = g (1.8)
—(inf —cowugy)™!  sinon

dx

alors ([1.5)) admet une unique solution classique u dans R x [0,T*) qui ne peut
étre prolongée au dela de T™.

Ce résultat peut se généraliser a une donnée initiale ugy continue qui est seulement
C'! par morceaux.

Remarque 1:
Lorsque f est convexe, ¢ est croissante et la condition "¢ o ug est croissante" devient
simplement "wug est croissante". c'est le cas de |'équation de Biirgers.

Exemple 1.1.2 (méthodes des caractéristiques pour I’équation de Biirgers):
on veut résoudre le probleme de Cauchy pour I'équation de Biirgers ([1.2)) avec la condition
initiale

1 r <0
u(z)=¢l—a 0<z<1
0 rz>1

par la méthode des caractéristiques.
La droite caractéristique issue de y a pour équation :

y+t y <0
r=Sy+(1—-yt 0<y<l1
0 y>1

Le temps critique T est égal a 1.
pour un point (z,t) on résout, en ¥y, |'équation

r=1y+tuy(y)
l.e
y+t y <0
r=<Kt+(1—-ty 0<y<l1
( y=>1

10



1.2. SOLUTIONS FAIBLES

FIGURE 1.1 — les caractéristiques

pour t < 1, les caractéristiques ne se croisent pas, soit (z,t) donné avec t < 1, on
détermine le point correspondant y

r—t x<t
Tl <
= Xr
y=q7— tsz<
a o

Enfin, on pose u(z,t) = up(y), et, pour tout (x,t) dans R x [0, 1), on obtient

1 <t
1 —

u(z,t) = T—%tﬁxﬁl
0 r>1

1.2 - SOLUTIONS FAIBLES

L’apparition possible de singularités (discontinuités) rend la définition de solution
classique inadaptée dans de nombreux cas. La notion de solution faible permet d’ob-
tenir des solutions non continues.

On suppose que uy € L (R), ot LS. est 'espace des fonctions mesurables locale-
ment bornées.

Soit CF (R x [0, +00]) I'espace des fonctions ¢ de classe C* a support compact dans
R x [0, +o0].

Multiplions les deux membres de I'équation (1.1]) par une fonction ¢ de Cj(R x

11



1.2. SOLUTIONS FAIBLES

[0, +00[), puis mtegrons sur R x [0, +o0[, par partie, on obtient :

/m +f( ). % dt+/ o(2).0(,0) dx = 0 (1.9)

R

Définition 3:
on suppose que uy € L7 (R), une fonction u de L° (R X [0, +00[) est dite solution
faible de ((1.5)) si elle satisfait (1.9) pour toute fonction ¢ de C}(R x [0, +o0])

La proposition suivante montre le lien entre la solution classique et la solution faible
Proposition 1.2.1

Si w est une solution classique du probléme de Cauchy (1.5]), alors c’en est aussi
une solution faible. Réciproquement, Si u €Cg (R x [0, +00[) est une solution faible
du probléeme de Cauchy (|1.5)), alors c’est une solution classique.

Dans la section suivante, nous allons nous intéresser a une classe particuliere de
solutions faibles : les solutions C! par morceaux.

Solutions C'! par morceaux : condition de choc

Définition 4 (fonction C' par morceaux):
On dit qu'une fonction u est C'' par morceaux s'il existe un nombre fini de courbes T’
du plan (x,t) en dehors desquelles u est de classe C.

Notons qu’a travers une courbe de discontinuité, u a un saut de discontinuité (admet
des limites différentes de part et d’autre de la courbe).

Etant donné une courbe de discontinuité I' paramétrée par (£(t),t), ou & : t — £(t
est une fonction C'! d’un certain intervalle de temps dans R. on note par n = (n,,n;)"
la normale unitaire a I' orientée vers les x positifs de sorte que :

1 T
a9

et par ut et u~ les limites de u "a droite" et "a gauche" de T':

u® = lim (u(z,t) & en)

e—0t

n= o s=2¢(t)

Le saut a travers la discontinuité est :
] = u' -

Nous pouvons maintenant considérer des solutions du probléme qui soient seule-
ment C' par morceaux. Nous allons voir cependant que les discontinuités d’une telle
solution ne sont pas arbitraires.

12



1.2. SOLUTIONS FAIBLES

Proposition 1.2.2

Soit u une fonction de classe C' par morceaux. alors u est solution faible de (1.5)
si et seulement si

i) u est une solution classique de la ou elle est C*.
ii) u satisfait la condition :
SOl = [f(w)] = fu) = f(u”) (1.10)

le long des courbes de discontinuité I' = (£(t), t).

La condition de saut ([1.10]) est appelée relation de Rankine-Hugoniot

Remarque 2:
si la fonction w est continue, alors il est évident que les relations de Rankine-Hugoniot
sont satisfaites.

* dans le cas de I'équation de Biirgers, la condition (|1.10)) s’écrit :

§'(t) =

ut +uo
2

Dans le paragraphe suivant, on va montrer que le probléme ((1.5)) admet une solu-
tion faible qui n’est pas unique.

Non-unicité de la solution faible

considérons le probléme de Riemann pour I’équation de Biirgers suivant :

( Ou 0 u?

E+ax(2)_0 VreR et VteRT

(2,0) =u(e) = { = "= .
\ux, = up(x) = . =0

on peut construire au moins deux solutions faibles pour (1.11]).
La premiére est celle qui reste égale a ug pour tout ¢ > 0. c’est a dire :

-1 <0
u(x,w{l o

x>0

En effet, u est bornée et on vérifie aisément que

+00 28
/ + 2 %P dt+/R o(2).0(, 0) dx = 0

13



1.3. SOLUTION ENTROPIQUE

pour toute fonction ¢ de C}(R x [0, +0c[), et donc la fonction u est solution faible

de (CTD).

On définit la deuxieme solution par

-1 z<—t
v(z,t) = " —t<z<t
1 T >1

Les relations de Rankine-Hugoniot sont également satisfaites puisque v est continue.
La fonction v est donc aussi solution faible du probléme ((1.11]).

i L 1
-t 1] t
S

FIGURE 1.2 — Deux solutions faibles du probléme de Riemann pour I’équation de Biirgers

Pour éliminer les solutions supplémentaires, et pour que le probleme d’évolution

soit bien posé en présence des discontinuités, on doit ajouter une condition supplé-
mentaire dite condition d’entropie.

1.3 - SOLUTION ENTROPIQUE
Définition 5:

une fonction convexe 1 de classe C! est appelée entropie pour le probléme (1.5)) s'il
existe une fonction S de classe C'!, dite flux d’entropie, telle que

() f' = 5"(u) (1.12)

14



1.3. SOLUTION ENTROPIQUE

Si w vérifie ([1.1]) alors, en utilisant ({1.12)), on obtient

on(u)  9S(u)
ot i Ox

La condition ([1.12)) peut étre prise au sens des distributions si 1 et S ne sont pas
C'. Dans ces conditions, la fonction n(u) = |u— k|, k € R, est une entropie de flux :

S(u) = signe(u — k)(f(u) — f(F))

=0

Définition 6 (solution entropique):
Une solution faible de ([1.5]) est appelée solution entropique si pour toute entropie

n de flux S du probléeme (|1.5]), u vérifie

a%(tu) + agiu) <0 (1.13)

au sens des distributions.

d'une maniére alternative, ([1.13)) s'écrit :

/0+00/R (n(u).%—f+5(u).g—i> dxdt < —/Rﬁ(uo(x)).go(x,O) dx

Remarque 3:
e si u est solution classique de ({1.5]) alors elle est solution entropique, et pour toute
entropie 1 de flux S on a

on(u)  0S(u)
o | ox

au sens des distributions dans R x R ..

=0

e Soit u de classe C'* par morceaux, vérifiant (1.5)) 1a ot elle est C et satisfaisant les
relations de Rankine-Hugoniot le long des courbes de discontinuitées I' = {(£(¢), 1)},
Alors u est une solution entropique si et seulement si

'n(w)] < [S(u)] (1.14)
pour toute entropie n de flux S.

Le critére (1.14)) est relativement peu pratique pour vérifier qu’un choc est entropique
ou non. Heureusement, on peut en donner une forme équivalente plus simple, &
commencer par le cas ou f est convexe.

15



1.3. SOLUTION ENTROPIQUE

THEOREME 1.3.1 (CHOC ENTROPIQUE : CAS CONVEXE):
On suppose que f est strictement conveze (resp. strictement concave). Alors la condi-
tion de choc entropique est équivalente a

+

u” >u" (resp u” <u') (1.15)

le long de toute courbe de discontinuité T'.

Dans le cas ou f est strictement convexe, la condition u™ < u™ est équivalente a
flw™) <s < f'(u”)

ol s est la vitesse de propagation des discontinuités. C’est la condition de choc de
Lax.

Nous donnons maintenant la version générale du théoréme [1.3.1] :

THEOREME 1.3.2 (CHOC ENTROPIQUE : CAS GENERAL):
La condition de choc entropique (1.14) est équivalente a Vo € [0, 1]

{f(ozu+(1—a)u+)>af(u)+(1—a)f(u+) st out > u
flauw+ (1 —a)ut) <af(u)+ (1 —a)f(u™) si u" <u”

Le théoréme suivant est dit & KRUZKHOV (1956), il assure 'existence et I'unicité
de la solution entropique.

THEOREME 1.3.3 (KRUZKHOV):
Soient uy de L*(R) et f de classe C. Le probleme (1.5)) admet une et une seule

solution entropique u € L'(R x R*).

Nous renvoyons & D.Serre [2] pour la démonstration détaillée de ce théoréme.

La proposition suivante montre une propriété essentielle de la solution entropique :
La monotonie.

16



1.3. SOLUTION ENTROPIQUE

Proposition 1.3.1
Siwu et v sont les solutions entropiques de (1.5)) associées aux conditions initiales
ug et vy, on a

uy > vg = u(.,t) >v(.,t) , V>0 pp (1.16)

En particulier, on déduit
Corollaire 1.3.1.1

x +— ug(x) croissante <= x — u(x,t) croissante Yt >0 p.p
a<uy(x) <b VreRpp<—=a<u(z,t)<b VY(z,t)c RxR, pp
(1.17)

17



Chapitre 2
Probleme de Riemann

Dans ce chapitre, nous nous limitons pour simplifier au cas ou f est strictement
convexe. nous allons calculer explicitement la solution entropique du probleme de
Cauchy suivant :

ou 0 +
a—k%f(u)—() VreR et VEER

w, =<0 (2.1)
u(O,x):

ug x>0

ol u, et ug sont deux constantes données.

Le probléme est dit de Riemann par analogie a un probléme étudié par ce dernier
en dynamique des gaz.

Ce probléme est a la base de nombreuses méthodes numériques de résolution des
problémes issus des lois de conservation, en particulier celles qui seront décrites dans
le prochain chapitre.

Une solution auto-semblable

Proposition 2.0.2

La solution u du probléme de Riemann (2.1)) est auto-semblable, c¢’est-a-dire qu’elle
est de la forme

u(z,t) = v(x/t)

preuve:

soit u la solution entropique du probléme ({2.1]), et soit a > 0 alors u® := u(az, at) est
la solution entropique pour la donnée initiale "ug(ax)”, dans ce cas wug. Par unicité de
la solution entropique (théoréme du chapitre précédent) on obtient

ua

U

par suite, en choisissant @ = ¢!, on obtient

u(x,t) = u(%, 1)

18



donc la solution du probléme 2.1] est de la forme
T
u(w.t) = v(2)

avec v € L™,
D’autre part, la fonction v doit vérifier
V(€) =0 ou c(v(§))=¢ (2.2)

c’est simple & vérifier, en posant £ = —. Nous pouvons maintenant résoudre explici-

tement le probléme ((2.1)
* 1l est clair que si u;, = ugq, 'unique solution entropique est u = u, = uq.

* on se place dans le cas ol u, < ug, dans ce cas la discontinuité n’est pas admis-
sible pour les solution entropiques (cf. théoréme du chapitre précédent), on
cherche donc une solution continue. La méthode des caractéristiques permet de
construire la solution dans les domaines x < t.c(u,) et > t.c(uy), on a :

(2. 1) ug st x <t.c(ug)
ul, - .
ug si x> t.e(ug)

T
Pour calculer u dans le domaine c(u,) < n < ¢(uq) on résout I'équation ([2.2)).

C’est toujours possible car f est strictement convexe, donc ¢ est inversible. On
obtient :

u(z, t) = cl(g) st c(ug) < % < c(uq)

—

La solution w ainsi construite est effectivement continue.

On dit qu’il s’agit d’une onde de détente.

dans le cas o u,; > ug, 'unique solution entropique est :

U, st x < st
u(xv t) — ! . B
Uq St T > 8.t
ug) — f(u
avec § = f(ua) = F(uy ), cette solution présente une discontinuité (un choc) le

long de la courbe {(x,t),x = s.t} et correspond & une onde de choc.

solution du probléme de Riemann(a deux états)

En résumé, la solution entropique du probléme de Riemann (2.1 peut étre notée :

x
wR(?;ugaud)

19



sl ug < Ug

Ug st & < c(uy)
Wil g ) = NE) i clug) < € < clua)
Ug si &> c(ug)
S1 Ug > Ug
u, st £<s . fuag) — f(u
Wr(&; ug, uq) = uz G E>s ol s = ( ;Z_uj 9)
Exemple 2.0.3:

considérons le probléme de Riemann pour |'équation de Biirgers avec :
* donnée initiale croissante : ug = 1 et ug = 2.

* donnée initiale décroissante : ug = 2 et ug = 1.

25 25-
u(x,1)

u(x,2)

u(x,1)
u(x,2)

05 R 05 . | .
1 2 2 4

X X

FIGURE 2.1 — Solution entropique du probléme de Riemann uy = 2,u4 = 1 pour t =1 et t = 2

25 250
u(x,1)

u(x,2)

u(x,1)
u(x,2)

P . : + L
1 2 2 4
X X

FIGURE 2.2 — Solution entropique du probléme de Riemann uy = 2,uq = 1 pour t =1 et t = 2
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

Une propriété essentielle de la solution entropique du probléme de Riemann est don-
née par la proposition suivante

Proposition 2.0.3

La fonction z — f(wg(z, uy, uq)) est continue en z = 0, c’est a dire

f(wR(O_7ug7ud)) - f(wR(O+7 ug’ud))

fu) = f(v)
u—v
si u > v. Elle est donc continue en 0 sauf si u > v et f(u) = f(v), or dans ce cas,

En effet, la fonction 2 — wg(2, uy, uq) est continue partout sauf en z =

wr(07,u,v) =u et wr(0",u,v) =v
D’ou
f(wR(Oiauav)) — f(wR(O+,u,v))

2.1 - PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

En utilisant les résultats établis précédemment, on se propose de résoudre a présent
le probléme de Cauchy pour I'équation de Biirgers suivant :

(Ou O u?
AT G W
ot 92
) u; six <0 (2.3)
u(z,0) =ug(x) =qus si0<az<1
us six>1

\

ol uy, Uy et uz sont des constantes données.

Pour résoudre ce probléme on va tout d’abord résoudre les deux problémes de Rie-
mann a deux états obtenus en considérant séparément chacune des discontinuités de
la donnée initiale wuy.

En d’autres mots, on va résoudre les problémes de Riemann de conditions initiales
respectives :

up six <0 , uy six <1
ugp(x) = . puis  up(z) = .
uy six >0 us sizx>1

Dans chaque cas, on explicitera la forme de la solution entropique (prenant en compte
que pour le deuxiéme probléme, la discontinuité initiale n’est pas en 0), puis on vérifie
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

si ces solutions interféreront ou non. On déduira ensuite la solution du probléme de
Riemann a trois états (2.3)).

On distingue alors les trois cas suivants :

1- Donnée initiale croissante

Supposons que u; < uy < ug, dans ce cas on est en présence de deux détentes (la
premiére issue de x = 0 et la deuxiéme issue de x = 1) qui n’interféreront jamais.
La solution est continue et croissante pour tout ¢ > 0, et est donnée par :

(

Uy stz < ujt
% siuit < x < uot
u(x,t) = < us st ust < & < ust +1
le stust +1 < x <usgt+1
| U3 six > ust+ 1
Exemple 2.1.1:
prenant ug = —1, u1 =0, et u3 =2 :

Uy u(.,t)

. . . . . .
0 1 -t 0 1 2t+1

2- Donnée 1nitiale décroissante

Supposant que u; > us > ug, dans ce cas les deux chocs entropiques issus des points
x =0 et x =1 vont se rencontrer a un temps "fini" ¢t* & determiner.
Avant t*, les deux chocs n’interférent pas et la solution est donnée par
up six <&(t)
u(z,t) = Qus si&(t) <z < &(F)
us six > fg(t)
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

ot d’apreés les relations de Rankine-Hugoniot (1.10))

U1 + us U + U3
&i(t) = et &)=
2 2
done Uy +u U + U
Gl)=—=5—t et bt)= T —t+]
Le temps t* est donc caractérisé par
&i(t7) = &)
d’on
. 2
tt =
Uy — usg
A cette instant, on a
* * U + U2
) = & () =
Q) = &(t) =

Au dela de t*, il ne reste qu'un seul choc qui se produit le long de la courbe définie
par

(t) = 1o
X _U12PU2
)=

d’ont

UL +u Uo — U
_ W 2t—|—2 3

£(t)

et la solution pour ¢t > t*, est alors

w(.t) — {ul stz < ()

us st x> E(t)

2 Uy — us

Exemple 2.1.2:
prenant u1 = 2, us =0, et ug = —1:

Ul —uw
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

3- Donnée initiale non-monotone

dans ce cas, on est devant I'un des deux cas suivant :

1" cas : u; < uo et us > us

Dans ce cas, on est en présence d'une détente (issue de x = 0) et un choc entropique
(issu de x = 1) qui vont interférer a partir d’'un temps t* que 'on déterminera.
avant t*, la solution est donnée par :

4 .
st x < wuqt

uy
il siuit < x < uot
u(z,t) =41

us  si ugt < x < ()

ug sl x> E(t)

\

ou, d’aprés la condition de Rankine-Hugoniot, &'(t) = 5(u1 + us) donc
uz +u
£(t) = = > t+1

L’instant critique t* est I'instant ou la détente rejoint la ligne de choc. Il est donc
caractérisé par la relation :

ust™ = £(t7)

d’ott I'on déduit 5
=
Uy — U3
x
Pour ¢ > t*, la valeur a gauche du choc devient — et la valeur a droite du choc est

uz, Donc le choc se produit le long de la courbe définie par :

_ %(@ fu) et gt =

f(t) = v/ Q(UQ — Ug)t + U3t

La solution entropique pour ¢ > t* est alors :

QUQ

¢'(t)

D’ou

up st < wugt
x
u(z,t) = n st urt < o < E(t)

ug st x> E(t)
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

Par la suite, de deux choses 1'une, soit u; < ug et les formules restent valables pour
tout t > t*, soit u; > u3 et les formules restent valables tant que

ut < f(t)

C’est a dire pour t < t™, ou t™ est caractérisé par

wt™ = \/2(U2 — u;;)tN + ugt”™

donc

o 2(uz —ug)

=

(u1 — ug)
pour t > t~, il ne reste qu'un choc qui se produit le long de la courbe définie par :
Ul + Us - -
gl = 9 ) g(t ) = ult

d’ott

U] +u Uo — U
U 2t+2 3

§(t) =

La solution, pour t > t~, est

u(z 1) = {ul six < E(t)

ug st x> E(t)

2 Uy — ug

Exemple 2.1.3:
Considérons la donnée initiale

up=-—1 six <0
Ug = § us = 1 si0<x <1

uz =0 siz > 1

le temps critique est donc
t" =2

et comme ug > u; alors la solution reste sous la méme forme pour tout ¢ > t*.
La figure montre la solution entropique pour cette donnée initiale dans des instants
différents.

Exemple 2.1.4:
considérerons maintenant la donnée initiale

up =0 sixz <0
Ug = ug = 1 si0<ax <1

uz=—1 six>1
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

) | N e |
1.
0.
-1
4-3-2-1 01 2 3 4 4-3-2-1 0 1 2 3 4

X X

[ wx2)] )]

-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4

X X
FIGURE 2.3 — donnée initiale non monotone : u; = —1, us =1, u3 =0

le temps critique dans ce cas est
=1

puisque ug < u1, la solution change de forme pour

t>t" =4

La solution exacte est présentée dans la figure [2.4]
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

| Ho |
Lk .
0 — ?
L R R o
2 -1 0 1 2
X
u(x,1)
1 NS SETRREE
0 —
b o |
2 -1 0 1
X
u(x,4)
i SRR S R
o o
] SRR 1
2 -1 0 1
X

u(x,0.5)
Lo R
Ob————
b S
2 -1 0 1 2
X
| u(x,2)
T
0 B EE
e SR |
2 -1 0 1 2
X
u(x,5)
1 S SRR
0 D SR
ap 1
2 -1 0 1 2
X

FIGURE 2.4 — donnée initiale non monotone : u; =0, ug = 1, ug = —1
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29 cas : up > ug et uy < ug

Dans ce cas le choc entropique issu de x = 0 et la détente issue de x = 1 n’in-
terférent pas avant un temps t* que 'on déterminera, et la solution est donnée pour
tout t < t* par :

( . U +u
Uy stlx < ! 275
LUt u
U9 si— 2<a:SU2t—|—1
" stust +1 < x <usgt+1
U3 six >ust+1

\

t* est 'instant otu le choc rejoint la détente, il est donc caractérisé par :

ut UQt* = UQt* +1
2
d’ott 'on déduit i
"=
Uip — U9
Pour ¢ > t*, la valeur de la solution a gauche du choc est u; et la valeur a droite
x—1
devient . Par conséquent, la relation de Rankine-Hugoniot s’écrit :
1 E(t) —1
(1) = =(ug + 22—
(1) = 5o + =)
La solution générale de cette équation différentielle est
Et)=ut+1+cevt | ceR
de plus, on a
N U] + U9
§(t7) =
Uip — U9

donc on trouve
g(t) = ult + 1-— 2(u1 — UQ)t

et la solution est

Uy six < (1)
—1
u(z,t) = xt si€(t) <z <ust+1
us six > usgt+ 1

Par la suite,tout comme le premier cas, les formules restent valables pour tout ¢ > t*
si up < ug, sinon, ces formules restent valables pour t < t~ ou t™ est solution de

E(t7) =ust™ +1
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

donc
2(11,1 — UQ)

(u1 — ug)?
Pour t > t~, le choc se produit le long de la courbe

=

_U1—|‘U3 Uus — U2

£(t) = t+

2 Us — Uq

et la solution est donnée par

u(x,t) =

{m six < E(t)

us st x> E(t)

Exemple 2.1.5:
Soit la donnée initiale

u; =0 siz <0
w=<qu=-—1 si0d<xr<l1
uz =1 siz>1

le temps critique, dans ce cas, est : t* = 2, et pour tout £ > t*, la solution reste sous la
méme forme.

La solution est représentée pour différents instants dans la figure
Exemple 2.1.6:

Pour terminer, prenant
u =1 siz <0
up=<L ur=-—-1 si0<axr<l1
uz =0 siz > 1

Alors, danscecast* =1l et t™ =4

(voir figure 2.6)).
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2.1. PROBLEME DE RIEMANN A TROIS ETATS

5] C[Cwa)

-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4
X X

e | s

-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 -4-3-2-1 0 1 2 3 4

X X
FIGURE 2.5 — donnée initiale non monotone : u; =0, ug = —1, uz =1
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uy() | o u(x,0.5)|
1 , 1
-2 -1 0 1 2

-1 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X
FIGURE 2.6 — donnée initiale non monotone : u; =1, ug = —1, ug =0
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Deuxiéme partie

APPROCHE NUMERIQUE
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Chapitre 3
L es méthodes conservatives

ce chapitre est consacré a ’approximation par la méthode différences et volumes
finis du problémes de Cauchy suivant :

trouver u:R xRT—R tg:

ou 0
— 4+ — — R RT 3.1
o + (‘hﬂu) 0 VreR et Vte (3.1)

u(0,2) = up(z), VzreR

on se donne Ax > 0 pas de discrétisation en espace constant, et At > 0 pas de
discrétisation du temps, et on note

At

T Az

on introduit les points x; = jAx, j € Z, et les instants t" = nAt,n € N.

On verra plus tard, que pour la plupart des schémas, le pas de discrétisation tempo-

«

relle doit étre non-constant, dans ce cas, on le note A" = "1 — " et
A"
Az

O,

il est utile de définir aussi {
Tjxl = VE= §)A$
On s’intéresse alors aux approximations discrétes

(uf) jez (3:2)

neN
de la solution exacte u du probléme ([3.1]) et on considére des schémas de discrétisation
explicites & un pas de temps et & trois pas d’espace qui s’écrivent :

u?“ = H(uj y,uj,uj,) neENjEZ (3.3)

ou H est une fonction continue.
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L’approximation de la solution du probléme (i3.1)) sous forme non-conservative peut
facilement donner des résultats catastrophiques qui sont manifestement incorrects!

Exemple 3.0.7:
Soit |'équation de Biirgers sous forme quasi-linéaire

@_}_ @—O
ot Yor

considérons le schéma décentré a droite suivant
W't = o — o (U, — u”) (3.4)
J J JATj+1 J :

le schéma est acceptable pour une solution réguliére, mais, en général, il ne converge
pas vers une solution faible discontinue quand on raffine le maillage. Si on considére par
exemple la donnée initiale

0 sixz <0

uo(x) =
ol) -2 six>0

et par suite, la donnée initiale discréte

0 0 sij<o0
J —2 sij>0

on vérifie facilement que

u?:u? VjeZ,YneN

et donc la solution numérique converge vers la fonction u(x,t) = ug(x) qui n'est pas
solution faible de I'équation de Biirgers (figure [3.1)).

051
+ aproch
exacte

-2.5
2

FIGURE 3.1 — solutions exacte et approchée de 1’équation de biirgers sous forme non-conservative
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3.1. GENERALITES SUR LES SCHEMAS CONSERVATIFS

Pour éviter le probléme de convergence vers une fonction qui n’est pas solution de
notre probléme, on utilise des schémas "sous forme conservative"

3.1 - GENERALITES SUR LES SCHEMAS CONSERVATIFS

Définition 7 (schémas conservatifs):
soit u?,j € 7, données. on dit que le schéma ([3.3)) peut se mettre sous forme conser-
vative s'il existe une fonction g : R? — R continue tel que I'on ait :

it =i —algluf uj) —g(uj i) JEZnEN  (35)

g est appelée le flux numérique du schéma.

on utilisera souvent la notation

n+l _ ,n n _on
uj - uj O‘(Qj+% gj_%)

ou
n _ n o .n
gj+% — g(uj ) ujJrl)
cette forme est trés naturelle si on voit uj comme approximation de u} la valeur
moyenne de u sur I'intervalle Jz; 1,2, 1] évaluée en t = ¢"
2 2

R

0= u(z, t")dz
Tz,

Si on integre I'équation
ou 0
e + 8_xf (u) =0

sur Jo;_1, ;1 [x]t7, "1 on obtient

T 1 t’n,+ 1 tn+ 1

“u(z, t”“)dx—/ " u(zx, t")dz+ (u(zjp1,1))di— flu(z;_1,1))dt =0

/ijrl
xT. tn tn

i—

X .
j—

D=
N—

et on a

tn+1 tn+1

(ulayep e~ [ f(U(ijé,t))dt] |

tn

1
=t — —
j i T Ag

t’I’L

Par comparaison avec ((3.5)), on voit que

tn+1

1

gﬁ%:E ; flu(z1,t))dt
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3.1. GENERALITES SUR LES SCHEMAS CONSERVATIFS

Une facon de construire des schémas conservatifs consiste a utiliser les schémas de
différences finies usuels, mais en démarrant par la forme conservative de I’équation
au lieu de la forme quasi-linéaire.

Exemple 3.1.1:

Par exemple, si on veut généraliser le schéma décentré a droite qu'on a utilisé pour

I'équation de Biirgers dans I'exemple (3.0.7)), utilisant cette fois-ci la forme conservative,
on obtient

UjH =u; — 0‘[5(%+1)2 - 5(“;)2]
c'est sous la forme (3.5)) avec
Lo
g(“a U) — §U

plus généralement, pour une fonction de flux quelconque f, la fonction de flux numérique
est :

g(u,v) = f(v)
Dans la figure [3.2 on donne la solution exacte et la solution numérique pour le méme

test de la figure [3.1] on observe que, pour cet exemple, il y a convergence de la solution
numérique vers la solution exacte.

aproch
exacte

-25 1 1 1 1 1 1 1 J
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

FIGURE 3.2 — solutions exacte et approchée de 1’équation de Biirgers sous forme conservative

D'autre part, on a la généralisation du schéma décentré a gauche a un schéma conservatif
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3.1. GENERALITES SUR LES SCHEMAS CONSERVATIFS

ol le flux numérique est
9(u,v) = f(u)

Vers la fin de ce chapitre, On verra une généralisation du schéma de Lax-Friedrichs.

Un certain nombre de notions est nécessaire lors de la résolution des lois de conser-
vation au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales sont : la conver-
gence, la stabilité, et la consistance.

Convergence

On définit la solution numérique du probléme (3.1)) comme 'extension de I'approxi-
mation discréte (3.2)) a une fonction constante par morceaux, on la note ua et elle
est définie par :

ua(z,t) =uj Vo €z, _1,x;1] Vte [t", "

n

1) vers u dans le sens :

On parle de la convergence de (u

— Ul —> O
lua = ulluz, Az, At—0

ol LS. est l'espace des fonctions mesurables localement bornées dans R X [0, +00)

Consistance

La consistance exprime le fait que l'opérateur aux différences finis converge vers
lopérateur différentiel lorsqu’on raffine le maillage (lorsque le pas de discrétisation
tend vers 0).

Définition 8:

le schéma conservatif (3.5]) est dit consistant si

g(u,u) = f(u) YueR

Exemple 3.1)2:
dans I'exemple [3.1.1] le schémas ainsi définit est consistant.

Ordre d’un schéma

L’exactitude d’un schéma numérique mesure la qualité de 'approximation de la so-
lution exacte du probléme, 'erreur totale est obtenue en retranchant la discrétisée
de la solution exacte, cette erreur est une fonction de At? et AxP, L’ordre du schéma
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3.1. GENERALITES SUR LES SCHEMAS CONSERVATIFS

est alors ¢ dans le temps et p dans 'espace.

Proposition 3.1.1

un schéma conservatif et consistant est au moins d’ordre un en espace et en temps.

Stabilité

un schéma est stable si 'erreur entre la solution exacte du probléme et la solution
discrétisée reste bornée dans le temps et dans ’espace. La plupart des schémas ont
une stabilité conditionnée par le choix de Az et At.
Pour notre étude les schémas sont stable sous la condition de CFL (Courant-Friedrichs-
lewy)

apsupfc(uf)| <1 Vn €N (3.6)

jEZ

C’est une condition nécessaire pour la convergence, mais pas suffisante. (pour plus
de détails, on invite le lecteur a consulter [3] ou [4]).
On a le résultat de convergence suivant :

THEOREME 3.1.1 ([1]):
Pour un schéma numérique consistant, la stabilité est une condition nécessaire et
suffisante pour la convergence.

Théoréme de Lax-Wendroff

L’importance de la forme conservative pour un schéma est illustrée par le théoréme
suivant

Théoréme 3.1.1

soit u} l'approximation discréte par un schéma conservatif consistant. Si uf

converge vers une fonction v dans le sens défini dans le paragraphe de conver-
gence, alors v est une solution faible du probléme (3.1)).

(La démonstration de ce théoréme est bien détaillée dans [3])

Ce théoréme nous assure que les schémas conservatifs sont adaptés au calcul des so-
lutions faibles. Notons qu’un schéma qui ne peut pas s’écrire sous forme conservative
peut trés bien converger vers une fonction qui n’est pas solution faible du probléme
(voir précédemment exemple [3.0.7)).

Remarque 4:
e Le théoreme [3.1.1| ne garantit pas la convergence, et le schéma peut étre instable.

e il ne garantit pas l'unicité de la solution.
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e Si le schéma converge, le théoréme ne garantit pas qu'il converge vers la solution

entropique

Exemple 3.1.3 (Schéma de Murman-Roe):
Considérons le schéma, dit de Murman-Roe, suivant :

u) = alg(u) ) — g(ujy, )

g(u,v) = %[f(u) + f(v) + [e(u, v)|(u = v)]
fw)— )
c(u,v) = u—v S uFv
f'(u) si u=v

Ce schéma coincide avec le schéma décentré lorsque f est monotone.
Ce schéma est conservatif. De plus, il est consistant car g(u,u) = f(u) pour tout

u € R.

Sous la condition de CFL (3.6)), et d’apres le théoréme de Lax-wendroff (3.1.1} le schéma

va tendre vers une solution faible du probléme qui n'est pas nécessairement la solution

entropique.

En effet, soit a résoudre numériquement a |'aide du schéma de Murman-Roe, le probléeme
(3.1) ou la donnée initiale est donnée par

(z) ug six <0
wo(x) =
0 ug sixz >0

et u, et ug sont tels que f(u,) = f(uq).
La donnée initiale discréte est :

On vérifie facilement que

et donc,

0 u; sig<0
u. =
! ug si g >0

ulzu? VjeZ

<

uf =u] VjeZVneN

ainsi, ce schéma permet de calculer une solution du probléme donnée par

u(z,t) =up(x) Vt>0

c'est une solution faible car elle vérifie |a relation Rankine-Hugoniot ((1.10)).
Siug > ug, il s'agit bien de la solution entropique, mais si u, < 14, la solution entropique
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correspond & une onde de détente et non a ce choc stationnaire.
Dans la figure 3.3 on a la solution entropique et la solution approchée calculée & I'aide
du schéma de Murmann-Roe de |'équation de Biirgers pour deux donnée initiales.

ug:l, ud=—1 ug:—l, ud=1

. num.
entrop.

. num.
entrop.

FIGURE 3.3 — solutions entropique et numérique par le schéma de Murman-Roe de I’équation de Biirgers
On verra que ce schéma est non—entropique

Schémas entropiques

Dans cette section on va énoncer un critére qui assure la convergence (si cette derniére
a lieu) vers la solution entropique.
On rappelle que la solution entropique w doit vérifier la condition d’entropie :
0 0
—n(u) + =—=S(u) <0 3.7
Cu) + S (u) < (37)

pour toute entropie 7 de flux S (voir [f] au chapitre précédent).

Définition 9| (Schéma consistant avec la condition d’eptropie):
Le schéma [3.5| est dit consistant avec la condition d'entropie 3.7 si et seulement si il
existe une fonction G : R? — R telle que

) G(u,u) = S(u) YuelR

i) Pour toute solution (u}) de(3.5on a :

n+1 n
m < — (G — G

) Vj€eZmneN

SIS

ot I'on a posé
i =n()) 5 Gia=Gluj,uf™

La fonction GG est appelée "le flux d’entropie numérique".
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Ceci conduit & définir les schémas entropiques

Définition 10:
On dit que le schéma [3.5| est entropique s'il est consistant avec toute condition
d’entropie.

Théoréme 3.1.2
Sous les hypothéses du théoréme si de plus le schéma est entropique alors
la limite v est 'unique solution entropique.

En pratique, c’est difficile de vérifier si un schéma est entropique!!
Nous allons donc se restreindre a une classe particuliére des schémas entropiques :Les schémas

monotones

Définition 11 (schéma monotone):

soit u et v les solutpns QU probléeme ({3.1]) pour IeS.donnees initiales ug et vy, et (uf)
et (v}) leurs approximations par un schéma numérique.

alors le schéma est dit monotone si

(uf >0}, VjeZ)= (' >v"" VjeZ) VneN

Pour vérifier la monotonie d’un schéma, on a :
Proposition 3.1.2
Le schéma

n+1l n n .n
ui™ = H(uj_y,uj,ui_y)

est monotone si et seulement si la fonction H est croissante de chacun de ses
arguments.

Notons que si H est différentiable alors le schéma (3.1.2)) est monotone si et seulement

si
6—H20, pour 1=75—1,7,7+1
8ul-
En général, la fonction H dépend des pas de discrétisation, et donc la monotonie
sera conditionnée!!
Le lien entre les schémas monotones et les schémas entropiques est donnée par la

proposition suivante (la preuve est dans [3]).

Proposition 3.1.3

Un schéma conservatif, consistant et monotone est entropique.

Malheureusement, la portée des schémas monotones est limitée par leur ordre :
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3.2. SCHEMA DE LAX-FRIEDRICHS

Proposition 3.1.4

Un schéma conservatif, consistant et monotone est d’ordre 1 (exactement).

(voir ([3))

3.2 - SCHEMA DE LAX-FRIEDRICHS

La généralisation du schéma de Lax -Friedrichs aux équation non linéaire prend la

forme
1 o

=g ) S ) = f) ) (3.8)

Ce schéma peut s’écrire sous forme consevative (3.5]) si on prend

u

glu,0) = 57 0) + (o) + (= v)

De plus,
g(u,u) = f(u)
donc il est consistant.

Le schéma de Lax-Friedrichs est monotone sous la condition de CFL ({3.6]).
En effet, la fonction H : R® — R associée au schéma (3.8)) s’écrit comme suit

1 Qy,
D’ou :
oH 1 n Qay, ()
ou 22"
oH -0 avec c= [
v
oH 1 (w)
ow 2 2\
Donc H est croissante en chacun de ces arguments si et seulement si
1 «,
—+ —c(.) >
;E5el) =20

par conséquent, le schéma est monotone sous la condition CFL (3.6).

3.3 - SCHEMA DE GODUNOV

Dans cette section, on va introduire un autre schéma monotone : Le schéma de Go-
dunov, qui est sans doute le plus classique des schémas conservatifs de type volumes
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3.3. SCHEMA DE GODUNOV

finis.

Son principe est de considérer une série de problémes de Riemann locaux.

Soit u” = (u}) ez une approximation de u(.,t"), et soit ua la fonction constante par
morceaux (définie en [3.1]) telle que :

ua(z,t) =uj Vo €z, _1,x;1] VEe ", 1" (3.9)

On définit alors " = (v/) ez approximation I'approximation de w(., ")
comme projection sur ’ensemble des fonctions constante par morceaux de la solution

exacte du probléme de Riemann suivant :

o T op (3.10)

O 9 tw)=0 zeR, t> ¢
w(z,t") = ua(z,t") xR

Sous la condition

1
vy sup [e(uf)] < 5

jEZ
les deux ondes qui passent par les points z;_1 et x;, 1 n’interférent pas. et la solution

du probléme ([3.10)) est donnée par :

t—t"
ol wg est la solution du probléeme de Riemann a deux états définie en [2.0.2]
Finalement, on pose :

w(z,t) = wg( Juj,ui ) st xy<x<wjp, jEL (3.11)

n+l __ 1 xﬁ%

n+1
i T AL w(x, " )da. (3.12)

u
xj.i%
Afin d’expliciter la forme conservative du schémas, intégrons 1’équation dans le sys-
téme sur [z;_1, ;1] X [t", t"T1], nous obtenons

tn+1

$]+% n n
/ (w(a, ") — w(z, "))z + / (F(w(wy,8)) — f(w(z,_1,8)))dE =0
x. 1 tn
)
utilisant (3.11]) et (3.12]), nous obtenons
u =l — a(f(wr(0,uf, ufy,)) — fwr(0,uf_y,uf)) (3.13)

D’aprés la proposition du chapitre précédent, la fonction z — f(wr(2, ug,q))
et continue en z = 0, et donc, la relation (3.13)) est bien la forme conservative du
schéma de Godunov. Son flux numérique est alors donné par

g(u7 U) — f(wR(O7 u, U))
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3.4. TESTS NUMERIQUES

De plus, on remarque que g(u,u) = f(u), donc le schéma est consistant.

Le schéma de Godunov est monotone. En effet, on a vu dans le chapitre précé-
dent (proposition que l'opérateur qui a la donnée initiale associe la solution
entropique est monotone et l'opération de projection sur l’ensemble des fonctions
constantes par morceaux l’est aussi.

Par conséquent, le schéma est entropique d’ordre 1.

3.4 - TESTS NUMERIQUES

Afin de pouvoir tester les schémas de Lax-Friedrichs et de Godunov, nous allons
utiliser MATLAB et adopter I'architecture générale suivante :

o une fonction flux pour définir la fonction de flux f.
o une fonction vitesse pour définir la dérivée de la fonction de flux : c.

o deux fonctions pour définir les fonctions de flux numérique des schémas g-lax
et g-godunov.

o et une fonction u0 pour la donnée initiale .

o enfin, un script général permettant de réaliser la simulation de ces schémas.
Algorithme

1) Données :

cfl : nombre CFL.

a,b : bornes d’intervalle du test.
N : nombre de sous-intervalles de discrétisation.
tf : temps final de test.

2) Calcul du pas de discrétisation spatiale et construction de la subdivision
spatiale.

3) initialisation : définition de la donnée initiale discréte.
4) boucle en temps :

— calcul du pas de temps utilisant le nombre CFL.

— itération du schéma.

5) tracer le graphe de la solution en fonction de = a différent instants.
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3.4. TESTS NUMERIQUES

Applications

Dans cette derniére partie, on validera le code défini précédemment sur deux exemples
du probléme de Riemann a trois états associé a I’équation de Biirgers dont on a déja
explicité la solution exacte dans la derniére section du premier chapitre.

Exemple 3.4.2:

pour le premier test, on considére la donnée initiale non-monotone suivante :

0

six <
si0<x <1
siz>1

la solution exacte est :
*pourt <t*=1
sixz <0

si0<z <t

t) =
(@, 1) = S sit<:1:§%+1

t
x> —=+1
SI & 2—|—
¥ttt <t <tT =14,
sixz <0
si0<z<2Vt—t
1 six>2Vi—t

0
u(z,t) = %

* pour t >t~

t
(o.1) 0 six < ——+2
u(x,t) =
—1 six>§+2

Pour = entre —1 et 5, on peut voir la solution sous ces trois formes en variant ¢ entre
0 et tf = 0.
Dans les figures suivantes, on compare la solution exacte (rouge) et la solution numérique
par le schéma de Godunov (bleue) a différent instants, en changeant le nombre de points
du maillage a chaque instant, avec CFL = 0.5
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3.4.

TESTS NUMERIQUES

cfl=0.5, N=80 t=0.525

exacte
15

ix
°
-
~
©
IS

FIGURE 3.4

cfl=0.5, N=80 t=1.0125

Godunov
exacte

A
°
-
N
o
IS

FIGURE 3.5 — solutions exacte et numérique ¢t = 1

cfl=0.5, N=80 t=3

exacte
15

FIGURE 3.6 — solutions exacte et numérique t = 3

cfl=0.5, N=80 t=4.0125

Godunov
exacte

FIGURE 3.7 — solutions exacte et numérique t = 4

cfl=0.5, N=100 t=0.51

15

0.5 i

— solutions exacte et numérique ¢ = 0.5

cfl=0.5, N=100 t=1.02

Godunov
exacte

cfl=0.5, N=100 t=3.03

15

0.5

cfl=0.5, N=100 t=4.02

Godunov
exacte

15

05

cfl=0.5, N=200 t=0.51

+ Godunov
xacte

cfi=0.5, N=200 t=1.005

Godunov
exacte

cfi=0.5, N=200 t=3

+  Godunov
xacte

cfl=0.5, N=200 t=4.005

Godunov
exacte

Tout comme pour le schéma de Godunov, dans les figures suivantes on présente le

schéma de Lax-Friedrichs.
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3.4. TESTS NUMERIQUES

cfl=0.5, N=100 t=0.51 cfl=0.5, N=200 t=0.51 ¢fl=0.5, N=1000 t=0.501

acte
15F

-1
-15 -15 -15F
2 L L L L L ), 2 L L L L L ), 2 L L L L L
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURE 3.8 — solutions exacte et numérique t = 0.5

cfl=0.5, N=100 t=1.02 cfl=0.5, N=200 t=1.005 cfl=0.5, N=1000 t=1.002

E

L.
15 15 150 exacte

05 f '.‘ 05

0 0
-05 { -05
4 t Al
-15 -15 -15F
-2 . ; . . . ] -2 . . . . . ] -2 . . : . .
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURE 3.9 — solutions exacte et numérique ¢t = 1

cfi=0.5, N=100 t=3.03 cfl=0.5, N=200 t=3 cf1=0.5, N=1000 t=3
2 2 2r
15 15 150
1 1 1+
05 05 05
i
1
-05 l
o £
-15 -15 150
= [) 1 2 3 4 5 = [) 1 2 3 4 5 2 [) 1 2 3 4 5

FI1GURE 3.10 — solutions exacte et numérique ¢t = 3

cfl=0.5, N=100 t=4.02 cfi=0.5, N=200 t=4.005 cfi=0.5, N=1000 t=4.002
2 2 2r
[t
15 exacte 15 exacte 150
1 1 18
0.5 0.5 05+
oy 0 of
| e _T
05 “ 05 ﬁ -05f 1
| L
1 | o t ol
-15 -15 -15)
-2 -2 -2
= 0 1 2 3 4 5 1 0 1 2 3 4 5 =1 o 1 2 3 4 5

FIGURE 3.11 — solutions exacte et numérique ¢t = 4

Remarque 5:
Dans les figures précédentes, on voit bien la convergence vers la solution exacte, mais
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3.4. TESTS NUMERIQUES

on remarque que le schéma de Godunov converge pour un nombre de points de maillage
plus petit que pour le schéma de Lax-Friedrichs, ce qui montre clairement |'efficacité de
la méthode des volumes finis par rapport a celle des différences finies.

Exemple 3.4.3:
considérons maintenant la donnée initiale décroissante suivante :

six <0
u(r) =<0 si0<zx<l1
-1 sixz>1

La solution exacte est :

e pourt < t* =

—_
2]
IA

8 N o+

u(z,t) =<0

v,

o+ 8
AN

N | —+

-1 siz>1——

IA
N+
|

esit>t"

t 1
1 siz < —+4 —

unh = 1 s >%+%
SI' T 9 5

Dans les figures suivantes, on a la solution exacte et la solution approchée dans [—1, 2]
pourt =0.5ett =1 avec cfl =0.5.
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3.4. TESTS NUMERIQUES

cfl=0.5, N=100 t=0.51 cfl=0.5, N=200 t=0.5025 cfl=0.5, N=350 t=0.50143

-15 -15 -15F
2 L L L L L ) 2 L L L L L ) 2 L L L L L ,
-1 -05 0 05 1 15 2 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
cfl=0.5, N=100 t=1.005 cfi=0.5, N=200 t=1.005 cfi=0.5, N=350 t=1.0029
2 2r

15

05 ‘ 05 1
0 t or
-0.5 . -0.5F
L [ 4
-15 -15 -15F
-1 -0.5 0 05 1 15 2 -1 -05 0 05 1 15 2 -1 -0.5 ) 05 1 15 2
FIGURE 3.12 — approximation par le schéma de Lax-Friedrichs
cfl=0.5, N=80 t=0.50625 cfl=0.5, N=100 t=0.51 cfl=0.5, N=120 t=0.5
2 2
15 15
e L
‘ \
1 \
05 | 05 |
|
| |
0 k--—~ﬂ‘ 0 Beerererreery
| \
-05 | -05 |
I \
|
-1 S, -1 eeeerererssersrrssresssssssrsserons
-15 -15 -15
-2 -2
-1 -05 0 05 1 15 2 -05 0 05 1 15 2 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
cfl=0.5, N=80 t=1.0125 cfl=0.5, N=100 t=1.005 cfl=0.5, N=120 t=1.0125
2 2 2
15 15 15
Lfemerseneronsrsonsronsmensmerenensy Lrmmsrsssssssrsssmsssssmrssssssssssmsessesss L)
0.5 “ 0.5 “ 0.5 ‘
0 | 0 b 0 “
-0.5 “ -0.5 “ -0.5 ‘
» e o SR o L
-15 -15 -15
-2 -2 -2
-1 -05 0 05 1 15 2 -1 -05 0 05 1 15 2 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

FIGURE 3.13 — approximation par le schéma de Gdunov
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Conclusion :

Dans ce mémoire, on a traité les problémes d’e.d.p hyperboliques non-linéaires
issus de loi de conservation scalaires. La particularité des problémes en étude réside
dans 'apparition de discontinuités et ceci méme si la donnée initiale est réguliere, ce
phénomeéne est réellement lié & la non-linéarité de 1’équation.

Les méthodes conservatives qu’on a étudié, sont capables de prendre en compte
les discontinuités des solutions par opposition aux schémas de différences finis usuels.
On a montré que le schéma numérique appliqué doit étre consistant avec toute condi-
tion d’entropie pour qu’on puisse avoir la convergence vers 'unique solution physique,
mais ce critére de consistance avec la condition d’entropie est peu pratique, c’est
pour cela qu’on a se limité au schémas monotones. malheureusement, ses schémas

sont seulement d’ordre un.
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