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Chapitre 1

Introduction

Le 20eme siècle a été caractérisé par le développement des méthodes mathématiques

destinées à la modélisation des systèmes biologiques. L'un des e�orts, dans la modéli-

sation de dynamique des populations est la construction et l'étude du modèle de proie-

prédateur. Le premier modèle de proie-prédateur est celui de Lotka-volterra (1924−1926).

Des années plus tard, Holling a proposé une classi�cation des fonctions de réponse en

trois types (1959)[9]

f1(R) = min{λR,Cte}

f2(R) =
λR

1 + bλR

f3(R) =
λRµ

1 + bλRµ

Après, le mathématicien Leslie a présenté un modèle de proie-prédateur, où la capacité

limite des prédateurs dépend du nombre ou de la densité des proies.

Le modèle de proie-prédateur avec modi�cation de Leslie-Gower est donné comme

suit : 

dH

dT
=

(
a1 − b1H −

c1P

H + k1

)
H T > 0

dP

dT
=

(
a2 −

c2P

H + k2

)
P T > 0

H(0) = H0

P (0) = P0
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Il a été étudié et publié par M. A. Aziz-Alaoui et ses collaborateurs dans plusieurs

articles (voir par exemple [3, 4, 2]).

Le modèle devient très réaliste quand on prend en considération la di�usion et l'espace

comme une variable. Le même modèle avec le terme de di�usion s'écrit de la forme :

∂H

∂T
= D1∆H +

(
a1 − b1H −

c1P

H + k1

)
H x ∈ Ω, T > 0

∂P

∂T
= D2∆P +

(
a2 −

c2P

H + k2

)
P x ∈ Ω, T > 0

H(0, x) = H0(x) x ∈ Ω

P (0, x) = P0(x) x ∈ Ω
∂H

∂n
=
∂P

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω

Il a été étudié par M. A. Aziz-Alaoui, pour des conditions de type Neumann aux

bords, en 2008 (voir [5]).

Les termes de la di�usion classique, ∆u et ∆v, considèrent le fait que les populations

sont distribuées de manière homogène. Sauf que, dans plusieurs phénomènes biologiques,

la distribution des populations est non-homogène. Il est nécessaire d'introduire un terme

de di�usion non-linéaire au lieu de la di�usion classique. Parmi ces modèles, nous citons

un modèle proposé, en 2009 par M. Delgado, M. Montenegro, et A. Suárez (voir

[7]), le modèle est donné par

∂u

∂t
= ∆u+ u(λ− u+ bv) x ∈ Ω, t > 0

∂v

∂t
= ∆[(1 + βu)v] + v(µ− v + cu) x ∈ Ω, t > 0

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω

v(0, x) = v0(x) x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω

Dans ce mémoire, on a étudié deux modèles, l'un avec la di�usion linéaire (classique),

et l'autre avec un terme de di�usion non-linéaire. Le travail est partagé en quatre cha-

pitres :

Le premier chapitre mentionne quelques notions de base à utiliser dans les chapitres
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suivants, il est inspiré de quelques références comme le livre de P. Auger, C. Lett et J.

C. Poggiale [1], et le livre de J. Smoller [12].

Dans le deuxième chapitre, nous avons étudié le modèle de proie-prédateur avec

modi�cation de Leslie-Gower sans et avec di�usion, et la présentation numérique des

résultats de cette étude a été faite dans le troisième chapitre.

Dans le quatrième chapitre, on a cherché les cas de la non-existence des points

d'équilibre, non-triviaux, du modèle de Lotka-Volterra avec un terme de di�usion non-

linéaire.



Chapitre 2

Préliminaires

Sommaire

2.1 Systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Quelques outils pour les systèmes dynamiques . . . . . . . . . . 5

2.2.1 Stabilité locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.2 Stabilité globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3 Résultats fondamentaux des systèmes de réaction-di�usion . . 7

2.3.1 Domaine positivement invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions de base sur les équations di�érentielles

ordinaires, qu'on va utiliser dans les chapitres suivants.

2.1 Systèmes dynamiques

Dans cette partie, I = [t0 t0 +A] ⊂ R est un intervalle non-vide, U est un ouvert de

Rn.

Dé�nition 1 (Système dynamique)

Soient x : R→ Rn et f : U → Rn.

Un système dynamique est une relation du type

x′(t) = f(t, x(t)). (2.1)
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Dé�nition 2 (Domaine positivement invariant)

Un ensemble Σ est dit positivement invariant pour le système (2.1)

si x(t0) ∈ Σ alors x(t) ∈ Σ∀ t ∈ I.

Dé�nition 3 (isoclines zéros)

Les isoclines zéros sont des ensembles des points de Rn, où l'une des composantes du

vecteur vitesse est nulle.

i. e. une isoclines zéro véri�e :

x′i(t) = fi(t, x(t)) = 0

pour 1 ≤ i ≤ n �xé.

Dans la partie suivante, on considère le système autonome suivant : x′(t) = f(x(t))

x(t0) = x0

(2.2)

où x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))T et f(x) : U ∈ Rn → Rn telle que

f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x))T .

2.2 Quelques outils pour les systèmes dynamiques

Ici, on présente quelques théorèmes qui sont intéressants pour étudier les systèmes

dynamiques. Commençons par la dé�nition d'un point d'équilibre.

Dé�nition 4 (point d'équilibre d'un système dynamique)

Un point d'équilibre du système (2.2) est le point x̃ ∈ U , tel que

f(x̃) = 0.

Théorème 2.1 (Théorème de comparaison)

Soient u et v deux fonctions dé�nies sur R+.

Si
du

dt
≤ dv

dt
(2.3)
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et

u(0) ≤ v(0) (2.4)

Alors

∀t ∈ R+; u(t) ≤ v(t).

Lemme 2.1 (Lemme de Gronwall)

Soit φ une fonction absolument continue, satisfait l'inégalité di�érentielle suivante :

dφ(t)

dt
+ α1φ(t) ≤ α2, t ≥ 0, où (α1, α2) ∈ R2, α1 6= 0

Alors,

∀ 0 ≤ T̃ ≤ t, φ(t) ≤ α2

α1

−
(
α2

α1

− φ(T̃ )

)
e−α1(t−T̃ ).

2.2.1 Stabilité locale

Dé�nition 5

On dit qu'un point d'équilibre x̃ du système (2.2) est localement stable, si pour chaque

condition initiale x0 autour de x̃, la solution reste proche de x̃.

i. e.

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ‖ x̃− x0 ‖< δ ⇒ ∀t ≥ 0 ‖ x(t)− x̃ ‖< ε.

De plus, si

lim
t→+∞

‖ x(t)− x̃ ‖= 0

on dit que x̃ est localement asymptotiquement stable.

Pour étudier cette stabilité locale, on linéarise le système (2.2) autour du point d'équlibre,

on obtient le système linéarisé suivant

u̇ = Df(x̃)u

où Df(x̃) et la matrice Jacobienne de f calculer au point x̃.
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Théorème 2.2

Si toutes les valeurs propres de Df(x̃) sont de partie réelle strictement négative, alors x̃

est localement asymptotiquement stable pour le système (2.2).

Le point x̃ est instable si au moins l'une des valeurs propres de Df(x̃) est de partie réelle

strictement positive.

2.2.2 Stabilité globale

La théorie de Lyapunov est largement utilisée pour démontrer la stabilité globale des

points d'équilibre. Ici, nous en présentons le théorème de Lyapunov.

Théorème 2.3 (Théorème de Lyapunov)

Soit x = 0 un point d'équilibre du système :

X ′(t) = F (X)

Soit : V : Rn → R une fonction continue di�érentiable, telle que :

V (0) = 0 et V (X) > 0, ∀X 6= 0

‖ x ‖→ ∞⇒ V (x)→∞
dV

dt
< 0, ∀X 6= 0

Alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable.

2.3 Résultats fondamentaux des systèmes de réaction-

di�usion

Dé�nition 6 (point d'équilibre)

un point d'équilibre x est une solution du système d'équations aux dérivées partielles, qui

ne dépend pas de temps. i. e.
∂x

∂t
= 0.
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Dé�nition 7 (Formule de Green)

Soit Ω un domaine de R2, et n(x) sa normale extérieur au point x. Soient u, v deux

fonctions régulières, alors :∫
Ω

(∆u)vdx =
∫
∂Ω

∂u

∂n
vdσ −

∫
Ω
∇u.∇vdx

=
∫

Ω
u∆v +

∫
∂Ω

(
∂u

∂n
v − ∂v

∂n
u

)
∫

Ω

(∆u)vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂n
vdσ −

∫
Ω

∇u.∇vdx.

2.3.1 Domaine positivement invariant

Dans cette partie, on considère un système de la forme :
∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+M

∂u

∂x
+ f(u, t) t > 0

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω
(2.5)

où u = (u1, u2, ..., un), M = diag(m1,m2, ...,mn) ∈ Rn, D = (d1, d2, ..., dn) ∈ Rn
+, et f

de classe C1(Rn × R+,Rn).

avant de présenter le théorème, nous avons dé�ni la fonction quasi-convexe.

Dé�nition 8 (fonction quasi-convexe)

Une fonction G : Rn → R est dite quasi-convexe en v, si chaque fois que dGv(η) = 0,

alors d2Gv(η, η) ≥ 0.

Maintenant considérons le domaine Σ de la forme :

Σ =
m⋂
i=1

{v ∈ U : Gi(v) ≤ 0}

Théorème 2.4 (Ensemble invariant) [12]

Supposons que pour tout t ∈ R+, et pour tout v0 ∈ ∂Ω, (alors Gi(v0) = 0 ∀i), les

conditions suivantes sont véri�ées :
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1. dGi au point v0 est un vecteur propre Ã gauche de D(v0, x) et M(v0, x) pour tout

x ∈ R.

2. Si dGiD(v0, x) = µdGi, avec µ 6= 0, alors Gi est quasi-convexe.

3. dGi(f) < 0 en v0.

Alors Σ est un ensemble invariant pour le système (2.5).

Dans la section précédente, on a présenté le théorème de Lyapunov, maintenant, nous

présentons le principe d'invariance de LaSalle, qui est aussi très utilisé pour étudier le

comportement asymptotique des solutions des systèmes d'équations di�érentielles.

Théorème 2.5 (Théorème d'invariance de LaSalle) [8]

Soit Ω un compact invariant de D ⊂ Rn, et soit V une fonction C1(D,R) telle que la

fonction V̇ est semi-dé�nie négative sur Ω ( i. e. V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ω).

Soit M ⊂ Rn le plus grand sous ensemble invariant de E, avec E :={x ∈ Ω, V̇ (x) = 0}.

Alors : toute solution commençant dans Ω converge vers M quand t→∞.
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3.1 Introduction

Ce chapitre fait l'objet d'une étude mathématique d'un modèle proie-prédateur pré-

senté par Pr. Aziz Allaoui dans [5]

Il s'agit du système de réaction di�usion avec fonction de réponse Holling-type-q, et
modi�cation de Leslie-Gower.

La formulation de Leslie-Gower est basée sur l'hypothèse que la réduction dans une po-

pulation de prédateur a une relation réciproque avec la disponibilité de sa nourriture
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préférée, donc, Leslie a introduit un modèle de proie-prédateur, où la capacité limite

de l'environnement du prédateur est proportionnel au nombre des proies. Le modèle

dynamique est présenté par :
dH

dT
=

(
a1 − b1H −

c1P

H + k1

)
H

dP

dT
=

(
a2 −

c2P

H + k2

)
P

(3.1)

Et le modèle réaction-di�usion associe est :
∂H

∂T
= D1∆H +

(
a1 − b1H −

c1P

H + k1

)
H

∂P

∂T
= D2∆P +

(
a2 −

c2P

H + k2

)
P

(3.2)

avec  H(0, x) = H0(x) ≥ 0

P (0, x) = P0(x) ≥ 0
x ∈ Ω

et
∂H

∂ν
=
∂P

∂ν
= 0 x ∈ ∂Ω

Où Ω ⊂ Rn, n = 1, 2 est un domaine borné.

H et P représentent les densitées des populations. Les paramètres du modèle sont pré-

sentés dans le tableau (3.1), ils sont strictement positifs.

3.2 Étude qualitative du modèle

Dans cette partie nous allons présenter des résultats intéressants sur la bornitude des

solutions du modèle, ainsi que les points d'équilibre et la stabilité globale de ces points.

Et pour simpli�er les calculs, considérons le changement des variables suivant :

x = (
a1

D1

)
1
2X, y = (

a1

D1

)
1
2Y

u(t) =
b1

a1

H(T ), v(t) =
c2b1

a1a2

P (T )

t = a1T, a =
a2c1

a1c2

, b =
a2

a1

e1 =
b1k1

a1

, e2 =
b1k2

a1

, δ =
D2

D1

.
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Table 3.1 � Paramètres du modèle

Paramètre Description

a1 taux de croissance de proie

b1 la force de la concurrence entre les proies

c1 la valeur maximale de taux de réduction des proies qui peut atteindre

par individu

k1 la mesure dans laquelle l'environnement o�re une protection á proies

a2 taux de croissance de prédateur

c2 la valeur maximale de taux de réduction des prédateurs qui peut atteindre

par individu

k2 la mesure dans laquelle l'environnement o�re une protection á prédateurs

D1 le taux de di�usion des proies

D2 le taux de di�usion des prédateurs

Donc,

∂H

∂T
=
a1∂H

∂t
=
a2

1

b1

∂u

∂t

et

∂2H

∂X2
+
∂2H

∂Y 2
=

a1

D1

(
∂2H

∂x2
+
∂2H

∂y2

)
⇒ D1∆H =

a2
1

b1

∆u

pour la fonction de réponse :

(
a1 − b1H −

c1P

H + k1

)
H =

(
a1 − a1u−

c1a1a2v

c2b1

v
a1
b1
u+ k1

)
a1
b1
u

=

(
1− u− av

u+ e1

)
a2

1

b1

u

même calcul pour la deuxième equation, on a :
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∂P

∂T
=
a1∂P

∂t
=
a2

1a2

c2b1

∂v

∂t

et

∂2P

∂X2
+
∂2P

∂Y 2
=

a1

D1

(
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2

)
⇒ D2∆P =

D2a
2
1a2

D1c2b1

∆v = δ
a2

1a2

c2b1

∆v

(
a2 −

c2P

H + k2

)
P =

(
a2 −

a1a2

b1

v
a1
b1
u+ k2

)
=

(
a2 − a2

v

u+ e2

)
a1a2

c2b1

v

= b

(
1− v

u+ e2

)
a2

1a2

c2b1

v

.

Aprés remplacement dans (3.1) et (3.2), on trouve les deux systèmes suivants :
du

dt
= u

(
1− u− av

u+ e1

)
= f(u, v)

dv

dt
= bv

(
1− v

u+ e2

)
= g(u, v)

x ∈ Ω, t > 0 (3.3)

et


∂u

∂t
= ∆u+ f(u, v)

∂v

∂t
= δ∆v + g(u, v)

x ∈ Ω, t > 0 (3.4)

avec les conditions du Neumann sur le bord, elles sont données par :

∂u

∂n
=
∂v

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω u(0, x) = u0(x)

v(0, x) = v0(x)
x ∈ Ω

Où Ω ⊂ Rn, n = 1, 2 est un domaine borné.
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3.2.1 Bornitude de la solution

Dans cette partie, on va démontrer l'existence, dans R2
+, d'un domaine positivement

invariant, par le théorème suivant :

Théorème 3.1 On note par :

Σ =
{

(u, v) ∈ R2, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ u+ v ≤ A
}

où

A =
5b+ (1 + b)2(1 + e2)

4b

1. Σ est positivement invariant pour le système (3.3)

2. Σ est positivement invariant pour le système (3.4)

preuve

Soit le graphe du domaine Σ qui est présenté par la �gure (3.1).

 

   

𝑢 
 0 

 
1 

 

𝐴 
 

𝑣 
 

   

Figure 3.1 � Domaine Σ

tout d'abord remarquons que R2
+ est positivement invariant pour les deux systèmes (3.3),

et (3.4), car les axes u = 0 et v = 0 sont des isoclines, donc les trajéctoires ne les coupent
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pas, ce qui démontre que u ≥ 0 et v ≥ 0.

Reste à montrer que u ≤ 1 et u+ v ≤ A pour les systèmes (3.3) et (3.4).

système (3.3)

Commençons par u ≤ 1 :

On a
du

dt
= u

(
1− u− av

u+ e1

)
≤ u(1− u)

car

a > 0, v(t) ≥ 0, u(t) ≥ 0, e1 > 0.

Comme

x(t) =
1

1 + ce−t

est la solution de l'équation
dx

dt
= x(1− x) avec c =

1

u(0)
− 1, et d'après le théorème de

comparaison (voir le théorème 2.1)

u(t) ≤ x(t) ≤ 1.

Maintenant, montrons que u+ v ≤ A.

En fait, considérons la fonction σ(t) = u(t) + v(t), donc

dσ

dt
=

du

dt
+
dv

dt

= u

(
1− u− av

u+ e1

)
+ bv

(
1− v

u+ e2

)
≤ u(1− u) + bv

(
1− v

u+ e2

) (
av

u+ e1

≥ 0

)
≤ 1

4
+ bv

(
1− v

u+ e2

) (
maxR+ u(1− u) = 1

4

)
≤ 1

4
− σ(t) + u+ v + bv

(
1− v

u+ e2

)
dσ

dt
+ σ(t) ≤ 1

4
+ 1 + bv

(
1 + 1

b
− v

u+ e2

)
(u(t) ≤ 1)

Pour calculer

max
R+

[
v

(
1 +

1

b
− v

u+ e2

)]
≤ max

R+

[
v

(
1 +

1

b
− v

1 + e2

)]
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on considère la fonction

h(v) = v

(
1 +

1

b
− v

1 + e2

)
dont sa première dérivée et :

h′(v) = 1 +
1

b
− 2v

1 + e2

h′(ṽ) = 0⇒ ṽ =
(1 + e2)(1 + b)

2b

et

h′′(v) |ṽ=
−2

1 + e2

< 0

donc

max
R+

[
v

(
1 +

1

b
− v

u+ e2

)]
≤ h(ṽ) =

(1 + b)2(1 + e2)

4b2
.

Alors
dσ

dt
+ σ(t) ≤ 5

4
+

(1 + b)2(1 + e2)

4b

≤ 5b+ (1 + b)2(1 + e2)

4b
= A

Grâce au lemme de Gronwall (voir lemme 2.1) pour : α1 = 1, et α2 = A, on a

∀0 ≤ T̃ ≤ t : σ(t) ≤ A(1− σ(T̃ ))e−(t−T̃ )

pour T̃ = 0, on trouve

σ(t) ≤ A(1− σ(0))e−t.

Ensuite, comme (u(0), v(0)) ∈ Σ, on obtient

u(t) + v(t) ≤ 5b+ (1 + b)2(1 + e2)

4b
.

système (3.4)

Pour le système (3.4), on applique le théorème 2.4, avec

F =

 u

(
1− u− av

u+ e1

)
bv

(
1− v

u+ e2

)


Prenons les fonctions suivantes :

P1(u, v) = u
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P2(u, v) = u+ v

Le long de trajectoire u = 1 on a,

(∇P1, F ) = −
(

av

1 + e1

)
≤ 0

En plus, sur la trajectoire u+ v = A on a,

(∇P2, F ) =
∂u

∂t
+
∂v

∂t

=
∂

∂t
(u+ v)

= 0

≤ 0

Utilisons le théorème 2.4. Donc, Σ est positivement invariant pour le système (3.4).

3.2.2 Points d'équilibre

Les deux systèmes (3.3) et (3.4) ont des points d'équilibre, triviaux et non-triviaux.

Les points d'équilibre triviaux sont donnés par :

E0 = (0, 0); E1 = (1, 0); E2 = (0, e2)

en e�et : 
u

(
1− u− av

u+ e1

)
= 0

bv

(
1− v

u+ e2

)
= 0

Ce qui implique que, 
u = 0 ou

(
1− u− av

u+ e1

)
= 0

v = 0 ou

(
1− v

u+ e2

)
= 0

(0, 0) : Ce point d'équilibre représente l'éxtinction des deux populations.

(ū, 0) : Ce point d'équilibre implique l'éxtinction de prédateur.

(0, v̄) : Ce point d'équilibre représente l'éxtinction de proie.

(u∗, v∗) : Ce point d'équilibre représente la coexistence des deux populations.
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proposition 3.1 Si la condition

ae2 < e1 (3.5)

est véri�ée, alors le système (3.3) admet un point d'équilibre unique (u∗, v∗) à l'intérieur

de R2
+.

preuve (u∗, v∗) véri�e le système suivant (u 6= 0, v 6= 0) :
1− u ∗ − av∗

u ∗+e1

= 0

1− v∗
u ∗+e2

= 0
⇒

 (1− u∗)(u ∗+e1)− av∗ = 0

v∗ = u ∗+e2

on remplace v∗ dans la première équation, on obtient :

−u ∗2 +(1− e1 − a)u ∗ −(ae2 − e1) = 0,

donc, le discriminant est donné par

∆ = (1− e1 − a)2 − 4(ae2 − e1).

Sous la condition (3.5), on déduit que ∆ > 0

ce qui donne :

u∗+ =
(1− e1 − a) + ∆

1
2

2

u∗− =
(1− e1 − a)−∆

1
2

2

Or, (u∗+).(u∗−) = (ae2 − e1), donc (u∗+).(u∗−) < 0 ce qui implique que : u∗+ > 0 et

u∗− < 0.

Alors, à l'intérieur de (R+)2, il existe un unique point d'équilibre donnée comme suit

(u∗, v∗) =

(
(1− e1 − a) + ((1− e1 − a)2 − 4(ae2 − e1))

1
2

2
, u ∗+e2

)
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Remarque 3.1 L'état d'équilibre du système (3.3) est le même état d'équilibre du sys-

tème (3.4).

Car si u∗ = Cte alors ∆u∗ = 0.

Remarque 3.2 Là on traite uniquement les points d'équilibres constants, car on tra-

vaille sur R1 et R2 à la fois.

3.2.3 Stabilité locale des points d'équilibre

proposition 3.2

i) E0 et E1 sont instables.

ii) Si

ae2 > e1

alors, E2 est localement asymptotiquement stable.

iii) E3 = (u∗, v∗) est localement asymptotiquement stable.

Démenstration Le signe des valeurs propres de la matrice jacobienne du système (3.3)

au point d'équilibre nous permet de connaitre les conditions de la stabilité locale. En fait

DF (u, v) =


∂f

∂u
(u, v)

∂f

∂v
(u, v)

∂g

∂u
(u, v)

∂g

∂v
(u, v)



=


1− 2u− ave1

(u+ e1)2

−au
u+ e1

bv2

(u+ e2)2
b

(
1− 2v

u+ e2

)
 .

i) Pour E0 et E1, on a

DF (E0) =

 1 0

0 b
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DF (E1) =

 −1 − a
e1

0 b


comme b > 0, alors E0 et E1 sont instables.

ii) Et pour E2

DF (E2) =

 1− ae2

e1

0

b −b


si ae2 > e1, donc les valeurs propres de DF (E2) sont :

λ1 = 1− ae2

e1

< 0

et

λ2 = −b < 0

ce qui implique que E2 est localement asymptotiquement stable. Par contre si ae2 < e1,

E2 devient instable.

iii) De même pour E3, on trouve

DF (E3) =

 1− 2u ∗ − av ∗ e1

(u ∗+e1)2
− au∗
u ∗+e1

bv∗2

(u ∗+e2)2
b

(
1− 2v∗

(u ∗+e2)

)


on utilise les deux relations : 
1− u ∗ − av∗

u ∗+e1

= 0

1− v∗
u ∗+e2

= 0

pour simpli�er les valeurs de DF (E3), on trouve

DF (E3) =

 −u∗2 − au∗
u ∗+e1

b −b

 .
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Si λ1 et λ2 sont deux valeurs propres de DF (E3) alors,

λ1 + λ2 = tr(DF (E3)) = −u ∗2 −b < 0

λ1λ2 = det(DF (E3)) = bu ∗2 +b
au∗

u ∗+e2

> 0

il résulte que λ1 < 0, et λ2 < 0, et par suite E3 est localement asymptotiquement stable.

3.2.4 Stabilité globale

Ici, on s'intéresse à la stabilité globale de (u∗, v∗) pour les système (3.3) et (3.4),

pour caractériser la coexistence des proies et des prédateurs.

Théorème 3.2 Si la condition

1 ≤ e1 ≤ e2 (3.6)

et la condition (3.5) sont satisfaisantes, alors (u∗, v∗) est globalement asymptotiquement

stable pour le système (3.3), et pour le système (3.4).

Preuve Soit la fonction l : R2
+ 7−→ R dé�nie par :

l(u, v) =

∫ u

u∗

(η − u∗)(η + e1)

aη(η + e2)
dη +

u ∗+e2

bv∗

∫ v

v∗

η − v∗
η

dη

Considérons ensuite la fonction L : R2
+ 7−→ R

L(u, v) =

∫
Ω

l(u, v) =

∫
Ω

(∫ u

u∗

(η − u∗)(η + e1)

aη(η + e2)
dη +

u ∗+e2

bv∗

∫ v

v∗

η − v∗
η

dη

)
dx

Montrons que l est une fonction de Lyapunov du système (3.3).

l(u∗, v∗) =

∫ u∗

u∗

(η − u∗)(η + e1)

aη(η + e2)
dη +

u ∗+e2

bv∗

∫ v∗

v∗

η − v∗
η

dη = 0

l(u, v) > 0, ∀(u, v) 6= (u∗, v∗).

Car,

l(u, v) =

∫ u

u∗
l1(u) +

u ∗+e2

bv∗

∫ v

v∗
l2(v),
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avec (u, v) ∈ R2
+.

Pour
∫ u

u∗
l1 :, si 0 < u < u∗, alors on a,

∫ u

u∗
l1(u) = −

∫ u∗

u

l1(u) =

∫ u∗

u

(u ∗ −η)(η + e1)

aη(η + e2)
dη > 0

par ailleurs, si u > u∗ ∫ u

u∗
l1(u) > 0

Et pour
∫ v

v∗
l2 :

Si 0 < v < v∗ : ∫ v

v∗
l2(v) = −

∫ v∗

v

l2(v) =

∫ v∗

v

v ∗ −η
η

dη > 0

de même, on a si v > v∗ : ∫ v

v∗
l2(v) > 0.

�nalement :

∀(u, v) 6= (u∗, v∗); l(u, v) > 0

Reste á montrer que
dl

dt
< 0.

dl

dt
(u, v) =

d

dt

(∫ u

u∗

(η − u∗)(η + e1)

aη(η + e2)
dη +

u ∗+e2

bv∗

∫ v

v∗

η − v∗
η

dη

)
=

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

du

dt
+
u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

dv

dt

utilisons : v∗ = u ∗+e2

dl

dt
(u, v) =

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)
u

(
1− u− av

u+ e1

)
+
u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

bv

(
1− v

u+ e2

)
=

(u− u∗)
a(u+ e2)

((u+ e1)(1− u)− av) + (v − v∗)
(

1− v

u+ e2

)
=

u− u∗
a(u+ e2)

((1− u)(u+ e1)− av∗) +
(u− u∗)(v ∗ −v)

u+ e2

+ (v − v∗)
(

v∗
u ∗+e2

− v

u+ e2

)
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utilisons : av∗ = (1− u∗)(u ∗+e1) et v∗ = u ∗+e2

dl

dt
(u, v) =

u− u∗
a(u+ e2)

((1− u)(u+ e1)− (1− u∗)(u ∗+e1)) +
(u− u∗)(v ∗ −v)

u+ e2

+ (v − v∗)
(
v ∗ u− vu ∗+e2(v ∗ −v)

(u ∗+e2)(u+ e2)

)
=

u− u∗
a(u+ e2)

(u+ e1 − u2 − ue1 − u ∗ −e1 + u ∗2 +u ∗ e1) +
(u− u∗)(v ∗ −v)

u+ e2

+ (v − v∗)
(
v ∗ u− vu ∗+v ∗ u ∗ −v ∗ u ∗+e2(v ∗ −v)

(u ∗+e2)(u+ e2)

)
=

u− u∗
a(u+ e2)

(u− u ∗+u ∗2 −u2 + (u ∗ −u)e1) +
(u− u∗)(v ∗ −v)

u+ e2

+ (v − v∗)
(
v ∗ (u− u∗)− u ∗ (v − v∗)− e2(v − v∗)

(u ∗+e2)(u+ e2)

)
=

u− u∗
a(u+ e2)

(u− u ∗+u ∗2 −u2 + (u ∗ −u)e1) +
(u− u∗)(v ∗ −v)

u+ e2

+ (v − v∗)
(
v ∗ (u− u∗)− (u ∗+e2)(v − v∗)

(u ∗+e2)(u+ e2)

)
=

u− u∗
a(u+ e2)

(u ∗ −u)(−1 + u ∗+u+ e1) +
(u− u∗)(v ∗ −v)

u+ e2

+ (v − v∗)
(

(u− u∗)− (v − v∗)
(u+ e2)

)
= −(u− u∗)2

a(u+ e2)
(u ∗+u+ e1 − 1) +

(v − v∗)
u+ e2

(−(u− u∗) + (u− u∗)− (v − v∗))

= −(u− u∗)2

a(u+ e2)
(u ∗+u+ e1 − 1)− (v − v∗)2

u+ e2

donc il est clair que sous la condition (3.6), et par le théorème de Lyapunov (2.3), (u∗, v∗)
est globalement asymptotiquement stable.

Pour le système (3.4) on montre que L est une fonction de Lyapunov.

l(u∗, v∗) = 0 =⇒ L(u∗, v∗) = 0

l(u, v) > 0 =⇒ L(u, v) > 0

dL

dt
(u, v) =

d

dt

[∫
Ω

(∫ u

u∗

(η − u∗)(η + e1)

aη(η + e2)
dη +

u ∗+e2

bv∗

∫ v

v∗

η − v∗
η

dη

)
dx

]
=

∫
Ω

[
d

dt

(∫ u

u∗

(η − u∗)(η + e1)

aη(η + e2)
dη

)
+
d

dt

(
u ∗+e2

bv∗

∫ v

v∗

η − v∗
η

dη

)]
dx
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car l est dé�nie, continue et dérivable sur Int(R2
+)

dL

dt
(u, v) =

∫
Ω

[
(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

du

dt
+
u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

dv

dt

]
dx

=

∫
Ω

(
(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

(
∆u+ u

(
1− u− av

u+ e1

)))
dx

+

∫
Ω

(
u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

(
δ∆v + bv

(
1− v

u+ e2

)))
dx

=

∫
Ω

(
(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

(
u

(
1− u− av

u+ e1

)))
dx

+

∫
Ω

(
u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

(
bv

(
1− v

u+ e2

)))
dx

+

∫
Ω

(
∆u

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)
+ δ∆v

u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

)
dx

= −
∫

Ω

(
(u− u∗)2

a(u+ e2)
(u ∗+u+ e1 − 1) +

(v − v∗)2

u+ e2

)
dx

+

∫
Ω

(
∆u

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)
+ δ∆v

u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

)
dx

On applique la formule de Green et en supposant que le �ux est nul sur le bord de Ω,

on trouve :

S =

∫
Ω

(
∆u

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)
+ δ∆v

u ∗+e2

bv∗
v − v∗
v

)
dx

= −
∫

Ω

∇u.∇
(

(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

)
dx− δu ∗+e2

bv∗

∫
Ω

∇v.∇
(
v − v∗
v

)
dx

= −
∫

Ω

| ∇u |2 d

du

(
(u− u∗)(u+ e1)

au(u+ e2)

)
dx− δu ∗+e2

bv∗

∫
Ω

| ∇v |2 d

dv

(
v − v∗
v

)
dx

= −
∫

Ω

| ∇u |2
(
e2 − e2 + u∗
a(u+ e2)2

+
u ∗ e1(2u+ e2)

a(u2 + ue2)2

)
dx− δu ∗+e2

bv∗

∫
Ω

| ∇v |2 v∗
v2
dx

Donc sous la condition (3.6) on a :

dL

dt
(u, v) < 0, ∀(u, v) ∈ R2 \ {(u∗, v∗)}

Donc après le principe d'invariance de LaSalle (2.5), avec E = {(u∗, v∗)}, (u∗, v∗) est

globalement asymptotiquement stable.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a traité un modèle de proie-prédateur avec di�usion linéaire. On

a commencé par l'étude du système sans di�usion. Ensuite, on a fait l'étude du système
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avec di�usion.

Cette étude contient

• La bornitude de la solution, ceci en démontrant l'existence d'un ensemble positi-

vement invariant.

• Les points d'équilibre.

• Les conditions pour avoir la coexistence des proies et des prédateurs (la stabilité

globale du point d'équilibre non-trivial).
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons, dans une première partie, les simulations numé-

riques associées aux systèmes :
du

dt
= u

(
1− u− av

u+ e1

)
dv

dt
= bv

(
1− v

u+ e2

) x ∈ Ω, t > 0 (4.1)

et 
∂u

∂t
= ∆u+ u

(
1− u− av

u+ e1

)
∂v

∂t
= δ∆v + bv

(
1− v

u+ e2

) x ∈ Ω, t > 0 (4.2)
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avec les conditions du Neumann sur le bord, ils sont données par :

∂u

∂n
=
∂v

∂n
= 0; x ∈ ∂Ω u(0, x) = u0(x)

v(0, x) = v0(x)
x ∈ Ω

Où Ω ⊂ R est un domaine borné.

Par ailleurs, une partie importante serait consacrée à l'étude de l'existence d'une solution

numérique, non-constante, du système avec di�usion, c'est à dire :
∆u+ u

(
1− u− av

u+ e1

)
= ∆u+ f(u, v) = 0

δ∆v + bv

(
1− v

u+ e2

)
= δ∆v + g(u, v) = 0

x ∈ Ω

∂u

∂n
=
∂v

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω

. (4.3)

Pour la recherche de cette solution, on a réalisé un schéma numérique.

4.2 Système dynamique

Pour la résolution numérique du système (4.1), on utilise la fonction prédé�nie en

MATLAB ODE45.

Rappelons que :

� E0 et E1 sont instables.

� Si ae2 > e1, alors E3 n'existe pas, et E2 est localement asymptotiquement stable.

� Si ae2 < e1, E2 devient instable, et E3 est stable.

La �gure (4.1) est représentée sous la condition ae2 < e1. D'autre part, les paramètres

choisis dans la �gure (4.2) véri�ent la condition ae2 > e1.

4.3 Système avec di�usion

Pour le système (4.2), on utilise la fonction prédé�nie en MATLAB pdepe.

La �gure (4.3) est représentée sous les conditions de la stabilité globale, (voir les condi-
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Figure 4.1 � a = 1.1, b = 0.2, e1 = 0.3, e2 = 0.1

Figure 4.2 � a = 1, b = 0.2, e1 = 0.5, e2 = 0.6

tions 3.5 et 3.6)

Remarque 4.1 Sous quelques valeurs des paramètres du modèle (4.2), on peut avoir

numériquement une solution périodique du système, mais reste à montrer ça mathéma-

tiquement.
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Figure 4.3 � a = 0.2, b = 0.5, e1 = 1.1, e2 = 1.7, δ = 0.5

Figure 4.4 � t ∈ [0, 300]

Soient les paramètres suivants

a = 1.1, b = 0.02, e1 = 0.3, e2 = 0.1, δ = 1.

Les �gures (4.4 et 4.5) représentent des solutions périodiques du système (4.2) dans deux

intervalles du temps t ∈ [0, 300] et t ∈ [0, 2000].
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Figure 4.5 � t ∈ [0, 2000]

4.4 Points d'équilibre

Maintenant, pour calculer les points d'équilibre du système (4.2), on va résoudre le

système 
∆u+ f(u, v) = 0

δ∆v + g(u, v) = 0
x ∈ Ω

∂u

∂n
=
∂v

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω

⇒


∆u+ f(u, v) = 0

∆v +
g(u, v)

δ
= 0

x ∈ Ω

∂u

∂n
=
∂v

∂n
= 0 x ∈ ∂Ω

Prenons Ω = [0, 10] ⊂ R.

Soient N ∈ N, et h =
10

N + 1
. Donc ∀ 1 ≤ i ≤ N, xi = ih ∈ Ω et (ui, vi) '

(u(xi), v(xi)) véri�e le problème (4.3).

On utilise la méthode de Newton pour calculer F (U) = 0, et G(V ) = 0. Où U =

(u1, u2, ..., uN), V = (v1, v2, ..., vN).

Nous considérons le schéma de calcul numérique des dérivées suivant :
∆u(xi) = u′′(xi) '

ui−1 − 2ui + ui+1

h2

∆v(xi) = v′′(xi) '
vi−1 − 2vi + vi+1

h2

i = 1..N
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avec les conditions aux bords,

 u′(0) = u′(10) = 0

v′(0) = v′(10) = 0
⇒


u0 = u1

uN = uN+1

v0 = v1

vN = vN+1

donc, on obtient les deux systèmes suivants :

F (U) =



−u1 + u2

h2
+ u1

(
1− u1 −

av1

u1 + e1

)
...

ui−1 − 2ui + ui+1

h2
+ ui

(
1− ui −

avi
ui + e1

)
...

uN−1 − uN
h2

+ uN

(
1− uN −

avN
uN + e1

)


=



0
...

0
...

0


Et

G(V ) =



−v1 + v2

h2
+
b

δ
v1

(
1− v1

u1 + e2

)
...

vi−1 − 2vi + vi+1

h2
+
b

δ
vi

(
1− vi

ui + e2

)
...

vN−1 − vN
h2

+
b

δ
vN

(
1− vN

uN + e2

)


=



0
...

0
...

0


Rappelons que la méthode de Newton pour calculer f(x) = 0 en dimension 1 est donné

par,

xn+1 = xn − 1

f ′(xn)
f(xn)

et en dimension N ,

xn+1 = xn −Df−1(xn).f(xn)

où n ∈ N, représente les itérations, et Df−1 est la matrice inverse de la matrice Jaco-

bienne de f .

Appliquons sur notre système, on trouve, Un+1 = Un −DF−1(Un)(F (Un))

V n+1 = V n −DG−1(V n)(G(V n))
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où DF (Un) (respectivement DG(V n)) est la matrice Jacobienne de F (resp. G), calculer

au point Un (resp. V n).

Donc,

DF (Un) = A+ diag

(
1− 2ui −

avie1

(ui + e1)2

)
et

DG(Un) = A+ diag

(
β

δ

(
1− 2vi

ui + e2

))
où A est la matrice dé�nie par :

A =



−1

h2

1

h2
0 · · · 0

1

h2

−2

h2

. . . . . .
...

0
. . . . . .

1

h2
0

...
. . .

1

h2

−2

h2

1

h2

0 · · · 0
1

h2

−1

h2


.

On arrête notre algorithme quand

‖ Un+1 − Un ‖< ε

‖ V n+1 − V n ‖< ε

Utilisons MATLAB pour appliquée le schema, avec le choix de N = 500 et ε = 0.01,

c'est à dire, le test d'arrêt est choisi comme suit :

max{‖ DG−1(V n)(G(V n)) ‖, ‖ DF−1(Un)(F (Un)) ‖} < ε.

Commençons par les vecteurs initiaux,

U0 = V 0 = (1, ..., 1)T

Après l'exécution, on obtient une solution du problème (4.3), point d'équilibre du sys-

tème (4.2), ce qui est représentée dans la �gure (4.6).
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Figure 4.6 � a = 0.2, b = 0.5, e1 = 1.1, e2 = 1.7, δ = 1/2

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu les simulations numériques des deux systèmes :
du

dt
= u

(
1− u− av

u+ e1

)
= f(u, v)

dv

dt
= bv

(
1− v

u+ e2

)
= g(u, v)

x ∈ Ω, t > 0

et


∂u

∂t
= ∆u+ f(u, v)

∂v

∂t
= δ∆v + g(u, v)

x ∈ Ω, t > 0

Si

ae2 < e1 et 1 ≤ e1 ≤ e1

alors, le point d'équilibre non-triviale

(u∗, v∗) =

(
(1− e1 − a) + ((1− e1 − a)2 − 4(ae2 − e1))

1
2

2
, u ∗+e2

)
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est globalement asymptotiquement stable.

Sous quelques conditions, nous avons vu numériquement l'existence d'une solution

périodique du deuxième système.

Par ce choix des paramètres :

a = 0.2; b = 0.5; e1 = 1.1; e2 = 1.7 δ =
1

2
,

et par la méthode de Newton (pour calculer F (U) = 0, et G(V ) = 0), on a vu l'existence

d'un point d'équilibre non-constant du système (4.2).
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5.1 Introduction

Jusqu'ici, nous avons étudié le modèle de proie-prédateur avec des termes de di�usion

linéaire ∆u et ∆v.

∆u implique que la probabilité de déplacement de la population u est équivalante

dans toutes les directions, ce qui n'est pas toujours réaliste dans la nature, par exemple

dans les rivières, les courants d'eaux, ou bien dans les forets.

Dans ce cas, on utilise des modèles qui réalisent ce phénomène, c'est ∆(f(u)) ou bien

∆(f(x)u).
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Dans ce chapitre, nous étudions un modèle symbiotique avec di�usion non-linéaire,

ce modèle est donné par,

∂u

∂t
= ∆u+ u(λ− u+ bv)

∂v

∂t
= ∆[(1 + βu)v] + v(µ− v + cu)

t ≥ 0, x ∈ Ω

u(0, x) = u0(x)

v(0, x) = v0(x)
x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω

L'objectif du chapitre est d'étude de la non-existence du point de coexistence.

5.2 Dé�nitions et Notations

Avant d'étudier le modèle, nous proposons les dé�nitions et les notations suivantes :

symbole signi�cation

λ1(a, b) la valeur propre principale du problème (5.1)

λ1(b) λ1(1, b)

λ1 la première valeur propre du laplacien, i. e. λ1(1, 0)

θγ la solution positive du problème (5.2)

aM maxx∈Ω̄ a(x)

Ω un domaine borné de RN , N ≥ 1

Soient a(x), b(x) ∈ C(Ω), tel que a(x) ≥ Cte > 0 et b(x) ≥ 0.

Prenons le problème suivant, −∆[a(x)u] + b(x)u = λu x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
(5.1)

Théorème 5.1 [10]

La valeur propre principale λ1(a, b) du problème (5.1) est simple et positive, et sa fonction

propre associée φ1 est aussi positive dans Ω.
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Maintenant, considérons le problème suivant : −∆w = w(γ − w) x ∈ Ω

w = 0 x ∈ ∂Ω
(5.2)

Pour ce problème, w = 0 est une solution. L'existence d'une solution strictement positive

de classe C2(Ω̄) dépend de la relation entre γ et la première valeur propre λ1 du laplacien.

Le théorème suivant détermine l'existence des solutions strictement positives.

Théorème 5.2 [10]

Le problème (5.2) a uniquement la solution triviale si γ ≤ λ1. par ailleurs si γ > λ1 (5.2)

a une unique solution positive.

Avant de montrer ce théorème, on va présenter un théorème sur l'existence des so-

lutions dans les problèmes des valeurs propres pour l'utiliser dans la démonstration.

Théorème 5.3 [10]

Soient ǔ et û respectivement sous et sur-solution du problème −∆u = f(u, x) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
(5.3)

si f est Lipschitzienne par rapport u, et de classe C1 pour û, ǔ, et si

∂

∂u

[
f(u, x)

u

]
< 0

alors, il existe une unique solution de ce problème telle que :

ǔ ≤ u ≤ û

preuve du théorème (5.2) Soit u une solution positive du problème (5.2). On mul-

tiplie cette équation par φ, la fonction propre associe à λ1, et on intègre sur Ω.

−
∫

Ω

φ∆w =

∫
Ω

φw(γ − w)



Chapitre 5. Points stationnaires non-triviaux d'un modèle avec di�usion
non-linéaire 38

on applique la formule de Green, avec la condition w = φ = 0 sur ∂Ω, on obtient∫
Ω

φw(γ − w) = −
∫

Ω

w∆φ =

∫
Ω

wλ1φ

ce qui donne

(γ − λ1)

∫
Ω

φw =

∫
Ω

φw2

il résulte que w = 0 si γ ≤ λ1, car φ > 0 sur Ω

Si γ > λ1, la démonstration est basée sur la méthode de sous et sur-solution.

Prenons M ≥ γ et δ > 0, alors ŵ = M est une sur-solution du problème (5.2), et si

λ1 ≤ γ − δ, alors w̌ = δφ est une sous-solution.

En e�et,

M(γ −M) ≥ 0 = −∆w

et

−δ∆φ = δλ1φ ≤ δφ(γ − δφ).

Grâce au théorème (5.3), il existe une unique solution du problème (5.2) véri�e

0 ≤ w̌ ≤ w ≤ ŵ.

5.3 Présentation du modèle

Le modèle qu'on a traité est un modèle qui est publié par M. Delgado, M. Montenegro,

et A. Suárez (voir [7]).

Le modèle est donné par

∂u

∂t
= ∆u+ u(λ− u+ bv)

∂v

∂t
= ∆[(1 + βu)v] + v(µ− v + cu)

t > 0, x ∈ Ω

u(0, x) = u0(x)

v(0, x) = v0(x)
x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω

(5.4)

où Ω ⊂ RN , N ≥ 1 est un domaine borné, avec ∂Ω ∈ C1. (i. e. ∂Ω représente un graph

d'une fonction de classe C1).
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En l'absence de la population u, l'équation de v devient logistique. De même, en l'absence

de la population v, l'équation de u devient logistique (sous forme du problème (5.2)).

Le terme ∆[(1 + βu)v] signi�e que la population u fait obstacle au déplacement des

individus de la population v.

Les points stationnaires du modèle (5.4) sont les solutions du problème :
−∆u = u(λ− u+ bv)

−∆[(1 + βu)v] = v(µ− v + cu)
x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω

(5.5)

Le modèle (5.4) a trois types des points stationnaire :

• Le point stationnaire trivial (0, 0).

• Les points stationnaire semi triviaux (0, θµ) et (θλ, 0).

• Le point stationnaire non-trivial (u∗, v∗), ce point est appelé point de coexistence,
et notre objectif est d'étude la non-existence de ce dernier point.

Rappelons que θµ (resp. θλ) est positive si µ > λ1 (resp. λ > λ1), (voir le théorème 5.1),

sinon, θµ ≡ 0 (resp. θλ ≡ 0).

D'autre part, si β = 0, le modèle (5.4) devient un modèle classique de Lotka-Volterra.

Les cas de la non-existence du point de coexistence sont donnés dans le théorème

suivant :

Théorème 5.4

1. Si µ ≤ λ1 et βλ1 ≥ c, alors, (5.5) n'a pas d'équilibre de coexistence.

2. Si µ, λ ≤ λ1 et b(c− βλ1) < 1, (5.5) n'a pas d'équilibre de coexistence.

5.4 Non-existence des Points stationnaires

Soient ϕ1, u, v des fonctions propres associées à λ1. On multiplie la première équation

du problème (5.5) par kϕ1, et la deuxième par ϕ1, on intègre et on somme les deux

équations, on obtient :

−
∫

Ω

ϕ1[k∆u+ ∆v + β∆(uv)] =

∫
Ω

ϕ1[ku(λ− u+ bv) + v(µ− v + cu)]
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remplaçons l'opérateur laplacien par sa valeur propre, on trouve :∫
Ω

ϕ1[kλ1u+λ1v+βλ1uv] =

∫
Ω

ϕ1[λku+µv]+

∫
Ω

ϕ1u
2

[
−
(v
u

)2

+ (kb+ c− βλ1)
v

u
− k
]

ce qui donne,∫
Ω

ϕ1[(λ1 − λ)ku+ (λ1 − µ)v] =

∫
Ω

ϕ1u
2

[
−
(v
u

)2

+ (kb+ c− βλ1)
v

u
− k
]

Soit

f(r) = −r2 + (kb+ c− βλ1)r − k,

alors

f(0) = −k, f ′(0) = kb+ c− βλ1,

et le maximum de f sur R est atteint quand

r = rM =
1

2
(kb+ c− βλ1).

Donc,

(1) Si βλ1 ≥ c, donc pour k = 0, f(r) < 0, ∀r > 0, (maxR+ f(r) = f(0) = 0), il résulte

que

(λ1 − µ)

∫
Ω

ϕ1v < 0⇒ λ1 − µ < 0

(contradiction avec l'hypothèse).

(2) On cherche un k > 0, tel que f(r) < 0, ∀r > 0. On sait que si f(r) = 0 a une

solution double, ou n'a pas de solution, alors f(r) ≤ 0).

On cherche les valeurs de k > 0 de telle sorte que f(r) = 0 n'a pas de solution, c'est à

dire, sa discriminant est strictement négatif.

∆k = (kb+ c− βλ1)2 − 4k = b2k2 + (2b(c− βλ1)− 4)k + (c− βλ1)2 < 0

comme b2 ≥ 0, on cherche une condition de telle sorte que ∆k = 0 a deux solutions.

Le discriminant de l'équation ∆k = 0 est donné par :

∆ = (b(c− βλ1)− 2)2 − (b(c− βλ1))2

= −4b(c− βλ1) + 4

= 4(1− b(c− βλ1))

∆ > 0⇒ b(c− βλ1) < 1
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Pour b(c − βλ1) < 1, soient k1, k2 deux solutions de ∆k = 0, avec k1 < k2, donc

∃k0 ∈]0 +∞[
⋂

]k1 k2[, tel que f(r) < 0, ∀r > 0, et ensuite,

(λ1 − λ)k0

∫
Ω

ϕ1u+ (λ1 − µ)

∫
Ω

ϕ1v < 0.

Finalement, si λ, µ ≤ λ1, (5.5) n'a pas d'équilibre de coexistence.

5.5 Bornitude des points stationnaires

Pour transformer le système (5.5), considérons le changement de variable suivant :

w = (1 + βu)v

on obtient le système modi�é suivant :
−∆u = u

(
λ− u+

bw

1 + βu

)
surΩ

−∆w =
w

1 + βu

(
µ− w

1 + βu
+ cu

)
surΩ

u = w = 0 sur∂Ω.

(5.6)

Et on dé�nie, ∀b ∈ L∞(Ω), le problème auxiliaire suivant : −∆ξ =
(µ+ cu)2

4
surΩ,

ξ = 0 sur∂Ω.

On note par ξ sa solution.

La proposition suivante montre la bornitude des points stationnaires de coexistence

quand ils existent.

proposition 5.1

Soit (u,w) un équilibre de coexistence de (5.6), alors

1. θλ ≤ u ≤ uM ≤ λ+
bwM

1 + βuM
.

2. wM ≤ (1 + βuM)(µ+ cuM).

3. w(x) ≤ ξ(x), ∀x ∈ Ω̄.
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Démonstration

−∆u = u(λ− u+ bv) ≤ u(λ− u)

car bv ≥ 0, donc u est une sur solution de l'équation (5.2) avec γ = λ, et (5.2) a une

unique solution positif θλ.

ce qu'il résulte l'inégalité θλ ≤ u.

Soit xu, xw ∈ Ω tels que :

u(xu) = max
x∈Ω̄

u(x) = uM ,

w(xw) = max
x∈Ω̄

w(x) = wM .

Donc, −∆u(xu) ≥ 0 et −∆w(xw) ≥ 0, et du système (5.6) on obtient
λ− uM +

bwM
1 + βwM

≥ 0

µ− wM
1 + βuM

+ cuM ≥ 0
⇒

 uM ≤ λ+
bwM

1 + βwM
wM ≤ (µ+ cuM)(1 + βuM)

Pour le troisième point de la proposition, on a

max
w∈R

[
w

(
µ+ cu

1 + βu
− w

(1 + βu)2

)]
=

(µ+ cu)2

4

donc

w

(
µ+ cu

1 + βu
− w

(1 + βu)2

)
≤ (µ+ cu)2

4
.

Comme w est une solution de l'équation

−∆w = w

(
µ+ cu

1 + βu
− w

(1 + βu)2

)
(µ+ cu)2

4
devient une sur solution de l'équation, ce qui donne l'inégalité

w(x) ≤ ξ(µ+cu)2/4(x).



Chapitre 5. Points stationnaires non-triviaux d'un modèle avec di�usion
non-linéaire 43

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu deux cas de la non-existence des points stationnaires

non-triviaux (strictement positifs) du système :

∂u

∂t
= ∆u+ u(λ− u+ bv)

∂v

∂t
= ∆[(1 + βu)v] + v(µ− v + cu)

t ≥ 0, x ∈ Ω

u(0, x) = u0(x)

v(0, x) = v0(x)
x ∈ Ω

u = v = 0 x ∈ ∂Ω

Nous avons vu, aussi la bornitude de ces points quand ils existent. On a utilisé la

démonstration par absurde pour montrer la non-existence, et la méthode de sous et

sur-solution pour la bornitude.



Conclusion générale

Ce mémoire fait l'objet d'une étude de deux systèmes, un système avec le terme de

di�usion linéaire, et un autre système avec un terme de di�usion non-linéaire.

On a commencé par un système dynamique de proie-prédateur. On a étudié les points

d'équilibre, les conditions pour avoir la stabilité locale et globale de ces points, et aussi

la bornitude de la solution du système (l'existence globale de la solution).

Ensuite, on a ajouté le terme de réaction-di�usion, et on a fait la même étude, les

di�érents types des points d'équilibre, la coexistence du système, et les conditions de la

stabilité globale.

Par des méthodes numériques, on a vu l'existence des points d'équilibre non-constants.

d'une autre partie, on a fait l'étude d'un système avec di�usion non-linéaire. On a vu

deux cas de la non-existence des points d'équilibre non-nuls. Aussi, on a vu la bornitude

des points stationnaires non-constants quand ils existent.
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