REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

UNIVERSITE ABOU-BEKR BELKAID — TLEMCEN

MEMOIRE

Présenté a :

MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

FACULTE DES SCIENCES — DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Pour I’obtention du dipléme de :

MASTER

Spécialité: Modélisation mathématique des systemes complexes (MMSC)

Par :

KHERBOUCHE Nawal

Sur le théme

Modeéle de chemostat avec entrée de biomasse

et fonctions de Lyapounov polytopiques

Soutenu publiquement le 23 Juin 2016 a Tlemcen devant le jury composé de :

M. MESK Mohammed Maitre de Conférences B Université de Tlemcen
M. YADI Karim Professeur Université de Tlemcen
M. MOUSSAQUI Ali  Professeur Université de Tlemcen
M. BORSALLI Fethi Maitre de Conférences B Université de Tlemcen

Président
Encadreur
Examinateur
Examinateur



A mes chers parents;

A mes sceurs Samia, Aicha et Amel;

A toute ma famille ;

A toutes mes amies.

II



Remerciements

Je voudrais adresser ici en tout premier lieu mes sincéres remerciements
a Monsieur YADI Karim pour son aide généreuse et sa grande patience qui
m’ont permis d’améliorer diverses parties de ce mémoire.

Je m’adresse aussi a tous les membres du jury qui ont accepté de lire et
évaluer ce travail malgré leurs multiples taches.

Je ne peux pas conclure sans remercier ma famille qui n’a jamais cessé de
me soutenir.

Enfin, jJadresse mes plus sinceéres remerciements a tous mes proches et
amies qui m’ont toujours soutenu et encouragé au cours de la réalisation

de ce mémoire.

III



Table des matieres

1 Introduction au modéle du chemostat
1.1 Principe du chemostat . ... .. ... ... .. .........
1.2 Mode¢le classique du chemostat . . . .. .. ... ... .....
1.3 Exclusion compétitive . . . . . . . .. ..o oL,

1.4 Objectifdutravail . .. ... ... ... ... ... ........

2 Le modéle avec deux espéces
2.1 Bornitude et positivité des solutions . . . . ... .. ... ...
2.2 Equilibres et stabilité locale . . . ... ..............
2.3 Comportement global du modéle réduit. . . . . . .. ... ...

2.4 Comportement asymptotique du modele (2.2) . . . . ... ...

3 Cas de n espéces et fonctions de Lyapounov polytopiques
3.1 Equilibres et persistance des espéces inférieures . . . . . . . .
3.2 Le mode¢le en I'absence de 'espece supérieure . . . ... . ..
3.3 Résultats de persistance uniforme . . ... ... ... ... ..
3.3.1 Persistance uniforme du modele complet . . . . . . . ..
3.3.2 Persistance uniforme a I'équilibre . . . . . ... ... ..
3.4 Simulations numériques . . . . .. ... ... 0oL
3.4.1 Premiére simulation . . ... ... ... ..........
3.4.2 Deuxiéme simulation . .. ... ... ...........

3.4.3 Troisiéme simulation . . . ... . .. ... .. ......
Appendices

A Notions biologiques

A.1 Quelques définitions biologiques . . . . . . ... .. ... ...

v

W = e

N O

10
12

14
14
18
21
21
22
27
27
28
29

31

32



TABLE DES MATIERES

A.2 Elaboration du modéle du chemostat . . . . .. .. .. .....

B Outils mathématiques
B.1 Fonction de Lyapounov moyenne . . . . ... ... .......

B.2 Théorémes de convergence . . . . . . . . . . ... ... .....
Table des figures

Bibliographie

35
35
35

37

38




Chapitre 1

Introduction au modele du

chemostat

Dans ce chapitre , nous décrivons un systéme qui modélise la dynamique
de plusieurs espéces, en l'occurrence plusieurs micro-organismes, en com-
pétition pour un seul substrat. En annexe, nous donnons la terminologie

de quelques notions biologiques rencontrées dans ce mémoire.

1.1 Principe du chemostat

Le chemostat est un appareil de laboratoire pour la culture continue
des micro-organismes [1, 5]. Il se présente comme une enceinte remplie
d’'une solution aqueuse dans laquelle on laisse se développer des micro-
organismes sur des substrats dont certains sont dits limitants. Un substrat
est dit limitant si son effet sur la croissance des micro-organismes est effec-
tif. Un substrat non limitant est par définition abondant et ne fait pas I'objet
d'une compétition des especes. Les substrats péneétrent dans le chemostat
de volume constant V avec un débit constant d et avec une concentration
constante S;,. A la sortie, avec donc le méme débit, la solution contient aussi
bien du substrat que de la biomasse. Dans la modélisation de la croissance
des biomasses dans le chemostat, le rapport du débit d au volume V sera
noté D et est appelé taux de dilution (exprimé en jour~' par exemple ). Le
chemostat contient un agitateur qui nous permet d’assurer 'homogénéité

de la culture. Nous renvoyons le lecteur a I'annexe A.2 pour 'explication de

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU MODELE DU CHEMOSTAT

Sin Agitateur x. S
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-

FIGURE 1.1 — Schéma d’'un chemostat.

I’élaboration du modeéle.

1.2 Modele classique du chemostat

Les équations classiques décrivant les réactions dans le chemostat en

mode continu sont résumées dans le modéle

ds -

—= = D(Sin = 8)=)> 7 filS)w

;“ ; (1.1)
Ti ¢ _ .

o =z;(f;(S)—D),i=1,..,n

ou

Si» . la concentration entrante,

S : la concentration du substrat,

z; : la concentration de la i*"¢ espéce,

D : le taux de dilution,

fi : le taux de croissance de la i*"¢ espéce,
~; : la constante de rendement.

Dans ce qui suit, f;: R, - R, , D et 5, vérifient les conditions suivantes :
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1. Les fonctions f; sont continiment différentiables, strictement crois-

santes et f;(0) = 0.

2. L’équation f;(S) = D admet une seule solution \; €]0, S;,[ aveci =1,...,n.
La quantité )\; est appelée seuil de rentabilité (break-even concentration

en anglais).

3. Les seuils de rentabilité \; = f; ' (D) vérifient :

D<A, < A1 < .. <A < Sy

1.3 Exclusion compétitive

Le comportement asymptotique du systéme (1.1) est décrit par le principe

d’exclusion compétitive.

Proposition 1.3.1 (Principe d’Exclusion Compétitive)[5]
Supposons que les conditions (1, 2 et 3) sont satisfaites et que z;(0) > 0 pour

i =1,...,n, alors la solution de (1.1) satisfait :

Hm (S(t),21(t), .y, Tno1(t), 20 (1)) = (An, 0, .o, 0,7, [Sin — An))-

t—4o00

Par cette proposition on conclut que l'espéce qui a le plus faible seuil de
rentabilité va persister, alors que les autres vont vers l'extinction.

Bien que l'exclusion compétitive a €té prouvée expérimentalement, on
observe la persistance dans plusieurs écosystemes. Cette dualité a stimulé
de nombreux travaux pour expliquer ce phénomeéne. Nous pouvons citer par
exemple les approches suivantes (voir les références dans [3])

— Les variables d’entrée sont fonction du temps : modeles ou S;,, D ou ~;

deviennent des fonctions du temps.

— Les variables d’entrée sont fonction de I'état : modéles ou D devient une

fonction des variables d’état, dans le cadre de la théorie du controle.

— Le milieu liquide est hétérogéne : modeles d’EDP ou équation du gra-

dostat.

— Autre approches : floculation , multi-substrat, entrée impulsive de la

concentration en substrat , compétition intra-spécifique, etc.




CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU MODELE DU CHEMOSTAT

1.4 Objectif du travail

Le présent travail est une synthése d'un article de Robledo, Grognard,
Gouzé, apparu en 2012 dans Nonlinear Analysis : Real World Applications,
sous le titre Global stability for a model of competition in the chemostat with
microbial inputs [3]. Nous renvoyons le lecteur aux références se trouvant
dans cet article.

Les auteurs partent du modeéle classique du chemostat de compétition de n
espéces sur un substrat (1.1) sous les hypothéses (1,2,3) pour lequel lUes-
péce supérieure ‘x,’ emporte la compétition tandis que les autres espéces,
dites inférieures, ne survivent pas selon le principe d’exclusion compéti-
tive. Leur stratégie consiste alors a ajouter continiment des concentrations
fixées 2V pour tout i = 1,...,n — 1 a la concentration des espéces inférieures a
I'entrée du chemostat. L'idée naturelle est que le renforcement des espéces
perdantes peut changer l'issue de la compétition. En fait les auteurs dé-
montrent la coexistence de toutes les espéces pourvu que les quantités
ne dépassent pas un certain seuil au-dela duquel I'espéce dominante ‘z,,” est
lessivée du chemostat. Pour établir la stabilité globale on utilise des fonc-
tions de Lyapounov dites polytopiques, ce qui représente une originalité de

I'article (voir aussi [2]). Le modéle devient

(95 _ piso—5)— 3 vt i(S)e
dt - p fyz 1
dx;

cﬁxn

(1.2)

=z;(fi(S)—=D)+ Dz, i=1,...,n—1
= &n(fn(S) = D)

Dans ce cas S° représente la concentration initiale du substrat et elle est

définie par :

0= Sin - Z laf (1.3)

Le chapitre 2 sera consacré au cas n = 2. Il est étudié a part car une proceé-
dure de réduction permettra d'utiliser les propriétés des systémes planaires
pour arriver a notre fin. C’est dans le chapitre 3 que des outils nouveaux,
tels que les fonctions de Lyapounov polytopiques et moyenne seront intro-

duits pour démontrer la possibilité de la coexistence en-deca d’'un certain

4
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seuil. Des simulations numériques dans le paragraphe 3.4 illustreront les

résultats obtenus.




Chapitre 2

Le modele avec deux espéces

Dans ce chapitre on se propose d’étudier d’abord le systémes (1.2) pour

n = 2, c’est-a-dire :

% ~ DS S) - % £ (S)an — % £2(S)2s
i = ralf($) = D)

ou S° := S, — v, '2). L'idée est de souligner que la méthode qui sera uti-
lisée dans le cas de n quelconque est évitable dans ce cas particulier ou
il suffira d’utiliser, aprés réduction, les théorémes classiques des systémes
différentiels planaires. Rappelons que le systéme (2.1) vérifie les conditions
suivantes :

— Les fonctions f; sont continiiment différentiables, strictement crois-

santes et f;(0) = 0 pour ¢ = 1, 2.
— Les seuils de rentabilité )\, := f; (D) et \, := f, (D) vérifient
0< A <A <S°

La seconde hypotheése signifie que, lorsque z¢ = 0, c’est la seconde espéce qui
emporte la compétition. Moyennant un changement de variable consistant

N xT; T . ~ . -~ ’ ’
a remplacer — par z; et = par z{, on obtient le systéme suivant ot1 I'on s’est
i M

débarrassé des constantes de rendement :
dS
? = D(SO - S) - f1<5)$1 - f2(5)$2
=t =a1(f1(S) = D) + Daf (2.2)
=2 = a:(fo(S) = D)

6



CHAPITRE 2. LE MODELE AVEC DEUX ESPECES

2.1 Bornitude et positivité des solutions

Dans ce qui suit, on montre que les solutions sont positives et bornées,

c’est-a-dire que le modele (2.2) est dissipatif.

Proposition 2.1.1 Le cone positif R? ainsi que le plan {z, = 0} sont positi-
vement invariants pour le systeme (2.2). De plus les solutions positives sont

asymptotiquement bornées.

Preuve Si S = 0, alors S = DS, > 0 et lorsque z; = 0, #; = D2? > 0. De plus
la solution de l'équation différentielle is = z5(f2(S) — D) est donnée par :
2o (t) = 22(0) el U)=D)du done z,(t) > 0. Ainsi, le cone positif est positivement
invariant. De plus, le plan {z; = 0} est clairement invariant.

Posons a présent
=S+ + 22— Sin, (2.3)

En exploitant les équations du systéme (2.2) pour lequel on choisit des
conditions initiales strictement positives, on obtient ¥ = —D3Y, de solution
Y(t) = £(0) e Pt Puisque lim; ., X(¢) = 0, alors %(t) est bornée (X(t) < 3(0)).

On a alors S+ +x2 < X(0)+ S5, < 00, ce qui implique que les solutions sont

bornées.
O
Le modéele (2.2) s’écrit, sous le changement de variable (2.3),
¥ =-DY%.
11 = 21(f1(2 + Sip — 21 — 22) — D) + Dz (2.4)

&g = xa(fo(X + Sip, — 21 — 22) — D)

La solution de la premieére equation de (2.4) étant %(¢) = £(0)e~?*, on obtient

le systéme non autonome suivant

[tg = ZL’Q(fQ(E(Zf) + Szn — 1 — IL‘Q) — D)

(2.5)

Une réduction va s’effectuer dans le cadre de la théorie des systémes asymp-
totiquement non autonomes , qui dit que, sous certaines conditions, le com-

portement asymptotique du systéme (2.5) est le méme que celui du modéle

7
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‘réduit’ (voir théoréme B.2.2 en annexe)

iy = 21(f1(Sin — 1 — 22) — D) + Dx?
To = $2(f2(5m — 1 — $2) - D)

(2.6)

obtenu en remplacant Y(¢) par sa limite. On se propose donc d’étudier le

modele réduit, dans I'espace D, = {(z1,22) € R2 : 21 + 22 < i}

2.2 Equilibres et stabilité locale

Les deux propositions suivantes concernent respectivement la recherche

des points d’équilibre de (2.6) et I'étude de leur stabilité locale.

Proposition 2.2.1 1. Le systéme (2.6) admet un seul point d’équilibre au

bord Ey = (71,0) avec &, dans Uintervalle |S;, — A1, Sin|.

D 0
2. Si5;, — Ay > ﬁxl@\) alors le systéme (2.6) admet en plus un point
—J1 2
d’équilibre intérieur, E, = (x7, z%) avec
Da¥ Dz
x* = -, a’/‘* = S’L — A —_ —1‘
YD filh) 7 " D—fi(h)

Preuve Les points d’équilibre sont solutions des isoclines nulles

21(f1(Sin — 11 — 23) — D) + Daf = 0 2.7)
—0

ZEQ(fQ(SZ — 1 — IL‘Q) — D)
La deuxieéme équation donne z, = 0 ou S, — 1 — T3 = Aa.

1. 2, = 0 : la premiére équation de (2.7) devient z; (f1(S;,—x1)—D)+Dz{ = 0.

On remarque que cette equation peut s’écrire : z; — g(z;) = 0 o1 g est
Dx?

D — fi(=z1 + Sin)

un point fixe de g c’est-a-dire une racine de la fonction h définie par

. Cherchons

la fonction continue définie par g(x;) =

h(z1) = x1 — g(x1). On vérifie que

h(Si) =58>0 et lim h(r)=—-cc

1—>Sin—A1
D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, on déduit que I'équa-
tion h(z;) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle |S;
)\17 S’Ln{

D lus, A’ =1+ DzY
e plus, h/(z;) + Dzl D= fo(S— 17

> 0, car f] est positive par

8



CHAPITRE 2. LE MODELE AVEC DEUX ESPECES

Remarque SionaS;, — \;

hypothése. D’ou l'unicité du point fixe de g noté z;, dans l'intervalle
|Sin — A1, Sin|- Notons qu’en dehors de cet intervalle, la fonction h reste

strictement positive. Ceci donne le seul point d’équilibre Ey = (z,0).

. Ay =S, — 1 — x5 : De la premiére équation du systéeme (2.7) on déduit

que

. Dab

' D= fi(h)

Cette quantité est strictement positive car Dz? > 0 et D — f;(\y) > 0 par

X

hypothése. De la

D9
75 = Sin = do =0 = S = Ao = s
Cette composante est strictement positive si
Da?
Sin — Ag > — L (2.8)
©T D i)

On obtient sous cette importante condition 1'équilibre intérieur F;, =

(x3,23) .

O

Dax?

= ——————,onobtient E* = Ey = F1 = (S;, — A2,0).
D= fi0) 0 1= ( 2,0)

Proposition 2.2.2 .

Si la condition (2.8) est vérifiée, E;y est un point-selle pour le systéme (2.6), de
séparatrice stable U'axe des x; positifs, et U'équilibre intérieur E; est localement
asymptotiquement stable.

Si U'inégalité de la condition (2.8) est inversée, alors E, est un nceud attractif .

Preuve La linéarisation autour d'un point z = (z1, z3) nous donne la matrice

Jacobienne suivante :

Oflb:Sm—.CEl—.CEQ

Dela,
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fi(Sin — 1) = D — Z1(f{(Sin — T1))  —Z1f1(Sin — Z1)
0 f2(Sin — 1) — D

J(Ep) =

Une premiere valeur propre de cette matrice est donnée par py = f1(Si, —
1) — D — Z1(f1(Sin — T1)) <0 car fi(Sy —71) — D = f1(Sin — 1) — f1(\) < 0. En
effet, puisque z; €|S;, — A\, Si[, alors S;, — z; €]0, \{[ et f; est une fonction
strictement croissante.

D’autre part, 'autre valeur propre us = f2(S;,—z1)—D est strictement positive
si est seulement si la condition (2.8) est vérifiée. En effet, uy = fo(S;, — 71) —
D = f5(Sin — 71) — f2(N2). Dans ce cas E, est un point-selle de séparatrice
stable I'axe des x; positifs. Si I'inégalité (2.8) est inversée, alors iy, < 0 et par
conséquent £, est un nceud attractif.

Calculons a présent J(E;), ainsi que son déterminant et sa trace :

filh2) = D —zifi(A2) —27fi(A2)
—25 f5(N2) =15 f3(A2)

J(Ey) =

DetJ(E1) = [fi(A2) = D — 21 fi(A)][=25f5(A2)] — w125 f1(A2) (foAa)

= [D— fi(A)]23f5(A2) > 0
et
TrJ(Ey) = fi(h2) = D — 27 fi(A2) — 25 f3(A2) <0
Le point d’équilibre F; est donc localement asymptotiquement stable.

O

Remarque En définitive, quand le point E, existe, il est asymptotiquement
stable et E, qui existe toujours, est un point-selle tandis que si E, est asymp-

totiquement stable, E, n’existe pas.

2.3 Comportement global du modéle réduit

Le théoréme suivant est un résultat de stabilité globale pour le systéme

‘réduit’ (2.6).

10



CHAPITRE 2. LE MODELE AVEC DEUX ESPECES

Théoréme 2.3.1 .
Dz

D — fi(A2)’
asymptotiquement stable.

1. Si S;,, — A < alors l'unique équilibre Fy de (2.6) est globalement

2. Si la condition (2.8) est vérifiée, alors FE; est globalement asymptotiquement

stable pour toute condition initiale strictement positive et E, est un point-selle.

Preuve Nous allons d’abord montrer que le systéme (2.6) n’admet pas de
cycle limite dans le cone positif. Auquel cas, si la condition (2.8) est sa-
tisfaite, sachant que I'équilibre intérieur F; existe et qu’il est localement
asymptotiquement stable d’aprés la proposition (2.2.2) et sachant que l'autre
équilibre au bord E, est un point-selle de séparatrice instable allant vers
I'intérieur du cone positif, on déduit la stabilité asymptotique globale de
E; pour toute condition initiale strictement positive. D’ou le point (2) du
théoréeme. Pour le point (1), I'unique équilibre, localement asymptotique-
ment stable £, étant sur le bord, il ne peut étre entouré d’'un cycle limite et
est donc globalement asymptotiquement stable. Tout cela est possible car
les solutions sont toutes bornées ce qui permet d'utiliser le théoréeme de
Poincaré-Bendixon.

On sait que x;(t) > 0 si z;(0) > 0. Il existe donc une fonction réelle 7;(.)
telle que z;(t) = e”®, (i = 1,2). En appliquant ce changement de variable, le

systéme (2.6) devient

m = f1(Sim —em —e™) — D+ Dale™™ =: hy(ny,n)

(2.9)
N = fo(Sin — €™ —e™) — D =: ha(ny,12)
Ona:
Ohi  Ohs _
—— = —e" f](Sy, —e™ —e™) — Dzl e —e™ f5(S;, —e™ —e™) <0
Ty Ol e g )~ D e g )

D’apres le critere négatif de Bendixson appliqué dans n’'importe quel com-
pact simplement connexe, on déduit que le systeme (2.9), donc aussi (2.6),

n’admet pas de cycle limite.

11



CHAPITRE 2. LE MODELE AVEC DEUX ESPECES

2.4 Comportement asymptotique du modéle (2.2)

Pour montrer que les trajectoires positives du mode¢le (2.4) (donc de (2.2))
convergent toutes vers I'équilibre (0, z%, z3) (donc E; = (\y, 2%, z3) pour (2.2)),
on applique le théoréme de convergence de Thieme (B.2.2) en annexe. Il suf-

fit de choisir (B.3) comme étant (2.4), (B.4) comme étant (2.6) et 2 = D,.

D9 .
Théoréme 2.4.1 Si S;, — \, > le()\) alors le point d’équilibre E; est glo-
— J1\N2
balement asymptotiquement stable pour le systémes (2.2) pour toute solution

(S(t), x1(t), zo(t)) telle que S(0) > 0, x1(0) = 0, 22(0) > 0.

Preuve Les conditions (H1) et (H2) du théoréme (B.2.2) sont clairement vé-

rifiées. Le systéme (2.6) admet deux points d’équilibre £, et Ej.

Les variétés stables des points d’équilibre sont :

M+(E0) = D, avec dlmM+(E0) =1
M*(E;) = Dy \ Dy avec dimM™(E,) =2
etona M (Ey) UMT(E;) =Dy =

D’ou les conditions (H3) et (H4) du théoréme. On ne peut avoir une chaine
fermée formée par les points F; avec E, car F; ne peut pas étre un point a-
limite d’aucune trajectoire. Pour la méme raison, il ne peut y avoir d’orbite
homocline en F,. D’autre part une orbite homocline en E, est soit contenue
entierement dans le plan invariant D; soit contenue dans D, \ D;. Le premier
cas est impossible car sur D; le point E; ne peut étre un point a-limite
d’aucune trajectoire. Le deuxiéme point est impossible car D, \ D; est la
variété stable de F,. D’apres le théoréme (B.2.2), les trajectoires du systéme
(2.2) convergent vers I'équilibre E, pour toutes condition initiale telle que

S(0) > 0, 21(0) > 0, 22(0) > 0.

Dans le cas ou I'équilibre intérieur n’existe pas, on a le résultat :
Dz

D — fi(A2)
est globalement asymptotiquement stable pour le systémes (2.2) pour toute

Théoreme 2.4.2 Si S;,, — \» < , le point d’équilibre E, = (S,71,0)

solution (S(t), z1(t), z2(t)) telle que S(0) > 0, z1(0) > 0, x2(0) > 0.

12



CHAPITRE 2. LE MODELE AVEC DEUX ESPECES

Preuve On applique le théoréeme B.2.1 de 'annexe, ot on choisit (B.2) comme
étant (2.4) et y = g(y) comme étant > = —DY..
L’équation différentielle > = — DY admet un unique point d’équilibre ©* = 0,

qui est globalement asymptotiquement stable. D’autre part si on a S;, — A2 <
D!

D — fi(A2)
pour le systéme (2.6) (le systéme (2.6 représente le systéme = = f(x,y*) du

, le point d’équilibre £, est globalement asymptotiquement stable

théoréme) d’apres le théoreme (2.3.1).

De plus toutes les solutions positives du systéme (2.4) (c’est-a-dire (2.1)
avec le changement de variable (2.3)) sont bornées d’aprés la proposition
(2.1.1). Toutes les conditions du lemme de séparation sont satisfaites, alors
le point (0,7,,0) est globalement asymptotiquement stable pour le systeme

(2.4) (c’est-a-dire le point (S, 7,,0) pour le systéeme (2.2)).
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Chapitre 3

Cas de n especes et fonctions de

Lyapounov polytopiques

Dans ce chapitre on se propose d’é€tudier le modéle

= D= 9) =3 ()
dt - : fY'L 1 X
dzx;

&,

\dt

(3.1)

=2;(fi(S)— D)+ D%, i=1,..n—1
= zn(fn(S) = D)

avec n especes en compétition sous les hypotheéses (1),(2) et (3) du premier
chapitre (modéle (1.2)). Rappelons que les z?, i = 1,...,n — 1, sont des en-
trées continues de la "¢ espéce sans lesquelles la n®™¢ espéce remporte la

compétition et que

= m Z”Yfl g (32)

3.1 Equilibres et persistance des espéces infé-

rieures

Commencons par trouver les points d’équilibre de (1.2).

Lemme 3.1.1 Supposons que les conditions (1),(2) et (3) sont vérifiées, alors :
(i) Le modele (3.1) admet un unique équilibre E = (S, 7y, ..., Z,_1,0) dans R
avec

Dx?

14
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ot1 S est la solution unique de 'équation
9(8) == D(S* — §) = S 4 fi(S)E = 0 5.4)
=1
(ii) Le modeéle (3.1) admet un unique équilibre E* intérieur défini par
Ef =\, 2}, .2k xh)

avec

Dx?
x; = L , 1=1,...,n—1 (3.9)
D — fz()‘n>
et
n—1
= Yn(Sin — An — ny[le) (3.6)
=1
si et seulement si .
— < S — A\ (3.7)
(iii) Si on a U'égalité
n—1 -1 0
Dz’

alors E = E* = (\,, 2%, ..., 25_,,0).

bl n—l7
Preuve Les points d’équilibre sont solutions de
- Z v fi(S)ai =

zi(fi(S) — )—l—Dx =0, i=1,..,n—1
| #n(fn(S) = D) =0

(

(3.9)

A partir de la 3¢ équation on distingue les cas suivants :

Cas ou z,, = 0 : Pour montrer que I'équation ¢(5) = 0 admet au moins une

solution sur l'intervalle |0, \,,_;[ il suffit de voir que ¢(0) = DS° > 0 car f;(0) =
0,5°>0et D> 0etque p 1i§n g(S) = —oo. Alors, la fonction ¢ étant continue,
—An—

d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, 1'équation ¢(S) = 0 admet

au moins une solution S dans |0, A,_;[. De plus

/ - 0 Dx?
g(8) = -D- 27 ( a— 75 T )m)

- » 1 fi(S)
= —D- Z% DIS) (D fi(S )+(D—fi<5))2><0

15
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POLYTOPIQUES

Donc g est strictement décroissante et la solution S est unique. D’otu le point

= G Dz
d’équilibre E=(S,7,..,,-1,0) avec z; = ———=-
(St D — [(S)
Cas ou f,(S)— D =0:Danscecas S = f~!(D) = \,. De la deuxiéme équation
on obtient :
Dz
wf=——  i=1..n-1
D — fZ<>‘n>

De la premiere équation on obtient :

20 1
Z%’lﬁ W)t~ — Dz, =0

D — fz()\n) Tn
On a alors
n—1 0
_ % 0 __ _ -1 D'Tz
Tn = D D(S )‘n) ;% fz(/\n)D _ fz(An)]
- 0 — 1 )
= 1 [(S° =) =) fi(/\n)m
i i—1 i\"\n
B n—1 I’O
= Tn (Sm )‘n) - ’7;1 : ]
d’ ou

Ainsi, z} > 0 si et seulement si la condition (3.7) est vérifiée.

Le deuxiéme point d’équilibre ( I'équilibre intérieur ) est donc £E* avec :

Ef =\, 23,2k, xh)

y¥n—1r%n

Les assertions (i) et (ii) du lemme sont établies.

Dans le cas (iii) il est clair z}, = 0. De plus

) = Zv{lﬁ n) ijxn)
_ bis, 27—10 M) - Z%‘lfz np—fjm
= D(Sip — M) — - Jflﬁfm
= D|(Snm m—gpi’_;iin
= 0

16
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Donc ), est une solution de I'équation ¢(S) =0 ce qui nous donne :

E=E*"=(\,a%,...25_,,0).

n—1

U

La proposition suivante nous donne la coexistence des espéces infé-
rieures, voire une persistance uniforme du sous-systéme sans I'équation

de z,,.

Définition 1 On dit que le systéme différentiel (3.1) est uniformément per-
sistant s’il existe un vecteur ¢ > 0 tel que toute solution X (t) = (S(¢), z1(t), ..., z,(1))
vérifie :

X(0)>0= lggjgof(X@) —0)>0
L'uniformité vient du fait que le module ¢ est indépendant des conditions
initiales.
Dans cette définition, un vecteur est dit positif si chacune de ses compo-
santes l'est.

Proposition 3.1.1 Les espéces ‘z;’, i = 1,...,n — 1 coexistent et

liminf z;(t) > 2.

t—+o0 !

Preuve Du systeme (3.1), ona pouri=1,..,n—1, @; = 2;(f;(S) — D) + Da¥ et
par suite

i; > D(2) — ;)

T; + Dx; > Dx?
Par la méthode du facteur intégrant, on a

(ePtz;) > P! Dal
Apreés une intégration simple on obtient

t
ePla; > Dx?/eDsds—kxi(O)
0

t
Dz / ePs ds
0

1
Dx?E(eDt—l)

J(1—e™)

®
S

8

Vv

@]
g

&8

%

3
Y
5
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et on a alors

3.2 Le modéle enl’absence de I’espéce supérieure

Il est utile d’étudier le comportement asymptotique des solutions de
notre modele en 'absence du compétiteur supérieur dont la densité reste

nulle si z,,(0) = 0. Effectuons le changement de variable suivant
v:=5+ iv{lxi (3.10)
=1
En sommant les équations du mode¢le (3.1) et (3.2) on obtient :
0 =—Dv+ DS, =: f(v) (3.11)

qui a pour équilibre v* = S;,. Pour la stabilité de v* ona f'(v) =—-D <0
et on déduit que le point d’équilibre v* est globalement asymptotiquement
stable.

Ainsi tggloov(t) = S,,, cest-a-dire hm )+ Z% x;(t = S;,. Cela

nous permet de dire que la solutlon du modele (8 1) converge vers l'en-

semble
T ={(S,21,...,z,) € RT S+ i%lxi = Sin}.
=1
On définit 'ensemble
L, ={(S,z1,...,z,) e RS >0,2,>0, i=1,...,n—1,z,=0} (3.12)

Le systéme (3.1) avec conditions initiales dans I',, se réduit au sous-systéme

suivant

$=D(s" - 8) - i%lf (S)z

i =x;(fi(S) = D)+ Dz? i=1,...,n—1

En utilisant le changement de variable (3.10), le systéme précédent devient

(3.13)

(3.14)
:%(fi(U—Z%_lxi)— JerZ , 1=1,...n—1

18
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Puisque ;(0) > 0 pour ¢ = 1,..n — 1 et v Zv = S(0) > 0 et

th+m v(t) = S, le comportement asymptotique de (3 14) est le méme sous
—r+00

certaines conditions que celui du systéme suivant, selon le théoréme de

Thieme ,

(fz in Z’Y ) +DZE2 s 1= 1,...,%-1 (315)

avec conditions initiales dans I'ensemble D,,_; défini par

n—1
D,_1 = {([L’l, ...,xn_l) - R:L__I,Z’yi_ll’i < Sm}
=1

Nous allons dans le théoréme suivant démontrer un résultat de stabilité
asymptotique globale en construisant une fonction de Lyapounov dite poly-

topique.

Théoréme 3.2.1 Le point d’équilibre © = (z4, ..., T, 1), avec z; défini par (3.3),
est globalement asymptotiquement stable pour le systeme (3.15) pour toutes

conditions initiales dans D,,_;.

Preuve Soit © = (z1,...,7,_1) une solution du systéme (3.15), et notons que
D, est positivement invariant pour le systéme (3.15). On définit la fonction

P: D,_; — R de la maniére suivante :

n—1
=> 3z
i=1
On définit pour i =1, ...,n — 1, les fonctions

P! (z) = maz{y; ' (z; — 7:),0} et P;(z):=maz{y (7 — x:),0}

7

et on note
n—1
= Pf(x)>0 etP (z):=) P/(z)>0
=1

Notons que P(z) = P"(z) — P (), et on a

n—1 n—1 n—1

Sin_z 7{1% = Sm—z ’YZ_I(LUZ—J_IZ—FZZ’Z) == Sm—P(JI)—Z’yZ—_IJ_Zi = S—P(ZL’) (316)

i=1 i=1 =1
On définit la fonction V: D, ;| — R par V(z) = max{P"(z),P (2)} .

On remarque que V est continue, strictement positive pour tout = dans
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D,—1\{z} et que V(z) = 0.
Selon la construction de V' on distingue deux cas :

1“cas : P*(x) > P (x) Dans cette région on a V (z) = P™(z).

Supposons d’abord qu’il existe un ¢ tel que x; > z; ce qui implique que
—2;fi(S) > D(2f — ;)

Quitte a changer 'ordre des indices, on suppose que les p premiéres espéces

vérifient la condition z; > 7;; cela nous permet de dire que
p
V= Z’Yfl(l’z‘ — ;)
=1

D’autre part

p
V= Z vl
=1
D’apres (3.16) et (3.15)

i = xf;(S—Px)) + D(x] — ;)
< xi(fi( S = P(x)) — fi(S) <0

D’ot1 I'on déduit que V < 0 pour z; > ;.
Il faut tout de méme noter que la condition P"(z) > P (z) implique qu’il
existe toujours un : telle que z; > ;.

Remarquons que si on suppose que pour tout: =1,....,n -1, z; < 7;, on
obtient P*(z) = 0 et P (x) > 0, or on est dans le cas ou P"(x) > P (x), donc
ce cas ne se réalise pas.

2¢mecqs - PT(x) < P~ (z) Dans cette région on a V(z) = P (z).

De méme on suppose qu’il existe au moins un i tel que z; < 7;; et lorsque

on les ordonne on obtient
p
V=> 5@ - )
=1
D’autre part

p
=1

20



CHAPITRE 3. CAS DE N ESPECES ET FONCTIONS DE LYAPOUNOV
POLYTOPIQUES

D’apres (3.16) et (3.15)

i; = xfi(S—P(x)) + D(a) — ;)
> 2;(fi( S — P(x)) — fi(S) >0

On en déduit que V < 0 pour z; < ;.

Si on suppose que z; < Z; pour tout i = 1,...,n —1 on aura P (z) = 0 et
P(z)™ > 0, or on est dans le cas ou P'(z) < P (z), donc ce cas ne se réalise
pas.

Donc la fonction V(z(t)) est strictement décroissante pour tout z; # z;. O

On va déduire a présent la stabilité globale du point £ pour le systéme

complet (3.1).

Théoréme 3.2.2 Le point d’équilibre E défini dans le lemme (3.1.1) est glo-
balement asymptotiquement stable pour le systéme (3. 1) pour toute condition

initiale dans I',, défini par (3.12).

Preuve Il suffit d’appliquer le lemme de séparation ( voir théoréme (B.2.1
de l'annexe). Pour cela on choisit (B.2) comme étant (3.14) et 'équation

différentielle y = ¢g(y) comme étant (3.11). O

3.3 Résultats de persistance uniforme

3.3.1 Persistance uniforme du modéle complet

Dans ce paragraphe, on établit d’abord la persistance uniforme du mo-
dele complet (3.1) a l'aide de la notion de fonction de Lyapounov moyenne

(voir la définition 2 de 'annexe B.1).

Proposition 3.3.1 Si la condition (3.7) est satisfaite alors le systéme (3.1)

est uniformément persistant.

Preuve On a d€ja démontré la ‘persistance’ des espéces ‘x;’ pouri = 1,....n—
1 dans la Proposition (3.1.1). Il reste 4 montrer la ‘persistance’ de la n®"¢ es-
pece. Notons que le fait que les solutions de (3.1) sont positivement bornées
implique l'existence d'un compact ) positivement invariant dans R’".

Considérons la fonction P : 2 — R, définie par
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P(S,x) = P(S,x1,...,x,) := Xp.

Notons que P = ¢(S,z)P ou1 (S, z) = f,(S) — D est continue. La fonction P

vérifie la propriété suivante :

P(S,z) >0 si (S,z) e Q\T,

P(S,x) =0 si (S,z)eTl
ou I',, est I'ensemble fermé invariant défini par (3.12). P est alors une fonc-
tion de Lyapounov moyenne dans le compact (). Rappelons que le seul
point d’équilibre dans I, est le point £ = (S,7,...,Z,_1,0) défini dans le
lemme (3.1.1) et vérifiant, selon la condition (3.7), que S €]\, \,_1[. De plus,
d’apreés le théoréeme (3.2.2), toute trajectoire partant de I',, converge vers E et
Y(E) = f.(S)—D > f.(\,) — D = 0. D’'apres le théoréme (B.1.1) de I'annexe, T,

est uniformément répulsif et le systéme (3.7) est uniformément persistant.

O

3.3.2 Persistance uniforme a I'équilibre

Dans ce qui suit, on considére la réduction du notre modele a la variété
v = Si, sur laquelle on montrera que I'équilibre z* = (7,..., 7, z},) avec r}
pour i = 1,...n — 1 défini par (3.5) et z; défini par (3.6), est globalement
asymptotiquement stable. Pour cela, on appliquera le principe d’invariance
de LaSalle.

En utilisant (3.10) le modeéle (3.1) devient :

(

— . ) _ 1. ] — 0, — _
_:pl<fz<v Z% x,) D)—FDxZ7 1=1,...n—1 (3.17)

o
=1
\ =1

Puisque z;(0) > 0, v( Z% z;(0) =S5(0) > 0et lim v(t) = S, le

t——+o0

A\

comportement asymptotique de (3.17) est décrit par

=ux; (fi (Sm — ny{lxi) — D) +Dz? i=1,.,n—1
(3.18)

_(( -¥u x@)_p>
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avec conditions initiales dans le compact

D, = {(q;l’ ey L1, Tp) € RLZ%&M < Sm}

i=1
Proposition 3.3.2 Sous la condition (3.7), Uéquilibre x* = (x7,...,x;,_, x;) est
asymptotiquement stable pour le modele (3. 18) pour toutes conditions initiales

dans Uensemble
K, = {(z1, 22, ..., 2,) € Dy, x, > 0}.

Preuve On définit la fonction U: D,, — R par

On définit pour i =1, ...,n — 1, les fonctions
Uf (2) := maz{y; ' (x; — 27),0} et Uj(z):=max{y; " (2] — z:),0}

Uf(z) >0 et U ( ZU

7
=1

alors U(z) = Ut(z) — U (x), et par définition de U(x) on a
Z% T; = Sip — Z% (x; + xf — af Sin Z’y‘lx*— ) =\, — U(z)
(3.19)
Cette égalité vient du fait que S;, = v* = S* + Z v L

=1
On définit a présent la fonction V': D,, — R par

i

V(z) = maz{U"(z), U (z)}

On représente sur la figure (3.1) les courbes de niveau pour un exemple de
fonction polytopique V pour n = 2. La droite rouge sépare la région {z € D,, :
U (z) > U"(z)} en-dessous et la région {x € D, : U (z) < U"(z)} en-dessus.
Notons que V est une fonction continue, strictement positive pour tout z
dans D, \ {z*}.

Selon la construction de V, on distingue les cas suivants :

1“cas: U"(z) > U (x) : Dans ce cas, on a V(z) = U (z) et U(z) > 0.

Puisque U'(z) > U (z), il existe au moins un i tel que z; > x} (c'est-a-dire le
cas ou z; < z; pour tout: = 1,...,n ne se réalise pas).

Pour tout:=1,....,.n—1
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X
|

Xy

FIGURE 3.1 — [llustration des courbes de niveau pour la fonction de Lyapou-

nov polytopique V.

i =z fi A — Ux)) + D) — x;) < 2 (fi( A — Ulx)) — fi( X)) <0
Dz?

]

La premiere inégalité est vérifiée puisque z; > z} = m et la deuxiéme
est un résultat de la monotonie de la fonction f;. De méme pour le signe de

x,, sion a x, >z}, alors
Ty = Tnfn (An — U®)) = Dy = 2, (fi(An — Ulz)) — fu(An)) <0

Ce qui assure la négativité de V.

2¢mecqs : UM (x) < U (x) : Dans ce cas, on a V(z) = U (z) et U(x) < 0.

Comme U"(z) < U (), on peut toujours trouver un i tel que z; < z}. Suppo-

sons que x; < z;, pouri=1,...pavec 1 <p <n, on a alors
p . p
Viz) =Y v —a) et V(e)=-) 7 'a;
i=1 i=1
Etudions le signe de #; :
r<xi = —fi(\) <D(@?—u1)
Pour:=1,...,n—1,ona

@ = 23 fi (A — U@)) + D@ — 25) > 2 (fi( A — U@)) = fi(An)) > 0
Tp = xn(fn <>‘n - U(x)) - D) = Tn (fn(/\n - U(x)) - fno‘n)) >0
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Cette derniére quantité n’est nulle que si =, = 0 et z; > zf pour tout ¢ =

1,...,n — 1. Ainsi V est strictement décroissante, sauf sur 'ensemble
Z, = {(1'1,1‘2, s p) €Dy =0, >afi=1,..,n—1 et U (x)> lﬁ(m)}

ou V s’annule.

3mecas : UM (x) = U (z) : De (3.19) et le fait que U(z) = 0, on déduit que :

zi(filhn) = D)+ D% i=1,..,n—1

qui est strictement négative lorsque z; > z} et strictement positive lorsque
z; < xf, de telle sorte que z; contribue dans les termes décroissants de V' (z).
Pouri=n, &,=x,(f.(\)— D) =0.Ce cas est différent des autres. Si on a
x, <z, etpourtouti=1,..,n—1, x; >z}, alors on ne peut pas montrer que

V est strictement décroissante. Pour cela on définit les ensembles suivants :

Y ={(x1,x9,....,x,) € Dy, U(x) = 0}
Yo ={(z1,29,...,x,) € Dy, Ulx) =0,2; 2 xf,i=1,..,n— 1}
Y ={(z1,29,...,x,) €Dy, Ulx) =0,2; < xf,i=1,..,n—1}.

Puisque U(z) = 0, si z; > z} pour tout i = 1,....,n — 1, on est alors dans 3,
et x, < 2. De méme si z; < z} pour tout i = 1,...,n — 1, on est dans X et
z, > z’. Les ensembles X! et ¥~ sont les seuls cas critiques pour ce cas. Si
r € X, \ {z*}, alors il existe un i tel que z; > z; (et on a z, < z}). D’autre
part si z; = zf pour touti =1,...,n — 1 alors z, = z (car U(z) = 0), ce qui est
contradictoire avec le fait que = # z*. Par conséquent pour i tel que z; > z
on a i; < 0 ce qui nous permet de dire que U' est décroissante, tandis que
U (x) est constante (car #, = 0). De méme lorsque = € X \ {z*}, on aura
U (r) décroissante et U™ (z) constante.

Un argument de type principe d’invariance de LaSalle permet alors de
dire que toutes les trajectoires convergent vers le plus grand ensemble in-
variant M inclus dans %, UY! U Z,. Le raisonnement précédent montre que
les trajectoires sont transverses a ¥, U X! \ {z*}. Montrons a présent que
M C {z*}UZ,. Considérons z € ¥, \ {z*}, ol on a démontré que U' (z) est dé-
croissante et que U (z) est constante. Par conséquent U(x) est décroissante,
et lorsque elle devient négative la solution va quitter I'ensemble >, UX . Cela

veut dire si z(¢) quitte ¥ U X1 alors x peut ne pas appartenir a M, sauf si
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les conditions initiales appartiennent a la fermeture de Z,. Dans ce dernier
cas, comme (X, UX )N Z, =, la solution peut rentrer instantanément dans
Z,. Méme raisonnement lorsque z € (X, UX"). On conclut que le plus grand
ensemble invariant de E est inclus dans {z*} U Z,, cela veut dire que les
solutions du mode¢le convergent soit vers z*, soit vers z,, = 0. Puisqu’'on a
choisi les conditions initiales dans £, et puisque 1%1_13 J:?Of x,(t) > 0 d’apres le

théoréme (3.3.1), alors toute solution qui part de K,, converge vers z*. [J

Finalement, le principal théoréme dit que toutes les trajectoires a condition
initiale positive du modele (3.1) convergent, sous la condition (3.7), vers

I'équilibre E* = (\,, 27, ...,x;_;.2}). Plus exactement :

ey Ly 1-

Théoréme 3.3.1 Sous la condition (3.7), le systéme (3.1) est uniformément

persistant a Uéquilibre, pour toutes solutions partant de D,

Preuve On pose u = v —.9S;,, et on aura @ = v, donc le systéme (3.17) devient

u=—Du

o ' ' . 1. | _ 0 ; _ _
Ty = T (fl (S'Ln +u nyz xl) D) +D$Z’ t 1’ e T 1 (320)

i=1

\ =1

Ce systeme est écrit sous la méme forme que le systéeme (B.3) du théoréme

B.2.2 donné en annexe. On choisit (B.4) comme étant (3.18) et 2 = D,,.
Les conditions (H1) et (H2) du théoréme (B.2.2) sont clairement vérifiées.
Les points d’équilibre du systéme (3.18) sont z = (71, Zs, ..., T,_1,0) et z* =

(], s, . xh_,xk).

Les variétés stables des points 'équilibre sont :

M*(z) = D,—; avec dimM™ () =n—1<n
et Mt (z*) =D, \ D,_, avec dimM™(z*) =n
et on a M*(z) UM (2*) =D, = Q.

D’ou les conditions (H3) et (H4) du théoréme. On ne peut avoir une chaine
fermée formée par les points z avec z* car z* ne peut étre un point « -
limite d’aucune trajectoire. Pour la méme raison, il ne peut y avoir d’orbite

homocline en z*. D’autre part une orbite homocline en = est soit contenue
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entierement dans le plan invariant D,_;, soit contenue dans D, \ D,,_;. Le
premier cas est impossible car sur D, _; le point ¥ ne peut étre un point «
-limite d’aucune trajectoire. Le deuxiéme cas est impossible car D, \ D,
est la variété stable de E*. D’apres le théoréeme (B.2.2), les trajectoires du
systéeme (3.20) convergent vers l'équilibre E* pour toute condition initiale

dans D,,. O

3.4 Simulations numériques

Dans cette partie on donne des simulations numériques sous Matlab,
pour illustrer les résultats précédents. Pour cela, considérons le modéle

( 3

S=D(S"-S) - Zv;lfxsm

iy = 22(f2(S) — D) + Dab
i3 = x3(f3(5) — D)

avec les parametres [3] :
D =0.2 [1/h],S; = 2[mg/l],y1 = 10,72 =2, 73 = 0.5.

Les fonctions f; sont de type Michaelis-Menten et vérifient les hypothéses

de travail :

1.6S 1.4S 0.9
=“t2+5 PO =5m1s ¢ O =Gomrs

f1(S) (3.22)

Ces parametres sont réalistes biologiquement et ménent aux valeurs sui-
vantes :

A1 =0.028571 , Ay =0.005 et A3 =0.00057143 (3.23)

3.4.1 Premiere simulation

Si on considere les entrées ! = 1, 29 = 1, d’apres la formule (1.3) on
obtient S = 1.4 , aprés calcul on trouve que la condition (3.7) est satisfaite
puisque

O vy D
D — fi(A3) D= f2(As)
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La concentration de X1 mg/I
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FIGURE 3.2 — Croissance des espéces avec de faibles entrées. .

eton abien 0 < \3 < \y < \; < S°.

La figure (3.2) montre deux solutions (z;(t),z2(t), x3(t)) avec les conditions
initiales (0.0001,0.1,0.1,0.1) (la courbe verte) et (0.0001, 6, 6, 3) (la courbe bleue).
Elles convergent bien vers 1'équilibre intérieur (1.0235, 1.1507,0.66) se qui confirme

le résultat du théoréme (3.3.1).

3.4.2 Deuxieme simulation

On considére a présent les entrées suivantes z{ = 3.7 et 25 = 3.25 d’'out

SY9 = 0.005. Dans ce cas on trouve

Vi ' Dal 5 ' Daf
D — fi(X3) D — fa(A3)

D’apres le théoréeme (3.2.1), il devrait exister un unique équilibre qui est glo-

balement asymptotiquement stable (S, Z;, 7,,0). L'extinction de la troisieme
espece est visible dans la simulation de la figure (3.3) avec les conditions ini-

tiales (0.0001,0.1,0.1,0.1) (la courbe verte) et (0.0001, 3, 14, 3) (la courbe bleue).
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FIGURE 3.3 — Croissance des especes avec de fortes entrées. .

3.4.3 Troisieme simulation

On propose enfin un exemple numérique lorsque l'égalité (3.8) est sa-
tisfaite. Dans ce cas on choisit les données suivantes S;, = 2.4994 , 29 =
10 et 29 = 2,5° = 0.4994. La simulation de la figure (3.4) avec les condi-
tions initiales (0.0001,0.1,0.1,0.1) (la courbe verte) et (0.0001, 3, 14, 3) (la courbe

bleue) montrent I'extinction de x5.
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La concentration de X1 mg/I
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FIGURE 3.4 — Croissance des espéces dans le cas de l'égalité. (3.8) pour

n = 3.
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Annexe A

Notions biologiques

A.1 Quelques définitions biologiques

Les définitions suivantes sont tirées de [7, 8].

Micro-organisme : Un micro-organisme est un organisme microscopique,

de nature végétale par exemple micro-algues, ou animale par exemple un
microbe ou une bactérie. Les micro-organismes ne peuvent pas étre vus a
I'ceil nu, ce qui définit leur taille ; au-dela, on parlera de macro-organisme.

Biomasse : La biomasse est définie par des biologistes comme masse
totale des organismes vivants mesurée dans une population, une aire ou
une autre unite.

Substrat : le substrat est un support sur lequel se développe un orga-
nisme, micro-organisme inclus.

Facteur limitant : En biologie, un facteur limitant est une ressource

(substrat biotique ou abiotique) ou un état de I'environnement qui limite la
croissance, 'abondance, la distribution, d'un organisme ou d'une popula-
tion d’organismes dans un écosystéeme.

Taux de croissance : Un taux de croissance indique et mesure une crois-

sance par unité de temps, la croissance étant une augmentation en nombre
et/ou en taille d'un tissu, d'un organe, d'un organisme, d'une population
ou de la biomasse.

Ecosystémes :Un écosysteme comprend un milieu, les étres vivants qui

le composent et toutes les relations qui peuvent exister et se développer a

I'intérieur de ce systéme. Un écosystéme est composé de deux €léments :
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la biocénose qui est I'ensemble des étres vivants et le biotope qui est le
milieu. L’écosystéme est un ensemble de vie équilibré, autonome stable et

complexe.

A.2 Elaboration du modéle du chemostat

Dans cette partie, on va expliquer I'élaboration du modéle du chemostat
a l'aide du cours [4]. On rappelle que le chemostat est un appareil de la-
boratoire qui se présente comme sur la figure (1.1) : a 'entrée, le substrat
est introduit continiment avec une concentration constante avec un débit
constant. A la sortie on retrouve du substrat et des micro-organismes avec
le méme débit qu’a I'entrée. On note :
V' : le volume du chemostat (litre).
b : le débit d’entrée et de sortie (litre par heure).
Sin : la concentration d’entrée ou concentration initiale (gramme par litre)
S(t) et X(¢) : les concentrations respectives du substrat et de la biomasse
(gramme par litre).
La transformation du substrat en biomasse est une réaction chimique qui

se passe de la maniére suivante :
ES X r=f)X (A.1)

ou k est une constante stoechiométrique sans dimension et f est la cinétique
de la réaction mesurée en 1/h . Pour établir le modéle du chemostat on
utilise la loi d’Antoine Lavoisier qui dit ‘rien ne se perd, rien ne se crée
tout se transforme’. Faisons un bilan de masse entre l'instant ¢ et ¢t + At.
La masse du substrat est égale au produit de la concentration du substrat
et du volume, c’est-a-dire a V.S, de méme la masse des micro-organismes
est égale au produit de la concentration du micro-organisme et du volume,
c’est-a-dire a VX. A la masse des micro-organismes on ajoute la quantité
produite par la réaction chimique (A.1), et on retranche ce qui sort a la sortie

du chemostat avec le débit b, ce qui nous donne I'équation suivante :

VX|panr — VX|, = =bXAt + f(OVXAL (A.2)
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De méme pour V S, on ajoute ce qui rentre avec le débit b et on retranche ce
qui sort avec le méme débit et ce qui se transforme en biomasse. On obtient

alors I'équation suivante :
VS|iear — VS|, = bSinAt — bSAt — kf()V XAt (A.3)

Les équations (A.2) et (A.3) forment le systéme suivant :

(A.4)

Divisons par At et faisons tendre At vers 0. Le systéme devient

d(VX)
dt

= —bX + f()VX

d(V'S)
dt

= bSi — bS — kf()VX

ce qui donne

X dv
v Y oy fOVX
a T OV

as av
V= L = bS —bS — k(X
7 +Sdt bSin — bS — kf()V

Puisque V est constant, le modéle devient

dX b

A AR

as b b

o Vsm - VS —kf()X

b
On note par D := v qui représente le taux de dilution. Si f est une fonction

de croissance qui ne dépend que de S alors le modéle du chemostat simple

est ix
— = X(f(S) - D)
dsS
= D(Sin = 5) = kf()X
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Annexe B

Outils mathématiques

B.1 Fonction de Lyapounov moyenne

Considérons le systeme

= f(z) (B.1)

avec r € X un domaine de R" et f de classe C*

Définition 2 [3] Soit I' un ensemble fermé et invariant de X pour 'équation
(B.1). Une application P : X — R, est dite fonction de Lyapounov moyenne
pour (B.1) si elle vérifie les conditions suivantes :

e Pluy>0 si ue X\I' et Plu)=0 si uel

e P =1(u)P avec ¢ : X — R une fonction continue.

Théoreme B.1.1 [3] Soit P une fonction de Lyapounov moyenne pour l'équa-
tion (B.1) et soit A = {r; € I' : ¢,(r;) = r; pour toutt € R}, olt ¢,(.) désigne le flot
associé a (B.1) en un point donné.

Si ¢;(u) — r;lorsque t tend vers +o0o et ¥(r;) > 0 pour tout u € I" et r; € A,

alors I' est répulsif.

B.2 Théorémes de convergence

Théoréme B.2.1 (Lemme de séparation [1, 6]) On considere le systéeme non

{ &= f(z,y) (B.2)

linéaire :
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ol (z,y) € R" x R™, supposons que :
* y* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour
l'équation différentielle y = g(y),
* x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour
i =g(z,y"),
* toutes les solutions du systeme (B.2) sont bornées,
alors (z*,y*) est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour le

modeéle (B.2).

Considérons les deux systémes différentiels de la forme

y=f(y,2) (B.3)
2= Az
et
= f(z,0) (B.4)
avec

zeR" (y,z) € D CR*"xR™
reQ:={x:(x,0)€ D} CR"

On suppose que f est continiment différentiable, que D est positivement
invariant pour (B.3) et que (B.3) est dissipatif, dans le sens ou il existe
un ensemble compact de D tel que toutes les solutions rentrent dans ce

compact. Faisons les hypothéses suivantes :

(H1) Toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement néga-

tive.

(H2) L’équation (B.4) admet un nombre fini des points d’équilibre dans ¢,

qui sont tous hyperboliques. Notons ces points par z1, 2o, ..., T).

(H3) La dimension de la variété stable de x; vaut n pour 1 < i < r, et la
dimension de la variété stable de z; est strictement inférieure a n pour
j =r+1,..,p (Cest-a-dire &imM™(z;) = n, i =1,..,r; dim(M*(z;) <
n j=r+1..p).

(H4) L’ensemble 2 est €gal a la réunion de toutes les variétés stables des

points z; pour i = 1,....p (Q = U_, MT(z;)).
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(H5) L’équation (B.4) n’admet pas de chaine fermée qui relie ces points

d’équilibre.

Définition 3 [5] Soit P et () deux points d’équilibre hyperboliques d'un sys-
téme donné (pas nécessairement distincts). On dit que P est enchainé a @,
noté P — @, s’il existe un z, ¢ PUQ tel que z € M~ (P) U M*(Q). Une
suite finie Py, P, ..., P, des points d’équilibre hyperboliques, est appelée une
chaine si P, -+ P, — ... — Py(P — P pour k = 1). Une chaine est dite fermée

si P1 = Pk

Théoréme B.2.2 (Théoréme de convergence de Thieme, systémes asymp-
totiquement non autonomes [5])

Supposons que les hypothéses (H1)-(H5) sont satisfaites et soit (y(t),z(t)) une
solution de (B.3), alors pour un certainion a :

lim (y(),z(t)) = (2:,0)

t—+o00

Autrement dit D C UY_ A% (z;,0) ot AT est la variété stable du systéme (B.3).

De plus U?_; A (z;,0) a une mesure de Lebesgue nulle.
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