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Introduction

5



1 Introduction
Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension in�nie. h:; :iH désigne
le produit scalaire sur H et kxkH =

p
hx; xiH sa norme associée. Si M est

un sous-ensemble de H, M? est l�orthogonal de M par rapport au produit
scalaire de H. Si A est un opérateur linéaire dé�ni sur H; le domaine, le
noyau et l�image de A sont notés respectivement par D(A); N(A) et R(A).
A� est l�opérateur adjoint de A, il est bien dé�ni lorsque le domaine D(A) de
A est supposé dense dans H. Notons par B(H;K) l�algèbre des opérateurs
linéaires bornés dé�nis de H dans un autre espace de Hilbert K et on pose
B(H;H) = B(H). On considère dans ce travail d�une manière générale
des opérateurs non bornés dé�nis sur leurs domaines de H dans lui même.
Le graphe G(A) de A est un sous-espace vectoriel de H � H dé�nit par
G(A) = f(x;Ax) : x 2 D(A)g : L�opérateur A est dit fermé si son graphe
G(A) est un sous-espace fermé de H �H où H �H est muni de la structure
hilbertienne produit. C(H) désigne l�espace des opérateurs linéaires fermés
dé�nis sur H et à domaine dense dans H.

SiA 2 C(H), alors son adjointA� est fermé. En particulier, les opérateurs
autoadjoints sont fermés. Il est intéressant de rappeler au début qu�on peut
assimiler un opérateur linéaire fermé surH à un opérateur borné, lorsqu�il est
muni de la norme du graphe kxkG(A) =

�
kxk2H + kAxk

2
H

�1=2
, en introduisant

sur son domaine D(A) le produit scalaire du graphe hx; yiG(A) = hx; yiH +
hAx;AyiH pour tout x; y 2 D(A):
En e¤et, A est fermé si et seulement si HA = (D(A); h:; :iG(A)) est un

espace de Hilbert. Dans ce cas A 2 B(HA;H). D�après le théorème du
graphe fermé, on a B(H) � C(H).

La notion de fermabilité est une généralisation importante de celle de la
fermeture, par le fait que les opérateurs fermables peuvent être traités de
manière similaire que celles des opérateurs fermés.

A est fermable si l�adhérence G(A) de son graphe G(A) dans H �H; est
le graphe d�un opérateur linéaire non borné que l�on notera A de domaine
D(A): (A;D(A)) est appelé la fermeture de A:
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Donc si A est fermable alors:

D
�
A
�
=

�
x 2 H ; il existe une suite (xn)n 2 D (A) telle que (xn)n converge
vers x et (Axn)n ait une limite dans H g

(1)

et

Ax = lim
n!+1

Axn, pour x 2 D
�
A
�

(2)

En utilisant la linéarité de A on peut reformuler la dé�nition de la ferme-
ture A de A de la manière suivante :

A est fermable si et seulement si pour toute suite (xn)n de D (A) conver-
gente vers 0 dans H telle que la suite des images (Axn)n converge aussi dans
H, alors limA

n!+1
xn = 0:

On remarque alors que fermer un opérateur c�est, en quelque sorte, le
prolonger au maximum par des procédés purement topologiques et que, pour
aller plus loin, on doit utiliser des propriétés algébriques.

Proposition 1.1 ([17]) 1) Tout opérateur (A;D (A)) borné est fermable,
D
�
A
�
= D (A) et A est borné sur D

�
A
�
:

2) Si (A;D (A)) est fermable injectif, alors A�1 est fermable si et seule-
ment si A est injectif, on a dans ce cas A�1 = A

�1
. Si de plus A

�1
est borné

alors R
�
A
�
= R(A):

On note A � B lorsque B est une extension de A, c�est à dire D(A) �
D(B) et la restriction de B à D(A) coïncide avec A. En particulier, A � B
est équivalente à G(A) � G(B). Il s�ensuit immédiatement que l�adhérence
A de A; lorsqu�elle existe, est la plus petite extension fermée de A. Tout
opérateur fermé est fermable sur H, mais l�inverse n�est pas vrai.
Si A n�est pas fermable, alors l�adhérence G(A) de G(A) n�est pas néces-

sairement un graphe (G(A) peut contenir des vecteurs de type (0; y) , y 6= 0),
et A n�a pas d�extension fermée.
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Remarque 1.2 Tout opérateur fermable de rang �ni est borné. Par con-
séquent, une forme linéaire non bornée n�est jamais fermable.

Rappelons qu�un opérateur linéaire A est fermable si et seulement si
D(A�) est dense dans H, dans ce cas, A = A��:
Ainsi, un opérateur linéaire A perd sa fermabilité dès que le domaine

D(A�) de son adjoint est assez petit, et même, il peut arriver que D(A�)
= f0g:
L�opérateur suivant représente un bon exemple d�opérateur non borné

dont le domaine de son adjoint est réduit à f0g.
Soit H = L2 (]�1; 1[) ;

D(A) =

�
f 2 C1 (]�1; 1[) \ L2 (]�1; 1[) ;��f (j) (0)�� � Cf 2�jj! , j � 0 , Cf > 0

�
(3)

et

Af (x) =
1X
j=0

f (j) (0)

j!
xj (4)

A est bien dé�ni de plus N(A) et R(A) sont denses dans H:
En e¤et, D(A) et R(A) contiennent l�espace P des polynomes dé�nis sur

]�1; 1[ et N(A) contient l�espace Pe = fexp (�x�2)P : P 2 Pg sachant que
P est dense dans L2 (]�1; 1[) :
On conclu alors que D(A�) = f0g en utilisant le résultat suivant :

Lemme 1.3 ([17])
1) Si A est un opérateur linéaire non borné tel que N(A) est dense, alors

D(A�) = N(A�):
2) Si de plus R(A) est dense, alors D(A�) = f0g:

Les opérations naturelles, somme, produit et limites sont bien dé�nies
sur B(H); cependant, il faut être prudent avec ces manipulations lorsqu�il
s�agit d�opérateurs non bornés, c�est essentiellement dû aux domaines. Ceci
fait que le maniement des opérateurs non bornés est toujours très delicat et
en particulier la notion de la somme, du produit, de l�adjoint, des limites et
aussi celles des opérateurs commutables.
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D(A + B) = D(A) \ D(B) ou D(AB) = B�1(D(A)) peut être trivial,
c�est à dire réduit à zéro, d�autre part, si A;B 2 C(H), alors A + B et AB
ne sont pas généralement fermés sur H, même si de fortes conditions sont
imposées sur A et B. Pour ces di¤érentes questions et pour la construction
d�exemples explicites et détaillés le lecteur intéressé pourra consulter [26];
[28]:

Pour éviter les problèmes de la fermeture de la somme, du produit et des
limites d�opérateurs, mais aussi des questions relatives à la formule classique
de l�adjoint de la somme et du produit, certains auteurs ont tenté d�a¤aiblir
la notion de fermabilité des opérateurs ([5]; [6]; [25]).

Dixmier [6] a dé�ni en 1947 un nouveau produit entre les éléments de
C (H) ; noté A�B, de la manière suivante:
x 2 D (A�B) et y = (A�B)x; s�il existe une suite (xn)n dans D (B)

convergente dans H vers x et une suite (yn)n dans R(A) convergente dans H
vers y telles que la suite (A�1yn �Bxn)n converge dans H vers 0:
Il montre en particulier que si A;B 2 C (H), alors :

8<:
(A�B) 2 C (H)
A�B = AB si B 2 B (H) ou A�1 2 B (H)
A�B = AB si B�1 2 B (H) ou A 2 B (H)

(5)

mais il n�obtient pas la formule classique sur l�adjoint du produit usuel
des opérateurs bornés, il trouve seulement (AB)� = B� � A�:

Le produit ? proposé par Messirdi et Mortad dans leurs article [25] utilise
la notion du bissecteur d�un opérateur de C (H) par transport du produit de
B (H) vers C (H) :
Ce nouveau produit est autant plus intéréssant dans la mesure où il

comble les défaillences du produit de Dixmier en véri�ant essentiellement
les deux propriétés suivantes: 8 A;B 2 C (H) ;

9



�
A ? B 2 C (H)
(A ? B)� = B� ? A�

(6)

D�autres auteurs ont donné su¢ samment de conditions topologiques sur
le graphe de deux opérateurs de C(H) de sorte que leur somme et leur produit
restent dans C(H) ([24]; [26]; [3]).

Une autre manière de conserver le caractère fermé de la somme, du pro-
duit et par passage à la limite des opérateurs de C(H) consiste à introduire
des dé�nitions plus adaptées à la fermeture des opérateurs ([7]; [5]; [19]; [26]; [27]).

En e¤et, S. Messirdi et al. ont introduit dans leur article [26] une nouvelle
classe d�opérateurs linéaires, appelés opérateurs presque fermés et ont montré
que cette classe est notamment stable par rapport aux opérations usuelles:
somme �nie et in�nie, produit, passage à l�adjoint et à la limite.

Les opérateurs presque fermés sont des opérateurs non bornés sur H sur
lesquels on impose une condition topologique inspirée du résultat qui dit
qu�un opérateur A est fermé si et seulement si (D(A); h:; :iG(A)) est un espace
de Hilbert. Cette condition rend ces opérateurs à graphes fermés sur un
espace de Hilbert intermédiaire entre le domaine de l�opérateur et l�espace
total H:

Cependant, la somme, le produit et les limites d�opérateurs fermés sont
nécessairement des opérateurs presque fermés ou quotient d�opérateurs linéaires
bornés. On rappelle dans le deuxième chapitre la notion d�opérateurs linéaires
presque fermés agissant dans un espace de Hilbert. Cette classe d�opérateurs
contient l�ensemble de tous les opérateurs linéaires fermés et est stable par
rapport aux opérations usuelles: somme �nie et in�nie, produit, passage à
l�adjoint et à la limite.

Signalons maintenant qu�un opérateur non fermable (n�admettant pas
d�extension fermée) peut être presque fermé sur H et inversement il existe
des opérateurs fermables sur H qui ne sont pas presque fermés sur H: Deux
exemples d�opérateurs montrant que les classes d�opérateurs fermables et
presque fermés ne sont pas emboitées, sont explicitement construits et intro-
duits dans [26]:
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Cette dernière remarque nous mène vers une question pertinente celle
de l�existence des extensions presque fermées des opérateurs linéaires. En
s�appuyant sur les travaux de Kaufman ([19]; [18]), on présente aussi quelques
résultats préliminaires sur les extensions presque fermées.

Une autre façon de traiter cette question consiste à dé�nir un espace
d�opérateurs linéaires non bornés sur H contenant simultanément l�ensemble
des opérateurs linéaires fermables sur H ainsi que la classe des opérateurs
presque fermés sur H. On présente dans le troisième chapitre les résul-
tats originaux obtenus dans [27], il s�agit de la notion nouvelle d�opérateurs
linéaires presque fermables sur les espaces de Hilbert et de Banach obtenus
par des extensions presque fermées. Cette classe d�opérateurs ne déborde
pas de l�ensemble des opérateurs linéaires non bornés, elle englobe la classe
des opérateurs fermables et presque fermés et elle est à son tour stable par
l�addition, la composition, l�inversion, la restriction, les limites et les inté-
grales. On fourni aussi quelques propriétés importantes de ces opérateurs et
on les représente à l�aide de produits d�opérateurs linéaires.

Par ailleurs, C(H) muni de la métrique du gap g est un espace métrique
non complet:

g(A;B) =


PG(A) � PG(B)

B(H�H) , A;B 2 C(H) (7)

PG(A) et PG(B) désignent respectivement la projection orthogonale dans
H �H sur le graphe G(A) de A et le graphe G(B) de B. Mezroui dans [29]
ainsi que Fernandez Miranda et Labrousse dans [9] ont montré que le com-
plété de C(H) pour la topologie dé�nie par la métrique g atteint l�ensemble
des relations linéaires fermées de H (c�est à dire l�ensemble des sous-espaces
vectoriels fermés de H � H de dimension et codimension in�nies), où les
opérateurs linéaires fermés sont identi�és comme des relations linéaires par
leurs graphes. La topologie induite par g sur C(H) possède de bonnes pro-
priétés concernant la stabilité du produit des opérateurs , mais les résultats
sont beaucoup moins bons en ce qui concerne la stabilité du spectre d�un
opérateur. Donc il est nécessaire d�avoir d�autres métriques sur C(H); qui
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sont plus pratiques ou alors plus fortes que g pour pouvoir ra¢ ner le com-
plété de C(H) en ramenant dans la mesure du possible le complété de C(H)
vers une certaine classe d�opérateurs non bornés.

De nouvelles métriques sont introduites sur C(H), une caractérisation de
la fermeture des sous-ensembles bornés de C(H) par ces métriques y est aussi
donnée. Il devient alors intéressant de comparer le complété de C(H) par ces
métriques avec l�espace des opérateurs presque fermables sur H. En d�autres
termes, est-il possible de déterminer une métrique d sur C(H) plus forte que
g telle que le complété de C(H) par d coïncide avec l�espace des operateurs
presque fermables sur H?.

En�n on introduit au chapitre quatre une topologie de Hausdorf � locale-
ment convexe dans l�ensemble de tous les opérateurs presque fermables et on
étudie cette structure topologique en utilisant la méthode de décomposition
des opérateurs presque fermables. � induite sur C(H) est métrisable, elle
est strictement plus forte que celle induite par la métrique g et elle coïncide
avec la topologie de convergence uniforme sur B(H) ([27]). On dé�nie aussi
la notion de la convergence quotient dans l�espace des opérateurs presque
fermés et on montre que la topologie induite par la convergence quotient est
aussi strictement plus forte que la topologie induite par la métrique du gap
g sur C(H).

Les opérateurs d�évolutions linéaires (Problèmes de Cauchy abstraîts [12])
dé�nis sur un espace produit font intervenir des éléments matriciels décom-
posables en sommes et produits d�opérateurs fermés, ils sont en géneral ni
fermés ni fermables.
Si un opérateur d�évolution est fermable on est confronté à deux di¢ cultés

majeures. Celles de la description du domaine de la fermeture et du risque de
la disparition des informations nécessaires sur l�évolution du problème dans
le temps après extension du domaine car ces informations sont contenues en
général dans le domaine initial de l�opérateur (cf. [12]).
Ainsi, à cause des propriétés de stabilité des opérations usuelles les prob-

lèmes d�évolutions sont en particulier rigoureusement formulés dans la classe
des opérateurs presque fermables car la somme et le produit d�opérateurs
fermables sont toujours des opérateurs presque fermables.

Dans le cinquième et dernier chapitre sont traités les problèmes de Cauchy
abstraits du type:

12



du

dt
= Au(t) , t 2 [0; T [; T � 1; u(0) = x (ACP)

où (t; x) 2 [0; T [�
 (
 � Rn; 
 ouvert), u(t) = u(t; :) 2 E un espace de
Banach complexe et l�opérateur A de domaine D(A) n�est pas fermable dans
E.

En utilisant la représentation de Laplace et la théorie des semi-groupes, on
peut construire une solution dans E du problème (ACP), où A est supposé
presque fermable sur E: Il est connu que beaucoup d�informations sur le
problème (ACP) sont contenues en particulier dans le domaine de A, donc
cela signi�e que le changement de la structure de E ou celle de D(A) peut
in�uer fortement sur le caractère du problème étudié. Il est plutôt convenable
de considérer le graphe de A dans un espace de Banach auxiliaire EB�E; où
A � B, B est borné de l�espace de Banach EB dans E et D(A) � EB ,! E
(EB s�injecte continuellement dans E):
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Chapitre II

Opérateurs presque fermés
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2 Opérateurs presque fermés

2.1 Concept des opérateurs presque fermés

On inroduit dans ce chapitre la classe des opérateurs presque fermés qui
sont des opérateurs non bornés sur H sur lesquels on impose une condition
topologique qui consiste à renormer leurs domaines. Cette condition rend ces
opérateurs à graphes fermés sur un espace de Hilbert intermédiaire entre le
domaine de l�opérateur et l�espace total H:
On donne également les résultats de base sur ces opérateurs et on présente

aussi les diférentes caractérisations obtenues par Kaufman dans [19] sur les
extensions presque fermées d�opérateurs linéaires.

Ces opérateurs ont été étudiés par plusieurs auteurs, souvent introduits
avec des appellations di¤érentes. Dixmier utilise dans [7] l�appellation "opéra-
teurs de Julia", Agmon et Nirenberg les ont introduit dans [1] sous le nom
d�opérateurs relativement fermés", ils sont appelées respectivement opéra-
teurs images "operator ranges" par Fillmore et Williams dans [10], opéra-
teurs paracomplets par Labrousse dans [20] et opérateurs semi-fermés par
Foias [11], Caradus [5] et Kaufman [19]. Kaufman utilise également le terme
quotient d�opérateurs bornés, en�n Messirdi et al. les ont appelé opérateurs
presque fermés [26]. Cette classe d�opérateurs non bornés est notamment
stable par rapport aux opérations usuelles : somme �nie et in�nie, produit
et passage à la limite [26].

Dé�nition 2.1 Un opérateur linéaire non borné (A;D (A)) dé�ni sur un
espace de Hilbert H est dit presque fermé s�il existe un produit scalaire [:; :]A
sur D(A) tel que l�espace auxilliaire HA = (D(A); [:; :]A) est complet, s�injecte
continuement dans H (on note HA ,! H) et A 2 B(HA; H):

Il est évident que si HA est un espace de Hilbert, alors A est presque
fermé si et seulement si le graphe G(A) de A est fermé dans HA� H; donc
si (xn)n converge vers x dans HA et (Axn)n converge vers y dans H, alors
x 2 D(A) et y = Ax:
En particulier, tout opérateur fermé (A;D (A)) est presque fermé lorsque

HA = D (A) est muni du produit scalaire et de la norme du graphe hx; yiA =
hx; yi+ hAx;Ayi et kxkA = (kxk

2+ kAxk2)1=2; x; y 2 D (A) :
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Un opérateur presque fermé peut être également caractérisé par le moyen
de sous-espaces presque fermés ou d�opérateurs images (operator ranges selon
Fillmore et Williams [10]). Soit M un sous-espace de H; M est dit un sous-
espace presque fermé de H, s�il existe un produit scalaire h:; :iM sur M tel
que M est complet par rapport à h:; :iM et que (M; h:; :iM) s�injecte contin-
uellement dans (H; h:; :iH): Fillmore et Williams ont établi la relation entre
les sous-espaces presque fermés et les opérateurs images, ils ont montré dans
[10] que M est presque fermé dans H si et seulement si M est l�image d�un
opérateur de B(H). On a le résultat de caractérisation suivant :

Théorème 2.2 Soit A : D(A) ! H un opérateur linéaire de domaine
D(A) � H: Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1) A est presque fermé sur H:
2) D(A) est un sous-espace presque fermé de H de telle sorte que A est

borné par rapport à une norme hilbertienne sur D(A):
3) Le graphe G(A) de A est un sous-espace presque fermé dans H �H:

Notons par AC(H) l�ensemble de tous les opérateurs linéaires presque
fermés sur H. On sait d�après les travaux suscités que AC(H) est la plus
petite famille contenant la classe des opérateurs fermés sur H qui est stable
par les opérations somme �nie et dénombrable, produit et passage à la limite.

Si A;B 2 C (H) alors S = A + B et C = BA sont évidemment presque
fermés si on prend comme espace de Hilbert auxilliaire HS = HC = D (A)
muni du produit scalaire du graphe h ; iA :

En e¤et, soient (xn)n une suite de D (S) = D (A) \ D (B) et (yn)n une
suite de D (C) = fz 2 D (A) ; Az 2 D (B)g convergentes respectivement
dans HS = HC vers x et y; telles que (Sxn)n ainsi que (Cyn)n convergent
dans H respectivement vers z et t: Comme HA est complet et A est fermé,
alors x; y 2 D (A), (Axn)n converge vers Ax et (eyn)n = (Ayn)n converge vers
Ay dans H . Or, (Bxn)n et (Beyn)n convergent respectivement dans H vers
(z � Ax) et t, de plus puisque B est fermé z � Ax = Bx ou bien z = Sx et
t = Cy:

On remarque que, même si A etB ne sont pas fermés surH, les opérateurs
S et C peuvent être presque fermés sur H. Considérons pour cela l�exemple
de deux opérateurs non fermés A et B qui sont conjointement fermés, c�est à
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dire véri�ant la condition de la fermeture seulement sur la partie commune
D (A) \ D (B) de leurs domaines D (A) et D (B) ou bien si (xn)n est une
suite de D (A) \ D (B) convergente dans H vers x telle que les suites des
images (Axn)n et (Bxn)n convergent dans H respectivement vers y1 et y2,
alors x 2 D (A) \D (B) ; Ax = y1 et Bx = y2:
Posons:

HS = D (A) \D (B) (8)

muni du produit scalaire

hx; yiS = hx; yi+ hAx;Ayi+ hBx;Byi (9)

HS est un espace de Hilbert, HS ,! H de plus il apparait facilement que
S = A+B est presque fermé.

Tout opérateur presque fermé sur H de domaine fermé est borné.
En e¤et, si A 2 AC(H); il existe HA un espace de Hilbert, de tel sorte

que D (A) = HA ,! H et A 2 B(HA; H); mais comme D (A) est fermé alors
D (A) = H et A 2 B(H):

De plus, si A 2 AC(H); alors N(A) est un sous-espace vectoriel fermé
de l�espace de Hilbert auxiliaire HA; en particulier si R(A) = H et A est
inversible alors A 2 B(H):

Cependant, S. Messirdi et al. ont montré dans [26], à l�aide d�exemples
typiques, qu�il n�ya pas de lien entre les opérateurs fermables et les opérateurs
presque fermés. En e¤et, il existe des opérateurs presque fermés qui ne sont
pas fermables et des opérateurs fermables qui ne sont pas presque fermés.
Dans un but d�étendre l�application de cette nouvelle génération d�opérateurs
à l�extérieur du champ des espaces de Hilbert on donne ici des exemples
d�opérateur sur un espace de Banach qui montrent bien qu�il n�y�a pas de
relation d�inclusion entre AC(H) et la classe des opérateurs fermables sur H.

L�extension naturelle de la dé�nition 2:1 aux espaces de Banach consiste
à remplacer dans cette dé�nition les espaces de Hilbert H et HA par des
espaces de Banach X et XA:
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Exemple 2.3 Soient X = C ([0; 1]) l�espace des fonctions continues sur
l�intervalle [0; 1] muni de sa norme naturelle; A = d

dx
de domaine D (A) =

C1 ([0; 1]) l�espace des fonctions de classe C1 sur [0; 1] et Bf (x) = f (0) g (x)
de domaine D (B) = X où g 6= 0 est arbitrairement �xé dans X:
A est fermé et B est borné sur X donc leur produit C f = BAf = df

dx
(0)g

de domaine D (C) = D (A) est presque fermé sur X:
Soit la suite fn (x) = � e�nx

n
. Alors,

� fn 2 D (C) ; 8n 2 N�:
� 8x 2 [0; 1] ; jfn (x)j2 = e�2nx

n2
!

n!+1
0

� jfn (x)j2 � 1;8x 2 [0; 1] ;8 n 2 N�: Avec 1 2 L1 ([0; 1]) :
En utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on a:

lim
n!+1

1Z
0

jfn (x)j2 dx =
1Z
0

lim
n!+1

jfn (x)j2 dx = 0

D�où, (fn)n converge vers 0 dans X.
� Cfn = d fn

dx
(0)g = g 6= 0:

Or, (0; g) ne peut pas appartenir au graphe d�un opérateur linéaire. Ainsi,
C ne peut pas être fermable.

Exemple 2.4 Considérons l�opérateur identité I, sur l�espace de Banach
X = C ([0; 1]) muni de la norme banachique de la convergence uniforme,
de domaine P l�ensemble des polynômes sur [0; 1] :
En vertu du théorème de Weierstrass il apparaît évident que I est fer-

mable. Supposons aussi que I est presque fermé alors il existe un espace de
Banach XI , XI ,! X, tel que le graphe G (I) = f(P; P ) ; P 2 Pg de I est
fermé dans XI �X. G (I) est alors un espace métrique complet.
Or, G (I) =

1
[
n=0

f(Pn; Pn) ; d oPn � ng est une réunion dénombrable de
sous-espaces vectoriels de dimensions �nies et d�intérieurs vides. G (I) est
alors un espace de première catégorie.
Mais G (I) est un espace de Baire de seconde catégorie ce qui est contra-

dictoire. Alors I de domaine P ne peut pas être presque fermé sur C ([0; 1]).

D�autre part, en utilisant le Lemme de Mac Nearney [22]:
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Lemme 2.5 ([22])
Soit A 2 AC(H); alors il existe un unique opérateur linéaire borné positif

B sur H et un produit scalaire h:; :i0 sur le domaine D(A) de A tels que
(D(A); h:; :i0) est complet, s�injecte continuement dans H; R(B) = D(A) et
hx; yi0 = hB�1x;B�1yiH pour tout x; y 2 D(A).

Kaufman a obtenu dans [18] une représentation quotient des opérateurs
presque fermés de la manière suivante:

Théorème 2.6 ([18])
Soit A un opérateur non borné sur H de domaine D(A).
A 2 AC(H) si et seulement si il existe B et C un couple d�opérateurs

bornés sur H tel que A = C=B (le quotient de C par B de domaine R(B) est
dé�ni sur H lorsque N(B) � N(C); par l�application Bx �! Cx; x 2 H).

Notons que AC(H) n�est pas un espace vectoriel sachant que la représen-
tation quotient de l�opérateur nul n�est pas unique. On rappelle ici que la
somme, le produit et le passage à la limite sur des opérateurs quotients sont
aussi des opérateurs quotients. Le caractère presque fermé des opérateurs
persiste aussi sous d�autres opérations comme le montre le résultat suivant
(cf. [5], [19], [26]):

Théorème 2.7 Soit A 2 AC(H):
1) La restriction de A à son espace auxilliaire HA est un opérateur fermé

dans HA:
2) R(A) est un sous-espace presque fermé de H: L�image et l�image ré-

ciproque par A de tout sous-espace presque fermé de H est un sous-espace
presque fermé de H.
3) La restriction de A à tout sous-espace presque fermé de H inclu dans

D(A) est un opérateur presque fermé dans H:
4) (A + B) 2 AC(H) si et seulement si B est A-relativement borné de

borne relative strictement inférieure à 1:
On rappelle que B est A-relativement borné de borne relative strictement

inférieure à 1 si D(A) � D(B) et pour tout x 2 D(A) on ait:

kBxkH � a kAxkH + b kxkH (10)

19



où a et b sont des constantes positives et a < 1 (on dit que B est A-
directement borné si (10) est satisfaite avec b = 0).
5) Si A est inversible alors A�1 2 AC(H).
6) Il existe B;C 2 B(H) inversibles tels que R(B) = R(C) = D(A) et

A = B�1 + C�1.
7) Si B est un opérateur fermé sur H tel que D(B) � D(A); B + �A est

une famille analytique d�opérateurs fermés sur H pour � complexe de module
assez petit.
8) Si A,B 2 AC(H), alors A+B et AB sont dans AC(H).
9) X est un espace de Banach et A 2 AC(X): Pour tout " > 0; soit

A" 2 AC(X) d�espace de Banach auxilliaire X" = (D(A"); [:; :]A"): Supposons
qu�il existe un espace de Banach G tel que G ,! X" pour tout " > 0 et
sup
">0

kA"xkX < +1; pour tout x 2 G:
Alors, Ax = lim

"�!0
A"x de domaine:

D(A) =

(
x 2

 \
">0

D(A")

!
\G : lim

"!0
A"x existe dans X

)
(11)

est un operateur linéaire presque fermé sur X; son espace de Banach
auxilliaire XA est donné par:

XA =

(
x 2

 \
">0

D(A")

!
\G ; kxkG + sup

">0
kA"xkX < +1

)
(12)
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2.2 Extensions des opérateurs presque fermés

Soit A un opérateur non borné sur un espace de Banach. Est-il possible de
prolonger A en un opérateur linéaire presque fermé dans cet espace? Cette
question a été résolue par Caradus dans [5] lorsque l�espace est supposé de
Hilbert séparable, elle a été par la suite étudiée par Kaufman [19] dans des
situations plus générales.

Théorème 2.8 ([5], [26]) Si H est un espace de Hilbert séparable, alors A
a une extension densément dé�nie presque fermée sur H.

Si H est un espace de Hilbert non nécessairement séparable, Kaufman
a a¢ rmé que la question précédente est a¢ rmative sous des hypothèses de
bornitude relative sur l�opérateur A:

Théorème 2.9 ([19]) Soit A un opérateur linéaire sur H. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes.
1) A admet une extension presque fermée sur H:
2) A est directement B�1-borné où B 2 B(H) inversible:
3) A est directement B-borné où B est un opérateur auto-adjoint sur H:
4) A est directement B-borné où B est un opérateur fermé sur H:
5) A est directement B-borné où B 2 AC(H):

Techniquement, Kaufman à prouvé que étant donnés un sous-ensemble
dénombrable linéairement indépendantM de H et un opérateur linéaire A
dé�nie du sous-espace spanM, sous-espace engendré parM, dans H, alors
A admet une extension presque fermée sur H: Ce dernier résultat est une
conséquence du résultat général suivant d�éxistence des extensions presque
fermées d�opérateurs linéaires.

Théorème 2.10 ([19]) Soit A un opérateur linéaire non borné sur H de
domaine D(A): On suppose qu�il existe un recouvrement monotone M de
sous-espaces fermés de H tel queM recouvre D(A) et pour tout M dansM,
la restriction de A à M \ D(A) est bornée. Alors A admet une extension
presque fermée sur H:

Observons maintenant que le sous-espace vectoriel engendré par un sous-
ensemble (ek)k2N linéairement indépendant et dénombrable dansH est l�union
de la suite croissante des espaces de dimension �nie Mk = spanfej : j � kg;
k 2 N: Donc comme conséquence immédiate de théorème 2:10, on a:
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Corollaire 2.11 Tout opérateur linéaire dé�ni dans H sur l�espace engen-
dré par une famille dénombrable linéairement indépendante de H admet une
extension dans AC(H):

Remarque 2.12 Il s�agit alors d�un problème mathématiquement intéres-
sant celui de construire un opérateur linéaire sur H sans extension presque
fermée sur H. Pour cela, on aura besoin de dé�nir un opérateur A sur un
sous-ensemble J linéairement indépendant non dénombrable de H (J aura
la puissance du continu) a�n que l�extension naturelle de A en un opéra-
teur linéaire sur span(J) n�ait pas d�extension presque fermée sur H. Nous
traiterons avec détails cette question dans la section suivante en utilisant
l�axiome du choix et le lemme de Zorn.
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Chapitre III

Concept des opérateurs presque fermables
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3 Concept des opérateurs presque fermables

3.1 Opérateurs presque fermables sur un espace de
Hilbert

L�idée développée dans ce chapitre consiste à dé�nir, à l�aide des extensions
presque fermées, une autre classe d�opérateurs linéaires non bornés sur H ap-
pelés opérateurs presque fermables, contenant les classe AC(H) et l�ensemble
de tous les opérateurs fermables surH. Cette nouvelle classe d�opérateurs est
stable par les opérations de restriction, somme �nie et dénombrable, com-
position, limites et intégrales. On fourni aussi des propriétés importantes
des opérateurs presque fermables et on les représente à l�aide du produit
d�opérateurs fermables.

Dé�nition 3.1 ([27]) Soit A : D(A) �! H un opérateur linéaire de do-
maine D(A) � H: A est dit opérateur presque fermable sur H si A admet
une extension presque fermée sur H:

Ainsi, A est presque fermable surH si et seulement si il existeB 2 AC(H)
telle que A � B ou de façon équivalente G(A) � G(B): Comme G(B) est
presque fermé dans l�espace de Hilbert produit H �H muni de sa topologie
naturelle, on peut appeler dans ce cas G(A) un sous-espace presque fermable
de H �H:

En d�autres termes, A est presque fermable sur H si et seulement si
A � B tel que il existe un produit scalaire [:; :]B surD(B) pour lequel l�espace
auxiliaire HB = (D(B); [:; :]B) est complet, HB ,! H et B 2 B(HB; H): En
particulier, si (D(A); [:; :]B) est complet alors A est presque fermé sur H:

Par conséquent, si A est presque fermable d�extension B 2 AC(H) et
d�espace de Hilbert auxiliaire HB; alors pour toute suite (xn)n d�éléments de
D(A) de telle que xn ! x dans HB et Axn ! y dans H, on a x 2 D(B)
et Ax = y: Comme la topologie induite par HB est moins �ne que celle
induite par celle de H, on peut voir que tout ensemble de HB fermé pour
la topologie de H est également fermé dans HB pour la topologie de HB et
alors G(A)

HB�H � G(A)H�H .

Ainsi, la presque fermabilité consiste à ra¢ ner le graphe G(A) de A en
renormant D(A) en utilisant la structure hilbertienne de l�espace auxiliaire.
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Ce changement de topologie, tend à extraire de G(A)
H�H

les vecteurs sin-
guliers (0; v), v 2 H et v 6= 0:

Les opérateurs presque fermables sont des opérateurs non bornés A sur H
sur lesquels on impose une condition topologique, moins �ne que celle de H,
inspirée des opérateurs presque fermés. Cette condition permet à ces opéra-
teurs d�avoir des extensions bornées sur des espaces de Hilbert auxiliaires,
intermédiaires entre le domaine D(A) de A et H:

Étant donné que chaque opérateur fermé est presque fermé, il est clair que
tous les opérateurs fermables sont presque fermables, mais il existe des opéra-
teurs presque fermables A sur H qui ne sont pas fermables si par exemple le
graphe G(A) de A est dense dans H:
Comme exemple d�opérateur presque fermable mais non fermable, on con-

sidère un espace de Hilbert H séparable de dimension in�nie muni d�une base
hilbertienne orthonormée (en)n2N et on pose:

D = fx 2 H ;
1X
n=1

n4 jhx; eniH j
2 < +1g , y =

1X
n=2

n�1en (13)

Soient l�opérateur B dans B(H) dé�ni sur H par Bx = hx; yi y et A dé�ni
sur D par:

Ax =
1X
n=2

n2 hx; eniH en (x 2 D) (14)

Alors, A est linéaire densément dé�ni (D est dense dans H) et fermable
sur H, BA n�est pas fermable (cf. Problème 2.8.43 de [16]) mais BA est un
opérateur presque fermable sur H; c�est un produit d�un opérateur borné par
un opérateur fermable.

Comme mentionné ci-dessus, on peut aussi construire des opérateurs
linéaires fermables (donc presque fermables) qui ne sont pas presque fermés
(voir un exemple type dans [26]).

On note par ACl(H) l�ensemble de tous les opérateurs presque fermables
sur H. On a par dé�nition, les inclusions suivantes:
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B(H) � C(H) � AC(H) � ACl(H) (15)

et

B(H) � C(H) � Cl(H) � ACl(H)

où Cl(H) désigne l�ensemble de tous les opérateurs fermables sur H:

Une classe importante d�opérateurs presque fermables sont la somme et
le produit d�opérateurs fermables sur un espace de Hilbert. En général,
la somme A + B de domaine D(A) \ D(B) et le produit AB de domaine
B�1(D(A)) ne seront pas fermables sur H si A et B sont fermables sur
H: Toutefois, A + B et AB sont presque fermables lorsque D(A) \ D(B)
et D(AB) ne sont pas triviales (réduits à f0g) et si on prend les espaces
auxiliaires HA+B = (D(A)\D(B); [:; :]A+B) et HAB = (D(A B); [:; :]A B); où

[x; y]
A+B

= hx; yiG(A) + hx; yiG(B) , x; y 2 D(A) \D(B) (16)

[x; y]A B = hx; yiG(B) +


Bx;By

�
G(A)

, x; y 2 D(A B)

Il est clair que, HA+B et HA B sont des espaces de Hilbert, HA+B ,! H,
HA B ,! H et A + B 2 B(HA+B; H); A B 2 B(HA B; H): Ainsi, A + B et
A B sont respectivement les extensions presque fermées de A+B et AB sur
H; ce qui montre que A+B; AB 2 ACl(H):

Il existe aussi des opérateurs linéaires non bornés qui ne sont pas presque
fermables, on montre alors le résultat général suivant:

Théorème 3.2 Sur tout espace de Hilbert complexe de dimension in�nie, il
existe des opérateurs linéaires non bornés qui ne sont pas presque fermables.

Preuve. La preuve est constructive, elle nécessite l�axiome du choix et le
lemme de Zorn. Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension in�nie,
on peut toujours construire un opérateur linéaire non borné A sur H de
domaine D(A) = H. En e¤et, soit A un opérateur linéaire non borné sur
un domaine D ( H. A existe dès que nous disposons d�une base de Hamel
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sur H, en général, l�existence d�une base de Hamel sur un espace vectoriel
est assurée par le lemme de Zorn. Alors, si (ai)i est une base de Hamel de
H et (xi)i est une famille de vecteurs de H indexée sur le même ensemble,
l�application linéaire envoyant ai vers xi n�est certainement pas bornée si, par
exemple, les (xi)i sont choisis de telle sorte que

kxikH
kaikH

est non borné.
Considérons maintenant l�ensemble E de toutes les extensions de A sur

H, c�est l�ensemble des opérateurs A0 de domaine D0, D � D0 � H; tels que
A et A0 coincident sur D. Alors, E est partiellement ordonné pour l�inclusion
sur les domaines. En outre, toute chaine d�opérateurs linéaires de E possède
une borne supérieure, en prenant l�union des domaines. E possède alors un
élément maximal en vertu du lemme de Zorn. En�n, supposons que l�élément
maximal A0 de E est dé�nie sur un domaine D0 qui n�est pas égal à H donc
strictement inclu dans H. Soit v un vecteur quelconque di¤érent de zéro
dans le complèmentaire de D0 dans H et dé�nissons une extension de A0 sur
D0 + �v; � 2 C; nulle en v . Ce qui contredit la maximalité. Ainsi, tout
élément maximal de E est globalement dé�nie sur H.
Maintenant, si A est un opérateur linéaire non borné dé�nie sur H de

domaine D(A) = H; alors A ne peut pas être prolongé en un opérateur
presque fermé sur H: En e¤et, si A0 est une extension presque fermée de A
alors D(A) = D(A0) = H et A0 est borné de HA0 vers H où HA0 est l�espace
de Hilbert auxiliaire de A0. Ainsi, HA0 et H sont des espaces de Hilbert
isométriquement isomorphes car l�injection de HA0 à H est nécessairement
bicontinue par le théorème de l�application inverse, puis A 2 B(H); ce qui
est une contradiction.

Les propriétés fondamentales suivantes liées à la presque fermabilité des
opérateurs sont des conséquences immédiates de la dé�nition 3:1:

Théorème 3.3 Soit A 2 ACl(H) d�extension presque fermée B et d�espace
de Hilbert auxiliaire HB: Alors,
1) N(A)

HB � N(B) \ N(A) où N(A)HB est la fermeture de N(A) par
rapport à la topologie de HB:
2) Si D(A) = H; alors A = B 2 B(H):
3) Si B est inversible alors A�1 2 ACl(H): En outre, si R(A) = H alors

A 2 B(H):
4) Il existe A0 2 B(HB; H) et C fermable dans HB tels que A = A0C sur

D(A):
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5) Si H0 est un espace de Hilbert tel que D(A) � H0 ,! HB; alors A est
presque fermable de H0 dans H:

Preuve. 1) L�assertion est vraie puisque B est borné de HB dans H:
2) En e¤et, les topologies induites sur H par les normes de H et HB sont

équivalentes, alors A 2 B(H) puisque B 2 B(HB; H):
3) Etant donné que B est une extension inversible de A, alors A est aussi

inversible et D(B�1) = R(B) est un espace de Hilbert, notée H�1; pour le
produit scalaire:

[y; z]�1 = hy; ziH + [B�1y;B�1z]B (17)

où [:; :]B est le produit scalaire de HB: B�1 est borné de H�1 dans H et
est donc une extension presque fermée de A�1 ce qui signi�e que A�1 est
presque fermable sur H.
4) On adopte ici la même idée que celle utilisée dans ([19], p. 69) au

moyen du lemme 2:5 de Mac Nearney. Puisque B est borné de HB dans H;
soit

hx; yi0 = [x; y]B + hBx;ByiH , x; y 2 D(B) (18)

H 0
B = (D(B); h:; :i

0) est un espace de Hilbert et on a pour tout x 2 D(B);

max([x; x]B; kBxk2H) � hx; xi
0

Ainsi H 0
B ,! HB ,! H et B 2 B(H 0

B; H): Il en résulte qu�il existe un
opérateur positif B0 2 B(HB) tel que R(B0) = D(B) et pour tout x; y 2
D(B),

hx; yi0 = [B�10 x;B�10 y]B (19)

Soit C = B�10 l�inverse de la restriction de B0 à N(B0)? dans HB: Notons
que C est dé�ni deR(B0) dansN(B0)?; C est un opérateur fermé et P = CB0
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est la projection orthogonale sur N(B0)? dans HB: Soit A0 = BB0; alors
B = A0C: Pour tout x dans HB, on a:

kA0xk2H = kBB0xk
2
H � hB0x;B0yi

0 � [x; x]B

Ainsi, A0 2 B(HB; H) et A0P = A0: On a aussi A = BjD(A) = A0CjD(A) =
A0(CjD(A)) où la restriction CjD(A) est fermable de D(A) dans HB de ferme-
ture égal à C:
5) Soit i l�opérateur identité de H0 dans HB: Puisque Bi = BjH0 est borné

sur H0; alors A 2 ACl(H0):

Remarque 3.4 En vertu du théorème 3:3; (4), on peut représenter chaque
opérateur presque fermable par un quotient d�opérateurs linéaires non bornés
et inversement. On traitera cette question en détail dans un prochain article.

On véri�e maintenant que la somme et le produit d�opérateurs presque
fermables sont également des opérateurs presque fermables.

Théorème 3.5 Soit A;B 2 ACl(H). Alors A + B; AB 2 ACl(H) dès que
D(A) \D(B) et D(AB) sont non triviales.

Preuve. Si A0 et B0 sont respectivement les extensions presque fermées
de A et B sur H; en utilisant le fait que A0 et B0 sont bornées sur les
espaces de Hilbert auxiliaires correspondants HA0 = (D(A0); [:; :]A0) et HB0 =
(D(B0); [:; :]B0); on prend alorsHA0+B0 = (D(A0)\D(B0); [:; :]A0+B0) etHA0B0 =
(D(A0B0); [:; :]A0B0) où

[x; y]A0+B0 = [x; y]A0 + [x; y]B0 + hA0x;A0yiH + hB0x;B0yiH
x; y 2 D(A0) \D(B0) (20)

[x; y]A0B0 = [x; y]B0 + [B
0x;B0y]A0 + hA0B0x;A0B0yiH

x; y 2 D(A0B0)

Il est clair que HA0+B0 et HA0B0 sont des espaces de Hilbert s�injectant
continûement dans H. A0 + B0 et A0B0 sont respectivement des extensions
presque fermées de A+B et AB (voir [26]), ce qui signi�e que A+B et AB
sont presque fermables sur H:
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3.2 Opérateurs presque fermables sur un espace de Ba-
nach

La dé�nition des opérateurs presque fermables sur un espace de Banach com-
plexe de dimension in�nie (E; k:kE) est similaire à celle proposée dans la
section précédente, dans le cas d�un espace de Hilbert.

Un opérateur linéaire dé�ni sur E de domaine D(A) est dit presque fer-
mable sur E si et seulement si il possède une extension presque fermée B sur
E. B est presque fermé sur E signi�e qu�il existe une norme k:kB sur D(B)
telle que EB = (D(B); k:kB) est un espace de Banach, EB ,! E et B est
bornée de EB dans E.

Toutes les propriétés satisfaites par les opérateurs presque fermables sur
un espace de Hilbert restent vraies dans le cas des espaces de Banach. Toute-
fois, certains résultats nouveaux sont techniquement valables sur les espaces
de Banach et que nous devons utiliser dans certaines applications [12]: On
reprend ici les notations précédentes avec E à la place de H.

Remarque 3.6 Soient A0 et B0 les extensions presque fermées respectives
des opérateurs linéaires non bornés A et B sur E telles que B0 est A0-
relativement borné avec une A0-borne relative strictement inférieure à 1.
Alors, à partir d�un résultat de [26], A est presque fermable sur E si et
seulement si (A+B) est presque fermable sur E. La bornitude relative de B
par rapport à A n�est pas su¢ sante pour assurer ce résultat.

On établi dans ce qui suit des résultats nouveaux et originaux en montrant
que la classe des opérateurs presque fermables est également invariante par
passage à la limite, les sommes in�nies et les intégrales.

Théorème 3.7 Pour tout " > 0; soit A" 2 ACl(E) d�extension B" 2 AC(E)
et d�espace de Banach auxiliaire E" = (D(B"); k:kB"): Supposons qu�il existe
un espace de Banach L tel que L ,! E" pour tout " > 0 et sup

">0
kA"xkE < +1;

pour tout x 2 L:
Alors, Ax = lim

"!0
A"x de domaine:

D(A) =

(
x 2

 \
">0

D(A")

!
\ L : lim

"!0
A"x existe dans E

)
(21)
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est un opérateur linéaire presque fermable sur E:

Preuve. On dé�nit Bx = lim
"!0

B"x sur

D(B) =

(
x 2

 \
">0

D(B")

!
\ L : lim

"!0
B"x existe dans E et sup

">0
kB"xkE < +1

)
(22)

et on pose kxkB = kxkL + sup
">0

kB"xkE pour x 2 D(B):

Il est clair que, kxkB = kxkL + sup
">0

kB"xkE est une norme sur D(B);

montrons maintenant que F = (D(B); kxkB) est complet.
Soit (xn)n2N une suite de Cauchy dans F: Alors, (xn)n2N est de Cauchy

dans L, E et E" pour tout " > 0; et (B"xn)n2N est de Cauchy dans E pour
tout " > 0: Ainsi, (xn)n2N converge vers x dans L, E et E" pour tout " > 0
et (B"xn)n2N converge dans E vers y" pour tout " > 0: Puisque (xn)n2N est
de Cauchy dans F; il existe M > 0 tel que kxnkB � M; 8n 2 N: D�où,
kB"xnkE � kxnkB �M; 8n 2 N et 8" > 0: Alors puisque xn �! x dans E";
kB"xkE = lim

n!1
kB"xnkE �M; 8" > 0: Il en résulte que sup

">0
kB"xkE �M:

Posons yn = lim
"!0

B"xn; 8n 2 N: Soit � > 0: Alors, il existe N 2 N tel que
kxn � xmkB � �

3
pour tout n;m � N . Donc

kB"xn �B"xmkE � kxn � xmkB �
�

3
, 8n;m � N; 8" > 0

Fixons m � N et n � N: Il existe �0 > 0 tel que kym �B"xmkE < �
3
et

kyn �B"xnkE < �
3
pour 0 < " < �0: Fixons "; 0 < " < �0. Alors, 8m;n � N;

kym � ynkE � kym �B"xmkE + kB"xm �B"xnkE + kB"xn � ynkE
<

�

3
+
�

3
+
�

3
= �

Donc (yn)n2N est de Cauchy dans E. Ainsi il existe y dans E tel que
(yn)n2N converge vers y dans E:
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Soit � > 0: Alors, il existe un entier naturel N tel que kxm � xnkB < �
3

pour tout m;n � N . D�où, kB"xm �B"xnkE � kxm � xnkB < �
3
pour

m;n � N et 8" > 0: Alors, kB"x�B"xnkE = lim
m!1

kB"xm �B"xnkE � �
3
,

8n � N et 8" > 0: Ce qui donne aussi 8n � N;

kB"x� ykE � kB"x�B"xnkE + kB"xn � ynkE + kyn � ykE
� �

3
+ kB"xn � ynkE + kyn � ykE

Choisissons n � N tel que kyn � ykE < �
3
. Il existe alors t > 0 tel que

kB"xn � ynkE < �
3
pour 0 < " < t: Donc kB"x� ykE < � pour tout " > 0

véri�ant 0 < " < t: Ainsi, lim
"!0

B"x = y dans E:

Par conséquent, x 2 F: On peut aussi facilement voir que kx� xnkB ! 0:
Alors, F est un espace de Banach et F ,! E.
Il reste à montrer que B est un opérateur borné de F dans E: Soit

(xn)n2N � D(B) convergeant vers 0 dans F: Alors, (xn)n2N converge vers
0 dans L, E; et E", 8" > 0; en particulier (B"xn)n2N converge vers 0 dans E
uniformément par rapport à " > 0: Ainsi on peut permuter les limites dans
lim
n!1

Bxn = lim
n!1

(lim
"!0

B"xn) = lim
"!0
( lim
n!1

B"xn) = 0 puisque B" est borné de

E" dans E: Finalement, B est bien une extension presque fermée sur E de
A:

Théorème 3.8 Soit An 2 ACl(E) d�extension Bn 2 AC(E) et d�espace
de Banach auxiliaire En = (D(Bn); k:kBn), n 2 N. Supposons que L est
un espace de Banach tel que L ,! En pour tout n 2 N: Alors l�opérateur

Ax =

1X
n=0

Anx de domaine:

D(A) =

(
x 2

 \
n2N

D(An)

!
\ L :

1X
n=0

Anx existe dans E

)
(23)

est linéaire presque fermable sur E:
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Preuve. Posons Bx =
1X
n=0

Bnx de domaine:

D(B) =

(
x 2

 \
n2N

D(Bn)

!
\ L :

1X
n=0

Bnx existe dans E

)
(24)

et kxkB = kxkL + sup
N2N







NX
n=0

Bnx







E

.

Soit la somme partielle SN =
NX
n=0

Bn de domaineD(SN) =

 
N\
n=0

D(Bn)

!
\

L; N 2 N: En vertu du théorème 3:5; il en découle que SN est presque fer-

mable sur E où

 
N\
n=0

D(Bn)

!
\L est son espace de Banach auxiliaire associé

muni de la norme kxkSN = kxkL + kSNxkE ; N 2 N: Montrons d�abord que
F = (D(B); kxkB) est un espace de Banach. On véri�e facilement que kxkB
est bien une norme surD(B). D�autre part si (xk)k2N est une suite de Cauchy
dans F; alors (xk)k2N converge vers x dans L; E et En pour tout n 2 N: Donc,
x 2 D(Bn) \ L et lim

k!+1
Bnxk = Bnx; puisque Bn est borné de En dans E

pour tout n 2 N: (xk)k2N est en particulier une suite bornée dans F; il existe
alors M > 0 tel que pour tout k 2 N;

sup
N2N

kSNxkE � kxkkB �M (25)

Véri�ons en fait que
1X
i=0

Bix existe dans E: Soit " > 0: Il existe un entier

naturel N tel que pour m; k � N et pour tout n 2 N;

kSnxm � SnxkkE � kxm � xkkB <
"

3

Alors, kSnx� SnxkkE = lim
m!1

kSnxm � SnxkkE � "
3
pour k � N et pour

tout n 2 N.
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Fixons k � N . Comme la limite lim
n!1

Snxk converge dans E, il existe

N0 2 N; N0 � N , tel que kSmxk � SnxkkE < "
3
pour tout m;n � N0: D�où,

kSmx� SnxkE � kSmx� SmxkkE + kSmxk � SnxkkE + kSnxk � SnxkE
<

"

3
+
"

3
+
"

3
= "

quelque soit m;n � N0:

Ainsi (Snx)n2N est une suite de Cauchy dansE. Alors,
1X
i=0

Bix = lim
n!1

Snx

existe dans E. D�où, x 2 D(B):
Par conséquent, il existe k0 2 N tel que pour tout m; k � k0;

kxm � xkkL �
"

2
et sup

n2N
kSnxm � SnxkkE �

"

2
; " > 0 (26)

D�où, pour tout m; k � k0;

kxm � xkB = kxm � xkL + supn2N limk!1 kSnxm � SnxkkE (27)

� kxm � xkL + kxm � xkkB � "

Donc F est un espace de Banach et F ,! E:D�autre part, F ,! (D(SN); k:kSN )
pour tout N 2 N: On a aussi, Ax = lim

N!1
SNx et

D(B) =

(
x 2

 \
n2N

D(Sn)

!
\ L : lim

N!1
SNx existe dans E

)
(28)

Ainsi, en vertu du théorème 3:7; on conclu que B est bien une extension
preque fermée de A:
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Théorème 3.9 Soit J un sous-ensemble Lebesgue-mesurable de R et At 2
ACl(E) d�extension Bt 2 AC(E) et d�espace de Banach auxiliaire associé
Et = (D(Bt); k:kBt) pour tout t 2 J:

Soit Ax =
Z
J

Atx dt de domaine:

D(A) =

(
x 2

 \
t2J
D(At)

!
\ L : Atx 2 L1(J;E)

)
(29)

où L est un espace de Banach tel que L ,! Et pour tout t 2 J:

Alors, A 2 ACl(E) d�extension presque fermée Bx =
Z
J

Btxdt de�nie sur

E et de domaine:

EB =

(
x 2

 \
t2J
D(Bt)

!
\ L : Btx 2 L1(J;E)

)
(30)

équipé de la norme kxkEB = kxkL +
Z
J

kBtxkE dt.

Preuve. Soit (xn)n2N une suite de Cauchy dans EB: Alors, (xn)n2N et
(Btxn)n2N sont respectivement des suites de Cauchy dans E et L1(J;E).
Donc xn ! x dans L et il existe une fonction yt 2 L1(J;E) telle que
Btxn ! yt dans L1(J;E). Ainsi, puisque kBtxn � ytkE ! 0 dans L1(J;R);
on peut en extraire une sous suite (xnk)k2N de la suite (xn)n2N pour laquelle
kBtxnk � ytkE ! 0 simplement et presque partout dans L1(J;R); ou bien,
(Btxn)n2N converge simplement et presque partout vers yt dans E. Comme
Bt est borné de Et dans E alors x 2 D(Bt) et Btx = yt presque partout sur
J . En conséquence, Btx 2 L1(J;E) et x 2 EB. De plus,

kxn � xkEB = kxn � xkL +
Z
J

kBtxn � ytkE dt! 0 lorsque n!1
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Donc EB est bien un espace de Banach et EB ,! E. Comme

kBx�BxnkE =








Z
J

(Btx�Btxn)dt








E

�
Z
J

kBtx�BtxnkE dt � kx� xnkEB (31)

alors B est une extension bornée de l�opérateur A de EB dans E:
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Chapitre IV

Topologie sur l�espace des opérateurs presque
fermables
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4 Topologie sur l�espace des opérateurs presque
fermables

On dé�nit dans ce chapitre une topologie localement convexe dans la classe
ACl(E) des opérateurs linéaires presque fermables sur E et on étudie la
relation de �nesse entre cette topologie, la topologie de la métrique du gap
g et la topologie induite par la convergence quotient sur l�espace C(H):

4.1 Topologie d�ELC sur l�espace des opérateurs presque
fermables

On utilise ici les constructions de Caradus entamées dans le cas des opérateurs
presque fermés [5]. Soit A 2 ACl(E) d�extension B presque fermée sur
l�espace de Banach auxiliaire EB, on note par � la décomposition canonique
A = A0C de A sur D(A) obtenue dans la propriété (4) du théorème 3:3:
On utilise la notation A = A0C[EB] pour représenter cette décomposition.
Il est clair que étant donné A 2 ACl(E); l�espace EB est unique modulo
un ismorphisme. Pour " > 0; on dé�nit un "-voisinage d�opérateur presque
fermable A = A0C[EB] par:

V (A;�; ") = fS 2 ACl(E) : D(S) = D(A); S admet une décomposition
canonique S = fA0C[EB] tel que 


A0 �fA0




B(EB ;E)
< "g (32)

La famille fV (A;�; ")g">0 forme une base de voisinages deACl(E) puisque[
fV (A;�; ") : A 2 ACl(E); " > 0g = ACl(E): La topologie �� générée

par la base fV (A;�; ")g">0 est l�ensemble de toutes les unions d�intersections
�nies d�éléments de fV (A;�; ")g">0, c�est-à-dire �� est la plus petite topologie
sur ACl(E) pour laquelle les éléments V (A;�; ") sont des ensembles ouverts.

Cette dé�nition de "-voisinages n�est pas restrictive sachant que dans la
littérature mathématique il existe plusieurs travaux intéressants qui portent
sur certaines catégories d�opérateurs non bornés tous considérés dé�nits sur
un même domaine, on peut consulter pour cela par exemple les travaux
récents de Polakovic et Rieµcanová [30]:
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Remarque 4.1 Si k:k1 et k:k2 sont deux normes sur le domaine D(B); de
l�extension presque fermée B de A 2 ACl(E); rendant D(B) complet alors
k:k1 et k:k2 sont équivalentes, donc si on prend une autre représentation �
au lieu de � les topologies �� et �� coïncident sur ACl(E): Pour cette raison,
on notera dorénavant �� par � :
Si T 2 B(E), alors la représentation � de T est trivialement donnée par

T = TI[E]; il en résulte alors que � coïncide avec la topologie de convergence
uniforme sur B(E).
� coïncide sur AC(E) et sur l�ensemble C(E); des opérateurs fermés den-

sément dé�nis sur E; avec la topologie construite par Caradus dans [5] sur
l�espace des opérateurs presque fermés sur E:

La topologie � possède les propriétés fondamentales suivantes dansACl(E).

Théorème 4.2 � est une topologie de Hausdor¤ localement convexe sur
ACl(E):

Preuve. On montre d�abord que chaque voisinage V (A;�; ") est convexe
dans ACl(E). Soient A(1); A(2) 2 V (A;�; ") où A = A0C[EB]:
Alors, A(1) = A(1)0 C[EB] et A

(2) = A
(2)
0 C[EB] avec




A0 � A(1)0 



B(EB ;E)

< " et



A0 � A(2)0 




B(EB ;E)
< "

Puisque �A(1) + (1 � �)A(2) = (�A
(1)
0 + (1 � �)A(2)0 )C[EB]; on a pour

0 � � � 1;




A0 � (�A(1)0 + (1� �)A(2)0 )




B(EB;E)

=



�(A0 � A(1)0 ) + (1� �)(A0 � A(2)0 )




B(EB;E)

(33)

� �"+ (1� �)" = "

Donc, �A(1) + (1� �)A(2) 2 V (A;�; "):
D�autre part, pour établir la séparabilité de Hausdor¤ de � considérons

A(1); A(2) 2 ACl(E) tels que A(1) 6= A(2):
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Si D(A(1)) 6= D(A(2)) alors V (A(1);�; ") \ V (A(2);�; ") = ; pour tout
" > 0:
Si D(A(1)) = D(A(2)); en vertu de la remarque précédente, on peut

considérer A(1) et A(2) avec la même représentation � et le même espace
auxiliaire EB; A(1) = A

(1)
0 C1[EB] et A

(2) = A
(2)
0 C2[EB]: Supposons que

S 2 V (A(1);�; ") \ V (A(2);�; "):
Alors, D(S) = D(A(1)) = D(A(2)); S = S1C1[EB] = S2C2[EB]; et




S1 � A(1)0 



B(EB ;E)

< " et



S2 � A(2)0 




B(EB ;E)
< "

Ainsi, pour tout x 2 D(A(1)) = D(A(2)); on obtient



A(1)x� A(2)x


E
�




A(1)0 C1x� S1C1x



E
+



A(2)0 C2x� S2C2x




E
(34)

< "(kC1xkEB + kC2xkEB)

Alors, A(1) = A(2) ce qui contredit notre hypothèse.
En conséquence,V (A(1);�; ") \ V (A(2);�; ") = ;:

Théorème 4.3 Les applications s : (A(1); A(2)) ! A(1) + A(2) et p :
(A(1); A(2))! A(1)A(2) sont continues sur (ACl(E); �):

Preuve. Soit A(1); A(2) 2 ACl(E): A(1) = A(1)0 C1[EB1 ] et A(2) = A
(2)
0 C2[EB2 ]

sont respectivement les decompostions canoniques �1 et �2 de A(1) et A(2):
De la dé�nition du "-voisinage, on a:

V (A(1);�1; "1) + V (A
(2);�2; "2) � V (A(1) + A(2);�1 + �2; "1 + "2) (35)

V (A(1);�1; "1)V (A
(2);�2; "2) � V (A(1)A(2);�1�2; ") (36)

où " = "1"2 + "1



A(2)0 




B(EB2 ;E)
+ "2




A(1)0 



B(EB1 ;E)

:

�1 + �2 et �1�2 sont obtenus à partir de �1 et �2 par les constructions
(4) du théorème 3:3. Il en résulté donc de (34) et (35) la continuité de s et
p:
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4.2 Ra¢ nement du complété de C(H)

On sait d�après [29] que C(H)muni de la métrique du gap g n�est pas complet,
le complété de C(H) est un sous-ensembe de LR(H) des relations linéaires
fermées deH�H, c�est à dire de l�ensemble de tous les sous-espaces vectoriels
fermés de H � H de dimension et codimension in�nies. Ainsi pour ra¢ ner
la complétion de C(H) à partir de g; on construit dans ce qui suit quelques
métriques strictement plus fortes que g:
Pour terminer cette section, on examine en particulier la structure topologique

induite sur l�espace C(H) par celle de ACl(H). La topologie induite par �
sur AC(H) coincide avec celle construite par Caradus sur AC(H) et aussi
sur C(H). On rappel que si A 2 AC(H), alors A est représenté par un quo-
tient B=A+ d�opérateurs bornés sur H où A+ est unique et positif sur H et
kAkB(HA;H) = kBkB(H), HA est l�espace auxiliaire de A:

Considérons � la correspondance entre un opérateur presque fermé A et
l�opérateur borné positif A+ associé à A. Un tel opérateur A 2 AC(H)
est uniquement représenté à l�aide de la correspondance � par un quotient
B=A+, de sorte que l�on note A

�
= B=A+:

Hirasawa [13]; [14]; dé�ni d�une manière équivalente un "-voisinage d�un
opérateur presque fermé A �

= B=A+ sur H par:

V(A;�; ") = fT 2 AC(H) ; T �
= C=A+ , kB � CkB(H) < "g (37)

= fT 2 AC(H) ; D(A) = D(T ) , kA� TkB(HA;H) < "g

cela induit une topologie de Hausdor¤ localement convexe dans l�ensemble
AC(H) qui est indépendante de la correspondance �: En e¤et, AC(H) de-
vient métrisable par l�intermédiaire de la métrique

�(A; T ) =

(
1 si D(A) 6= D(T )
kA�TkB(HA;H)
1+kA�TkB(HA;H)

si D(A) = D(T )
(38)

En particulier, une suite (An)n2N converge vers A dans AC(H) pour la
métrique � si et seulement si le domaine D(An) de An coincide avec le do-
maine D(A) de A pour n assez grand et lim

n!+1
kAn � AkB(HA;H) = 0; où HA

est l�espace de Hilbert auxiliaire de A:
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Théorème 4.4 ([13]; [14]) La topologie induite par la métrique � sur C(H)
est plus forte que celle induite par la métrique g, autrement dit, si �(An; A)!
0 alors g(An; A)! 0 quand n !1 pour An; A 2 C(H):
B(H) est une composante connexe de AC(H) et C(H) est ouvert dans

AC(H):

Soit A 2 C(H), alors on peut écrire A = �(B) = B=(I � B�B)1=2 =
B(I � B�B)�1=2 avec une contraction positive unique B 2 C0(H) = fS 2
B(H) : kSkB(H) � 1 et N(I � B�B) = f0gg où � est une application
inversible de C0(H) sur C(H), l�application inverse de � est donnée par
��1(A) = A(I + A�A)�1=2 (voir [18]; [17]).

La convergence associée à cette représentation est appelée convergence
quotient et est dé�nie comme suit : An = Bn=(I � B�nBn)1=2 converge vers
A = B=(I � B�B)1=2 si et seulement si Bn converge vers B dans B(H) où
Bn; B 2 C0(H):

Proposition 4.5 La projection orthogonale PG(A) : H �H ! H �H sur
le graphe G(A) de l�opérateur A = B=(I � B�B)1=2 peut être décrite par la
matrice suivante (voir lemme 3:9, [13]):

PG(A) =

�
(I �B�B) (I �B�B)1=2B�

B(I �BB�)1=2 BB�

�
(39)

Par conséquent, si Bn converge vers B dans B(H), alors on a (I �

B�nBn)
1=2B�n �! (B(I � BB�)1=2)� = (I � B�B)1=2B� ce qui assure la con-

vergence PG(An) �! PG(A) lorsque n!1; ou bien lim
n!+1

g(A;An) = 0:

D�autre part, rappelons que si A 2 C(H) alors RA = (1 +A�A)�1 est un
opérateur linéaire borné positif et auto-adjoint sur H; ARAx = RA�Ax sur
D(A), kRAkB(H) � 1 et kARAkB(H) � 1:
PG(A) peut-être aussi représenté par la matrice suivante (Proposition 1:3,

[21]):
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PG(A) =

�
RA A�RA�
ARA I �RA�

�
(40)

Ainsi, véri�ons que la topologie de la convergence quotient est en fait
strictement plus forte que la topologie induite par la métrique g sur C(H)
ou bien montrons qu�il existe une suite d�opérateurs An de C(H) telle que
g(An; A) ! 0 quand n ! 1 avec A 2 C(H) mais An ne converge pas en
quotient vers A:

Considérons pour cela sur l�espace l2; des suites complexes à carrés som-
mables, les opérateurs suivants:

[An(x)]k =

�
kxk si k < n
�kxk si k � n (41)

et

[A(x)]k = kxk , k 2 N (42)

sur le domaine naturelD(A) = D(An) =

(
x = (xk)k2N 2 l2 :

1X
n=0

k2 jxkj2 < +1
)
:

Alors, A;An 2 C(l2); A� = A; A�n = An et [RA(x)]k = [RA�(x)]k = [RAn(x)]k =
[RA�n(x)]k =

xk
1+k2

, pour tout n 2 N:

[AnRAn(x)]k = [A
�
nRA�n(x)]k =

�
k

1+k2
xk si k < n

�k
1+k2

xk si k � n (43)

A l�aide de l�expression de PG(A); on voit que

g(A;An) = kARA � AnRAnkB(H)

� 2n

1 + n2
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Ainsi, la suite (An)n converge vers 0 pour g mais n�a pas la même lim-
ite par la convergence quotient. En e¤et, An = �(Bn) et A = �(B) où
Bn = ��1(An) = An(1 + A

�
nAn)

�1=2 et B = ��1(A) = A(1 + A�A)�1=2

sont les contractions correspondantes respectivement à An et A. Notons
que, kBnkB(H) � 1; kBkB(H) � 1, N(I � B�nBn) = N(RAn) = f0g et
N(I �B�B) = N(RA) = f0g. Ainsi, B;Bn 2 C0(l2); pour tout n 2 N:

[Bn(x)]k = [B
�
n(x)]k =

(
kp
1+k2

xk si k < n
� kp

1+k2
xk si k � n (44)

et

[B(x)]k =
kp
1 + k2

xk ; k 2 N (45)

Comme

kBn �BkB(H) =


An(1 + A�nAn)�1=2 � A(1 + A�A)�1=2

B(H)

� 2np
1 + n2

�! 2

alors (An)n ne converge pas vers la même limite pour la convergence
quotient.
On vient donc d�établir le résultat fondamental suivant:

Théorème 4.6 La topologie induite sur C(H) par la convergence quotient
est strictement plus fort que la topolgie induite par la métrique du gap g:

Remarque 4.7 Il devient intéressant de comparer le complété de C(H) par
la métrique � avec AC(H) et ACl(H). En d�autres termes, est-il possible de
déterminer une métrique d sur C(H) telle que le complété de C(H) pour d
coïncide avec AC(H) ou bien ACl(H)?.
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Chapitre V

Application aux problèmes de Cauchy
abstraits
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5 Application aux problèmes de Cauchy ab-
straits

5.1 Problème de Cauchy abstrait

De nombreux modèles mathématiques principalement en physique, ingénierie,
�nance, biologie, etc, sont étudiés dans des espaces de Banach ou Hilbertiens
à l�aide de problèmes de Cauchy abstraits:

u0(t) = Au(t), t � 0, u(0) = x (46)

où A est un opérateur linéaire de domaine D(A) et à valeurs dans E un
espace de Banach.

Une fonction u : [0;+1[�! E est dite une solution (ou bien solution
classique) du problème (46) si u(t) 2 D(A) pour tout t � 0; u est di¤éren-
tiable par rapport à la variable temporelle t et les égalités dans (46) sont
conservées.

Le problème (46) est dit bien posé si pour tout x 2 D(A) il existe une
unique solution u(:; x) de (46) dépendant continûment des données intiales :

9C > 0 ; sup
t2[0;1]

ku(t; x)kE � C kxkE (47)

Il est bien connu qu�il existe une relation étroite et intéressante entre les
C0-semi-groupes d�opérateurs (semi-groupes fortement continus) et le prob-
lème (46): En e¤et, si A est fermé, l�existence, l�unicité et la dépendance con-
tinue de la solution par rapports aux données initiales du problème (46) ont
été largement étudiées par plusieurs auteurs, citons par exemple les travaux
de Melnikova et Filinikov [23] et Jara et al. [15]. L�idée pour résoudre le
problème de Cauchy abstrait (46) est d�appliquer la transformée de Laplace
à l�équation u0(t) = Au(t) ce qui conduit à une équation où la fonction incon-
nue pourra être calculée. L�approche des semi-groupes est souvent utilisée
lorsque l�opérateur A possède su¢ samment de propriétés spectrales accept-
ables. Cette approche permet d�obtenir des solutions de (46) dans l�espace
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presque fermé EA = (D(A); kxkA = kxkE + kAxkE), ces solutions sont sta-
bles par rapport à des perturbations de la condition initiale en norme de EA.
Si A ne génère pas un semi-groupe fortement continu, par exemple lorsque
A n�a pas de résolvante ou la résolvante de A ne satisfait pas une estimation
adéquate, on utilise la méthode d�approximation des solutions par les opéra-
teurs de régularisation ainsi que la méthode de la construction de solutions
généralisées.

Si on traite le problème (46) lorsque l�opérateur A est une somme, produit
ou limite d�opérateurs fermable sur E, A est alors presque fermables sur
E, ayant ainsi une extension B bornée sur un espace de Banach auxiliaire
approprié EB = (D(B); kxkB) où D(A) � EB ,! E:
Considérons dans ce qui suit le problème (46)B; où A 2 ACl(E) est

remplacé dans (46) par son extension B bornée sur EB et la donnée initiale
x 2 EB:

Théorème 5.1 ([8]; [23]) Si EB est dense dans E; alors les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:
1) Le problème (46)B est bien posé.
2) Il existe un C0-semi-groupe (St)t�0 tel que pour tout x 2 EB la fonction

u(t; x) = Stx est une solution de (46)B:
3) Il existe un C0-semi-groupe (St)t�0 tel que pour la fonction u(t; x) =

Stx on a:

D(B) = fx 2 E : u(:; x) : [0;+1[�! EB est di¤érentiable g (48)

et u0(:; x)(0) = Bx pour tout x 2 D(B):

Ces résultats montrent qu�il est d�un grand intérêt de savoir si un opéra-
teur génère ou non un C0-semi-groupe. Si c�est le cas, le problème de Cauchy
abstrait associé est bien posé, en particulier il existe une unique solution du
problème, cette solution est exprimée en termes du C0-semi-groupe associé.
Même si nous ne pouvons obtenir une expression explicite de St (et donc de
la solution), la théorie des semi-groupes nous aide à obtenir des informations
utiles sur le comportement qualitatif des solutions, par exemple, la régularité
et le comportement asymptotique uniquement à partir de la connaissance du
générateur du semi-groupe.
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Rappelons maintenant quelques résultats de base sur les C0-semi-groupes,
les détails et les preuves peuvent être trouvées dans [8]; [12] et [23]. Com-
mençons d�abord par un résultat qui est en quelque sorte une généralisation
au cas des espaces de Banach du théorème fondamental classique du calcul
intégral, où l�intégrale de Riemann d�une fonction continue f : [a; b] �! R
est remplacée par l�intégrale de Bochner de f : [a; b] �! EB:

bZ
a

f(t)dt = lim
n!1

n�1X
i=0

f(xi;n)(xi+1;n � xi;n) (49)

xi;n = a+ i
(b� a)
n

De la dé�nition, découle immédiatement que

B

bZ
a

f(t)dt =

bZ
a

Bf(t)dt (50)

D�autre part, si (St)t�0 est un C0-semi-groupe de générateur B et x 2 EB
alors:

Stx 2 EB; BStx = StBx = lim
h!0

St+hx� Stx
h

et pour tout t; r � 0,

Stx� Srx =
tZ
r

S�Bxd� =

tZ
r

BS�xd� = B

tZ
r

S�xd�
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Le deuxième résultat important qu�on rappelle ici est l�estimation ex-
ponentielle d�un C0-semi-groupe dans la mesure où il existe des constantes
M > 0 et ! 2 R telles que pour tout t � 0; on ait:

kStkB(EB ;E) �Me
!t (51)

La borne inférieure de tous les nombres ! 2 R tels que (51) est satisfaite
pour M > 0 est appelée la borne de croissance du semi-groupe (St)t�0. Si
la borne de croissance de (St)t�0 est négative, i.e. s�il existe ! < 0 tel que
(51) est satisfaite, le semi-groupe est appelé dans ce cas exponentiellement
stable. Si ! = 0 dans (51), le semi-groupe est dit borné. Finalement, si l�on
prend M = 1 et ! = 0 dans (51); le semi-groupe est appelé un semi-groupe
de contraction.
En outre, pour tous les z 2 C; tels que Re z > !; l�opérateur résolvant

RB(z) = (z �B)�1 de B existe et on a:

RB(z)x =

+1Z
0

e�ztStxdt; x 2 EB

La condition de Miyadera-Feller-Phillips-Hille-Yosida sur la résolvante de
B sur EB est exprimée par:





dkRBdzk
(z)






B(E;EB)

� Mk!

(Re z � !)k+1 ; k = 0; 1; ::: (52)

Remarque 5.2 CommeD(A) � EB ,! E; alors toute solution u 2 C1([0; T ];E)\
C([0; T ];EB) du problème (46)B est aussi une solution de (46) si x 2 E: Une
solution du problème (46)B est une fonction u 2 C([0; T ];E) satisfaisant
tZ
0

u(s)ds 2 EB et u(t) = B
tZ
0

u(s)ds+ x pour tout t 2 [0; T ]:

Si u(:) : [0;+1[�! EB et Au(:) : [0;+1[�! E sont Bochner intégrables

au sens généralisé, alors

+1Z
0

u(t)dt 2 D(A) et
+1Z
0

Au(t)dt = A

+1Z
0

u(t)dt.
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En intégrant (46) par rapport à la variable t à partir de 0; on obtient

u(t) = Av(t) + x où v(t) =

tZ
0

u(s)ds: En intégrant une fois de plus, on a

v(t) = A

tZ
0

v(s)ds + tx: En répétant ce processus (n + 1)-fois, on obtient le

problème de Cauchy suivant:

v(t) = A

tZ
0

v(s)ds+
tn

n!
x (46(n))

Toute fonction v(:) 2 C([0; T ];EB) satisfaisant (46n) pour tout t � 0
est appelée une solution intégrale de (46): Il est clair que, si u véri�e le

problème (46); alors v(t) =

tZ
0

(t�s)n�1
(n�1)! u(s)ds est solution de (46(n)): Aussi,

si v(:) est solution de (46(n)) et est (n + 1)-fois continûment di¤érentiable,
alors u(:) = dn

dtn
v(:) est solution de (46): Pour v(:) 2 L1loc([0;+1[;E) on note

absE(v) la borne inférieure de tous les nombres a pour lesquels la transformée
de Laplace de v :

bv(z) = +1Z
0

e�ztv(t)dt (53)

existe pour Re z > a: Si ! � 0; alors absE(v) � ! si et seulement si

!E(

tZ
0

v(s)ds) � !; où la borne de croissance exponentielle !E(
tZ
0

v(s)ds) est

dé�nie comme étant la borne inférieure des nombres !0 2 R pour lesquels il

existe un constante M telle que








tZ
0

v(s)ds








E

�Me!0t pour tout t � 0:
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Théorème 5.3 ([2]; [4])
Soit A 2 ACl(E) d�extension B bornée sur l�espace de Banach EB =

(D(B); kxkB) où D(A) � EB ,! E; x 2 E; n 2 N� et ! � 0: Soit

v(:) 2 L1loc([0;+1[;E) avec
tZ
0

v(s)ds 2 L1loc([0;+1[;EB); absE(v) � ! et

absEB(

tZ
0

v(s)ds) � !: Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

1)

tZ
0

v(s)ds 2 D(A) et v(t) = A
tZ
0

v(s)ds+ tn

n!
x pour tout t � 0:

2) bv(z) 2 D(A) et zn(zI � A)bv(z) = x pour tout z 2 C tel que Re z > !:
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5.2 Equation de Contrôle par Feedback

On reprend ici un exemple d�équation d�évolution avec un opérateur non
fermable traité par Baumer et Neubrander dans [4] où ils ont examiné le
problème de Cauchy abstrait suivant:

u0(t) = Au(t), u(0) = x 2 E

où E = C0([0;+1[) (espace des fonctions continues sur [0;+1[ ayant
une limite égale à 0 à l�in�ni),

Ax = A0x+B0x

A0x(r) = r
dx

dr
(r) = rx0(r)

de domaine

D(A0) =
n
x 2 E \ C1(]0;+1[) tel que lim

r!1
rx0(r) = 0 et lim

r!0
rx0(r) existe

o
(54)

et

B0x = x
0(0)c(r)

c(r) est un élément quelconque de E:

L�opérateur A0 génére sur l�espace de Banach E le semi-groupe fortement
continu Stx(r) = x(ret); t � 0; Stx(0) = x(0); kStxkE = kxkE et Stx(r)! 0
quand t! +1 pour tout r > 0:
Soit xn = � e�nr

n
une suite d�éléments dans E; alors xn ! 0 et Axn ! c

dans E lorsque n tend vers l�in�ni, donc l�opérateur A ne sera pas fermé dans
E dès que la fonction c 6= 0. Cependant, pour tout c 2 E; A 2 ACl(E) où on
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associe à A l�extension B de domaine D(B) le complété de D(A0) \D(B0)
par rapport à la norme du graphe kxkB = kxkE + kA0xkE + kB0xkE :
Si x et c sont di¤érentiables sur [0;+1[, Baumer et Neubrander ont

montré dans [4] que l�équation de la résolvante (zI �A)y(z) = x admet une
solution unique

y(z) = R(z; A0)x+
x0(0)

z � 1� c0(0)R(z; A0)c (55)

1 + c0(0) 6= z; Re z > 1 et y(z) = bv(z) pour tout z > ! = maxf1;Re(1 +
c0(0))g où

v(t) = Stx+ x
0(0)

tZ
0

e(1+c
0(0))(t�s)Sscds (56)

Il est claire que v 2 L1loc([0;+1[;D(B)) et absE(v) � !: D�autre part, il

en découle d�après (56) que

tZ
0

v(s)ds 2 L1loc([0;+1[;EB) et absEB(
tZ
0

v(s)ds) �

!: Ainsi, en vertu du théorème 5:3, la fonction v dé�nie dans (56) est l�unique
solution de (46(1)) pour tout x; c 2 E di¤érentiables en 0: Puisque v(t) et
tZ
0

v(s)ds sont di¤érentiables dans EB; il s�ensuit que vjD(A) est une solution

du problème v0(t) = Av(t); v(0) = x:
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Perspectives du travail

- Les exemples explicites établis dans la thèse peuvent jouer
un rôle important dans certaines applications pédagogiques et de
recherche. D�autres exemples et contre exemples doivent être ex-
plicitement construits.

- Une autre direction est possible en généralisant les résultats
obtenus par passage aux quotients des opérateurs non bornés.

- On peut aussi regarder le lien entre la presque fermabilité des
opérateurs linéaires non bornés et la factorisation des opérateurs.

- Il sera aussi très intéressant de trouver une métrique d sur
ACl(H) plus forte que g; telle que le complété de C(H) pour cette
nouvelle métrique coincide avec l�espace des opérateurs linéaires
presque fermables sur H:
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Résumé 

Dans cette thèse on s’intéressé aux différents concepts de fermabilité des opérateurs linéaires. 
On introduit une notion nouvelle d’opérateurs linéaires sur les espaces de Hilbert et les 
espaces de Banach, appelés opérateurs presque fermables obtenus par des extensions presque 
fermées. Cette classe est stable par l’addition, la composition, l’inversion, la restriction, les 
limites et les intégrales, sur laquelle on introduit une topologie de Hausdorff localement 
convexe strictement plus forte que celle induite par la métrique du gap. On montre aussi que 
les problèmes de Cauchy abstraits sont en particulier rigoureusement formulés dans la classe 
des opérateurs presque fermables. 
 

Mots clés : Extensions presque fermées, Opérateurs presque fermables, Somme, Produit, 

Limites, Intégrales, Topologie de Hausdorff localement convexe, Problèmes de Cauchy 

abstraits pour des opérateurs presque fermables. 

Abstract 

In this thesis we focus on different concepts of closedness of linear operators. We introduce a 
new concept of linear operators on Hilbert spaces and Banach spaces, called almost closable 
operators, obtained by almost closed extensions. This class is is invariant under sums, 
products, inversion, restrictions, limits and integrals, on which we introduce a locally convex 
Hausdorff topology strictly stronger than that induced by the gap metric. It also shows that the 
abstract Cauchy problems are particularly rigorously formulated in the class of almost 
closable operators. 
 

 ملخص

نقوم بتقدیم المفھوم الجدید للمؤثرات الخطیة على  ٠في ھذه الأطروحة نھتم بدراسة مختلف مفاھیم الغلق للمؤثرات الخطیّة

ھذه  ٠فضاأت ھلبرت و باناخ، الموسومة بالمؤثرات القابلة تقریبا للغلق و المحّصل علیھا بتمدید المؤثرات المغلقة تقریبا

الانعكاس، النھایات و التكامل، كما نعّرف علیھا طوبولوجیا لھاوسدورف محدبة محّلیا  ،الفئة صامدة في ظل الجمع، الجذاء

یظھر أیظا ان مشاكل كوشي التجریدیة یتم صیغتھا بذقة على فئة المؤثرات  ٠أقوى تماما من تلك الناجمة عن مسافة الفجوة

٠القابلة تقریبا للغلق    

 

 


